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GonsidéuSe géométriquement y la Perspective linéaire est une projection po-* laire à trois dimensions ; cette projection , qui fournit le moyen de ramener sur un seul plan les données et les opérations des problèmes qu'on peut se proposer dans l'espace , considérée jusqu'à ce jour comme une application de la méthode orthogonale , n'a été traitée directement par personne. Cependant , d'après ce qui a lieu en Géométrie plane , il était facile de prévoir, par analogie y que le système de projection polaire appliqué à l'espace pourrait y dans plusieurs circonstances , remplacer avec avantage la méthode orthogonale , et que l'étude de ce nouveau procédé descriptif ajouterait une branche importante À la théorie déjà si féconde des projections.
Nous allons essayer de remplir la lacune que nous venons de signaler , et, favorisés par la rickeflsa du sujet <pxe nous avons à traiter , il ne nous sera pas difficile de prouver que la projection polaire fournit , par elle-même , toutes les conditions nécessaires pour poser et résoudre les problèmes que l'on peut se proposer dans l'espace ; qu'elle marche de pair avec la méthode de projection or^thogonale ; qu'il n'est aucune épure de ce dernier système qu'elle ne puisse reproduire, et, chose remarquable, que la plupart des nouvelles épures sont plus simples et plus générales que les anciennes.
Dans les applications, les deux méthodes offrent une différence qu'il est important de signaler. Les épures de perapective fausant nécessairement image , seront lues avec la plus grande facilité, souvent même par ceux qui n'auraient aucune idée de. Géométrie (i)f mais elles ne donneront pas immédiatement les grandeurs réelles des objets décrits (2) ; tandis que celles de Géométrie orthogonale, qui donneront presque toujours ces grandeurs, ne fourniront pas à beaucoup présides dessins aussi faciles à concevoir.
Il s'ensuit que la première de ces méthodes doit être employée de préférence dans tous les cas où il faut surtout parler aux yeux; la seconde, quand il s'agit d'exécuter les objets qu'elle sert à décrire. L'une est connue sous le nom de Géométrie descriptwe , l'autre prendra celui de Géométrie perspective.
Des démonstrations très élégantes de Géométrie plane ont été récemment û-
(i) Lft penpectWoi quand il s'agit d'objets dont la forme nous est familière , est une ëcriinre tEmÎTerselle qae cfaacon sait lire ssuos ayoir en besoin d'en ^tndier les principes, (a) On pourra néanmoins obtenir ces grandeurs par des opérations graphiques extrêmement simples.
rtfes des propriétés projectives polaires ; nous aurons occasion de prourer les ressources que ces considérations peuvent fournir ne sont pas enocure épi sées. Dans le nouveau système que nous allons développer, une seule figure plane exprimant des propriétés de l'espace , on sent que les vérités géométriqxijes qui dérivent de cette dépendance , peuvent être démontrées d'une manière simple en remontant aux causes qui leur ont donné naissance; de sorte qu'une dé^ monstration se réduira souvent à remarquer que la figure plane dont on s'occupe, est l'épure polaire qui résout un problème connu à trois dimensions.
Une autre considération importante , c'est qu'une projection polaire étant vraie pour toutes les. positions de l*œil , vraie, en ce sens qu'elle représente toujours un spectacle géométrique de même nature , dans lequel , les projections restant les mêmes, il n'y a de changé que les grandeurs angulaireà et linéaires des oI>— jets représentés; il suffît qu'une vérité indépendante de ces grandeurs soit déihontrée dans une figure particulière , pour Vêtre dans toutes les transformations que cette figure peut subir par le changement de Vœil. Les modifications produites dans la perspective d'une même figure, par le changement du plan de projection , entraînent la même conséquence.
C'est ainsi qu'on démontre que certaines propriétés des parallèles ont lieu pour des droites concourant à un même point , quand on ne considère qu'un seul faisceau ; et , pour des droites concourant par groupe» mh* une même ligne , quand il s'agit de plusieurs faisceaux chacun de direction différente, mais tous parallèles à un même plan ; c'est ainsi que certaines propriétés du cercle , considéré comme cas particulier , ont lieu pour toutes les courbes du second degré; propriétés qui s'étendent aussi aux surfaces du second ordre , et qui se démontrent par des considérations analogues.
Nous aurons soin dans le courant de cet ouvrage dindiquer quelques -unes des applications à la Géométrie plane, auxquelles les épures que nous avons à traiter pourront donner lieu ; ces applications seront renvoyées à la fin de chaque chapitre, afin de ne pas interrompre le développement de la théorie.
Notre travail a été soumis à l'Académie des Sciences, qui l'a approuvé dans sa séance publique du 22 août iSaS (i) ; voici quelques passages du rapport des commissaires MM. Fresnel et Mathieu , rapporteur :
« Au moyen des extensions que M. C. apporte à la Perspective ordinaire,
(i) Des Qtconêtnicét ^articulièietf ayamt rsMidë la pnlitfeftiian de «ce Vtémùïtt) l'Avtcor «n ip» prenant qn^il venait de panltré, «n 1&17, utk oavrage aooa le joâsM^titra (Gétunéui^ ffert f M€ i itfe)y par M« le colonel Dnfour, de Genève, a dû craindre ^e aon travail ne perdit PaTaotage de la noaveaauî, car en Mathe'matiqnet il n'est pas rare de se rencontrer qnand on traite le même snjet. La lectnre de l'Onvragelde M. Dafonr a dnsipë ses appréhensions, et il t^tîme faenieiiz de pouvoir, sans compromettre ses droits, rendre nn juste hoawuige à la manière élégante dont M* Dafour modifie les épnres orthogonales pour en présenter la perspective , et. aux hcureases .applications que cet habile ingénieur en a faites à la recherche des. ombres.
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^ lei^.probUMia de GtfCMaftélM fvw M.xëtok^btj.pay.wiQ. deid^ pisoj^pUou qui a I» ai^>.<»>^tm J^VADlAfA de préeeptcR. lioQ iinagâ fidèio d«s ol3^0(9^M#;Le0 consuruç*- M tUHM 94At.6n |;éni6rfdia8aeft.£Acilâ0. à suivra:, , las cpUn^a qiû. 40ii(./Q]t€Cutée^ «ive^ » wÂn^nQ. piuraifisenl.paa plus chargées de-. Ugiioi) qi»&. cdUe. ds,. la prQJecti^a •> ovib^gMakii. Le» moyens auxquels. M. G. .a: reeo«iT»^. le conduisent par foÂs N à..d0l dêmonstri(tians,sii](iples:de>qaelqueB/propoAiU»ii&cle. Géainétrie^plane,,.. » SOUA negr^tons de ne^pas; tronTer dea.appUcaAîonsrdiMiiS) lecM|uelles not^s^aur M 9i<MM VU» cominent roiiteiii: parvient à. se. proflurec.lesr données indispensable n àtiHU) ^j4l^e»..saToir>: lea..traiies. etJ^lixikiteBr soit powr lefi droit^^ soit •>'.pQnR les plans;, mais non» ne noua anoàterons faaauz..difficttlteat que. pourrait » pMSeiUer»>.daBS'.la.pialM{ae> la.iiBokeiiche6..des/preinièreB.donaé3S qu'exige. la » Géométrie penpeeiive^ no^ la- consîdéienNDft seulement oommû.iuiA théeirie »» mathématique y comme une manifbre nouvelle de traiter les .questions de Géo* » métrie descriptive pure , et , sous ce rapport , nous croyons pouvoir proposer » à l'Académie d'accorder son approbation au travail ingénieux de M. G. »
Conformément au désir exprimé dans ce Rapport, à la suite de la théorie ma" thématique y qui a reçu elle — même de nombreux développemens , nous avons donné quelques exemples d'application , savoir : La perspective d'un cube placé d'une manière quelconque dans l'espace , celle d'une sphère , celle de la surface annulaire , et xelle d'une vis à filets triangulaires , les dimensions de ces divers carfs étant connues^ d'avance.
Nous avons ensuite supposé chacun de ces corps éclairé par des rayons lumineux de direction donnée^ et déterminé les ombres qui en résultent. Ces exemples suffiront pour prouver que la projection polaire ne se borne pas à la solution des problèmes de Géométrie pure (i) : ils feront connaître la marche à suivre pour passer d^ la théorie aux applications.
"Ea terminant, nous consacrerons quelques pages aux considérations polaires qui sont plus particulièrement à l'usage des dessinateurs ; et nous déduirons du nouveau système de projection quelques-unes des principales règles qu'un peintre doit suivre dans la composition linéaire de ses tableaux.
(i) Loraqoe Monge conçat riiWe de simplifier les nM^tbodei qoe les ronstracteurt de tont genre employaient atant lui pour obtenir le« épures de projection orthogonale nécessaires 11 l'exécation de leurs divers travaux , il s^occnpa d^abord à faire an corps de science du système de projection graphique qu^emplojaient ces ouvriers , et, pour y parvenir, il composa un ouvrage qui ne traite que des questions de Géométrie pure. Notre but a e'ié, autant qu'il est permis de soivre les traces dn maître, d'imiter ce qui avait e'té fait avec tant de succès pour la Géométrie orthogonale ; c'est en remontant II la projection p(^ire de la droile et dn plan , et en traitant les mêmes questions de Géométrie , que nous nous sommes proposé de faire connaître aux dessinateurs un nouveau moyen de construire des penpe<;^ives eiacies , par une série de principes et de démonstrations susceptibles de se grayer pour toujours dans la mémoire , et qui puissent donner désormais aux constructions linéaires qui en dépendent, un enchalnemeni, «ne clarté, et sortout une généralité dont elles étaien» presqne entièrement dépourrues.
A une époque où les arts du dessin sont plus généralement cultiva que ja-^ mais ; où les architectes ne se permettent plus d'élever un monument de quelque importance sans avoir étudié d'avance ses divers e£fets perspectifs; où les théâtres fondent une partie de leurs succès sur la beauté et l'exactitude de leurs décorations ; où de vastes perspectives , représentant les lieux les plus célàbres du globe , sont livrées à la curiosité publique ; et enfin , où les besoins de l'industrie exigent que des dessins faciles à exécuter et à concevoir rendent populaire le mécanisme des machines nouvelles ; nous osons nous flatter qu'en nous efforçant de ramener à un seul corps de doctrine les principes de la projection polaire, et en cherchant à donner ainsi aux dessinateurs de tout genre les moyens de composer immédiatement des dessins qui réunissent Vanfontage iune représenta-' tion perspective à toutes les conditions Hune description géométrique, nous avons entrepris un travail susceptible de quelques applications utiles.
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CHAPITRE PREMIER
Définitions.
La. Géométrie perspective est un système de projection polaire dans lequel les corps sont rapportés à un plan connu de position , par des droites qui, partant de chaque point à projeter, viennent toutes aboutir à un même point fixe pris hors de ce plan.
Nous appellerons Tableau le plan de projection qui sera toujours supposé se confondre avec la feuille de papier sur laquelle on exécute
les dessins ;
Œil, le point de projection pris hors de ce plan;
jéxe perspectif y la perpendiculaire abaissée par r<e//sur \t tableaMii Point de vue , le pied de cette perpendiculaire ;
Cône projetant, celui qui a son sommet à Vœil et le corps à pro jeter pour base : ce cône peut se réduire à un plan et à une ligne, que nous appellerons Plan projetant et Ligne projetante.
Enfin, nous appellerons indifféremment Projection ou Perspective, l'intersection du cône projetant avec le tableau.
Projection du point.
Projeter un point, c'est joindre ce point à l'œil par une droite; l'intersection du tableau et de cette droite est la perspective ou projection cherchée ; mais comme cette projection est commune à tous les points de la ligne projetante, un point isolé sur le tableau est gé-
s GÉOMÉTRIE PERSPECTIVE.
aéralement la perspective d'une ligne passant par l'œil : une condition de plus djpviênti donc néoiessfâ|*e pour particulariser un des points de cette ligne; il faut indiquer, par exempte, qu'il se trouve sur une autre ligne, ou sur un plan, connus de position. La perspective (^ poiçt d^pQn4^a doçc dq cdl^ de la dfofte ^t^du^plian.
Projection d'une ligne.
En faisant passer un plan par l'œil et par une ligne donnée , l'intersection de ce plan avec le tableau est la perspective de cette ligne; la même considération qui vient de nous arrêter quand nous avons voulu détermiq^r^'U^ poiof ,^sa^rés|pn^ enpoçe ici(^ca]*la perspective d*une droite est commune à toutes les lignes qu'on peut tracer dans son plan projetant : c'est celle du plan projetant lui-même. Nous allons donner le moyen de modifier cette projection , de manière qu'elle ne représente plus qu'une seule des lignes contenues dans le plan projetant.
Soit» (flg. i) AB la ligne à projeter dont les points A et B sont censés ^ l'infini ; soit O l'œil, et EF la perspective de AB. Si nous menons par l'œil les deux parallèles OG et OH à AB et EF, nous verrons, à l'inspection de la fi^re, que là partie infinie DB se projette dans l'intervalle fini BO; que la partie finie DH se projette suivant la portion infinie DE, et enfin que la partie infinie HA se projette suivant la portion infinie 6F, mais de telle sorte que les deux points extrêmes A et B de la ligne AB ont pour projection le même point G. Ce point remarquable , et qui est dififérent pour toutes les lignes non parallèles comprises dans le plan projetant, va nous servir à distinguer chacune d'elles • nous l'appellerons point limite. Si nous nous contentons d'opérer sur la partie de l'espace qui se trouve , par rapport à l'œil , derrière le tableau , ce point limitera en effet la perspective de la ligne AB. Dans cette supposition , la partie de la perspective que nous avons à considérer se trouvera comprise entre 1^ point D et le point G , c'est-à-dire, entre le point oà la droite elle-même rencontre le tableau , sa trace , et celui où vient aussi le rencontrer une pamllèle à la droite memée par l'œil, sul limite. En marquant ces deux points sur la ligne indéfinie perspective de AB, toute indécision cesse : la limite fixe invariaWement la direction de lu droite projetée; car elle détermine
des points de la droite eUçi^^éiwe^^ sAxp«fr^»e^Ti^.«ili^.iQo4i6À^ peiM ]^tWv«Pf>>artepir|cpL'à-uoe aeQk'4â», dro»^«ai «waaf me$ 4«BS(l»{Sian
,X4«^^pp^it.lin4t« $'4ippi^,i^s^^ tm$^cojt:diRaii^ft-de ]P«Mq9eo«it«»
j^>»tv<^vC0«ceiur$,;par«a qu'il 9fit <wmraUfi ^rtov^; 1«|} j>«»spectiKé$ d'un même faisceau de droita» .pwallèleb ^Ware elles ( la .%o« qu'il fiiut mener >patr l'œil, pour détefxoiner leur ppîat l^nite, é|;ant:<Q9 ^d^ la iE^« .poiiE toutes fl»» dmiCç^ id^ Ji9^B»9 /&d90Qa«*
les droi);!^ pei^nd^QuUire^ fax tableau i piiî^qti'tti e^ \$ piâql/^At^fi^ GQntre;de.la perpiomUcplaîra au tabl^aAi';a}>aîs6ée pair rpsil. '
Quand la droite à projeter est parallèle ^n |a)]to|% )8l^>b!9Cf^«lfi«a limite passent '4 Tiinfipi) il .Ëf^t.aJl^^ ppw j^ .drw^i4pif^ en-
tièrement déterminée y sedopn^, outre son |4«P f^jt^Ml^riW V9êb^
Quan4 la drx>ite j>a39e pfir Tc^., s^ .tr2|<vei ^1; «a ttiB»|to,»fg^[pnpfQgrfffit» et sa per^peçtiyei^.cpimne nous.J'ai^ns.déj^ pliwrv^, .$6,«'édiUiKijiWi point
Si nous icbercbons (fig/j )wq9^.^st4e;pQÎpt4'IMB^fd^?«^ AB, qui se projette en ^, à égale djustanc^ de Ja tracç^ €^ de lu Umîfc de cette droite, en menant la ligne projetante 0^ quipasM^paroM point, on reconnaîtra, par Tégalité des triangles OG^ et bgD^ que ce point se trouire sur la \droite, /à um ^dîstasee du tBàAtsnifjêit k celle qui existe entre le tableau et Toeil.
Projection du plan.
Une droite pourànt s'appliquer enâèrement sui" lin plan , et là perspective d'une droite étant liiâitée , celle du plan doit Tétre atisâii. Le plan, comme la ligne, sera déterminé en projection pbUdré par sa ligne trace (son intersection aitec le tableau) , et sa ligne limite ^ c'està-dire le lieu des limites de toutes les droites par lesquelles on peut le supposer engendré, il est évident que cette limite est droite, qu'elle est parallèle à la trace, et que ç'çst k trace 4'uq plaj^ parfdlèl^ au proposé et passant par. Voçil* : r
droite; elle est commune à tous les plans parallèles; et, dans ce sens, elle peut aussi s'appeler Ugne dé concours.
. De même que nous l'avons observé' pour ime droite ^ la limite et la trace d'un plan passant par l'œil se confondent ; et un plan dont la limite passe par le point de vue est perpendiculaire, au tableau, puisque , dans ce cas, le plan parallèle mené par l'œil contient \ axe perspectif qui est une droite perpendiculaire au tableau.
C'est entre la trace et la Uxnite que vient se peindre sur le tableau tout ce qui se trouVe sur la portion infinie du plan située , par* rapport au tableau, du côté opposé à l'œil, seule partie de' l'espace dont la perspective fasse réellement image ; car entre l'œil et le tableau un corps cache lui-tnéme sa perspective, et l'œil ne peut apercevoir ce qui est' placé derrière lui.
' L'horizon de la mer donne une idée siififisanté de la limite d'un plan; cette idée serait parfaitement exacte sans la couii)ure du globe.
La perspective d'une droite et celle d'im plan étant déterminées, nous devons en déduire la solution des divers problèmes que Ton peut se proposer sur la position réciproque de ces (}eux élémens de tous les corps. Ces problèmes seront d'autant plus faciles à résoudre, qu'il y a une analogie parfaite dans les projections polaires de la droite et du plan,' chose qui n'existe pas dans le système de projection orthogonale (i).
Noiations conifentiomielles des épures de projection polaire.
Le plan du papier sur lequel on opère étant censé celui du tableau, il £siut faire connaître comment l'œil se trouve placé par rapport à ce plan. En choisissant pour point de vue^xm point quelconque du tableau, on indiqu,e que l'œil est sur une perpendiculaire élevée par ce point ; en se donnant sur cette perpendiculaire la distance de l'œil au tableau, sa positicHi sera déterminée. Pour rapporter cette distance sur le papier^ on décrira, en la prenant pour, rayon, une circonférence
(t) Le plan et la Ugne sont représentés en perspective par leur traœ et leur limite, tandis que dans la méthode orthogonale la droite est donnée par ses pro^ Jectiolas et le plan pai' ses'traces.
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dont le point de vue sera le centre. Cette circonférence s^era utile toutes les fois qu'il faudra rabattre l'axe perspectif sur le tableau.
Nous verrons qu'il est une infinité de. cas dans lesquels on peut exécuter des épures de perspective sans être obligé de tracer cette circonférence t ces épures expriment alors des propriétés géométriques entièrement indépendantes de la position de l'œil.
La figure a représente ime épure de perspective : O en est le point de vue , et MNP la circonférence tracée avec la distance de l'œil au tableau pour rayon (i). La ligne AO est la perspective d'une droite perpendiculaire au tableau élevée au point A. La ligne CD est la perspective d'une droite quelconque ^ ayant D pour limite et C pour trace; le.sy^ tème des deux lignes parallèles £F, 6H représente un plan passant par, ou contenant les droites CD et IK,' puisque les traces et les limites de ces droites se confondent avec ceUes du plan. On remarquera que, poiu* distinguer la ligne trace de la ligne limite du plan, .cette dernière a été ponctuée; et que, pour indiquer la trace, et la. limite de la ligne isolée AO , il a été formé un petit trait ponctué au point limite , et un trait plein au point trace. Quand une droite est. contenue dans un plan, comme l'est CD, la chose n'est pas absolument nécessaire. Telles sont les notations graphiques que nous adopterons dans cet Ouvrage.
Nous aurons soin également , en indiquant un plan* et mie ligne , de faire toujours précéder les lettres qui désignent les limites par celles qui désignent les traces, et même de les séparer par une virgule. Ainsi, nous dirons la ligne A, O pour indiquer la ligne ayant sa trace en A et sa limite en O ; cette ligne sera différente de la ligne O, A. Nous dirons de même le plan EF, GH : c'est celui qui a EF pour trace et GH pour limite; plan nécessairement différent du plan GH, EF. Ce sys* tème de notation sera également étendu aux sur&ces qui ont, en perspective, des traces et des limites. Nous appellerons invertir une droite, un plan, une surface; passer à la droite, au plan et à la surface qui
(i) Dans toutes les épures suivantes, le cercle de rabattement de l'œil ne sera désigne' par aucune lettre \ ce sera le seul trace en ligne pleine. A partir de la figure 18, ce cercle, devenu inutile sera supprimé, et ne reparaîtra que dans les épures d'application.
6 GEOMm^K VSMSPECnVE.
s'éLpAméat par tes- têêmi ieMte, maàs ^ii£Cér«mmeBt <phoi9t : <k 4a droite A, O, ^'ekeitlple/à la'droite O, A, etc.
Ifous indiquétrons plus tard lesprbpriélésidont'jouMêeirt'kslîgiies, lés {>Iaiis'et lés surfaces par nqpport<à Wrs inrert».
Intersection 'de'He&x droites.
Pour que'deiix xiroitËs'se reDConlï*ent dans l'espace, il 'CuH-qu'elles sotent ^contenues dans un même pkn<, ce tpii aura lieu quand la ligne qui joint leurs traces sera parallèle à la ligne ^ui joint leurs limites ; ces deux parallèles sont lés lignes projeotives du plan commun aux ^eux ^ités.
Le point de rencontre de ces deux droites ^ant pour projection le point de rencontre de leurs perspectives, ces perspectives peuvent se couper, 2^^ en avant de la trace du plan qui contient les deux droites; a^ sur cette trace; 3® entre la trace et la limite du même plan; 4^ sur la limite; 5^ en-delà de la limite; 6® enfin, à l'infini (quand les deux perspectives sont parallèles). Chacun de ces cas correspond à une position différente du point de rencontre dans l'espace : le I'' indique que le point se trouve entre le tableau et un plan parallèle au tableau mené par l'œil ; le a"", sur le tableau ; le 3°*, dans la partie de l'espace postérieure au tableau; le 4"^*, à l'infini (les proposées sont parallèles) ; le 5*^*, dans la partie de l'espace située derrière l'ôeil et limitée par un plan parallèle au tableau passant par l'œil ; le ô"*, enfin , sur ce plan parallèle.
Nous reviendrons souvent sur' ces considérations, avec lesquelles il est essentiel de se familiariser, et qui nous serviront à reconnaître , dans chaque épure , le lieu de Tespace où se trouvent les diverses parties des lignes ou des surfaces représentées en perspective. Pour l'explication de ces divers cas du point de rencontre de deux droites, il faut se reporter à la figure i " , au moyen de laquelle jqous avons fait voir comment se projettent en perspective les parties finies et infinies d'une même ligne. '
Quand on s'occupe de la projection polaire comme fournissant des dessins qui font image , pn est conduit à considérer tout ce qui est en projection au-delà des limites comme une perspective imaginaire ,.
caBJU^fifl^ne^peuLaf^teGeiKàr cû^quivse taou«er.denidèiie lui; mais, soua le rapport projectif, tout est réel. Nous ferons souvent usage ^ de constructions qui dépassent les .limites ou les traces, parce que certains problèmes occupant toutes les parties de l'espace , leurs solutions seraient incomplètes si nous ne donnions que la partie de Tépure i^usf eptiblç de, pc^jrspiîfrftiyp ré^le.
PREMIER PROBLÈME
TrQuvtw i^igmndâijr {Tune droite parallèle. au^ taldeaiu
Nous ayons vu qu'une. droite parallèle au tablee^u n'était déterminée que lorsque, outre sa perspective (la trace indéfinie. dq spn pjan projetant), on avait encore la trace et la limite d'un plan qui H contînt (i). Soit (fig. 2) la droite dont, la perspective est RS , située dans Je pjan EF, GH, plan dont les, lignes prôjectives sont nécessairement parallèles à la droite dans l'espace, et. à sa perspective sur le tableau; et.supposoQç que l'on demande la grandeur de la partie de cette droite comprise entre les points a et b.
Solution. Si, d'un point quelconque n de la limite du plan, on mène deux droites «au^ deuK^ points, a et h, prolongées jusqu'à la rencontre de la trace du plan , elles intercepteront sur cette trace une grandeur Régale à ^> comme parallèle comprise entre parallèles; car les lignes nfet ne ayant mêmes limites , sont parallèles. Nous n'avons pas besoin de faire observer que la trace du plan étant sur le tableau , fournit immédiatement la- grandeur cherchée.
On voit^ à ^inspection d^ la figure, comment se résoudrait le pro-
(i) On ne doit point re^r4er le. moyen, que nous employons pour, déterininer. une parallèle au tableau comme une anomalie. Supposons , en effet , que , dans la figure 2, le trait plein et le trait ponctué qui déterminent la droite A, 0, soient prolongés dans une direction parallèle ; ils pourront alors être considérés comme la trace et là limite d'un plan passant par cette droite, et qui, combiné avec le )>Un projetant de cette m'éme droite , là détermine dans l'espace ; elle est , en effet,, le^r, commune. inteirs^.tioii»
Ou, peut aussi en^p^oyeir ni|,pl£M:i a^iliaire, pour détermine^ une droita.dont la trace et la limite ne se.trouyept pas comprises. d^9. le, cadre su^.leqpel on. opère.
blême inverse : Porter sur une parallèle au tableau une grandeur donnée. . : ; .
a"* PROBLÈME.
Trouver la grandeur dune droite perpendiculaire au tableau.
Soit (fig. 3) la droite dont A, B est la perspective; et supposons que Ton demande quelle est la grandeur de la portion de cette droite projetée entre les points C et D.
Solution. En rabattant sur le tableau le plan projetant de la droite autour de sa trace AB, comme charnière, l'oeil vient s'appliquer en O , et la droite se rabat suivant une perpendiculaire à la charnière en AH ; joignant l'œil rabattu aux points C et D / les deux lignes prolongées détermineront sur la ligne rabattue une portion 6K, qui e$t évidemment la grandeur cherchée. Réciproquement, si Ton voulait porter sur la perspective une grandeur donnée GK, à ime distance AG du tableau, la construction inverse donnerait CD pour la perspective cherchée.
Trouver la grandeur dune droite quelconque.
Soit (fig. 4) 1& droite dont A, B est la perspective, et soit CD la portion de cette droite dont on demande la grandeur.
Solution, Faisons passer par la proposée un plan perpendiculaire au tableau ; la limite de ce plan sera OB , qui joint le point de vue k la limite de A,B, puisque tout plan dont la limite passe par le point de vue est perpendiculaire au tableau. La trace de ce plan sera la droite AE parallèle à BO, et passant par la trace de la proposée. Il existe sur ce plan un système de parallèles qui divisent la droite A, B et la trace AE en parties égales , à partir du point A ; ces parallèles ont leurs points limites sur la limite du plan qui les contient, et pour trouver ce point, il suffit de mener par l'œil, dans le plan BO, une droite qui Êisse avec A,B et AF des angles égaux. Rabattant l'œil autour de OB, comme charnière , il s'applique en O'; O'B est , en rabattement , la parallèle à A, B passant par l'œil. Donc, si nous portons sur BO, de B en L, la grandeur O'B, le point L sera le point de concours cherché, puisque le triangle
(yBi#^att iH»^ em B», ^ que* Bli est pcrrâiléTe à AF danb Pespsrce, cflime^B lf«t à i;^B. JoigMMttl ce ipàimt L atrr points C et I>, et praiMf^esflt ;p]Bqd'^ kr reacoftlre de AF exr G et P, nons mirons détermioé sor le pi» A£ , OB^ deox triangles ACE et ADF sembliablfts an triafi|^i& L(yB*, eomaie ayant leu» trois côtés paraHcles; ces dienx triangles sont donc isocèles e» A; dbnc EF est strr le tableatr fa: véritable grandeur de CD. Il existe sur la lifbite OB un autre point V (jui jouit de la même propriété que fe point L ; c'est celui que Ton aurait obtenu en portant la grandeur O'B du coté opposé à celui auquel elle a été portée. On peut faire usage indifféremment de ces deux poiafe pcRir résûodre le problème doa/t nous nous oeeupdns^ r on dbit choisir çeliâ des deox que 1«9 dic^dsifîonfi^ de Képure rendant le p&is
>fin:iiit:i
Le ol"^ problème peut se résoudre^ pas» tes conÂdénctton^ qnr notis venoas d'en^oyv dans edui-cif^ sans ai^otr ifeeDurs" à tm raliaftenietit. En effet) considérona (%• a) AH, BO ceoime ta trasce et fa liinite ^m plan perpendiculaire au tableau passant par fa droite A, B; te poiaf O* esl; la limite du système de parallèles qui', dans ce plan , ferment fa succession des tiriaagies isocèles AC& et ASK , rectsm^lie» en A. Pottf le démontrer , il n'y a qu'à supposer le point O joint k Poeil, et re^ marquer que le triangle qvd a OB pocor base et Fœîl- pour sommet, a les deux cotés de l'angle droit égaux, et que Tun de ees eoté^ est parallèle à la droite A,B comme perpendiculaire att tablêat», et Taràtre' à la trace AH. Cette explicatiœi est entièremeM indépendante de Fangfe BAH £ormé par là trace du pfan et la perspective de fa* ligne A, B, d^ sorte qu'un autre plan quelconque AH^ BO^ eàt, par un raôso&nemettt entièrement semblable , donné en G/R' la grsoideur cberehée. On peut doiMî choisir celui de ces plans qui coimént le màeux auit dispositions des épures qu'on af à exécuter.
;me
Par un point R (fig. 5) donné sur une droite A , B mener une paraltète
à une droite T, R.
Solution. La ligne cherchée devant passer par le point R., et dcvturt avoir même limite que X, R, comme parallèle à Oiette droite^ sa di*
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rection et $a limite sont connues ; il ne reste donp plus qu'à trouver sa trace. Puisqu'elle coupe A, B, elle est dans un même plan avec cette ligne y et la limite de ce plan est la droite BK. La trace de ce plan devant passer par le point A et être parallèle à KB, le point M où elle rencontre KR prolongée , est le point trace cherché qui complète^la perspective de la parallèle passant par le point donné.
Trouver VintersectLon de deux plans.
Solution. L'intersection des traces des deux plans CD, £F et GH, IK. (fig. 5) donne le point A où la ligne cherchée perce le tableau, et l'intersection des deux limites donne le point B, limite de cette ligne; A,B est donc l'intersection des deux plans.
Puisqu'un plan est représenté en perspective par deux droites parai» lèles , l'une trace et l'autre limite , on peut imaginer un autre plan dont' les lignes projectives se confondent avec celles du premier, de manière que la trace de l'un soit superposée à la limite de l'autre. C'est ce que nous avons désigné par le mot invertir. L'intersection commune de ces deux plans est parallèle au tableau, puisque les traces et les limites de deux plans invertis se rencontrent à l'infini : de plus, la perspective de cette intersection divise en deux parties égales l'espace compris entre les lignes projectives communes aux deux plans ; car en coupant les deux plans invertis par un troisième plan quelconque , le point d'intersection de ces trois plans est donné par la rencontré des diagonales du parallélogramme que forment les lignes confondues des deux plans invertis , et la trace et la limite du troisième.
On peut invertir également les points projectife d'une même ligne , et l'on obtient ainsi une seconde ligne qui coupe la première au point qui a pour perspective le milieu de la distance comprise entre leur trace ^ et leur limite commune. En effet, en faisant passer par chacune des droites deux plans invertis, la commune intersection de ces plans coupe ces droites à leur point de rencontre, et nous venons de- prouver que cette ligne divise en deux parties égales l'espace compris entre les traces et les Iknites des plans dont elle est l'intersection commune.
£n se reportant à la construction de la figure i"*, par laquelle nous
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«Ton$ fiât remarquer que le point qui se projette en g, à égale distance de la trace et de la limite, se trouve derrière le tableau à une distance égale à celle du tableau à Tœil, nous reconnaîtrons que deux droites et deux plans invertis ont leur commune intersection sur un plan parallèle au tableau, et que ce plan est à une distance égale à celle de l'œil au point de vue-
Nous venons de voir que l'intersection commune de deux plans a pour perspective ime des diagonales du parallélogramme que. forment sur le tableau leur trace et leur limite. Si, sans rien changer à Tépure, on invertit un dé ces plans, ce n'est plus la diagonale que nous venons de considérer, c'est l'autre diagonale qui, dans cette nouvelle supposition, est l'intersection commime.
On peut ainsi, en invertissant chacun des plans à son tour, £sdre passer l'intersection cherchée par tous les cas que présentent les diagonales, non-seulement en passant d'une diagonale à l'autre, mais aussi en invertissant chacune des droites représentées par ces diagonales; de sorte qu'un parallélogramme est la réunion de quatre épures, donnant chacune l'in» tersection de deux plans dififérens, mais tous assujettis à passer par un même point, intersection de deux quelconques des diagonales: c'iest donc la perspective d'une pyramide quadrangulaire*
Trouver F intersection dune droite et iï un plan.
Soit M, K (fig. 5) la perspective de la droite, et CD, £F celle du plan donné.
Solution. Faisons passer par M,K un plan quelconque GH, IR; son intersection avec le plan donné est, d'après le problème précédent, la ligne A, B, qui vient couper M, K au point cherché R, puisque A , B est contenue dans le plan CD, EF.
7"' FROBLÈMB.
Mener par une droite un plan parallèle à une droite donnée.
Solution. Il sufiSlt de mener par la trace de la preimère de ces droites une parallèle à la ligne qui joint les points limites des deux droites don»
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jPar 2^ point donné sur une droite mentr un plfifi jpanllèle à §m
plan donné.
Soit (fif . t^ 4e «poiirt À 9«r fa droite % , € , par lequel il s^agit de mener un plan parallédeau ptanlMS^, fJE.
Sokdtiwu Par le poiat A imos mènerons une ligne quelcon^e, .avec Jk^smile «octdilîon que sa ^mite^soit snr un des points de DE; la trace J9 de oeCle ligne ^ohAcoém en t^enrant que la nouvelle ligne est dans un même plan que B,C, puisque ces deux droites ont en A im point commun,
eî<pt fe (RgnequÎToint les limites de ces droites doit être parallèle à celle apA johat leur trace. Menant par le point H une parallèle à DE, le plan SB^DE'sera le ptei cherché, puisqu'il contient une ligne qui passe par oonstraction par le point A , et qu'A a même Tunite que le plan MN, DE. Nous efc se rverons que, dans cette épure, la trace de ce dernier plan a été ^itièmEieBt inutile, ce qu'on pouvait prévoir d'avance, puisque la trace d'un phn n'influe en rien sur sa direction.
Trouifer F intersection dun plan parallèle au tableau et dune droite.
Un plan parallèle au tableau ne peut avoir ni trace ni limite , mais puis^Hm jplaa panlldB int tableau est connu de position , dans l'espace, par un seul de ses points, cette seule condition doit suffire égal0Dat6nt pour le idélberatmer ^en penspecti^Fo^ et pour permettre de résoudre ttow l6$ ppcibkèmâs ésm lesquds «m ^Aan parallèle an tableau «atnerait oomme but ou mmnie i^oHi^.
Soit (fig. 7) le point O sur la ligne A,B, et 'supposons qu'on demande l'intersection du plan parallèle au tableau passant par ce point avec la ligne C, D.
Solution. Par la trace Cile cette dernière li^se^ ai i'<m m^ie une parallèle C, B à A, B, ces deux droites détermineront un plan qui sera éndeii»ieDt -coupé par le plan parallèle au tableau, suivant une droiteOM panAèle au taMeau tX par conséquent à la trace CA du
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ftei ^ fa i ea o tk m t iie^poi&t M a^;)arl!ieBtiloiftean j4an qui passe par iefflintO; ouds Jes 4rofl8s<2, B «t C , D ayant leurs traces communes,
dans «m même jAam qui -a pour limite DB, et qui, par les mifliona que ci-desaus, e^ coupé par le plan du point O suivant ime dlpoite MN,jMmi]lèle à WB; donc le point H est le point dberdhé où «n pian parallèle au tableau passant par le point O Tient rencontrer ladroîte CD.
A risqieclîon de la 'figure , «n reconnaît que , sar diacune des lignes A , B I C , D et C , B , le point trace, le*point limite , et le poiirt de rencontre du plan parallèle, divisent chaque perspective en segmens proportionnels aux segmens de Tune quelconque des deux autres ; propriété qui aurait lieu , quel que fut le nombre de lignes que nous eussions considérées. On en pondura ^e,l9rs^e daixpMite-soBEt^sî^és ctiacim^ur deux droites quelconques, de telle sorte que, condMaaés fljjFmétrîquement av^ los treea^ et \e^ Kflsdtos de ces droites, û$ dmsenttews perspectives Ga segmens ippoportiomMb 9 cea-pcànfis «<»€ , dans fespaee , sur un plan paraJIfile^vu tableau.
lO"^ PROBLEME.
t^ar deux points damiés mener une droite.
Soient (fig. B) tes deux poixits A et B^wles de»XiUgi>eB»C^D^£,f .
Solution. Si par le poiat A m>m meoous une pwaJAète à Ja.bgne £yF (4*°* problème), ces deux parallèles détermineront un plajQiqpu con* tiendra les deux points donnés , et par conséquent la ligne cherchée. Or, ce plan a évidenunent pour trace la ligne £M , qui joint les traces d«s Viff»G^ ^ k déterarâient, ^^ .pour lôwte, FL, paralk^ à £M; dftacleq^MQt t, où ABfHK^ongée ^oniirenQoalrer la trace du plim qui la contient, est le point trace de la ligne cherchée ; et, par la même -raison , L est son point limite.
Par trois points donnés faire passer un plan.
SolMtipn. Soient (% jB) tes trois poûils AvB.»P«v tes droites C>D £, F et M', N, le problème précédent nous ayantdéjà damé ladroiteI,L,
i4 GÉOMÉTRIE PERSPECnVE.
qui passe par les deux points A et B, il sufOira de £sdre passer par droite et le point P un plan , pour que la question soit résolue. Par ht point Py nous mènerons une parallèle à I, L, et nous obtiendrons sa trace T, en observant que cette droite est dans un même plan avec la droite M', N. Faisant passer un plan par les deux parallèles I , L et T, Ij, ce plan IT, LS contiendra les trois points donnés. Cette épure se vérifie en cherchant les traces et les limites des droites qui joignent le point P aux points A et B , qui doivent être telles que ces droites se trouvent dans le plan IT,LS.
Trouver Vintersection de trois plans.
Soient (fig. 9) les trois'plans AB,CD, EF,GH et IL^MN dont on demande l'intersection.
Solution. Trois plans ne peuvent se couper qu'en im seul4)oint où se rencontrent leurs trois lignes d'intersection commune. Il suffira donc de tracer dans cette figure deux quelconques de ces intersections; et leur point de rencontre donnera le point cherché 0(i), par lequel vient nécessairement passer la troisième.
Invertissons chacun des plans proposés successivement, comme nous l'avons &it au 5"* problème; nous ferons successivement parcourir aux diagonales tous les cas possibles, et nous trouverons ainsi sur Tépure quatre points satis£siis^t chacun à une des suppositions que nous aurons faites.
l3** PROBLEME.
Quelles sont les relations qui doii^nt exister entre les projections dune droite et dun plan , pour qu'ils soient réciproquement perpendicU'kUres?
£n se rappelant que la limite d'une droite est la trace d'une ligne parallèle passant par l'œil, et que la limite d'un plan est pareUlement la trace d'un plan parallèle passant aussi par l'œil , la question pro-
(1) Ces trois plans se eoupént dans leur partie imaginaire ; leur point de rencontre est donc derrière l'œil.
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posée se réduit:^ c^Ue-ci : Quelles sont les relations qui doivent exister entre les projeàtions dun plan et (tune droite passant également par Vœil pour qi^ ils soient réciproquement perpendiculaires.
Solution. Soit MN (fig. lo) la ligne unique, représentant un plan passant par Fœil ; menons à ce plan par l'axe perspectif un plan perpendiculaire , ce dernier contiendra la droite cherchée. Si nous le rabattons autour de sa trace AR , perpendiculaire à MN , l'œil qu'il contient viendra s'appliquer en C, et, par conséquent, la ligne AG, dont le point A n'a pas bougé , sera l'intersection rabattue du plan MN et du plan AR. La droite cherchée doit se trouver dans ce dernier plan, passer par l'oeil, et être perpendiculaire à toutes les lignes menées par son p^ed dans le plan MN i .AG est ime de ces lignes. Donc GR passant par l'œil rabattu , et disant im angle droit avec AG, sera, en rabattement, la ligne cherchée; et le point R, où elle vient percer la charnière, et par conséquent le tableau, sera sa perspective.
On peut conclure de là que, pour avoir la limite du £siisceau de droites perpendiculaires à un plan donné, il fauty/^ar le point de vue, abaisser une perpendiculaire sur la limite du plan y rabattre Foeit aU" tour de cette perpendiculaire comme charnière y et élever y par F œil rabattu y une perpendiculaire à la ligne qui le Joint à F intersection de la charnière et de la limite du plan. Le point où cette perpendiculaire vient rencontrer la charnière est la limite cherchée.
L'opération inverse donne la ligne limite des plans perpendiculaires à une droite donnée. Ge point et cette d«oite, ayant entre eux des relations réciproques, prendront, l'un par rtipport à l'autre, l'épithète de
normal; ainsi nous dirons que le point R est normal de la droite NM,
et que la droite NM est normale du point R.
A chaque point du tableau correspond une droite normale ; et à
chaque* droite, un point nonpal.
Le point normal se rapproche du point de vue à mesure que la
droite normale s'en éloigne.
Quand l'un des deux arrive au point de vue , l'autre passe à l'in-
finL
Toutes les fois qu'un plan et une droite auront entre leurs limites
les relations que nous venons d'exprimer, ils seront réciproquement
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perpendiculaires^ comme paraUèkft chadiu» à lAi fin et k âaadMte passant par l'œU j qui sont perpendîcukired eïnlrc? eus»
Pour mener, par un point donné ,< une droite perpettdicuhife^à vm plan, on cherchera le pcnnt nwBial dt ce fAkDr^ et par la pébkt doimé on fera passer une Ufn» ayaMI ee poia* normal poiar liiiân^, ce qui revient au 4"''' problème^ Peur mener pur veù^ point dottoé cni plan perpendiculaire k une di^oite, il £aiuft, de méi&e> ckwclMr Iv Ugne normale da point limite de la^ droite; et par le point denaé Ëdre passer un ^lan qui ait cette normale pour Umite f ce tfoà revîMit au &*" problème.
La figure lo représente L'intersection de la ligne B^ avec le pten OPyMN, qui lui est perpendiculaire. Si Ton roulait avoir la grandeur d'une partie quelconque de cette perpendiculaire , on 1» trouverait par les procédés du 3"* problème.
U est à remarquer que tout plan dont la limite passerait par le point R serait perpendiculaire au plan OP,MN, ainsi qu'à ses parailèles, c'est-à-dire ayant même limite MN normale du point R. Si on donnait de plus à ce plan la condition de passer par une droite donnée, il serait entièrement déterminé, sa limite devant à la fois passer par le point R et par la limite de la droite donnée , et sa trace devant contenir la trace de cette même droite.
jingîe et une droite et ^ un plan avec le tahleaum
Le triangle ACR donne en A Fangle du plan MN avec le tableau , et en R celui de la droite R. CeSi angles sont communs à tous les plans et à toutes les droites qui ont* cette ligne et ce point pour limite.
l4"^ PaOBLÈME.
Trouver la plus courte distance entre deux droites.
Solution. Soient (fig. ii) A^ et C^ les* deux droites données, la ligne DB est la limite d'un plan parallèle à chacune des deux droites. Npus venons de voir que tout plan dont la limite passerait par le point E , normal de BD , sera perpendiculaire au plan DB. Faisant donc passer par chacune des droites A , B et C, D un plan tel , que sa Kmite passe par £ , l'intersection F£ de ces deux pians sera perpendiculaire au
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plan DB, elle rencontrera diacune des droites A,BetC,D, comme contenue dans un même plan ; enfin , puisque ces droites sont parallèles au plan DB, elle sera perpendiculaire à diacune d'elles. PR est donc la plus courte distancé cherchée. On pourra trouver sa grandeur par les procédés déjà donnés ( S*** problème ).
l5"* PROBLÈMS.
Un point étant donné sur un plan, trouver la position de ce point quand on rabat sur le tableau le plan qui le contient, par un moupement de rotation autour de sa trace.
Solution. Soit ( fig. i a ) £ le point donné sur le plan AB , GD ; par ce point, menons dans ce plan une perpendiculaire à la trace AB : la limite de cette perpendiculaire est en F, point où une perpendiculaire abaissée. du point de vue rencontre CD, le même où une perpendiculaire abaissée par Fceil viendrait rencontrer cette limite> La ligne EF, ainsi trouvée, vient percer le tableau au point G, et par conséquent se rabat dans le mouvement du plan suivant 6S , perpendiculaire à AB. 11 ne seste plus qu'à connaître la véritable grandeur de £G pour la porter de G en S. Portons de F en D une distance FI égale à celle de l'œil au point F, qui est rabattue en FI'; nous aurons ainsi déterminé dans le plan CD un triangle isocèle, rectangle en F, et dont l'un des sommets serait à l'oeil. Joignant le point I au point £ , et prolongeant jusqu'à R, nous aiunons également sur le plan AB, CD un autre triangle £GR, rectangle en 6, et semblable à celui que nous venons d^indiquer sur le pkn CD, comme a3rant ses trois côtés parallèles à ceux de ce dj^mier; EG est donc égal à GR , et GR étant sur le tableau , y est dans sa véritable grandeur. En la reportant sur GS , le point P sera le rabattement du point donné.
Si , au lieu de porter la grandeur'FI^ de F en D, nous l'eussions portée de. F «i G, le même raisonnement aurait fourni une solution semblable, donnant le même résultat La figure présente les deiu constructions.
Ayant le rabattement d'un point , celui d'une droite s'ensuit, soit en rabattant deux de ses peints , soit en n'en rabattant qu'un seul, et remarquant que le point où elle rencontre la charnière ne varie pas.
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On peut avoir besoin de rabattre un pkn sur un plan parallèle au tableau : les mêmes principes que nous yenons d'exposer servent pour, cette opération ; il n'y a de changé que la charnière , qui est, dans ce cas , la trace du plan donné sur le plan parallèle au tableau, tesi dis* tances à cette trace s'obtiennent par les mêmes constructiOQS que nous venons d'employer.
Au lieu de rabattre le plan du côté S , on eût pu le rabattre dans le sens opposé ; alors le point P. se serait trouvé sur le prolongement de la perpendiculaire GS, mais de l'autre côté de la charnière, à la même distance GP. C'est au dessinateur à choisir le sens du rabattement qui convient le mieux au dessin qu'il exécute.
La construction inverse résout , par points , le problème suivant :
Un plan donné en perspective par sa trace et sa limite y étant supposé
rabattu sur le tableau , et tme figure quelconque étant tracée sur ce
plan rabattu, trouer la perspective de cette figure lorsque le plan re^
prend sa première position.
iGr* PROBLÈME.
Trouver Tangle de deux droites.
Solution» Ce pnddmie, comme tous ceiui où il ne s'agit que de grandeurs angulaires, peut se réduire à celui-ci : Trouver Tangle que forment deux droites passant par F ail. Soient (fig. i3 ) les deux droites A,B et G,D dont on demande l'angle. D'après l'observation que nous venons de £Edre ^ le problème seim résolu en trouvant la Téritahb grain deur de l'angle O du triangle qui a DB pour basé et l'œil pour som« met. Dans ce triangle , le coté DB est connu; 1^ coté qui joint l'œil au point B est l'hj^ténuse d'un triangle redangle ayant OB pour base, et pour hauteur la distance de l'œil an tableau. Construisant cette grandeur , et faisant une opération s^faUable pour le troisième côté , nous pourrons construire le triangle DBiR, dont l'angle R sera l'aii^^e cherché. La même figure contient une. autre s<dulioii , qui consiste k rabattre l'œil autour de BD comme charnière. On voit qu'elles se vé* rifient réciproquement, comme on devait a'y atlendMé..
CHAPITRE PREMIER
I?"* PROBLi:M£.
Trouver V angle d^une droite et d! un plan.
Solution. Soit A, B (fig i4) la droite, et OP,MN le plan donné : par A, B, faisons passer un plan perpendiculaire à OP^MN; la limite de ce plan devra passer par le point S, normal de la limite MN, et par le point B, Kmite de la droite; sa trace sera une parallèle à BS, menée par le point A. L'angle cherché est celui que forme la proposée avec la commune intersection HE, du plan OP,MN et du plan que nous venons de construire. En rabattant le plan EB , Toeil vient s'appliquer en R , et l'angle ERB est l'angle demandé,
l8"* PROBLEME.
Trouver r angle de deux plans passant par PœiL
Solution. Soient (fig. 1 5) AD et DC les deux plans donnés : en menant par l'oeil un plan perpendiculaire à l'intersection de ces deux plans projetée en D, nous aurons formé un angle trièdre dans lequel l'angle plan de la nouvelle face mesurera l'angle demandé. La trace de ce plan est la ligne EF , nonnale du point D. Rabattant ce dernier plan autour de EF, l'oeil vient s'appliquer en O^ et l'angle EC/F est l'angle demandé; ce sera l'angle que fonneraient entre eux deux plans quelconques, ayant l'un AD et l'autre CD pour limite.
lafescaafeatt
Après avoir résolu en projection polaire les principales questions qui concernent la ligne droite et le plan , cherchons quelles sont celles de ces questions qui ont exigé que, dans le tracé de l'épure, on fit usage du oerde décrit du poîi^t de vue , avec la distance de l'œil au tableau pour rayon. Toutes les fois que, dans les données ou dansie but du problème, il a été question de grandeurs angulaires (i) ou U« néaires déterminées , ce cercle a été indispensable pour exécuter Tépure ; mais , toutes les fois que ces grandeurs ne sont point entrées comme données ou comme but du problème , ce cercle a été teul^à-£aât
•«i*MHV^»4I.M«^M*rta*^
(i) Excepté les reUtioiis de par^ll^noe, <jiu ffonjt indépuidantes de la de YitâXp
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inutile. Quelque part qu'il eut été placé, les constructions auraient été les mêmes , c'est-à-dire que , dans ce cas , l'épure est vraie pour toutes* les positions de l'œil dans l'espace ; résultat extrêmement remarquable , et qui donne à la projection polaire un caractère de généralité que n'a point la projection orthogonale.
Quand , par exemple , nous plaçons sur le tableau la trace et la li* mite d'un plan, et ],a projection d'une droite qui le rencontre, chaque position différente de l'œil donne un plan et une droite différensi dans l'espace , mais Ués entre eux par la condition que leur point d'intersection a toujours sur le tableau la même perspective. Il en est de même de l'intersection de deux plans. Quelque part qu'un spectateur soit placé , cette épure sera toujours pour lui celle de l'intersection de deux plans , et cette intersection se projettera suivant la même droite sur le tableau. Nous reconnaîtrons, plus tard que les surfaces du deuxième degré présentent des propriétés analogues.
Un point est la perspective d'une droite qui passe par l'œil. Placez en fece de ce point autant de spectateurs que vous voudrez, ils supposeront tous que c'est vers eux que se dirige la droite , dont ce point est la projection.
Dans la suite, on verra comment les considérations qui se déduisent de la position indéterminée de l'œil peuvent servir à démontrer immédiatement certaines propriétés des courbes et des surfaces du second degré. Nous nous dispenserons désormais de tracer le cercle de rabattement dans toutes les épures où il ne sera pas indispensablement nécessaire.
PROPRIÉTÉS DE GÉOMÉTRIE MiANE , DÉDUITES DU I'' CHAPITRE.
i" Lemme. Deux droites qui se rencontrent peuvent être considérées comme la perspective de deux droites parallèles , dont le point d'intersection est la limite.
2"^ Lemme. Deux angles peuvent être considérés comme la perspective de deux couples de parallèles, situées sur un même plan dont la droite qui joint les sommets est la limite. Tout autre angle ayant son 'sommet sur cette limite , peut donc être aussi considéré comme un nouyeau couple de parallèles contenues dans le même {^n.
3*"*" Lemme» L'ensemble de deux parallèles peut toujours être considéré comme
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Ja |impectiv« d'an plan , et une ligne iaolée^ comme ceUe d'un plan passant par roeil.
On a souvent remarqué qu'un cercle pouvait être la perspective d'une courbe quelconque du second degré : la figure i6, au moyen des propriétés de la limite du plan y va nous en fournir une démonstration qui ne manque pas dé simplicité et d'élégance.
Soit le cercle tracé sur le tableau ; supposons que la courbe dont il est la projection polaire ait pour trace de son plan la ligne AB et pour limite la ligne CD : dans ce cas, la courbe dont 'ce cercle est la perspective est évidemment fermée, puisque non? pourrions assigner^ en plaçant l'œil, la grandeur finie de toutes les cordes qu'on peut lui mener ; c'est par conséquent une ellipse. Si le plan de la courbe était AB, CV , cette courbe serait composée de deux parties séparées, l'une au-delà de la limite, et» par conséquent, située dans l'espace denièrie l'ioeil , et l'autre située derrière le tableau, par rapport à VœïL Ces deut parties ont chacuiie deux brancbes infinies représentées deux à deux par les points où la limite du plan coupe le cercle ; les tangentes au cercle à ces deux points sont la perspective des tangentes à l'infini aux quatre brancbes , et par conséquent la projection des asymptotes. Leur intersection en H sera la projection du centre de la courbe ; on reconnaît à ces propriétés une hyperbole. Enfin , si le plan de la courbe était AB , Cl/, tel que sa limite fût tangente au cercle , la courbe située sur ce plan aura deux brancbes infinies , dont les tangentes sont parallèles à la ligne qui joint l'œil au point où la limite du plan touche le cercle f ces tangentes sont ellesmêmes à l'infini. Toute» les cordes qui passent par ce point çoiqpent la courbe à l'infini, et sont parallèles entre eUes ; cette courbe est donc tme parabole. ^ De cette figure , il est aisé de conclure que les propriétés du cercle , qui n'en-r traînent point des considérations d^ grandeurs déterminées angulaires ou linéaires, appartiennent à tontes les courbes du second degré-, car, dans la fig* iG, puisqu'on petit iaire varier à volonté Tœil et le plan sécant, on peut toujours les disposer de manière à produire dans l'espace une courbe déterminée , dont le cercle serait la projection, et telle, que les sécantes et tangentes du oerccle seraient la perspective de tangentes et sécantes analc^es , et semblablement . placées dans cette courbe.
Supposons encore qtle , par un podnt de la limite du plan de la courbe projetée suivant ce cercle , nous avons men^ deux tangentes à ce cercle ; ces tangentes seront les perspectives de deux tangentes parallèles sur la courbe (i^'lemme); huoerde qui jmnt, dans le 'cerde, les deux points de tangenee sera donc la perspective d'un diamètre de la courbe ; cette corde contiendra donc la perspective du centre ; toutes les cordes ainsi déterminées devront donc passer par un même points qui est la perspective du centre de la courbe que l'on considère.
En Géométrie plane , ce point est appelé pôle de la ligne d'où proviennent
^tA
toutes les tangepitefl , qui est elle-iaèiiie appelle polaire par rapport à ce ^nt. Ces relations ont, en Perspective , une signification déterminée. Chercher le pAle d^une ligne y c'est construire Téptire <pii résout ce problème : La base ifun cône ayant son sommet à Vœil étant donnée , tromper la perspecûve des centres de toutes les courbes produites sur ce cône par l'intersection d'une suite ^ de plans parallèles dont on a la limite. Nous verrons plus tard que les relations du pôle et de la polaire tiennent encore à d'autres propriétés des surfaces du second ordre. Si les sections sont des ellipses, le pôle est intérieur au cercle ; si ce sont des paraboles y le pôle est sur le cercle même au point de tangence de la limite du plan , c'est-^-dire à l'infini; enfin ^ si ce sont des hyperboles, le pôle est extérieur au cercle.
En appliquant la seconde solution du 2^ problème à la question suivante : Chercher (fig. 3) sur la perspective de A, B le point qui se trouve à une distance du tableau- égale à AG (i),.on est conduit à cette jproposition de Géométrie plane : Deux cercles étant donnés, si, dans chacun de ces cercles, on mène un rayon, quelle que soit la direction de ces rayons , pourvu qu'ils soient parallèles entre eux , les lignes qui joignent leurs extrémitéjs viennent passer par un même point situé sur la ligne qui joint les centres des deux cercles. Quand nous nous occu<^ perons du cône , nous reconnaîtrons aux deux points qu'on peut ainsi déterminer la propriété d'appartenir aux tangentes communes aux deux cercles.
L*^mre idie nntersectîon d'une droite ^t d^un plan démontre immédiatement la proposition suivante : Si Voti a sur im plan deux parallèles invariables et deux points fixes , et que , par ces deux poii^ts , on fasse passer deux autres parallèles variables de direction^ dans la succession des parallélogrammes formés, les diagonales viennent toutes passer par un même point situé sur là droite qui joint les deux points fikes; et, (^oirnne il y a dans la suite des parallélogrammes deut systèmes de diagonales , lé second système vient concourir à un second point sur la même droite.
Par le a**^lemme, tnin en tète de ces notes, on reconnaîtra que la même propriété existe en remplaçant les parallèles par des angles, pourvu gue l'angle va-^ riable soit assujetti à se mouvoir de manière que son sommet parcoure une même ligne dtôlte passant aussi par le sbihmet de l'angle fixe.
On a donné depuis long^temps le moyen de mener par un point une parallèle à
une droite donnée, en n'employant que la règle à la solution de ce problème,
(i) Ce problème a deox solations. II existe pareillement en avant de I9 trace de ^.,1) an «ntre point «ur ceue droite , à une même distance AG du tdblean.
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pourvu que Too eul» à priori^ un paraUék>gramtne tracé sur- le plan o^ l'on doit opérer* Cette solnlion est une épure de perspective. Soit eu effet (fig. ao) la djmte ABi i laquelle ou doit niener la parallèle , et CDEF le paraUélogramme donné: en considérant ce parallélogramme çonune la perspective de deux plans (ID , EF et CE , DF (3"" lemme) , et la ligne AB comme la trace d'un troisième plan passant par un point quelconque de la commune intersection G , F des deux premiers, le problème sera résplu ; 'car , ^i joignant le point au point I , on a la direction de l'îiitersection commune du plan CE, DF avec le plan cherché , et par eonséquent en H la limite de cette intersection ; opérant de même pour l'autre plan , noua aurons en G la limite de l'intersection avec le plan CD, EF. La ligne qui joint G à H est doncia limite du plan cherché ; elle est donc parallèle à AB. Ayant deux parallèles, on sait comment leur en mener une troisième par un point donné en n'employant que la règle , et c'est encore la perspective 'qui fournit cette solution.
Si le point , au lieu d'être pris arbitrairement, était, comme nous l'avons fait; celui où viennent se couper les deux diagonales du parallélogramme , le raisonnement ci-dessus , appliqué au plan CD , EF et au plan CE, DF inverti , qui ont pour intersection la diagonale DE, prouverait que la droite LH est parallèle & la droite 16 ; enfin , on démontrerait de même que W est parallèle à G^ET.
Par le 2"^ lemme, on peut conclure de la figure 22, une figure analogue , dans laquelle tous les systèmes de parallèles seraient remplacés par des lignes concourant deux à deux sur une même droite, et par conséquent démontrer les propriétés connues du quadrilatère par rapport à la droite qui joint les points de rencontre de ses côtés opposés.
Nous avons dit que la perspective donnait un moyen de mener, avec la règle, une parallèle à deux autres droites , oH , d'après le i** lemme , une droite au point de rencontre de deux autres. Soient ( fig. 17) les deux droites AB et CD dont ou suppose qu'on ne peut obtenir le point de rencontre sûr le papier; nous les regarderons comme la perspective de deux lignes sitiiées dans un plan qui a pour trace MC, et qui a pour intersection la ligne MK avec un autre plan dont nous ne considérerons pareillement que la traee MN que Yma peut se donner à volonté, et nous supposerons que ce dernier plan contient le point O ; par lequel il s'agit de menef une droite au point de concours de AB et CD, Faisant passer par le point O et chacune de ces deux droites un plan , les lignes JBOG et DOF seront cha* cune dans un de ces plans. Les points G et F sont donc un point de leur trace, les points A et C en sont deux autres; donc le point H est la trace de leur commune intersection. Cette commune intersection passe par le point 0, par construction ; elle rencontre de plus chacune des Ugnes AB et CD , comme troisième arèté d'un angle trièdre formé par les plans dont AH , HC et MC sont les traces ; donc la ligne qui joint le point H au point est la ligne cherchée.
Nous n'avons traité cette question en supposant le point hors du plan des
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deux droites , que pour donner la démonstration de la construction employée : iminenée à un plan , la solution se compose des mêmes lignes; mais la démoostnktion ne serait pas , à beaucoup près^ aussi simple A Ton ne considénit pas la figuve comme lésolvant un problème à trois dimensions (i).
Par les considérations qui résultent de T^ure de Tintersection de trois plans et par le 2"* lemme , on démontre que si ^ sur un phn , trois angles rectilignes sont disposés de manière à avob leurs sommets sur une mAine droite , les six diagonales des trois quadrilatères qpTûs forment deux à deux viennent toutes se oouper trois à trois en quatre points ; cbaqi|.e diagonide contient deux de ces points* -
L'épure de Tangle de deux plans peut servir à démontrer cette proposition de Géométrie t Dans tout triangle, les perpendiculaires abaissées du sommet d'un angle sur le c6té opposé passent par un ménie point. Supposons , en effet, que l'angle des deux plans donnés (fig. i5) soit droit. Alors dans Tangle trièdre formé à Tœil chaque arête est' pei-pendiculaire à la tàfie opposée , et Ton a vu que pour qu'une droite et un plan lussent réciproquement perpendiculaires , il fallait .que la ligne qui joint le point limite de la droite au point de vue fût perpendiculaire à la trace du plan. Le point de vue est donc , dans ce cas', commun aux trois perpen* diculaires. U n'est pas besoin de faire observer que tout triangle 1 quand it n'a pas d'angle obtus, peut être considéré comme la trace d'un ^glç trièdre droit, au sommet duquel on peut supposer l'œil placé. Dans le cas .de l'angle obtus , eu considérant le triangle formé par le grand côté, et les perpendiculaires at^issées de ses extrémités sur les deux autres côtés prolongés , triangle dont les trois angks sont aigus et d<«t les perpendiculaires ont pour point de rencontre le sommet de l'anglei obtus du premier, on reconnaît que la propriété énoncée ci --dessus ne peut iivoir lieu pour l'un de ces triangles , qu'elle n'ait aussi lieu pour l'autre.
(1) Oo é^ftooft aoiivent d«s dificnlt^t poor rëKwdtre oeitaîns proMèiuct de G^kunctrie pUne, par kf seiil09 rettoorocs qoe prëtenw cette G^otn^trie, qui n^eet qo*ane partie de U Sciûmce de i'étendtm;. umdis que, ei l'on coofidère la qncsiîoo à résoudre comme depcndani d'un problème, à troii djaaenaio^a , la aolniioa cberehce s^obdent preaque aana efibn. Rien ne faTorite pina ce paaaagc d*iine fifnare plane à une épore, que les coneid^radons de projection polaire. On trouTcra à la fin do cb»pitre ânifant d^ iioaTeilif prearci à Tappui de cette asserrtîpn.
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De la représentation perspective des surfaces.
Lorsqu'un corps est mis en perspective, la réunion des points qui composent son image occupe un certain espace sur le tableau ; cet espace est limité par des lignes courbes ou droites : l'ensemble de ces lignes , quels que soient leur nombre et leur nature , est là perspective du contour apparent de ce corps ; c'est la trace d'un cône ayant son sommet à l'oeil , engendré par un plan qui tournerait autour du corps sans cesser de lui être tangent. La ligne de tangence , qui peut être continue ou brisée , et qui peut avoir plusieurs branches , reçoit le nom de contour apparent , parce qu'elle sépare la partie vue du corps de celle qui ne l'est pas. Par cette seule propriété , on voit que , dans un système dont les épures sont destinées à faire image, le contour apparent est un élément indispensable de description.
Ce que nous venons de dire d'un corps s'applique également aux surfaces ; mais un même contour apparent pouvant appartenir à une infinité de surfaces , ne peut suffire à leur description.
En traitant des surfaces du second ordre , nous allons indiquer les inoyens que Ton peut employer pour compléter la description de chacune d'elles ; moyens que l'on pourra successivement étendre à d'autres surfaces, en les modifiant suivant leurs propriétés et leur génération particulières.
Des surfaces du second ordre.
LeB surfaces du second ordre se divisent en deux classes : la pre* mière comprend celles qui peuvent être engendrées par le mouvement d'une droite , et que nous appellerons, pour ce motif, réglées ; la seconde est composée de celles qui ne jouissent pas de cette propriété, et que nous appellerons non réglées , par opposition aiuc premières.
Les surfaces réglée3 auront nécessairement une courbe trace et une courbe limite; chacune de ces courbes comprendra. Tune le lieu des
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traces , et l'autre , le lieu des limites de toutes les droites génératrices de la surface que Ton considère. La perspective du contour apparent de ces surfaces sera la courbe en veloppe , déterminée par la projection successive des génératrices. Nous verrons que ces trois courbes, la trace, la limite et le contour apparent, sont plus que sufiEisantes pour déterminer entièrement une de ces surfaces» Quand ces trois courbes seront données, pour trouver une génératrice de la surface à laquelle elles appartiennent , il suffira de mener une tangente à la courbe contour apparent , et la trace et la limite de cette génératrice seront données par la rencontre de cette tangente avec les courbes traces et limites. Puisqu'on peut , ayant les trqis courbes projectives d'une sur&ce réglée , trouver autant de génératrices qu'on désire , rien ne reste indéterminé , que les grandeurs qui dépendent de la position de l'œil. Noua remarquerons que la limite ,. pouvant être considérée comme l'intersection de la surface pajç un plan parallèle au tableau, situé à l'inûni, est nécessairement une courbe semblable à la trace , et semblablement placée.
Les sur&ces non réglées, du second ordre, ne sont pas aussi simples à représenter, ou du moins ne peuvent pas l'être par les mêmes données ; car l'ellipsoïde ne peut, en aucun cas, avoir de limite : il faudra donc, pour décrire cette classe de sur£ices, employer d'autres considérations. Ces surlaces ont toutes un centre, qui se trouve sur la ligne qui joint l'œil au centre de leur contour apparent ; point dont la perspective se confond par conséquent avec celle du centre de la surface. Il suit 4^ U que la perspective de toute droite passant par le centre de la surface > passe par le centre du contour apparent.
En se donnant, à volonté,, une ligne passant par le centre de la surface, ce centre sera connu, et par conséquent la surface sera déterminée. Ce sera une ellipsoïde quand le centre sera , par rapport à l'œil , à une distance finie dans la partie de l'espace postérieure au plan du contour apparent; un paraboloïde eHiptiqiM, lorsque- ce centre sera à l'infini ( sur la limite de la droite qui sert à le déterminer ) ; enfin', un hyperboloïde j^ deux? nappes, loi^s<pi'il sera dans la partiedeTespace antérieure an plan du contour apparent (a). '
Pour phis de simplicité, quand il s'agira des surfaces non réglées,
(a) Toutes ces suppositions se rapportent à un contour apparent elliptique.
' 11 fui — ii^ ig^Mi^
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nous prendrons , pour plan du tableau, celui du contour apparent hù^ même, et pour la ligne qui doit déterminer le centre , une droite ayant sa trace sur cette courbe. En supposant que cette ligne se meut sans quitter le centre et la courbe, elle décrira un cône diamétral»
Si , au lieu d'être supposé sur le plan du tableau , le contour appoh rent était donné sur un plan connu de position ,. la per^ctive do centre de la surface serait alors , au pôle de la projection du conteur apparent» la limite de son plan prise comme polaire»
SURFACES HiGU^ DU SEGOifi> ^an&s.
Du ceindre.
Le cylindre» étant une surface réglée^ sera déterminé par sa trace 9 sa limite et son contour apparent. Sa trace sera ime courbe quelconque du second d^é ; sa limite , un point f pois^M^ toutes ses génératrices sont parallèles ; et son contour apparent ^ k trace des deux plans tangens qu'cm peut lui mener par Fosil» c^estwàdire les deux tangentes qu'on peut mener par son point Kmite à sa courbe trace^ La Umite et k trace d'un odindre suffisent donc à sa détermination.
Quand on se donne un peint en perspective , sur m> cyliadvé, tel que le point A sur le cylindre PMN^ (fig. i8 )» ce point peut s^partenir à deux génératrices , l'u^e ¥U6, et l'autre cachée,, et par conséquent il correspond à deux points sur la surfisice. On a la perspective des deux génératrices , en joignant le point donné à la limite O du cylindre. Les traces de ces deux génératrices , qui ont même limite et même plan projetant^ sont données par la rencontre' de AO avec la courbe trace du cylindre.
Pour qu'un plan soit tangent k^ un i^Undre suivant une génératrice ,. il £uit que sa limite passe par celle de larsur&co, et que sa trace 9oit tangente k la trace du cylindre , au point où là génératrice de contact vient couper cette trace. Le plan BG,LO est tangent au cylindre suivant la génératrice B, O.
La trace et la limite des deux plans tangens , passant par YœH, se confondent, et donnent pour contour apparent les génératrices uni^ ques £,0 et F.O, qui séparent la partie vue de la partie cachée da
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cylindre. Tout autre plan passant par Tœil coupant le cylindre , et passant par sa limite, donnerait deux génératrices, l'une vue, et l'autre cachée.
Si , par un point extérieur au cylindre , on veut lui mener un plan tangent , il suffira de mener par ce point une parallèle aux génératrices, et, par la trace de cette parallèle, de mener deux tangentes à la trace du cylindre : ce seront les traces des deux plans cherchés ; et , comme on connaît de plus un point de leurs limites , ces plans sont en* tièrement déterminés. Chacun des points de tangence de leurs traces détermine une des génératrices de contact.
Nous avons donné (fig. i8) l'épure de l'intersection du cylindre PMN, O et du plan CD, RS : une suite de plajis parallèles au cylindre, et ayant LO pour limite, coupent chacun cette surface suivant deux gênératrices , et rencontrent le plan sécant suivant une ligne dont l'intersection avec les deux génératrices donne deux points de la courbe. Ia tangente C8 à cette courbe est l'intersection du plan sécant avec le plan tangent au cylindre suivant la génératrice B,0, qui contient le point de tangence^ ^
A mesure que l'œil changera de place devant cette épure , elle représentera l'intersection d'un plan et d'un cylindre différens ; mais le plan de toutes les courbes d'intersection sera toujours assujetti à avoir pour trace sur le tableau la ligne CD. Cette ligne est appelée, en Géométrie plane, sécante imaginaire de la courbe et du cercle trace du cylindre.
Du cône.
Un cône étant une surface réglée du deuxième ordre , sera déter^ miné par sa trace , sa limite et son contour apparent.
Sa trace , comme celle du cylindre , est une courbe quelconque du second degré ; sa limite , étant le lieu des limites de ses génératrices , est évidemment la trace d'un cône semblable ayant son sommet à l'œil ; ces deux courbes seront, comme nous l'avons déjà observé, semblables et semblablement placées ; son contour appiarent sera l'ensemble des deux droites, tangentes à la fois à sa courbe trace et à sa courbe limite ; ca^ il est évident qu'un plan tangent au cône , et passant par l'œil , çst tangent au cône parallèle qui a l'œil pour sommet. Il suit de Ui
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qu'un cône est représenté en perspective par deux courbes semblables et semblablement placées , l'une trace et l'autre limite , et par le système des deux tangentes communes à ces courbes tangentes , qui forment à elles deux le contour apparent de la surface, donnent son som*> met par leur commune intersection , et séparent la partie de la surface qui est vue de celle qui est cachée.
Quand les tangentes contour apparent ont leur point de rencontre ^itre les deux courbes trace et limite, le sommet est en perspective réelle , il est en perspective imaginaire quand ces mêmes tangentes se coupent extérieurement. Quand les deux courbes se touchent exté-' rieurement , l'œil est sur la surface qui a son sommet en perspective réelle.
Un cône est suffisamment déterminé quand on a son sommet, sa trace et un point de sa limite , ou sa limite ^ son sommet et un point de sa trace ; puisque nous avons fait remarquer que ces deux courbes sont semblables et semblablement placées, et que la droite qui joint leur centre passe par le sommet : il est également déterminé quand <hi a sa trace et sa limite; car la perspective du sommet, étant le point d*où l'on peut mener deux tangentes communes à ces deux courbes , on sait qu'il n'y a que deux points qui jouissent de cette propriété.
En se donnant la projection d'un point A , sur la surfisice d'un cône PMN,PTVI'N' (fig. 19), ce point correspondra généralement à deux génératrices, intersection de la sur&ce par un plan passant par le sommet et la ligne projetante du point donné. On obtiendra la perspective de ces génératrices, qui ont même plan projetant, en joignant le point donné au sommet O, et prolongeant la ligne ainsi obtenue jusqu'à la rencontre de la trace et de la limite de la surface ; elle coupera ces deux courbes en quatre points , dont deux traces et deux limites, qui déterminent les génératrices cherchées (i).
(1) Ces qpatre points différeniment combinés donnent encore deux autres droites, qui ne passent pas* par le sommet, et qui, par conséquent, n'appartiennent point au cône; elles dépendent d'une surfiace cono'ide qui aurait pour base sur le tableau la base même ^u cône qui aurait même limite , et dont les génératrices s'appuieiaient sur la droite qui joint le sommet du cône à Fcetl. La perspective du contour apparent de ce conolde se confond avec celle du contour apparent du cône.
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Ua fian tangent au cône suivant une génératrice pas^e toujourii par le soniBMt ; sa trace est tangimte à la trace du c&oe, €4 sa limite l'est également à la limite de cette sur&ce, à chacun des points où ces courbes sont rencontrées par la génératrice de contaeC Le plan RY ,BS est tangent au cône suivant la génératrice R3«
Si y par un point extérieur, on demandait de mener un plan tangent au cône , on chercherait la droite qui joint ce point au aonMiet; par la trace de cette droite , on mènerait- deux tangentes à la courbe traœ an cône, et ces tangentes seraient les traces des deux plans cherchés. Peut trouver leurs limites, il n'y aurait qu'à miener à la oourbe limite du cône deux tangaites parallèles à diacune de ces traces; ces limites doivent venir passer par la limite de la droite qui joint le point donné au sommet du ome, cette droite étant, par oonstroctiiQn f l'intersection commune des deux plans tangens cherchés.
Qnand un cône est coupé par un plan «, sk pi^it arriver trois cas» : ou la ligne limite du plan coupe la courbe limite du cone^ ou elle lui est tang^ite , ou elle lui est extérieure Dans le premier caSt ^ cône adeux génératrices parallèles au plan coupant ; elle^ ont leurs liantes aux points d'intersection de la limite du plan et de celle du cône : l'intersec^ tion cherchée est alors une hyperbole. Dans le second , il n'y a qu'une seule génératrice qui soit parallèle au plajBt coupant, celle qui a sa limite au point de tangence : l'intersection est -une parabole. Dam le troisième ,. enfin , le plan renccmtre toutes les génératrices » et la courbe est ime. dlipse* Quand, daos les deux premières suppositions, le plan passe en outre par le sommet , l'hyperbole se réduit k deux droites , et la parabole à une seule y suivant laquelle le jrfan est tangent au cône , et,cow0ie noeiis l'avons déjà vu, dan^ ce cas > la trace du plan est aussi tangente à la trace de la surface*
La figure 19 donne Fépure de. Fintersectipn du cône PMN,P'M^' avec le plan yi,TL, dont la limite est sécante de celle du cône. Nous avons fait passer une suite de plans par la ligne qui joint le centre de la base au centre de la limite , ligne qui passe par le sommet Ces plans ont donné chacun deux génératrices dans la surface , et une ligne sur le plan coupant. La rencontre de ces trois lignes a fourni , pour chaque plan , deux points de. la courbe : l'épure ne donne qu'un seul de ces plans coupans, savoir, celui qui passe par la. génératrice &,B $ nous
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avons mené la tangente à la courbe de section , par la même considération que nous avons employée dans Fépure analogue du cylindre. La tangente VA au point A est la commune intersectiot^ du plan sécant VI,TL et du plan tangent VR^BS suivant la génératrice R,B.
De Vhyperboloîde à une nappe.
L'hyperboloîde étant une snr&ce réglée du second degré, sera déter* miné par sa trace, sa limite et son contour apparent Les relations qui lient ces courbes ne permettent pas de les choisir toutes trois à volonté. Ainsi , ayant la limite et la trace , si Ton se donne encore une généra* trice , c'est-4-dire une tangente au contour i^parent qui rencontre la trace et la Hmite, la sur&ce est déterminée; car, en faisant passer par cette génératrice une succession de plans quelconques, ces plans, par leur intersection avec la trace et la limite de la sur&ce , donnent cha*» cun une génératrice nouvelle ; et , quand on aura ainsi cinq de ees gé<^ néaratrices , la surfece sera entièrement déterminée , puisque le contour apparent s'ensuivra.
Trois droites déterminant on hyperboloide , il en résulte que , con* naissant trois tangentes au contour apparent, et les trois points de chacune des courbes traces et limites que contiennent ces tangentes , on peut également tracer ces trois courbes projectives.
Sans indiquer d^autres dépendances, qui se réduisent toutes aux neuf conditions nécessaires pour particulariser une surface du second oordre, nous allons décrire Thyperbololde par lés deux mojrenë de description que nous venons d'indiquer.
La courbe trace, la courbe limite et une génératrice de Vhyperboloîde
étant données y décrire cette surface.
Soient (fig. a i ) PNM,P^'M' la trace et la limite données, et soit A,B la génératrice connue; menons, par cette droite, un plan AC,BD tel, que sa limite soit tangente à la limite de la surface. Dès lors ce plan qui touche la surface à l'infini contient deux génétratrices parallèles , et par conséquent passe par le sommet du cône asymptote auquel il est tangent. LesoBDDet de ce cône est le centre 4e rh3^rbotoide, et
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1^ deux surfaces ont même limite , comme composées de génératrices parallèles. La trace du cône asymptote doit être tangente à la trace du plan AC9BD9 et être unç courbe semblable et concentrique à PMN* Ce cône ainsi décrit, tout nouveau plan tangent qu'on lui mènera déterminera , par son intersection avec la trace et la limite de Thyperboloïde , deux génératrices parallèles , chacune d*un système de gêné* ration différent; et puisque nous pourrions construire, par ce moyen, un nombre quelconque de génératrices, il s'ensuit que nous obtiendrons sans peine la trpisiènie pourbe qui doit déterminer entièrement la surface.
La discussion de l'interseqtion d'un plan et d'un hyperboloîde se ra* mène à celle de l'intersection d'un cône et d'un plan ; car, en considé-
rant la section du cône asymptote par le plan donné, il est facile d'en conclure la section de la surface , qui est toujours une courbe de même nature que celle obtenue sur le qône. Dans le cas où le plan sécant est tangent au cône asymptote, l'hyperboloïde est coupé suivant deux droites parallèles à la génératrice de contact sur le cône , et cette dernière divise en deux parties égales l'espace compris entre les deux autres.
La figure a i contient l'épure de l'intersection de la surface ainsi déterminée avec le plan FG,1H. Cette intersection est le lieu des points de rencontre des génératrices avec le plan sécant. Si l'on y traçait aussi l'intersection du même plan avec le cône asymptote, les deux courbes, devant avoir même centre , leurs perspectives auront même pôle par rapport k la limite du pl^n sécant; donc , si, par le procédé connu, on mène une tangente à un des points de la courbe intersection du plan et du cône , et qu'on joigne le point de tangence au pôle commun des deux courbes, la ligne prolongée déterminera sur l'avrtre courbe un point , dont la tangente ira rencontrer la première sur la limite du plan sécant ; et cette propriété suffira pour la construire.
Trois droites étant données , trouver la trace , la limite et le contour apparent de Vhyperboloide qu* elles déterminent.
Solution. Pour résoudre ce problème , il suffira de construire cinq génératrices , puisque l'ensemble de ces cinq génératrices fournira cinq
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points de chacune de8^ deux courbes trace et limite de la surface , et cinq tangentes au contour apparent.
Soient donc (fig. aa) A , B la i" droite, C, D la a-, E, F la 3-;. par la a** et la 3*% fidsons passer deux plans parallèles à la i**; les traces de ces deux plans sont HC et EK. Par la i**, Êdsons passer un plan quelconque IM,BS;^ il coupera chacun de ces deux plans suivant des parallèles à !*•. Ces parallèles couperont a** et 3*' aux points P et Q. La droite qui passe par ces deux points est dans le même plan IM^ que i™, et rencontre a** et 3"^ par construction ; elle appartient donc au système de génération de la succession des droites qui s'appuient sur les trois directrices données. Puisqu'elle est dans le plan IM, BS, sa trace est en R , et sa limite en S. Toutes les autresr génératrices de la surface peuvent se construire par le même procédé, et Ton voit comment chacune d'elles concourt à former les trois courbes projectives de l'hyperboloide. Dans ce cas, le contour apparent est une ellipse, et la sur&ce est vue intérieurement ^ elle l'était extérieurement dans la figure précédente.
ai*" PROBLEME.
Troui^er (ûg. aa) le centre de la surface déterminée par les trois
directrices A,B, C,D, E^F.
Solution. Un plan tangent au cône asymptote coupe la sur&ce suivant deux génératrices parallèles: nous n'aurons donc, pour résoudre le problème proposé, qu'à chercher les trois génératrices parallèles aux trois directrices. Chacutf des plans déterminés par un de ces couples de génératrices pai:allèles passe par le centre cherché , puisqu'il passe par le sommet du cône asymptote.
Dans le problème précédent , nous avons &it passer par a^ et 3^ un plan parallèle à i**. L'intersection T, B de ces deux plans est une des droites cherchées; en effet, elle est parallèle à i" par construction , et elle rencontre a"* et 3"*, comme située dans un même plan que diacune d'elles. Faisant donc passer un plan par T, B et par i'*, ce plan , dont TA est la trace , contiendra le centre de la surface. Opérant de même pour chacune des deux autres directrices, rintersection 4^8 trois plans ainsi obtenus sera le centre demandé.
Si Ton donne la projection d'un p<Hnt sur un hyperboloîde , et qu^on demande de déterminer ce point, ce. problème , cconme tous ceux du même* genre dont nous nous sommes déjà occupés, revient & chercher l'intersection de la sur&ce arec unç droite passant par Tceil ; et il suffit , pour le résoudre, de trouver les génératrices qui contiennent le point donné , c'est-à-dire de mener par ce point deux tapgentes au contour apparenL En effet chacune de ces tangentes peut être considérée comme la trace d'un plan passant par l'œil et tangent à la sur£ftce. Ces plans ooa* tiendront chacun deux génératrices , dont les traces et les limites se^ ront données par les intersections de la ligne projective de dbacun des plans , avec la trace et la limite de la surface ; on déterminera ainsi quatre génératrices, deux de chaque' système de génération: les côu*^ pies de ^stème différent contiendront les deux points cherchés.
Pour mener un plan tangent à la l'hyperboloîde , par une de ses gêné*, ratrices, on fera passer par cette droite un plan quelconque, et l'on aura le point de tangence en construisant , comme nous levons déjà fait au sio"* problème pour le plan IM,BS], la seconde génératrice sui^ vaut laquelle ce plan coupe la surface. Le point de contact du .plan avec la surface est donné par l'intersection des deux génératrices.
Si l'on demandait le plan tangent à un point donné , il serait déterminé par les deux génératrices passant par ce point.
Enfin , le plan tangent à l'hyperboloîde, par une droite, se réduit à trouver l'intersection de k^ droite et de la sur&ce , et à faire passer un plati^jir^ là droite donnée et par chacune des deux génératrices qui contiennent le point d'intersection de la droite et de la surface. Chacun de ces plans , qui passe également par le second ^ptmt d'intersection de la drçÂte et de la surface , contient une des deux génératrices qui passent par ce second point, et il est tangent à la surfa.ce au point où les deux génératrices de système différent qu'il contient se rencontrent.
Jj'intersection d'une droite et de l'hyperboloîde^ s'obtient en faisant passer un plan par cette droite et construisant cinq points de Tintersection de ce plan et de la surface. Les points où la miroite donnée rencontre la courbe du second degré ^délterminée par ce^ cinq points, sopt évidemment ceux où la même droite pj^ce^là surface.
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Du Paraboloîde.
Le paraboloîde n'est que le cas particulier de lliyperbploîde à base hyperbolique sur le tableau , dans lequel Fhyperbole limitée se réduit à deux droites , et par conséquent le cône asymptote à deux plans ayant pour trace les asymptotes de la courbe trace.
Le paraboloîde peut se présenter de trois manières en Perspective : ou ses deux droites limites forment un angle , c'est le cas que nous venons d'expliquer; ou elles sont parallèles, alors le tableau est parallèle à l'intersection commune des plan^ directeurs. Dans ce cas , sa trace est une parabole.
Enfin y une de ces parallèles peut passer à l'infini : c'est le cas- où le tableau est lui-même un des plans directeurs. {Voj. fig. a8.) Alors la limite et la trace se réduisent chacune à une Ugne droite /et la perspective du contour apparent est une parabole , puisque c'est une courbe dont ime des tangentes est passée à l'infini ; ce qui indique que le cône projetant de cette courbe a un de ses plans tangens , et par conséquent une de ses génératrices parallèle au plan du tableau.
Tous les problèmes que nou^ avons résolus pour l'hyperboloïde peuvent s'appliquer au paraboloîde , et se résolvent par les mêmes proc^ dés. En cherchant le centre de cette surface par la construction du ai^ problème, on voit que ce centre est situé à l'infini, sur la droite intersection des deux plans directeurs.
On sait qu'on engendre cette surface par le mouvement d'une droite qui s'appuie sur deux lignes directrices invariables, et se meut en restant toujours parallèle à un même plan.
Nous allons la décrire par cette propriété.
aa"* PROBLilME.
Ayant les deux directrices et le plan directeur et un paraboloîde y trouver
le contour apparent et la trace delà surface.
Solution. Soient (fig. a3) A, B et C, D les deux droites données, et EF le plan directeur;' par chacune ^es deux droites, on fera passer deux plans qui leur soient paraHèles. La limite BD de ces deux plans, combinée avec
la limite EF, donne les deux droites limites de la surface , puisqu'elles^ déterminent chacune un plan parallèle à un système de génération. Menons un plan quelconque IK, £F parallèle au plan directeur. Ce
plaii coupe les deux lignes A, B et C, D aux points M et N ; il coupe la droite C, D dans sa partie réelle , et la droite A, B^dans sa partie imaginaire. Faisons passer une ligne par ces deux points ; nous aurons une génératrice de la surface. Sa limite est 5ur £F en R, et sa trace sur IR en T. Nous trouverions, par un procédé analogue, autant de génératrices que nous pourrions le désirer, soit dans Tun, soit dans l'autre système; et il en résultera la figure a3, qui peut donner une idée suffisante de la surface dont nous nous occupons. Nous avons , dans la partie droite de la figure , tracé les deux systèmes de génération; la partie gaudie ne contient que celles des génératrices qui sont parallèles au plan EF.
La perspective du, contour apparent de cette surface est une ellipse. Pour fermer Tellipse, il' n'y aurait qu'à prolonger les génératrices au^ delà de leurs traces et de leurs limites*
Il pourrait paraître surprenant qu'une surÊice , qui ne peut être coupée par un plan suivant une courbe fermée, ait une ellipse pour perspective de son contour apparent; mais il n'est pas difficile de reconnaître que cette ellipse est la perspective d'une hyperbole^ située en même temps sur la surface et sur un plan qui aurait pour limite la ligne qui joint les points de tangence de cette ellipse avec les droites limites delà surface, et pour trace, celle qui joint les deux points de contact de cette même ellipse avecrl'byperbole trace du paraboloïde.
Cette épure, comme toutes celles que nous avons données dans ce second chapitre , est absolument indépendante de la position de l'oeil , et par conséquent c'est la perspective d'une infinité de paraboloïdes ayant même trace et même limite sur le tableau. Il su£Brait d'y placer rœil pour qu'elle n'appartînt plus qu'à une seule de ces surfaces ; elle fera donc image pour un nonabre infini de spectateurs diversement placés. Tous y verront un paraboloïde , mais tous im paraboloïde différent. S'il y avait une génératrice dont la trace et la limite se confondissent , chacun d'eux croirait que cette génératrice se dirige vers son œil. C'est par ime illusion semblable que , de quelqif^ manière qu'on regarde certains tableaux, on croit toujours être le ]>\xX v^rs lequel se dirige, soit une
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flèche y soit le regard du personnage qui y est peint, illiision qui a lieu quelque part que l'on toit' placé.
Si nous cherchons l'intersection d'un paraboloîde et d'un plan , par les mêmes considérations que nous avons employées pour llaypertK)* loide, nous reconnaîtrons qu'il n'existe, sur cette sur&ce, que deux sortes de courbes planes , savoir : une parabole, quand la limite du plan sécant passe par le point intersection des limites de la surface, et une hyperbole dans tous les autres cas. Un plan quelconque passant par une génératrice d'un système, contient nécessairement unegénératri^ de l'autre , excepté lorsque ce plan est parallèle à un des plans directeurs. Dans ce cas , la seconde génératrice de section passe à l'infini.
Toutes les surfaces réglées peuvent être inverties : il suffît pour cela d'invertir leurs génératrices.
Deux surfaces inverties ont entre elles les relations suivantes : leurs contours apparens ont même perspective; la trace de l'une se confond avec la limite de l'autre; une des branches de l'intersection commune des deux surCstces est donnée par la succession des pcnnts qui divisent en deux parties égales la portion réelle des perspectives de toutes les génératrices. Deux surfaces inverties se coupent donc toujours suivant une courbe plane» Le plan de cette courbe est parallèle au tableau , et situé du c6té opposé à l'œil à une distance égale à celle de l'œil au point de vue.
Des Surfaces non réglées du second degré.
Soit sur te tableau (fig. a4) la courbe AMN, contour apparent d'une surface non réglée du second degré ; le centre O de cette courbe est la perspective du centre de la surface dont elle est le contour apparent , - puisque la ligne qui joint le point O à l'œil est nécessairemêitt un diamètre. De la position de ce centre dépend la nature de la surface. Supposons , en effet , que ce centre projeté en O se trouve sur la partie réelle d'une ligne A, B : la surface sera un ellipsoïde; car toutes les sections diamétrales faites par cette ligne seront fermées. Si la limite de la- ligne est en O, la sur&ce sera un paraboknde elliptique, puisque les mêmes sections auront leur centre à l'infini ; enfin , si la limifte dE& la ligne est en B^, les courbes diamétrales, coupées par la ligne limite du plan qui les contient j. seront des hyperboles, et la sur£Eiee sera mi
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hy^erboloide à éevtc ikappes ayMit fiour lîBÙte uAe oourbe s^blable à son contour apparent, semblablemetit placée, et qu'o» peutconsi* dérer oomme l'intersection de la surfsice par un plan parallèle au ta-* blmu passant parla limite B' de la droite qui contàeal le centre , c'est* à*dîre situé à l'infini.
Puisqu'il suffît, pour qu'une quelconque des surfaces dont nous nous occupons soit détenmnée , de oonnattre la position de son centre M sa courbe contour apparent ^ proposons-^nous de trouver une des eourbes diamétrales d'une quelconque de œs sur&ces..
a3"* PROBJLÈME.
Une surface non réglée étant donnée par son contait apparent "PMS (fig, a 5) et par la position de son centre sur une droite A, B , trouver lu courbe diamétrale qui serait donnée par un cylindre tangent ajroM sa limite c/i R.
Solution^ En menant du point R deux tangentes RA et RC au cout tour apparent , nous aurons les deux génératrices e:^€rémes du cylindre èherdié. Les points A et G où elles viennent dbacune rencontrer 1^ courbe PMN située sur le tableau , sont évidemment les traces de ces génératrices , et appartiennent à la courbe diamétrale cherchée : done la droite AC qui réunit ces points est la trace du plan de cette courbe* Si , par cette trace et par }e centre O situé sur la droite A , B , nous Ceûsons passer un plan , ce plan , dont la limite sera BS parallèle à AC , est entièrement connu ; il ne reste plus qu'à tracer la courbe qu'il dé* termine sur la surface. Nous avons ilenx des tangentes de cette courbe « savoir, les génératrices extrêmes du cylindre auquel elle appartient; deux de ses points , ceux où la trace AC de son plan rencontre le con» totsr apparent; la perspective de son centre O, qui se confond avec celui de la surface , puisque cette courbe est diamétrale ; enfin , la litnite BS du plan qui la contient. En observant que le centre d'une couH^eet la limite de son plan sont.pobdres l'un de l'autre, on pourra tracer par points la courbe cherduéer En effet, «i menant par O , pok de BS , une parallèle à cettfe ligne, et joignant le pc^at a, où cette pa* rallèie' rencontre la tangente RA, au point T, où la polaire rencontre l^tre tangente RC, on a une nouvelle tanjgente Ta à la courbe cber?
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àiée , et Fon sait GOONnent tracer une courbe éa ^euxieEUe degré quasd on a trois teuigentes à cette courbe, et. deux de leur» points^de contact.
Pour démontrer que Ta est tangente à la courbe cherchée , on n'a qu'à maarquer que les deux lignes C, T et a, Tsont parattèles dan» Pespace , connue ayant même limite, et que ces droites coupent la trans* verssde Oa, parall^e au tableau, en deux points égalenvrait dislans du centre O. Or, Tune de ces droites est tangente à la couiiie ; donc l'autre; doit l'être aussi ; car deux tangentes à une courbe du second degxé ,t quand elles sont parallèles , sont égal^n^it distantes de son centre. GO étant le demi-diamètre qu'elles soutendent , cette ligne prolongée viendra rencontrer aT au point de tangence. Ce point appartient ast cône diamétral qui a pour base sur kr tableau le contour apparent; oe cône coupe la sur£aice suivant deux courbes parallèles , et par C€msé'*' quent semblables : on n'a donc qu'à mener par le point de ,tacigeiiee de Ta une courbe concentrique et semblable au oontour apparent ,^ M sera la per^eôtive de la scHxmde intei^ction du <î6ne diamétval avec la surfiace^
En choisissant pour plan du tableau celui du contour apparent , ki surface s'est trouvée divisée en deux parties, l'une vue tout entlàpe en avant du tableau , et Tautre cachée derrière le tableau. Tout plan qui
rencontre cette surface dans- set partie vue, la coupera donc en avantde sa trace. Dans la coin*be diamétrale que nous venons de- construire ,. toute la partie CHH'A située en avant de 1^ trace de son plan est vuè-et toute l'autre partie est cachée. Il en serait de même de tout autre plan^ dont la trace couperait le contour apparent. Si la tracé du plan sécant était extérieu3re au contour apparent, ce plan couperfdt la surj^ce suî*; vant une courbe ou tout entière vue, ou tout entiète cachée.
Un point étant donné en perspectiife sur une surface non réglée du se-cond degré, déterminée par son contour apparent et son centre,, trouver une section diamétrale de la surface passant par le point donnée
Solution. Soît (fig. a5) PSOf le contour apparent, donné, soit A,B la ligne ipiijOOBtftsnt le centre ,> et scÂt V la perapecttre du pcânl dàn0é;.ik
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est évident que deux points ont leur perspective oNnmune en Y. L'un de ces pcnnt» est situé sur la partie vue ^ et l'autre sur la partie cachée de la surface.
• Cherchons d'abord une courbe quelconque située sur la sur&ce, et qui contienne le point Y : soit la courbe donnée par l'intersection d'un plan dont la trace est DE. En donnant à ce plan la condition de passer pîar le point donné ^ sa courbe d'intersection avec la sur&ce est entièrement déterminée. fiUe doit, en effet , avoir mêmes tangentes que le contour apparent aux deux points E et D ou la trace de son plan rencontre cette courbe y et elle doit passer par le point donné. On sait que ces cinq conditions suffisent pour tracer une courbe du second degré. Gomme nous avons choisi pour trace du plan de la courbe cherchée une ligne passant par le centre du contour apparent, cette ligne, qui joint les points de contact de deux tangentes parallèles , est un diainètre de la courbe eherchée, et, dans ce cas particulier, son grand axe , puisqu'elle aboutit à deux tangentes qui lui sont perpendiculaires. Ayant le grand axe et un point Y d'une courbe , une construction très simple donne quatre autres points y et, par suite , ]^ courbe tout e|itière.
. Une courbe ainsi tracée sur la sur&ce n'est encore assujettie jcpi'à «voir lŒpour trace de son plan ; elle peut occuper deux positions distinctes autour de cette ligne. En effet, ^ partie vue peut être l'arc DYE^ et alors le reste de k courbe appartient à la partie cachée de la sur&ce ; ou bien, c'est l'arc DZE qui est sur la partie vue, et l'arc DYE qui se trouve sur la partie cachée. On voit que chacune de ces courbes passe par un des deux points de la surface qui ont même perspective en Y. Les perspectives de ces deux courbes se confondent; elles sont toutes deux sur un cône ayant son sommet à l'œil , et qui est tangent au cône projetant du contour apparent suivant les deux génératrices qui ont leurs perspectives en D et en E. L'intersection du premier de ces cônes avec la surface , qui doit être du quatrième degré, se réduit aux deux courbes planes que nous venons de considérer. Puisque nous avons la trace commune des plans, de ces courbes, il ne reste plus qu'à trouver leurs limites respectives nécessairement parallèles à DE. Pour œla, choisissons un-plan diamétral dont la courbe rencontre en quatre points la courbe DYEZ. Soit le plan diamétral dont la trace est ^ AÇ,
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"et doont nous décrirons la courbe par le procédé du à3** problème ; menant les deux sécantes HI et B!V communes à la courbe diamétrale et à la courbe DYEZ , qui viennent passer par le point K. intersection des traces des plans de ces courbes , chacune de ces sécantes sera la perspective de Tiùtersection du plan*diamétral avec un des deux plans de la courbe DVEZ. Ces intersections auront leurs limites sur la limite TS du plan diamétral ; et y comme elles appartiennent chacune à un des plans sécans , en faisant passer, par chaeune de ces limites, une parallèle à la trace commune DE de ces plans , ces parallèles seront les limites de ces deux plans. Les deux points projetés en Y, se trouvant ainsi sur deux plans connus , on pourra construire la ligne qui joint chacun de ces points au centre , également connu , de la surface ; et tout plan passant par une de ces lignes sera évidemment un plah diamétral satisfaisant aux conditions du problème.
aS"" PROBLÈME.
Un point étant donné en perspective sur une surface non réglée du second degré , trouç^er le plan tangent à ce point de la surface.
• ' . Nous savons que la même perspective correspond à deux points sur la surface : deux plans satisferont donc aux conditions de ce problème. Solution. Quand on mène deux tangentes au contour apparent d'une surface du second degré ( fig, a4 ) , ces deux tangentes CD et CE peuvent' être considérées comme les traces de deux plans passant par l'oeil , tangens à la surface^ et ayant par conséquent leurs points de tangence sur le contour apparent aux points D et E, où leurs traces touchent la courbe. Leur cbmmûne intersection , qui passe également par l'œil, a sa perspective en C, point de rencontre des deux traces. Si Ton suppose une suite de cônes tangens à la surface, ayant leurs sommets sur cette commune intersection, la surface enveloppe de tous ces cônes sera l'ensemble des deux plans CD et CE, et les plans des courbes de tangence de ces cônes auront pour trace commune la corde qui joint les deux points E et D , points communs à la surface enveloppe et au contour apparent; de plus, il y aura toujours une de ces courtes dont le plan passera par l'oeil , et dont cette corde est par conséquent la projection : c'est celle qui provient du cône ayant son
sommet sur le plan du contour apparent, et, dans n<rtra supposition , sur le tableau.
Si donc, par la perspective du point P donné fig. ^4, sur la surCetcer dont le contour apparent est ÀMS , nous menons deux cordes queU conques £D et LI au contour apparent , dles pourront être coosidé* rées comme la perspective des courbes de contact de deux cônes tan* genà à la surfaice ayant leur sommet sur le tableau, et ce sonmiet sera déterminé par la rencontre des deux tangentes menées à l'extrémité de chaque corde. Ces deux courbes passant chacune par le point donné y le plan tangent commun aux deux côiies sera évidonment celui que nous cherchons; mais ce plan passe par les sommets de ces deux cènes;: donc, si Ton joint les points de rencontre C et H des deux couples de tangentes, on aura sur le tableau une ligne appartenant au plan tangent cherché , et par conséquent sa trace.
Remarquons ici que la trace ainsi trouvée «est .commune aux deux plans tangens cherchés, l'un appartenant au point vu, et l'autre au point caché, dont les perspectives se confondent en P; et que, puisque, pour obtenir cette trace, nous n'avons pas eu besoin de préciser le centre de la surface, et par conséquent d'indiquer sa forme, nous pouvons conclure que toutes les. surfsices non réglées du second ordre,» qui ont pour contour apparent la même courbe AMN, ont aussi pour trace de leur plan tangent, au point où elles sont rencontrées par la ligne qui joint l'œil a^ point P , la même ligne HC , polaire de Qe point.
Pour avoir les limites des deux plan$ tan^gens , il &ut particulariser la surface, c'est-à-dire déterminer son centre. Le centre déterminé ,^ on cherchera ( 24°** problème ) deux plans qui tavitiennent chacun un des deux points de taugence. Ces plans trouvés, leur commune intersection avec le plan tangent auquel ils correspondent est connue de direction , puisqu'elle doit passer par le point de contact et par l'intersection des traces des deux plans; la limite de cette oommune intersection devant se trouver sur la limite du plan sécant, est donc aussi connue : mais cette Umite doit aussi se trouver sur la limite dierchée du plan tangent dont on connaît la direction; on pourra donc construire cette limite.
Puisque nous pouvons mener un plan tai^genf en un point donné
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d'une «uréace du second degré , nous pourrons tracer la tangente d'une courbe plane située sur cette surface ; car cette tangente est Tintersection du plan sécant et du plan tangent. .
Il s'ëitôuit que (fig. a 5) , pour mener une tangente au point V de ht courbe DVEZ, il suffit d'avoir la trace du plan tangent à ce point, c'està-dire la polaire du point V. Cette trace coupera la trace DE du plan sécant en un point qui appartiendra à la tangente cherchée : ce sera celui où les tangentes en V, à chacune des courbes projetées selon DVEZ , viendront percer le tableau. Ces deux tangentes , qui ont même trace et même plan projetant, ne différeront que par leurs limites.
a6"* PROBLÈME.
Trouver VirUersection dun plan quelconque avec une surface non
réglée du second degré.
Solution. Ce problème peut présenter deux cas : ou la trace du plan sécant rencontre le contour apparent de la surface, ou elle est extérieure à cette courbe. Dans le premier cas , les deux points d'intersection , de la trace du plan et du contour ^apparent , donnant deux points de la courbe cherchée, et les deux tangentes au contour apparent étant communes en ces points à l'une et à l'autre courbe , pour que le problème soit résolu , il suffit de trouver encore un seul point de la commune intersection du plan et de la surface. On l'ob-. tient en menant un plan diamétral tel, que la courbe 'qu'il détermine sur la surface rencontre la droite commune intersection de son plan avec le plan sécant ; ces points appartenant à la surface et à ce dernier plan , il ne restera plus qu'à tracer la courbe cherchée par les procédés connus.
Dana le cas où la trace du plan sécant ne rencontre pas la courbe contour apparent, il est possible que ce plan ne coupe pas la surface ; niais comme le dernier point où il pe^t la rencontrer est évidemment le point de tangence d'un plan ayant même trace, c'est-à-dire, comme nous venons de le voir, le point qui a pour perspective le pôle de la trace du plaiijsécant par rapport au contour apparent, il s'ensuit que si nous faisons passer par ce point im plan diamétral jtlie la surface, et que la courbe diamétrale ne soit pas rencontrée
par la. droite intersectioa commune de son plan et du plan sécant, ce dernier ne coupe pas la sur&ce ; dans le cas contraire , les deux points d'intersection appartiennent à la courbe cherchée, et cette courbe ayant la trace de son plan pour sécante imaginaire commune avec le contour apparent , il sufi&ra de ces deux points pour qu'elle soit entièrement connue.
En général y pour résoudre ce problème , on peut se contenter de mener un plan diamétral dont la courbe passe près du pôle de la trace du plan sécant. II faudrait, en effet, que le plan sécant fut presque tangent pour qu'il ne rencontrât pas cette courbe diamétrale.
Soient donc (fig. 126) la sur&ce dont le contour apparent £5t ÂMN«, et dont le centre est en O sur la ligne A,R ; et soit le plan ET, PQ dont on demande l'intersection avec cette surface. Si ce plan était tangent , e^est*à*dire le dernier des plans sécans qui ont même trace ET, il rencontrerait la surface au point B, pôle de cette ligne; si nous menons un plan diamétral AN', BM, ce plan coupera la sur- Ésice suivant une courbe ADC , et le plan ET, PQ suivant une droite N'C , qui elle-même rencontrera la ôourbe .diamétrale aux points D et G. Ces deux points sont donc communs au plan sécant et à la surface : ce sont donc deux points de la courbe cherchée. Nous pourrions, par un procédé analogue, trouver autant d'autres points de cette courbe qu'on désirerait ; mais nous allons faire voir que ces deux points suffisent à sa description. En effet, la courbe cherchée a pour sécante commune imaginaire avec le contour apparent la trace de son plan ET, et le pôle de cette sécante est pour les deux courbes en I. Donc, si par I nous menons une droite ID, cette droite viendra couper le contour apparent en un point Y, tel , que les tangentes aux points D et Y viendront se rencontrer sur la sécante imaginaire. Menant donc au contour apparent la tangente TY, la ligne TD devra être tangente au point D à la courbe cherchée. Opérant de même pour le point C, nous trouverons une seconde tangente EG à cette courbe ; nous pourront .dès lors la tracer. Nous avons déjà fait voir, au a 3"* problème , comment , lorsque l'on a deux points d'une ôourbe du second degré , deux tangentes à ces points , le pôle et sa polaire, on pouvait mener d'autres tangentes à la courbe, et la cons-r truire par conséquent.
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On voit que la courbe obtenue est tout entière sur .la paiiie vue de la surface, puisc[u'elle est tout exitière en avant de la trace du plaa qui la contient.
Par une droite donnée mener un plan tangent à une surface non
réglée du second ordre.
Solution. Si Ton mène à la ^r&ce un cylindre tangent parallèle à la droite donnée, e.t que, par le point où cette droite perce le tableau , on mène un cône également tangent à cette surface , les points d'intersection des courbes de tangence du cylindre et du cône donneront les points où le plan cherché doit toucher la surface. Or, la courbe de contact du cylindre est une courbe diamétrale, et la courbe de contact du cône se projette suivant la droite qui joint les points de tangence de ses génératrices extrêmes avec le contour apparent de la sur&ce : le problème est donc réduit à trouver l'intersection d'une droite avec une courbe du second degré.
Appliquons ces considérations à la fig. 127, dans laquelle DSCTR est le contour apparent d'une sur&ce non réglée, ayant son centre O à l'infini; et supposons que l'on demande de mençr par la droite A, B un plan tangent à cette surface que nous savons être un paraboloïde elliptique. Par chacun des pointa A et E, nous mènerons deux tangentes au contour apparent : la ligne DC qui joint les points de tangence des génératrices du cylindre parallèle à A^B, sera la trace de la courbe diamétrale déterminée par ce cylindre; et la ligne TS qui joint les points de contact des tangentes provenant de la trace de A^ B sera la projection de la courbe de contact du cône ayant son sommet en A sur lé tableau. Les points de tangence cherchés seront, comme nous l'avons annoncé, ceux où la droite TS rencontrera la courbe diamétrale qui a sa trace en DC. Puisque la surface a son centre à l'infini , la limite du plan diamétral dont la trace est DC doit passer par la perspective du centre; par conséquent, cette limite sera la ligne £]^ parallèle à DC, et passant par le centre du contour apparent. De plus, la ligne EF sera tangente à la courbe diamétrale au centre même , puisque lé centre d'une courbe et la limite de son plan sont réciproquement polaires.
Nous avons donc trois tangentes à la courbe diamétrale cherchée^
savoir : BD, BG et EF. Nous pourons, sans tracer cette courbe^ trouver les points où elle est rencontrée par TS. En effet, la courbe cherchée et le contour apparent ont DG pour sécante réelle . commune ; nous pouvons donc considérer ces deux courbes comme se trouvant sur un même cône, dont B serait la perspective du sommet et DSCT la trace ; et il suffira d'avpir l'intersection de la droite ST, située dans le plan de la courbe non- tracée, avec ce côiie, pour avoir les points où cette droite coupe cette courbe. Si^ par la' droite ST et le sommet B, nous £Bdsons passer im plan, ce plan et le plan tangeiaiau cône ayant RH pour trace auront la ligne BH pour commune intersection. En effet, ce plan tangent contiendra la tangente EF parallèle à $a trace ; le point Y, où cette tangente rencontre T^ , est donc un point de cette commune intersection qui doit en outre passer par le sommet B du cône ; le point H appartient donc à la trace du plan qui passe par TS et le sommet; le point P^ où TS coupe la sécante commune, est un autre point de c^te trace : donc la ligné HP est la trace du plan cherché. Cette trace coupe la base du cône en deux points a et ^; menant {)ar ces deux points les génératrices du cône aB et ^B, les points I et L, où ces génératrices rencontrent TS , sont les points où cette droite coupe le cône, et par conséquent où la même droite rencontre la courbe que nous nous sonunes dispensés de tracer. L'un de ces deux points , L , est sur la partie vue de la surface , puisqu'il est situé en avant de la trace de soà plan; Tautre I est sur la partie cachée.
Ayant en projection sur la sur£sLCe les deux points de tangence, nous n'avons, par A, qu'à mener les deux polaires de ces points, ce seront les traces des plans tangens cherchés; et, par B, qu'à mener deux parallèles à ces polaires , ce seront les limites .de ces mêmes plans.
Pour comprendre la partie de cette solution qui a trait à l'intersection de la droite et de la courbe, il fscat oublier ce que la figure repré» sentait auparavant, pour «e plus y voir qu'un cône, et une ^courbé plane située sur ce cône , dont on a une tangente EF, et la trace CD de son plan, et supposer que la droite TS est située dans le plan de cette courbe. Il faut quelque temps pour se familiariser avec cette manière de passer d'une surface à une autre, dont les lignes projectives put certaines parties communes; si l'on, éprouve quelques difficultés
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k concevoir cette ^épionstration 9 ou p^t «e eoxiteiiter de tracer lâ courbe diamétrale par points, et Ton obtiendra par un procédé un peu plus long les points d'intef^ection dierchés.
aS*" PBQBLàMB*
Trouver F intersection (Tunp surface non réglée d» sewnd ordre avec
une droite. «
Solution. En faisant passer un plan par la droite donnée et le centre de la surface , ce plan sera diamétral ; sa trace coupera la courbe con-» tour apparent , ou sera extérieure à cette courbe. Dans le premier cas , nous avons déjà vu (a4"** problème) comment on obtenait la courbe diamétrale ; dans le second cas , il £iudrkit déterminer la section diamétrale, comme nous l'avons fait.au ixG^'' problème pour im plan quelconque ; les points de rencontre de la courbe diamétrale et de la droite seront évidemment ceux ou elle coupera la surface. *
Nous terminerons les problèmes qui concernent les surCskces non réglées du second degré ^ en £Edsaht remarquer que les soluticms que nous venons de donner sont communes à la ^hère, à rellipsoïde, au paraboloîde elliptique et 4 l'hyperbokMkle à deux nappes ; sauf les modifications qui résulteraient dans le tracé des figures de la position du centre en perspective rédle, à l'infini, ou. en perspective imaginaire. Quoique, pour la commodité du dessin, nous ayons adopté des cercles pour contour apparept» il est évident que, puisque la forme des surfaces dépend de la position de l'œil "par rapport à ces cercles , les épures présentent toute la généralité que Ton peut désirer. Ces jsurf aces ne seraivCnt de révolution que dans le cas où , en plaçant l'œil , le point de vue se confondrait avec la perspective de leurs centres.
On pourrait demander à quelle élévation il &udntit que l'œil se trouvât au-dessus du point O (fig« a 5) pour que la surface qui y est projetée fut une spHère. Dans la sphère , toute ligne qui passe par le centre doit être perpendiculaire au plan tangent^ au point oà la
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ligne rencontre la surÊice ; l'œil devnd^ donc être placé dé manière à ce que la ligne A^ P fut perpendiculaire au plan AR, c^est-à-dire que le point B fut uprocial de la ligne AIL En construisant sur AB une demi-circonférence, Tordonnée élevée au point O, dans cette circonférence donnera la distance à laquelle il &udrait placer l'œU audessus du tableau , pour que la sur&ce dont le contour apparent est PMN représentât une sphère : l'œil placé , on aurait le rayon de cette sphère en cherchant la grandeur de- AO sur la droite A^ B.
Après avoir montré comment se déterminent, en perspective, les sur^ faces du a"" degré, et comment se. résolvent les différens problèmes qui s'y rattachent, il nous reste à indiquer, sommairement le moyen de projeter les différens genres de surface que l'on a coutume de considérer dans les arts. Toutes ceUes qui sont engendrées par une lign^ droite , tant les développables , que les' non développables , auront une courbe trace^ une courbe limite , et un contour apparent dont la projection, comme dans les surfaces réglées du i^ degré, sera renvelo|>pe de la perspective de toutes les génératrices; et quand on aura écrit en perspective les données qui servent à diriger le mouvement de la génératrice, on pourra construire- cette génératrice à volonté dans une quelconque de ses positions. On trouvera dans les chapitres suivans deux exemples de ces sortes de surfiaM^es; d'abord, le conoïde à base circulaire, qui nous ;5ervira à la solution d'un problème connu de Géométrie plane ; enfin la- surface rampante cle la vis triangulaire dans l'épure de cette ma-
chine.
Le& surfaces enveloppes auront évidemment pour contour apparent une cpurbe tangente à la succession des contours apparens de l'enveloppée dans«es diverses posiàons. Leur caractéristique étant la courbe , intersection de deux enveloppées successives^ans leur mouvement différentiel, quand l'enveloppée et sa marche seront connues, il sera toujours possible de tracer cette caractéristique , et par conséquent d'opérer sur Ja surface elle-même. • .
% Nous ne. pouvons nous dispenser d'indiquer ici la manière de représenter en perspective une autre espèce de surfaces plus généjs^mf nt employées : ce sont celles connues sous le nom de surface^
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de révolution; on sait qu^elles sont engendrées par une courbe plane, qui tourne autour d'une droite fixe prise dans son plan. La droite et la courbe étant données , on peut rabattre le plan d'un méridien quelconque sur le tableau, y tracer la méridienne, et ramener ensuite cette courbe dans la position première , par les procédés indiqués au 1 5** problème; la succession dés courbes méridiennes en perspective sera touchée par le contour apparent de la surface ; ces méridiennes auront toutes pour sécante commune, réelle ou imaginaire, l'axe de la surface (i), c'est-à-dire que les tangentes à ces courbes, ayant leurs points de contact sur le même cercle perpendiculaire à Taxe , se rencontreront en un même point de cet axe , ce qui fournit un moyen de mener une tangente à un point donné d'une courbe méridienne dans une quelconque de ses positions, et par conséquent, de construire le plan tangent à ce point de la surface , puisque ce plan tangent doit contenir la tangente à la courbe méridienne et être perpendiculaire au plan de cette courbe.
Si, parmi tous les plans méridiens, il y en a un qui soit parallèle au tableau, la projection de la courbe méridienne donnée. par ce plan est seodslable à la courbe d'où elle provient, et semblablement placée. DAns ce cas , l'axe de la surface est aussi parallèle au tableau. La projection du contour apparent peut alors s'obtenir par des procédés asses simples et qui fournissent la tangente à chaque point du contour apparent. Ces procédés seront donnés avec tout le développement nécessaire dans l'épure d'application représentant la sur&ce annulaire : nous renvoyons donc à l'explication de cette épure.
Intersection des surfaces du second degré entre elles,
La méthode générale 'pour trouver l'intersection de deux sur£aices est de les couper par une suite de plans: l'intersection de chaque couple de courbes produites par ces plans donne la série des points communs aux deux surfaces.
Quand une des deux surfaces est réglée, il convient de prendre pour plans sécans des plans tangens à la sur£aice réglée, puisque la solution •^ • ■
(i) Noos n'employons ici ce mot de sécante commune que par analogie avee les propriétés des courbes du second degré.
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préc^entfi. se - rédnit al^ns; g^oérdfimoDt à. rintersectioià. de. deux droi^tes et d'une cqurfe^,. Quaiid îles deux surfaces scmt. réglées^ û ;e^ po3^1e de choisuv uue suitip de plans qui coupent les deux surâuses suivant. des droites. Nous en^vous. donné un exemple. dans la fig. aB^ qui est l'épure de l'intersçetion du. cylindre PNM, & et du paraboloîde CD, BD. Ce paraboloîde est uucas particulier : le plan du tableau est uii de ses plans directeurs;, sa trace est une ligne droite, et une de ses limites, celle qui correspond au. tableau, est passée à Tinfim^ Nous ne donnerons qu'une explication succincte de cette épure, parce qu'elle est la . traduction de la même épure orthogonale : le plan sécant lA, SB passant par deux génératrices du. cylindre, et contenant la génératrice A^ B de la surface, donne, en R. et en P, deux points de la courbe cherchée. Nous n'offrons ici cette épure que pour faire voir avec quelle facilité la projection, polaire se prête au genre de considération que coipporte l'intersection des surfaces réglées* La tangente à la courbe au point P serait l'intersection des plans tangens en P aux dçux sur&ces, c'est-à-dire du plap. tangent au cylindre suivant la génératrice HS^ et du plan , tangent en P. au paraboloîde; la trace de ce dernier passerait par le point A parallèlement à la perspective de ht se* çonde génératrice qui pa^e par P et qui. est parallèle au tableau.
Lespar^^ vue3 et les ^parties cachées da.la coiu4k>e d'intersection SQAt déterminées par. les mêmes principes, qu'en projection oribogo* nale. Pour qu'un point soit vu, il. faut, qu'il .résulte de l'intersection .de deux génératrices vues. Tout; point qui ne satisfait pas cette condition est caché , ou par une des surfaces , ou par toutes les deux ensemble. Dans, le cas général où le point P serait donné par l'intersection de deux courbes, on appliquerait aux parties vues et aux parties cachées de ces courbes les règles q^ie nous venons , d'employer pour les génératrices, et l'on reconnaî^^rait de mçme quelles sont les .parties vuea e^ les parties cachées de la commune mtersectiçu des deux.sur£sices.
Nous ne nous appesantirons pas davantage sur ce^ considérations^; ceux qui auront bien conçu la mét||iode,ppurront en faire l'application aux divers exemples d'intersectipu de surfaces donnés en Géométrie ' descriptive.
CHAPITRE IL 5i
P'KGPtiJÈitS LE GÉOMÉTRIE, DÉDUITES DU II™ CHAPITRE.
1^ liânime» tJne courbe quelconque du second degré et deux de ses tangentes peuvent être conside'rées comme la perspective d'un cône ou d'un cylindre , le point de rencontre des deux tangentes étant le sommet de l'un ou la limite de Tautre. La corde qui joint les points de contact des tangentes est la trace du plan qui paisse par les deux génératrices, contour apparent des deux surfaces.
a"** Lemme, La même figure peut être regardée comme la perspective d'une infinité de surfaces non réglées du second ordre, ayant toutes cette courbe pour contour apparent ; les deux tangentes sont alors la trace de deux plans tangei^s à la surface, et passant par l'œil ; l'intei-section commune de ces plans se projette au point de rencontre des deux tangentes.
3^ Lemme. Deux courbes du second degré , semblables et semblablement placées , peuvent être considérées comme la trace et la limite d'un cône ayant son sommet aux points de la ligne qui joint leurs centres où les tangentes communes aux deux courbes viennent se rencontrer.
4"^ Lemme. Deux courbes quelconques, A et B, du second degré, et le système de deux de leurs tangentes conmiunes qui les embrassent dans le même angle ou dans son opposé au sommet, peuvent être considérées comme situées sur le même G^ne , dont l'une quelconque A est la trace , et don^ le point de rencontre des tangentéB est la perspective du sonmiet. En effet , il n'y a qu'à remarquer que le cône projetant de B a deux plans tangens communs avec le cône qui a A pour base : ce sont les deux plans du contour «pporent de ce dernier ; donc ces deux cônes se coupent suivant une courbe du quatrième degré, qui se réduit à deux courbes planes ayant pour projection commune la courbe B. Si l'on cherche le lieu des traèes des tangentes à chacune des deux courbes projetées en B^ c'est^-dire si l'on cherche les points où chaque tangente à ces courbes vient rencontrer la trace du plan tangent au cône A qui la contient y la série de ces traces donne en général deux lignes droite^, 'qui sont deux des sécantes réelles ou imaginaires commuaes àhx deux courbes A et B; et ces sécantes sont sur le plan de A la trace d^ deux plans^ des courbes B, car, puisque ces courbes sont planes , leurs tangentes «<mt contenues Sans leurs plans respectifs , et la suite des traces des tangentes est la trace même du plan qui les contient. •
S^^ Lçmme. Des considérations analogues prouveraient que» si Ton imagine deux côiies quelconques ayant pour trace chacun les courbes A et B , mais tek, qhe la droite qui joint leurs sommets vint percer le tablean en un des ppmls de rencontré a des tangentes communes à ces deux courbes, eos cônes se couperaient suivant deux courbes planes ayant pour trace les deux sécantes communes, réeHe8~Gii inrâ^aîfês , 'Se A e't B'provenant du point a.
5a GÉOMÉTRIE PERSPECTIVE.
Nous avons fait voir dans les notes qui terminent le I*' chapitre comment les propriétés des pôles et polaires sur un plan se déduisaient avec simplicité d'une épure de perspective ; ces propriétés ayant leurs analogues dans l'espace y par rapport aux surfaces du second ordre , les considérations suivantes , que nous déduirons de la figure 24 9 vont servir à les faire connaître.
Les surfaces du second ordre sont divisées en deux classes : les unes sont réglées^ et les autres non réglées ; cette différence en entraîne une remarquable dans leurs projections polaires. Soit en* effet (fig. 24) la courbe AMN contour apparent d'une surface du second degré ; il est facile de voir qu'elle peut être en même temps ie contour apparent d'une surface réglée et d'une surfaice non réglée , qui se toucheraient suivant leur contour apparent. Ces surfaices n'auraient aucun autre point commun que cette courbe , et leurs perspectives s'excluraient. Pour que cette courbe fut le contour apparent d'une surface réglée , il suffirait dln* diquer que le centre de la surface à laquelle elle appartient se trouve entre l'œil et le tableau, c'est-à-dire que la ligne ayant sa trace sur le contour apparent, et passant par le centre de la surface , eut sa perspective réelle tout entière hors de cette courbe ; alors le centre serait sur cette droite en avant de sa trace. Si , dans cette supposition , l'on cherchait une des courbes diamétrales de la surface , on trouverait une courbe extérieure au contour apparent, et touchant ce contour aux points d'intersection de la trace de son plan.
Le plan de la courbe A-MN *se divise en deux parties distinctes : l'une par laquelle on peut mener des tangentes à cette courbe , et l'autre par laquelle on ne peut lui en mener. La première est le lieu de la perspective de la surface réglée, et la seconde celui de la surface non réglée; il n'y a donc aucun point du plan qui ne soit la perspective d'un point appartenant à une de ces deux surfaces , et il suffit de savoir qu'il appartient à l'une pour en conclure que la droite qui joint ce point à l'œil ne peut rencontrer l'autre.
Sans rien déterminer sur la nature de ces surfaces , nous pouvons déjà reconnaître plusieurs de leurs propriétés , qui seront communes , par conséquent , à toutes les surfaces du second ordre , puisque , suivant que le centre sera à une distance finie, à une distance infinie, au-delà de la limite ou en avant de la trace, cette figure pourra toutes les représenter (i). Menons à la courbe dojonée deux couples dé tangentes , joignons par une droite HG les deux points d'où proviendront deux à deux ces quatre tangentes , et traçons les cordes qui joignent les points de contact de chaque couple. Nous avons déjà vu dans le cours de l'ouvrage que HG est la trace du plan tangent dont le point de contact se projette en P, pôle de HG , et que le point P correspond à deux points sur la surface non réglée AMN , l'un vu et l'autre caché.
(i) Excepta k paraboloide byperboliqiQe, qui ne peoc étr« coopë par le tableau fainnt une courbe fermée.
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TotttcAne tangent à la snrfoce, et ayant son. sommet. sur. la: ligne, qui joint le point H à Tceil j a. pour perspective de son contour apparent les deux tangentes provenant de ce point , et par conséquent (i** lemme) , la corde LI pour trace du plan de son ccmtour iipparent. Cette droite est donc conunune à tous ces cônes; les droites H et LI sont donc polaires l'une de l'autre. Tout cône tangent à la surfiaice, assujetti à avoir son sommet sur le plan projetant de CH , a le point P (i) compris dans le plan de sa courbe de contact ; ce pdint. et ce plan sont donc réciproquement polaires.
Enfin y puisque tout cône ayant son sommet sur le tableau , détermine sur la surface une courbe de contact dont le plan passe par Vceil , le plan du contour a[H parent et Foeil sont réciproquement polaires. '
Passons maintenant aux propriétés de la surface réglée : Chacune des tan* gentes BL et m peut être considérée comme la trace d'un plan passant par l'œil y et tangent à la surface réglée dont ÂMN est le contour apparent ; chacun de ces plans contient deux génératrices de système di£férent, dont les per^ectiyes se confondent; ces quatres génératrices se rencontrent en quatre points : les points mêmes de tangence L et I , plus deux points représentés en perspective par le point H. Ces derniers sont^ par conséquent , les points de contact de la surface avec un plan tangent qui aurait pour trace la ligne LI , polaire du point H , propriété analogue à celle des surfaces non réglées.
Si le point H est assujetti à se mouvoir sur la courbe plane de la surface dont HCest la projection, la trace de tous les plans tangens passera par le point P; donc y la suite des plans tangens, suivant une courbe dont le plan passe par l'œil, détermine un cône dont le sommet est sur le tableau. Ce sommet est le pôle du plan de la courbe ; et puisque le plan de' cette courbe passe par l'œil, l'œil est le pôle du plan du tableau. Sans doute ces propriétés ne sont pas nouvelles, mais elles se déduisent si simplement que nous n'avons pas cru devoir omettre cette ma^ nière d'en présenter la démonstration.
On voit que le pôle d'une droite, par rapport à une courbe du second degré , quand on considère cette courbe comme le contour apparent d'une surface du second ordre, reçoit en projection polaire plusieurs significations, outre celle que nous avons déjà donnée. (P'oir les notes à la suite du premier chapitre.)
Le pôle est, dans ce cas, la perspective du point de contact d'un plan tangent à la surface du second degré , qui aurait la courbe donnée pour contour apparent, la trace de ce plan étant la polaire.
Ou bien c'est la perspective du centre d'une surfeice du second degré, ayant la courbe donnée pour contour apparent , en supposant cette courbe, non sur le tableau , mais sur un plan dont la polaire serait la limite.
(i) Le point P repréiencant généralenient im« ligme, est la perspective eommone de. trois points snr cette ligne',' savoir: les déox points oà die re&oc«itre la surface, et le point oh elle rencontre U tableas; e^eside ce 4letBier qu'il s'agit Ici.
Eafi») è^Bt le sommet d'an cône tengent à la sêAce du leemMl àegÊé ittiraiil luie eoavbe phone fl^nt la pofawre serait kt penpectÎTe.
Si, dans la fi^e- a5^ cofireupondtàte au* 94"^ problbne, et- Teptésaa^mt «b peint V' sur une smfiice'iion lëglée , et 'imeco«u*he DYES mtisée sarlasw&ce'ét <M>nteiiant< ce point, noùseufisions piis ok point 'hors du contour «ppàrent,'^iow anîiôils paireiUement trotiré une ellipse ayaait DE pour gnind^xè^t contenant 'le point donné; mais cette «èHipse , tout entière hors du cofeitour apparent , nkAt pu appartenir à la surface non réglée dont il s'agit dans ce problème. Les' conit-' déradons ci-dessus nous indiquent qu'elle appartiendrait à la surfMse réglée qui lui serait conjugëe y c'est-à-dire ayant son centre ^ur fa même Bgne proîeConte et même contour apparent. ' i
Là prôjeotÎDn polaire présente ici «ne analogie Yemarquable-aveciFAigèbretiumseuletnent elle indique que la t[uestion a été mal posée, mais encore elle fut tfdflinittre los inoâifiQatkms' qu'il faut bite^ subir à l'énonce pour foc le problème ait'«me'sc^tibn réelle.
^Prpbième de 'la tangente comnmne à deux cercle^.
Ce problème , par les considérations du 3"*' lemme , peut se ramener au suivant : La trace et la limite d'un cône étant données, trouver la perspective du sommet. Il suffira, pour le résoudre, de construire deux génératrices du cAne. En menant aux deux cercles quatre tangentes parallèles , chaque couple de tangentes peut être considéré comme la trace et la limite d'un plan tangent au cdne cherché ( pourvu que les deux tangentes n'appartiennent pas au même cercle } ; les points de contact des couples que nous;, considérons sont donc, l'un la trace y et l'autre la limite d'une même génératrice. On peut donc tracâr la perspective de cette génératrice. L'intersection commune de deux génératrices ainsi obtenues est la perspective du sommet du cône, et, par conséquent^ le point d'où l'on peut mener les deux tangentes communes aux deux cercles. Nous n'avons pas besoin de faire remarquer que ce problème a deux solutions , l'une fournie par les génératrices qui se rencontrent dans la partie réelle de leurs perspectives , l'autre par celles qui se rencontrent dans la partie imaginaire. Nous rappellerons ici qu'il n'y a de lignes qui puissent se rencontrer dans l'espace que celles dont les traces et les limites déterminent deux parallèles.
Ce que nous venons de dire pour le cercle , est évideinment applicable à deux courbes du second degré, ^semblables et sembla]blement placées ^ et même à deux courbes quelconques , qui seraient semblables et semblablement placées , c'est-àdire pouvant être considérées comifaè la trace et la limite d'un noiême c6ne.
Toutes les. questions d'intersection et de tai)gfence d'une droite' et d'une courbe ^ du second degré , se ramènent à des questiatié'te)dO|ppea c»fï»>mii»>drofrta et
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vn ceidey aciriiioyen>dai4^'lemaiet; il n'y -a, en effet, q4'àni«ner à^l^.oei|rb€ donnée, par un-point ^leleonque, de1lx^ tangentes.» et inserke un cercle^«ntM cer.deux.tangente»; ce x^ercïe se trouve alors être la perspective de deux* courbes plaDes>ii.et;6 situées sur le cône ^déterminé par la courbe^A et par les deux tan«gentfss (i^' lemme). Une des sécantes communes de la courbe A et dut cerde est la tvftcedn plan d'une de ces courbes a eX b (4**' -lemme); D -après ces données, en. faisant passer par la droite propcAde et le sommet du cône un plan, il coupera le pkm.don^ la décante est la trace suivant une droite qui aura en projection avec le cerde les relations analogues à celles que la droite primitive et la courbe A avaient «utre filles; cas», si Ton, supposait r<feil transporté au sommet du cône, la courbe A serait à . soué tour la projection- polaire des courbes a et b* On peut consulter sur les diffârens cas par^euliers que présente ce problème , l'excellent ouvrage de M. Poncelet , sur les propriétés prajectii^es des figures j ou reconnaîtra qu'une grande partie des figures dont. il se sert jrentrent dans. la solution générale que nous venoçift. d'indiquer y et sont par conséquent des épures de pi^jeotion polaire.
L'élégante solution à laquelle M. Gergonne est •parvenu par l'analyse , pour obtenir le cercle tangent à trois cerclés donnés, ^st encore uiye épjire polaire. Nous rappellerons d'abord cette solution, à laquelle nous ^mmes aussi parvenus par les considérations géométriques que nous aillons développer.»
Soient trois cercles A, B, C* on sait que les points de rencontre deii tangentes communes à ces trois cercles se trouvent répartis sur quatre droites : à chacune de ,ces droite, prise comme' polaire , correspond un pôle dans chaque cercle j leur ensemble détermine donc douze pôles. On sait de plus que les trob cercles pn^, deux à deux , ime sécante commune , et que ces trois sécantes se rencontrent en. un même point. Si ^ de ce point , on mène des droites aux douze pôles , on obtiendra par l'intersectionide ces droites et des trois circonférences A , B, G, les vingt-quatre 'points de contact dbs huit cercles tangens aux trois cercles proposés^
Démonstration» Nous pouvons considérer le premier cercle A comme la base d'un cône dont le sommet serait à l'œil, et l'ensemble des cercles B , A d'une part , et G, A de l'autre, comme la ]^erspective de deux autres cônes ayant même li* mite A (3** lemme) , et par conséquent tous deux parallèles au premier. Gher* cbons la trace du cône pJBirallèle qui les toucherait tous les trois ; cette trace est un cercle tangent aux trois proposés. Il est évident que le sommet de ce cône sera un point commun en même • temps à la surface des trois autres -, il ne s'agit donc que ^btenir ce point. D'après le 4***^ lemme, le cône A et le cône B,A ont pour trace de la courbe plane suivant laquelle ib se coupent , la sécante commune entre A et B ; il en est de même du cône A et du cône G, A.. Enfin, d'après le 5^ lemme, il en est de même des cônes G, A et B,A ; mais on sait que ïes sécante? commîmes de trois cercles passent toutes par un même point ; donc les trois plans dont elles sont la trace se coupent suivant une même droite E ayant pour trace
ce point, et pour luhite le pôle du cercle A., par rapport à la ligne qni joint les sommets des deux cônes G, A et B, A ; car ce pôle est le point d'intersection des limites des trois plans dont les sécantes communes sont les ti^aces. Ghacon de ces plans, en effet, a sa limite déterminée par celles des quatre génératrices parallèles , situées dans les plans tangens communs aux deux côjiies d'où il provient , c'estr-à-dire la corde qui joint les points de contact des tangentes concununefl sur le cercle A. Si , par le sommet du cône A (par Toeil) , et par la^gne E , qui contient évidemment les deux points aet b communs en même temps aux trois cônes, on fait passer un plan , ce plan contiendra les- deux génératrices de contact avec le cône cherché sur le cône A. Mais la trace de ce plan est la ligne E ellemême ; donc les deux points où cette ligne rencontre le cerde A appartiennent chacun à la base d'un des cônes tangens aux trob cônes primitifs ; donc ce sont les points de tangence que Ton se proposait de déterminer.
Goiimie , dans cette démonstration, nous eussions ausû bien pu choisir le cercle B que le cercle A , pour représenter le cône auquel les deux autres sont parallèle , et surtout^ comme nous n'avons rien particularisé pour les sommets des cônes B,A et G, A , qui peuvent occuper chacun deux positions et donner par conséquent lieu à quatre polaires et à douze pôles , on voit que le problème a huit solutions qui correspltodeiît.à vingt-<[uatre points de tangence.
En opérant séparément pouc chaque polaire et les trois pôles qu'elle détermine , on remarque que celle des quatre qui est extérieure aux trois cercles primiti& correspond aux: deux cercles tangens , l'un extérieurement et l'autre inté^ rieurement , et que celle des trois autres qui passe entre le cercle G et les cerclés A et B correspond aux deux cercles tangens y_ L'un , intérieurement à A et B , et ex- * térieurement à G ; et l'autre tangent intérieurement à G, et extérieurement à A et B ; il est facile de conclure le reste. Ghaque polaire est sécante réelle ou imaginaire des deux cercles qu'elle produit, conmie trace du plan qui passe par les sommets des trois cônes primitifs. Ge plan contient la courbe sui^nt laquelle les • deux cônes tangens cherchés se coupent entre eux , courbe qui , elle-même, a cette polaire pour sécante commtme avec chacun des cercles de base des deux cônes tangens auxquels elle appartient.
On pourrait donner une autre démonstration de la construction indiquée dans l 'article précédent. Soient, en effet ^ les trois cercles A, B, G, considérés sur le tableau comme le contour apparent de trob sphères. Il faut , pour cela , supposer Tœil à l'infini; mab les propriétés des pôles et polaires indiquées ci-fdessus n'en ont pas moins lieu. La ligne de passant par les points de rencontre des tangentes communes extérieures à ces trois cercles, est la trace de deux plans tangens communs aux trois sphères. Les ûx points de contact de ces deux plans représentés en projection par les trob pôles a, 6, c, de de, seront deux à deux sur la même perpendiculaire au tableau. On sait (Gorrespondance de l'École Polytechnique , 1^ volume, page 17) que si l'on suppose une quatrième sphère va^
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riable de rayon et assujettie à toucher constamment les trois proposées , la succession des points de contact, sur une quelconque de ces dernières, est un cercle perpendiculaire au 'tableau, et dont le plan passe par l'axe radical des trois sphères.
• Or, les points de contact a, 6, e des plans tangens mentionnés ci-dessus appartiennent aux courbes de contact de la sphère variable de rayon , puisque chacun detres plans tangens n'est que le cas de la sphère mobile dont le rayon est de- Tenu infini ; de plus , le point o où les trois sécantes communes des cercles A , B, G Tiennent concourir, est la trace de l'axe radical des trois sphères. Donc les lignes oa^ oby oc^ qui joignent le point o aux trois pôles de de sont les trois traces des plans perpendiculaires au tableau, qui donnent sur les sphères A , B , G les courbes de contact d'une sphère mobile de rayon qui toucherait extérieurement les trois proposéesl
Si l'on considère une des sphères mobiles , on sait aussi (même ouTrage) que ses trois points de contact déterminent un plan passant par de , et que ce plan coupe la sphère mobile suivant un cercle tangent aux trois cercles suiTant lesquels il coupe aussi les sphères A , B , G ; le tableau étant un de ces ' plans , les six points suivant lesquels les droites oa, ob y oc rencontreront les cercles A , B , G , appartiendront , trois à trois , à une des sphères mobiles ; donc enfin ils détermineront deux cercles tangens aux cercles A, B, G.
Pour avoir les autres solutions, au lieu de considérer le plan qui touche les trois sphères du même c6té, il fiauit prendie successivement un des six plans qui touchent deux des sphères par une de leurs faces , et qui touchent la troisième par la fiice opposée.
On a démontré , par l'analyse , que le tracé de la courbe de raccordement de deux alignemens de route, qui consiste à diviser en n parties égales les côtés de l'angle formé par les deux alignemens donnés , et à joindre par des droites , de l'un à l'autre alignement, la division i à la division n-«- 1 , la division 2 à la division n — 2 , etc. , déterminait une paral>ole. Nous allons en donner une démonstration par les considérations polaires.
Soient (fig. 28) GD et DE les deux côtés de l'angle ; nous pourrons considérer GD comme la perspective d'une droite G^ D, et DE comme celle d'une droite D , E ; et si nous prenons ces deux droites pour directrices d'un paraboloide dont la génératrice serait assujettie à rester constamment parallèle au tableau, qtumd la perspective de cette génératrice', donnée, dans ses diffi^irentes positions, par l'intersection d'un plan parallèle au tableau, aura parcouru la n""' partie de G, D, elle aura ^^ment parcouru la n''"' partie de D , E : propriété que nous avons reconnue aux plans parallèles au tableau. Mais le tracé de cette droite est précisément la construction d-dessns indiquée ; donc ,
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«otites les dMMtes anisiobteim0t.MNi«kspaispootiv«Bdè» géaé r àtri»» xSfvm ittèaie p«»](K)leïde a]fMit le «aUeau pour filait dkeotevr ; Ama la oooftiie q«^«UM é^ «rivent ^ et Mpà est la peeqpeelnre 4a coataor apfMUMVt idc la oiiaftos j «at ose parabole.
Cette déittonstratàon est aaalogue à cdk dontiée pfer M. Yalléè daus aa Gëo->* iilëtr& descriptive ; «nais «Uib n'exige «ttottie cnutvHctkm anîlîaiie : il noua a sidfi d'indiquer que la fi^^ure étast une épure polaire ; et la d en w u l m tioa an est imtnediateittent résuUée.
£a général , ayant ^aatve tangeates à iMie peirabale , pour codstmiire à eette parabele autant d'autces tangentes qu'on éésûre, on considère deuii des côtés op» posés du quadrilatère formé par les quatre tangentes dimaées , comne la pc^rspective ides deux directrices d'un paraboloide layant-le tableau pour phn directeur. Par les mêmes considérations que ci-dessus , il est évident que les w>iiveiles tangentes divisent les directrices en parties de leur longueur respectivement proportionneiles ; et comme on pevt choisir pour dUrectnces de«x quekonqiies des cdtés oipposés du qaadjrilatère , et de «plus invertir chaque diiectrioe , on «n conclut qu'il eaiate quatre paraboloides qui état même parabole pour perspective de leur con* Mur Apparent , q^ue ees quatre paiaboleîdes ont chaom pour fltraoe et pour lûitfte dbttx 4es côte's du quadrilatère , et qu'ils «e «ooapent toila les quatte en on point donné par l'intersection des doux droites qui yedg&eait les Milieux des côtés op- ^sés. Cîfhaoune -de ces droites se ^imnve eu la^e temps -aur deux des paMboleiides. On reconnaîtra sana pne Iknalogie f uà md^le ea)bre oes quafire pttmbDleides et lëa «qoalâre plans invertis qui ^mt ipevr tram et limite les quatre côtés d'un même parallélogramme.
Il résulte 9 comme corollaire, des propriétés ci-dessus énoncées que si, ayant une tangente à une parabole , on divise cette tangente en parties égales , et que , par chaque point de division , on mène de nouvelles tai^gentes à la courbe , dans le réseau ainsi forme , chaque tangente nouvelle est divisée en parties égales par son intersection avec toutes les autres.
De la tangente commui}e à deux courbes du second ordre.
Soient deux courbes du second degré -A et B^ >ou <p«ut considéMr l'une ^^cKtre -elles À , oomutela ^perspective complète <l'«&'cône Â , A , dont la trace et la limite •ne conltmdmient, «t ayant son ^oaAmct derrière te tablea« , sur 'la droite qui joint l^ilau ceotve de A. fie {dus, les deux courbes A et B peuvent être considérées comme'la trace ot^la limite ^fune sutfroe^vduppabktB, A, engendrée par le «mou- -leéiitent'd'-mi plan., dont .la ^limite aérait «onrflamttleiit tarugente à la oomrbe A, et la trace tai^nte à -la loourbe K Toutes les génémtneea èe cot^ suvfaee auront «ne .4^nrffaânce parallèle sur le cône, et ka- plana tangens aux deux isuiAices , eaÉvaift'oes i^éralnMa» aeroul: paiallMes comme aij4mt même ^limite.
£i^ patla>aMlm0t4l^c6ne>AyAyon8ttppoteimi>pfam païaUUe an tableau, ceplan^
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m ptr^ tfgiitfti les pecQiMeUves dca géMâratâcM d« ràne , entre leurs Utceft «i leura limîtaBy cUviseï» ^Jfinienl les gtfnémtrices de la surface de la même niKBÎèl^; il awrei doik. facile d'avoîv, par pont»,, la projection E de la C9urbe< de s^clioD da ce fdaa et de la sarfate ^ tt même de meaer de» langentea à chaoïtii des p^ts de cette courbe, car le plan sécant étant parallèle au tableau, sovinte»^ saf tipn avec le plaai^ tangienl. pl^ssaot par la généralrice auw laqudla le poîni se tromra^i est parallèle à la trace du plan tangent lui^mêine. 2^', par le sommet du cène A, A> on mène une tangente £ à la courbe E, le plan tancent à la suslaca développable passant par cette droite bf sera aussi tan||ent au eâne;. sa tracs sera donc également tangente aux deux courbes A et B ; ma^^e plan de la courbe B étant gfiralUde au tableau y la ligne ^ sera parallèle à la trace de tout plan qui la contiendra. Dons , en Hienant h l'une dea deux courbea A et B una tangeaiite par^ raUèle à la.li{pQtt b^ celte ta«génfe sera eomjuune aux deux courbes. Il est à remarques que hk surHuoe développablie B» A peut être îuvcârtÀa (noua ayona. déjà ob* seinré que caUe pcoprié^éi est couMnune à toutes lea sxMr&cea engendrées par des ligne*- dnoites). I^a courbe E est utm des courbe» fora;iaut.l'interseciîott. conumme dea deu3i suriaoea inTerlie&{ et comme o» aurait pu foire le mèmft laîscamement pat rappoet k la auKiiftC9 invertie A^B et à la courbe B, conaîdéféa à son tous comhms trace et limita d'un çâne , il aVusuit que les quaâre Imig^itea menées à kl courbe Ëpar ka centrea de B et de A, feirmeat un paraUflogmmmft demi leacôtéa> pais dm» à diemi , sont païaUèles à deux, dea tnpgenftrs communes de A et de B.
Noaa remarquerons qu'il exiatu idemiL aur&ces développables ayant la courbe B pour traceji.etla cowbe A poux Limite » et qur9»selon4ue k courbe Ë prorient de INma ou d« l'autre da cm surkcea» on obtient par son moyen ks tangentes com/^ ranwea qui se coupent intérkuf enMWt ou ext^rkurement aux deux proposées. . Quand ks couxbes' A.et B souiI semUabk^el senabkMement pkcées» k susfiMe développable qu'elles déterminent devient un cônai eik courbe £ étant l'iuteraei^ tÎQU'd'iiu C4^ par un. plan parallèle au taUeaUv eal une courbe de mâm« nature que A et B , semblable et sembkUeuMit ptscée*
ae;:
Lorsqu'une ligne droite se meut êans ira angk droit y, de manière à ce que deux points fixes sur cette ligne parcourent dutcnn, dans son mottrement, un àe» cAt^ de Tangle , la combe décrite par un autre point quelconque de la dtoi«e mobile est une ellipse , et le point milieu entre les deux points directleurs décrit tm cerde.
La projection polaire fournit une démonstration géométrique de ces propriétés. Supposons y en effet (fig. 29) > qu'une des directrices (un des côtés de Fangle droit) AB soit sur le tableau , et que k seconde DG soit k limite d'un pkn perpendiculaire à AB. Ces seules données nous indiquent que k génératrice mobile, que nous pourrons alors considérer comme k perspective d'une succession de droites ayant leur trace sur AB et leur limite sur CD, appartient à un conolde ayant CD pour
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plan directeur et AB pour trace. Si nous pouvons indiquer sur cette surfBMse une courbe (fonnuey elle sera entièrement déterminée, ses génératrices étant assujetties à passer par cette courbe , à toucher la droite AB , et & être parallèles au plan CD. ' Supposons que nous ayons tracé en un point quelconque du tableau un cercle ayant pour rayon la grandeur constante de la droite mobile ; ce cercle pourra être considéré comme la limite d'un cône dont le sommet serait sur le tableau au centre même du cercle ; les perspectives de ses génératrices seront , par construction , égales en longueur à celles des génératrices du conolde ; et en prenant à volonté une de ces dernières, on pouna toujours trouver une génératrice du cône dont la perspective lui sera parallèle. En considérant à part un de ces couples , on reconnaît que les droites qu'ils représentent sont dans un même plan , puisque la ligne qui joint leurs traces serait parallèle à celle qui joint leurs limites, et, de plus , que ces droites se rencontrent sur un plan parallèle au tableau passant par Tceil , comme ayant leurs perspectives parallèles. Les deux surfaces auront donc, sur ce plan , une courbe commune. Or , le plan parallèle au tableau conft le cône suivant un cercle; donc le conolde dont nous nous occupons a pour directrice une droite sur le tableau, et un cercle situé sur un plan parallèle au tableau passant par l'œil. En se rappelant qu'un plan quelconque parallèle au tableau doit diviser les perspectives des génératrices de cette surface en parties proportionnelles , on reconnaît que tout point de la droite moUle décrit une ellipse ; car cette surface est coupée , suivant des ellipses , par des plans parallèles au tableau. Il reste encore à prouver que lé plan déterminé par les points milieux des génératrices ^
donne un cercle. Or, ce plan est situé, par rapport au tableau, à une distance égale à celle qui existe entre le tableau et le cercle directeur. Le conolde dont la directrice est perpendiculaire au plan directeur, étant composé de deux nappes égales, ces deux plans également distans de la directrice, doupent la sur&ce sui- Tant deux courbes égales ; donc , etc.
Si l'on invertit la sur£aice, les deux conoldes invertis se coupent suivant le cercle qui est le lieu des centres de leurs génératrices communes.
Si, dans la figure 29, l'angle des droites AB et CD n'était pas droit, la directrice du conolde ne serait pas perpendiculaire au plan directeur , et la surface ne serait plus composée de deux nappes égales ; elle contiendrait bien encore un cercle situé ;4ans un plan parallèle au tableau passant par l'œil ^ mais son intersection par un autre plan parallèle et situé derrière le tableau k une même distance de la direo» ,trice, serait une ellipse. . 1.
CHAPITRE III
Méthode pour mettre en perspective un corps déforme connue.
Lorsqu'on a à mettre en projection orthogonale un oorps de dimensions connues , un édifice , par exemple , on commence par rassembler sur un croquis toutes les dimensions , soit angulaires , soit linéaires , qui constituent sa forme générale , ainsi que celle de tous ses détails ; et c'est d'après ce croquis que le dessinateur opérant avec la règle et le compas , selon les principes de la Géométrie descriptive , donne à la projection de l'édifice la forme exacte qui résulte de la grandeur relative de ses parties et de sa position dans l'espace, par rapport au plan sur lequel il dessine. Quelquefois , au lieu d'im croquis, le dessinateur ne possède qu'une légende; et, pourvu qu'elle . soit sufiisamment détaillée , il parvient également à son but. Quelquefois enfin il compose : son imagination lui fournit alors les formes de l'objet à décrire, et il réalise ces formes en projection sur le papier. Toutes ces suppositions dérivei^t du même problème : Un corps étant connu de position et de formey trcu:er sa projection. Ce problème se xésout , en projection polaire , aussi facilement qu'en projection orthogonale, et se prête aux mêmes modifications; on peut mettre en perspective un corps dont on ne possède qu'un croquis côté ou une légende , et Ton peut aussi établir immédiatement la projection polaire d'un corps qui n'existerait que dans l'imagination du dessinateur, c'est-à-dire composer en perspective. Nous allons consacrer ce chapitre à développer la méthode à «uivre pour cela , et nous terminerons par quelques exemples.
La projection polaire ne supposant connu, à priori, dans l'espace, que l'œil et le tableau, pn ne peut se donner la position des divers corps que l'on veut projeter que par les relations de position qu'ils peuvent avoir avec ce plan et ce point Ordinairement on choisi( comme donnée principale , dans ces corps , une droite ou un plan dont on se donne la position; et c'est autour d'eux qu'on groupe toutes les
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autres parties, par leur relation connue avec cette droite ou ce plan. Nous allons donc avant tout indiquer le moyen de déterminer la position d*une droite ou d'un plan , par rapport à l'œil et au tableau.
Une droite peut être donnée par la grandeur de l'angle qu'elle fait avec le tableau ; cette condition indique que sa limite est sur la trace d'un cône droit à base circulaire , ayant pour sommet Poeil , et pour angle générateur le supplément de l'angle donné.
En se donnant aussi la plus courte distance de cette ligne' et de l'axe perspectif (nous avons appelé axe pefr^ctif la dMtie tpn joint rœîl an point àe vue) , et réloignement do tableau ou se trouve cette plus courte dislancé, la ligae sera suffisamment déterminée peur ser«- VÎT de ligne principale.
Il est é^dent, en efiet,. que toutes les lignes qui satisferont « aux conditions cî* dessus appurticmn^nckt à un hyperboloide dé révolution, ayant poinr a^ Taxe perspectif lui«-naéme , et pour cercle de gorge lie cercle décrit autour de l'axie avec la plus courte distance pofur rayon* Tontes les lignes de cet hyperboloide seront symétriquement placées par rapport au tableau : en Causant tourner la figure autour de l'axe perspectif, on amènera socœssivenmDt chacune d'dtes à occuper la même position par rapport au spectatenr. Qnétte que soit donc celle de ces lignes qu'on aura chotsiei, la per^MctÎTe du corps grcmpé au^ tour pourra, par un simple mouvement dé rotation dû tableau, être ramenée à occuper une pkce déterminée ; il eat donc toui-à^fait in^ différent de prendre une quelconque de ces Kgaes. pour ligne ptAi^ çipale (i).
Si c^est autour d'un plan qne Fon Vent eonstruire la projedâon dSm corps, la position de ce plan princtpak sera domée, i^ par l'angle qu'il . doit faire avec le tableau; %^ par lé point où il doit couper Taxe pern^ pectif. •
(i},La méthode orthogonale présente une semblable indé^cisioo. On peut, en effet , Cèdre marcher une épure parallèlement à la Vighe de terre , sans rien changer dans les projections du corps qu'elle représente. La projection polaire sur un plan yermet également de prendre à rolonlé la ligne â partir de laquelle on compte les angles des rayons^ vecteurs.
CHAPITRE m
îig"* PBOBLÈME.
Trùuper les H^gnes prtyeetiues etun pian qui ferait ai^eù le îahleau un tmgle Ac {fig. 3o) , et qui rencontrisrait Vctxe perspectif à une distance ^ du point de vue.
Solution. Soit le cercle dont le rayon est OO' donné pour cercle de xabattement de l'oeil ; 6i d'im point quelconque (/ de ce cercle , où nous supposerons Toeil rabaitu, nous menons une droite O'R i£ui»aint avec le rayon un angle RO'O supplémenl; de Tangle donné » le poii^t R, où cette droite viendra rencontrer la charnière de rahattement , appartiendra à la base d*un cône droit ayant son sommet à l'œil, et dont toutes les génératrices feront avec le tableau l'angle abc donné; les tangentes à ce t»rcle seront donc les limites de tous les plans qui &nt ie même angle avec le tableau. €hoi$isso«i une quelconque OIE de ces tangentes pour limite ^u plan cherché, et menoas dans ce plan une droite DO assujettie à rencontrer l'axe perspectif au pcônt où cet axe doit être coupé par le plan : cette droite n'est encore connue que par sa limite et sa direction ; il s'agit d avoir sa trace.
. Supposons une droite quelconque H, O perpendiculaire an tableau , -et portons sur .cette droite ila distance HL égale à gk, par le pro<oédé ilu a*"* problème; le poittt P sera, sur %ette droite , à une même distanœ du tableau rque le point où^l'axe perspectif est rencontré |iar le plan cherché. Nous pouvons donc considérer ces deux points comme situés sur un plan paraUèle au tableau , >et nous savons qu'un paredj
plan coi^e.les perspectives de «deux diroites en parties prefK>i\tioBneUes; 4ionc Ie:point O doit dmseria dvoite dont nous cherchons la traoe, comme le point P diviBe la droite H, O. Cette relation nous ibiirmra le point C, trace de la ligne C , D; faisant passer par ce point une parallèle à DE, le plan MN, DE sera le plan cherché. Il est évident que chaque taengente au cewîle ayant OR pour rayon eut donné mi plan différent , et que tous ces plans appartiennent à im eone droit ayant son sommet an point où l'axe perspectif est renoovtré par eux. H en est ée ves plans <:omBfte des lignes de l'fayperboloide indiqué cidessus ; ie choix entre eux est indifférent , parce que les épures de per^ectives n'ont pas jde sens^ et peuvent tourner ,autour de l'axe
perspectif* Quel que soit en effet celui de ces plans que Ton choisisse pour projeter un corps dont il Serait le plan principal , il en résultera une figure égale et symétriquement placée autour du point de vue.
Si l'on connaissait d'avance, sur le tableau, la direction de la pesanteur, c'est-à-dire la limite des plans horizontaux, cette incertitude cesserait par la relation que l'on pourrait se donner entre le plan principal et la verticale.
La solution de ce problème nous dispensera, dans les épures d'application suivantes, de construire le plan principal par de semblables données; nous serons toujours censés l'avoir fait d'avance, et nous en omettrons le tracé , qui compliquerait la figure sans utilité.
On choisit souvent le plan ou la ligne principaux perpendiculaires au tableau, alors l'hyperboloïde , lieu dé toutes les droites, ainsi que le cône , enveloppe de tous les plans principaux assujettis aux mêmes conditions^ se réduisent à un cylindre perpendiculaire au tableau dont l'axe se confond avec l'axe perspectif, et dont il su£Git d'avoir le rayon du cercle de base pour pouvoir lui mener un plan tangent, ou construire une de ses génératrices.
Ayant déterminé un plan en projection polaire par ses relations de position avec le tableau , l'œil et Taxe perspectif ^ on pourra tracer sur ce plan une figure quelconque : on n'aura , pour cela , qu'à rabattre le plan sur le tableau , tracer en rabattement la figure donnée , et la remettre ensuite en perspective par points , en employant la construction inverse du i S"** problème , qui consiste à abaisser des ordonnées perpendiculaires sur la charnière , et à mettre ensuite ces perpendiculaires en perspective avec les points de la figure d'où elles proviennent. Telle est la méthode générale pour mettre en perspective une figure plane quelconque sur un plan connu de position.
PREMIÈRE ÉPURE d'aPPLICATIOV.
Construire la perspective eTun cube ayant pour côté la grandeur cd (fig. 3i), placé sur la face vue dunplan AC, RI , et tel qu^une de ses arêtes les plus rapprochées de Vœil sur ce plan coïncide avec la ligne A, R à une distance ab du point où cette ligne perce le tableau.
Construction. Soit le cercle dont le centre est en O, et le rayon OL pris pour cercle de rabattement de l'œil, en portant sur la ligne A, R,
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par tes procédés du 3"* proUème, les deux paudeurs a& et c^, la première de A en £, la seconde de £ en F ; £F sera une des arêtes du cube cherché. Nous pourrons également trouver les trois limites des six plans qui fcament ses faces : Tune est BI, limite du plan sur lequel le cube est placé ; Tautre doit être PI , normale du point B , puisque chaque arête aboutit à deux &ces qui lui sont perpendiculaires. La troisième , enfin , est PB normale , du point dHntersection I des deux autres limites ; les trois points I ^ P , B seront les limites des trois Ëdsceaux d'arêtes du cube. Joignant donc les points £ et F aux points P et I ; PF, P£, IF et I£ seront quatre nouvelles arêtes du cube , sur chacune desquelles nous aurpns à porter la grandeur £F déjà trouvée. Nous y parviendrons en cherchant dans le plan qui contient A, B et P£, la limite des diagonales de la face du cube que ce plan détermine. Il suffit, pour cela, de rabattre le plan PB sur le tableau; Fœil vient s'appliquer en N; les droites NP et NB sont, en rabattement, les parallèles aux deux arêtes A, B et PE, et le point M, où la ligne qui divise en deux Fan^e droit qu'elles forment vient rencontrer la charnière , est la limite des diagonales cherchées. Joignant cette limite au point F, la diagonale MF prolongée déterminera sur P£ une grandeur £S égale à £F; dès lors, en joignant le point S aux limites B et I, on a deux nouvelles arêtes du cube, et une de ses faces complète £FSR. Le point R étant donné par la rencontre de BS et de PF , on peut joindre également ce point à la limite I ; cela fait, au moyen de la diagonale N^S, fournie par une construction analogue à celle qui a donné MS, on déterminera, sur RI, une nouvelle arête du cube RT, qui permet d'achever sa construction , puisque, par les arêtes TB et SI, une nouvelle hce RTVS étant déterminée, il n'y a plus qu'à joindre les angles T et Y à la limite P : la douaième arête résulte dé l'intersection de yp avec £t , comme aussi de celle de TP avec FI.
Pour achever l'épure, on n'a qu'à remarquer que les quatre arêtes situées dans le plan AC , BI ont leurs traces sur celle de ce plan , et que ces traces déterminent un point de la trace de quatre autres plans auxquels elles appartiennent, plans dont les traces sont parallèles deux à deux à l'une des fimites PB et PI ; et, enfin, que les quatre traces des plans ainsi obtenus contiennent, à leur tour, les traces des quatre arêtes de la face TVSR.
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Noti-seutemént «i tr^pv^, das ©•«» épmp , le eêbt cheMlié , «Mis^ aptes avoir eottstrtdt les lârftcéB d«B êiit fAMs-ifui le ctoB(^0sent , o» peot reconûaîtfe commctot «faaettii ^6 -ces (ykûs M&éMfl: à lé formôr. On y voit les trois prismes quadrftttgiilâirts ^éwdtèÉtt dtt pw^oûgem^fit des six faces ; fls s'ëtettdeht depife lôttw traôGs siW le tableau josqtf à teurs limites, d'eh-à-dire à l'infirf; on y reconttrfît ïes angles \!éèâr^ opposés aux sommets des limt angles solides an ^Jefce^ et fes angles diètfres opposés aux douze arêtes. Aussi, rien de plus complet que Fittiage qu'elle présente ; dlle peut servir à cotîfirrtier ce que tious «vions an* nohcé de Télégance et de la clarté de la nouvelle méthode descriptive : autant ce dessin est simple à exécuter etfiacile à concevoir, atittacnt la même épure en projection orlhogonaie serait pénible à construire et difficile à ansdyser. ^w
Ttoùuet (fig. 53 , planche 7***) , fe cbntbûr apporertt dune sphère tfiïn rayon égal â i^ et qtu toucherait le plan AB, EF «nim point o.
CoMtntction. Soit daaBé pour -cercle de rabattement de Vmi oeêm dont le diamètre est ËF •
Su élevant pai^ le poiat <» une perpe»idi<»iUine oc au plan AB^ W^ elfe, doit contenir le œntre cherché,; et ,poar trouver ce. oemtre^ il
n'y a qu'à porter sur cette .per|>endiei^ire ^ à «partir du point t» , utte grandeur égale au i^yoo 4e la sphèire. On j parvient ^tk laôsant .pasaer par cette droite wi plan «^9 GM pn^peiidiciilaire mM tableau. Oans. ce plan , les deux droites ao «t éc perp^ndipilaires «au tableau , et donl^ l'une contient le |^mt o , inilerpe^ti^Qit «njhre ^^fes «jtne ^aiwleur jak égide au rayon 4ouné; dpnc^ la 4roitt :iv ^ffwfit |)ar )e centre! 4e la sphère. Si l'on ral^at le ,plii|i ,ppq)eta«ft de ceftte droite ^w te M^^ bleàu, le centre c de la apb^e .se irab^ft. euve/f a^u$ poiArt'tms ^opic tracer le grand cercle rabi^tu» eitlui; BM^«r pai: .l'wl en cabattemc^p^t les deux tangen^ g^ i^ hf» 9^ donn^rpuit sur la cbumière, i^n g et ;eh A, émK points du coiMt^tfjr apparent* Ces fe^kOa aérant les ex* trétaû^és du i^^rand* a&a de l'tellipse ^ suivant laquelle se. projette le cercle contour apfMiFeot de la sphère i (donc^ -si l'on joint sîon Bulieu n à l'œil, on aura la ligne projetante du centre de la COtde qui se
fg^î^ltt^i 9mm^ for >petit aate. Cette Éonàti afqMràeot âti iceiielB con«» tourapparcut, 4^onft k safaattfOKiKt noôs dôme én^le«<liamèttre; on: peot donc; eni «cmaÉrattaiit .ee «MoIe cbteHÎr ctette* corde «t^- en. ^véia^ taUe grâadftu; et: i|ia& s'iEigit plii» .que dkmppovter oette granideor eià peespedÎFQ. KouSi y pamrkwlrom ati moj^ea àe» figsef prajectivesi du plao da cxmtouv apporent^ Le point Jk stpp^ffitieat à fa figue ef% qpi se tn>u9ic dons œ pbxrr 00 point est $ui« la àïsnààve de Fafaatteaoent ;. dow> e^éit im pomt dp la trace du pli» cherohé. Nov» Mirons , de plusi, que- oe: plaai esi penpendintdiEqre' à^ la ligne' qui' joiftf l'ooil au centre de. Is sp^ièet^ dooe hi limite' de: ee {i^Ian est nom^le^ point e^oùim projette ce centre v sa titaee 4^ egt parallète à oetre noi^maie, ityant ajjaurî obtenu la tpace du pfeif d» comeifir apparent, an neyen^ dear deur parallèles Jtc et im, nous porterons en nftr h grandeur Jbl d^i denw petit .a&e. Cela £adt , on pourra «racep l'eHipse daaepcfaée.
Si Ton voulait construire cette ellipse pat* points ^ il fattdmv fttîM passer par* l^cnl: et par le ccintiie de !& aptÉère un« ^te de' plàua , rabodw ces> plan^ ^ur le tableau , et opérer' ^ur* euût eommer noMS* 1^ «ena fiiie pour k plan ftrdjtMM de^ te.
Trouver lapérspeçtiye d^une surface annulaire ^agendrée par le rtiôm^ ment et un cerclé dont le rayon seràitÀgal a I (planche 6**)^ qui tour^ nerait autour (fun axe parallèle au tableau , et qui aurait son centre à une distance II de cet axe; taxe lui-même situé à une distance IIl du tableau et ayajtt pour, plus court$t distance avec taxe perspectif la grandeur Vf. Enfiny te centre de la surface situé sur son axe à une distance V dû point ou cet axe serait rencontré par un plan mené par T œil perpendiculairement à sa direction.
Soit doané pour cerdë âe rabatteoQreiit deirdeff delui dtfnf'lë ràyoA e&tOSH. '
ConstmetCon: D'après ce que nxfmuftttss,' expbsé àtx ùOttistitàdtttatlitt 4u chapitre, nous pouvons choisir à volonté sur le têXHÈëaxilit StifHltiMi ^l%Ee!d<e>laM(rfikeè. Hiéiiotii parte poi^ âë'Vtië O' tiMe pàraNèle'OCK èhoenfC^^irecttoo : cesent l'«l' liiditè éii pBM pel^ettd!ct^dk«'WM>l«AU
qui contient l'axe. Élevons par le point de vue une perpendiculaii^e OR à OO' : ce sera la trace d'un plan passant par Tœil perpendicu* laire à Taxe. Si , sur cette perpendiculaire , à partir du point O j nous portons de O en A la grandeur IV^le point A appartiendra à la trace du plan perpendiculaire au tableau qui contient l'axe^ ce plan AB., OO' sera donc déterminé. Si , par un point b de la trace de ce plan , nous menons une perpendiculaire 6, o au tableau , et qu'à partir de ce point nous portions de b en a, par les procédés connus, une grandeur bc -égale à III, le point a appartiendra à l'axe de la surÊice/dont nous pourrons , par conséquent , tracer la perspective Da. Enfin , si sur la trace du plan AB, OO', à partir du point A , nous portons de A en G la grandeur Y, et que par G nous menions un plan perpendiculaire au tableau, et à Taxe; le point D où ce,plaa vient rencontrer l'axe sera le centre cherché de k sur&ce , puisque la distance du plan qui passe par D et du plan AO qui lui est parallèle et qui passe par l'œil ^ est mesurée par la grandeur AC. '^^
. Ayant le centre de la sur£sice, nous pourrons construire la projection des deux cercles méridiens parallèles au tableau. En e£Fet^ si, par le centre de la sur&ce , nous menons parallèlanent au tableau une perpendiculaire à l'axe, cette ligne DF, passe par le centre des cercles méridiens cherchés; et il n'y aura pour trouver ces centres qu'à porter à droite et à gauche du point D la grandeur IL La ligne DF est dans le plan CD^ OA; donc, en portant II de G en 6, et menant par G une ligne au point de concours O de GD, cette ligne déterminera en £ le centre d'un des cercles. En portant sur le prolongement de DE , la grandeur I , nous obtiendrons , par une construction semblable, la perspective EF du rayon du cercle cherché; et comme ce cercle se projette parallèlement à lui-même, nous n'avons qu'à décrire du point E un cercle avec EF pour rayon : un cercle égal et semblablement placé de l'autre côté de l'axe, complétera la perspective des deux cercles méridiens parallèles au tableau*
Ces données arrêtées, conformément aux conditions auxquelles la ;ffir&çe devait satisfaire , nous allons en déduire la perspective de son lÇQBto^r, apparent ,
\ )( 6it9 fW un. point quelconque I . de l'axe^ nous menons un plan. qui i^i^r^^tf.pqrp^dÂculaire, l'intersectian dc< ce plan avec le méridien
CHAPITRE m
parallèle au tableau sera* la droite NIR, et la. trace TS deice plan, parallèle à cette droite , s'obtiendra en abaissiint'du pcmitil une perpendiculaire au tableau S, .0. Ge plan coupe la surfieice suivant deux cercles ayant le point I pour perspective de leur centre commun. IL et IN sont les perspectives de leurs rayons situés dans le plan méridien parallèle au tableau.
S inous considérons le cône tangent à la. surface. suivant un de ces cercles, le plus grand, par exemple, ce cône^ qui a son sommet sur l'axe, sera coupé par le plan méridien suivant deux génératrices nécessairement ^tangentes >diaeune à un. des. cercles. méridiens ;.donc la tangente KM sera, une ^nératricede ce cône, et. déterminera son sommet au point M où die vient .rencontrer Taxe. Ge cône ayant tous ses plans tangens communs avec la.sur&ce,.il s'^isuit que les deux plans qui déterminent son contour apparent appartiennent aussi au. contour apparent de la aur&ce ; donc les traces de ces deux plans. seront tangentes à. la perspective du confour. apparent de la surface , au point où ces. traces touchent la perspective d^ carcle de contact avec le cône. Donc, si nous cberchcms sur ce cercle les points qui appartiennent au contour app^ent.du càne^ nous obtiendrons deux points du contour ^piMTf^nt de la surlace, et les génératrices du cône qui passent par ces méme^. points s^ont .tangentes à cette dernière courbe.
Le. cerde. de. contact des deux surfaiBes se projette suivant une ellipse que rpn pourrait traç^ par points, et à laquelle on mènerait des iai^genles par le point M; mais ce procédé est trop sujet à erreur , surfont; pour la branche intérieure du contour £|pparenL Nous avons trafié aur l'épure la construptiqn q^e l'on peut ^ployer pour mener deux; tengentes au cerde de confacf;, par le ppi^t où. la ligne projetante^ du sqminetJM vient rapqpotrer le pl^n de ce cerd^., tangentes àosk% lii.p0rsp<sctîve se confond avec la trace des plans cherchés, puisqu'elles fpnt partie de/ces^ plws;
! La tigbe OS^er^un :dea diamètres de l'ellipse projection du cercle.de contact;) et pouit .avoir <lea. extré;initéa de ce diamètre, il suffit de porter sur cette ligne , à partir du centre I , la grandfnu* du rayon IN du cercle que) cette «ellipse représente :, ce^.qui s'obtient en joignant les points Ret>S|^ AU' point K;. car les .triangles IKQ et P'IN, toiu; deux.i^ian-» ^eaie» 1 ^ .ont leur hypoKénuft»: qjui ^t un ,angle de 45^ avec le ta-
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Meaq, et par «oaséq^«lt: ayoB Al 4r0iM^ SK^ifii^^ awr ot» ilÎMQÀtMf, on eomtMDt iii]f «Pf leP'liQ^ 4»terdei.et]feUi{)^ aiutmt P^42'poikr,feâ(iuie eonuDune, et pouvronl etr». €Oiifli(|éBéà ocnottel» fierspectnittdeiflcR» oouiftiei sitoées suv tm cyiîndré) pwdUiète àii tahkaa ^ car Im». taa-* ^fentes ocnmiimêai sebonA pai«^
Tout plan parallèle au tableau coupera les pUi de odi. îIaw courbes: suiffanf • des duoitefi pârattèltt à. 171 iet IN> intrasMlMii du Méridien pavàHèk>p tablnuy et'des {dana dé^dfaox jéousbea. Pvo^ }«làant' le point Sf sur le {dan ^tka eerdlë P^Q , par une ^soîte. paraU^^ aux génévfftricesi du cftinBire^tpi ^cooAeut les dfauK own i h a i i isn ]^ba parallèle au tadiloau; coolteoant cette drorlèi, coupera; le pda» dé leUîfkM •ekm m^ parattèle & Qï' et le^ plan du oerele selbo TX fBHTsdlèle à 171 ; ^& p€iM prqj6ié: doit lâtre ^aéui'4Uie^Kg&e paasaoït par M: etij^ Mfiète>aiui àràtas' du' «f^todre, ,€fesl^à*dinr à ki direetÎM KM* Si dn point !£ ^ «iJMi ^ter|0iiié f Boua naidncms deiôt tan|^eiites.aii» cfirde XZ et XT, nous n^àùrons pRis qûliî ràsnehcnr ^es tangenlie^ «f leuips pôioWl âd contact sqr le platn de l^elKpse/par.fe procédé' i»t«rse'âi*<!èl€ii<pM nous- venons ^^^tn^lùjer pour* projeter le* p<9inlf M ; têtpà s^cjMieét en aftâfesiâ^t dU poffrtT tme parallèle à ¥J| jusqifàu pokit W, oàéfl'e reAcorntf e la siéoanté coititouné, en menaciii dé ee pdiàC une parrilj^la WY' à NI, et obseirajrt que la tjgne <jui joint IT* » dprïl également être pat*alliâe à celle ipi joint If à T;- ce' p<>intt^appar!!îendw'<ru contour apparent, et la droite (jui le joint au* poinf IV sera tangetitie^ ^n ce poittt à celte ûDufber iVei^ es* dfe' inétne ifa pôinï V et de la dmici MB'. Ces deux points appartinrent au cobtflow apprentert^iiëtt^dë fe surface; .on aurait obtenu deto.pdînts du ocmtour apparent telé^ rteur ^Q menant au cei^ile de <tontftct d^c'le rayon est- f& ,^^e«:^fflj> gentee par le point 6à la tangente «nX atl cerdte méHdleiPtittiitv^eHi^ contrer Vaxe. On reotisûrqfUtérâ que la droite H^ Mi^e^ la $iéiû4iill à^d^ mune P'Q au même pOint M' où la tangente! aurceneleP^VQ 4a netteéaattte aussi; car ce pcKnt, dans jb projeefSon i>éèipi^iiei da «ea 4ri9^ appartenant aui£ plans^iibdB âkvoi oaucbéB, né T|fibpa8v 0'eii«^d4 jnéma d6& detut fatigentes !X¥ «I PT;
On peut, par un proche analogue, troufwaqrtant ^atMàpoînti et d*atitres tangentes îpi'ôn le^ désire ^ tant pour la Irtincbe iCflLtfriîouaé du contour apparent , <^e pour la* brsttidM^ inrt^eareL On; reftuaqsara
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que cette itâiàèrt h 'qnotM ^mta singaUws : oe «Ont «ck» poor lesquàa In tÉBgaatfli à <^ai.e xombu à dtfnblB caUtbut-e , trïsnmmt dans l'éspate i^Msitir À. raBil..Cèb points dmsetit le coatbar i^arent Intérieur en quatre parties : deux pMr )esfqeHé* 1& «Ufûite ert <nié exl!é>limreflaeBt, et deux aroires pliB petit&s poilr tetifaelles ^crâ ia vcn^t-àit ilitétfieuienieQt ù ison tov^kipp» tiaèrmare était' tratispavëHM.
&a beû de k consartwtiob préoéd«nie , on "aumit pu ràbatera sur le ptaa raérUSÊtn pUttHèle «1 tabtMiM le cepdie 4e cOÊ$atA âé k «pHèif^ et du côoe autour de son diamètre NK., ainsi que'lËpotet<c^'lâ'4ft}itft' peojatante de M pevoe ie f\an de ce otnclè-; «t, ttpi4» ttvdir lUMtë «n nÉNittemintr par<^ point, des taogèntes m oeroie, rem6ttt«; ces |r»' gentes et leura pointa de contact en perspe0tii*e.. Ce procédé de cons^ tniçtioii démontre que les deccs «ttrcles méridiens pdrs^^es «tt taâbleatt toucbent le coatour ftppareut en quatre poinfs éont lee CaAg«n4«s en per^ectire vont passer par le point de >rae.
4— ipuHB n'APtUCAHOH.
Tïxtcer Ut persptcUva tTime vis à fâet Triangakrfnr aiMtf taxe isemii parailèh au tabiean, et eoi^enut fmaae per^ctif à MM.distatMB t dit point de vu», (^kfiche •fT'\Ondf9nnepour,aagie thi.tràaagie gi*> rUrateur de la vu, celui.de ^^i pQur hav£ew dupas de .vis./ ta grandeur. III; pew rttyan du eercle ^ haae de théliAe jaUiati^, la grandeur Uj tt Pçn ^i^Hue ^ue /s vw eat.deb<mtsurunplan horifionitdA^rEP»
Soit donné ponr cercle de rabattôDent de r<en celui dont £F est le' diamètre.
Canstraction. La surface de k vis étant réglée , a ube courbe limité diftinée par les traces d'une suite de droites parallèles à ses génêiâtricès, qui passeraient par l'œiL II est évident que ces parallèles déterminent un c6ne dont !• sduimet est à l'œil, et dont Tangle aU centre est le double de celui des filets. Iji tKice du cône est donc la limite de la surface. Pom- obtenir ceti It dé rabattre i'ceil autour du plan MD* qui est le plan | ce de k vu, puisque k perspective de cet axe doit pi ït de vne et être perpendiculaire & k Kmlte £F. L'ceit 1 --E,etk ligne EMfâsant avec
my fangle de 60*, est une génératrice du cône; donc le point M ap-
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partient à la trace de ce coi^, et comme cette trace estévidedbméntune hyperbole M'MIM'^S, etc., ayant pour centre le point de vue , et ponr asymptotes de$ droites faisant avec la direction de Taxe des angles de 60^, on pourra la construire par points.
On cherchera ensuite la section du cylindre sur le<{uel se trouve l'hélice saillante de la tîs avec le pkn AB , £F : pour ne pas trop charger la figure , noua avons donné cette section sui^ le plan A'B', £F parallèle au précédent , et distuit d'une grandeur BB' égale 4 la hauteur du pas de vis.
L'axe rencontre sur ce pkn la ligné qui a sa trace en D'^ et sa li«^ mite au point de vue , à une distance ^ale à I ; portant cette gran-** deur de D' en ,B\ et joignant le point B' à £, nous aurons formé sur le plan un triangle CD'B^ isocèle rectangle , dans lequel D'C sera égal à D'B'; donc G sera le point où l'axe de la vis percera le plan A'B', £F. Menant par f^ point y dans ce plan , une droite IH parallèle au tableau , et portant sur cette parallèle une grandeur DB' égale au rayon du cercle de base du cylindre au moyen des deux parallèles B'£ et DE, nous aurons en G, en I , et par conséquent en H, ded points de la courbe. En portant la grandeur CH sur CL par la ligne LH qui détermine le triangle isocèle LGH , ligne dont le point limite s'obtient par les procédés du 3^ problème, nous avons un aiitre point L, et par suite le point L^ etc. Nous pourrons alora élever par I , L', G , L , H, G^, etc., des génératrices du cylindre, et trouver le point où chacune de ces génératrices perce le plan AB, £F; puisqu'il suffira pour cela, comme nous l'avons fait pour l'axe G, et les génératrices L et L', de porter sur ces lignes une grandeur égale à BB', ou à AA'. Nous trouverons ainsi que O est le point de rencontre de l'axe avec le plan AB ,. EF, et L' le point de rencontre de la génératrice qui paiie par L^
Supposons maintenant que l'hélice saillante comjaçieçce au point où la génératrice du cylindre, passant par H, perce le plan AB, £F. Pour avoir un point T de cette héUce sur la génératrice W, il âiut savoir de combien l'hélice s'est élevée dans l'intervalle de ces deux génératrices; or, les points I, L', G, L et H divisent le demi-cercle sur lequel ils se trouvent en quatre parties égales; car toutes les droites qui aboutissent ^ de ces points au centre forment , deux k
trois huitièmes du pas dé wis^ Or, M' f s^ l^fîal ? iÇÇ pjiis 4ç y^ip^ 4iV(i(W>* ,AA' m JbwtfATticp, ni|^or^9^ c^ gr^ju^i^s «^ p€)r^p^|jyie ^uip >LX'
.fut im f9W&tk9 , i«ik i>^M4wf trp» 4p *pp iw^e? iJe JL* ^j» ï, )1^ ppôi^t
T 9fq^tî^4w à rb^«. Nqm» trouyiCii^on^ .9^i^i 1^ «futr^ f^Wt^ ^ Jin fFmaièrp ^éi^C^kMÀon i^e J'bféUp^. €ela l^it, le j^i»t N, {^ exemple , s'obtient en portant df90f. fpî§ le pai de vis 1^%" à^Jm^Jf. Cé^fm^'^ <efafi«g9 4e ;gmi4eiMi* m i^^pe^tîvp pour ^oiu||^ Jlef gér oH^natricdi» JUnsi , |^i)r A» gié|iératrp<oe 'GM, U flst d<Hwé .fi^W* U 4i^Q|M ^ui fMm {iftr tG''); fijpw Ta^, ^ p»r ppM^q^e^t p^ur 1^ géji^éf^tfk^ i H Mp H m donné |^ h grandepr 0Ç« jb)!^. f» iJÎKÎfl^t GG' fiii^d^Ui[ l^arti^ ég9i^, fW » ^W PPHM^ <1h ignUHl ^9«
4e f €ftî|i»e <}9a% te» f^^rio^iM^i ^yém f^ se^ iQ:Mr4wté9 ^iwent 4e Graii3iftrîiiFf^eii44w ^ TbfMjM^e As^tl^t^r^ tc^f^?
et, par conséquent, les tangentes extrêmes npii i^pitei^); <^ p^lVtQti^ i(le .oejLte MUQf »
GhenthoM tnawteMM «me des ^gikni^tm» de }a /»}u*/a^ nffir fMPlte., ^Ue, fi«r «i^ew^let qui shpiOUt eu pq^^ 7^ ^effte gé^^i^re- .6!iee 'Mra daoAée fitr Je plan «léridîi^ ^ ipe»»e par ce |K>ii^ Ar» loe plan iqyi €mJifA le «yUcûdvie -«rà^amt VJÏ^ e$ ,qui f^^^^e f^r T^^e, ^ jptiir tiAoe AJl' /el: |Kmr Jtiioijte j^VE'; .diNAP M' #W«i ^a 4w|ite .(^ 1^ gj^ nératrice cherchée , puisque c'est le (pçwt »PV Je }imitç 4m pls^i ro^^ contre la limite de la surface. En joignant ce point à T et prolongeant jusqu'à la trace AA' du plan , Q sera la trace de cette génératrice. La im^MT 4n fU» rfMQântoe l'byipe^bole le» \m wqwd jpoint,q\U ap- INVPtîw^ ,jk la 0^ésMJW «de Je smfeee «îpfé^cmre, qiû ;f»^e jégelf^- «nep» 4p*r !^* iNpias fMWDW» ^wer «wr ^n ^pa^ .«en4>I^Ie eu-
iffit 4c géiifté^^rtrôsee qiie incwi iifp«drô<« «r;J'||ièe»et,r,»u|tre iiwrfece;
i^eUe» tqtti i¥w^ 4»ii^7^ mène pliw «péij4»w e$ <J»n» ^i^Wf v^Pfi^ .^n
regard donneront , par leur intersection , un point de l'hélice crewfte
.4e b V(îs..4U^8i,ydew le plep VS^^Jfi!'^ YmUf^fk^QU des gén^retTyces sgifi pesptent rpv Jes fWM^f^ ^ et 6, if* .qui wJ , 4'»u^ .psi ^ijç w ;bJ!', et 4'e«tw en S,, ,(pwn^vy *n ^pw«K 7 ide J'b^WfiP tc^iwfr Pi? po.wica 4ems' e^ws^tiwve ei^wi «en» MUqei; eifde Mti il ^ ,<^tei;» {4\^ <jp^
^l»»U9Fer jte.qomtowr eppaiH^f 4ee ;dWF #P?^s M^emrp ^et Aifjn^ rieure , contour ipii ,fi^, «n }MsfMl)ve« 1» fiPW)>e ^PTieJqppÇ ,^ yp9r
semble des génératrices. Ce contour apparent doit être tangent aus^ bien à rhélicé saillante qu'4 Thélice creuse.
Nous avons supposé cette vis terminée par une tête octogonale; mais nous n'en discuterons pas le tracé; nous nous contenterons d'indiquer que le diamètre du cercle inscrit à son polygone de base, est égal à la grandeur 9, lo , et que la trace de son plan inférieur parallèle au plan AB , EF, passe par le point W.
Il nous reste à faire voir comment nous avons obtenu l'intersection de la surface avec le plan inférieur de la tête ; cette courbe est l'iii-» tersection de ce plan avec la succession des génératrices de la surface ; ainsi la génératrice YX, qui provient du plan méridien BB', ES, est coupée par le plan inférieur de la tête au« point X, point où la ligne ZX , commune intersection du plan méridien et du plan inférieur , vient la rencontrer. On construira de même l'intersection de ia vis avec le plan AB , EF.
Nous ferons observer , en terminant j que les génératrices des deux surfaces rampantes , données par le plan méridien parallèle au- tableau, qui passe par le diamètre IH, font en perspective avec Taxe des angles égaux à ceux que ces mêmes droites forment dans l'espace, et que, par conséquent, on peut tracer ces génératrices, en ayant un seul de leurs points , quoiqu'on ne puisse pas avoir leurs limites ni leurs traces, qui sont à l'infini.
Après avoir fait connaître comment les principes de la projection polaire peuvent servir à mettre en perspective les corps qui ont une génération géométrique, il nous reste à indiquer sonunairement les procédés à suivre pour mettre en perspective les corps de figure irrégulière , mais dont les formes peuvem être approximativement connues.
Un premier moyen est de supposer que ces corps enveloppent un squelette composé de lignes droites de grandeur et de direction connues. Ce procédé trouve son apfpBcâtibn lorsque l'on a à peindre une académie en racouf'ci , aboutissant , par quelques-unes dé ses êxtré- "ïnités , à des points dont le spectateur peut apprécier la distance par lès données mêmes du tableau dont elle £nt partie^
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Un second moyen est de supposer le eorps que l'on considère coupé . par des plans parallèles équidistans ; et comme , si la forme du corps est bien connue, ces sections peuvent être obtenues en véritable grandeur avec assez d'exactitude , elles pourront de même être mises chacune en perspective. Dès lors le contour apparent extérieur du corps entier, sera une courbe tangente à toutes les sections mises en perspective. On obtiendra également par ce procédé les contours apparens accidentels, ce qui aura lieu toutes les fois que les projections de deux sections successives, se couperont intérieurement et permettront, par conséquent, de leur mener des tangentes communes, autres que celles du contour extérieur.
Ce second moyen est un des procédés descriptifs employés en to«» pographie , et Ton sent que toutes les ressources qu'il présente pour opérer sur des corps de forme irrégulière sont applicables à la desr. cription polaire. »
Liorsqu'un architecte se sera rendu compte géométriquement du ter-, rain sur lequel un monument doit être élevé ; quand il sera prêt ; à en dresser la carte, par le procédé des courbes de niveau et de plus grande pente , il pourra , par le moyen indiqué ci-dessus , mettre ce terrain en perspective et y placer en perspective l'édifice projeté. Il y a de l'avantage, dans une infinité de circonstances, à pouvoir ainsi se rendre compte d'avance de l'effet que produira un monument comparé à l'aspect du terrain sur lequel il doit être assis , et à celui, de tous les objets dont il doit être entouré. Cette étude préliminaire est même indispensable toutes les fois qu'il s'agit de placer un édifice de quelque importance sur un point culminant
lO..
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CflitltfiÉ i%
liitt ^paesttdM qv(« VbA * à résotjdl^, ^foàiid àh considéré te& dbl^s par rapport à la lumière dont ils sont éclairés , se* i'éditisèiit' Si t(tiàtf e pribi^tffe» i f^ disting:tîef les ^artieè ôtnbrée^ et lés- parties édaii^ d'«ai dËH^ ÉEMiMiS à* Yïi^Êxatitt! d'dn ptAid hifùlftetït cohnù de pô' sitiMi^ «p mi««r aftf té éotp» là U^a (^ s^i^ Bac partie omBréë de la partie éclairée ; 3** dans la supposition où le corp^ Sërtift eicàd-
taafea» ptâif âétetmStiéè âuif i» stti^èè lëjr pàiin& t^ui enverraient à Foâil Vimtt^ dû p«int ItMiinéui ;^ 4* ènfitf , itctairet le» patUès de' l'M^eè ^* t» Ooffte y inu' àd« itt«arpdsit%>n , privé dtf là hnHièhs' 4lirei!t«.
N4W allons réiô«i<iM te pifeMèfiS et) dei KjbtàèûôUs pat ràppôlt a» plan^ et il nam «KM «aJëftifé Ùri&ë d'êteûâté àur éotpé âe toute daturr am qac nom «ttfolis étàM poUr Pé!éniënt de totites I^ ^rfiMiesi Suit (% d») WHi im ^ platf dbiilié, eft étfft le point & ponpMtUTo
t9iû lès plW9 ft&fâlU^ att t»^d]^é^ eft' qtif ptésëbïûm tedr^ faces semblablement placée^ àU pépiât \b!àAû^x, nûiih dàtmiAéttyfi^ celui qui passe par l'œil, il est évident que sa £sice de sera éclairée, et que sa £ace DE sera dans TonAre. Ceux des plans parallèles à DE qui auront leur trace du même côté de la limite commune %n se trouve le point lumineux, présenteront à l'œil leur Éace DE, c'està-dire leur face obscure; et ceux, au contraire, dont la trace sera
(i) Un point en projection polaire n'indique que la direction d'une ligne passant par l'œil ; cette ligne , prolongée à l'infini , a deux extrémités à chacune desquelles le point lumineux peut être placé ; celle de ses extrémités qui est derrière le tableau s'y projette en perspective réelle , l'autre en perspective imaginaire.
dh «8«i oppwsé «a peint Imntaea», pi>é«ibtewit» à l'êMl leap ftw «>,
a 810! édaiiW, ël te f4nl i», BB puéseaW w km «kKiMl, L'Iny#«e «ara» lie», ri h |tertf(ic**e' dtf fMMC UiiMliMUtv afl li(W<l'«(f» i*lle,' «tait iBMgiilAe. ;
■ Qoâùd an rtirp* *eM terthid* ((*■ dé» «i)r*e*« pi"»»,- mfaiitfiii
par les règle» que noua venons d'établir, conwfiS4a«( h (leHpeettM dd p«i«t latuloeilt, disflligSéi'éeBM *■ Set ftcM qa» senaw ésûjrSéS (fe «ielle» q(n ÉHMtH dsnS l'bliiBfe ; iJMalld te coffa SëW fertui»* pai- ats «ûrfiK» <**rt>e*, eu appBqSilit tes Mm» >i^ m pla* tangent i un point (ttaulcoMpi^ da 1» sttffee«, OU dMn s» e» paisi «s» éclairé ou non.
La séCbndé qué^ott es* 6«ffe if «Sso»*» quand ï «'«g» *«» corps terminé par des plans. La ligne de séparation d'ombre et de lumière est dort trile auediasioit drarttes qui , iktamX', sépueM abei face MAt^ dTutfe fecé erbstMr«.- ÏHnd le eaa d'un cb»p0 fiAlfatéi pavdeè surbots courfib i «'est tM l> cmrl» de ta-aum d'ua ayliirfni m" gfehdM par le stOfiMMeilt «"tu» plu» iaKgeM qui iDitilMttlit antsur dm corps Sans cesser ffd^é paMÛèle du iw^w hftn^^f», ou- fdi^te d'rn.^ tei«ettion d'Abc stifbea c iibc<.^U»ia.
Sans la flgnnr 99, en ! t des Ayoqs luminnn aui
pitiilt R, h coni-be ÉHIt d d'aobte qt de llumérè.
sW k SlMtce' dit Second _ I qpé o««t».éçra>«l r<ï>r*.'
sente; car cette cburba est ëeUe de cmiibct d^ttn> ayliadr» uutgeMt
à etttt! surface , ef dUni ht teite est «■ H, ,
.. Nous remarquerons que la sépuftiltiMi, d'ombrO' et de luisît mt iUdétleddSnte de VeiWêtaV^àti nyan hitabieUlB 0Ù1 se trouve te point écUirant, et qu», par consécfueAt, pout la wacar, H m soi pasmé^^ Céssàire de sârbu* si I» prejeélîeA» du point tomiitecni esY yéelle ou' iiïf àgînàirë. Daâs lesdeui:fâts',tâtAèWie Kgâe sépaK tDBijeurs; la ^ax^t> aùAi^âa corps de la partie éclHitiée; «es deux parafas altetnem entre: éM Selba que là ltnttièl« piWiiMH d»Vua« ou l|aatre eunèaM d'aï» même rayon lumineux.
Ltt troisième qUestIbW pettt^ ée' mdenegr JN ttwsrcr I9 pomt: bviUtint d^ pUh-; car i] est é^efltq&e- Si.^ a» pdint tintian^ dolsisul-faea suppdsé connu, on mené te plafl tsaigent à cette top£we, le point
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brillant du plan tangent, se confondra avec. celui de la sorbet, II. &udra dQnc , en givrai , ponr résoudre la tro^èuie question , trou^. ver, -'pour diaque surface, le plan tangent dont Je point brillant coïncide avec le point de tangence. Dans une infinité de cas, on sera, obligé, ponr y parvenir, d'avoir recours à des méthodes de tàtonnementf i](édiodes que l'on rend le moins iautives possible par l'emploi des -courbes d'erreurs.
La quatrième des questions posées en tête de ce chapitre, se réduit k trouver le cylindre parallèle au rayon lumineux qui détennioe la séparation d'ombre et de lumière; la portion obscure de ce cy~ iiudre prive de lumière tous les corps qu'elle rencontre.
lYomvr, le point briUant «£un plan ft celui êtune sphère.
Pour trouver le point brillant d'un plan, quand le point lunaineux est donné à une distance finie, on «ait qu'il &ut abaisser par ce point une perpendiculaire au plan proposé, c'est-à-dire mener par le point lumineux une droite qui ait sa limite au point normal du plan, et porter sur le prolongement de cetteperpeudiculaîre, à partir du point où elle rencontre le plan, line d le qui existe entre le point
lumineux et le point de r m qui s'exécute par les pro-
cédés du 3"' problème. ] it l'flBil et l'extrémité de la
perpeudicnlaive ainsi pr ^ . , rcer }e plan au point bril-
lant, I^ per^>ective de l'extrémité de pette perpendiculaire donne celle . du point brillant cherché , puisque ces deux points se trouvent sur une même droite qiù passe par l'œil-
Une construction identique résout c^ problème dans le cas où le point lumineux est à l'infini; alor^ le point de rencontre de la perpendiculaire abaissée du point liunineux sur Iç plan est aussi k l'infini, t^est-àfdire au point où la perspective de la perpendiculaire rencontre la limite du plan. La partie de cette construction qui sert à prolonger cette ligne d'une grandçur déjà connue, est la même que si la ligne se trouvait k une distance finie.
Pour trouver le point brillant sur unç sphère, il faut &ire passer par l'ccil et le centre de la sphère un plan parallèle au rayon lumiqeux, rabattre ce plan sur Iq tibleau, et construire le point
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briHànt du grand cercle rabattu dans ce plan , d'après le rayon lumi-neux rabattu, et par rapport à Tœil également rabattu;. en remettant ce point en perspective par les procédés inverses du rabatte* ment, on aura en perspective le point brillant dierché.
TYacer Fombre d'un cube sur une de ses faces prolongées.
Soit le cube déjà construit (fig. 3 1) , et que nous rapporterons (fig. 3a) en ne conservant que ses arêtes visibles et les trois limites des plans qui le forment ; et soit le point S' limite des rayons parallèles par lesquels nous supposerons ce cube éclairé. Nous avons déjà £adt re* marquer que cette limite correspondait à deux positions du point lu* mineiix , Tune en perspective réelle et l'autre en perspective imagi* naire. Supposons , d'abord , que le point S' soit la perspective imagi* naire du point lumineux. Pour trouver, dans cette supposition, l'ombre du cube sur celle de ses £aices, qui a IB pour limite et AC pour trace, il suffira d'avoir Fbmbre des quatre arêtes perpendiculaires ^ à cette face; ce qui s'obtient en menant par chacune d'elles un plan parallèle au rayon lumineux, et cherchant l'intersection de ce plan avec celui sur lequel on veut trouver l'ombre portée.
La limite d'un plan parallèle au rayon lumineux et. passant par Tarète SE est ST; le plan BI et le plan'STP ayant, par construction, leurs limites parallèles, ont pour commune intersection une droite parallèle à ces limites ; et le point £ appartient à cette intersection. Menant donc, par E, une parallèle à PS', on aura la ligne indéfinie £G , ombre de ES; ndais un point quelconque et son ombre portée se trouvent yr le même rayon lumineux : donc , en faisant passer par S le rayon lumineux SS', ce rayon déterminera en G l'extrémité de l'ombre portée par l'arête SE. Opérant de même sur les autres arêtes, on obtiendra l'ombre totale EGD, etc. On remarquera que 6D parallèle à ys, comme ombre portée d'une droite sur un plan parallèle, doit avoir même point de concours^ I que cette ligne.
Supposons maintenant que S' soit la perspective réelle du point lumineux; il nouS' devient rfors impossible ii'avoir Fombre portée, sur lé plan AG, BI; car, dans ce cas, la 'fiice vue de ce plan est dans l'ombre : ce plan intercepterait donc tous les rayons lun^ineux dirigés
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S»l,ff. Op4t»B(»»ril'w*«eSf flWWPBflBsfr'SWAiti»»*'^, B9M»
par EF, la drojw S'S, 1« pWBt O^et» dpnç JaJioitte df J'jMeoMtiw ,4« ce plan avec le plan NM , IF; donc OFH sera la direction indé0nie de l'ombre portée ^ar ËFi«t Jie fwM^ .n,.ov le,i9JfW luwi««tf fassant par E vient rencontrer FH , sera l'extrémité de l'ombre portée par EF. Qm poBt obtenir 4e même l'ombre porbâe par les ^roà^ .filtres «rètes fterpendipvljHre* à IP» *t il en flépultera l'ombre JiTQFJH^ etc, Pi» v(âf ^'upe iwrtie d£ «eHe pœbce «pt ^ avant de -la xra^ e 4u i4)W ^ M £optff)4t. JU'oinbr^ de SS- d«v<«Bt amr même ,liwte >gi^e cette #ète i on v■'f^ (ju'i joindre Je powt 9 k pette limite pwr aivAir h diropti^oB die «ette^ffUir^. lïne reni^rqpe ^effiMaUe, ^p^Ân4 «tt .aiva <S|nr le |W9- Uinga new ^k HT l'oojwe du {«wt V, fcniit «««laitre J» (ïwictioii de L'ovhr» 4f> ys„ qm cnnFlète l'wilwe pontte.
;>v)«>«r^,«flwi« «^wMt^a^ifi'N^'* cuieluimrfiirif fu^otffin^ miiÙKf 4^riiff, yJa^^çbe 0"v,CT sf^pfijiefii te pçim ifi/n^nefix ,àVMi^
O» «»t que 4w» «et» a» Iwn^ixwx «x toiivà-
£Ùtl>Qr«d«OHtj%;<)ii»» ] nbbtnir |a «autl>e,ctierr
fih^ sa«» êljre oM^fé ^ f
CoBsmiMo<k On pep*t «uppeser iwe sph^ mitillp «t v^àatle d« i»yiHi , «s«i^eKti« à ^tre MnemUt i :1a Mv£>ce ^niil^iie et A »»W Km centre ««r l'aw tle ««wiUxioB , )w de« «wiaets «e joiisberpw constamment isuiv^jt ua ,ceccle perpe n dicM ^ i r p \ çpt j^e. ^v»^ tons celle de ces yiphèfe» ^«irait tao^entesuifaotile œnclp «Ipat l; trace «ur 1^ ,plaii inér)4wi> piira>U«l# m ta)«lea« «^ t JIK. ^ cette «plwrr seiii .coupée, ip»r<» ^ wWdiett, ewant w jfMad c«t«lf tmcwl aw den» «qvbw miéradÀwniss a» point ov icsf wiMbesiWWt.teiwnr
trées par KN; donc, siMffps joignons P94e.CffS})^to iUaH Wftte*).Çr
wqs *wo«is >lt frectian dw fsf w 4'sm *^ «nwda isfoç*» «wgpn» w poiot !<. DflHC, enS«„,]e iiniMt «, oh 1» Ijgw ^.prplqvgis.nent nocoptrer ,!<'#»», mn le «eatr» ijii.ip'wd cançle,, «t |i»r sw^^igHenf celqj ide .1» aptùre «bereiée , . ■
CBAiHTRE IV. 9i
^ ft, jur cm» sphère evlîèmiÉayit «bmme^ fMÔsqM noiis afOM k pwapedive de son centre- et de soà rayon, nous cherclKM» le {^rend cercle s^tfeticMid'omlnre et de kuniâre, lespokits où ce cercle coupera Qsfaii de contact des demr snr&ces ajqpartieildrcmt à la séparation d'ombre et de kunière sur la sur&ce anmdaire.
La sépttatioB d^onibre et de lumière , sur la ^bère , est donnée par un plan passant par son centre , et perpendiculaBre au ra jon lu* mtneux; ce plan doit donc avoir- ^ pour limite, et, puisqu'il doit passer par le point a, sa trace çTcontœndra la trace c d*mie tigne c, R passant par a; ce pkoi coupera le plan TS, OR <{ui contient le c^cle de contact diss àeax siurfiuses suivant la ligne T, R; et cette Mgne«era la corde oommmie des deux cercles dont nous cfaerdions Tiniersection« On^ peut donc indiffiéremmmt cberdiçr les points où elle ren* contre Tun ou l'autre de ces oerdea, cebû de la sphère, paor exemple. Pour eela,^rabatt<ms le plan ^, gh sur k tableau; k ligne T,R vient, dans ce moavem^st^ s'appliquer en T/, parallèlement à. k Ugne qui jotndmt k point R à Péril rdbattu autour de gh^ Si, par le centre a du (^rand cerde^ nous m^Mi^ns une perpendiculaire Cyd k k diar» nière de rsdiâttem^att , cette pmpcoidîpiikire se rabat en ei; k ligne c^ R, qui passe également par le centre a , se rabêt suivant une parallèle Cl 9 au rabattement de T , R : donc le point #, où «Hé vient rencontrer êij est k centre duerehé du grand cerde nlbattu* Le rayon de ce cercle étant , en perspective, donné par k ligne La, paraUèk au tsp bleatt,«î, par aes extréorités, nous ménow ^deux parallèles LR et ctR, l'une dans k pkn IS, OR , et T^itre dans^le pian efyghj ces Ucpes intercepteront ^itre leurs traces ^ et c une distance égak à ee rayon ; donc , décrivant du peint i un cerde avec te pour rayon, les deux ^nts m ^ n où ce cerde vkndn couper k ligne T/, s^ronty esà rafaattament, les points cherrbés. On remet ces points en per^ecttve-en abaissant de diacon iFeitt des perpendiculaires mf et i^ à k charnière de rabattement , perpendicttkirès dont <m obtient k perspective en joignant leurs traces ^ et jr à k limite d des perpemfie^^atres à k disniière ; ks points P et S, où ces perpendiculaires vieiment rencontrer k ligne T, B , seront , en perq[>ective , les jdeux points eher^ <hêê.; îk appartiennent à k brandie tetérieure de k courbe de sépa* ntion dPooobre et de lumière , cafome provenant du ^us petit de«
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àemi Mrfta^. dédei^itwé» «or fat ^ittfKepat Kut^Mttîon. du plan
Il e&t uii« «ecoQii^ ^pbèf^ t^^d^pMile à ia wAnt^ et à^m bi «entre ^t pareilleioeiit #o ^ ; ^«^ t*«yfiii| on perspMtiye «erftirla; jnéibe Aî|^ aL prolongée iusqu'mi pojpt où dttt peneoatre ^ Hoimeini ie^owck xoéiidien^ C^lt^ «phèpe, iqmot nkémi3 centre ^ aHfut nène ptoa ^ gh da 9^ar9tk>n d'omlire «t di^ kunière. Pan» 1« itJMtMviJ^it d^ wplte, ^n Quatre yiendr^ut pftreiUaeefitt en «' » «t son nyait semc otdni Aa ^efc]^ xm» .augmenté dti diamètre du cende génévadmur da la ^ urfeoé;, c'ert^-djre de deux fois la graddeur L II mffirttk doiie, pfur atoîr <)wx ni9liir«aux . pointa de la courbe, de trouiFer te vafaafleowit de la J^po^. d'inteHeetion du plan ^^ ^ a^reo le noiaiMii pkai da acor ïM^ da iefte sphère et de laMrfiice; leadeux paima ainâi cil>anKi3-iqt* pf^tira4r|ENRt à la courbe exténeure.
I^ séparation d'cnnbre et 4e luiliière étant tmeée fM» poiaata am la fi^irspeçtiva de la 9ur£ic«, at cbaaun de .m» pointa aa.lroiiwBt cur me droite oa un plan ùwwj^fOn |K>ttiTa troufar , égalcmeqt par pmntv, l'gadbna portée de. la aiir^Ssca, en déterminant la iq^lindre parallèla aux rayona ImiinauiL qui paa^ par là aépcaratiûn d^otahre et dé hunière^ et dMvchlpt l'iotarflaetioai de ce cytimAre a^iac b snrÛKïa^ si»* laquelle on venl ablanir Tondire pOTtéa*
Ban» 4)ejPtaîne3 pMitiona en point lumînsus^ .la aiiy&ae annulaire p0i^ ombre -sur eUe^méma : la figure 6ur hifu^la nous fmona id'» pé^eir ^ fourwt la preuArarinnE^édiala ; cariai L'ail éttit l^ivanâna le powt édairont/l^ ipc^tnur qiparaat sa confondrait anrec la a^uuMion d'ombre et de lunûère^ et,. dans cette auppetitian ^ la partie iion ^ue de la aurfiiaa pr^î^t^e dana la$ ilaux tidaHigles cannlignes qui ont i^wn pour sçnimal deii^ des ppiilta aît^gttfiaaa ^ iiontai«ri^)parcn^ iAtéii^9 <\i^pou^ jtrcriMèma siavimet la paîMoàla brandie {taafeériaMcfe 4a ca^x^^n^ba rauGQntr^; an pmi^^aative^ la baanoha anAérîoHira^ a»- ^i éwiftoraf^n^: privée de ImaÂèK par <Habra p<Mée.
; }^^Jmm^.9ni^^^ serYiiiaMî.à troavfryonolNra poiaée^tlaiann- Inaa sm aU^r^^i^t ^t $uc ua^ wafaaa 9id4K>ii(pm I^rundeaipoîsta àf^h mpm^^iv^ ^9Voi^W at da luç^ce^.aftin^llara mi éàfom Itwiim^ k^|?V Ç^ ^pyo^ii Q^ imL:flm^ .m fhÊk jp^koBq^i an ^dieirr cberai^iooj^be.iatarWMtÎQR^ M siirfafae sur laqruaUa.on
Teitf obtealr ITosikM pdrtile^ «t.le ptfkit tnk te ray^HiiMtoea'^ieft'^ dta, Mftoonlrw cette courbe, sem xm point du <x>ntour de Toiiibrfe fKPinée : $i le isayoai ne k rÂawtrttt pas , le point d*oà il provient ne* partmit pea. Qiobre.
Trouver les ombres de la vis.
Suppoiow que k ri% mise en perspective, plaiiche 7^, soit éclairée par m pbint lumiUeuEE à Viû&m , dont la praje<^oti im^^^nàitt dèrkit en S, fit Perdions Fonibre portée de ceti;^ vift sur le pkn AB, EF^ él son ond^re sur dteMoaàaiew
Pour trbuvei* sur ee plan TombiiB de fhéKce saillante qui e^t une anae^épemtios d'cMubre et de lumière, mus ferons passer, |>bi' chaque géaéi^atriœ du cyiuuire sur lequel cetie hélice est censée tracée,, deà pkss' pareUèles ^u ra^n huuîueifit; les intersections de ces plans atee k pla^ AB , SF auront touftea le point S pour limite , et passeront par k pkd et diftcpie'géiiéraftpiée» Il ne restem plue-, pour avoiy Fombre d'un point quelconque situé sur ces généA(^àtri!ë«$', <fj^ joindre ce p^int' à!k Jimtoe^dm rayons lisninenirit , et la r^sncontre dé ce tayon trec rintemectiim pcmftune du pbua prdfenant de l'arête atiqnei il ^spartient et, du pkn AB, kF, sera Tonibre eher<^éé. Ainsi , Fombre éik poiat N drrant 9e trouMif en même temps sur le ràyôù faai!kinenit N6;» et sur rântersectioD L^du plan AB, EF et d'un pfam parallèle au mgroii.lMmi»eiiic passant par k générâtriee L^, se tronte en V^ in* tmsMtidn coimmme de pea de^uc i&noiies;* toute Fombre de rhéKce se déienmBe »ar k même copetriiciion.
- GiMVclM^na l^oeabre portée pair les anètes (nftrieures de ^' tété sur k ewrkce raorète W, F, par exempte. En iËsAsant passer par cette Kgne «n pkn W&;fiP patvttàk aisvayoA Ivmin^t^, FititeÀeetibi^ de ce pkn et de k aurâë» dl^ntte ï'oabfie oberchée. pA obtient celte interMOtien ^par k veneontre sM^èsatre étt pkn et de cbaqtiee générais trice. Ainsi, k ^émtnce contenue dasa le plan méricfien -KiT/ ES eet rmmBRftréB api poiM F par ^letMClion commune SLP dd plan nJéfidirfc at dn pka Wl^, ST. Eni opérant de marne pour Farète iiui4^i«n, olM%n^ \m itaa eourfciai dont Finterseefion 1 1 est Timbre portée ftr Je péhit 1%.
U<oouaMstn cnfin.àiaroilvtÉ' Viraibre portée par Fh^ce safflanté
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sur k «if&oe^ Cette omhr^ est rihtersectioB d'un qrUndfe pasâaat par rhélice* parallèlement au rayon lumineux, arec la surfiMse édairéè de la vis } or, la base de ce cylindre, sur le plan AB, EF, est Fombre portée sur ce plan par l'hélice. En fusant donc passer par une des gé* nératrices TV de la siir£sice éclairée im plan parallèle au rayon lurni* neux, ce plan QR, SAT coupe lé plan horizontal suivant la ligne R'U, et , par conséquent , rencontre la base du cylindre au point U. L'intersection de la génératrice du cylindre <{ui passe par U avec la génératrice de la vis sur laquelle on a opéré, donne un point Y de Fombre cherchée : tous les autres points sur chacune des révolutions par la siu-face se déterminent par le même procédé. L'omlH*e portée par la tête sur le plan AB , EF s'obtient . en prolongeant ses arêtes , i3, par exemple, jusqu'au point a y où elle rencontre ce plan; joignant ce point à la limite E, et menant par i3 un rayon lumineux qui coupe le plan en 3, ombre portée par i3; de même 4 ^ra l'ombre portée par 14, la &ce i3. i4 se trouvant parallèle au rayon lumineux par construction.
Il y a souvent lieu à tracer sur la surface apparente de la vis sa courbe de séparation d'ombre et de lumière; ce problème; se résout en Perspective comme en Géoâiétrie orthogonale. IL ne s'agit, en effet, que de £ûre passer par chaque génératrice un plan parallèle au rayon lumineux ; de chercher ensuite la courbe plane seconde intersec* tion de ce plan avec la surfiaioe, et le point d'intersection de la courbe et de la génératrice donne un point de la séparation d'(»nbre et de lumière, puisqu'il donne le point de tangence d'un plan ^parallèle au rayon lu* mii|||ux. On pourrait aussi obtenir ce point en considérant le paraboloide hyperbolique tangent à la surfiaice ran^ante suivant la génératrice par laquelle passe le plan parallèle au rayon-lumineiix. Ayant ainsi obtenu la courbé séparation d'ombre et de ImnièrB sur chacune des sur&ces, on procéderait, pour avoir l'ombre portée qui en résulte , comme> nou^ l'avons £ût pour l'hélice saillante de la vis.
En 'discuttnt les divers cas que peut présenter le plan tangent à la suriace rampante de la vis, on reoonittdt que la s^aration d'ombre et de lumière peut avoir deux asymptotes, ime asymptote, ou enfin peut être une courbe fermée , selon que la perspective du point lu-^ mineux est hors Me la courbe limite de la surÊu^e, sur cette courbe
CHAPITRE IV
ou dans son intérieur. Ç*est le second cas que présente notre ,épure.
Nous terminerons cet exposé dû tracé dés ombres en perspective , en indiquant les constructions qui ont servi à trouver, planche 7""*, fig. 33» la s^paratim!! d'oiubre et de Imnière sur la sphère, son ombre portée sur le plan où elle est placée, et son ombre portée sur la vis.
Nous avons obtenu la courbe séparation d'ombre et de lumière en menant par le centre c un plan pr^ £jr perpendiculaire au rayon lumineux ; l'intersection pq de ce plan, et de celui du contour apparent nous a don9é ks points où . la courbe cherchée était tangente à ce ocmtour; nous ayons pu dès lors la tracer par les procédés qui servent à construire les courbes diamétrales des surfaces non réglées. Pour obt^iir Tombre portée , nous avons mené dans l'espace une suite de parallèles à pq} par une d'elles, wr, tangente au point x kh, séparation d'ombre et de lumière, nous avons fait passer im plan parallèle au rayon lumineux; la trace de ce plan sur le plan AB, £F est ^. Joignant le point X k \a limite des rayons lumineux, jr a été l'ombre portée dexy et la ligne 17* une tangente en ce point à la courbe cher« diée; le point iit a été, obtenu «de même, etc. Enfin, en £Edsant passer un plan parallèle au rayon lumineux par la génératrice de la surface de la vis parallèle au tableau, et qui correspond au point où commence l'hélice saillaiife, ce plan, dont la trace est afl/j et dont la limite passe par S, coupe le plan de s^>arationid'ombre «t de lumière suivant une droite ce'; cette droite perce en e' le cylindre obscur projeté par la sphère ; la ligne e'i est donc une dés génératrices de ce cylindre , et le point ^ , où elle vient rencontrer la génératrice de la sui&ce sur laquelle nous avons opéré, est un des points du contour de l'ombre portée par la sphère sur la vis.
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CHAPITRE V
Considérations de proi^cHon polaire y à Fu$ag& des é^eimatsurs et des
peintres^
hx t^^nture ayant polû: but <te rq[>rélenter ^ sur une sqrfece plane, les corps à trou dimeiisiaas, de inàoîière <fa'vax spectateur placé en avant de oette surface éprouve, en la nsgardailt, une tmpressioa visueiie qu'il puisae confondre avec cdie que proïkdniit sur son «il les objets mêmes dopt cette mrSao& est deitiBée à reproduire Fimage. l^ malériel de eet art^ «a ce qui concerne le tracé des Ugnes, rentre dans le dam»ne de là projection polaire; chaque taUeau est une ^ure de pen^>ective dans laquelle , outre les «rètes visibles et les contours apparens des corps décrits , l'artiste a appliqué sirr chaqtie, po^U de rûaage.une couleur tfA puisse frire, sur la rétine, Virn^ pression que produirait oba^pie point oorrespondant de l'objet qu'il veut représenter , si cet objet etiiitaîft réeliement derrière la toile.
Goanme Fcsil ne ji^e de la récité des objets que par les impres'sioos lumineuses qu'il ea reçoit» ou coosçoit la possibilité d'exécuter un tableau imitant asat^^ la nature pour produire une illusion oom-» plète; mais la ooloratkNii de rimage» quelque parfaite qu'elle soity ne pourra atteindre ice but» n le tracé des lifines , indépendamment de toute couleur» n'a pas été ak*rété avec la plos grmde exactitude; et ce n'est que par l'emploi raitonné des principes de fo projection polaire , que l'on peut arriver à ce résultat , l'imitation n'offrant que des ressources le plus souvent imparfaites , et auxquelles il ne faut recourir que lorsqu'on ne peut faire usage de la méthode rigoureuse.
C'est une erreur de croire que les. principes de Perspective, évidemment indispensables pour représenter avec exactitude les objets dé forme régulière, deviennent tout-à-Êiit inutiles quand il s'agit d'objets que le peintre peut créer à volonté , teb que les arbres, les rochers, les nuages, etc.; peu de mots vont nous suffire pour le prouver. .
CHABITHEV, 87
Il fs% un cjBrtain JKunbffç de phéiKnaènes physiques aruxquels sont soumis tous les corps de la nature : ils gravitent vers le centre àe la terre} iU Mut faafqgéi par la huntèpe qu^ils teuvoient sons un angle d'incidence égal à celui de réflexion. Cette lumière , sans laquelle les fi^onmmê et k yision n'^oslmndrà^ pas y divise les corps en parties éclairées et parties ombrées, se meut en ligne droite, et peut émaner, soit d'uD CQvpft AÎteé à l'infiai (un astre) , soit d^un oorps à distance finie ; enfin , elle peut être renvoyée par réflexion des corps éclairés et non
liomineum.
Qu^to jcpia aoîAQtt donc les dbjetB que le peintre aura Fintention dé représenter, s'il ne veut pas s'exposer à méconnaître quelques-unes des iQii pbysiqises que nom venons de rappeler , il faudra qu'il fixe sur sa toile le sens de la pesanteur , la direction de la lumière et son point de départ; enfinV il fiiudra qu'il fixe Clément le point d'où soi^ tubl^ui; d«vra être yti; car nous savons que l'œil changeant de pUoe , la forme et k positiaQ reapeetive des c^jets représentés cbang0raian.l pour le spèetaleur.
La position du spectateur sem donnée par .le point de vue; le sens de l^ peaaQjteur par k Umite des planp horizontaux ; la distance du ap^cttteur au tqbkaa par l^ deux points où le cercTe de rabattement de l'œil est coupé par la limite des plans horizonfistux, que les peintres noiovHSiit pôûat» de diitanee f k direetkm des^ rayons huni- M^fê» provenant £lvai 9MÊe ^ par k lioiite du fidsceau lumineux ; enfia> la dîrMtion de k luinière prevoMuit d'un eorps à distance finie, fO^ k plMe qu'occiip^ ce oovpe sur une droite pu sur un plan connus
Telles scdQLt les îndicdliims polaires qu'il faut nécessairement placer 3tu- toufrf audace aà Yo/a vaut esiécuter un tableau; et Pon sent que [duf ce tat4e%u oontiCDdra de corps souniis à une génération mathénalîqua , plu» aoab exécution exigera l'emploi des méthodes de tracé fournÀea par k prQ}eelkm pokire. ,
y oyçdia , quelka sont ks. obUgatîon» que le peu de Kgnes et de points que nous yenons.d§.pki^ iynpnsftntà Tartista'qtti va composer sur la^supkc^ ftwsi prép^é^*
Un corps . ne p^t être ^ éqwlibre si k perpandicukîre abaissée de son centre de gravité sur la limite des pkns horizontaux n'est pas
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comprise dans Tintérieur du polygone <pie àètetwBàaeot ses points d'appui.
Les liquides en repos çmt leur sur&ce perpendiculaire au sgùb de la pesanteur.
Le ciel ne peut être représenté dans la partie du tableau in£6rie«re à la limite des plans horizontaux.
Le contour appargit de la terre doit toujours, se trouver sapérîenr à cette limite.
Ce n'est que dans le cas où la çur&ce des eaux se prolcmge indéfiniment, que cette limite forme, elle-même, la s^iaration du ciel et de la terre , Thorizon.
Toute droite horizontale parallèle au tableau est parallèle à V\ zon (i).
Une horizontale quelconque a sa linûte à
Tous les objets qui sont plus élevés que Toeil du, spectateur) doivent dépasser l'horizon d'une quantité égale à l'CToès de leur hauteur; tous les objets plus bas que l'œil du spectateur doivent rester en dessous de Thorizon d'une grandeur égale à la difi!6rence de hauteur ; enfin , tous les objets qui sont au même niveau que l'oeil du spectateur doivent se trouver sur rhoriaon» quelle <pie soit d'ailleurs leur distance du tableau.
La position du corps lumineux entnune d'autres r^les non moins importantes. Dans le cas des rayons parallèles , le même point limite pouvant appartenir aux deux extrémités d'une . même droite , peut , comme nous l'avons déjà fiiit remarquer, indiquer la position réelle ou imaginaire du soleil , c'est-à-dire le cas où le soleil est derrière le tableau, et celui où il est derrière le qf^ectateùr. Dans le- premier cas, comme le soleil ne nous éclaire que lorsqu'il est dans la partie du ciel visible pour nous, et que nous avons bit voir^que le del ne pouvait être. représenté au-dessous de la limite des jdaas horizontaux , le point de concours des rayons lumineux ne peut non plus être placé au-dessous de cette, ligne ^ et , par un raisonnement sem-
(t) Nous parlons ici de droites , parce que nous avons â^k indiqué qu'on des moyens de projeter des eorps de forme irr^pdière , était de supposer qu'ils envc-- Joppent un squelette de lignes connues.
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blaUe ) quand le soleil «est supposé en avant du tableau , lé point de oonoours ne peut être placé qu'en dessous de cette même ligne. Dans' ces deux suppositions , puisque la lumière se meut en ligne droite , et que ses rayons sont parallèles , il faut que toute ligne qui joint un point qui porte ombre à son ombre portée, aille concourir au point limite dès rayons lumineux. Cette dernière observation s'applique aussi à la lumière provenant d'un corps à distance finie , en remarquant que ce corps est lu^méme le point où viennent se croisclï* tous les rayons lumineux qui émanent de lui.
Telles sont les règles principales qu'on ne doit jamais perdre de vue dans k composition linéaire d'un tableau, parce que, s'appliquant à tous les corps > querque soit l'objet qu'on se propose de représenter , il est difficile qu'il n'y ait pas lieu de foire usage de la plupart d'entre elles. Nous allons; en supposant que nous avons un dessin à construire , développer quelques autres règles moins générales, mais qui ne sont pas' moins importantes à connaître.
Comme-, à moins de circonstances ^particulières , le spectateur se placera toujours en face du tableau^ et vis-à-vis son milieu , le point de vue devra se trouver à distance égale des deux bords verticaux du cadre, et l'on fera varier sa hauteur ,- selon la place que le tableau doit définitivement occuper, de manière à ce qu'il corresponde à la hauteur de l'œil d'un homme ordinaire, sans cependant trop s'éloigner du centre du cadre; Le point de vue arrêté (i), on mènëra'par ce point la limite des plans horizontaux, et l'on placelra sur cette ligne les deux- points de distance qui, le plus souvent, seront hors du cadre, mais dont on pourra toujours indiquer la position en marquant sur l'horizon ime partie afiqokte de leur' distance aii point de vue, comme la moitié, le tiers, eté«
Supposons que nous voulions représenter un coucher du soleil : la perspective du disque de cet astre, qiie nous rapprocherons d'autant
(i) Qofilqoefois, en oomposàiit un paysage d'imagination, le dessinateur y
produit les sites et les fabriques dont il' a ganu son portefeuille ; s'il ne tient pas
compte de la pontion du point de vue sons lequel ees objets ont été dessinés d^a*
près natarQ,.il est exposé à composer un ensemble défectueux, en réunissant dans
un même cadre des tracés perspectiCs qui n'ont souvent ni mène point de vue ni
même horizon.
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plii3 de VhoTxùm ifixe ûoxm voudrot» pdniife^uli^ faenre phia^vancée^ sera évideausoent k liaiito des xaj^as iipxiiMn|x eti) fivojpciioiii véisiie^ Supposons 9 en mêu» tuoapsi qu'une pnEtie , du : ipalTiiQgc; < Teprèsento «ae nappe d'eftu; la aur&ce:de l'èau tat im.pj[an.doi]Ftfa.)imte'est't^o» iw>n, et d<Hit il faut se domïer ht trace sur le tabloauippurt^ique eo plan soit déterminé, La. distance eirixe aa tcaœ. et;sailimitè^doii]àera« à l'échelle du t^bleau:^ k hauteur de l'c^il du.speatateuar au-de^suii de la nappe d'eau. Pour trouver la perspootiare du poin^ oùi.rean réfléchit l'image du soleil (le point l>nllant de aa surfiice), il faut^ par le centre de la projection de l'astre , abaisser une perpendiculaire au plan horizontal f et porter en dessous du point où oett» lignes ren* contre l'horion, la même distanoe xpn ezfste sur le tableau entre Tastre et Thorimn»
S'il y a, dans le même tableau ^ ua point lumineux à dîstanee Qnie donné par l'extrémité supérieure d'une verticale, p»çant le plan de l'eau à un point connu , il est évident que L'kqage réAédqa de ce point se. trouvera en perspective «ur le prolongement inférieur de cette verticale , à ime distance égate à ledle du point kcmineux' à Teaa.
XJii objet quelconque pouvant être oonsidéré comme un corp& lumilieux à distance finie, puisqu'il n*eat ^vînihle que. par la kumére qu'il renvoie à l'œil » la perspective de aon image dans l'eau pourra s'obtenir par points , en ranployant la con^mction indiquée au para« graphe précédent : pour .obtenir le contour apparent de cette image ^ il faudra considérer la projectian de l'image réflédbie <fomme lapera» pective d'un corps égal à l'objet , et symétriquement placé par rap* port à la surface réftéchissante* . . '
Quand la surCsice réfléchissante est un pA^ perpendiculaire au ta* bleau, l'image et l'objet , sur le tableau, se troujvent toujours sur une même perpendiçuU^re à la . limite de la sur&ce^ chaqu^. à une distance égale 4u pqi^t où cfitte peipai»diculaire repeontré la sor^ce^ soit qu'il s'agisse d'un objet à distance finie ou à ilistance infinie.
Lorsque le planri^ç^ififfmt <^t q^elc9«HIue» l!imag» se tiMKi^e en perspective, si^rune ligne partant de d'obyet^et fdlàntconeourip au point normal du phn réflécUssani Pour porter sur cette perpendiculaire une grandeur égale à la distance qui existe entré l'objet et la surface, il. &ut nécessairement recourir aux constructions du 3~ problème.
CSÀFITRE V. 91
' I/inlage d^ objets réfléchie du» Yém, né peut CoMerVet' ^ régukrité que loi'sqae la sur&ce réfléofaÛBonte e^ tiranquille : au moindi^' ttouveitieiit du liquide, cette image se défoiTiie , et s'allonge vers le spectÀteiïr en baades colorées seosiblemeiit parallèles à lliorizon. Cette déformatioii de l'image dépend d% céHe qu'a éprouvée là Surface. Les ondes <Mitimeibrme presque toujours régulière, tnars qui varie selon l'intensité et la direction de la force qui les a produites; une partie plus ou moins grande de l'image totale est renvoyée par chacune d'elles à l'oeil du spectateur , et il en est plusieurs qui lui renvoient en même temps, à cause de leur courbure , une partie de l'image du del, ce quipttMluit des intervaUes dairs entre des bandes colorées; intervalles qui sont d'autant plus grands que les parties réfléchies appartiennent aux exti^émitéa de l'imite I9 plus rapprochées du spectateur. 'Quelque déformation que la partie colorée subisse , la réunion des images partielles, qni forment alors l'image totale, est sujette à des lois qui dérivent de celles que notis avons données pdur la réflexion etacte, et qui s'en nq>prod»e&t d'autant plus que la déformation de la sur&ce réfléchissante est moindre. Malgré les altérations , Fimage et Fobjet en perspective sa trouvent tonjoîirs sensiblemeàt sur ime même verticale^ de telle sorte pourtant <{ue cescmt-Ies objets les plus élevés au-dessus de l'eau qui , réfléchis, peuvent subir le plus de déviation à droite ou à gaudie de.€ette verticale, comme aussi dans le sens de sa direction. Le soleil^ par exemple, quand il est très élevé sur l'horizon, produit sur l'eau légèrement agitée une large bande lumineuse qui s'étend en perspective à droite et à gauche de la verticale passant par cet astre : à mesure que le soleil descend , cette bande se rétrécit , ses bords se régularisent, et, lorsqu'il est prêt à se coucher, la tranché brillante n'a plus que la largeur du diamètre a]^arent de l'astre , c'est-à-dîre que chaque point, malgré le mouvement des eaux , n'est plus réfléchi à i'œil que dans la trace du plan normal passant par l'oeil parallèlement au rayon lumineux, et que la déviation latérale est nulle.
Générdôœnt la surfisce des eaux tranquilles réfléchit plutôt le cid que les objets terrestres ; aussi ne &ut-il pas oublier à*y reproduire les nuages qui, vu leur éloignement, peuvent être censés à l'infini.
Puisque le ciel et les objets terrestres se réfléchissent ensemble dans
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l'eau, une chose très importante sera d'y tracer avec exactitude leur ligne de séparation. U est bien: peu de cas où la médiode rigoureuse puisse seryir à cette dét^ro^ination ; mais elle fournira des limites qui permettront au peintre de ne pas trop s^éloigner de la vérité» On peut supposer le terrain susceptible d'étrë réfléchi, coupé par des tranches verticales perpendiculaires au tableau , tracer ces : tranches en réflexion , et joindre par une courbe les points maximums de ces sections réfléchies, c'est-à-dire ceux où leurs images, après s'être avancées vers la trace du plan réfléchissant, rétrogradent vers sa limite.
Si nous voulons placer dans le tableau dont nous sommes censés nous occuper, un édifice dont le plan de base soit élevé de cinq mètres au-dessus de la sur£stce de l'eau, le plan de cette base viendra évidemment couper le tableau suivant ime ligne distante de cinq mètres (i), à l'échelle du tableau, de la trace de l'eau. Le plan sur lequel doit reposer l'édifice sera donc entièrement connu : les mêmes procédés qui nous ont servi à établir le cube quelconque dans l'espace, nous serviront à tracer ses lignes principales; et comme nous avons le moyen de diviser une ligne quelconque de cet édifice en par-f ties données , nous pourrons à volonté en arrétwMiûus les détails.
L'édifice dessiné, nous appliquerons à chacune de ses iaioes le pro-' cédé connu pour discerner celles qui sont ^obscures de celles qui sont éclairées : nous obtiendrons par là ses arêtes séparation d'ombre et de lumière, et par suite son ombre portée sur lui-même et sur le plan de sa base. D'après cette dernière ombre, selon que le terrain environnant sera supposé plus où moins conforme au plan de la base, on pourra , en allongeant les parties du contour ombré qui correspondent à une dépression , et raccourcissant celles qui aboutissent à un exhaussement, obtenir sans trop d'erreur l-omfare portée sur le terrain envi-
ronnant. ^ .
Supposons encore. que, dans le même tableau, on) veuille tracer tm sentier. Les bord^ d'i^n seatier forment ordinainemient dèox. lignes courbes parallèles; il faudra donc que parmi les tangentes à ces deux
(i) Le tableau sert toujours d'échelle au dessia , aoit qu'on y suppose les objets dans leur véritable grandeur ou représentés par des grandeurs proportionnelles.
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courbes, celles qui correspondent aux points de rencontre d'une même normale à la direction du sentier satis&ssent aux conditions de pa* rallélisme; elles doivent, par conséquent, avoir leur point de concours commun sur la limite du plan tangent à la surface du terrain au point d'où elles proviennent, et il feiudra de plus que la vraie distance comprise entre chaque couple de tangentes soit à très peu de chose près la même. Ce sont ces conditions à remplir qui rendent les longs développ^nens de routes si difficiles à représenter avec exactitude : cette difficulté augmente nécessairement quand on essaie d'y tracer les ornières , qui ont entre elles un parallélisme rigoureux,
Quand , au Heu d'un sentier, c'est un cours d'eau que l'on veut représenter, les considérations précédentes sont d'autant plus applicables au tracé de ses bords, que ce cours d'eau, par sa nature, offre plus de régularité; dans ce cas, les tangentes en regard étant toutes horizontales , doivent avoir la succession de leurs points de concours sur la limite des plans horizontaux.
Il est sans doute une infinité d'autres observations semblables à faire : chaque .cas particulier que nous choisirions donnerait lieu à -des remarques nouvelles. Nous pourrions également essayer de faire connaître conmient de la projection polaire sur un plan on peut passer
à la projection polaire sur une surface courbe donnée; seconde espèce de perspective qui comprend les panoramas de tout genre , et dont le tracé se réduit i chercher l'intersection du cône projetant déterminé par la projection plane , avec la surface courbe sur laquelle on veut obtenir une nouvelle projection. Mais nous ne prolongerons pas davantage ce chapitre; nous devons borner ici des recherches qui, par leur spécialité, s'écarteraient tout-à-fait du but essentiellement élémentaire que nous nous sommes proposé dans cet ouvrage.
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