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L’étude de la théorie des corps solides présente des difficultés qui proviennent de ce qu’ils sont figurés sur une surface plane.
En offrant aux élèves la représentation en relief de ces corps, on les mettra en état de saisir leurs formes et leurs sections par des plans; tandis que l’usage des figures planes rend cette étude à la fois plus longue et plus difficile, en ce que, avant de pouvoir considérer les propriétés d’un corps solide, Pesprit se fatigue pour s’en figurer la construction, qui ne peut se représenter qu’au moyen de la perspective, dont les commencans ne sont supposés avoir aucune
_ notion exacte.
J’ai employé la méthode des rabattemens pour les corps susceptibles d’être
développés sur une surface plane; ce moyen ingénieux a été mis en usage dans
l’Ouvrage anglais *, d’après lequel celui-ci est composé.
Les corps que j’ai considérés sont rabattus'chacun sur une feuille de petit carton , découpé entièrement suivant le contour extérieur de chaque corps, excepté la base; les parties qui forment charnières sont à moitié coupées sur le revers. Lorsqu'on veut passer du rabattement d’un corps à sa représentation réelle, il faut relever la figure et la plier en plusieurs parties autour d’une face considérée comme base, et qui est distinguée des autres par des hachures faites
ainsi
Un Avis au relieur se trouve à la fin, attendu que les planches sont placées dans le texte d’une manière particulière.
La table, page 0, qui donne les surfaces et les volumes des polyèdres réguliers, se trouve , dans l’ouvrage anglais, sans démonstration ; mais ne voulant pas me servir de ces résultats sans les avoir vérifiés, j’en ai cherché les démonstrations,
que j'ai placées, avec tous les calculs, dans des notes à la fin de cet ouvrage; ’ai placées, tous | Iculs, dans des notes à la fin de cet ou ;
je ne sache pas que ces questions aient été traitées.
J’ai lieu de croire que mon travail ne sera pas sans utilité; car plusieurs savans géomètres ont insisté sur l’emploi de modèles en relief, dans l’etude de la géométrie des corps.
Voyez: Lachapelle, Institutions géométriques ; 4e édit., tom. 2, pag. 269.
——— Tédenat, Géometrie; note de la page 192.
——— M. Lacroix, Essais sur l’Enseignement en général, et sur celui
des Mathématiques en particulier; 3e édit., note de la page 294.
* An appendix to Euclid’'s elements, in seven books..... in which the Doctrine of Solids, is illustrated, and rendered easy, etc., by Joun-Lonce-Cowzey. 1 vol. in-4°; London, 1758.
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ET LES VOLUMES DES CINQ POLYÈDRES RÉGULIERS
Des plans, ou surfaces.
On nomme plan, ou surface, l'étendue qui a deux dimensions, longueur et largeur; les surfaces sont planes ou non planes.
Les surfaces planes sont celles sur lesqueles un e ligne droite peut s'appliquer exactement dans tous les sens ; telle est la surface d’une table ou d’un plancher. Les surfaces non planes sont celles sur lesquelles une ligne droite ne peut pas s'appliquer exactement dans tous les sens; telle est la surface latérale d’un cylindre, d’un cône, d’un globe, ou d'un ballon.
Remarque. Il est possible qu’une ligne droite s’applique exactement suivant une certaine direction sur une surface non plane, mais elle ne s’y appliquera
Le
pas dans toutes les directions; c'est ce qui a lieu pour un cylindre ou un cône : sur chacun d’eux une ligne droite s'applique exactement suivant une génératrice; mais dans toute autre direction la coïncidence n'aura plus lieu.
Des angles de deux plans, ou angles diedres. *
Quand deux plans se rencontrent, 1ls ontentre eux une certaine inclinaison à laquelle on donne le nom d'angle dièdre, c'est-à-dire d'angle à deux faces; les côtés de l'angle dièdre sont des plans indéfinis que l'on nomme faces, le sommet de l’angle dièdre est l'intersection des faces, à laquelle on donne le nom d'arete. |
à à , À x Des angles solides, ou angles polyedres. *
L’angle formé par plusieurs plans se nomme angle polrèdre , angle à plusieurs faces, ou angle solide; cette dernière dénomination est maintenant peu en usage. Le point de réunion des plans est le sommet de l'angle polyèdre; on nomme faces les plans qui composent l'angle polyèdre; les intersections de ces faces, deux à deux, sont les arètes de l’angle polyèdre.
Les angles polyèdres sont distingués par le nombre de leurs faces : on nomme angle trièdre celui qui a trois faces, angle tétraèdre celui qui en a quatre; puis
* Le mot dièdre est composé de deux mots grecs, dont le premicr signifie deux, et le second, face, ou base.
** Le mot polyëdre est formé de deux mots grecs, dont l’un signifie plusieurs, et l’autre, face, ou base.
angle pentaëdre, angle hexaëdre, angle heptaèdre, et en général, angle polyédre.
Nous allons maintenant faire connaître quelles sont les figures planes régulières qui peuvent former des angles polyèdres réguliers. Il est démontré dans les élémens de géométrie que la somme des angles plans qui forment un angle polyèdre est toujours moindre que quatre angles droits; 1l ne peut y avoir, par conséquent, que cinq angles polyedres réguliers , savoir : trois dont Îles faces sont des angles de triangle équilatéral , un dont les faces sont des angles de quarré, enfin un dont les faces sont des angles de pentagone régulier.
1° Trois angles de triangle équilatéral font un angle polyèdre régulier; en effet, chaque angle d’un triangle équilatéral vaut 60 degrés, les trois angles formant l'angle polyèdre valent seulement trois fois Go degrés, ou 180°, moindre que 360 degrés, ou quatre angles droits; la réunion de trois de ces angles forme un angle triedre régulier. |
2° Case sr Esd de triangle équilatéral peuvent aussi former un angle polyèdre, car les quatre angles qui le composent valent quatre fois Go degrés, ou 240°; ce qui est moindre que quatre angles droits; ainsi, quatre de ces angles font un angle tétraëdre régulier.
3° Cinq angles de triangle équilatéral produisent un angle polyèdre régulier, car les angles plans dont il est composé font cinq fois 60 degrés, ou 300°; moin; dres que 360 degrés, ou quatre angles droits, et L l'on obtient un angle pentaëdre régulier.
Mais six angles de triangle équilatéral ne peuvent former un angle polyèdre, parce que la réunion de
ces six angles plans vaut six fois 60°, ou 360°, qui égalent la somme de quatre angles droits; il s'ensuit qu 1l ne peut pas y avoir d'angle polyëd re formé avec six angles de triangle équilatéral, et à plus forte raison avec sept, huit, etc.
4° Trois angles de quarré forment un angle polyèdre, car leur somme vaut trois fois 90°, ou 270 degrés, ce qui est moindre que quatre angles droits; c'est pourquoi trois angles de quarré font un angle trièdre régulier.
On ne peut concevoir aucun autre angle polyèdre formé avec des angles de quarré, parce que quatre angles de quarr é ne peuvent former d'angle polyèdre, et'encore moins cing, six , etc.
5° Trois angles de pentagone régulier forment un angle polyèdre, puisque trois does de pentagone régulier valent 524 degrés, leur somme est donc moindre que quatre angles droits; l'angle polyèdre que l’on obtient est encore un angle trièdre régulier.
On ne peut, avec plus de trois angles de pentagone régulier, former d’angle polyèdre, attendu que quatre angles de pentagone régulier valent 432 degrés, ce qui fait une somme plus grande que dur angles droits,
Trois angles d’hexagone ne peuvent non plus former un angle polyèdre régulier; car chaque angle d'hexagone régulier vaut 120 degrés, trois de ces angles font 360 degrés, ou quatre angles droits; donc avec trois angles d’hexagone régulier on ne peut pas former d'angle polyèdre. Les polygones réguliers d'un plus grand nombre de côtés, dont les angles réu-
Ko) nis puissent produire un angle polyèdre, sont des pentagones réguliers. Si trois angles d’hexagone régulier ne peuvent former un angle pol yèdre régulier, il n’est pas possible que trois angles d'heptagone ré- _gulier, et à plus forte raison trois angles d'octogone régulier, puissent former un tel angle.
Il est donc rigoureusement prouvé qu’il n’y a que les triangles équilatéraux , les quarrés et les pentagones réguliers ; dont les angles puissent former des angles polyèdres réguliers, qui sont au nombre de cinq, comme nous l’avions avancé.
Des corps polyèdres.
On appelle en géométrie corps polyèdres , tout ce qui est étendu dans trois directions non situées dans un même plan, c’est-à-dire ce qui réunit les trois dimensions, que l’on nomme longueur, largeur, et hauteur ou épaisseur.
On peut concevoir un corps engendré par le concours de plusieurs plans qui, en se réunissant par leurs côtés ou arètes, forment des angles polyèdres, et in= terceptent un espace; comme 1l faut au moins trois plans pour former un angle polyèdre, etces trois plans laissant un vide qui, pour être fermé, exige au moins un quatrième plan, il s'ensuit qu'il faut au moins quatre plans pour qu'un espace ayant trois dimensions, soit limité de toutes parts.
Les corps terminés ainsi, par des Dit ou des: faces planes, portent le nom de corps polyèdres, ou simplement de polyèdres. On appelle en particulier tétraèdre le corps qui à quatre faces, hexœaedre celui
qui en a six, octaedre celui qui en huit, dodécaëèdre celui qui en a douze, icosaèdre celui qui en a vingt, etc.
On appelle polyèdres réguliers ceux dont toutes les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont tous les angles polyèdres sont égaux entre eux.
Le nombre des polyèdres réguliers est déterminé par la combinaison des angles plans égaux qui, réunis au nombre de trois au moins, donnent un angle polyèdre dont la somme des angles plans formant les faces, est toujours moindre que quatre angles droits.
Nous avons reconnu qu'il ne pouvait y avoir plus de cinq angles polyèdres réguliers, il ne peut de même y avoir que cinq corps polyèdres réguliers , savoir : trois dont les faces sont des triangles équilatéraux égaux, un dont les faces sont des quarrés égaux, et un dont les faces sont des pentagones réguliers égaux. Nous decrirons ces polyèdres réguliers en les classant d’après le nombre de leurs faces.
Les polyèdres prennent aussi d’autres dénominations. On nomme prisme un polyèdre compris sous plusieurs plans parallélogrammes et terminé, de part et d'autre, par deux polygones égaux et parallèles. Suivant que la base du prisme est un triangle, un quadrilaière , un pentagone, un hexagone, etc., le prisme est triangulaire, quadrangulaire, pentagonal, hexagonal. (PI. 10, 11, 12 et 13.)
Le prisme qui a pour bases des parallélogrammes et dont toutes les faces sont aussi des parallélogrammes, s'appelle parallélépipède. (PI. 4 et 11.)
Un prisme est droit lorsque les faces latérales sont
des rectangles ; et que les arètes latérales sont perpendiculaires aux plans des bases.
Un prisme est régulier lorsque étant pat il a aussi pour bases des polygones réguliers.
La hauteur d’un prisme est la droite perpendiculaire à la fois aux deux bases, l’une d'elles prolongée, s’il est nécessaire.
La pyramide est un polyèdre formé par plusieurs plans triangulaires partant d’un même sommet et terminés aux différens côtés d’un même plan polygonal considéré comme base. Lorsque la base est triangulaire, quadrangulaire, pentagonale, etc. , la pyramide est triangulaire, quadrangulaire, ou pentagonale. (PL. 14, 16 et 18.)
La hauteur d'une pyramide est la perpendiculaire
abaissée du sommet sur le plan de la base, prolongé s'il est nécessaire.
… Une pyramide est régulière lorsque la base est un polygone régulier, et que les triangles composant les faces sont égaux et isocèles; 1l s'ensuit que la hauteur d’une pyramide régulière passe par le centre de la base. | |
L’apothème d'une pyramide régulière est la perpendiculaire menée du sommet sur un des côtés de la base; cette ligne mesure la hauteur de tous les triangles qui composent la surface latérale de la pyramide.
La diagonale d’un corps pol yédre est la ligne droite qui joint les sommeis de deux angles polyèdres non adjacens. .
Des corps ronds.
Dans la géométrie élémentaire, on considère trois corps ronds : la sphere, le cône et le cylindre. Lie premier de ces corps n'étant pas développable, nous ne devons pas nous en occuper; une sphère est représentée par une boule parfaitement arrondie. Quant au dernier, il est assez familier pour qu’on puisse se dispenser d’en donner le développement, car un cylindre est représenté par une colonne dont le diamètre serait partout le même. Le second de ces corps est celui dont nous nous OCCuperons.
Le cône peut être considéré comme une pyramide ayant pour base un polygone dont les côtés deviennent de plus en plus nombreux, et par conséquent très petits; alors la base de la pyramide aura pour limite une courbe fermée, qui sera la base du cône.
Un cône à base circulaire est droit, lorsque la droite menée du sommet perpéndicularementè à la base, passe par le centre du cercle.
Nous terminerons cet QUYTRDS en faisant connaître les sections d’un cône droit à base circulaire par un plan; elles sont au nombre de cinq, savoir: le 7riangle, le Cercle, Ellipse, la Parabole, et l'Hyperbole. (PL. 20, 21, 22, 25 et 24.)
Les personnes qui ne connaissent point les propriétés des polyèdres, doivent passer les explications qui “accompagnent la table suivante ; 1l leur suffira d’étudier les deux règles générales, qui sontappliquées aux cinq exemples, de la page 11, qui terminent la première partie. Il conviendra, comme objet d’exercice, de se proposer d’autres exemples.
TABLE
Donnant les Surraces et VoLumEs des cinq polyèdres réguliers, en supposant que chaque arète soit égale à unité,
RIDÉMONSTRATIONS. SURFACES. VOLUMES,
Pages 30...32 | Tétraèdre. 1,7320508 0,1178511 |h
1] Pages 32 et 33 | Hexaèdre. 6,0000000
Pages 33et34 | Octaèdre. 3,4641016 0,4714045
Pages 30. .44 | Dodécaëdre. | 20,6457288 76631175
Pages 35...38 | Icosaèdre. 8,6602540
La première colonne de cette table fait voir que les démonstrations employées pour déterminer ces surfaces et ces volumes, ainsi que tous les détails des calculs se trouvent dans les Notes qui composent la troisième et dernière partie de cet ouvrage.
Usage de cette table pour déterminer les surfaces et les volumes des cinq polyèdres réguliers.
Premrer Princire. Îl est démontré en géométrie que les surfaces semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés homologues.
Supposons qu’on demande la surface d'un tétraèdre
régulier, dont chaque arète soit de o metres; les mètres quarrés et les mètres cubes s'indiquent de cette manière, 72. q. et m. £.; désignant par x la surface inconnue de ce corps, le, principe énoncé ci-dessus donne la proportion suivante : | Côté. Côté. Surface tétraëdre. Surf. tétraèd. ART ANTe TNE AN PET let à Le POP RU 4 ou Li LE Date E TORODOD LE HOT enfin, surf. x—1,7320508 X 81 —140""7,2001 148.
PREMIÈRE RÈGLE. Pour obtenir, à l'aide de cette table, la surface d'un polyèdre régulier, il faut multiplier la surface du polyèdre semblable, fournie-par la table, par le quarre d'une arète, ou côté du corps dont on veut avoir la surface.
Deuxième PRIN«PE. On démontre aussi en géométrie que les volumes semblables sont entre eux comme les cubes des arètes homologues.
On peut donc trouver le volume d’un tétraèdre régulier dont chaque arète serait de 9 mètres. Soit X le volume inconnu ; le principe qui vient d’être rappelé donne la proportion suivante, entre le tétraèdre de la table et celui dont le volume est inconnu :
Côté. Côté. Volume tétraèdre. Vol. tétraèd.
1 0° 45 LOI TODNE ET TX ou I ROC BE OT I TOO LT DEN enfin, vol. X —0,1178511 X 729 = 85" *,9134510.
Devxrèue rèGre. Pour déterminer, au moyen de la table, le volume d’un polyèdre régulier, il faut multiplier le volume du polyèdre semblable, donné par cette table, par le cube d'une arète, ou côté du corps dont on cherche le volume.
APPLICATIONS APPLICATIONS DE LA PREMIÈRE RÈGLE. DE LA DEUXIÈME RÈGLE
1er Exempce. Supposons que l’arète du Tétraëdre soit de 5 mètres.
Surface tétraèdre four- Volume tétraèdre fournie par la table . id I 7320508 ni par latable .. } mu t 17651 I Pour quar. de 5ona..... RER 25 | Poor cube de Sona.......... 125 86602540 5592555 34641016 2357022 Surface tétraèdre dont 11 851 J l'arète est 5...,. } 43,3012700 7
Volume tétraèdre dont } 1 417 3 I 3875
l'arète est 5.....
9e Exempze. Supposons que l’arète de l’Hexaëdre soit de 5 mètres.
Surface hexaëdre four- 6 Volume hexatdre four-
nie par latable . ,0000000 ni par la table... 3 1,0000000 Pour quar. lebdhas 2 2a 25 | Pour cube de 5 ona.......... 195 Surface hexaëdre dont Ê Volume es dont
l'arète est 5... 7 I 0,0000000 l'arète est 5. 5: 125,0000000
3e Exempze. Supposons que l’arète de l’Octaèdre soit de 5 mètres.
Surface octaëdre four- Volumeoctiaëdre fourni SENS TOR | 3,4641016 par la table... } 0,4714049
Pourquar.debona..:..7....: . 25 | Pour cubede5ona...:.:..... 125 1732050580 23570225 69282032 | 9428090 Sr qe dent} 86.602040 |. ee olume octaèdre dont w l l’arète est 5,. ") 56,9255625
4e Exempze, Supposons que l’arète du Dodécaëdre soit de 5 mètres.
Surf. dodécaèdre four- Vol. dodécatdre fourni nie par la table . . } 20 16457288 par la table . .. , 7,063 IY 75
Pourquar.-de Sona 7... 25 | Pour cube de Son a........ :+ 195 1032286440 38315585 4129145176 153262350
uen 516,1432200 roue
Vol. dodécaëdre re “957,88960875
l'arète est 5 Î
5° Exempze. Supposons que l’arète de l’Icosaèdre soit de 5 mètres.
Surface icosaëdre four- Vol. icosaèdre fourm | nie par latable . . } HAL par la table . .. } en 1816927
Pour quar. debona........... 2% |Pour cube deSona..…...... 195 ASS rando QUES Fe 084635 1793205080 3633854
Mers} 216,5063500 a18r6ge7 :
Volume icosaèdre dont
late et 272171158785
DEUXIÈME PARTIE
REPRÉSENTATION STÉRÉOGRAPHIQUE DES CORPS *. TABLE DES SURFACES DES HUIT PREMIERS POLYGONES RÉGULIERS. SECTIONS D'UN CÔNE DROIT.
Du Tétraèdre régulier.
Dérinirion. Le Tétraèdre régulier (PI. r) est un corps dont les faces sont quatre triangles équilatéraux égaux, et dont, par conséquent, les angles sont trièdres et égaux. Ce corps régulier peut être inscrit dans une sphère, et peut aussi lui être circonscrit.
Le développement des faces de ce polyedre forme un parallélogramme composé de quatre triangles équilatéraux égaux; si l’on relève les faces suivant les côtés communs considérés comme charnières, en prenant pour base le triangle ombré par des hachures, la réunion des côtés respectifs de ces quatre triangles équilatéraux égaux produira un polyèdre régulier nommé Tétraèdre.
La table de la page 0 sert à calculer les surfaces et les volumes des Tétraèdres réguliers.
* Siéréographique est composé de deux mots grecs, dont l’un signifie solide, ou corps, et l’autre description.
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Hexaëdre on Cube.
De l'Hexaëdre régulier, ou cube.
Dérinirion. L'Hexaèdre régulier, ou Cube (PI. 2), est un polyèdre régulier limité par six quarrés égaux, et dont les angles sont trièdres et égaux. Ce polyèdre peut être inscrit dans une sphère, et peut lui être circonscrit.
Pour obtenir la représentation de ce corps il faut relever les faces et les pliant suivant les côtés communs, de manière à ce que les côtés se réunissent en arète et que le polyèdre ait pour base le quarré ombré par des hachures, 2
La table de la page 9. donne É moyen de trouver les surfaces et les volumes des Hexaëdres réguliers,
Remarque. Le polyèdre nommé cube a été autrefois célèbre à cause du problème de la duplication du cube, qui avait pour objet de construire un cube double d’un cube donné, non pas en côté, ni même en surface, mais en volume. Les anciens ont tenté de le résoudre en employant seulement la règle et le compas, c’est-à-dire avec la ligne droite et le cercle ; après de nombreux essais ils reconnurent ces données insuffisantes, Le problème fut résolu au moyen des sections coniques. ( J’orez les divers traités d’application de l’Algèbre à la Géométrie.)
De l’Octaëdre régulier.
Dérinrrion. L’Octaèdre régulier (PI. 3) est un polyèdre régulier qui est limité par huit triangles équilatéraux égaux ; ses angles polyèdres sont égaux et tétraèdres. Ce polyèdre peut être inscrit et circonscrit à la sphère.
Le développement de l’Octaedre régulier étant composé de huit triangles équilatéraux égaux, pour avoir la représentation de ce corps; il faut relever les faces suivant les côtés communs, en prenant pour base du corps le triangle rempli par des hachures.
_ La table de la page 9 sert à déterminer les surfaces et les volumes des octaëdres réguliers.
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Du Dodécaèdre régulier.
Dérinirion. Le Dodécaëdre régulier (PI. 4) est un polyèdre qui a ses angles égaux et trièdres ; son volume est compris sous douze pentagones réguliers égaux. Ce polyèdre peut être inscrit dans une sphère, et peut lui être circonscrit.
La surface du Dodécaèdre régulier étant développée , donne douze pentagones réguliers égaux; en relevant ces pentagones suivant les côtés communs,et prenant pour base celui rempli par des hachures, il en résultera le relief de ce corps.
La table de la page 9 fournit le moyen de calculer les surfaces et les volumes des Dodécaèdres réguliers.
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De l'Icosaèdre régulier.
Dérmirion. L’Icosaèdre régulier (PI. 5) est un polyèdre qui a ses angles égaux et pentaëdres; il est compris sous vingt triangles équilatéraux égaux. Ce corps peut être inscrit dans une sphère, et peut lui être circonscrit.
Ce polyèdre étant développé, pour obtenir le relief de son volume, on relèvera les faces suivant les côtés communs à deux triangles, en considérant comme base celui ombré par des hachures.
La table de la page 9 donne le moyen d’avoir les surfaces et les volumes des Icosaèdres réguliers.
Les cinq propositions contenues dans le quinzième livre des élémens d'Euclide, traitent des polyèdres réguliers inscrits dans d’autres polyèdres réguliers. Les auteurs modernes n’ont point introduit ces questions dans leurs ouvrages. Pour satisfaire la curiosité du lecteur, je donne comme exemple la plus simple représentation de ce genre.
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Tétraëdre inscrit dans un Hexaëdre.
Instruction sur la manière de plier les plans. (PI.6)
D'abord formez le Tétraëdre en réunissant les triangles autour de celui qui est rempli par des hachures; ensuite faites mouvoir les deux sommets mobiles jusqu'a ce qu'ils soient tous deux aussi élevés, et par conséquent à la mème distance du plan fixe; alors le côté qui joint ces deux sommets devient parallèle à ce plan fixe; enfin, le Tétraèdre étant dans cette situation, relevez les diverses faces de l’Hexaèdre et amenez-les autour du Tétraèdre, de manière que quatre sommets de ce Tétraèdre coïncident avec dite sommets de l'Hexaëdre , ou Cube.
Les cinq poljédres réguliers peuvent donner naissance à d’autres corps dont les faces sont des polygones réguliers de deux espèces différentes ; dans chaque espèce les polygones réguliers sont égaux entre eux. Nous allons en donner un exemple:
Tétrahexaèdre, ou Tétraèdre tronqué.
Si l’on divise en trois parties égales chaque arète d’un Tétraëdre régulier (PI. 1), et que par trois points de division, les plus rapprochés de chacun des trois sommets, on fasse passer un plan; qu’ensuite on enlève chaque petit tétraèdre résultant de l'intersection de chacun des trois plans; et qu’enfin l’on développe ce corps sur une surface plane (PI.3), le rabattement se trouve composé de huit polygones, qui sont les faces du polyèdre, dont quatre triangles équilatéraux égaux, et quatre hexagones réguliers égaux.
Nous avons vu, page 6, qu’il ne pouvait y avoir que cinq polyèdres réguliers; mais il peut y avoir une infinité de polyèdres irréguliers, dont quelques-uns ont recu des dénominations particulières à raison des polygones qui composent leurs faces.
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Lorsque les faces d’un hexaèdre oblique (PI. 8) sont des rhombes, ou losanges égaux, le corps que l’on obtient se nomme Solide rhombe, ou Rhomboëdre.
Parallélépipède oblique.
Quand les faces latérales d’un hexaëdre oblique (PI. 9) sont des rhomboïdes, ou parallélogrammes égaux, et que, de plus, deux faces opposées sont des rhombes, ou losanges ésaux ; il en résulte un polyedre que l’on nomme Parallélépipède oblique , ou Solide rhomboïde.
Des prismes.
Nous avons défini, page 6, les diverses espèces de prismes réguliers, quant à la manière de relever les plans , pour obtenir la représentation de ces corps; elle a été suffisamment expliquée, pages 12.....18, à l’occasion des polyèdres réguliers.
Le volume d'un prisme est égal à la surface de l’une des bases, mulitipliée par la hauteur.
Si lon formait une table qui donnät les surfaces des principaux polygones réguliers, ayant pour côté l’anité, il serait facile d'ayoir les surfaces des autres polygones réguliers semblables ; et par suite, on er déduirait les volumes des prismes qui auraient pour bases des polygones réguliers semblables à ceux de la table suivante.
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Triangle....| 0,433o127 | Heptagone..| 3,6339r22
Quarré. ... : 1,0000000 || Octogone...| 4,8284277 Pentagone ..| 1,7204769 | Ennéagone..| 6,1818227
Hexagone...| 2,5980762 || Décagone. . .| . 7,6942098
Usage de cette Table * pour trouver les volumes des prismes ayant pour bases l’un des huit premiers polygones réguliers. |
* C’est de la valeur du rayon du cercle inscrit que dépend la surface d’un polygone régulier; on trouve ce rayon au moyen de la proportion suivante, employée pour l’un des cas de la résolution des triangles rectangles,
Pc tan Le ei æ,
puisque les rayons du cercle inscrit sont perpendicnlaires sur le “milieu de chacun des côtés des polygones, et que dans cette table h ‘ Pres AO
chaque côté est supposé l’unité; on a,c=—1, d’où == 0,50, et l’angle Lest la moitié de l’angle du polygone ; c’est la seule quantité susceptible de varier dans la proportion, et de laquelle
dépend la valeur de l’inconnue x, rayon du cercle inscrit.
Supposons qu’on veuille déterminer le volume d’un prisme qui aurait pour base un hexagone régulier dont le côté serait de 7 mètres, son quarré de 49 mètres, et qui aurait 24 mètres de hauteur. D’après le premier principe et la première règle ( pages 9 et 10), pour la surface de l’hexagone régulier, on trouvera (25980762) X 49== 127,3057338, multipliant par 24, hauteur de ce prisme, il vient (127,3057338) X 24 — 5055,5376112, pour le volume du prisme hexagonal.
RÈGLE GÉNÉRALE. Pour trouver le volume dun prisme ayant pour base un polygone régulier semblable à l’un de ceux dont la surface est donnée par la table précédente, il faut d'abord multiplier la surface du polygone, fournie par la table, par le quarré du côté du polygone semblable, qui est la base du prisme, puis multiplier ce résultat par la hauteur du prisme.
= » °\ Des pyramides régulières.
Les pyramides ont été définies, page 7 ; nous donnons (PI. 14, 16 et 18) les développemens des trois premières pyramides régulières.
Pour obtenir la représentation d’une pyramide il faut, dans la figure, relever les triangles de manière à ce que leurs bases viennent se réunir autour du poly-
gone régulier qui est ombré par des hachures. |
Le volume d'une pyramide est égal au produit de la surface de sa base par le tiers de sa hauteur.
RèGze GÉNÉRALE. Pour avoir le volume d’une pyramide ayant pour base un polygone régulier semblable
| 23 à l’un de ceux dont la surface est donnée par la table, page 21, il faut d'abord multiplier la surface du polygone, fournie par cette table, par le quarré du côté du polygone semblable, qui est la base de la pyramide, puis multiplier ce résultat par le tiers de la hauteur de la pyramide.
Des troncs de pyramides régulières.
Supposons que les trois pyramides qui ontété considérées soient coupées par des plans parallèles à leurs bases, il en résultera des troncs de pyramides régulières, dont on voit les rabattemens (PI. 15, 17, et19).
Pour obtenir la représentation d’un tronc de pyramide, il faut relever la figure autour de la base inférieure et faire tourner ensuite la base supérieure, jusqu’à ce que les deux bases ombrées par des hachures soient devenues parallèles.
Le volume d'un tronc de pyramide régulière à bases parallèles, est égal à la somme des bases parallèles, augmentée de la moyenne géométrique entre ces deux bases, et multipliée par le tiers de la hauteur du tronc de pyramide *,
_ Si le tronc de pyramide régulière a pour bases des polygones réguliers, contenus dans la table, page 27, on en déduira, comme ci-dessus, les surfaces des bases.
* Si l’on désigne par H la hauteur d’un tronc de pyramide à bases parallèles, par B la surface de la base inférieure, et par b la surface de la base supérieure, la moyenne géométrique entre les surfaces de ces deux bases sera W/B X 4; pour le volume du tronc de pyramide à bases parallèles on aura donc
(B+0+VBX0)x SH.
Du cône droit.
Le cône droit est un corps arrondi terminé en pointe et ayant pour base un cercle, page 8 : ce corps présente l’aspect d’un pain de sucre.
On peut concevoir que le cône droit soit formé par la révolution d’un triangle rectangle tournant autour d’un côté de l'angle droit supposé fixe; Pautre côté de l'angle droit, qui est mobile, décrit le cercle de la base, tandis que l’hypoténuse engendre la surface latérale du cône droit.
L’axe , ou la hauteur d'un cône droit, est le côté fixe autour duquel le triangle rectangle fait sa révolution.
L’extrémité, ou la pointe, qui termine ce corps se nomme le sommet du cône. |
L’apothème, ou le côté du cône, est la droite menée du sommet à l’un des points de la circonférence de la base; cette droite est donc l’hypoténuse qui engendre la surface latérale d’un cône droit.
Section d'un cône droit par un plan mené suivant l'axe.
La droite EF (PI. 20) est le diamètre du cercle qui est la base du cône; les triangles mixtilignes *, ACB, GIE, représentent le développement de la surface latérale de chaque moitié de cône; les triangles égaux ACD, HIK, sont la section commune à chaque moitié du cône, qui résulte du plan mené suivant l'axe et le
* Cn entend par triangle mixtiligne celui qui a parmu ses côtés une ou deux lignes courbes.
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diamètre EF ; les points L, M, servent de charnières, sur chacune OA se de la fi igure correspondante; enfin le cercle ELFM, base du cône, est la partie fixe autour de laquelle on forme le corps.
Pour avoir la représentation du cône (PI. 20), on relèvera la figure ADCBL sur le demi-cercle ombré ELF, en la faisant tourner suivant le point L, comme charnière; puis on courbera le triangle ACB, jusqu'a ce que l'arc ALB s'applique sur l’arc ELF, dont il est le développement: par conséquent le point A viendra en E, et Ben F; on fera ensuite mouvoir le triangle ACD autour du côté AC, de maniere que la base AD coïncide avec le diamètre EF, qui lui est égal , et le côté DC avec son égal BC; alors une moitié du cône sera formée.
On formera l’autre moitié avec GIKHM, en faisant d’abord tourner le triangle HIK sur le côté HI, jusqu'à ce que HK devienne sensiblement parallèle EF; on relèvera ensuite cette moitié de la figure en la faisant tourner sur le point M, comme charniere, et l’on courbera le triangle GIH jusqu'a ce que l’on amène GenEetHenF, de telle sorte que les côtés IG, IK, égaux entre eux, se réunissent ; enfin les trois côtés CB, CD et IH coiïncidant, ainsi que les côtés CA, IG et IK, il s'ensuit que les points Cet I se réuniront en un seul, qui sera sommet du cône. On obtient ainsi le relief de ce corps.
Section d'un cône droit par un plan parallèle à la base.
Le petit cercle ombré HE (PI. 21) représente la section du cône par_un plan parallèle à la base, qui est le grand cercle ombré DB; la figure ADCGEF donne le développement de la surface latérale du tronc de cône, dont la base ombrée DB se trouve être la partie fixe sur laquelle on établit le corps.
_ On aura la représentation de ce tronc du cône en relevant la figure CGEHFA sur le pot D, comme charnière, et en pliant l'arc DA autour de l'arc DB, dont il est le développement: il s'ensuit que le point À viendra en B; l'arc DC se placera de la même maniére autour du grand arc DB, de sorte que le point C viendra en B pour se réunir au point À ; ensuite rapprochant les points F et G pour faire coïncider les droites AF et CG; faisant enfin tourner le petit cercle HE sur le point E, comme charnière, jusqu’à ce que les trois Points, Get H soient réunis; on formera le tronc d’un cône droit à bases AIME , où l'on yoitque le petitcercle HE est eneffetla section du cône.
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Section d'un (one droit,
par un plan oblique.
Section d'un cône droit par un plan oblique.
La courbe fermée IK (PI. 22) qui résulte de l’intersection d’un cône droit par un plan oblique, se nomme ellipse; la figure ABCHKG donne le développement de la surface latérale du tronc de cône, et la base BDEF est la partie fixe sur laquelle on forme le relief de ce corps.
Pour obtenir la représentation du tronc du cône, il faut d’abord relever la figure AGKIHC sur le point B, comme charnière, et la plier de manière que les arcs BA et BC s'appliquent sur BDE et BFE, lesquels arcs étant égaux, les points À et C se réuniront au point E; puis on fera coïncider les droites AG et CH; enfin on fera mouvoir l’ellipse IK sur le point K, pour fermer la partie supérieure, et alors les points G, Het I coïncideront. Il devient palpable que la section d’un cône droit par un plan oblique est une ellipse.
Section d'un cône droit par un plan parallele à une génératrice.
La courbe GIH, qui pourrait s'étendre indéfiniment au-delà des points G et H à mesure que le cône augmenterait, est nommée parabole (PI. 23); c’est le ra- : battement de la section du cône par un plan parallèle à une génératrice; la figure ACBEFD est le développement de la partie restante de la surface latérale, et le segment de cercle GFH, qui est fixe, fait partie de la base du tronc de cône. |
On formera le tronc de cône en relevant d’abord la figure DACBE sur le point F, comme charnière, et en la courbant de manière à ce que les côtéségaux CA et CB soient réunis ; alors les points À et B se confondent; ensuite on courbera régulièrement la partie DFE jusqu’à ce que l’arc FD s'applique exactement sur l’arc FG et l'arc FE sur l'arc FH ; enfin on relèvera la parabole GIH, en la iournant sur GH et en ayant soin que le point I rencontre la coïncidence des points À et B; les moitiés de parabole IG et IH se réuniront de même avec les lignes AD et BE. Ce qui fait voir que la section, faite par un plan parallèle à un côté, ou génératrice d’un cône, est une parabole.
Section d'un Cone droit.
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Section d’un cône droit par un plan parallèle à l'axe.
La manière de relever la figure (PI. 24) est la même que pour la précédente; on réunira d’abord les points EetF, on arrondira la partie ACB en amenant le point À en Get le point B en H; on tournera sur GH l’kyperbole GIH, jusqu’à ce que son sommet I se réunisse à la coïncidence des points E et F ; enfin les parties IG et IH del’Ayperbole se confondrontavecleslignes EA et FB. La section d’un cône, par un plan parallèle à l'axe, présente ainsi une courbe nommée hyperbole.
REMarQuE. Dans les notes suivantes, destinées aux personnes qui connaissent la trigonométrie rectiligne, nous allons donner les démonstrations et les détails de calculs qui nous ont conduit à la détermination des surfaces et des volumes des cinq polyèdres réguliers ; nous ne pensons pas que ces questions se trouvent résolues dans aucun ouvrage.
Simon VALETTE, dans sa 7 rigonométrie sphérique, publiée à Paris en 1757, a donné, pages 139, 140 et 141, la mesure des angles dièdres des polyèdres réguliers, calculés seulement avec les minutes ; cette approximation n’est pas suffisante pour en. déduire les volumes de ces corps.
TROISIÈME PARTIE
NOTES RENFERMANT LES DÉMONSTRATIONS ET LES DÉTAILS DES CALCULS NÉCESSAIRES POUR FORMER LA TABLE, DAge O, QUI SERT A TROUVER LES SURFACES ET LES VOLUMES DES CINQ POLYÈDRES RÉGULIERS.
Note sur le Tétraèdre régulier.
1° On propose de trouver la surface du tétraëdre.
Sozurion. Le tétraèdre étant régulier, pour avoir sa surface totale il suffira de déterminer celle de l’une de ses faces. Nous considérerons la face ABC (PI. 26, fig. 1 ), qui est, comme on sait, un triangle équilatéral. La surface d’un triangle étant égale à la moitié du produit de sa base par la hauteur; on connaît la base AB; on déterminera la hauteur CE, qui partagera AB en deux parties égales; connaissant la base et la hauteur du triangle ABC, on en pourra trouver la surface, qui, multipliée par 4, donnera la surface totale, composée de quatre triangles équilatéraux et égaux à ABC.
Dératz Du caLcuL. Puisque le tétraèdre est régulier, on a (PL 25, fig. 1) AP BC AD etc, À le triangle ABC a pour hauteur CE — ; on aura donc
surface ABC — : OR ( DE
11 s’agit de déterminer la hauteur k; le triangle rectangle BCE
6 Se tr ,/ge ./AE\ donne CE = h — Fc — BE° = BC° — =)
x a CT en:
=\ÿ/e mp7, Ho V£e D ns substituant cette valeur de À dans l’équation (4), il vient a a _ nue | ER 2 FA = 7 .…. ji ); surface ABC — Re V3 4 V3);
pour avoir la surface totale on multiplie ce résultat par 4,
et l’on trouve
| A re x surf. du tétraèdre == 4 X surf. ABC = 4 x % V3 = a V/3.
Supposons que chaque arète soit égale à l’unité, alors AB = BG— AD = etc... —=a—1,etl'ona surface du tétraëdre = Y/3 — 1,7320508... (4).
2° On veut connaître le volume du tétraëdre régulier.
SOLUTION. On aura le volume de ce corps en multipliant la surface de la base par le tiers de la hauteur ; on a déjà trouvé la surface de la base, équation (3), il faut maintenant déterminer la hauteur DI de ce corps, qui sera donnée par la perpendiculaire DI, dont le pied I se trouvera au centre du triangle équilatéral ABC, et, de plus, le point I sera le sommet commun aux trois triangles, isocèles égaux, contenus dans le triangle ABC; on connaît la surface de ABC, en la divisant par 3 on aura celle de l’un des triangles isocèles, ABT; connaissant la surface et la base AB de ce triangle, on en déterminera la hauteur IE; ensuite, dans le triangle AET, rectangle en E , on connaît 1e côtés l'angle droit, ce qui fera connaître l’hypoténuse AI ; enfin dans le triangle AID, rectangle en I , l'hypoténuse AD et le côté AI sont connus, on en déduira DI, hauteur du tétraèdre.
DÉTAIL DU CALCUL. On aura e: surface Ai par l'équation (3), d’où surface ABI= ;ABC=— ee 5 x RUE 3... (H):
dans le triangle ABI dont on connaît la sur LA et la base AB—4, on pourra trouver la hauteur ET, au moyen de l’équation (5),
fa BL ES NAS CAT surface ris RS ;
PEU 2 np EE TES d’où l’on déduit EI Se LE =6V3...(6):
ensuite on déterminera AT ; car dans le triangle AET, rectangle en É, on connaît les côtés de l’angle droit, on aura donc
A VAE: + EI* prenant AE — È — - et EI se trouvant déterminé par
l l'équation (6), il vient
a1=\/ (2)+ (63) =Vr+Ex ol V3 Il ne reste plus qu’à considérer le triangle AID, rectangle
en 1: dans ce triangle AT est donné par l’équation (7), et AD est une arète du tétraèdre; on pourra donc enfin trouver DI=H,
qui sera la hauteur du corps; on trouve H — VAD°— AÏ°, mais AD — a, et AI étant donné par l’équation (7), il vient
n/a) = Va a xi=e 5. @,
les équations (3%) et ($) donnent la base et la hauteur du tétraèdre, on peut donc déterminer son volume,
Tr I
volume du tétraèdre ABCD —surf. ABC X 3
mettant pour surf. ABC et H, leurs valeurs, il vient
vol. tétraèdre ABCD=—Y a V3 >< 5 a VE dis — pe V2,
les arètes devenant l’unité, on a AB — BC = etc. = a = 1,
et l’on trouve
vol. tétraëdre ABCD = 2 ÿ/2= (1 14142136)=0,1178511.
Note sur l’'Hexaëdre régulier, ou Cube.
1° Trouver la surface de l'hexatdre régulier.
Sozurion. L’hexaëdre régulier (PI. 25, fig. 2) ayant sa sur< face composée de six quarrés égaux, il suflira d’avoir la surface d’une face, en la multipliant par 6 on aura la surface totale,
surf, hexaèdre ABCDEFGH = surf. ABCD X6=—(AB X BC) x6; les côtés sont égaux, posant AB = BC = a, on obtient surf. hexaèdre ABCDEFGH = surf. ABCD X 6 = a° X 6;
faisant a = 1, on trouve
surface de l'hexaëdre ABCDEFGH = 1 X6 = 6.
2° On veut avoir le volume de l'hexatdre régulier , ou cube.
Sozurion. L’hexaèdre régulier (PI. 26, fig. 2) étant un parallélépipède rectangle dont toutes les arètes sont égales, son vo— lume est égal au produit de la base par la Habtoue , OÙ au produit de trois arètes ; AREA AB RG CH ete 0), il vient
vol. hexaèdre ABCDEFGH — AB X< BC X< CH = a;, si l’on fait a—1, il s’ensuit que
volume de l’'hexaëdre ABCDEFGH — 1.
Note sur l’Octaëèdre régulier.
° Déterminer la surface de l'octaèdre régulier.
SoLuTIon. La surface de ce corps (PL.25, fig. 3) est composée de huit triangles équilatéraux égaux; connaissant la surface de l’un des triangles, en la multipliant par 8, on aura la surface totale de l’octaèdre régulier.
Dérarz pu caLcuz. L’équation (3), page 30 *, donne la surface de l’un des triangles, et l’on a
surface ABE=T 4324 CH):
multipliant par 8 pour avoir la surface totale, il vient
‘ surf. octaèdre ABCDEF = 8 X surf. ABE = 8 XX 2 V3 — 2 a W/3...(9);
supposant que les arètes soient égales à l’unité, on a
AB—BC=— BE — etc. — a — 1; l'équation précédente devient
surf. de l’octadre = 2/3 — 2% 1,7320508 — 3,4641016.
* Les équations auxquelles on renvoie , et dont on indique les pages , se rapportent à l’une des notes précédentes.
2° Trouver le volume de l'octaëdre régulier.
Sorurion. Dans l’octaèdre ABCDEF (PI, 25, fig. 3) les plans diagonaux, ABCD et BEDF, sont des quarrés égaux; l’un partage le volume de ce corps en deux pyramides quadrangulaires égales, ABCDE et ABCDF, ayant pour base commune le quarré ABCD et pour hauteurs ET, FT, qui sont égales comme étant chacune la moitié de la diagonale du quarré BEDF. La question se trouve donc réduite à déterminer le volume de l’une des deux pyramides quadrangulaires dont les arètes sont égales.
Déraiz pu caALcuc. Le volume de lune, ABCDE, de ces pyramides est égal à la surface de la base ABCD , multipliée par le _ tiers de la hauteur ET = H, qu’il s’agit de trouver ; cette hauteur est facile à déterminér, puisqu'elle est la moitié, ET, de la diagonale EF, du quarré BEDF, On a AB — BC = etc. = a ; ABCD étant un quarré, on a, surface ABCD — a X< a — @...("3); la hauteur H sera donnée par le triangle EDF, isocèle et rectangle en D, dans lequel on connaît les côtés de l'angle droit ; pour l’hypoténuse EF, il vient donc
EF — VDE' + DE =V'a +aæ—ay2, d'où + qu El= 113 AE La V/2,.. (4); on sait que
vol. pyramide ABCDE — surf. ABCD x 3H;
mettant à la place de ABCD et H leurs valeurs, fournies par les équations (%) et (4), it vient | vol. pyramide ARCDE = 4° X <E ay/2 = ai V/2..(5); doublant ce résultat, on aura le volume de l’octaèdre régulier: vol. octaèdre ABCDEF — 2 % vol. pyramide ABCDE ;
_à la place du volume de la pyramide ABCDE, substituant sa valeur donnée par l’équation (5), il vient
vol. octaèdre ABCDEF — 2 KX a V2 =; a V2... (G); en faisant a = 1, on trouve enfin vol. octaèdre— iVa= 3 (1,41421386) — 0 , 4714045.
Note sur l’Icosaèdre révulier.
1° On propose de trouver la surface de l’icosatdre.
SoLüTion. La surface de ce corps ( PI. 56, fig. 4) est composée de vingt triangles équilatéraux égaux; connaissant la surface de l’un des triangles et la multipliant par 20, on 4
surface de l’icosaèdré = 50 X surf. A’B'S’.
Déraïiz pu caALcuL. On à déterminé, pour le tétraëdre, page 30 équation {3), la surface d’une triangle équilatéral ; cé qui donne la valeur de surface A’B'S’; posant
A'B' — B'S = etc. — a, on trouve surf. icosaèdre — 20 X T3 == 6 aV/3; si l’on fait à — 1, il vient enfin surf. icosaèdre = 5 V/32=5(1,320508) = 8,660540..
2° On veut déterminer le volume de l’icosatdre.
SOLUTION. On peut considérer le volume de ce corps comme étant composé de vingt pyramides régulières égales, ayant chacune pour base l’une des faces de l’icosaèdre régulier et pour hauteur commune le rayon de la sphère inscrite. La question $e trouve ainsi ramenée à déterminer le rayon de cette sphère.
Pour faciliter la solution on enlève de l’icosaèdre (PI, 25, fig. 4) l’angle S’, composé de cinq faces : on obtient (PL. 25, fig. 6) une pyramide régulière pentagonale ABCDES dont toutes les arètes sont égales, et si l’on parvient à déterminer le rayon de la sphère tangente au milieu des faces triangulaires de cette pyramide, ce rayon sera aussi celui de la sphère inscrite dans l’icosaëdre régulier.
Pour trouver le centre de la sphère, par le point I, milieu de l’arète SB (PI. 25, fig. 5), on mène un plan qui lui soit perpendiculaire; ce plan passera par le centre de la sphère, et son intersection avec le pentagone ABCDE sera la diagonale AC ; l’angle AIC mesurera l’inclinaison des deux faces ASB et BSC ; les points de contact de la sphère devant se trouver au milieu
_de chacun des triangles, le milieu P du triangle équilatéral ASB,.
étant sur la droite AT perpendiculaire à SB, par ce point P il faut, au plan ABS, mener la perpendiculaire PO située dans le plan AIC et passant par le centre de la sphère ; on divisera ensuite l’angle AIC en deux parties égales par la droite OT, qui passera aussi par le centre de la sphère; donc le centre de la sphère devra se trouver à la fois sur les deux droites PO et OI, situées dans un même plan ; donc enfin le point O de leur intersection détermine le centre de la sphère tangente aux faces triangulaires de la pyramide ABCDES (fig. 5) ; le rayon PO est aussi celui de la sphère inscrite dans l’icosaèdre régulier (fig. 4). Le problème est ainsi résolu, puisque l’on connaît la surface de l’icosaèdre et le rayon R de la sphère inscrite, pour l’expression de son volume on a vol. icosaèdre — surf. icosaèdre + = R.
Dérarz pu caLcuz. La détermination numérique du volume de l’icosaèdre régulier ne peut s’obtenir au moyen des considérations employées dans les notes, pages 31 et 34, pour le tétraèdre et l’octaèdre; il faut maintenant faire usage de la trigonométrie rectiligne.
On déterminera d’abord la diagonale AC du pentagone réoulier ABCDE (PL. 25, fig. 5); dans le triangle isocèle ABC on connaît les côtés égaux AB, BC, l’angle compris, ABC, appartenant à un pentagone réoulier : on trouve 2.401 SC (5—2) _ 1803
5 NUS puisque le triangle ABC est isocèle, CAB — ACB, on a donc
2 9roits _ ABC —180° — 108°, d’où CAB — 1 720 = 36», on suppose, AB = BC = BS =—keic. = x; |
angle ABC — 10040);
on calculera AC au moyen de la proportion suivante, sin CAB : sin ABC :: BC : AC, substituant les valeurs numériques ci-dessus, 1l vient sin 36° : sin 108° :: 1: AC, comme le sinus d’un angle est égal au sinus de son supplément, on a, sin 109° = sin 72°, et la proportion devient sim 56%: Sin 29. hrt AGE
prenant les logarithmes, log. sin 72° — 9,9782063 compl. log. sin 36° — 0,2307813
somme — 10 — log. AC — 0,2080876 | \ AC = 1,6180339... (3);
maintenant il faut trouver l'angle AIC, qui mesure l’inclinaison des deux faces ABS et CBS ; dans le triangle isocèle AIG on connaît les trois côtés ; si l’on désigne par a, à, c, les côtés opposés aux angles À, I, C, et par p la demi-somme des trois côtés, on trouvera l’angle I au moyen de la formule connue, BR a D LE ad
AOC Ê prenant les logarithmes, il vient
ï Li] 2 sin 2 I
2 log sin + I—log (p-a) + log (p-c) + log (r-a) + log (r-c), mais, log (r—a)— compl. log a, et de plus ac, ilen résulte que l’équation précédente se simplifie de la manière suivante, 2 log sin 1 [ — 2 log (p—a) + 2 compl. log a; divisant par 2, ona % log sin : I= log (p — a) + compl. log a... (4),
formant la valeur p pour en déduire p — a, la valeur AI —IC a été trouvée, car AI n’est autre que CE (fig. 1), voyez page 30 équation (2), dans laquelle on fait a — 1 et l'équation (4)
page 31, donne ÿ/ 3; quant à la valeur de AC elle vient d’être calculée ; on a donc
AC = i — 1,6180339
AI = c = 0,866025/4 P — 1,6750423 IC = a — 0,8060254 a — 0,8660254 + c+a—3,350084{7, p-a— 0o,80901069,
D ne CN
substituant dans l’équation (4) les valeurs p - a et a, il vient log sin + I — log o,8690169 + compl. log 0,8660254, prenant les logarithmes, on trouve log 0,8090169 — 1,9070576 compl. log 0,8660254 — 10,0624694 log sin ! 1 — 9,9704270 21=: AIC = 60°5’41",375...(5 ); enfin dans le trianglé IPO, rectanglé en P, on vient de trouver l'angle OIP= ! AIC, et l'équation (6) page 31, donneEl, qui a même valeur que IP, en supposant les arètes égales à l’unité;
alors a — 1; il vient IP — : f/3 — 0,2886551.... (6); le triangle rectangle IPO fournit la proportion
r : tang OIP {: IP : PO,
les équations (5) et (6) donnant l’angle + AIG = OIP et IP; en substituant leur valeur, on a
r : tang 69°5’41",375 :: 02886751 © PO, prenant les logarithmes, log tang 69°5’41"355 —10,4179749 log 0,288675r —= 1,4604093 somme — 10 — log PO 2 18583842 R—PO = 0,7557608..1 (7); pour le volume de l’icosaèdre régulier on à vol. icosaèdre — surf. icosaèdre X + R ;
les équations (4) et (77) donnent la surface de l’icosaèdre et le rayon R de là sphère inscrite, substituant on a
vol, icosaèdre —(8,6602540) X 2 (0,7557605) ; effectuant les calculs, on trouvé enfin
volume de l’icosatdre = 2181692.
._.. 89 | Note sur le Dodécaèdre régulier.
1° On veut avoir la surface de ce polyédre régulier.
SocurTion. La surface de ce corps étant composée de douze pentagones réguliers égaux, lorsque la surface de l’un des pentagones sera connue, en la multipliant par 12 on aura la surface du dodécaèdre régulier.
Pour obtenir la surface du pentagone OEDMN (PI. 25, fig. 6) , il faut le décomposer en cinq triangles isocèles égaux, ayant pour bases les côtés OE, ED, etc., du pentagone régulier, et leur sommet commun sera au Loin T, centre de ce polygone ; si l’on mène sur le milieu de OE la AE RT, qui est la hauteur du triangle isocèle OTE, on a
surf. OTE = OE X £RT, d'où surf. OEDMN = 6 %X OE X 2RT, enfin surf, dodécaèdre = 12 X 5 X OE X 2 RT...(4);
le côté OE étant donné, on voit que pour résoudre la question il faut connaître la perpendiculaire RT.
Déraiz pu cazcur. On suppose (PI. 25, fig. 6) chaque arète du polyèdre égale à l’unité, on a
0E = ED = EA = etc. == 1..(2);
dans le triangle isocèle OTE on connaît la base OE— 1, et les angles ésaux TOE , TEO sont chacun la moitié de l’angle du
pentagone FAN l'équation (2), page 36, donne le moyen d’avoir l’angle TEO, et l’on trouve
TEO = SOED = 5108 = 54°... (8);
la perpendiculaire RT partage le triangle isocèle OTE en deux
triangles rectangles égaux , TRE et TRO, dans lesquels on con- _ naît la base et un angle aigu; on peut donc résoudre ces trian— gles ; considérant le triangle TRE rectangle en R, dans lequel ER =: 0E > 0,60, puisque OE =, et l'équation (3) donne, angle TEO angle TER — 64°, dé proportion suivante fora trouver RT; on aura r : tang TER :: ER : RT,
mettant les valeurs TER et ER, il vient r = fans 94214000 L'RT; prenant les logarithmes, on trouve
log tang 54° = 10,1387390
log ER — log 0,50 — 1,6989700
somme — 10 — log RT — :,8377090 RT — o0,68819096....(4);
substituant dans l’équation (4) les valeurs de OE et RT, on a surf. dodécaèdre — 12 X 5 X 1 XX + (0,68819006); effectuant les calculs, il vient enfin
surface du dodécaëdre — 20,6455288.....(h).
2° On veut déterminer Le volume du dodécaëdre régulier.
Sozurion. On peut considérer ce corps comme étant composé de douze pyramides pentagonales régulières et égales, ayant chacune pour base l’une des faces du dodécaèdre, et pour hauteur commune le rayon de la sphère inscrite ; le volume de ce polyèdre sera donc égal à sa surface multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite, ce qui donne
Lé « # ERP # LI À I A vol. dodécaèdre = surf. dodécaèdre X + R... (6);
la surface du dodécaèdre étant donnée par l’équation (5), il. faut, pour résoudre la question, connaître le-rayon R de la sphère inscrite.
La sphère inscrite touchera en son milieu chacune des faces du polyèdre (PL. 25, fig. 6); si donc du point T, milieu della face OEDMN, on mène TS perpendiculairement à ce pentagone, cette perpendiculaire TS contiendra le centre de la sphère inscrite ; il ne reste plus qu’à trouver une seconde droite qui con— tienne aussi le centre de cette sphère; à cet effet, par le point R, milieu de l’arète OE, on mène un plan perpendiculaire à cette arète, ce plan passera par les points F et M, également éloignés des extrémités de l’arète OE, et l’angle plan FRM mesurera l’angle dièdre des deux faces OEDMN et OEAFP, menant: la droite RS de manière à ce qu’elle divise l’angle FRM et deux
parties égales, cette droite RS contiendra le centre de la sphère inscrite; en effet, les deux droites RM et RF, situées dans un même plan, sont tangentes à la sphère ; il s'ensuit donc que la droite RS, qui divise l’angle FRM en deux parties égales, passe nécessairement par le centre de la sphère inscrite, dont le rayon R — TS.
Déraiz Du carcuz. Avant de déterminer l'angle dièdre FRM (PI. 25, fig. 6 ), il faut résoudre le triangle isocèle FOM, dans lequel on parvient facilement à connaître les côtés OM, OF, et l’angle compris FOM , ensuite les autres parties de ce triangle peuvent être connues. Si l’on mène les diagonales OF, FH, EK, etc., elles formeront un nouveau pentagone régulier FHKMO ; dans ce pentagone les angles et les côtés seront connus au moyen des équations (9) et (3), pages 36et37,ona
FOM = 108°, OF — OM —,1,6180339... (7),
puisque le triangle FOM est isocèle, Jes angles OFM et OMF sont égaux et faciles à trouver ; en effet,
2 fois angle OFM — 180° — FOM = 180° — 108°— 72°, d’où l’ontire, angle OFM =: 72° = 36°.....,,.(S); quant au côté FM, il est donné par la proportion suivante,
sin OFM : sin FOM :: OM: FM; les équations (7 ) et (8) donnent OM, FOM et OFM, d’où sin 36°: sin 108° :: 1,6180339 : FM; | comme le sinus d’un angle est égal au sinus de son supplément, il s’ensuit que, sin 108°— sin 72°; prenant les logarithmes, on a log sin 72° = 9,9782063 compl. log sin 36° = 0,2307813 log 1,6180339 — 0,2089856 somme — 10 = log FM — 04179752 FM = 2,61803355... (9);
ainsi dans le triangle isocèle FRM on connaît déjà le côté FM,
il faudrait déterminer l’angle FRM ; mais il faut avant chercher
les côtés égaux RF et RM ; pour obtenir RM, on observe que le
A2 | point T étant le centre du pentagone OEDMN, on a TE — TM, d'où RM = RT + TM = RT + TE... (40), l'équation (4) faisant connaitre RT, ER , il ne reste plus qu'à trouver TE au moyen du triangle ERT, rectangle en R ; on a TE — RT°+ ER’, les équations (4) donnant les valeurs de RT, ER et leurs logarithmes, il vient HER DE-E lo RTE (1,8377090) — 1,6754180 ; passant aux nombres, on trouve RT* — 0,47360687 ER? — (0,50}° — 0,25000000 TE — RT° + ER° — 0,72360687; prenant les logarithmes, on a log TE — : log TE’ = : log 0,72360687 log TE — = (1,8595027) — : (— 0,1404973) log TE — — 0,0702486,
EE 6, D20D)000 EL de ART ee (4 4); substituant dans l’équation (4 0) les valeurs RT et TE tirées des équations (4) et (44), il vient RM = 0,68819096 +: 0, 85065098 — 1,53884194... (12); ans le triangle isocèle FRM Îles trois côtés sont maintenant connus, et l’on pourra calculer l’angle FRM, qui mesure l’inclinaison des deux faces OEDMN et OEAFP ; on emploiera la formule suivante dans laquelle p représente la demi-somme des trois côtés; on a
A2 à — (@—RF) (p—RM)r prenant les logarithmes, il vient
2 log sin 5: FRM — log (p—RF) + log(p —RM) + log G—RF)+ log (r—RM),
mais log (r—RM) = compl. log RM, et le triangle FRM étant isocèle, on à RF — RM; la formule se simplifie de la sorte,
2 log sin : FRM=—210g (p —RM)+ 2 compl. log RM; . divisant par 2, il vient log sin = FRM = log (p — RM) + compl. log RM. (13); formant la valeur de p, pour en déduire celle de p — RM, les équations (9) et (12) donnent
FM = 2,61803375 RF — 1,53884194 P = 2,84785881 RM — 1,53884194 RM — 1,53884194 2p = 5609571763, p — RM — 1,30901687; P = 2,84785881r,
substituant ces valeurs dans l’équation (43), elle devient log sin + FRM = log 1,30901687 + compl. log 1,53884194; prenant les logarithmes, on a log 1,30901687 — 0,1169453 compl. log 1,53884194 — 9,8128060 log sin: FRM — 9,9297513 2 FRM — 58°16’57",08... (4 4); on pourra donc maintenant déterminer le rayon TS de la sphère inscrite; pour cela on considère le triangle RTS, rectangle en T, situé dans le plan du triangle FRM, et qui donne la pro-
portion suivante, r : tang TRS :: RT: TS; substituant la valeur de RT et celle de TRS —2FRM, fournies par les équations (4) et (14), il vient r : tang 58°16/57",08 :: 0,68819096 : TS; prenant les logarithmes, on trouve log tang 58°16/57",08 — 10,2089875 log 0,68819096 — 1,8377090 somme — 10 — log TS — 0,0466965 TS =" 1,113016154. (Ab);
les équations (5) et (45) donnent la surface du dodécaèdre
et le rayon R de la sphère inscrite : en substituant ces valeurs dans l'équation ((G), il vient
vol. dodécaèdre — (20,6455288) X 2 (1113516154); effectuant, on trouve pour résultat volume du dodécaëdre = 7,663117b.
REMARQUE. On a placé la note sur l’Icosaèdre avant celle relative au Dodécaëdre, attendu que ce dernier polyèdre est plus compliqué dans ses solutions.
AVIS AU RELIEUR
Sur les vingt-cinq planches qui font partie de cet ouvrage, les vingtquatre premières, qui sont imprimées sur carton et par couple, doivent être placées dans le texte ; quant à la vingtcinquième et dernière planche, qui est imprimée sur papier avec allonge pour sortir du volume, elle sera placée à la fin. On emploiera du carton collé format de quarré ayant de quatre à cinq feuilles, les trois cuivres contenant les sections du cône seront tirés sur un carton plus mince ayant trois feuilles, un quart pour chaque cuivre ; on affleurera en haut et d'un côté, afin de rogner après l'impression la frange du carton en bas et de l’autre côté en suivant l’empreinte de la marge des cuivres.
Les figures étant découpées comme nous l'avons indiqué dans l'avertissement, on observera les dispositions suivantes : 10 il faudra d’abord couper à moitié chaque feuille de carton qui contient un couple de planches, suivant la ligne de séparationçonsidérée comme charnière; ensuite on pliera chacun de ces couples de mamière que les planches soient à l'extérieur et se succèdent par ordre de numéros ; enfin dans Yintérieur du revers de chaque couple de planches on mettra un quart de feuille de papier blanc commun pour éviter que les découpures ne viennent à s emboîteret ne se déchirent.
20 On placera d’abord le texte et chaque conple de planches dans l’ordre suivant : les premières pages du texte jusques et y compris la page 12, seront disposées comme l’indiquent les signatures; puis viendra le couple des planches 1 et 2 : la planche 1 sera en regard de la page 12, et la planche 2 én regard de la page 13; dans le quart de feuille signé 2*, on mettra les planches 3 et 4 ; ensuite viendra le couple des planches 5 et 6; dans Le quart de feuille signé 3, on mettra les planches 7 et 8, de sorte’que la page 20 soit en regard de la planche gaccouplée à celle 10; puis viendront les planches 11 et 12, mises dans le quart d’une feuille de papier collé blanc, pour empêcher que les figures ne se déchirent ; à la suite se trouvera le couple des planches 13 et 14 ; les planches 15 et 16 seront aussi dans un quart de feuille de papier collé ; viendront ensuite les planches 19 et 18; après elles suceëdera le quart de feuille signé 3* ; il sera suivi des planehes 19 et 20 ; dans le quart de feuille signé 4, on placera les planches 21 et 22;en regard de la page 28, sera la planche 23 du dernier couple contenant celle 24; enfin, aprèsla planche 24 viendront les feuilles signées 4*, 5, G avec la 25me et dernière planche imprimée sur papier, et placée en regard de la page 44 : le tout composera dix-neuf cahiers,
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