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THÉORIOUE ET PRATIOUE
AVANT-PROPOS
Ce n'est qiie depuis un petit nombre d'années que Ton s'occupe sérieusement, en France, de créer un enseignement industriel , et que Ton a reconnu la nécessité de deux directions dans l'élude des mathématiques : Tune spéculative, ou de théorie pure; Vautre positive, ou de théorie appliquée. Tel a été cependant le mouvement des esprits dans le court espace de temps dont nous parlons, que cette division des études, objet alors de quelques vœux isolés, vient d'être solennellement proclamée par Tadministration elle-même, et régulièrement introduite dans les établissements universitaires.
Nous avions prévu ce progrès des idées; et nous serions fier d'y avoir contribué poiu* une si faible part que ce fût, en publiant, il y a huit ans, cette Géométrie théorique et pratique.
« Jusqu'ici, disions-nous alors, les traités de Géométrie les plus « estimés appartiennent à l'enseignement spéculatif. Les appli- « cations y sont rares et de peu d'importance; les développe- « ments les plus larges ont été donnés, au contraire, à la méta- « physique de la science. Les ouvrages dont nous parlons sont, « en effet , presque spécialement écrits pour les candidats à « l'École polytechnique.
« Parmi le petit nombre de traités de Géométrie , appartenant « à l'enseignement positif , qui ont été publiés jusqu'à présent, « aucun ne nous parait avoir rempli d'une manière satisfaisante > les conditions de cet enseignement.
u Selon nous, un traité de Géométrie théorique et pratique, «* doit être complet et rigoureux sous le rapport de la théorie, « sans tomber dans des subtilités méticuleuses; et abonder « en applications intéressantes , sans trop entrer dans les dé- - tails techniques. Il doit, enun mot, ne donner que la partie . utile de la théorie, n'offrir que des applications utiles. »»
H AVANT-PROPOS
Ce que nous disions à cette époque, nous pouvons le répéter aujourd'hui; car, d'une part, aucune publication nouvelle n'est venue nous disputer la position que nous avions prise; de Tau- Ire, notre opinion s'est affennie de tout l'appui qu'elle a trouvé dans le public et dans TUniversité même. C'est au lecteur à juger si nous avons nous -même rempli les conditions de notre pro- ^amme.
En parcourant la table analytique des matières jointe à ce volume, on se fera une juste idée de l'ordre que nous avons adopté dans l'exposition de la théorie , et des principales applications que l'ouvrage renferme.
Ces applications sont de trois espèces : les unes ne sont que des exercices numériques sur les théorèmes relatifs aux mesures; d'autres offrent des exemples puisés dans les phénomènes naturels, et propres à éclaircir certains points de théorie; les dernières enfin sont destinées à faire connaître les usages les plus importants des principes théoriques, et à réunir autour de ces principes le plus grand nombre possible de notions utiles. Les principales sont empruntées au dessin linéaire, dans son acception la plus large, au lever des plans, à l'arpentage et au partage des terres , à la mesure des bois de construction et aux procédés du jaugeage, à la gnomonique et à la perspective. Les autres ont été prises dans la charpente, dans la coupe des pierres, dans l'art de bâtir, dans la théorie des ombres, dans la géographie, dans la cristallographie, et quelques-unes dans la mécanique.
Les ouvrages que nous avons le plus fréquemment consultés sont : pour la théorie, la Géométrie de Lacroix , celle de Legendre, et surtout celle de notre ancien camarade et ami, M. Vincent; pour les applications, les Traités de dessin linéraire et d'arpentage de M. Lamotte, la Géométrie de M. Desdouits, et celle de M. Bergery.
Cette troisième édition ne diffère guère de la seconde que par le format; mais ce changement, réclamé par l'usage , peut être considéré comme une amélioration. Nous avons maintenu l'emploi de deux caractères typographiques : tout ce qui est d'une importance secondaire, soit dans la théorie, soit dans les applications, et peut, par cela même, être omis sans inconvénient à une première lecture, a été composé en plus petit caractère. Nous es-
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pérons que les élèves et les professcui's nous sauront gré do leur avoir épargne la peine de faire eux-mêmes cette distinction.
Nous avions primitivement écrit cette Géométrie théorique et pratique pour les Écoles normales primaires, pour les Écoles industrielles , et particulièrement pour les candidats à TÉcoIe centrale des arts et manufactures.
Mais sa place n'est nulle part plus nettement marquée que dans renseignement spécial qui vient d'être ajouté au cadre des études universitaires : Tesprit dans lequel notre ouvrage est conçu , les méthodes dont nous avons fait usage , tout se réunit pour nous faire penser qu'il répond d'une manière complète aux besoins de cet enseignement, que nous avions, pour ainsi dire, prévu et devancé.
Nous osons donc espérer que notre livre trouvera quelques lecteurs de plus ; et que, dans tous les cas , cette troisième édition sera accueillie par le public avec la même faveur que les précédentes.
THÉORIOUE ET PRATIQUE.
INTRODUCTION
i. Chaque corps occupe une certaine portion de l'espace sans bornes qui nous environne. L'étendue de cette portion de l'espace est ce qu'on nomme le volume du corps.
Tout corps est séparé du reste de l'espace par une limite que l'on nomme surface de ce corps. L'étendue d'une surface est ce que l'on nomme son aire.
Il y a des corps qui ne sont limités q^e par une seule et même surface; d'autres sont limités par plusieurs surfaces distinctes. Dans ce cas, ces surfaces se rencontrent deux à deux, et leur limite commune est ce que l'on nomme une ligne. L'étendue d'une ligne se nomme sa longueur.
Il y a des surfaces qui ne sont limitées que par une seule et mémo ligne ; d'autres sont limitées par plusieurs lignes distinctes. Dans ce cas, ces lignes se rencontrent deux à deux, et leur limite commune est ce que l'on nomme mu point. Un point n'a pas d'étendue.
2. Quoique l'idée de surface ne nous soit venue que de la limite des corps, une fois cette idée acquise, rien n'empêche de considérer ces surfaces indépendamment des corps auxquels elles appartiennent, et d'imaginer même des surfaces qui n'appartiennent à aucun corps.
De même, quoique l'idée de ligne rappelle la limite des surfaces, on peut considérer les lignes abstraction faite des surfaces auxquelles elles appartiennent, et imaginer même des lignes qui n'appartiennent à aucune surface.
INTRODUCTION
Enfin , bien que Tidée de point se rattache à la limite des lignes, on peut considérer les points indépendamment des lignes auxquelles ils appartiennent , et imaginer même des points qui n'appartiennent à aucune ligne.
5. On peut, par la pensée, faire passer dans Tintérieur d'un corps une infinité de surfaces diiërentes; c'est-à-dire que l'on peut, d'une infinité de manières différentes, diviser un corps par la pensée en deux parlies qui aient pour limite commune une de ces surfaces. On réalise jusqu'à un certain point cette abstraction quand on divise un corps à l'aide d'un instrument tranchant; mais cet instrument a toujours une épaisseur appréciable , tandis que les surfaces à l'aide desquelles nous divisons les corps par la pensée doivent être considérées comme n'ayant rigoureusement aucune épaisseur.
On peut aussi diviser mentalement une surface par une infinité de lignes différentes, et l'on réalise cette abstraction jusqu'à un certain point en traçant réellement une ligne sur celte surface ; mais cette ligne tracée a toujours une largeur appréciable, tandis que les lignes à l'aide desquelles nous divisons une surface par la pensée n'ont rigoureusement aucune largeur.
Enfin, les points que nous marquons sur une ligne ont toujours une étendue appréciable , tandis que l'on peut concevoir sur une même ligne une infinité de points différents, n'ayant rigoureusement aucune étendue.
4. Il existe des lignes d'une infinité d'espèces différentes; mais il en est une qui mérite une attention particulière : un fil tendu , quand on fait abstraction de son épaisseur, en offre une image assez précise. Cette espèce de ligne est ce qu'on nomme une ligne droite, ou par abréviation une droite. On en donne la définition suivante : La ligne droite est la ligne la plus courte qu'on puisse mener d'un point à un autre.
Quoique cette définition semble assigner des bornes à la ligne droite, rien n'empêche de prolonger indéfiniment cette ligne par la pensée au delà des deux points qui lui servent de limites ; et c'est toujours d'une ligne droite indéfinie que l'on parle, quand on n'exprime pas formellement le contraire.
Une ligne composée de différentes portions de ligne droite, forme ce que l'on nomme une ligne brisée; les portions de ligne droite dont elle se compose sont ses côtés.
Une ligne brisée composée d'une infinité de cdtés infiniment pe-
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tits, OU , en d'autres termes , une ligne dont aucune partie appréciable n'est rigoureusement droite , est ce qu'on nomme une lign$ courbe, ou par abréviation une courbe.
tt. Il existe aussi des surfaces d'une infinité d'espèces différentes; mais il en est une qui est particulièrement digne de remarque : la surface d'une eau tranquille de peu d'étendue en offre un exemple. Cette surface est ce tju'on nommé une surface plane, ou simplement un plan. On en donne la définition suivante : Un plan est une surface sur laquelle une ligne droite peUt s'appliquer exactement dans tous les sens.
Les surfaces planes que l'on considère dans la pratique ont nécessairement une étendue limitée; mais rien n'empêche de les pro-* longer indéfiniment en tous sens par la pensée ; et c'est toujours d'un plan indéfini que Ton parle, quand le contraire n'est pas for-* mellement exprimé.
Une ligne courbe ou brisée est A\\jd plane quand tous ses points sont dans un même plan.
Une surface composée de différentes portions de plan, forme ce que Ton nomme une surfate brisée; les différentes portions de plan qui la composent se nomment ées faces.
Une surface brisée composée d'une infinité de faces infiniment petites, ou, en d'autres termes, une surface dont aucune portion appréciable n'est rigoureusement plane , forme ce que l'on appelle une surface courbe.
6. Les lignes, les surfaces et les corps peuvent être étudiés, ou sous le rapport de la forme , ou sous le rapport de l'étendue. La science qui a pour objet cette étude est la Géométrie.
Parmi les modifications nombreuses que la main de l'homme .fait subir aux productions de la nature, Tune des plus fréquentes est celle qui se rapporte à l'étendue et à la forme des corps. C'est ainsi que les bois, les pierres, les métaux, dont les usages sont si variés, sont tour à tour divisés, façonnés, assemblés de mille manières, suivant les besoins de l'industrie. Cette remarque sufQrait pour faire sentir l'utilité de la Géométrie. Mais ce n'est pas seulement aux procédés et aux produits des arts que ses principes sont applicables : l'astronomie, la géographie, la géodésie, l'arpentage, l'art de la guerre et celui de la navigation, la physique, la mécanique, et plusieurs autres sciences, tirent des considérations géométriques un secours aussi puissant qu'indispensable.
7. ^ôtiir étudier là tottùe et mesurer l'étendue des corps, la Géo-
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métrie commence par faire abstraction de toutes leurs autres propriétés; elle n'a égard ni à leur couleur, ni à leur poids , ni à leur degré de dureté ou de mollesse, etc.; et ce qu'elle nous enseigne relativement à une certaine forme ou à une certaine étendue, peut s'appliquer à tous les corps qui ont cette étendue ou cette forme , quelles que soient d'ailleurs leurs natures diverses.
8. On divise la Géométrie en deux parties principales, savoir : la GÉOMÉTRIE PLANS et la GÉOMÉTEiE DANS l'espacb. La première partie a pour objet les propriétés des lignes qui ont tous leurs points dans un même plan , la forme des surfaces planes limitées , et la mesure des longueurs et des aires qui en dépendent. La seconde partie s'occupe des propriétés des surfaces et des lignes en général, de la forme des corps , et de la mesure des aires et des volumes qui s'y rapportent.
0. Avant d'entrer en matière, il nous reste à donner l'explication de quelques expressions et de quelques signes usités en Géométrie.
On nomme axiome une vérité évidente par elle-même , et qui n'a pas besoin de démonstration.
On nomme théorème une vérité qui, pour devenir évidente, a besoin du secours d'une démonstration.
On nomme postdlatcm ou demande une vérité moins évidente qu'un axiome, mais qu'on peut néanmoins demander d'admettre sans démonstration.
Un LEMME est un théorème préparatoire, destiné à faciliter la démonstration d'un théorème plus important.
Un COROLLAIRE cst uuo vérité accessoire qui ressort de la démonstration d'un théorème.
Un PROBLÈME est une question qu'il s'agit de résoudre en s'appuyant sur des théorèmes précédemment établis.
Les théorèmes, les corollaires, les demandes, les lemmes et les problèmes se désignent aussi sous le nom commun de propositions.
10. Les lignes, les surfaces, les corps, se représentent par des figures. Les différents points d'une même figure se distinguent les uns des autres par des lettres de l'alphabet placées à côté de ces points : on dit ainsi le point À, le point B, etc. (fig. 1).
On désigne généralement une ligne par les lettres qui correspondent à deux de ses points : on dit ainsi la ligne ÂB, pour indiquer celle qui va du point désigné par A au point désigné par B. Si plusieurs lignes passent par ces deux points , il devient nécessaire de les distinguer par une troisième lettre; on dira, par exemple, la
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ligne àCB, la ligne ADB; en réservant AB pour la ligne droite qui joint les points A et B. On distingue d'une manière semblable les surfaces et les corps. Quelquefois on représente par une seule lettre une longueur, une aire, un volume; cette convention est toujours énoncée dans le texte.
Lorsqu'on a employé certaines lettres A, B, C, etc., pour désigner certains points ou certaines étendues, si Ton veut désigner des points ou certaines étendues analogues, on emploie les mêmes lettres accentuées k\ B', C, etc., qui se prononcent A prime, B prime, Cprime, etc. ; quelquefois on a recours aux mêmes lettres chargées de deux accents A''', B'^ C'^ etc.; elles se prononcent A seconde, B seconde, etc. Avec trois accents A^, B'^, C, etc., elles se prononcent A tierce, B tierce, et ainsi de suite.
On emploie aussi des lettres minuscules conjointement avec des majuscules; on les distingue alors, dans le discours, par le mot grand placé devant les majuscules, et le mot petit devant les minuscules. Les expressions ABCD, abcd, s'énonceraient ainsi : grand ABCD, petit abcd.
il. On se sert en Géométrie de quelques signes abréviatifs empruntés à Talgèbre, mais usités presque tous en arithmétique ; nous allons les rappeler succinctement.
Le signe = se prononce égale, et indique l'égalité des quantités qu'il sépare. Ainsi A=B signifie que A égale B.
Le signe -)- se prononce plus, et indique l'addition. Ainsi A -j- B signifie A augmenté de B.
Le signe — se prononce moins, et indique la soustraction. Ainsi A — B signifie A diminué de B.
Le signe X se prononce multiplié par, et indique la multiplication. Ainsi AxB signifie A multiplié par B.
Le signe : se prononce divisé par, et indique la division. Ainsi A : B signifie A divisé par B. On se sert dans le même sens de la notation ^, qui rappelle celle des fractions.
Les parenthèses ( ) représentent le.résultat des opérations qui ne sont qu'indiquées sur les quantités qu'elles embrassent. Ainsi (A+B— C) XD signifie qu'à A il faut ajouter B, retrancher C de cette somme , et que c'est le résultat de ces opérations qui doit être multiplié par D.
Les expressions A*, Âff, etc., désignent la seconde puissance, soit
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de la quantité représentée par à, soit de la ligne représentée par AB, etc.
Les expressions A', ÂF, etc., indiquent de même la troisième puissance de A_ou de AB.
Le signe ^ indiqua la racine carrée de la quantité placée audessous. Ainsi v/ABxBC exprime la racine carrée du produit de ABparBC.
Le signe )/ indique la racine cubique de la quantité placée audessous. Ainsi v^A-}"B exprime la racine cubique de la somme de A et de B.
Le signe >- se prononce p/u^ grand que, et indique que la quantité placée à sa gauche est plus grande que celle qui est placée à sa droite. Ainsi A>B, signifie que A est plus grand que B.
Le signe <C se prononce plus petit que, et indique que la quantité placée à sa gauche est plus petite que celle qui est placée à sa droite. Ainsi A<CB signifie que A est plus petit que B.
L'étude de la Géométrie ne suppose d*aîlleurs d'autres connaissances préliminaires que celle de Tari thmé tique, comprenant les proportions, et Textraction des racines carrées et cobiques.
^oia. Les numéros placés entre parealtitees ( ) ladi^eat les reBToU \ dés propositions précédentes.
GÉOMÉTRIE PULNE.
PREMIÈRE SECTION
CHAPITRE PREMIER
DK LA LI6NC DROITE.
ifi. ÂxiOMB. D'un point à un autre on ne peut mener fu'une seule ligne droite, ou , en d'autres termes , parmi toutes les lignes que Ton peut mener d*un point à un autre , il n'y en a qu'une qui soit la plus courte.
15. Thèorèms. Deux droites qui ont deux points communs A et B (fig. 2), coïncident dans toute leur étendue.
Les deux droites eoincident de A jusqu'à B, en vertu de l'axiome pTécéàexïi; il reste à faire voir qu'elles coïncident au delà, et que si BC, par ajcemple, est le prolongement de l'une, le prolongement de l'autre ne saurait avoir un point 0 situé hors de BC. Supposons» en efïet, que l'on fasse tourner la seconde droite autour du point A jusqu'à ce que le point 0 vienne coïncider avec un des points de BC; les deux droites coïncideront depuis A jusqu'à 0 , en vertu de l'axiome déjà cité; elles coïncideraient donc au point B, ce qui est impossible; car, dans ce mouvement , tons les points de la droite qu'on bit tourner auront évidemment changé de place , à l'exception du point A ; les deux droites ne coïncideront donc plus au point B. On est donc amené à une conséquence «ibsurde en admettant qu'il y ait sur le prolongement de l'une un point qui n'appartienne pas au prolongement de l'autre; donc , ces deux droites coïncident dans toute leur étendue.
14. CoBOLLAiBB. Deux points suffisent pour déterminer une ligne droite.
8 PtEUlfeBE PABTIE.
On conçoit que I*or puisse, par un mênae point, mener une ligne droite d'une infinité de manières différentes; mais si on l'assujettit à passer par un second point, sa position est tout à fait déterminée.
4 S. Applications. Dans la plupart des m'éliers et des arts, on a besoin de tracer des lignes droites; on les emploie surtout dans le dessin linéaire, qui est l'art de représenter les objets par des lignes. Pour tracer une ligne droite sur le papier, on fait usage de la règle : on place cet instrument de manière que l'un de ses bords vienne passer sur les deux points qu'on veut unir par une ligne droite , et l'on fait glisser une pointe à tracer contre ce bord , en l'appuyant sur le papier. Cette opération est d'autant plus exacte, que le papier est mieux tendu, que la pointe est plus déliée, qu'on la tient plus fidèlement appliquée contre le bord de la règle, et enfin que la règle elle-Hnême est plus droite. Voici le moyen de la vérifier :
Tracez une ligne avec le bord AB de la règle ABCD (fig. 3' ; retournez ensuite la règle sens dessus dessous, comme si AB était une charnière; l'instrument viendra prendre la position ABC'iy. Si le bord AB coïncide encore avec la ligne tracée, on sera certain que cette ligne est suffisamment droite, car la moindre courbure appréciable se faisant alors sentir en sens contraire , l'erreur serait doublée et deviendrait sensible à l'osil , comme l'indique la figure.
C'est encore la règle qu'on emploie pour tracer des lignes droites sur un tableau , sur un mur, sur un parquet, et en général sur toutes les surfaces planes de peu d'étendue. Quand cette étendue est trop considérable pour qu'on puisse faire usage d'une règle , on fixe aux deux points par lesquels la droite doit passer les extrémités d'un cordeau bien tendu , et enduit d'une maUère colorante ; on pince alors ce cordeau vers son milieu, en l'écartant de la surface, puis on le lâche; en vertu de son élasticité , il vient frapper la surface dans la postUon qu'il occupait d'abord, et y trace une empreinte colorée qui est rectiligne, c'est-à-dire droite.
Les jardiniers et les terrassiers tracent une ligne droite sur le terrain en suivant, à l'aide d'un piquet, la direction d'une corde tendue par ses extrémités aux deux points qui servent à déterminer cette ligne droite.
Les moyens précédents ne peuvent plus suffire pour tracer sur le terrain une ligne droite d'une étendue considérable; on se contente alors de marquer les extrémités de celle droite, et un certain nombre de points pris sur sa direction. On emploie à cet effet àes jalons ou piquets plantés de manière à ne pencher d'aucun càié (nous verrons par la suite comment on y parvient). Chaque jalon est ordinairement surmonté d'nne petite plaque peinte de deux couleurs, et qui sert à le faire distinguer dans l'éloignement. Si A et B (fig. 4) sont les jalons extrêmes, pour déterminer la position d'un jalon intermédiaire, on se place en dehors de la ligne AB, de façon que le jalon B soit caché par le jalon A ; et l'on fait planter un jalon entre ces deux points, en le faisant appnyer à droite ou à gauche , jusqu'à ce qu'il soit également caché par le jalon A. On obtient ainsi autant de jalons intermédiaires qu'on le désire. C'est ce qu'on appelle jalonner une direction.
46. On a souvent besoin de prolonger une ligne droite déjà tracée. SI l'on opère avec la règle , il sufiil de la placer de manière qu'une partie notable de l'un de ses bords coïncide avec la droite tracée ; l'autre partie du même bord détermine le prolongement de cette droite. Avec le cordeau , l'opération est analogue. S'il s'agit de prolonger une ligne jalonnée AC (fig. 4), dont A et C sont les deux derniers jalons , on se place en deçà du Jalon A, de façon qu'il cache le jalon C ; on fait alors planter un jalon B au delà du point C , en le faisant appuyer à droite ou à gauche, jusqu'à ce qu'il soit également caché par le jalon A. U droite donnée et la droite AB ont ainsi deux points communs A et
GÊOMÉTBIE PLANE. 9
C; elles coïncident donc, et GB est le prolongement demandé. Rien n'empêdierùt de prolonger la droite AB de la même manière au delà du point B.
17. La distance de deux points est la longueur de la droite qui joint ces deux points. Ainsi la distance des points A et B (fig. 1) est la longueur de la droite AB.
Les lignes droites, ou du moins les portions de droites dont les longueurs mesurent les distances mutuelles de différents points, sont susceptibles d'être ajoutées, soustraites, multipliées et divisées comme les autres grandeurs.
Veut- on faire la somme de deux longueurs données, on tire une droite indéfinie, sur laquelle on porte, à l'aide d'un compas, une distance AB (fig. 2), égale à Tune des longueurs données, puis, à la suite de la première , une longueur BG égale à la seconde longueur donnée. La distance AC est évidemfnent la somme des distances AB eiBG, c'est-à-dire des longueurs données.
Veut-on déterminer la différence de deux longueurs données, on porte sur une droite indéfinie une distance AC égale à la plus grande; puis, à partir du point G, mais en sens inverse, une distance CB égale à la plus petite. La distance AB est évidemment la différence des distances AC et CB, c'est-à-dire des longueurs données.
S'agit-il de multiplier une longueur donnée, par ô par exemple, on porte sur une droite indéfinie , et à la suite les unes des autres , 5 distances égales à la longueur donnée ; la distance totale est évidemment égale à 5 fois cette longueur.
On a pour diviser les lignes droites en parties égales (les procédés précis que nous ferons connaître par la suite. II nous suffira, pour l'instant, d'indiquer comment on peut, avec le moins de tâtonnements possible, y parvenir approximativement, ce qui suffit dans un grand nombre de circonstances.
Soit AB (fig. 5) une longueur qu'il s'agit de diviser en 5 parties égales, par exemple : prenons une ouverture de compas qui soit, à vue d'œil, le cinquième de AB, mais plutôt trop grande que trop petite, et portons- la 5 fois de suite de A vers B. S'il arrivait que Textrémité de la cinquième ouverture de compas tombât précisément au point B , la division serait effectuée ; mais généralement elle tombera au delà , en un certain point D. Sans déranger la pointe du compas qui se trouve sur le point de division précédent C , rapprochons graduellement la pointe D d'une quantité DO, à peu près égale au cinquième deBD, mais plutôt moindre que plus grande, et portons ô fois de suite la longueur GO de A vers B. Si DO était précisément le cinquième de BD , CO serait précisément le cinquième de AB; car AB, qui est la différence entre AD et BD, serait égal à 5 fois CD moins 5 fois DO, ou à 5 fois la différence entre CD et DO, c'est4-dire à 5 fois CO. Si DO est moindre que le cinquième de BD,
f 0 nSIOtBB PAlTlfi.
CO sera pins grand que le cinquième de AB; mais pour peu que Ton ait le coop d'oâl exereé, BD ne surpassera 5 fois DO que d'une quantité moindre que DO. Désignons par e cette différence ; on aura BD=DO x5+tf , par conséquent :
AB=AD— BD=CDx5— D0X5— «=(CD— D0)X5— «,
ou AB=C0x5— e,
c'est-à-dire que l'erreur qui , tout à l'heure, était BD , sera réduite à la quantité e moindre que le cinquième de BD.
En renouvelant l'opération, on réduira l'erreur à une quantité moindre que le cinquième de «, et ainsi de suite. Mais, avec un peu d'adresse, deux opérations pourront suffire.
Si le nombre de parties que l'on veut obtenir était considérable , le procédé que nous venons d'indiquer ne serait plus susceptible de la même précision ; d'ailleurs , l'épaisseur même de la pointe de compas est une cause d'erreur qui se multiplie d'autant plus qu'il y a plus d'ouvertures de compas successives à porter. Hais ordinairement ce nmnbre de parties , lorsqu'il est considérable , n'est point un nombre premier ; et en le décomposant en ses divers facteurs , on peut remplacer la division proposée par plusieura divisions successives plus commodes à effectuer. Pour diviser, par exemple, une longueur en 100 parties égales, on la divise d*abord en 5 parties; puis chacune de ces cinq parties en ô autres , et chacune de celles-ci en 4 autres. Ces dernières parties sont évidemment au nombre de 5X5X4 ou de 100.
18. Pboblèms. Trouver m n(mibres le rapport de deux longueurs données kR et ÇXi(!àg.%).
Prenons une ouverture de compas égale à la plus petite CD des deux longueurs proposées, et portons-la de A. vers B autant de fois que cela sera possible ; admettons qu'elle y soit contenue 2 fois, plus un reste EB, on aura
AB=CDXS-|-EB [1].
Portons de même EB sur CD autant de fois que cela sera possible ; admettons qu'il y soit contenu 3 fois , plus un reste FD , on aura
CD=EBX3-|-FD [2].
Portons FD sur EB autant de fois que cela sera possible ; admettons qu'il y soit contenu S fois , plus un reste OB , on aura
EB=FDx6 + 0B [3].
Portons OB sur FD autant de fois que cela sera possible; admettons qu'il y soit contenu S fois exactement , on aura
FD=0Bx3 [4].
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En rapprochant le^ relations [][], [2]« [3], [4], il est faci)p inapteoant d'obtenir 1@ rapport cherché. En effet , en ayant égar4 k la dernière , la précédente devient
BB=:OBX2X5+OB=OBX10+OB=OBX11 [5].
En ayant égard aux relations [4] et [5] , la relation [2] devient
CD=0BX11X3+0BX2==0BX33+0BX2=0BX36 [B
En ayant égard aux relations [5] et [6] , la relation [1] devient
AB=iOBx35X2+OBxil=OBx70+OBxil=OBx81 [7].
Ainsi la longueur OB est contenue 35 fois dans CD et 8} fois dam AB. Les longueurs donn^es sont donc entre elles dans le rapport des nombres 35 et 81.
La longueur OB, qui se trouve contenue un nombre exact de fois dans les deux longueurs proposées , est ce qu'on nomme leur commune mesure.
L'exemple précédent indique assez quelle est la marche à suivre pour trouver en nombres le rapport de deux longueiirs. Il faut porter la plus petite sur la plus grande autant de fois que cela est possible; porter de même le reste de celle-ci sur la plus petite, puis le second reste sur le premier , ^t ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste qui soit exactement contenu dans le précédent. Ce reste est la commune mesure des deux longueurs proposées ; et les nombres cherchés s'obtiennent en rapprochant les unes des autres les relations fournies par les diverses opérations eQéctuées.
Cette méthode offre une analogie frappante avec le procédé suivi en arithmétique pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres ; ce plus grand commun diviseur n'est autre chose , en effet, que la plus grande des communes mesures de ces deux nombres.
19. Deux nombres quels qu'ils soient , étant toujours formés de la réunion de plusieurs unités , ont au moins une commune mesure qui est l'unité elle-même. U n'en est plus ainsi pour les longueurs: il peut arriver qu'elles n'aient aucune commupe mesure, quelque petite que soit l'unité adoptée. Dans ce cas , ces longueurs sont dites incommensurables. En leur appliquant le procédé que nous venons d'indiquer, l'opération se prolongerait indéfiniment sans qu'on pût parvenir à un reste contenu dans le précédent un nombre exact de fois. Ainsi , le rapport des longueurs proposées ne saurait être exprimé rigoureusement par des nombres : je dis rigoureusement , parce que, dans la pratique, l'opération ayant nécessairement un terme, celui où le reste devient inappréciable à Taide de l'instrû- Btent employé, on peut admettre alors que le reste précédent soit
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la commune mesure des longueurs proposées; et les nombres que Ton déduit de cette supposition fournissent une approximation suffisante du rapport cherché.
Dans les problèmes précédents , nous avons supposé que Ton pouvait faire usage du compas. Si les longueurs proposées étaient trèsgrandes , le plus simple serait de mesurer ces longueurs , c'est-à-dire de les rapporter à une même longueur prise pour unité, ce qui permettrait de les exprimer en nombres , du moins approximativement ; et l'on n'aurait plus qu'à effectuer sur ces nombres de simples opérations d'arithmétique.
20. Une ligne brisée plane est dite convexe lorsqu'elle ne peut être rencontrée par une ligne droite en plus de deux points, telle est la ligne brisée ABCD (fig. 7). La ligne brisée ABCDP, au contraire, n'est point convexe, parce qu'une même droite pourrait rencontrer les trois côtés AB , CD et DP.
Théorèmi. Si d'un point A à un autre D (fig. 7), on mène, d'un même côté de la droite AD, deux lignes brisées convexes ABCD, AMNPD, la ligne brisée enveloppante AMNPD sera plus longue que la ligne brisée enveloppée ABCD.
Pour le démontrer, prolongeons AB jusqu'en I et BC jusqu'en 0 ; par la définition même de la ligne droite (4), nous aurons :
AB+BI <AM+MI BC-f-CO<BI +IN+NO CD<CO-|-OP+PD.
Ajoutant ces inégalités membre à membre, retranchant les termes B[ et CO qui entrent chacun dans les deux membres , et observant que MI+IN équivalent à MN , et NO-f OP à NP, il viendra
AB+BC+CD<AM+MN+NP-|-PD
Corollaire. La démonstration étant indépendante du nombre des côtés , la proposition peut être étendue à des lignes brisées d'un nombre infini de côtés, c'est-à-dire à des lignes courbes, pourvu qu'elles soient convexes , c'est-à-dire qu'elles ne puissent être rencontrées par une ligne droite en plus de deux points.
Dans ce cas , /a courbe enveloppante est plus grande que la courbe enveloppée.
De la mesure des lignes droites.
Si. Mesurer la longueur d'une ligne droite, c'est, comme nous l'avons dit, la comparer à une autre longueur prise pour unité. Pour opérer cette comparaison , on porte l'unité sur la longueur à mesurer, autant de fois que cela est possible. C'est ainsi que pour
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apprécier sur le terrain la distance de deux points , on compte le nombre de pas qu'il faut faire pour se rendre de 1 un à Tautre : l'unité de mesure est alors le pas. Quoique ce procédé ne soit susceptible d'aucune exactitude, on s'en sert quelquefois pour évaluer approximativement les distances. Indépendamment de ce mode de mesure et de quelques autres du même genre , on a des moyens plus rigoureux et plus généraux, qui consistent dans l'emploi d'une même unité de longueur imposée par l'usage ou par la loi à tous les individus d'une même nation. Cette unité a varié suivant les temps et les peuples ; et l'on comprend d'ailleurs que chez le même peuple et dans le même temps une seule unité ne puisse suffire; car il serait absurde d'évaluer avec une même unité la distance de deux villes, et celle de deux points marqués sur le papier. Il suffit que les diverses unités employées conjointement aient entre elles une relation connue aussi simple qu'il est possible.
En France , l'unité principale de longueur était autrefois la taise. Elle se subdivisait en 6 pieds, chaque pied en 12 pouces, et chaque pouce/en 12 lignes. Vaune était une longueur de 3 pieds 7 pouces 10 lignes f . 18 pieds formaient làperehe de Paris; 22 pieds composaient la perche des eaux et forêts. La lieue commune valait 2282 toises; la lieue marine , environ 2852 toises, etc. Quant à la longueur absolue de la toise , elle ne se liait à aucune distance invariable qui pût servir à la faire retrouver en cas d'altération. Ces différentes mesures variaient d'ailleurs d'une province à l'autre , et souvent d'une ville à l'autre dans la même province.
Depuis le commencement de ce siècle (2 novembre 1801), ce système de mesure incohérent a été légalement remplacé par le système métrique, ainsi appelé du nom de l'unité principale de longueur qui en fait la base. Le mètre est , comme on sait , la dix-millionième partie de la distance du pôle à Téquateur. Il se subdivise en 10 d^cimètres, chaque décimètre en 10 centimètres^ et chaque centimètre en 10 millimètres. Une longueur de 10 mètres forme un décamètre; 10 décamètres font un hectomètre; 10 hectomètres valent un kilomètre; et 10 kilomètres font un myriamètre. Le kilomètre et le myriamètre servent à évaluer les distances géographiques.
Pour mesurer les distances sur le terrain , on emploie la chatne d*arpenteur (fig. 8) qui a un décamètre de long. Elle se compose de 50 diainons rectilignes, ayant chacun 2 décimètres de longueur, et réunis par des anneaux. Le 5* anneau , le 10% le 15*, et ainsi de suite de cinq en cinq, sont en cuivre, et divisent la chaîne en longueurs égales d'un mètre chacune. Pour mesurer une droite à l'aide de cette chaîne, deux personnes la tendent dans la direction de cette droite, de manière que son extrémité À coïncide avec celle de la droite. On marque au moyen d'une fiche en fer le point où
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correspond rextrémité B. On transporte ensuite la chatne de manière que l'extrémité A vienne correspondre à cette fiche, et Ton plante une nouvelle fiche au point où se trouve rextrémité B. On transporte la chaîne de la même manière sur toute l'étendue de la ligne à mesurer. Afin de ne pas être obh'gé de revenir sur ses pas, disique fois que la personne qui porte l'extrémité B a planté en terre Une nouvelle fiche , celle qui porte l'extrémité A enlève la fiche précédente; les fiches passent ainsi des mains de la première personne dans celles de la seconde, qui n'a plus qu'à comptef ces fiches pour savoir combien de fois la chaîne a été portée sur la droite à mesurer.
Il arrive ordinairement que la longueur de. la chatne n'est pas contenue un nombre exact de fois dans la ligne à mesurer; mais, à l'aide de la division de la chaîne , il est facile d'obtenir la mesure du reste. Si , par exemple, la chaîne a été portée en entier 6 fois sur la ligne à mesurer, et que le reste contienne quatre anneaux de cuivre , plus 2 anneaux de fer, plus les f de la longueur d'un chaînon , on en conclura que la longueur totale de la droite est de 6 fois un décamètre , plus 4 fois un mètre , plus 2 fois deux décimètres , plus les f de 2 décimètres, ou 15 centimètres , ce qui fait en totalité 64",55. Il serait illusoire de vouloir pousser l'approximation au delà des centimètres, car les erreurs qui peuvent provenir du plus ou moins de tension de la chaîne pendant l'opération , ainsi que du plus ou moins d'exactitude avec laquelle on fait coïncider ses extrémités avec les fiches, permettent à peine de compter sur le chiffre des centimètres.
Pour mesurer les droites d'une moindre étendue, telles que celles que l'on rencontre dans Tarchitecture , dans la charpente , dans l'art du terrassier, etc., on se sert d'une règle de deux mètres de long , divisée en décimètres , centimètres et millimètres , que l'oii nomme une toise métrique; on porte cette longueur sur la dtoiiè à mesurer autant de fois que cela est possible , et l'on évalue le reste à l'aide des divisions de la règle. Au lieu de n'employer qu'une règle , et de faire une marque correspondante à son extrémité , chaque fols qu'on l'applique sur la droite à mesurer, il est préférable d'employer deux règles égales que l'on place bout à bout alternativetnent ; l'opération est à la fois plus exacte et plus prompte.
Les lignes que l'on trace sur le papier se mesurent, soit en prenant une ouverture de compas égale , que l'on transporte sur le bord d'une règle divisée en centimètres et millimètres, soit à l'aide d'un double décimètre pareillement divisé, et taillé en biseau , de Ihanièrô que son tfanchant puisse venir affleurer la ligne à mesurer. B suffit alors d'un peu d'habitude pour apprécier à l'œil les frac-
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tions de millimètfe avec une suffisante approximation. Quand le double décimètre est divisé avec soin , il offre une appréciation aussi rigoureuse et plus immédiate que l'emploi du compas.
Lorsque l'on veut pousser l'approximation jusqu'aux dixièmes de millimètre , on fait usage d'un instrument nommé vemier, du nom de l'un de ses inventeurs.
SoitAB(fig. 9} l'extrémité d'une règle divisée en millimètres. Une petite règle CD , qui peut glisser à frottement doux le long de la première , embrasse une longueur de 9 millimètres ; mais elle est divisée en 10 parties égales : c'est cette petite règle qui porte particulièrement le nom de vernier. La longueur de chacune de ses divisions est de -^ dé millimètre. Il en résulte que les traits marqués 1 et I sur les deux règles sont distants de — de millimètre; que les traits marqués â et II sont distants de -^ de millimètre; que les traits marqués 3 et III sont distants de -^ de millimètre , et ainsi de suite.
Supposons maintenant qu'il s'agisse d'apprécier le nombre de dixièmes de millimètre compris entre le trait marqué XIII , et un point 0 qui affleure le bord de la règle. Faisons glisser le vernier le long de la règle jusqu'à ce que son extrémité D vienne correspondre au point 0. Dans ce mouvement, toutes les positions rela* tives des traits des deux règles auront changé , mais il s'en trouvera toujours deux qui coïncideront sensiblement. Admettons que ce soient le trait 3 du vemier et le trait VII de la règle qui coïncident (fig. 9 bii). Le trait 2 précédera le trait VI de -^ de millimètre; le trait 1 précédera le trait V de -;% de millimètre ; enfin l'extrémité C du vernier précédera le trait IV de ^ de millimètre. Or la distance de C à IV est la même que celle de D à XIII ; cette dernière distance est donc de ^ de millimètre. On voit que le nombre de dixièmes de millimètre compris entre le point 0 et le trait précédent de la règle est précisément égal au numéro d'ordre du trait du vemier qui coïncide avec un trait de la règle.
La disposition que nous venons de décrire n'est point particulière à la division en millimètres : on obtiendrait de la même manière les dixièmes dans un système de division quelconque. L'approximation n'est pas non plus bornée aux dixièmes : on obtiendrait des trentièmes, par exemple, en donnant au vernier une longueur égale à 29 divisions de la règle , et en divisant le vernier en 30 parties égales. Remarquons toutefois que l'épaisseur même des traits est un obstacle à ce que l'approximation puisse être poussée au delà d'une certaine limite; car il vient un point où la distance des traits correspondants du vernier et dé la réglé est si petite qu'il est fort tSffldle de distinguei' ceui qui coïncident véritablement.
IJàns cerUiûes méàures dé précision relatives à des quésiiond de
physique, par exemple, on pousse néanmoins rapproximaiion beaucoup plus loin que les dixièmes et même les trentièmes de millimètre ; mais il faut pour cela avoir recours à des dispositions mécaniques que nous ne pourrions décrire ici.
22. Les différents problèmes que l'on peut se proposer sur les longueurs se résolvent sans difficulté quand on sait mesurer ces longueurs , puisque cette mesure permet de les représenter par des nombres. Si, par exemple, on a trouvé que deux longueurs équivalent lune à 3"',574, Tautre à 1"",696, la somme ou la différence de ces longueurs sera exprimée par la somme ou la différence de ces nombres; il suffira également de multiplier Tun de ces nombres ou de le diviser par un nombre abstrait pour effectuer la même opération sur la longueur correspondante. Une fois le résultat obtenu par un simple calcul d*arithmétique , on construira la longueur correspondante à ce résultat en portant sur une ligne droite indéfinie le nombre d'unités de longueur que ce résultai exprime. Si, par exemple, on fait la somme des nombres ci-dessus, on la trouve égale à 5",270; pour obtenir la longueur correspondante, il suffira de porter sur une même ligne droite 5 mètres, puis 2 décimètres , puis 7 centimètres. Il en serait de même pour tout autre résultat.
S'agit-il d'exprimer en nombres le rapport de deux longueurs, cette opération se trouve immédiatement effectuée quand on a mesuré les deux longueurs. Les deux longueurs ci-dessus , par exemple, sont entre elles comme 3,574 est à 1,696, ou comme 3574 est à 1696. Si les deux longueurs étaient incommensurables, c'est encore en les réduisant en nombres , à l'aide d'une unité de mesure, que l'on obtiendrait le plus promptement l'approximation convenable.
Dans les arts , on a continuellement recours aux mesures , soit que l'on commande, que l'on exécute ou que l'on vérifie. Il est cependant des cas nombreux où les procédés graphiques doivent obtenir la préférence , parce qu'ils conduisent alors à une précision qui leur est propre, ainsi que nous le verrons par la suite.
CHAPITRE IL
25. Si l'on donnait un point 0 dans un plan (fig. 10) , et que l'on demandât de trouver dans ce plan un autre point distant du premier i d'une longueur donnée, il suffirait, pour obtenir une solution de la
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question, de mener par le point 0 une droite quelconque OX , et de prendre sur celte droite, à partir du point 0, une longueur OC égale à la longueur donnée ; Textrémité C de cette longueur serait un des points qui satisfont au problème. Mais on voit que la question est indéterminée, c'est-à-dire susceptible d'une infinité de solutions, puisqu'on peut mener par le point 0 une infinité de droites différentes.
Lorsque Ton se propose ainsi de trouver un point qui remplisse certaines conditions , et que la question est indéterminée , la série des points qui y satisfont forme , en général , une certaine surface ou une certaine ligne que Ton nomme le lieu géométriqve du point chercbé. Dans la Géométrie plane , ce lieu ne peut être qu'une ligne. Dans Fexemple précédent, le lieu du point cherché, c'est-à-dire la série de tous les points situés à une distance du point 0 égale à la longueur donnée, est une ligne courbe dont l'emploi est continuel en Géométrie, et que Ton nomme circonférence de cercle. Quoique la dénomination de cercle ne s'applique rigoureusement qu'à la portion de plan terminée par la circonférence, on donne souvent, pour abréger, le nom de cercle à la circonférence elle-même, et c'est dans ce sens que l'on a coutume de dire : Le cercle est une courbe plane dont tous les points sont également distants d'un point intérieur nommé centre.
La figure 10 représente un cercle : le point 0 est son centre. Les droites OA , OC, OB, etc., menées du centre aux différents points de la circonférence sont ce qu'on appelle des rayons. D'après la définition même du cercle, toutes ces droites ont la même longueur, ce qu'on exprime en disant que tous les rayons sont égaux. Une ligne droite telle que AB , qui passe par le centre et est limitée de part et d'autre à la circonférence, se nomme un diamètre du cercle. On voit que chaque diamètre se compose de deux rayons , en sorte que tous les diamètres sont égaux.
On désigne ordinairement un cercle par son rayon ou par son diamètre : ainsi l'on dira le cercle OA , le cercle AB. Quelquefois on se contente de le désigner par son centre : on dirait ainsi le cercle 0.
il. ÂPPUCATI05S. Dans la plupart des méliers ou des arts, on a besoin de tracer des circonférences de cercle. Pour tracer un cercle sur le papier, on se sert d'un compas dont une brandie est armée d'un crayon ou d'un tire-ligne , tandis que l'aulre branche est à pointe sèche. On pose cette poinle sèche au point que l'on choisit pour centre , et l'on fait pivoter la première brandie autour de la seconde en appuyant la pointe à tracer sur le papier. Si l'écart des deux branches n'a pas varié , la courbe tracée est une circonférence de cercle; car tous ses poiols sont à égale distance du centre.
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gueur de la règle , et fixer, à l'aide d*iine vis de pression , en un point ^pielconque de celte longueur.
Pour tracer un cercle sur le terrain » on plante un piquet au centre ; on accroche à ce piquet , au moyen d'une boucle , un cordeau que l'on tend à l'aide d'un second piquet engagé dans une boucle faite à l'autre extrémité ; et l'on fait pivoter le second piquet autour du premier, en conservant au cordeau le nèaie degré de tension, et en empêchant les boucles de nonter le long des piquets, ce qui tendrait à faire varier le rayon.
Au lieu de faire mouvoir une pointe à tracer sur un plan fixe , en la mainletenant à une distance constante du point choisi pour centre on peut, au contraire , maintenir la pointe à tracer dan& une position fixe , et faire mouvoir le plan autour du centre comme une roue. Il est évident que le résultat est le même. C'est ainsi que les tourneurs et les potiers de terre tracent les circonférences de cercle.
28. Tbéorêmb. Deux cercles 0 el l (fig. 11) décrits du même rayon sont égaux.
En effet, imaginons que Ton transporte le cercle 1 sur le cercle 0, de manière que les centres I et 0 coïncident , les deux circonférences devront coïncider aussi ; car, si certains points de l'une tombaient en dedans ou en dehors de l'autre , tous les piûnts de ces circonférences ne seraient pas également éloignés du centre, ce qui est contraire à la supposition.
Ces circonférences coïncident donc dans toutes leurs parties y et sont par conséquent égales.
Corollaire. Pour tracer une circonférence égale à une circonférence donnée, il suffit donc d'employer le même rayon.
Bemàrque. Quand deux circonférences de même rayon sont placées de manière à avoir même centre , elles coïncident dans toutes leurs parties , de quelque façon qu'on les fasse tourner dans leur plan autour de ee centre. Le cercle est la seule ligne courbe ([ui jouisse de cette propriété.
AppLicàTioN. On a dans les arts des occasions fréquentes de tracer des circonférences égales : les roues de voiture qui tournent sur le même essieu, ont des circonférences égales; le couvercle d'un vase de forme ronde le ferme d'autant mieux que sa circonférence diffère moins de celle de l'ouverture du vase, etc.
26. Toute portion de circonférence, telle que AMB (fig. 11), se nomme un arc de cercle , et la droite ÂB, qui joint ses extrémités , se nomme la corde de cet arc. On dit que la corde sous-tend Tare , et que l'arc est sous-tendu par la corde.
Bemarquons que la même corde sotis-tend à la fois deux arcs ; ainsi AB sous-tend également l'arc A»B et l'arc AMB. Mais quand on parle de l'arc sous-tendu par une corde , c'est toujours du plus petit de ces deux arcs qu'il est question , à moins que Ton n'exprime positivement le contraire.
27. ToBORÈMi. Dans des cercles égaux êu dêm& le ntéme cercle, les arcs égaux sont sous^tenêus par des cordes égales».
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Ment d'abcrd deux cercles égaux 0 et I (fig. Il), cl 80ît Tare AMB égal à Tare CND ; je dis que la corde AB est égale à la corde CD. Ed effet, transportons le cercle 1 sur le cercle 0, de manière que le centre I tombe en 0 ; les deux circonférences étant égales coïncideront, de quelque manière qu'elles soient tournées dans leur plan (9^). Elles coïncideront donc encore lorsqu'on les fera tourner de manière que le point C tombe sur le point A. Mais alors les arcs CND et AMB étant égaux , le point D tombera sur le point B , et la droite CD coïncidera avec la droite AB, puisqu'elles auront les mêmes extrémités. Ces deux droites sont donc égales.
Soient maintenant, dans un même cercle, les arcs égaux AMB, cnà. Traçons un cercle I égal au cercle 0, et supposons que Tare CND soit égal à Tare AMB, la corde CD sera égale à la corde AB, d'après œ que nous venons de démontrer. Mais l'arc rn^ étant égal à AMB, est aussi égal à CND; ainsi la corde ed égale la corde CD. Or, deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles; donc ed=h».
88. Théo^èmk. Dans des cercles égaux, ou dans te même cercle, à un phts grand arc correspond une plus grande corde.
Soient detrx cercles égaux 0 et I fflg. 12), et soit l'arc AMB plus grand que Tare CND, je dis qtfe la corde AB sera plus grande que la corde CD. En effet, soit AME un arc égal à CND, la corde AE sera égale à la corde CD, d'après le théorème précédent. Il s'agit dose de prouver que AB est plus grand que AE. Pour cela, tirons le rayon EO , qui coupera la corde AB en un certain point B ; tirons aussi le rayon OB. La ligne droite étant la plus courte des lignes qu'on peut mener d'un point à un autre, on petit écrira
AÉ<AH+HE, et OB<OH+HÔ.
Ajoutons ces inégalités membre à membre, il en résultera une nou« velle inégalité dans le même sens , et l'on aura
AE+OB<ÀH+HB+OH+HB.
Or, AH+HB, c'est AB, et HE + OH , c'est OE; l'inégalité devient donc
AE<AB
S^il s'agissait de deux arcs pris sur un même cercle, on pourrait tracer xm cercle égal au premier, et supposer sur ce cercle un arc égal i Futt des détix arcs donnés ; la proposition se trouverait ra-
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menée au cas précédent , de la même manière que dans la seconde partie du théorème du n° 27.
Remarque. Nous avons dit qu'une même corde sous-tend toujours deux arcs; le théorème précédent suppose qu'il s*agit du plus petit des deux arcs sous-tendus par chaque corde. S'il s'agissait au contraire du plus grand , il est facile de voir qu'au plus grand arc correspondrait au contraire la plus petite corde.
29. Corollaire I. Dans des cercles égaux, ou dans le même cercle, à des cordes égales correspondent des arcs égaux.
Car, si les arcs différaient , les cordes différeraient aussi , d'après le théorème précédent, ce qui est contraire à la supposition.
50. Corollaire 11. Dans des cercles égaux ^ ou dans le même cercle, à une plus grande corde correspond un plus grand arc.
Considérons, en effet, deux cordes, dont la première soit plus grande que la seconde : si les arcs correspondants étaient égaux , les cordes devraient être égales, en vertu du théorème du n° 27 ; ce qui est contraire à la supposition. Et si l'arc sous-tendu par la première corde était plus petit que l'arc sous- tendu par la seconde , la première devrait être plus petite que la seconde , en vertu du théorème du n° 28 , ce qui est également contraire à la supposition. Il faut donc que le premier arc soit plus grand que le second.
Remarque. Ce corollaire suppose encore qu'il s'agit du plus petit des deux arcs sous-tendus par chaque corde.
3 1 . TflÈORÈHE. La plus grande de toutes les cordes est le diamètre.
Par l'extrémité A (fig. 10) d'une corde quelconque AC , menons le diamètre AB, et tirons le rayon OC. La ligne droite étant la plus courte des lignes qu'on peut mener d'un point à un autre , on a AC<AO-f-OC. Mais on peut remplacer par OC son égal OB ; on a alors
AC<AO-t-OB ou AC<AB,
donc toute corde est moindre que le diamètre.
52. Théorème. Tout diamètre AB {Rg. 10) divise la circonférence en deux parties égales.
Imaginons, en effet, que Ton plie la'figure le long de AB, et que la partie AmB vienne s'appliquer sur la partie ACB; ces deux parties devront coïncider dans toute leur étendue ; car, dans le cas contraire, il y aurait des points inégalement distiints du centre.
Corollaire. Réciproquement : Toute droite qui divise la circonférence en deux parties égales est un diamètre.
En effet, si, par l'extrémité A d'une corde quelconque AC, différente d'un diamètre, on mène le diamètre AB, les deux parties AmB et ACB de la circonférence seront égales. Les deux arcs sous-tendus par la corde AC sont donc nécessairement inégaux ; à moins que le
point C ne se confonde avec le point B, c'estrà-dire que la corde ne devienne un diamètre.
55. On vient de voir que Tégalité des arcs entraîne Tégalité des cordes, et que l'égalité des cordes entraine à son tour Fégalité des arcs. Cette considération permet d'ajouter, de soustraire, de multiplier et de diviser les arcs de la même manière que les lignes droites , pourvu que ces arcs appartiennent à un même cercle, ou à des cercles égaux.
Pour en donner un exemple , supposons que Ton veuille obtenir la différence de deux arcs donnés. Sur une circonférence de même rayon, portons une ouverture de compas AB (fig. 12) égale à la corde du plus grand arc. Sur la même circonférence , et dans le même sens , portons une seconde ouverture de compas AE, égale à la corde du plus petit arc. Les arcs AMB et AME seront respectivement égaux aux arcs donnés ; la différence de ceux-ci sera donc égale à l'arc EB.
Pour diviser les arcs en parties égales avec le moins de tâtonnements possible, on emploiera la même méthode que pour diviser les lignes droites (17). Nous ferons à ce sujet la même observation que pour la division des lignes droites : c'est que si le nombre de parties égales que l'on veut obtenir est considérable, et n'est point premier , en le décomposant en ses divers facteurs , on ramène la division demandée à une série de divisions successives , plus faciles à effectuer. S'il s'agit , par exemple , de diviser la circonférence entière en 360 parties égales, on la divise d'abord en 2 parties égales par un diamètre; on divise ensuite chaque demi-circonférence en 5 parties égales, puis chacune de celles-ci en 3 autres, puis chacune de celies-ci encore en 3 autres, puis chacune de celles-ci en 2 autres, et enfin chacune de ces dernières en 2 autres. Le nombres des parties égales ainsi obtenues sera évidemment 2X5X3X3X2X2 ou 360.
Pour trouver en nombres le rapport de deux arcs, la méthode est absolument la même que pour trouver en nombres le rapport de deux lignes droites. Il suffit de porter sur le plus grand arc une ouverture de compas égale à là corde du plus petit, puis de porter sur le plus petit une ouverture de compas égale à la corde du reste du plus grand, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste négligeable , ou qui soit contenu dans le précédent un nombre exact de fois. On rapproche ensuite les unes des autres les relations fournies par ces opérations.
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De la mesure des arcs.
84. II était naturel de chercher à réduire les ^rcs en nombres , en les rapportant à une même unité de mesure. Mais il se présente pour les arcs de cercle une difficulté qui n*a pas lieu pour las longueurs rectilignes : c'est qu'une même unité de mesure ne saurait servir à comparer entre eux des arcs pris sur des cercles de rayons différents. En effet, pour effectuer cette comparaison, il faudrait porter sur chacun des arcs proposés l'arc pris pour unité, autant de fois que cela serait possible. Or, on n'a aucun moyen direct de porter un arc sur un autre arc ; on n'y parvient, comme nous l'avons vu ci-dessus, qu'en s*appuyant sur ce que les arcs égaux ont des cordes égales. Mais ce théorème n*est vrai que pour des arcs pris sur des cercles égaux ; car il est facile de voir que dans des cercles inégaux une môme corde peut sous-tendre des arcs très-différents. A la seule inspection de la figure 13, on reconnaît que Tare AMB est plus grand que l'arc AmB (30); ces deux arcs sont cependant sous* tendus par une même corde AB. Une même unité de mesure ne peut donc pas convenir à des arcs pris sur des cercles inégaux.
Nous verrons par la suite comment on parvient à comparer entre eux des arcs pris sur des cercles différents. Ce que nous allons dire ne s'appliquera qu'à des arcs pris sur un môme cercle, ou sur des cercles de ipôme rayon.
55. On prend pour principale unité d'arc le quart de la circonférence, que l'on désigne sous le nom de quadrans. On subdivise le quadrans en 90 parties égales , que l'on pomme degrés, chaque degré en 60 minutes, et chaque minute en 60 secondes, (Dans les calculs astronomiques, on évalue les dixièmes de seconde.) La circonférence entière se trouve ainsi partagée en 360 degrés , ou en 21600 minutes, ou en 1296000 secondes.
Mesurer un arc, c'est chercher, à l'aide d'un cercle de môme rayon préalablement divisé, le nombre de degrés, de minutes et de secondes que renferme l'arc proposé.
Les circonférences que l'on prend pour termes de comparaison ne sont, le plus souveiil , divisées qu*en degrés ou en demi-degrés. Pour apprécier les minutes, on a recours au vernier circulaire ; c'est une peUle règle circulaire (flg. 14) donl Tare intérieur a précisément le même rayon que la circonférence divisée, et qui est susceptible de glisser à froUement doux le long de celte circonférence. La longueur du vernier embrasse 29 divisions de la circonférence, et est divisée en 30 parUes. A l'aide de cet instrument, on peut donc, comme nous l'avons dit au n" 2i , apprécier les trentièmes de l'une des divisions de la circonférence. Si cette circonférence est divisée en demi-degrés, le vernier permettra d'apprécier les trentièmes de demi-degré, c'est-à-dire les soixantièmes de degré, ou les minutes; si elle n'est divisée qu'en degrés, le vernier n'indiquera que les trentièmes de degré, c'est-à-dire des arcs de 2 minutes. Dans un
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très-giand nombre de cas , cette approximation «iffit. Mais dans quelques opérations de géodésie , on à besoin d'une approximation beaucoup plus grande ; nous verroDs bientôt comment on peut apprécier les secondes. Dans les observalions astronomiques , où une grande approximation est toujours nécessaire, on fait usage de microscopes, qui permettent de distinguer de très-petits intervalles sur la circonférence divisée, laquelle, d'ailleurs, a une grandeur convenable pour qu'il soit possible d'atteindre à un très-grand degré de précision.
On désigne les degrés par un petit zéro placé à droite et un peu au-dessus du nombre qui les exprime ; les minutes se désignent par un accent ^ et les secondes par deux accents". Ainsi 69 degrés 51 minutes et 28 secondes s'écrivent 69^* 51' 28".
56. Dans le système décimal, le quadrans se divise en 100 grades, chaque grade en 100 minutes, et chaque minute en 100 secondes. Par la nature même de cette subdivision , un arc s'exprime immédiatement par un nombre décimal de grades ; ainsi 38 grades 16 minutes et 7 secondes s'écrivent 38^,1607 ; et il suffit pour réduire un pareil nombre en unités de l'espèce inférieure, de transporter la \irgule de deux rangs vers la droite. Ainsi 38«',1607 équivalent à 3816"«',07, ou à 381607 secondes.
Malgré cet avantage particulier au système décimal, l'ancienne division de la circonférence a prévalu. Plusieurs raisons militent en sa faveur. On a souvent besoin de partager la circonférence en parties aliquotes; or le nombre 360 ayant beaucoup plus de diviseurs que le nombre 400, ces parties aliquotes s'expriment plus fréquemment par un nombre entier de degrés que par un nombre entier de grades.
De plus, en adoptant la division nouvelle, il eût fallu mettre à la réforme une quantité innombrable d'instruments d'astronomie , de géométrie et de physique construits d'après la division ancienne, et refaire entièrement les tables astronomiques et les tables de logarithmes calculées d'après cette môme division.
Rien n'est, du reste, plus facile que de convertir Tune dans l'autre les expressic^ns ancienne et nouvelle d'un même arc. Puisque le quadrans contient 100 grades ou 90 degrés, le grade est les j^ du degré. Pour convertir un nombre de grades en degrés , il suffit donc de le multiplier par ^ ; et réciproquement, pour convertir un nombre de degrés en grades, il suffit de le diviser par -^, ou, ce qui revient au môme , de le multiplier par ^.
Par exemple 16«',25 multipliés par ^ donnent pour produit 14*,625 ou ^^\ ou, en exprimant le quotient en nombre complexe, 140 37' 30^'.
Réciproquement 14^ 37' 30" reviennent à 14« 2250"; or, comme un degré vaut 60 fois 60 secondes, ou 3600 secondes, chaque seconde vaut uu aeoOf de degré ; les 2250 secondes valent donc HM de degré, et le nombre proposé revient à 14« ^, ou en réduisant la
fraction en décimales, à 14S625; ce nombre, multiplié par ^, donne pour produit l&'y25,
57. Les arcs étant traduits en nom])res, comme nous venons de l'indiquer, il devient facile de les ajouter, de les soustraire, de les diviser. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de diviser un arc en 6 parties égales , et que cet arc ait pour expression 2T 17' 45*'; on divisera ce nombre par 6, et le quotient 5® 27' 33" sera la valeur de Tune des 5 parties cherchées.
S'agit-il de trouver en nombres le rapport de deux arcs donnés , la question sera immédiatement résolue en cherchant combien de degrés, minutes et secondes, ils contiennent; et s'ils sont incommensurables, leurs expressions approchées donneront une approximation généralement suffisante du rapport demandé.
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58. Nous avons vu que deux droites ne peuvent avoir deux points communs sans coïncider. Lorsque deux droites ont seulement un point commun , on dit qu'elles se rencontrent, qu'elles concourent, qu'elles se coupent; et le point commun se nomme leur point de rencontre , de concours ou d'intersection.
Deux droites tracées sur le papier ou sur un tableau peuvent concourir, bien que leur rencontre n'ait pas lieu par le fait, dans l'étendue de ce tableau; il faut concevoir alors qu'elles se rencontreraient si elles étaient suffisamment prolongées.
Quand la rencontre a lieu dans l'étendue du tableau , le point de concours se trouve immédiatement déterminé. 11 n'en est jamais ainsi pour les droites tracées par alignement sur le terrain ; il est toujours nécessaire de marquer par un Jalon le point où elles se rencontrent.
Soient AB et CD (flg. 15), deux droites jalonnées ; on marche dans la direction de l'une d'elles, de AB par exemple , jusqu'à ce qu'on se trouve à peu près dans la direction de l'autre ; et à l'aide d'un tâtonnement que l'habitude abrège , on parvient facilement à planter un jalon 0, tel qu'en regardant derrière ce jalon dans la direcUon OB , il cache tous ceux qui sont situes sur cette direction ; et qu'en regardant derrière ce même jalon dans la direcUon OD , il cache également tous ceux qui sont situés de 0 en D. Le point 0 ainsi déterminé est le point d'intersection des droites jalonnées AB et CD.
59. Deux droites AB, ÀC(fig. 16), qui se rencontrent en un point A, peuvent s'écarter plus ou moins l'une de l'autre. Ce plus ou moins d'écart est ce qu'on nonune Yangle des deux droites ; cha-
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cu£6 d'elles forme un e6ié de Tangle, et le point commun A en est le ztxnm^t.
Pour désigner un angle , on se contente quelquefois de nommer son sommet; on dirait ainsi l'angle A. Mais comme il arrive fréquemment que plusieurs angles ont le même sommet, on convient dedés%ner chaque angle par trois lettres, dont Tune est celle du sommet, et dont les deux autres sont prises sur ses côtés, mais on a soin que celle du sommet soit nommée entre les deux autres. On dira ainsi Tangle BAC ou Tangle CAB indifféremment.
\\ est important de remarquer que dans la considération des angles on n'a aucun égard à la longueur des côtés. Ainsi BAC, DAC, BAE, DAE ne désignent qu'un seul et même angle. Un angle ne varie que lorsqu'on modifie la direction de ses côtés.
40. Deux angles sont égaux lorsqu'ils peuvent être placés de manière à coïncider, c'est-à-dire à avoir même sommet et leurs côtés respectivement dirigés suivant les mêmes droites et dans le même sens.
Si deux angles BOA, BOC (fig. 17) sont placés comme l'indique la figure, de manière à avoir même sommet 0, un côté commun OB, et leurs autres côtés situés de part et d'autre du côté commun , l'angle COA formé par les côtés OC et OA, est évidemment la somme des angles BOA et BOC.
On voit aussi que l'angle BOA est la difiérence des angles COA et BOC.
Imaginons que par le point 0 (fig. 18) on mène des droites OA, OB, OG, OD, etc., faisant entre elles des angles égaux BOA, COB, DOC, etc. L'angle COA sera le double de l'angle BOA ; l'angle DOA en sera ie in^X^^ et ainsi de suite. L'angle BOA, à son tour, sera donc la moitié de l'angle COA, le tiers de l'angle DOA et ainsi de suite.
On voit que les angles sont des quantités susceptibles d'être ajoutées, soustraites, multipliées et divisées, comme les autres quantités. Mais pour les comparer plus commodément, on emprunte le secours des arcs de cercle, comme nous allons le faire voir.
41. Théorème. Bmx angles quelconques AOB, DCE (fig. 19), sont entre eux comme les arcs AB et DE, décrits de leur sommet comme centre avec un même rayon.
Supposons d'abord que les arcs AB et DE aient une commune mesure, et qu'elle soit contenue, par exemple , 4 fois dans AB et 3 fois dans DE. Partageons l'arc AB en 4 parties égales, et l'arc DE en 3 parties égales, l^r tous les points de division m, n, p, r, 5, menons des rayons. Je dis d'abord que tous les angles kOm, wiOn, «Qp»JpOB, DCr, rCs, «CE, seront égaux entre eux. Considérons, en
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effet, les deux angles mOn et rCs, Si Ton Cdt coïncider les circoaférences 0 et C, et qu*on les fasse tourner dans leur plan autour de leur centre devenu commun, jusqu'à ce que les arcs égaux mn et r$ coïncident, il est évident que les rayons qui aboutissent aux extrémités de ces arcs coïncideront aussi , puisqu'ils auront respectivement deux points communs ; donc les angles mOn et rCs coïncideront. On démontrerait de même que Tangle mOn est égal à l'angle DCr; ou que l'angle rCs est égal à l'angle nOp; et ainsi des autres. Donc tous ces angles sont égaux.
Or, l'angle AOB contient 4 de ces angles; l'angle DCE en contient 3. Ces deux angles sont donc entre eux comme 4 est à 3. Mais les arcs AB et DE sont aussi entre eux comme 4 est à 3. Les angles sont donc entre eux comme les arcs, et l'on a la proportion
AOB:DCE::AB:DE.
Supposons maintenant les arcs AB et DE incommensurables. Divisons l'arc AB en un nombre arbitraire m de parties égales ; l'arc DE contiendra un certain nombre n de ces parties, plus un reste, et sera par conséquent compris entre n et » + 1 de ces parties. II en résulte que le rapport -^ sera compris entre î et —-* .
Par tous les points de division menons des rayons; nous déterminerons une série d'angles égaux, ayant leur sommet en 0 ou en C. L'angle AOB contiendra m de ces angles, et l'angle DCE sera compris entre n etn -|- 1 de ces mêmes angles. Il en résulte que le rapport^ sera compris entrée et =^'. Or, ces fractions diffèrent de i ; les deux quantités lî et ^ , toutes deux comprises entre s et ~, diffèrent donc entre elles de moins de i. Mais cette fraction ~ peut être rendue aussi petite que l'on voudra, puisque m est arbitraire ; la différence entre les rapports rî et j^ est donc moindre que toute quantité assignable; ces deux rapports sont donc égaux, ce qu'il s'agissait de démontrer.
Remarque. Les angles tels que AOB et DCE , qui ont leur sommet au centre d'une circonférence, sont nommés pour cette raison angles au centre ; et le théorème qui précède peut s'énoncer ainsi : Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, les angles au centre sont entre eux comme les arcs compris entre leurs côtés,
42. Il résulte de la démonstration précédente qu'à des angles au centre égaux correspondent des arcs égaux; et réciproquement.
45. II résulte du même théorème que les arcs de cercle peuvent être employés à mesurer les angles. Car si Ton prend pour unité d'angle, l'angle au centre qui comprend entre ses côtés l'unité d'arc, de la proportionnalité démontrée on pourra conclure qu'un angle au centre quelconque est à l'unité d'angle , comme l'arc compris entre ses côtés est à l'unité d'arc. C'est dans ce sens qu'il faut
eolandre ce pruusjpe : Tmit angk w eenire a pour oiesur» fore compris entre ses côtés.
44. Nom Toviendrûn« tout à Tbeure sur la mesure effocitve des
angles; nous ferons remarquer auparavant que si l'on décrit des arcs àe cercle du sommet de différents angles comme centre , avec un même rayon , les opérations à effectuer sur ces angles pourront s'effectuer sur les arcs compris entre leurs côtés , ainsi qu'on vi| le ^oir.
Problème. Faire un angle égal à un angle donné
Soit DIE (Bg. 20) l'angle donné; et supposons qu'il s'agisse de faire en un point 0 d'une droite donnée XY un angle égal à DIE. Du point I comme oentre , avec un rayon arbitraire, décrivons l'arc de cercle PS. Du poiqt 0 comme centre, avec le même rayon, décrivons Varc indéfini AC. Sur cet arc, à partir du point A, por-< tons une ouverture de compas AB égale à la corde de l'arc DE; joignons 06 , TaQgle BOA sera Tangle demandé. Car les arcs DE et AB ayant des cordes égales sont égoux , puisqu'ils sont d'ailleurs décrits du même rayon; les angles au centre DIE et BOA* correspondanta à ces arcs , sont donc égaux aussi.
46. PaoBtÉME. Faire un angle égal à la somma de deux angles donnés.
Au moyen de la construction précédente , faisons un angle BOA (fig. 17) égal à l'un des angles donnés, puis un angle COB égal à l'autre angle donné. L'angle COA sera la somme des angles BOA cl COB, ou, ce qui revient au môme, la somme des deux angles donnés.
RsMAHQUB. On pourrait , par les mômes moyens , faire un angle doubie, triple d'un angle donné , etc.
47. ProblAme. Faire un angle égal à la différence de deux angles dmnés.
Faisons un angle COA (flg. 17) égal au plus grand des deux angles donnés, puis un angle BOA égal au plus petit, l'angle COB sera égal à leur différence.
48. Paoblèmb. Diviser um angle donné COk (fig. 18) an deux parties égales.
Du point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire , décrivons Tare de ceneie abb' ; divisons cet arc au point b en deux parties égales, et joignons 06; les angles au centre b'Ob et 60a seront égaux , puisque les arcs bV et aft, compris entre leurs côtés , sont égaux.
RsKAïQUi I. La droite OB qui divise l'angle COA en deux parties égales se nomme la bisseeirice de cet angle.
Rbmabqub II. Pour diviser un angle en un nombre quelconque
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de parties égales, il suffirait de même de diviser Tare décrit de son sommet comme centre et compris entre ses côtés.
40. Problème. Trouver en nombres le rapport de deux angles donnés.
Du sommet de ces angles comme centre , avec un même rayon , décrivons des arcs de cercle ; cherchons en nombres le rapport de ces arcs (57); ce rapport sera celui des angles au centre qui leur correspondent , c'est-à-dire le rapport des deux angles donnés.
De la mesure des angles,
SO. Les problèmes précédents se réduisent à des questions d'arithmétique , lorsqu'on tfaduit les angles en nombres en les rapportant à une unité de mesure. Pour cela on n'a qu'à étendre aux angles le système de subdivision adopté pour les arcs.
L'angle au centre qui correspond au quadrans sert d'unité principale pour les angles, comme le quadrans sert d'unité principale pour les arcs. On le désigne sous le nom d'angle droit.
L'angle au centre qui correspond à l'arc d'un degré est évidemment la 90* partie de l'angle droit (41); l'angle au centre qui correspond à un arc d'une minute est la 60* partie de celui qui correspond à l'arc d'un degré, et l'angle au centre qui correspond à l'arc d'une seconde est la 60* partie de celui qui correspond à l'arc d'une minute. On ne donne point de noms particuliers à ces angles, et on les désigne par le nom de l'arc auquel ils correspondent : on dit ainsi un angle d'un degré, un angle d'une minute, un angle d'une seconde. On dira de même un angle de 4(fi 17' 28", pour désigner l'angle au centre qui correspond à un arc de 40^ 17' 28", et ainsi des autres. Il sait de là que la mesure d'un angle se réduit à celle de l'arc qui lui correspond; elle s'effectue en plaçant au sommet de l'angle le centre d'une circonférence divisée, et en déterminant le nombre de degrés et fractions de degré que ses côtés embrassent sur cette circonférence.
Si. Pour mesurer les angles sur le papier, on emploie un instrument auquel on a donné le nom de rapporteur, W se compose d'un demi-cercle en corne ou en cuivre (flg. 2i), dont la circonférence, nommée limbe, est divisée en degrés; celte division suffît dans les opérations de peu d'étendue. Les traits de division sont numérotés de 10 en 10, ou de ô en 5, depuis 0 jusqu'à iSO", tant dans le sens AMB que dans le sens BMÂ.
Soit XOY l'angle h mesurer. On porte l'instrument sur cet angle^ de manière que son centre lombe au sommet 0, et que le diamètre AB coYncide avec la direction de l'un des côtés OY. Le côté OX vient alors couper la circonférence exlérieore du rapporteur en un certain point M , et Ton note le nombre de degrés compris entre les points A et M. Ce nombre de degrés est la mesure de l'arc AM , et par conséquent celle de l'angle proposé.
S'il s'agit, au contraire , de faire en un point 0 d'une droite donnée BY un
angle égal a un angle donné , après avoir mesuré l'angle donné comme nous Tenons de \e dire , oo place le diamèlre de rinslrument sur la droite BY» de manière que le centre tombe au point 0, qui doit élre le sommet de l'angle demandé. On marque sur le plan un point M vis-à-vis de la division du rapporteur qui correspond au nombre de degrés trouvés; on lire OM, et Tangle MOY est Tangle que Ton demande , puisqu'il a la mémo mesure que l'angle donné.
Quand le rapporteur est en cuivre , la partie intérieure est évidée à partir du diamètre jusqu'à une certaine distance du bord, afin que l'on puisse apercevoir les droites sur lesquelles on opère , et au centre de la demi-circonférence se trouve une petite coche qui permet de distinguer le point sur lequel on veut placer ce centre.
Uq rapporteur d'un plus grand rayon peut servir à mesurer et à tracer les angles sur les surfaces planes plus étendues, telles qu'un parquet, un mur, etc.
SI Sur le terrain, on fait usage d'un grand rapporteur qui porte le nom de grayhomètre (fîg. 22), 11 se compose d'un demi-cercle divisé en degrés et demidegrés ; les traits de division sont numérotés dans deux sens comme pour le rapporteur. Ce demi-cercle repose sur un support à trois branches, auquel il est arl'ieulé au moyen d'un genou , ce qui permet de donner au limbe de rinslrument telle position qu'on désire par rapport au support. La position convenable dépend de certaines conditions que nous n'indiquerons que par la suite, parce qull nous serait impossible d'en rendre compte pour le moment d'une manière complète.
Le diamètre AB du demi-cercle, que Ton nomme la ligne de foi, est muni à ses extrémités de deux petites fenêtres appelées pinnules, qui sont partjigées dans le sens de leur hauteur par un fil très-fin.
Lorsqu'on veut établir le graphomètre sur une droite jalonnée, de telle sorte qne la ligne de foi soit dans la direction de cette droite , il faut placer l'instrument de manière qu'en regardant par la pinnule A au travers de la pinnule B , ou rice versa, le premier jalon visible cache les suivants, et soit coupé luimême dans le sens de sa hauteur par les deux fils des pinnules réunis.
Au centre 0 du demi-H^ercle est un pivot autour duquel tourne à frottement doux une règle CD, entièrement semblable à la règle AB, et munie comme elle de deux pinnules. Cette règle se nomme alidade; elle porte à l'extrémité C un vernier circulaire qui s'applique exactement contre le limbe dans toutes les positions de l'alidade.
Pour mesurer à l'aide du graphomètre l'angle formé par deux directions MN , MP (fig. 23), il suffit de connaître le sommet M de cet angle , et un point sur chacun de ses cdtés. On fait planter. en ces points N et P deux jalons, si toutefois il n'existe sur la dtarection des droites données aucun objet remarquable qui puisse servir de point de mire. On place rinslrument de manière que le centre du demi-cercle soit précisément au-dessus du sommet M (on verra plus tard comment on peut y parvenir) ; on dirige la ligne de foi dans le sens de MN, comme nous l'avons indiqué ci-dessus *, on fait ensuite tourner l'alidade jusqu'à ce qu'en regardant par la pinnule D au travers de la pinnule C, on aperçoive le jalon P coupé dans le sens de sa longueur par les fils des deux pinnules réunis. L'arc CB , qu'on peut lire sur le limbe à moins d'une minute près avec le secours du vernier, donne la mesure de l'angle cherché.
Si l'on voulait, au contraire, faire en un point M d'une droite donnée MN un M»§1« égal à un angle donné , on ferait d'abord planter un jalon N sur la direction de la droite donnée; on placerait, comme ci-dessus, le graphomètre de telle sorte que son centre se trouvât au-dessus du point M , et que la ligne de foi fût dirigée suivant MN. On ferait alors tourner l'alidade jusqu'à ce que l'arc CB exprimât à moins d'une minute près la mesure de l'angle donné; puis, en regardant par les pinnules D et C , on ferait planter un jalon sur la direction DC, en faisant varier sa position jusqu'à ce qu'il se trouvât coupé dans le sens
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de M longueur par les fils réunis des deux pionules. La direction MP formerait a?eo la droHe donnée Mlf un angle égal ^ l'angle donné.
Quand on doit opérer sur une grande étendue de terrain , on remplace les plnnules par deux lunettes , dont Tune , dirigée suivant Talidade , se meut avec elle» et dont l'autre vaste dirigée suivant la ligne de foi. L'objectif de chaque lunette est garni d'un fli placé comme ceux des plnnules. Nous aurons occasion de rerenir sur ce sujet et de parler d'une autre disposition relative à ces lunettes.
83. L'em[llol du graphomètre ne donne la mesure des angles qu'à moins d'une minute , et l'on a quelquefois besoin d'une approximation plus grande ; on a recours alors à une disposition différente.
Au lieu de ne donner à l'instrument qu'une demi-circonférence, on lui donne une circonférence entière, qui est mobile dans son plan autour de son centre. L'alidade peut être fixée au cercle dans une position quelconque, à l'aide d'une vis de pression. Soit XOY (fig. 24) l'angle à mesurer. Après avoir dirigé la ligne de foi suivant OY et l'alidade suivant OX , on fixe l'alidade sur le cercle , et on fait tourner celui-ci dans le sens BB', jusqu'à ce que l'alidade vienne prendre la direction OY. La ligne de foi Ofi a pris alors la position OB', et l'arc BB' est évidemment égal à l'arc CB; car, dans ce mouvement du limbe, tous les poinis de la circonférence ont marché de quantités égales. On fixe le cercle dans sa nouvelle position , et l'on ramène l'alidade dans la direction OX; l'arc VC est évidemment le double de l'arc CB. On fixe de nouveau l'alidade sur le cercle, et l'on fait tourner celui-ci dans le même sens que tout à l'heure, jusqu'à ce que l'alidade soit revenue à la direction OY. La ligne de foi a pris alors la nouvelle position OB''; l'arc B'B' est égal à l'arc CB. On ramène l'alidade dans la direction OX , et l'arc B'C est évidemment le triple de l'arc CB.
En répétant cette opération un nombre sufiisant de fois, on peut obtenir un arc 10 fois, 20 fois,.... 60 fois plus grand que l'arc CB. Le multiple qu'on obtient ainsi est ordinairement composé de plusieurs fois la circonférence, plus une portion de circonférence ; et l'on voit pourquoi le demi-cercle du graphomètre n'anrait pu suffire. Supposons que l'opération ail été répétée eo fois, et qu'on ait obtenu un arc total de 4 circonférences, 169 degrés et U minutes, que l'on peut apprécier avec le secours du vernier, à moins d'une minute près. Cet arc revient à 1599" I7'; et l'erreur est moindre qu'une minute. Si donc on en prend la 60* partie» on aura l'arc demandé à moins de la 60* partie d'une minute , c'est-à-dire , à moins d'une seconde. On trouverait ainsi que l'arc cherché est de 26* Zif 17', à moins d'une seconde près.
L'instrument k l'aide duquel on répète ainsi les angles prend le nom de cercle répétiteur. Comme son emploi esl surtout nécessaire quand on opère sur une g;rande étendue , l'alidade et la ligne de foi sont toi^ours munies de lunettes, placées, l'une au-dessus du cercle, et l'autre au-dessous.
S4« Dans les opérations qui réclament de la promptitude et n'exiffeal pas une grande précision , on peut encore obtenir la mesure des angles au moyen de la oouuoU, Nous reviendrons sur ce moyen.
De quelques propriétés des angles qui cmt mène sommet.
tH*. Lorsqra'une droite OC (flg. 25) en rencontre tme autre AB, de manière à faire avec cette droite, et d'un même c6té, deux angles àOG, BOC , ces angles se nomment adjacents.
L'un de ces angle» est généralement plus grand que ra»tre. Lorsqu'il» seul égaux, ee nent des angles droits. Car, soient les deux
«Dgles adiaeefits égaux AOD, BOD (Pfg. 25). De lenr sommet 0 comme centre , avec un rayon arbitraire , décrivons une demi-cîrconférence ÀDB : les angles AOD, BOD étant égaux, les arcs AD et BDIe seront aussi. Chacun d'eux est donc le quart de la circon* férence, c'est-à-dire un quadrans. Donc les angles AOD et BOD sont droits.
Tout angle, tel que AOC, plus grand qu'un angle dr«t, est ce qu'on nomme un angle obtt^. Tout angle , tel que BOC , moindre qu'un angle droit, est ce qu'on nomme un angle m^. Quand doux angles adjacents sont inégaux , l'un est obtus et l'autre a<gu.
M. Théorbhb. La somme de deux angles adjacents AOC , BOC (fig. 25), est égale à deux angles droits.
En effet, du sommet 0 de ces angles, avec un rayon arbitraire, décrivons une demi-circonférence ACB : ces angles auront pour mesure les arcs ÂC et BC , dont la somme équivaut à une demi* circonférence, ou à deux quadrans. La somme des deux angles pro* posés équivaut donc à deux angles droits.
RfiMARQtES. 1. Deux angles dont la somme est égale à deux angles droits, sont dits supplémentaires; et chacun d'eux est le supplément de l'autre. D'après le théorème précédent , deux angles adjacents sont toujours supplémentaires.
II. L'un d'eux étant connu , on en déduit sur-le-champ l'autre. Si , par exemple , on demandait le supplément de l'angle COB , il suffirait de prolonger BO; et l'angle COA serait le supplément demandé. Si c'est la mesure de l'un de ces deux angles qui est doimée, on en déduit la mesure de l'autre , en retranchant celle du premier de 180^, qui forment la mesure de deux angles droits. Si l'un de ces angles était , par exemple , de 32^ 47', l'autre aurait pour valeur 180° moins 32^7', c'estr-à-dire , 147M3'.
87. Théorème. Si deux angles AOC, BOC (flg. 25), ayant même sommet et un côté commun OC, valent en somme deux angles droits, leurs côtés extérieurs AO et 90 sont en ligne droite.
Car, si du point 0 comme centre , avec un rayon quelconque y on décrit un arc ACB , cet arc équivaudra à deux quadrans ; donc ce sera une demi-circonférence ; donc la corde qui joindra les points A et B sera un diamètre (32, coroU.), et passera conséquemment par le centre; donc OA et BO sont en ligne droite.
88. TntORÈMB. La somme de tous les angles AOB, BOC, COD, DOE (fig. 26), formés d'un même côté d'une droite AE , et ayant pour sommet ttt$ même point de cette droite , est égale à deux angles droits.
Car, si du point 0 comme centre, avec un rayon arbitraire, on décrit une demi-circonférence ABCDE , les angles AOB , BOC, COD, B0£,a«r<Hili«spe€liv6menlpowrrae8we les arcs AB, SG, CD, DE,
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dont la somme équivaut à deux quadrans. La somme de ces angles équivaut donc à deux angles droits.
59. Théorème. La somme de tous les angles ÂOB , BOC , GOD , DOE , EOA (fig. 27], formés autour d'un même point 0, équivaut à quatre angles droits.
Car, si du point 0 comme centre , avec un rayon arbitraire , on décrit une circonférence , ces angles auront respectivement pour mesure les arcs AB, BC, CD, DE, EÂ., dont la somme équivaut à quatre quadrans. La somme de ces angles équivaut donc à quatre angles droits.
60. Théorème. Lorsque deux droites AB, CD (fig. 28) se coupent mutuellement, les angles opposés par le sommet sont égaux.
En effet , la somme des angles AOC et COB équivaut à deux angles droits (o6) ; il en est de même de la somme des angles COB et BOD. Ces deux sommes sont donc égales, et Ton a
AOC + COB=COB+BOD;
et en retranchant de part et d'autre COB , il reste
AOC = BOD.
On démontrerait de même que COB égale AOD.
DES PERPENDICULAIRES
Gl. Lorsque deux droites qui se coupent, AB, CD (fig. 29), forment un angle droit AOC, les trois autres angles COB, BOD, DOA, sont droits aussi; car COB, étant le supplément de Tangle droit AOC, est droit lui-même (56); et les angles BOD et DOA sont égaux aux deux premiers, comme leur étant opposés par le sommet.
Lorsque deux droites se coupent de cette manière , on dit qu'elles sont perpendiculaires Tune à l'autre. Mais il n'est point nécessaire qu'elles se croisent pour être perpendiculaires; il suffit qu'elles forment entre elles un angle droit, puisqu'on les prolongeant on leur donnerait la situation qu'indique la figure 29.
On fait un usage conUnuel des perpendiculaires dans l'ardii lecture » dans la charpente , dans la coupe des pierres, dans le dessin des machines» etc. La position mutuelle de ces droites ofTre une régularité qui satisfait Tceil et que nous nous plaisons ^ reproduire. Nous aurons occasion d'en offrir de nombreux exemples.
62. On pourrait tracer des perpendiculaires sur le papier à l'aide du rappor-
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leur, pvà&qae cet instrument fournit le moyen de faire des angles de 90* ; mais qqM suYi^Wliie Véquerre, qui est d'un usage plus commode. \]Tie èquerre se compose de deux règles dont les bords se rencontrent à angle âio\l (&g. 30) , telle est ordinairement la forme des équerres de métal. Les éqaerres en bois sont presque toujours pleines, à l'exception d'un trou pratiqué pour rendre l'instrument plus maniable, comme llndique la figure 31.
Avant de faire usage d'une équerre, il est à propos de la vérifier. Pour cela, on trace une ligne droite indéfinie XY (flg. 32), contre laquelle on fait aflleurer une bonne règle MN. On place ensuite l'un des côtés AB de l'équerre contre la règle, et, avec une pointe à tracer, on tire une ligne suivant BC. On retourne alors Véquerre, de manière à lui faire prendre la position A'BC, et l'on trace uoe droite suivant BC. Si les droites BG et BC ne coïncident pas , l'équerre doit ètrerejelée; car la somme des angles ABC et A'BC, s'ils sont droits, c'est-àdire, si l'équerre est exacte , doit valoir deux angles droits, et par conséquent les côtés BC et BC doivent coïncider.
(3. Lorsqu'on veut élever une perpendiculaire à une droite par un point donné sur celte ligne , ou abaisser une perpendiculaire sur une droite d'un point donné bors de cette ligne , on fait affleurer contre la droite le bord d'une bonne règle; on appuie contre ce bord l'un des côtés d'une équerre, et on la fait glisser contre la règle jusqu'à ce que son autre côté vienne passer par le point donné; on se sert alors de ce côté comme règle pour tracer la perpendiculaire demandée.
On a souvent besoin de mener des droites perpendiculairement au bord rec- Uligne d'une surface plane, par exemple , au bord d'une planche. On emploie à cet effet un instrument qui fait à lui seul les fonctions de la règle et de l'équerre ci-dessus. Cet instrument, appelé té, du nom de la lettre à laquelle il ressemble, se compose, comme l'indique la figure 33, d'une double équerre, montée sur une tête plus épaisse. On pose la règle AB sur la planche , de façon que la saillie CD de la tète du té s'applique exactement contre le bord de cette planche ; il ne s'agit plus que de faire glisser l'instrument dans cette position jusqu'à ce que le bord de la règle AB vienne passer au point par lequel on veut mener la perpendiculaire.
M. Sur le terrain, on pourrait tracer les perpendiculaires à l'aide du graphomètre, pmsque cet instrument fournit le moyeu de faire des angles de 90*. Maïs on préfère d'ordinaire employer Véquerre d*arpenteur, qui est d'un usage plus commode. Sa partie essentielle consiste en quatre pinnules placées aux extrémités de deux droites qui se coupent à angles droits; cespinnules sont le plus souvent pratiquées dans une sorte de boite, ronde ou octogone (fig. 34^. Celte boite se visse sur une lige , terminée par un piquet de fer, au moyen duquel on plante l'instrument sur le terrain.
Supposons qu'il s'agisse d'élever en un point 0 d'une droite AB (fig. 29], une perpendiculaire à cette droite; on plante l'équerre au point 0, et on la fait tourner de manière que la direction de deux pinnules opposées soit celle de la droite AB. La direction des deux autres pinnules est alors celle de la perpendiculaire demandée, et tout se réduit \ faire planter un jalon C ou D dans celte direction , comme nous l'avons indiqué en parlant du graphomèlre (32}.
Si l'on doute de l'exactitude de l'équerre, on lui fait faire un quart de tour, de manière que les pinnules dont la direction était CD viennent prendre la direction AB; la direction des deux autres doit alors être CD; dans le cas contraire, l'histrument est inexact.
Lorsqtfîl s'agit d'abaisser d'un point donné C une perpendiculaire sur une droite donnée AB, on commence par faire planter un jalon au point C, si toutefois il n'y a rien en ce point qui puisse servir de mire. On place l'équerre sur la direction AB, de manière que deux pinnules opposées soient dans celte direction; puis on transporte l'instrument le long de AB dans celle position,
3& - PREHIÈEE PABTIB.
jusqu'à cp qu'en regardant par les deux autres pinnules on aperçoive le jalon C coupé longitudînalément par les (Ils réunis de ces pinnules. Le point 0 , où se trouve alors l'équerre, appartient à la perpendiculaire demandée, qui se trouve dès lors déterminée complélcment.
65. Théorèhe. Par un point 0, pris sur une droite ÀB (fig. 25), on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à cette droite.
En effet , du point 0 comme centre, avec un rayon quelconque , décrivons une demi circonférence ADB. Une droite OD , élevée au point 0 perpendiciilatrement à AB , formera avec elle deux angles adjacents égaux AOD, BOD. Par suite les arcs AD et BD seront égaux , et le point D sera le milieu de la demi-circonférence ADB. Or, il n*y a qu'un seul point D qui puisse être le milieu de la demicirconférence ADB; et il n*y a qu'une seule droite qui puisse passer par ce milieu et par le point 0.
j6G. Théorèmb. Par un point 0 (fig. 36), pris hors d'une droite ABj en ne peut abaisser qu'une seule perpendiculaire sur cette droite.
En effet, soient, s'il est possible, OC et OD deux perpendiculaires à AB. Faisons tourner la figure COD autour de AB, comme charnière, jusqu'à ce qu'elle vienne ae labaitreen COD. L'angle O'DC sera évidemment égal à l'angle (X)C ; or, celui-ci est droit par supposition, puisque OD est perpendiculaire à AB; l'angle O'DC est donc droit aussi. Les deux angles ODC et ODC , qui ont même sommet D, un côté commun PC, et dont la ^omme équivaut à deux angles droits, ont donc leurs côtés extérieurs OD et O'D en ligne droite (57). Et comme on en peut dire autant de OC et de O'C, i{ y aurait du point 0 au point 0' deux lignes droites ODO' et OCO', ce qui est impossible. D'ua point pris hors d'june droite, on pe peut donc abaisser sur celle droite qu'une seule peipendiculaire.
Remarqcje. Si OC est cette perpendiculaire, toute autre droite OD menée par le point 0 sera ce que Ton aomme une ojiligue à la ligne AB.
67 . Théotièmb. Si par un point 0 (fig. 35), extérieur à une droite AB, on lui mène une perpendiculaire OC et une oblique OD, la perpendiculaire sera plus courte que l'oblique.
Car si l'on répète le mouvement indiqué dans la démonstration du théorème précédent, on voit que O'D est égal à OD, et que O'C est égal à OC ; de plus, OCO' est une ligne droite, puisque les angles OCD et O'CD sont égaux et que le premier est droit. Or, la ligne droite 00' est plus courte que OD + DO'. Donc OC, qui est la moitié de 00', est plus courte que OD, qui est la moitié de OD + DO'.
Remarque. II su}t d|^ Il que la perpendiculaire abaissée d'us point «NT u&e droite est le pinscoorteh^aiifid^ee point à cette droite, dt mesure leur véritable distance.
Si Vm veut cavjoîr, w ^i^pp^p » éfi c^^fpbijen un point rpjQ^/ii^})!^ 4aQ$ la campagne esl distant d'une grande route, /l faut abaisser de ce j^oipt une perpendiculaire snr fa direction àul)ord (le cette route, et mesurer la longueur de cette perpendicnlaire.
Corollaire. Récîproquenrïent : Si une droite OC est la plus courte de celles que Von peut mener d*un point 0 à une droite AB, cette ligne OC est perpendiculaire à AB.
Car si eJtè ne l'était pas , soit PB la perpendiculaire : d'après le théorème précédent, OD serait plus coijrt que DG, ce qui est contraire à la supposition.
Remarque. Le point C où la perpendiculaire OC rencontre la droite AB se nomme le pied de cette perpendiculaire , le point D est pareillement fe pied de l'oblique .Op.
68. Théorèjie. Si par un point Q (6g. 3jS), eq:tiriei^r à une droite XT, on mène deux obliques OA, OB, telles que le pied de la pefpendi-r culaire OC soit également distant du pied de chaque oblique, ces obligués seront égales.
Car si Ton fait tourner la figure OAC ^luitour de OC, conr^mp charnière, l'angle 0,CA étapt ^o\i ainsi que l'angle OCB, la droite CA viendra s'appliquer sur Cf\ et comme, po'rïjypothj^se, C| égale ÇB, le point A tombera .ejj ]B i en sorte que les dfoiip 3 ÔA et OB auront fes mêmes e^ircmités, et coïaciderpnt. Par consjé(|uenf, ces deux droites son^t égaies.
69. Théorème. Si par unpgint Q (pg. 37) on mène é une droite XY deux obliqife§ quelconque^ ipA et OB, celle dont le pied s'écarte Te moins du pied ae la perpendiculaire OC est la plus courte.
En effet, faisons toiirner làfigiire autour de AB comme cjiarnière, jusqu'à ce qjie le point 0 vienpe se rabattre len Q'; on aura évidemment 6'B=iQP eiO'i=Ok. Or ïa ligne brisée epveloppée 0B+BO' est pïus courte que la ligne brisée enveloppante OA -f- AQ' (20); donc OB, qui est Ist moitié de OB-f^Q'* ^^^ P'"^ ^^^^ V^^ ^^' 4^^ est la moitié de OA+AO'.
$'fl s'agissait des obliques OA et OB' situées de part ^t d'autre de la perpendiculaire, soit CB' moindre que CA : ep prenant C6=:CB' et jioiguant OB, on aurait OB=QB', ep vertu du jthéorème du n° 68; mais en vertu de la démonstration précédente, on a OB<^ÔA; donc on a aussi OB'<OA.
Ainsi le théorème est général.
70. Du rapprochement des deux théorèmes précédents résultent ces deux propositions réciproques :
Sipartm point extérieur à une droite, on lui mène deuaù obliques égalés, le pied de la perpendiculaire sera également distant du pied dé chaque oblique. Car s'il en était ipégalement distant , en vertu du xiii^hm pricéd^ > Î6§ obliqutf p&t9imi laégalûs.
Si par un point extérieur à une droite, on lui mène deux obliques inégales, le pied de la plus courte sera moins distant du pied de la perpendiculaire que ne le sera le pied de la plus longue. Car s'ils en étaient également distants, les deux obliques seraient égales (68) ; et si le pied de celle que nous supposons la plus courte était le plus éloigné du pied de la perpendiculaire , cette oblique serait la plus longue (60), ce qui est également contraire à la supposition.
71. Théorème. Chaque point de la perpendiculaire CO (fig. 36), élevée sur le milieu dlune droite ÀB, est également distant des extrémités de cette droite.
Car soit 0 un de ces points, joignons OÂ et OB, ces droites seront deux obliques égales, puisque le pied de la perpendiculaire est également distant du pied de chacune de ces obliques.
Donc le point 0 est à égale distance des extrémités À et B de la droite AB.
72. Théorème. Tout point K (fig. S6), pris hors de la perpendiculaire CO élevée sur le milieu d'une droite AB^ est inégalement distant des extrémités de cette droite.
Car si Ton joint KA et KB, Tune de ces droites coupera la perpendiculaire. D'après la position du point K dans la ègure, c'est la droite KA qui coupe CO en un point 0. Joignons OB ; nous aurons KB<KO + OB; mais OB est égal à OA, en vertu du théorème précédent; on peut donc écrire KB<KO-|-OA, ou KB<;KA. Ainsi le point K est inégalement distant des extrémités de la droite AB.
73. Du rapprochement des deux théorèmes qui précèdent résultent ces deux propositions réciproques :
Tout point également distant des extrémités éTune droite appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite. Car s'il était situé au dehors de cette perpendiculaire , il serait inégalement distant des extrémités de la droite.
Tout point inégalement distant des extrémités d'une droite est situé hors de la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette droite. Car s'il était situé sur cette perpendiculaire, il serait également distant des extrémités de la droite.
Ainsi la perpendiculaire élevée sur le milieu d'une droite est le lieu géométrique de tous les points du plan qui sont également éloignés des deux extrémités de cette droite.
74. Application. On se sert de ces deux propositions réciproques pour vérifier les perpendiculaires. Supposons, par exemple » que Ton veuille vérifier si CO (fig. 36) est perpendiculaire à XYj on prendra sur XY, de part et d'autre du poinl G, des longueurs égales GA et GB; et l'on marquera sur la droite CO un point 0 quelconque. Si les distances OA et OB sont égales, le point 0 appartient a la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB ; donc CO est cette perpendiculaire. Si les dislances OA et OB sont inégales, le point 0 est situé hors de la perpendiculaire éleyée au point C; doncOG n'est pas perpendiculaire à XY.
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78. Théobèmb. Si une droite XT (fig. 37) a deux de ses points, ket'i^à égale distance des extrémités d'une droite OCÏ, la première droite est perpendiculaire sur le milieu de la seconde.
En effet, le point À étant également distant des extrémités de la droite 00', appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de 00'. On en peut dire autant du point B. Or, deux points suffisent pour déterminer une droite : la droite AB, ou, ce qui revient au même, la droite XT, est donc elle-même cette perpendiculaire élevée sur le milieu de OO'.
76. Théorème. Chaque point de la bissectrice OC d*un angle ÀOB (fig. 39) est également distant des côtés de cet angle.
Soit C un point quelconque de cette bissectrice ; abaissons de ce point les perpendiculaires CA et CB sur les cdtés de Tangle AOB. Ces perpendiculaires mesureront la distance du point C aux côtés de Tangle AOB. Pour prouver qu'elles sont égales , plions la figure le long de OC; Tangle BOC étant égal à l'angle COA, la ligne OB viendra se rabattre sur la ligne OA; et le point C n'aura pas changé de place. Il faudra donc que les perpendiculaires CB et CA coïncident, car autrement il y aurait du point C deux perpendiculaires abaissées sur une même droite , ce qui est impossible. Donc CB = CA.
Rimârqub. Cette démonstration prouve en même temps que OB=OA.
77. Théorèmi. Tout point K(fig. 38), situé hors de la bissectrice OC d*un angle AOB, est inégalement distant des côtés de cet angle.
Abaissons du point K les perpendiculaires Kl et KB sur les côtés del'angle-.Vunede ces perpendiculaires rencontrera la bissectrice OC; dans la figure, c'est KB qui rencontre OC en un point C. De ce point, abaissons sur OA la perpendiculaire CA, qui sera égale à CB, d'après le théorème précédent , et joignons KA. La perpendiculaire Kl est moindre que l'oblique KA ; mais la droite KA est plus courte que la ligne brisée KC-f-CA, ou, ce qui revient au même, plus courte que KC -f CB ou que KB. Donc, à plus forte raison, Kl est plus court que KB.
78. Du rapprochement des deux théorèmes qui précèdent résultent ces deux propositions réciproques :
Tout point également distant des deux côtés d*un angle appartient à la bissectrice de cet angle. Car s'il était situé au dehors de cette bissectrice, il serait inégalement distant des côtés de l'angle.
TovLt point inégalement distant des côtés d'un angle est situé hors de la bissectrice de cet angle. Car s'il était situé sur cette bissectrice, ii serait également distant des côtés de l'angle.
Ainsi la bissectrice d'un angle est le Heu géométrique de tous les points du plan qui sont également distants des deux côtés de cet angle.
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79. THÉOBÈn. Lorsque detix droites indéfinies KBèt CD (fig. 40) se coupent^ i^ lès tissectritès dès m^M ttdfdtéHis sàrit perpendiëu^ laires entre elles; t« les bissectrices dès Hn^teè opposiÈ pat le sommet sont en ligne droite.
Car soient OH, 01, OK, OL ces MssëttHces , l^ôh a A0C+C0B=:2 angles droits; or, COH est la rtioHié fle AOC, et Cdl \& moitié de COB; donc COH+COI, c'est-à-dirè HOI, est là mdîtië dé AOC+COB, c'est-à-dire la moitié de 2 angles droite, od un angle droit, botit OH et 01 sont perpendiculaires entre elles. 6n démontrerait dé rhéme que les angles 10K , KOL et L0H so'ilt droits. S*" Lès angles HOt et lOK étant droits , leur sotnme éqUivaUt à detix angles droiis ; et comme ils oni même sommet et un t(iié coiiiÉiiun 01, leurs côtés extérieurs OH et OK sont éii li^ne droite (57). On démontrerait de même quô 61 et OL sont en ligtie droite.
CHAPITRE V
80. Théorème. Deux droites AC , BD (fig. 40) perpendiculaires à une troisième kM, ne peuvent se rencontrer, quelque loin ^u'on les prolonge.
Car si elles pouvaient se rencontrer éti tin certain point, il y aurait de ce pouit deut perpendiculaires abaissées sur une même droite, c^ qui est ihnpossible (66).
Remabouè. Deux droites qui ne peuvent se i-encôntrer quelque loin qu'on les prolonge, sont te c|ue Ton appelle des droites parais lèles. Le théorème précédent peut donc s'énoncer de cette matiière : Deux droites perpendiculaires à une troisième sont parallèles entre elles,
81. Problème. Par un point k{&g. 40) donné hors d*uhè droit eîit^ mener une parallèle à cette droite.
Du point A abaissons sur DF la ijerpendiculaire AB. Au J>oint A élevons ÀC perpendiculaire à AB, la droite AC sera la parallèle demandée, car AC et DF sont toutes deux perpendiculaires à AB.
Cette cpnslruclion peut s*ex^cuter sur le terrain aussi bien que sur le papier. Mais sur le papier on peut opérer plus commodément au moyen de Téquerre. Plaçons rêquerre de manière que l'un des cdlés de Tangle droit affleure la droite donnée DF (Og. 4i), et appliquoni une règle contre l'autre côté de rangle droit. Faisons ensuile glisser i'équerre contre la règle jusqu'à ce que le celé qui c<^cidait avec DP vienne passer par le. point donné A; puis avec ce côté, cornac règle, tirons la droite AC, qui sera la parallèle demandée. On ii'aarâ j;>lus qu'à la prolonger au besoin.
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Les menuUders et les charpentiers emploient ati même usage llnstniment nommé ié, dont nous avons parlé précédemment (63). Les droites qulls tracent ^ Valde de cet inslrunoent , étant perpendiculaires au bord de la planche sur la* quelle Us opèrent, sont parallèles entre elles.
Applications. L'usage des parallèles est extrêmement Tréquent dans les arts : les cadres, les Tenélres, les portes, la plupart des meubles, oCTrent des li/^nes parallèles! le parallélisme des lignes dans Tarchitecture est un des principaux éléments de cette régularité qui a tant de charmes pour l'œil. Les allées droites d*un]»rdin ou d'un parc sont terminées latéralement par des droites parallèles; U en est de même des canaux , des rails des chemins de fer, tant qu'ils conserveot une direction rectiligne. Les lignes qui forment la portée dans l'écriture inu)»icale sont des droites parallèles; on en remarque également dans lel étoffes rayées, dans les dessins de papier de tenture, etc.
Les droites perpendiculaires et les droites parallèles forment les comblna)sons les plus régulières, et, par suite, les plus constamment employées, d( toutes celles qu'on peut obtenir avec des lignes droites.
ôîfc. PosTULATUM. Si, SUT uue même droite OX (fig. 44), an élève une perpendiculaire AB et une oblique AC, l'oblique et laperpendi^ culaire suffisamment prolongées se rencontreront.
Cette proposition , qui sert de base à la théorie des parallèles , ei qui est connue sous le nom àe postulatum d'Euclidé, ne parait pas susceptible d*une démonstration rigoureuse ; à moins qu'on ne la fonde sur la considération des infinis de différents ordres, considéra* tion étrangère aux éléments. Mais, quoiqu'elle n'ait pas Tévidence d'un axiome, elle peut être admise sans démonstration.
Toutefois, pour ceux de nos lecteurs à qui cette marche ne paraîtrait pas satisfaisante, nous donnons ci-dessous la démonstration de Bertrand de Genève.
%%. \jamt 1. Si fur Vun det tétés OX d'un angle droit YOX (flg. 42), on prèii4 à partir du sommet des longueurs égales OA , AB, BC, CD, etc., et que par les poinu A, B, C, D, etc., on élève des perpendiculaires à OX, !• les bandes indèfinies ainsi formées seront égales; ?• quel que soit leur nombre, elles nt coûtti^ roni jamais l'espace indéfini compris entre les côtés de l'angle droit YOX.
En effet : l** Si Ton plie la flgure le long de AE, l'angle EAO étant droit, ainsi querangle EAB, la ligne AO viendra se rabattre sur AB, et comme AO est éeal à AB, le point O tombera en B. L'angle AOY étant droit, ainsi que l'angle ABF, la ligne OY prendra la direction BF, ainsi les deux bandes Indéfinies YOAfi, EABF coTncideronl dans toute leur étendue ; donc elles sont égaies. Ou démontrerait de la même manière l'égalité de toutes les bandes successives.
2* La droite OX étant indéHiiie , quel que soit le nombre des bandes, on pourra toujours en construire une nouvelle ^ la suite des preuiières; donc, jamais l'espace Indéfini compris entre les côtés de l'angle droit YOX ne pourra être couvert par ces bandes , quelque larges qu'on les suppose d'ailleurs.
Lehu h. Quelque petit que soit un angle YOA (flg. 43), en Vo joutant à lui^ même un nombre suffisant de fois, on pourra toujours couvrir entièrement Vespau indéfini compris entre les côtés de Vangle droit YOX.
En e<M, si , par le t)olnt 0 , on mène une suite de drolies OA , OB, OC, etc. , qui &t<^nt entr« elles des angles consécutifs AOB, ttOC, COD, etc., égaui entrt eui et k Tangle YOA , cet angle se trouver^ ainsi ajouté h lui-même autant de fois que l'on voudra. Mais quelque petil que soit YOA, cet angle est une frac- Uon d'angle droit ; donc , en l'aJouUnt ^ lui-même un nombre suffisant de fois ,
on finira toujours par atteindre et dépasser l'angle droit YOX. Alors il ne se trouvera aucun point dans l'angle YOX qui ne soit couvert par Tun des angles YOA , AOB , BOC , etc. Donc Tespace indéfini compris entre les côtés de Tangle droit sera recouvert entièrement.
84. Théorème. Si AB (fig. 44) est perpendiculaire d OX , e< que OC soit oblique àO\,la perpendiculaire et Voblique suffisamment prolongées se rencontreront.
En effet, élevons au point 0 la perpendiculaire OY. D'après le premier lerome, la bande indéfinie YOAB ajoutée à elle-même autant de fois qu'on le voudra ne couvrira jamais l'espace indéfini compris entre les côtés de l'angle droit YOX« D'après le second lemme , l'espace indéfini compris entre les côtés de l'angle YOG, ajouté à lui-même un nombre suffisant de fois, finira toujours par couvrir ce même espace. Donc l'espace indéfini compris entre les côtés de l'angle YOG est plus grand que l'espace indéfini compris par la bande YOAB. Mais cette conséquence ne pourrait être admise si l'angle YOC restait toujours contenu dans la bande YOAB; il faudra donc qu'il finisse par en sortir, c'esl-a> dlre qu'il faudra que OC finisse par couper AB. Donc l'oblique et la perpendiculaire suffisamment prolongées se rencontreront.
85. Théorème. Par un point k {6g, 40), extérieur à la droiteï)¥^ on ne peut lui mener qu'une seule parallèle.
Par le point A, menons AB perpendiculaire à DF, et CE perpendiculaire à AB, la droite CE sera parallèle à DF (80). Or, par le point A on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à AB ; toute autre droite que CE, menée par le point A, serait oblique à l'égard de AB ; donc, en vertu de la proposition précédente, elle rencontrerait AB, et ne lui serait point parallèle.
86. Théokème. Si deux droites CE et DF (fig. 40) sont parallèles, toute droite MA, perpendiculaire à l'une d* elles DF, est aussi per-pendiculaire à Vautre.
Car, si MA n'était point perpendiculaire à CE , la droite CE serait oblique à l'égard de MA; donc elle rencontrerait la perpendiculaire DF (82) , ce qui est contraire à la supposition.
87. Théorèbib. Les droites AC et BD (fig. 45.) .perpendiculaires à deux parallèles MN et PQ, et comprises entre ces parallèles ^ sont égales entre elles.
Par le milieu I de AB, élevons IH perpendiculaire à PQ , et par conséquent aussi à MN (86). Plions la figure le long de HI. L'angle HIJB étant droit ainsi que l'angle HIA , la droite IB viendra se rabattre sur lA ; et comme IB et lA sont égaux , le point B tombera en A. L'angle IJBD étant droit ainsi que l'angle IkC , la droite BD prendra la direction de AC, et le point D tombera en quelque point de la droite AC. Mais l'angle IHD étant droit, ainsi que l'angle IHC, la droite HD prendra la direction de HC, et le point D tombera en quelque point de la droite HC. Le point D devant tomber à la fois sur les droites AC et HC, ne pourra tomber qu'à leur intersection C; ainsi les droites BD et AC coïncideront, et sont par conséquent égales.
Remarque. La longueur de la perpendiculaire commune à deux parallèles mesure la véritable distance de ces droites, puisque cette
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longueur est la méme^ en quelque point des parallèles qu'on mène cette perpendiculaire commune ; le théorème précédent peut donc s'énoncer : Deux parallèles sont partout également distantes.
88. Théorèiie. Si une droite HN(fig. 45) a deux de ses points C et'bà égale distance d'une autre droite tQ, la première droite est parallèle à la seconde.
En effet , des points G et D abaissons sur PQ les perpendiculaires CA et DB. Par le point I, milieu de AB, élevons IH perpendiculaire à PQ. Plions maintenant la figure le long de IH, les angles AIH et filH étant droits , la ligne IB viendra se rabattre sur lA ; et comme IB et lA sont égaux, le point B tombera eii A. Les angles lAC et IBD étant droits, la droite BD suivra la direction de AC; et comme BD et CA sont égaux par supposition, le point D tombera en C. D'ailleurs le point H n'aura pas changé de place; donc les droites HD et HC coïncideront. Il en résulte que les angles IHD et IHC sont égaux, et par conséquent droits, puisqu'ils sont adjacents. Les droites PQ et MN sont donc toutes deux perpendiculaires à IH ; ainsi ces droites sont parallèles.
Application. Ce théorème fournit un moyen de tracer des parallèles. Si, par exemple, il s'agit de mener par le point C (fig. 45) une parallèle à la droite PQ, on abaissera du point C une perpendiculaire CA sur la droite donnée; en un point quelconque B de cette droite, on élèvera la perpendiculaire BD égale à AC, et l'on joindra CD qui sera la parallèle demandée.
Cette construction mérite la préférence sur toute autre quand les deux parallèles doivent avoir une grande étendue.
89. THÉOKtMS. Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles.
Car si l'on mène une droite perpendiculaire à la troisième , elle sera en même temps perpendiculaire aux deux premières (86); et celles-ci, étant perpendiculaires à une môme droite, sont parallèles entre elles.
90. Théorème. Si deux droites AB, CD (fig. 46), sont coupées par une troisième E¥, et que les angles intérieurs AEF et CFE soient supplémentaires, les deux premières droites sont parallèles.
En effet, l'angle DFE est le supplément de CFE, puisque ces angles sont adjacents; mais, par supposition, AEF est aussi le supplément de CFE. Donc AEF égale DFE. On démontrerait de môme que CFE égale BEF. Il en résulte que la position des branches FD et EB, par rapport à EF, est absolument pareille à celle des branches EA et FC. Si donc les droites AB et CD se rencontraient audessus de EP, elles devraient aussi se rencontrer au-dessous. Elles auraient donc deux points communs , ce qui est impossible. Donc elles ne se rencontreront pas.
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Remakoub I. Lft droite EF est dite sécante par rapport aux parallèles.
Il est Facile de voir que les quatre angles aigtis de la figure ëont égaux entre eux. CarGEB = AEF etCFH=DFE, comme angles opposés par le sommet; d*ailleu^s nous avons démontré que AEF=:DPb," donc les quatre angles aigus sont égaux. On démontrerait de même que les quatre angles obtus sont égaux entre eux. 11 en résulte que l'un quelconque des quatre angles aigus est le supplément dé l'un quelconque des quatre angles obtus.
Les angles tels que AEF et t)FE , formés intérieurement par les deux parallèles de part et d'autre de la sécante, se nomment alternes-internes. Les angles CFE et BEF sont aussi alternes-internes.
Les angles tels que CFH et AÉF, formés par les deux parallèles d'un même côté de la sécante, l'un extérieurement et l'autre intérieurement, sont dits internes-externes qu correspondants; cette dernière dénomination est la plus usitée. Les angles AEG et CFÈ sont aussi des angles correspondants : il en est de moitié des angles ËEG et DFE, ainsi que des angles HFD et FEB.
Remarque IL Réciproquement si deux angles alternes - internes AÈF et DFE sont égaux, les angles intérieurs AEF et CFE sont supplémentaires ; car DFE étant le supplément de CFE, son égal AEF est aussi le supplément de CFE«:
De même, si deux angles correspondants AEF et CFH sont égaux, les angles intérieurs AEF et CFE sont encore supplémentaires; car CFH étant le supplément de CFE, son égal AEF est aussi le supplément de CFE.
Dans les deux cas AB et CD sont parallèles.
91. Applications. I. Ge Uiéorème fournit un nouveau moyen de mener des parallèles en se servant de Téquerre. Soit 0 (flg. 47) un point donné par lequel on veut mener une parallèle à une droile AB. On fait aflBeurer contre AB le plus grand côlé de l'équerre, et Ton applique une règle mn contre Vun des côtés de Tangle drdit. On Tait ensuite glisser l'équerre contre la règle Jusqu'il ce que le côté qui coïncidait avec AB vienne passer au point donné 0, et Ton se sert de ce côlé oomme règle pour tracer une droite OD qui est la parallèle demandée; car les angles correspondanls BAm et DnA sont nécessairement égaux.
II. Les mêmes considéralions fournissent le moyen le plus commode d'employer réqueri*e à tracer des perpendiculaires. Soit XY (flg. 48) une droile à laquelle on veut mener une perpendiculaire. Faisons affleurer contre celte droite Tun des eôl^s de l'angle droit d'une équerre, et appliquons une règle iftn contre son plus grand côté; faisons ensuite glisser l'équerre contre la règle jusqu'à ce que le côlé mp, perpendiculaire à XY, vienne passer au point par lequel il s'agit de mener la t)erpenriicu)aire , el servons-nous de ce côlé comihe réglé pour tracer une droile m'p' qui sera la perpendiculaire demandée. Car, dans te mouvement de l'éqperre, le côté mp est demeuré paroUèle è lui-même; et
puisque mp éUit perpendiculaire à XY, il en est encore de même de my. L'avantage de celte méthode esi de permettre ^ la pointe à tracer d*ài
'àrriTer
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pldl fràâcbetnéilt jusqtPK là afoftë XY, de gu'ôh h'obiteài par là ifaéthode dn n* (3 qîi'èii prolôtigëanl la perpendiculaire nprhk côàp.
m. Oji peut se servir de la propriété des angles alterne»-intei1ied pour mener des parallèles. Si, par exemple, par un bôint E (fîg. 49), il s'agissait de mener une parallèle à la droite CD, on mènerait d'abord par le point È une sécante quelconque ÉF, puis Fon ferait au point E un angle A£F égal à langie £FD (45); la droite EA Ainsi déterminée serait la parallèle démandée.
Ce procédé pourrait élre employé sur le terrain.
94. tHÉORÈME. Lorsque deux parallèles AB, CD (fig. 4Q), sont coupées par une sécante EFj les angles intérieurs AÈF et CFÉ sont supplémentaires (et par suite Us angles alternes-internes sont éganUo, ainsi qu^ les angks correspondants).
Car si AEF n'était pas le supplément de CFE, on J)ourrait mèiiér par le point £ une droite qui fit avec EF un angle égal au suppljà<ment de CFE; et d'après le théorème précédent (90), cette droite serait parallèle à CD. Olr, par le point E, on ne peut tnener qu'uile seule parallèle à CD (83); donc l'angle AEF est le supplémeni de CFÉ.
13. PiioBLfeâE. Par «n point A (fîg. 60) pris hors d'une droite Gti , mener wHé seconde droiU qui rencontre la première sous un angle donné k.
En un point quelconque F de la drotle donnée , faisons lin angle CFH égal t l'angle donné R (4S), et par le point A menons AE parallèle li CP. Les angles AEF tX CFH seront égaux comme correspondants en vertu du théorème qiil précédé , éi Vangte AEF sera par conséquent égal à Tangle donné.
94. Théokbmî. Deux angles ABC, DEF ( fig. 51 ) qui ont leurs côtés parallèles et dirigés dans te même sens (en partant du sommet) sont égaux.
Car si Von prolonge 1)É jusqu'en II, on aura bEF = EHC comme angles correspondants, et ABu =EHC par la tnéme raison. Par côn* séquentDËF = AËri.
Remarque. On démontrerait de la même manière que deux angles qui ont leurs côtés parallèles et dirigés tous deux en sens contraire sont égaux, et que deux angles qui ont leurs côtés parallèles et dirigés les uns dans le même sens et les autres en sens contraire, sont supplémentaires.
Ap^tfCik-noif. C'eèt sur lé théorème précédent qu'est fondé remploi de 1^ boussole pour mesurer les angles. On sait qu'une aiguille aimantée, liL)remeQt suspendue par son cenlre, a la propriété, non pas de se diriger constamment vers le iiord, comme on é Thahllude de le dire , mais de conserver une direction Êxe ou à peu prés. Wous dfeons ï peu près , parce que celle direction est sujette par le fâif à des variations annuelles et ipème diurnes dont en p«)t| sans inconvénient faire abslracUou pour Tobjet qui nous occupe. A Paris , la direction âé ràlgUille aimantée fail, avec la ligne 4"! va du nord au sud, un »gte é'ebVfHW n^HriVàjxkiX. Urté bouteôlcse compeée essentiellement d'une
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aiguille aimantée reposant sur un piTot au centre d'un cadran divisé en degrés. Celle dont on se sert pour mesurer les angles est renfermée dans une botte ronde ou carrée, munie latéralement d'une lunette ou de deux pinnules dont la direction est parallèle à la ligne de foi du cadran , c'est-à-dire , au diamètre à partir duquel se comptent ses dlTisions. L'instrument est porté sur un pied comme le graphomètre.
Soit BAC (fig. 52) un angle li mesurer. On place d'abord la boussole de manière que la lunette soit dirigée suivant l'un des côtés AB de cet angle; la ligne de foi oftii alors parallèle à ce côté, et l'on observe sur le limbe la valeur de l'angle nof formé par la ligne de foi et par la direction on de l'aiguille. On place ensuite la boussole de manière que la lunette soit dirigée suivant l'autre côté AC de Tangle à mesurer; la ligne de foi prend alors la direcUon o'f parallèle k ce côté; et l'on observe sur le limbe la valeur de l'angle n'o'f formé par la ligne de foi et la direction &n' de l'aiguille. On a ainsi tous les éléments nécessaires pour déterminer la valeur de l'angle BAC.
En effet, menons par la pensée une ligne &g parallèle à of, ou, ce qui revient au même , à AB ; comme of est parallèle à AC , il s'ensuit , d'après le théorème précédent, que l'angle go'f est égal à l'angle BAC; mais l'angle go'f est la différence des angles n'o'f* et n'o'g ; de plus, o'g étant parallèle a of, et on' parallèle à on , d'après la propriété de l'aiguille aimantée , il en résulte que l'angle nf&g est égal à nof en vertu du même théorème. L'angle BAC ou son égal g&f, est donc la différence des angles n'oT et nof, c'est^-dire la différence des angles dont la valeur a été observée sur le limbe.
On arriverait au même résultat en plaçant l'instrument au sommet A de l'angle à mesurer, et en le faisant simplement tourner sans le transporter ; mais on voit que la boussole permet de mesurer un angle sans connaître son sommet, avantage précieux dans beaucoup de circonstances. Malheureusement cet avantage est compensé par un inconvénient grave : c'est que les oscillations continuelles de raiguille aimantée empêclient de lire avec précision sur le limbe de la boussole. Néanmoins cet instrument est fréquemment employé pour la mesure des angles, et principalement lorsque l'on a besoin d'un résultat prompt, sans tenir à une exactitude rigoureuse.
96. Théorèmi. Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux {ou supplémentaires).
Soient ABC et DEF (fig. 53) deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir : DE perpendiculaire à BA, et FE perpendiculaire à BC ; je dis que ces deux angles sont égaux. En effet, par le point B, menons BH parallèle à EF, et BI parallèle à ED, Tangle HBI sera ^al à FED en vertu du théorème précédent. . De plus, BA étant perpendiculaire à DE sera aussi perpendiculaire à sa parallèle BI, et BC étant perpendiculaire à FE sera aussi perpendiculaire à sa parallèle BH. Il résulte de là que les angles IBA et HBC sont droits et par conséquent égaux ; et si Ton retranche de chacun d'eux la partie commune HBA, les restes IBH et ABC seront égaux. Mais IBH est égal à DEF; donc DEF est égal à ABC.
S'il s'agissait de Tangle DEF', qui a aussi ses côtés perpendiculaires à ceux de l'angle ABC, on voit que cet angle étant le supplément de DEF est en même temps le supplément de ABC.
Donc deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires. S'ils sonttous deux aiguaou
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tous deux obtus ils sont égaux; si Tim des deux est aigu et l'autre obtus, ils sont supplémentaires.
96. Applications. On emploie dans les omements de Tarchitecture des pai^ Ues sautantes qui ont reçu en général le nom de moulures, et Ton étend ce nom aux figures planes qui en représentent le profil. Le tracé des moulures oflk« des exemples de l'emploi des perpendiculaires et des parallèles.
Les moulures sont droites, circulaires ou composées, suivant qu'on y fait usage de la ligne droite , du cercle , ou de Tun et l'autre à la fois. Nous ne parlerons pour le moment que des moulures droites.
Le /Ûel (fig. 54) est une moulure droite dont la saillie égale l'épaisseur. Pour le tracer, soit IH la droite sur laquelle il doit faire saillie ; prenei sur cette droite une longueur ab égale à l'épaisseur assignée au filet; éleyez par les poïDts a et b les perpendiculaires me et nd; prenez ma et n5 égaux "k ab, et joignez mn. On donne quelquefois au filet le nom de listel.
La plaU^Hinde (fig. &5) est une moulure droite dont l'épaisseur est beaucoup plus grande que la saiUie. Elle se trace par une construcUon analogue à la précédente.
C'est mcore ^ l'aide des perpendiculaires et des parallèles que Ton trace les guilloehis (fig. 56), usités dans l'ornemenL Dans cette figure , les sommets des angies intérieurs les uns aux autres successivement sont placés sur une même ligne droite qui est leur bissectrice commune; et toutes les parallèles consécutires sont éq^distanles. ^
CHAPITRE VI
»ROPuMs DU GBEGLR EBLATIYE8 AUX PBEPBllDIGULAimBa.
97. TniORÈME. le milieu d'un arc , le milieu de sa corde et te centre du cercle sont toujours sur une même droite perpendiculaire à cette corde.
Soit C (fig. S7) le milieu d'un arc AB. Puisque les arcs GA et GB sont égaux, leurs cordes sont égales; donc le point G est à égale distance des points A et B. De même, le point 0 étant le centre du cercle est élément distant des deux points A et B. Il en résulte que si Von mène OG , cette droite aura deux de ses points à égale distance des extrémités de AB ; elle sera donc perpendiculaire sur le milieu I de cette corde ( 75 ).
CoftOLLAiRS I. Par un point pris hors d'une droite, on ne peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendiculaire ; donc si du centre 0 d^une circonférence on abaisse une perpendiculaire sur une corde AB, elle divisera cette corde et l'arc som- tendu en deux parties égaies.
CofiOiXAiBB II. Par un point pris sur une droite, on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à cette droite; donc si Von
46 PftEllIÈAB PABTIfS.
élève unç perpendiculaire sur le milieu (fune corde k% cette perpendiculaire passera par le centre,
98. Problème. Par trois points k, B, C (fig. 68), rumenUgrke droite, faire passer uns circonférence de cercle.
Joignez AB et BC ; ces droites seront des cordas de la circonférence demandée. Sur le milieu de chacune de ces cordes, élevez les perpendiculaires mw! et nn'; d'après le corollaire qui précède , ces deux perpendiculaires devront passer par le centre de la circonférence ; ce centre se trouve donc à l'intersection de ces perpendicul^Mres; et si, de cette intersection 0 comme centre, avec la distance OÂ. pour rayon on décrit une circonférence, elle passera par les points B et C.
On peut, d'ailleurs, s'en rendre compte 4'ui>e autre manière , en observant que le poipt 0 , appartenant à la perpendiculaire mw! élevée sur le milieu de AB, est également distant des points AetB, et que, par une raison analogue, il est également distant des points B et C, c'est-à-dire qu'il est à égale distance des trois pointsA,B,C.
Remarque 1. Si les trois points ne sont pas en ligne droite , les perpendiculaires mm' et nn' se rencontreront toujours ; car, dans le cas contraire, elles seraient parallèles, et Bm, qui est perpendiculaire à Tune, serait en môme temps perpendiculaire à l'autre, mais déjà Bn est perpendiculaire à cette autre ; il y aurait donc du point B deux perpendiculaires abaissées sur nn', ce qui est impossible.
Remarque II. Si les trois points donnés étaient en ligne droite, les perpendiculaires mm' et nn' seraient parallèles (00) et ne se rencontreraient pas. Par trois points en ligne droite , on ne peut doiic pas faire passer une circonférence de cercle, ou, en d'autres tenines , une ligne droite ne peut avoir plus de deux points communs avec une circonférence.
ftstf ARQDS m. Pour trouver le centre d'un cercle ou d'un arc §onné, prenez à volonté trois points sur ce cercle ou sur cet arc, et pbercl^ez le centre de la circonférence qui passe par ces trois points.
fijSMAfiQUB IV. Il résulte de cette solution que deux circonférences éh ^rcle ne peuvent avoir plus de deux points communs; car, si elles e^ avaient trois , elles auraient même centre , de plus même rayon , et se confondraient par conséquent [%^).
99. T^ÉOfiLÈME. Dans des cercles égaux ou dans le même cercle, les cordes égales sont également distantes du centre.
Soient d'abord les deux cordes égales AB et ab (fig. 59) , dans deux cercles égaux 0 et C ; je di$ que les perpendiciUaiites OM et Cm abaissées des centres 0 et C sur ces cordes sont égalea. Car, si Ton transporte le cercle C sur le cepcle 0 , ^e m^nîf^e que les ^rcs fi et AB , qui BOfd éfpujf, conune ay^t de^ coriles ^fl^, coîofii-'
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(i«m, les cor^eç ellee-mémes cojfncidepont; leurs milieux n^ fit M se confondront en un seul point, et les droites Cm et OU en une seule et même droite. Donc ces perpendiculaires son^ égales.
S'W s'agissait des cordes égales ÂB et a'b\ appartenant à un même cercle, on considérerait une corde égale aà dans un cercle de même rayon ; on démontrerait , comme ci-dossus , que les cordes AB et ai, ou a'6' et a6, sont également distantes du centre ; d'où il suit que les cordes AJB et a'6' en sont aussi également distantes.
iOO. Théorème. Dans des cercles égaux ou dans le même cercle, de deux cordes inégales la plus petite est la plus éloignée du centre. Soit AD (fig. 59) la plus grande des deux cordes; et soit AB une oorde égale à la plus petite, et par conséquent également distante 4a centre ; il suffit de démontrer que si Ton abaisse sur ces cordes les perpendiculaires OP et OM, dont la dernière coupe AD en f , on aura OM>OP. Or, le tout OM est plus grand que sa partie 01; et l'oblique 01 est plus grande que la perpendiculaire OP; donc, à plus forte raison , OM est plus grand que OP.
iOi. Du rapprochement de ees deux théorèmes, on peut conclure que, dans des cercles égaux ou dans le même cercle : \^ si deux cordes sont égalejnent distantes du centre, elles sont égales; 2P dç deux cordes inégalement distantes du centre, la plus rapprofiée du centre est la plus grande,
BsMiRQUi. Ces propositions supposent toujours qu'il s'agit du
plus petit des deux arcs sous-tendus pa^r la corde que Ton considère.
âttl. TâlomiMS. Tmte droiteWHà^. m) perpendiculaire à Vex-
irémité d*un rayon OA n'a qu'un seul point commun avec la circon--
/érenee.
Car, soit Oft une droite quelconque menée du ce^ntre à un point de XT; cette droite OB sera une oUique plus longue que la perpendiculaire OA. Le point B est donc plus éloigné du centre que le point A ; ce point B est donc hors du cercle. Et comme on en pour- Tait dire autant lie tout autre point de XY, il s'ensuit que cett« droite n'a avec la circonférence d'autre point commun que le point A.
BBMAgQUE }. Une droîto q^i touche ainsi une cirocmCérefiGe, c'^t^ à-dire qui n'a et ne peut t^soit avec elle qu'un point commun , est dite tangente à cette circonférence; et le théorème précédent peul s'éaooeer mm : Toute perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tan^nte à la eir conférence,
La drcoùfiéreDce , k son tour , est dite tangente à 1^ droite. Leur point commun se nomme point de tangence ou de contact. m MMMàim$ II' Uoe dr<^te qui renoo^trc jiuxe circonférepce en d^ux fmntSy en d'autres termes, une corde prolongée est dite sécante t^ rapport è cette circonCérenee , qui , h son tour, est dite séeante
^^^^ '^''^ que la droite coupe la drconfé-
dicv ofiài^
, ^ ''--iiN^'JÎ^^/^^^^ ^^ (^8- ^) û««« ctrMn/érenr« O,
pir'^Ç>i'7/^/^//^' (lî^ rayon OA, gwt a^ou^tï a» po/ii/
\ j^0^^ gst tangente, tout point B de cette droite
'^P^^^ ^fesi s'^"^ ^^"^ *^ ** circonférence ; le rayon OA
^(>^'fduP^^^^ courte distance du point 0 à la droite XY ; ce
^^^/î^^'J^ndiculaire à cette droite (67, coroll.).
/fi^'^^^^l^ deux théorèmes précédents prouvent V que
^^oî^'f'pHs sur une circonférence on peut toujours lui mener
Ji^f^; il suffit, pour cela, d'élever une perpendiculaire à
^ta^dar^y^^ qui aboutit au point donné; 2* que /met un
^û^} sur une circonférence on ne peut lui mener qu'une seule
g^^^car par un point pris sur une droite on ne peut lui élever
Çtf^^xxle perpendiculaire.
^"SS^ pBOBLiMï. Par un point A (fig. 61), extérieur aune circonr-
f^ CMB, mener une tangente à cette circonférence
/'^^ô point A , et par le centre 0 de la circonférence donnée,
^oons la droite AC. Du point A comme centre, avec OA pour
^1,, décrivons un arc indéfini OE. Portons sur cet arc, à piutir
J^ point 0 , une ouverture de compas OD égale au diamètre BC de
ji circonférence donnée. Joignons la corde DO , qui coupera cette
^'rconférence en un point I. Enfin, tirons AI, qui sera la tangente
demandée. Car, DO étant égal au diamètre BC, le rayon 01 est la
moitié de DO ; donc la droite AI menée du centre A au milieu de la
corde DO est perpendiculaire à cette corde (97) ; et cette même
droite AI se trouvant ainsi perpendiculaire à l'extrémité du rayon
01, est tangente à la circonférence donnée.
Remarque I. On aurait pu faire au-dessous de AC une construction pareille , en sorte que le problème est susceptible de deux solutions.
Remarque n. Tant que le point donné A sera extérieur à la circonférence donnée, il sera toujours possible de porter sur l'arc OE une ouverture de compas égale à BC. Car OB étant plus petit que OA, le double de OB, c'est-à-dire BC ou DO, est plus petit que le double de OA, c'est-à-dii*e que le diamètre de la circonférence A. Or, la plus grande corde d'une circonférence est son diamètre; DO est donc plus petit que la plus grande corde de la circonférence A.
lOS. Applications. I. En vertu de V inertie, c'esU-à-dire de ceUe disposition de la maUère à persévérer, soit dans Tétai de repos, soit dans l'état de mouvement où elle se trouve , les corps qui sont contraints de se mouvoir circulairement, comme, par exemple, la pierre que porte une fronde, tendent sans cesse à reprendre le mouvement rectUigne , et à fuir par conséquent le centre
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de la ToUtion. Celte tendance a reçu en mécanique le nom de /bree centrifuge. Lorsque la cause cfui obligeait le corps à se mouvoir circulairement vient à cesser, si, par exenaple , on lâche la corde de la fronde , le corps prend aussi- 161 la direction d'une droite tangente à la circonférence qu'il décrivait, ce qu'on exprime en disant qu't7 s'échappe par la tangente.
II. Les cordes qui s'enroulent sur des poulies Ûgurent des droites tangentes à leur circonférence. Si l'on veut , par exemple, tracer les directions d'une corde assii^ettie à s'enrouler sur une poulie (fig. 62) et k passer par deux points donnés A et B , il faudra par ces deux points mener des tangentes à la circonférence intérieure de la gorge de la poulie. En menant des parallèles à ces tangentes on donnera ensuite à la corde l'épaisseur convenable.
m. Le tracé des droites et des circonférences tangentes est indispensable pour opérer ce que les ouvriers appellent le raccordement. Cette opération consiste à lier les lignes les unes aux autres , de manière à ne former entre elles aucun ;arre(. Supposons qu'il s'agisse , par exemple , d'abattre par un arc de cercle Tangle ABC (fig. 63) d'une planche, à partir d'un certain point D. On élèvera au point D une perpendiculaire à BC, qui rencontrera en 0 la bissectrice de l'angle ÀBC. SI du point 0 on abaissait OE perpendiculaire sur AB, nous avons vu (76) que OD et CE seraient égaux. Si donc , du point 0 comme centre , avec OD pour rayon, on décrit un arc, il sera tangent à BG en D, et à AB en E ; cet arc servira donc à raccorder les droites AE et CD.
lY. Pour tracer une arcade, on a à raccorder deux droites parallèles par une demi-circonférence. Soient AB et CD (6g. 64) les droites qui limilenl les piédroits de l'arcade; on leur mène une perpendiculaire commune AG par le point A, qui est la naissance du cintre; on divise AC en deux parties égales, et du milieu O comme centre , avec OA pour rayon , on décrit une demi-circonférence , qui se raccorde avec AB et CD.
V. Les raccordements s'emploient en architecture dans une foule de cas , et notamment dans le tracé des moulures.
On trace une hagvLetie (fig. 6&) comme nous l'avons expliqué pour l'arcade. Le tore (fig. 66) se trace de la même manière; la droite sur laquelle il s'appuie doit le dépasser d'une quantité égale à son rayon.
Le tracé de la gorge (fig. 67) est tout à fait analogue; mais la demi-circonférence est décrite en dedans.
L'Inspection des figures suffira pour faire comprendre comment se tracent le quart de rond (fig. 68), le quart de rond renversé (fig. 69), le cavet (fig. 70), le eatec renversé (fig. 71). On donne le nom de congé à un petit cavet qui se trace comme lui, et se renverse également.
La moulure composée de la figure 72 contient cinq parties : 1 un filet, 3 un quart de rond, 8 une baguette, 4 une sorte de filet sans saillie que l'on nomme ceinture ou orU; 5 est un congé.
Des circonférences sécantes et tangentes.
i06. THioRÀHB. Si deux drconférences 0 etC (fig. 73) ont un point k commun hors de la ligne OC qui joint leurs centres, elles en ont nécessairement un second.
En effet : faisons tourner la figure OAC autour de OC , comme charnière, jusqu'à ce que le point k vienne se rabattre en A'. On aura évidemment A'0 = AO; ainsi le point A' appartient à la circonférence O ; on aura de même A'C = AC ; ainsi le point A' ap-
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pallient à la circonférence C. Donc A' est commun aux deux drconfércnces. ,
CôROLLArRB. Il suit de là que pour que deux circonférences n aient qu'un seul point commun, il faut que ce point soit situé sur la ligne des centres. Dan» ce cas, les circonférences sont tangentes Tune à l'autre, et le point commun est le point de tangenceon de contact. Remarque. Deux circonférences ne peuvent avoir deux points communs d'un môme côté de la ligne des centres , à moins de coïndder; car, comme elles en ont autant au-dessous, elles ont ainsi quatre points communs , et ont par conséquent même centre et même rayon (98 , Rem. IV).
107. Théorème. Quand deux circonférences 0 etC (fig. 73) se coupent, c'est-à-dire quand elles ont deux points communs k et A\ la ligne des centres OC est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune AA'.
Car la droite OC a deux de ses points 0 et C à égales distances des extrémités de AA' (7S).
i08. Quand deux circonférences 0 et C (fig. 73) se coupent, la distance des centres est moindre que la somme des rayons; car on a évidemment OC < OA + AG.
On a aussi 0C+ AC>OA; et si Ton retranche de part et d'autre AC, il vient OC>OA— AC ; c'est-à-dire que la distance des centres est plus grande que la différence des rayons.
iOO. Quand deux cercles se touchent, nous avons vu que le point de contact est situé sur la ligne des centres.
S'ils se touchent extérieurement, comme les cercles 0 et C (fig. 74), on a OC=OA-f AG, c'est-à-dire que la distance des centres est égale à la somme des rayons.
S'ils se touchent intérieurement, comme les cercles 0 et C (fig. 75), on a OG = OA— AC, c'est-à-dire que la distance des centres est égale à la différence des rayons.
i 10. Quand deux cercles sont extérieurs l'un à l'autre, comme les cercles 0 et C (fig. 76), on a
0C = 0A-hBC4-AB, d'où OC>OA-hBC,
c'est-k-dire que la distance des centres est plus grande que la somme des rayons.
Quand deux cercles sont intérieurs l'un à foutre , comme les cerdteOetC(fig. 77),ona
OC = OA— BC — AB, d*où 0C<OA— BC,
c'est->à-dire que la distance des centres est moindre que la dif/é- Hncê des rayoïw.
iii. On voit que la position relative de deux circonfiérencet m
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trouve caractérisée par la grandeur relative de leurs rayons et de la dislance de leurs centres. Pour en donner des exemples, supposons d'abord que les rayons de deux circonférences aient l'un 0"*,04, Vautre (y",l9, et que la distance des centre3SoitdeO'",ll.Lasomme des rayons est G*" ,23, leur différence est 0"',lô ; on voit que la distance des centres est moindre que la somme des rayons, mais qu'elle est en même temps moindre que leur différence : les deux circonférences sont donc intérieures Tune à l'autre.
Supposons, en second lieu, que la distance des centres soit de 3",5, le plus grand rayon de 8™,2, et le plus petit deô^jO. La somme desrayoas est 14"',1 ; leur différence est 2",3; on voit que la distance des centres est moindre que la somme des rayons, et plus grande que leur différence ; donc les deux circonférences se coupent.
Supposons enfin que l'un des rayons ait 3™,55, Tautre 1",92, et la distance des centres 5",47. La somme des rayons est 6", 47, c'est-à-dire, précisément la distance des centres; donc les deux circonférences se touchent extérieurement.
412. AppLicATioris. 1. Pour communiquer le mouYement 4*une roue de machine à une autre; on sait qu'on met leurs circonférences en contact, et qu'on les arme d'une série de dents qui les forcent à se mouvoir en sent contraire ; ce système se nomme un engrenage. Lorsque Ton veut dessiner deux roues dentées, on trace d'abord deux circonférences tangentes, que Ton nomme tes circonférences primilives des deux roues; et c'est sur ces circon'iérences que Ton dispose les dents en saillie. On creuse , au contraire , les intervalles des dents d'une même roue, afin que les dents de l'autre roue puissent t'y loger
II. Les moulures présentent également des exemples nombreux de drconfé* rences tangentes.
Dans le talon droit (fig. 79), le talon renversé (fig. 80), la douctne (flg. SI), et la doueine renversée {ùg. 82), les arcs sont tangents extérieurement. Dans la tcotie (fig. 83), et dans la scoHe renversée (Og. 84), les arcs sont, au contraire, tangenls intérieurement. L'inspection des figures suffît pour faire comprendre comment ces moulures doivent être tracées.
lit. On a recours également aux circonférences tangentes pour tracer le profil des consoles, qui servent quelquefois d'appui aux corniches , aux frontons , aux croisées , etc.
IV. Les arcades destinées à soutenir des rampes se terminent par une ligne courbe , nommée pour celte raison arc rampant, et qui se compose de deux arcs de cercle raccordés.
Soient AC et BD (fig. 85) les droites qui limitent les piédroits de l'arcade, prolongées jusqu'à la ligne AB parallèle à la rampe, et à laquelle le cintre de Tareade doit être tangent. On choisit d'ordinaire pour point de contact le milieu 1 de la droite AB, lorsque aucune circonstance particulière ne s'y oppose. Pour tracer l'arc rampant, élevons lE perpendiculaire à AB. Divisons en deux parUes égales les angles lAC et IBD par les droites AV et BO, qui coupent la perpendiculaire lE aux points V et 0. D'après les propriétés des hissectrices (7$), le point Y sera également disUot des droites AB et AC, c'est-à-dire que si l'on abaisse TM perpendiculaire sur AC, on aura VM = 1V. Si donc, du point V eomine «entre , ayec IV pour rayon, on d^crii un are IM , U mke tanfant à AB
en I, et à AG en M. De même, si l'on abaisse ON perpendiculaire sur BD , on aura ON =10; et si du point 0. comme centre, avec 10 pour rayon, on décrit un arc IN , il sera tangent à AB en I , et à BD en N. Ces arcs se raccorderont donc avec les droites AC et BD; et, de plus, ils se raccorderont entre eux au point I . puisque ce point est sur la ligne des centres VO.
Remarquons que, d'après les propriétés des bissectrices déjà citées, on a IA = AM el 1B = BN ; et comme IA=:IB, il en résulte AM = BN. Cette circonglanée, due au choix du point 1, conlril)ue à la grâce de Tare rampant MM.
V. Les arcades à cintre surl)aissé sont terminées par une ligne courbe que l'on peut tracer au moyen de trois arcs de cercle , et que l'on nomme, pour cette raison , courbe à trois centres. Elle porte aussi quelquefois le nom d'ange de panier.
Pour la tracer, soit AB (flg. 8C] la largeur de Tarcade ; divisons cette ligne en trois parties égales, aux points C et D. Sur le milieu 0 de CD, élevons une perpendiculaure indéfinie; et du point C, comme centre, avec un rayon égal à CD, décrivons un arc de cercle qui coupe cette perpendiculaire en un point I. Tirons IC et ID. Des points C et D comme centres, avec CA ou DB pour rayon, décrivons les arcs AE et BF, terminés au prolongement des lignes IG et ID. Nous aurons CE = CA = CD et LF = DB = 1D. Mais ies obliques IC et ID étant égales entre elles el li CD, il s'ensuit que lE et IF sont chacune le double de CD, et par conséquent égalés entre elles. Du point 1 comme centre , avec un rayon égal à lE ou à IF, décrivons donc un arc EF ; il se raccordera avec l'arc aE, car le point commun E est sur la ligne (les centres IC , et il se raccordera de même avec l'arc BF, puisque le point commun F est sur la ligne des centres ID.
VI. Si l'on répèle la même construction au-dessus et au-dessous de AB (fig. 87), on aura la courlie Terinée à laquelle on donne le nom à'ovale, et qui est Tréquemment employée dans les arts.
Vil. Les architectes font usage d'une autre courbe fermée , nommée ove, qui se tritce au moyen de quatre arcs de cercle. Sur une droite AB ifig. 88) , prise comme diamètre , décrivez une demi-circonférence AMB. Sur le milieu 0 du diamètre AB , élevez une perpendiculaire OC ég.ile à AO. Tirez AC et BC. Des points A et B comme centres, avec AB pour rayon , décrivez les arcs AD et BE , terminés au prolongement des lignes BC et AC. Les obliques AC et BC étant égales, et les droites BD et AE étant égales aussi, puisqu'elles sont égales à AB , il en résulte que Ton a
AE — AC = BD — BC, c'est-à-dire CE=CD.
SI donc , du point C comme centre , avec CD pour rayon , on décrit un arc de cercle, il se raccordera avec les arcs AD et BE.
Vill. C'est enfin au moyen d'arcs de cercle raccordés que l'on trace la volute ionique, employée non-seulement en architecture, mais dans tous les arts où l'on fait usage de l'ornement. Voici comment on exécute le tracé de cette courbe.
Soit AO (flg. 80] la distance du centre de la volute à son point de départ. Prenez OB égal à la neuvième partie de OA; et du point 0 comme centre, avec OB pour rayon , décrivez un cercle ; ce cercle se nomme Vœil de la volute. Prolongez BO jusqu'en D. et menez le diamètre CE perpendiculaire à BD. Joignez les cordes BC, CD, DE , EB. Marquez les milieux de ces cordes des chiffres 1 , 2, 3, 4. Joignez Ol , 02, 03, 04 ; partagez chacune de ces droites en trois parties égales, et numérotez les points de division en continuant à tourner autour du point 0 dans le sens indiqué par les chiin'es 1, 2, 3, 4. Tirez enfln les droites 1,
2; 2, 3; 3, 4; 4, 6; etc., jusqu'à U, 12.
La figure 00 représente , en plus grand , le détail de ces constructions à faire dans l'œil de la volute.
Maintenant, du point i (Og. 89) comme centre, décrivez l'arc AF, terminé à
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la droite l, 3. Du point 2 comme centre, décrivei Tare FG, terminé à la droite 2, 3. Du point 3 comme centre» décrivez l'arc GH, terminé à la droite 3, 4. Du point 4 comme centre, décrivez l'arc Hl, terminé h la droite 4, &. Du point 5 comme centre, décrivez l'arc IK, terminé ^ la droite 5, G; et continuez ainsi Jusqu'à ce que vous ayez décrit, du point 12 comme centre, l'arc RS, terminé au cercle BCDE.
Il esl facile de voir que tous les arcs ainsi décrits se raccordent. Les arcs AP et FG, par exemple, ont le point F commun, situé sur la ligne des centres l, 2; donc ifs sont tangents. H en est de même de tous les autres arcs consécutifs. Quant au dernier arc RS, il ne se raccorde point avec la circonférence BCDE, qui termine la volute ^ mais l'erreur estasses petite pour n'être point choquante.
On donne ordinairement une épaisseur âî la volute. Pour la déterminer, il suffit de décrire , à l'aide du même procédé , une seconde volute ayant même centre , mais dont le point de départ A' est situé au quart de llntervalle Al, à parlir du point A. La distance des deux volutes va sans cesse en diminuant, à mesure qu'elles approchent de leur centre.
Emploi des circonférences qui se coupent dans la résolution de quelques
problèmes.
115. L'emploi des circonférences qui se coupent va nous permettre de résoudre d'une manière rigoureuse , et avec le seul secours de la règle et du compas, quelques-uns des problèmes dont nous n'avons donné qu'une solution approchée, ou que nous avons résolus avec le secours de l'équerre.
ii4. PaoBLÈMB. Diviser june droite donnée AB (fig. 91) en deux parties égales.
Des points A et B comme centres, avec un rayon plus grand que la moitié de AB, décrivons deux circonférences; elles se couperont en deux points C et D, puisque la dislance des centres sera moindre que lu somme des rayons, et d'ailleurs plus grande que leur différence qui est nulle. Joignons CD, qui coupera AB en L Ce point sera le milieu de AB ; car la droite CD a deux de ses f)oînts à égaie distance des extrémités de AB; donc elle est perpendiculaire sur le milieu de cette ligne (75).
Remarque. La môme construction pourrait servir à élever une perpendiculaire sur le milieu d'une droite donnée, sans qu'il fût nécessaire de déterminer préalablement ce milieu.
ïi^. Problème. Diviser un arc donné AMB (fig. 92) en deux parties égales.
Tirons la corde AB, et, à l'aide de la construction précédente, élevons sur le milieu de cette corde la perpentliculHire IC. Cette perpendiculaire passera par le milieu M de l'arc donné (97).
lie. Problème. Diviser un angle donné TAON {Hq. 93) en deux parties égales.
Du sommet 0 comme centre, avec un rayon arbitraire, décrivons l'arc AB. Des points A et B comme centres , avec im rayon plus
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grand que la moitié de la corde AB, décrivons deux arcs de cercle, qui se couperont au-dessous de ÀB en un ceilain point C. Joi* gnons OC ; cette droite a deux de ses points à égale distance dos extrémités de ÂB; donc elle est perpendiculaire sur le milieu de celte corde ; elle passe par conséquent par le milieu D de Tare AB, et Ton a AD=DB. Ainsi les angles au centre AOD et DOB , qui sont mesurés par des arcs égaux , sont égaux. La droite OC est donc la bissectrice de Tangle MON.
Remarque. On peut, dans Texécution, se dispenser de tirer la droite AB, qui n'est utile que pour la démonstration.
117. Problème. Par un point 0 (fig. 94) donné sur une droite AB , lui élever une perpendiculaire.
Prenons sur AB, de part et d'autre du point 0, deux distances égales OB et OC. Des points B et C comme centres, avec un même rayon plus grand que OB , décrivons deux arcs de cercle qui se couperont au-dessus de BC en un certain point I. Tirons 10; ce sera la perpendiculaire demandée. Car si Ton joignait IC et IB , d'après la construction ces rayons seraient égaux; le point I étant donc également distant des extrémités de BC, appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 0 de cette droite ; donc 10 est cette perpendiculaire.
i 18. Problème. D'un point C (fig. 05) donné hors d'une droite AB, abaisser une perpendiculaire sur cette droite.
Du point A comme centre, avec AC pour rayon, décrivons une circonférence. Du point B comme centre, avec BC pour rayon, décrivons une seconde circonférence. Ces deux circonférences ayant un point C commun au-dessus delà ligne des centres, en auront un second D au-dessous (100). Tirons CD ; ce sera la perpendiculaire demandée, car cette droite sera la corde commune (i07).
149. Les conslnicUons que nous venons de faire connaître ont une rigueur que ne présenlenl point les solutions précédemment données des mêmes problèmes; mais elles ne peuvent être pratiquées que sur des surfaces planes de peu d'étendue. Sur le terrain , il Taut s'en tenir aux procédés que nous avons exposés déjà.
CHAPITRE VII
PUOVUVMta DV GERCtB RBLATITES ÀXTL PÂRALUkLBS.
120. Théorème. Deux parallèles AB et CD (âg. 96) intTceptmt sur une circonférence des arcs égaux.
Ea effets du .centre 0 de cette circonférence, abaissons sur
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las deux ^rallèles une perpendiculaire commune ; le point I où ceUe perpendiculaire coupera la circonférence sera le milieu de r&rc AB ((97) ; il sera aussi le milieu de Tare CD (môme théorème). On a donc 1A=IB et IC = U), d'où résulte IC— IA=iID^IB ou AC=BD.
II pourrait se faire que l'une des deux parallèles fût tangente h la circonférence. Soient, par exemple, les deux parallèles A'B' et CD, dont l'une est tangente en un point I. Tirons le rayon 01 , ce rayon sera perpendiculaire à la tangente A'B' (105), et par conséquent à sa parallèle CD (86). Donc le point 1 est le milieu de Tare CD (07).
Enfin , les deux parallèles pourraient ôtre toutes deux tangentes. Soient A'B' et CV ces deux parallèles, tangentes Tune en I et l'autre en H. Menons les rayons 01 et OH. La tangente A'B' sera perpendiculaire au rayon CI (103), et la tangente CD' au rayon 011. Il résulte de là que OH prolongé serait aussi perpendiculaire à AB (B0) ; mais par un même point on ne peut abaisser qu'une perpendiculaire sur une môme droite; il faut donc que 01 soit le prolongement de OH. La ligne IH est donc un diamètre , et les arcs ICH , IDH , interceptés par les tangentes parallèles , sont égaux , puisque chacun d'eux est une demi-circonférence (59).
Ainsi le théorème est tout à fait général.
ISl. Bemarqus. On peut s'appuyer sur ce théorème pour mener par un point donné vne parallèle à wie droite donnée. Soient AB (fig. 97) la droite donnée, et C le point donné. D*un point quelconque 0, pris sur AB, avec un rayon égal à CO, décrivons une demi-circonférence ECDF. Prenons l'arc DF égal à l'arc CB, et tirons CD ; ce sera la parallèle demandée. Car si CD n'était pat para//èie à AB, on pourrait par le point C mener une droite CK parallèle à AB; on aurait alors, en vertu du théorème précédent, CE = KF; mais par construction on aCE = DF; il en résulterait KF = DF, ce qui est impossible.
192. Le théorème précédent fournit le moyen de mesurer les angles dont le sommet n'occupe pas le centre de la circonférence , et que , pour cette raison , on appelle angles excentriques.
Parmi les angles excentriques, les plus remarquables sont ceux qui ont leur sommet sur la circonférence , et dont les côtés sont des cordes; on les nomme angles inscrits; c'est de la mesure de ces derniers angles que nous nous occuperons d'abord.
193. Théorème. Tout angle inscrit a pour mesure la fnoiiié de tare compris entre ses côtés.
Il peut se présenter trois cas , que nous examinerons successi» rement :
!• Le centre O de la circonférence peut être situé sur Tun des côtés de l'angle inscrit ABC (fig. 98). Par le centre, menons le dia-
mètre DE parallèle à BG. Les angles AOE et BOD sont égaux comme opposés par le sommet; les arcs AE et BD qu'ils comprennent sont donc égaux (48). Mais en vertu du théorème du n"" 120, les arcs BD et CE, interceptés sur la circonférence par les parallèles BCet DE, sont égaux. Donc CE égale AE, c'est-à-dire que AE est la moitié de AC. Or, les angles ABC et AOE sont égaux comme correspondants ; donc Tangle ABC a la même mesure que l'angle AOE , c'està-dire l'arc AE qui est la moitié de AC.
2<' Le centre 0 peut être situé en dedans de l'angle inscrit ABC (fig. 99). Tirons le diamètre BD. L'angle ABC sera la somme des angles ABD et DBC , et aura par conséquent pour mesure la somme des mesures de ces angles. Or, d'après la première partie de la démonstration , l'angle ABD a pour mesure la moitié de AD , puisque le centre est situé sur l'un de ses côtés. De même , l'angle DBG a pour mesure la moitié de DC. L'angle ABC a donc pour mesure la moitié de AD plus la moitié de DC , ou , ce qui revient au même , la moitié de l'arc AC compris entre ses côtés.
S'^ Enfin , le centre 0 peut être situé en dehors de l'angle inscrit ABC (Pig. 100). Tirons le diamètre BD; l'angle ABC sera la différence des angles DBC et DBA. Or, DBC a pour mesure la moitié de DC ; DBA a pour mesure la moitié de DA. L'angle ABC a donc pour mesure la moitié de DC moins la moitié de DA , ou , ce qui revient au même , la moitié de la différence entre DC et DA , c'està-dire la moitié de l'arc AC compris entre ses côtés.
124. On appelle segment d'un cercle la partie de ce cercle comprise entre un arc et sa corde. Ainsi l'espace ABB'BXA (fig. 101) est un segment ; il en est de même de l'espace AMCA.
Lorsqu'un angle a son sommet sur la circonférence, et que ses côtés aboutissent aux extrémités d'une même corde, on dit que cet angle est inscrit dans l'un des deux segments qui répondent k cette corde. Ainsi l'angle ABC est inscrit dans le segment ABB'B^CA , et l'angle AMC est inscrit dans le segment AMCA.
11 résulte du théorème précédent que tous les angles tels que ABC, AB'C, AB"C, etc., inscrits dans un même segment, sont égatuc; car chacun d'eux a pour mesure la moitié de l'arc AMC. On dit alors que ce segment est capable de l'angle ABC , c'est-à-dire que cet angle exprime la valeur commune de tous ceux qui sont inscrits dans ce même segment. Le segment AMCA est de même capable de l'angle AMC.
Remarquons que les angles ABC et AMC sont supplémentaires; car l'angle ABC a pour mesure la moitié de l'arc AMC; l'angle AMC a pour mesure la moitié de l'arc ABB'B^C : leur somme a donc pour mesure la moitié de la somme de ces arcs, c'est-à-dire la moitié de la circonférence, ou 180*^.
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la». Tous les angles ABC, ABC, AB'G, etc. (fig. 102), inscrits dans un demi-^erele, c'est-à-dire qui ont leur sommet sur la circonférence , et dont les côtés aboutissent aux extrémités d'un même diamètre AC, sontdes angles droits; car ils ont pour mesure la moitié de la demi-circonférence AMC , c'est-à-dire un quadrans.
iS6. Applications. I. Cette considération fournit un moyen d'élever une perpendiculaire à l'extrémité B d'une droite AB (fig. 103) que l'on ne peut prolonger. Pour cela , prenons un point quelconque 0 extérieur à cette droite; de ce point , comme centre , décrivons , avec un rayon égal à OB , un arc de cercle qui coupe la droite donnée en un point C. Joignons CO, et prolongeons cette ligne d'une quantité OD égale à OC. Tirons DB; ce sera la perpendiculaire demandée. Car, d'après la construction, les trois longueurs OB, OC et OD sont égales, les trois points B, C, D sont donc sur une même circonférence qui a le point 0 pour centre , et CD pour diamètre. L'angle CBD peut donc être considéré comme inscrit dans un demi-cercle, et est par conséquent droit.
Remarque. Dans Texécution, il est inutile de tracer la demi-circonférence CBD ; nous ne l'avons fait que pour rendre les raisonnements plus sensibles.
Cette construction pourrait être employée « à défaut d'équerre ou de té, pour couper à angle droit le bout d'une planche. Elle pourrait aussi se pratiquer sur le terrain en remplaçant le compjis par un cordeau tendu.
127. II. La propriété de l'angle inscrit dans un demi-cercle fournit aussi un nouveau moyen de mener, par un point donné, une tangente à une circonférence donnée.
Soient A (fig. 104) le point , et 0 la circonférence donnés. Joignons . AO. Sur cette droite, comme diamètre, décrivons une circonférence qui coupera la première en deux points B et B'. Joignons AB et AB' : ce seront les deux tangentes qu'on peut mener par le point A à la circonférence donnée. Car, si l'on joint BO, l'angle ABO sera droit, comme étant inscrit dans un demi-cercle : la droite AB est donc perpendiculaire à l'extrémité du rayon OB, et par conséquent tangente.
128. Théorème. L'angle ABC (fig. 106), formé par une tangente AB et par une corde BC, aboutissant au point de tangence, a pour mesure la moitié de l'arc BmC sous-tendu par cette corde.
En efiet, par le point C , menons CD parallèle à la tangente AB : les angles ABC et BCD seront égaux comme alternes-internes. L'angle fiCD, comme angle inscrit, a pour mesure la moitié de Tare BD connpris entre ses côtés. Or, les arcs BD et BmC, interceptés par les parallèles AB et DC, sont égaux ; donc Tangle BCD, ou son égal ABC, a pour mesure la moitié de l'arc BmC, sous-tendu par la corde BC.
BmiARQUK. La corde BC sous-tend deux arcs BmC et BDC. La
moitié du premier étant la mesure de Tangle ABC , la moitié du second sera la mesure du supplément de ABC, puisque ces Aeu% arcs réunis forment la circonférence entière, et que, par conséquent , leurs moitiés réunies forment une demi-circonférence ou 180*. Or, l'angle A'BC est précisément le supplément de ABC (56); ainsi cet angle A'BC a pour mesure la moitié de Tare BDC sous-tendu par la corde BC. En sorte que le théorème s'applique à un angle obtus comme à un angle aigu.
129. Problème. Décrire sur une droite donnée AC comme corde (fig. 106) un segment capable d'un angle donné.
Au point C, faisons Vangle ACT égal à Tangle donné. Élevons CO perpendiculaire à CT; et par le point I, milieu de AC, élevons 10 perpendiculaire à AC. Du point 0 comme centre , avec OC pour rayon, décrivons une circonférence; le segment supérieur ABC sera le segment demandé.
En effet, la circonférence décrite passe par le point A, puisque le point 0, appartenant à la perpendiculaire élevée sur le milieu de AC, est également distant des points A et C. Cette circonférence est en même temps tangente à TC au point C, puisque TC est perpendiculaire à rextrémité du rayon OC. L'angle ACT, formé par une tangente et une corde aboutissant au point de tangence, a pour mesure la moitié de l'arc AmC sous-tendu par cette corde. Tout angle ABC, inscrit dans le segment supérieur, ayant aussi pour mesure la moitié de l'arc AwC, est égal à l'angle ACT, c'est-à-dire à l'angle donné.
Remarque I. Lorsque l'angle donné est aigu, le centre 0 se trouve, comme dans la figure, au-dessus de la droite donnée AC, et le segment supérieur est plus grand que le demi-cercle. Si l'angle donné était obtus, le centre 0 se trouverait au-dessous de AC, et le segment supérieur serait moindre que le demi-cercle.
Remarque II. Si l'angle donné était droit, le segment cherché serait un demi-cercle ; il sufGrait dans ce cas de décrire du milieu de la droite donnée comme centre , avec un rayon égal à la moitié de cette droite, une demi-circonférence.
Application. Ce problème trouve son application dans le tracé des cartes marines et des plans topographiques. Supposons, par exemple, que l'on veuille marquer sur une carie marine un point remarquable 0 (tig. 107), tel qu'un îlot, un écueil , etc., d'où l'on peut apercevoir le rivage. On observe sur ce rivage trois points A, B, G, faciles \ reconnaître et déjà marqués sur la carte. On mesure les angles AOB, BOC, formés par les rayons visuels menés du point 0 à ces trois points. Sur la droite qui représente AB sur la carte, on décrit un sejmenl capable de l'angle AOB; sur celle qui représente BC, on décrit un segment capable de Tangie BOC. Les deux circonférences décrites, qui ont déjà un point B commun, se coupent en un second point 0, qui est précisément celui qu'il s'agissait de fixer sur la carte,
i80. Théorème. Tmt angle A.1B (fig. 108) imt le soumet est tu-
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térieur à un cercle, a pour mesure la moitié de Pare AB compris entre $es côtés, plus la moitié de l'arc CD compris entre leurs prolonge» ments.
Menons DE parallèle à CB; les angles AIB et ADE seront égaux comme correspondants. Or, l'angle inscrit ADE a pour mesure la moilié de Varc AE compris entre ses cotés, c'est-à-dire la moitié de AB, plus la moitié de BE. Mais, à cause des parallèles CB et DE, les arcs BE et CD sont égaux (iSO) ; donc l'angle ADE, ou son égal AIB, a pour mesure la moitié de AB, plus la moitié de CD.
I3i. Théorème. Tout angle AIB (fig. 109) dotit le sommet est extérieur à Kn cercle, a pour mesure la moitié de la différence des arcs àB et CD compris entre ses côtés.
Menons DE parallèle à CB ; les angles AIB et ADE seront égaux comme correspondants. Or, l'angle inscrit ADE a pour mesure la moitié de l'arc AE compris entre ses côtés , c'est-à-dire la moitié de la différence entre les arcs AB et EB. D'ailleurs , à cause des parallèles DE et CB, les arcs CD et EB sont égaux (120); donc l'angle ADE, ou son égal à AIB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs AB et CD compris entre ses côtés.
Remarque I. Ce théorème subsisterait encore si l'un des deux cétés de l'angle était tangent à la circonférence. Car soit TI (fig. 1 10) ce côté tangent au point A. Menons AE parallèle à CB ; les angles TAE et AIB seront égaux comme correspondants. Or, l'angle TÂE, formé par une tangente et une corde qui aboutit au point de tangence, a pour mesure la moitié de l'arc AE sous-tendu par cette corde, c'est-à-dire la moitié de la différence entre les arcs AB et EB. D'ailleurs EB=AC, à cause des parallèles (120) ; donc TAE, ou son égal AIB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs AB et AC compris entre ses côtés.
Remarque II. Enfin , le théorème subsisterait encore si les deux côtés étaient tangents. Car soit AIB (fig. 111) un angle dont les côtés sont tangents, l'un en A, l'autre en B. Menons AE parallèle à IB; les angles TAE et AIB seront égaux comme correspondants. Or, TAE a pour mesure la moitié de l'arc AE , c'est-à-dire la moitié de la différence entre AEB et EB, D'ailleurs, EB=AB, à cause des parallèles (120); donc TAE, ou son égal AIB, a pour mesure la moitié de la différence entre les arcs AEB et AB compris entre ses côtés. ^
iM. Les théorèmes relatifs à la mesure des angles, dont nous venons de donner la démonstration, conduisent à cette conséquence remarquable, que, de quelque manière qu'une circonférence soit rencontrée par les côtés d'un angle, les arcs interceptés par ces côtés donneront toujours la mesure de cet angle. Car son sommet tombera inévitablement ou dans le cercle, ou sur la circonférence, ou hors du cercle.
433. THiORfeME. Si par dem pointt donnés K et C (flg. 101) on mène deg couples de droites AB et CB, Kff et CB', etc., faisant entre elles des angles égaux ABC, AB'C, etc., les points B, B', etc., seront sur une même eireonfé^ rence passant par les points A et C.
En d'autres termes, si Ton fait passer une circanférence par les points A, B et C, elle passera aussi par le point B' par exemple. En effet, si elle n'y passait pas, le point B' serait ou intérieur ou extérieur au cercle. S'il était Intérieur, l'angle AB'C aurait une mesure plus grande que la moitié de l'arc AC (43#', et serait, par conséquent, plus grand que l'angle ABC. Si le point B' était extérieur au cercle, l'angle AB'C aurait une mesure moindre que la moitié de l'arc AC (434). et serait par conséquent moindre que l'angle ABC. Ces deux résultats sont également contraires à la supposition ; il faut donc que le point B' soit situé sur la circonférence.
Application. On pourrait, en se fondant sur cette proposition, obtenir autant de points que Ton voudrait d'une circonférence dont trois points A , B , C, seraient donnés. Tirons , en effet, une droite quelconque AB'; et par le point C menons une seconde droite CB', qui rencontre la première sous un angle égal à l'angle ABC (93), le point B', ainsi déterminé, serait sur la circonférence qui passe par les trois points A, B, C. On obtiendrait de la même manière autant de points qu'on le voudrait de cette circonférence.
Les points situés au-dessous de AC s'obtiendraient en ayant égard à ce que l'angle ANC est le supplément de ABC.
La construction se simpliflerait si l'angle ABC était droit (Og. 102); car après avoir mené AB'arl)itrairement, on n'aurait qu'à abaisser du point C une perpendiculaire sur celte droite pour déterminer le point B'.
C'est particulièrement aux opérations sur le terrain que ces constractions seraient applicables.
CHAPITRE VIII
DU DROITES GOUPéni PAR DES PÂRÂLLAu».
154. Théorème. Les portions AC et BD (fig. 112) de deux parallèles, comprises entre deux autres parallèles AB et CD, sont égales.
Pour le prouver, prenons sur AB et sur son prolongement les longueurs égales AE et BF : des points E et F, abaissons sur CD et sur son prolongement les perpendiculaires EG et FH. Ces perpendiculaires seront égales, puisque deux parallèles sont partout également distantes (87). Imaginons que Ton transporte la figure BFÏID sur la figure AEGC, de manière que FH coïncide avec son égale EG. Les angles AEG et BFH étant droits, puisque EG et FH, perpendiculaires à CD, sont aussi perpendiculaires à sa parallèle AB (80), la ligne FB prendra la direction de EA ; et comme on a pris AE == BF, le point B tombera en A. Les angles C AE et DBF étant égaux comme correspondants, la ligne BD prendra la direction de AC, et le point D tombera quelque part sur AC. Les angles CGE et DBF étant droits, la
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ligne HD prendra la direction de GC, et le point D tombera quelque part sur GC. Le point D devant ainsi tomber k la fois sur les lignes AC et GC, ne peut tomber qu'à leur intersection C. Les droites BD et AC auront donc les mêmes extrémités, et coïncideront; donc ces droites sont égales. Remabqcs. On démontrerait de même que AB = CD.
155. TBÉORàMB. Réciproquement : Si sur deux parallèles on prend des longueurs égales AB et CD (fig. 113), les droites AC et Vu, qui joignent les extrémités de ces longueurs, sont parallèles.
Car si BD n'était pas parallèle à AC, soit BI cette parallèle; en vertu du théorème précédent , on aurait AB = CI ; mais , par supposition, on a déjà AB=CD. Il en résulterait CD = CI , ce qui est impossible. Il faut donc que BD soit parallèle à AC.
APPLICATION. Od met k pro6t ce théorème toutes les fois que l'on i un grand nombre de paraUèles à tracer entre deux parallèles données. C'est ce qui arrive en particulier dans le dessin des parquets dits poini de Hongrie (fig. 114). On porle préalablement des longueurs égales sur les parallèles AB, CD, où doWent aboutir les frises; et c'est tout simplement en joignant les points de division que Ton obUent la série de parallèles dont on a besoin.
156. Théorème. 5i une droite AC (fig. 115) est coupée par trois parallèles KD, VE, CV, de manière que les parties AB et BC, cotnprises entre ces parallèles, soient égales, toute autre droite DF sera coupée par ces parallèles de la même manière, et l'on aura DE = EF.
Pour le prouver, prenons GE= AD ; menons GH parallèle à BC ; en vertu du théorème du n** 134, on aura GH=BC , et par conséquent GH=: AB , puisque AB et BC sont égaux. Imaginons que l'on transporte la figure HGEF sur la figure BADE, de façon que GH coïncide avec son égal AB. Les angles HGE et BAD étant égaux comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, la ligne G£ prendra la direction de AD ; et comme on a pris GE= AD, le point E tombera en D. Les angles GEF et ADE étant égaux comme correspondants, la ligne EF suivra la direction de DE, et le point F tombera quelque part sur DE. Les angles GHF et ABE étant égaux comme correspondants, la ligne HF prendra la direction BE , et le point F tombera quelque part sur BE. Le point F devant tomber à la fois sur les droites DE et BE , ne peut tomber qu'à leur intersection E. Les droites EF et DE auront donc les mômes extrémités et coïncideront; donc ces droites sont égales.
137. Théorème. Deux droites quelconques AC et DF (fig. 116) sont coupées proportionnellement par les parallèles AD, BE, CF.
En effet , supposons d'abord que les droites AB et BC aient une commune mesure , qui soit contenue , par exemple , 3 fois dans AB et 4 fois dans BC. Divisons AB en 3 parties égales , et BC en 4 parties égales; ces parties seront égales entre elles. Par tous les points de
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division menons des parallèles à BE ; soient mx^ ny, pz^ ru^ sv ces parallèles. En verlu du théorème précédent, puisque Am=mn, on aura Dxz=xif; puisque mn=nB, on aura xy=.yE; et ainsi de suite. Toutes les parties Dx, xtj, yE, Ez, zu, uv, vY de la droite DF sont donc égales entre elles. Or, DE contient 3 de ces parties, et EF en contient 4; ces droites sont donc entre elles comme 3 est à 4. Mais les droites AB et BC sont aussi entre elles comme 3 est à 4. A cause de ce rapport commun , on a donc la proportion AB:BC::DE:EF.
Si AB et BC ne sont point commensurables, concevons que l'on divise BC en m parties égales; AB contiendra un certain nombre n de ces parties, plus un reste; ainsi le rapport ÎJ sera compris entre ~et^*. Si partons les points de division on mène des parallèles à AD, on déterminera sur DF une série de longueurs égales (13G); EF contiendra m de ces parties, et DE en contiendra n plus un reste; ainsi le rapport Jî sera compris entre £ et "i". Or les fractions £ et ~ ne diffèrent que de i, quantité aussi petite qu'on voudra, puisque m est arbitraire. Donc les rapports k et » , tous deux compris entre £ et ^ , diffèrent à plus forte raison l'un de l'autre de moins de s , c*estrà-dire d'une quantité moindre que toute grandeur assignable. Donc ces deux rapports sont égaux ; et Ton a, comme plus haut,AB:BC::DE:EF.
Corollaire I. Il pourrait arriver que les droites AC et DF se croisassent sur Tune des trois parallèles.
Si , par exemple , elles se croisaient sur AD , comme l'indique la figure 117, en menant def parallèle à AF, on aurait, d'après le théorème ci*dessus, AB:BC::de:«/. Mais dtf = A£ comme parai* lèles comprises entre parallèles , e/=EF par la même raison. Donc,
AB:BC::AE:EF
Si elles se croisaient sur la parallèle intermédiaire, comme Tindîque la figure 118, en menant encore cfe/ parallèle à DF, on aurait AB:BC::dc:c/. Mais dtf=BD et e/=BF. Donc AB:BC::BD:BF.
Corollaire IL De la proportion [1] on tire
AB+BC:AB::AE+EF:AE, ou AC:AB::AF:AE.
Cette proportionnalité, dont on fait un fréquent usage, peut s'énoncer de la manière suivante : Quand les deux côtés d'un angle sont coupés, par deux parallèles, les distances du sommet de l'angle aux intersections de ses côtés avec les parallèles , sont proportionnelles entre elles.
tSO. Problème. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes données m, n, p (flg. 119). ^
Tirons deux droites indéfinies faisant entre elles un angle quel-
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conqoe. A^partir du sommet, portons sur l'une d'elles une longueur AB égale a m , puis une longueur BC égale à n. A partir du même sommet, portons sur la seconde droite une longueur AD égale à /?. Joignons 6D, et menons CE parallèle à BD. Nous aurons, en vertu du corollaire I du théorème précédent, AB:BC::AD:DE, ou miniipiVE. La ligne DE sera donc la quatrième proportionnelle cherchée.
Si les lignes données étaient trop grandes pour que les deux premières pussent être portées commodément à la suite Tune de l'autre sur un même côté de l'angle, on pourrait les porter Tune sur l'autre à partir du sommet. Appelons , par exemple , M, N, P, les trois lignes données. Prenons AB = M , AC = N , AD = P. Joignons BD; menons CE parallèle àBD; nous aurons, en vertu du corollaire U du théorème précédent, AB:AC::AD:AE, ouM:N::P:A£; ûnsi A£ serala quatrième proportionnelle cherchée.
Bjkmarqds. Il peut arriver que la seconde et la troisième des lignes données soient égales entre elles. Cette circonstance ne change rien aux constructions précédentes ; mais comme il n'y a alors de bit que deux lignes données, la ligne que l'on cherche est dite troisième proportionnelle à ces deux lignes.
i59. Pboblémb. Diviser une droite donnée AB (fig. ISO) enpar-' lies proportionnelles à des lignes donnas m, n, p.
Par le point A tirons une droite indéfinie. Prenons AC=m, CD=in, DE=p. Joignons EB, et par les points C etD menons CF et DB parallèles à EB. Nous aurons , d'après le théorème du n« iS7 :
AJP:FH::AC:CD::m:n, et FH:HB::CD:DE::n:;}.
La droite AB est donc divisée en parties proportionnelles aux lignes «», n, p.
Remarqiie I. On opérerait de la même manière pour diviser une ligne donnée en parties proportionnelles à des nombres donnés. U suffirait pour cela de choisir une unité de longueur , et de prendre des lignes AC, CD , DE , égales chacune à autant de Tois cette unité de longueur qu'il y aurait d'unités dans chacun des nombres donnés; car ces lignes seraient alors proportionnelles à ces nombres , et le problème rentrerait dans le cas précédent.
BiMARQUE II. On pourrait aussi , par une construction analogue, diviser une ligne donnée en un nombre quelconque de parties ^les; mais nous indiquerons tout à l'heure un procédé préférable.
J40. TflÉOBÈMi. Si deux droites BD et CE (fig. 121) coupentpro^ fortionneUemeni les côtés d'un angle CAE, les deux droites sont poraUiles.
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Car si CE n'était pas parallèle à BD, soit CI cette parallèle, on aurait, en vertu du corollaire 1 du n*' i 37 :
AB:BC::AD:DI
Mais on a, par supposition , AB:BC:: AD:DE. Ces deux proportiens ayant trois termes communs , le quatrième terme doit être le môme. On aurait donc DI=DE , ce qui est impossible. Donc la parallèle menée à BD par le point C ne peut être que CE.
Bemarque. On arriverait au même résultat en partant de la supposition AB : AC :: AD : AE; car on en tire AB:AC— AB:: AD;AE — AD ou AB : BC :: AD : DE , et Ton rentre ainsi dans le cas précédent.
141. Problème. Diviser une droite donnée AB (fig. 122) en un nombre donné de parties égales.
Pour fixer les idées , supposons qu'il s'agisse de diviser AB en 5 parties égales. Par le point A tirons une droite indéfinie , sur laquelle nous porterons 6 longueurs égales choisies arbitrairement (une de plus que la droite AB ne doit avoir de parties). Soit C l'extrémité de la sixième longueur. Joignons BC , et prolongeons cette ligne d*une quantité BD égale à BC. Les points E et F étant les points de division qui précèdent immédiatement le point C , joignons DE qui coupera AB en un point I. Je dis que BI sera la cinquième partie de AB.
En effet, on a, d'après la construction, EF=FC et BD=BG. Si l'on joint BF, les côtés de l'angle DCE seront donc coupés proportionnellement par les droites DE et BF , et en vertu du théorème précédent, ces deux droites sont parallèles. Mais alors, les côtés de l'angle FAB sont aussi coupés proportionnellement par les parallèles El et FB ; et l'on a
AE:EF::AI:IB, d'où AE-hEF:EF::AI-hlB:IB, ou AF:EF::AB:1B.
Or AF vaut 5 fois EF ; donc AB vaut 5 fois IB. Il ne restera plus qu'à porter IB sur lA autant de fois que cela sera possible : la ligne AB se trouvera divisée en 5 parties égales.
Remarque. On pourra substituer ce procédé rigoureux à la mé thode approximative indiquée au n"" 17. Remarquons toutefois que, malgré la rigueur de ce procédé, on ne doit point se flatter, en l'employant, d'être à l'abri de toute erreur. Toutes les fois que l'on a des lignes à tirer , des longueurs à porter au compas sur des lignes; en un mot, dans tous les procédés graphiques, quelle que soit l'exactitude des principes théoriques sur lesquels ils se fondent, il y a non-seulement des erreurs possibles, mais même des erreurs inévitables, résultant de l'imperfection des instruments employés
et de l'imperfection de nos sens eux-mêmes. Ces erreurs sont d'autant moindres que les instruments sont meilleurs, et que les opérations sont faites avec plus de soin. Dans le problème qui nous occupe, les chances d'erreur seront d'autant plus grandes que le nombre des parties à obtenir sera plus considérable. Nous renverrons à ce sujet à ce que nous avons dit à la fin du n* i7.
I4S. Appugation. Les théorèmes des n* 437 et 44ê fournissent le moyen de mener, par un point donné sur le terrain , une parallèle à une droite inaccessible , pourvu qu'on en sache mener une )i une droite dont une extrémité seulement est accessible.
Soient C (flg. 123) le point donné, et AB la droite inaccessible, déterminée par deux points visibles A et B. Faisons planter un jalon au point C, et un autre en un point quelconque D. Par le point C, menons une parallèle k la droite AD dont rextrémité D est accessible (pour mener cette parallèle , on pourra faire usage du grapbomètre et appliquer la méthode indiquée au n*9l). Soit CE cette parallèle. Plaçons un jalon en Ë , et un autre en F, à Tintersection des droites AC et DE prolongées. Par le point E menons une parallèle à la droite DB dont rextrémité D est accessible , et plaçons un jalon à llnlersection H de cette parallèle avec la droite FB. Les jalons C et H détermineront la parallèle cherchée.
£a effet, a cause des paraUèles AD et CE, on a FG : AC :: FE : ED (131) , et Ik cause des parallèles DB et EH on a de même FE : ED :: FH : HB. Ces deux proportions ayant un rapport commun , les deux autres rapports sont en proportion, et il Tient
FG:AG:: FH:HB
De cette proportion résulte (t4#) que CH est parallèle à AD.
143. Thsorâmb. Les parties BD et CE (fig. 124) de deux parais lèles, comprises entre les côtés d'un angle CàE, sont entrer elles comme les distances du sommet de cet angle aux intersections de cJmcun de ses côtés avec les parallèles.
Pour le prouver, menons DF parallèle à AC ; nous aurons (137) AD:DE::CF:FE, d'où Ton Ure AD+DE:AD::CF+FE:CF, ou ÂE: AD:: CE: CF. Hms les longueurs CF et BD sont ^ales comme parallèles comprises entre parallèles (134); on peut donc écrire
AE:AD::CE:BD
Corollaire. Le théorème subsisterait encore si le sommet de l'angle se trouvait situé entre les parallèles, et que Tune d'elles coupât les prolongements de ses côtés, comme l'indique la figure 125; car en menant encore DF parallèle à BC, on aura AE:AD::EC:CF. Mais CF=BD, puisque ce sont des paraUèles comprises entre parallèles ; on peut donc écrire AE : AD : : EC : BD.
144. Applications. I. On a construit sur ce principe un iostrument qui fournit le moyen d'obtenir immédiatement la moitié , le tiers , le quart, etc. , jusqu'au douzième d'une longueur donnée. Cet instrument se nomme compas de réduc^ tion. Il se compose de deux branches égales AN et CM (flg. 126), terminées en pointes. Les branches se croisent entre deux boutons qui les pressent; elles
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mni pèreéM lotitltudiii«leiiieni d'une rainure où l'engige le pit ol qui féuntl lei deux bottUNM» Celte diipoiiUoa permet de faire mouvoir les brani^es dans le sens de leur longueur, de manière qu'elles se croisent en tel point qu'on le veut de cette longueur. En même temps elles soht susceptibles de s'écarter ou de se rapprocher à tolonté, comme celles d'un éompas ordinaire. Nous ne parlons pas de plusieurs autres dispositions de détail dont la vue de l'instrument suffit pour faire comprendre le but. ^ ,
Supposons maintenant qu'on veuille, a Taide du coMpas de réduction , prendre le tiers d'une droite AB. On (\erme d'abord rinslrument de manière que les deux branches soient exactement superposées. On fait ensuite glisser le pivot dans la double rainure jusqu'à ce que la distance OA soit le tiers de la dis* tance ON; des divisions tracées sur l'une des branches, ainsi que sur une lan-« guette dont le pivot est muni , facilitent eette opération. On ouvre alors les branches» et l'on prend avee les pointes M et N une distance égale à AB) la distance qui sépare alors les pointes A et C est la longueur cherchée. Car, d'après la disposition donnée à l'instrument, on a OMrzON et OC:==OA} d'où résulte la proportion identique OA t ON t: OG : OU. Il s'ensuit (iA») que UN et AG sont parallèles j on a donc (137)
AC:MN::0à:0N ou bièti ÂC;AB:!i:d.
Il serait facile, en multipliant les divisions marquées sur les branches, d'ob^ tenir, à l'aide de cet iustrument, beaucoup d'autres fractions simples d'un lodgueur donnée; par exemple, les |, les |, etc*
Le compas de réduction s'emploie avec avantage lorsqu'on a à réduire dans le même rapport un grand nombre de lignes , parce que la disposition donnée à l'instrument pour la première de ces réductions demeure la même pour toutes les autres.
445. il. On a construit sur le même principe un instrument d'un usage beaucoup plus général, nommé compus de proporHen* Il se compose de deux règles d'égale longueur, réunies par une charnière, dont le centre est le pohit de concours des bords Intérieurt OA et OB des deuk règles (Ug. 12î). Ces deux bords sont divisés eh un même nombre de parties égaleSi
Supposons qu'il s'agisse de trouver une U^m dofU ta longueur toit à une longueur donnée comme 3 est d 10. On ouvrira le compas Jusqu'à ce que la dis-* tance des deux points marqués 10 soit égaie à la longueur donnée , ce dont on s'assurera à l'aide du compas ordinaire ; la distance des deux points marqués 3 sera alors égale à la longueur cherchée; car les côtés de l'angle ÂOB étant divisés eu parties preportionneUes par les droites (8....8) et (10....10), ces droites sont parallèles (I4#), et par conséquent (443) proportionnelles elles-mêmes aux distauces 0.3 et O.iO, c'est-à-dire aux nombres 3 et lO.
Le même procédé servu*ait à divUer une longueur donnée en parties égales.
Supposons qu'il s'agisse de diviser une longueur donnée en deux parties qui soient entre elles comme lès nombres 8 el 7f la plds petite des deux parties devra être à la ligne eutière comme 3 est à 3 -h 7, ou comme 3 est à lo ; en sorte que ce probième rentre dans le précédent.
S'il b'agissait de diviser une longueur donnée en trois parités proportionnelles aux nombres 3 , 4 et ô , la plus petite serait à la ligne euiière comme 3 est à 3^4 ^ 5^ ou comme 3 est à 12; la moyenne serait à la li^ue entière comme 4 est à 12; la plus grande serait à la ligne eutière comme 6 est à 12. Kn sorte que le probième rentre encore dans le cas précédent.
Ou voit que le compas de proportion sert à résoudre généralemeht ce problème : X^tvùer une longueur donnée en parité» proportionnelles à des nombres dofinifj, pourvu que la somme de ces nombres n'excède pas le nombre de divi-* sions tracées sur le bord de chacune des deux régies.
146» m. Lorsqu'on a l diviser une ligne très-petite êb uh grand nombre d«
pan&fti êfiiàei» leé pfikséMft lAdtquéft Juiqy'tei m pmm tilus Itoê Mirt6yé8, parc* i|u« Vépatostour même an points de iliYisioii suffit alors i^iir romlf o (MM diylslons eoaCùseo. On a rteours dans ce cas an mof en sui?ant«
Supposons quli s^agiwe, par exemple, d'apprécier les dixièmei de la longueur ÂB (fig. 128). sur uâe droite quelconque AO, oll porte 10 parties égales; on tiré BD, et par tous les points de division 1 ) I » 8 , etc., de AÔ, on Mène des parallèles à AB. U résulte du théorème démonU^ au n* 44S, qu» la ligne (lu..i) est le dixième de AB, que la ligne (2....2} en est les deux dixièmeSi la ligne (à....a), les trois dixièmes, et ainsi de suite.
Ce moyen est celui qu'on emploie dani la êbAstmetiott déft ithèUtiê. Ofl nomme ainsi toute droite divisée en parties égales à une unité de mesure qUèl» conque» soit généralement adoptée, soit purement eonTentiennelle. Dans le lerer des plans, dans le tracé des cartes, dans les épures d'architecture, dans le dessin des machines, etc., on emploie constamment de semblables échelles auxquelles on rapporte toutes les lignes du ^lan du du dettin; et le ttoyèd précédent permet d'apprécier de très-petites parUes de Tunilé adoptée.
Soit AB ^§g. 129) cette unité} et soient BG , CD, etc. , Une suite de loaguenri égales^ AB. Élevons AA' perpendiculaire à AB; portonfr-y 10 longueurs égales. Par le point À', extrémité de la 10* longueur, et par tous les points de division de AA', menons des parallèles à AD ; puis, par les points B, G, D, etc., des parallèles à AA'i Divisons AB en 10 parties égaies ; Joignons le point A' au point de division 1 ; et par tous les autres points de division , menons des parallèles à A'i. U est facile de voir que AB étant égal à A'B', attendu que les deux parallèles AA' et BB' sont partout également distantes , et les 9 premières divisions de A'B' étant respectivement égales aux 9 dernières de AB» comme parallèles com|»riaes entre parallèles, A'B' se trouvera partagé en 10 parités égales. Les parties de parallèles comprises entre IB et Bff^ représentent les dixièmes delB't et par conséquent les cenlièmes de A'B' ou de AB.
Pour mesurer à cette échelle une longueur prise au compas, on la porte sdr l'Unë des parallèles à AD, de manière que lés deux pointée du tompas ooldcldent sensiblement avec deux peints de division » N et M , paf exemple. On voit que celle longueur se compose, i* de K. 6, ou 3 unités; T de MP, ou 3 dixièmes; 3* de P. 6, ou 6 centièmes; en soMe que l'expression de cette longueur est 2,36.
On verrait de même que l'expression de la longueur ST est 3,68; et ainsi des autres.
Lorsqu'une longueur est exprimée en unités et parties d'unité de réchellei on peut semblablement prendre sur cette échelle une ouverture de compas égale à cette longueur.
147. Théorème. Deux parallèles AB, CD (fig. 130)ldnf âiviséeê m parties ffroportionnelles par wie sérié de sécantes qUêUimques OC, 01^ OH^ OD, issues d'un même point 0.
En efiet, soient À, E, F, B, les points où ces sécantes reûcdfltrefit la droite AB, on aura ( £49) 2
C:1:A£::IO:ëO, et 10 :£0::IH:EF; par conséquent, à cause du rapport commun, C1:AE::IH:EF', ou Cl:m::AE:EF. On démontrerait de môme qu'on a IH : EF :: HD : FB, ou IH : HD :: EF : FB.
CoROLLAi&B. Le théorème subsisterait encore si le point 0 était situé en dedans des parallèles, comme Tindique la seconde figure ; seulement les parties de AB se trouveraient disposées dans un ordre de |;Tandeur inverse de celui des parties de CD,
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Application. Ce théorème fournit un moyen commode de diviser une ligne donnée en parties proportionnelles à des lignes données. Soit Âfi (fîg. 130) la droite donnée ; menons-lui la parallèle CD. Prenons les longueurs CI, IH, HD, égales aux lignes données; joignons CA et BD, qui se coupent en un point 0. Tirons 10 et HO, qui couperont AB aux points E et F ; le problème sera résolu; car, d'après le théorème précédent, la droite AB sera divisée en parties proportionnelles aux lignes CI, IH, HD, c'est-à-dire aux lignes don-
148. Lorsque deux droites AB et CD (flg. 131 ) font respectivement avec les côtés OA et OB d'un angle AOB, des angles OAB et ODC égaux, ces droites sont dites anti-parallèles.
Pour justifier cette dénomination , il suffit de remarquer que, si l'on retournait la figure COD sur elle-même , de manière que OD vînt prendre la position Od , et OC la position Or, l'angle Ode étant le même que ODC, serait égal à OAB ; et, comme ils ont la position de correspondants dans la première figure, ou d'alternes- internes dans la seconde, les droites dcei AB seraient parallèles (90, Bem. U).
149. Thborèmb. Lorsque les côtés d'un angle 0(fig. 131)50ii^ coupés par deux droites anti-parallèles, KRet CD^ les distances OA, OB, OC, OD, sont vay^vsemeni proportionnelles; c'est-à-dire qu'on ûOA:OB::OD:OC.
En effet, si l'on retourne la figure COD sur elle-même, comme nous l'avons indiqué tout à l'heure, les droites AB et cd étant parallèles, on aura (157, CoroU. II) :
AO:OB::Od:0<?.
Mais on peut remplacer Od et Oc par leurs égales OD et OC, et il vient:
CHAPITRE IX
PEg TKA1ISYMBAI.MH.
ISA. On donne, en général, le nom de trannersàlê, ^ toute droite qui coupe plusieurs autres droites. Quand les droites coupées par la transversale sont parallèles , nous ayons vu qu'on la désig;ne plus particnUèrement sous le nom de sécante : il ne s'agira, dans ce chapitre, que des transversales proprement dites, c'est-à-dire de celles qui rencontrent plusieurs autres droites non parallèles. Nous nous servirons du mol segment pour désigner une portion de ligne droite.
IS4. TRÉoatifB. Si trois droites qui se coupent, AB, AD, BD (flg. 132), sont rencontrées par une transversale da, aux points à,h,n, de tnanière à former les six segments dA, dB, bA, hD, àB, aB, les produits des segments s^rés sont égaux, et Von aura :
AbxBdxDa=aBxbDxdA.
Pour le prouver, menons BI parallèle à AD; on aura , en vertu du théorème du n* 443,
Bl:Ad::Bd;dA, d'où Bl=^i^.
En vprtu de ce même théorème, on aura aussi
BI:&D:;aB;Da, d'où BI=^^".
Égalons ces deux valeurs de BI, et réduisons^Ies au même dénominateur ; il Tiendra
A* X BrfxD* iP X m% X dk
JÂXbm MXD« "•
Or, deux nombres fractionnaires égau^, dont les dénominateurs sont égaux , doWent avoir même numérateur ; il faut donc qu'on ait
AbxBdxDa = bDxaBxdA,
c'est-ànlire que si l'on fait les produits des segments qui n'ont aucune extrémité commune, ces produits seront égaux.
Remabqde. Si l'on a soin de mettre, comme nous l'avons fait, à llntersection de la transversale avec chacune des droites données , une lettre semblable à celle qui occupe le sommet de l'angle formé par les deux autres , l'expression de ce théorème offire, quant aux lettres, une symétrie remarquable , qui peut aider b le retenir.
iS2. Application. On pourrait, en s'appuyant sur ce théorème, calculer ap^ proximativement la distance d'un point A (flg. 133), donné sur le terrain, à un point inaccessible B. Pour cela , faisons planter un jalon en A , un second jalon en C, sur le prolongement de BA, un troisième en un point quelconque D, pris dans la campagne , et accessible des points A et C. Faisons planter un quatrième jalon en un point quelconque £ de la ligne DA, et un cinquième en F, à llntersection des droites BE et CD.
En considérant BF comme une transversale , par rapport aux droites BC, AD et C3) , on aura , d'après le théorème précédent :
BCXDFXAE=BAXCFXDE, d'où BC = BAxS5îî-
Les lignes CF, DF, DE, AE, étant supposées accessibles, on pourra les mesurer, et la quantité qui multiplie BA dans l'égalité précédente pourra être réduite en un nombre que nous représenterons par n. On aura donc BG=:BAxf»«
79 raiWkM HITUi
Mais on a aussi BG=BA + AG. Donc
BA><n==Bi^fAG, d'où, en retranchant de part et d'autre BA ,
BAxn-?As=AG fiU BA>^(n-i)=AC, on enfin BA=;^.
U U6««AGpailtMrei|ie8wi$4i H**») e«UllO<milMAUni«ri«uQqpnBue||9ut SuppoiPim, par 9iimplA, qukia ait irouvi
ePssSOVS; DP=:8t-,lT; DE=4î-,ji4î A?=21-,95, et AC=40-,?0, il en résultera ,j==||xJB|^|^-i^45. çin-l=p,49; puis 8A = ^|fi=82-,(H.
lUvAiOVK* n est bon toutefois de remarquer que, pour que ee procédé conduise i une approximation suffisante , il fout que les mesures soient faites avec pne très-grande précision; car de petites erreurs sur ces mesures pourraient , par suite des multiplications à effectuer, en produire une asseï grande sur la distance calculée.
4 $3. Théorème. Si trois droites Ap, AQ, BD (fie, m)se coupent ^ et que par un point intérieur 0 et par les sommets A, B, D, on mène des lignes A^, Bb « Dd, qni déUrminent ^^f les premières drpites les six s^^jniients Ab, bD, Da, aB, Bd, dA; les produits des segments séparés seront égaux, et l'on aura
AbxBdxDa=aBxbDxDa.
En effet, si Ton considère la ligne Dd comme une transversale par rapport ^m trois droites AB , Bb , Ak , on aura , en vertu du théorème n* III , dAx^D><QB = Bd><Qb^AD.
De même , si Ton considère Ist ligne Aa comme unç transversale par fapnprt aux trois droites BD, Bè, bD, on auft
Ab X Do X OB=:aB X Ob X AD.
Divisons ces deux égalités membre à membre , et supprimons les facteurs communs au numérateur et au dénominateur de chaque membre résultant, il restera
Réduisons au même dénominateur; les numérateurs devront être égaux, et Toq aura ^
AbxDaxBd=aBxdAxbD, ce qui revient è l'énoncé du théorème.
Corollaire I. 11 suit de là que si l'on avait dA==Bd et Da=raB, on devrait avoir aussi Ab=bD.
Corollaire !!. Si l'on avait simplement Ab=bD, il en résulterait Do X Bd=aB X dA , d'où Ton tire la proportion Do : aB :: dA : Bd, c*esH-dlre que si l'op joignait da, cette droite serait parallèle à AD en vertu du théorème dun*l4«.
IS4. Le théorème précédent subsisterait encore si le point 0, au lieu d'être Intérieur par rapport aux droites AB , AD , BD, leur était extérieur, comn^ç l'Indique la figure 135. Les six segments à considérer seraient alors Ad. Bd, Ab , Db, Ba, Da, c'est-à-dire toujours les distances des sommeU A , B, D , aux points où les trois droites données AB, AD, BD, sont coupées par les trois droites OA, OB, OD issues du point 0. En effet, en considérant Dd comme une transversale par rapport aux trois droites AB, Bb , Ab , on a (181) AdxDbxOB = Bdx;ADxOb;
* ' AJ^B(i^08sA»«lfciH0t,
9Wiioiit fM ésalîMf ««lilbM « membre, #« lupiiPimam Im flii?tfiii« eo««v«i au numéntewr «t «u dtofwwnleuf da eiuiqua mtmbrf fisuUant , u rNUra
RéduiMQi «^ m^me dénamlnatturi 1m numéraUun ëevronl i\M ég^UK, <l
Von aura
e*ttl4HliM qu'il y a encore égalité enlre les proëuiU des segments séparés.
IIS. 8eient AB et AG (flg. Ue) deux droites quelconques <iui se coupent. Par on point extérieur M, menons deux nouTelles droites MG, ME, qui coupent les premières aux points B , G et D , E. Joignons ces points deux ^ deux r^cfpfofummi, e'e8t-ii*dire tirons BB et DC, qui se couperont en un point 0. Enlln joignons AO, et prolongeons eelte droite jusqu'à la rencontre de MG en I.
fti Von considère ME comme une transversale par rapport aux trois droites AB, AG,BG,enaura(lll)
AE ;»< CM )< IID =7 AD >; MB ^ CE.
Us droites AI , B^, CD ^tant menées fi'po ppipt InMrieur 0 , ^^Jf. somvels A , S.C.onavraUSi)
AExCIxBDsADxBlxGE.
Divisons ces deux égalités membre h membre . et supprimons les fticteurs eonmuns au numérateur et au dénominateur de chaque membre rés^ltapt, il restera
g = 5, d'où CMxBI=MBxC!.
M droite CM sa troiive donc divisée e^ trois segments tels que le produit de la ligne eolkère CM , par le segment moyen BI , est ég^l aq produit des segments extrêmes UB et Cl ; ce qu'on a Tbabitude d'exprimer çn disant que eette droite est divisée harnxoniquement aux points B et 1.
iU. Les disUnces qui dépendent des points D et E pe figurent pas , comme on jo'it, dans le résuUat précédent, en sorte que ce résultat serait le même, quelle que fût la droite ME , pourvu qu'elle passât par le point M. U en résulte que si Ton fait varier la droite U^, le poifit Q variera, mais demeurera constamment sur la droite AI.
4S7. Au lieu de considérer MK comme une transversale par rapport aux droites AB, AG, BC, nous aurions pu considérer MC cqvm^ UB9 Uan^Y^rsalç par rapport aux droites AD, AE , DE; nous aurions eu
AGxDBxME = ECxAp^DM.
Vais les droites OA, OD , OE étant menées du point 0 aux sommets dai angles form^ par les trois droites AD, AB, DE, on a aussi (454) AGxDBxHB^EGxABxDH.
Oivisotts membFO b membre ces deux égalités , et supprimons les facteurs communs au numérateur et au dénominateur de chaque membre résultant , U reste
ÎS=^, d'où MExDH=DMxHE;
c*est-à-dire que le produit de la ligne entière ME, par le segment moyen DR , est ^1 au produit des segmenU extrêmes DM et HE; en d'autres tenues, la droite ME est divisée harmoniquement aux points D et H. 11 en serait évidemment de mémo île loutf autre droite menée par le poipt 11 > puisque ME ^^^ quelconque.
Les droites menées par le point M forment ce que l'on nomme un faisuou harmonique, dont le point M est le pôle^ et la ligne AI se nomme la polaire.
458. Puisque ME est divisé liarmoniquement aux points D et H, menons par le pôle M une nouTelle droite MN (flg. 137); nous pourrons appliquer aux droites ME et MN tout ce que nous avons dit des droites MG et ME (ISS) ; en sorte que si nous joignons réciproquement les points L , N , D , E par les droites LE et ND, la droite AS, qui Joindra leur poinl de rencontre au point A, devra passer par le point H , et conséquemment aussi par le point I. Le point de concours S des deux droites LE et ND se trouve donc sur la polaire.
IS9. Réciproquement, si, après avoir déterminé la polaire AI, on prend un point quelconque S sur celte droite , que Ton tire par ce point les droites DN et LE , et que l'on joigne NL , le prolongement de cette dernière droite ira passer par le pôle M.
Car s'il n'y passait pas, et qu'en joignant les points M et N, la droite de jonction coupât AB en un point difiTérent de L, ce point et le point E détermineraient une droite qui couperait DN sur la polaire (4S8). Or, DN a déjà le point S commun avec la polaire , et ne saurait en avoir d'autres; donc la droite qui joint M et N ne peut couper AB qu'au point L. Donc la droite NL, prolongée, doit passer par le point M.
i6#. Si par le point M on mène les droites MBC , MDE , MNL , que Ton joigne BE et DC qui se coupent au point 0, puis DN et LE qui se coupent au point S , la droite OS, qui joint les points de rencontre 0 et S , passera par le point A. Car si l'on joignait OA, cette droite serait la polaire , et les lignes LE et DN doivent se couper sur cette droite (158); or, elles se coupent au point S, et ne peuvent avoir d'autre point commun; donc le point S est situé sur OA; donc aussi le point A est situé sur OS.
461. On peut construire la polaire beaucoup plus simplement que nous ne l'avons fait plus haut.
Soient AB et AG (flg. 138) deux droites qui se coupent, et M un point extérieur considéré comme pôle. Menons MB parallèle à AG, et prenons sur son prolongement BI égal à MB ; puis joignons AI. Je dis que cette droite sera la polaire.
Pour le démontrer, il suffit de faire voir qu'une droite quelconque ME menée par le pôle est divisée harmoniquement aux points D et H par les droites AB et AI.
Or, si l'on considère AB comme une transversale par rapport aux trois droites AI, ME, MI, on aura (fSf)
AHxDMxBI = AlxDHxBM, ou , en supprimant de part et d'autre les facteurs égaux BI et BM ,
AHxDM = AIxDH [1];
mais les droites AI et ME étant coupées par les parallèles AG et MI, on a aussi (437)
AI : AH :: ME : EH
d'où Al X EH = AH X ME [2].
Multipliant membre à membre les égalités [1] et [2] , et supprimant les facteurs AI et AH, devenus tous deux communs aux deux membres, il restera DMxEH = DHxME.
Ainsi , la droite ME est divisée de telle sorte , que le produit des segments extrêmes est égal au produit de la ligne entière par le segment moyen; en d'autres termes, elle est divisée harmoniquement.
Donc Al est la polaire.
Remarque. On pourrait tirer de ce qui précède plusieurs conséquences curieuses; mais ce que nous avons dit peut suffire aux applicalions.
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Applications de la théorie des tnasTeraales.
* 16). Les propriétés des transversales fournissent plusieurs applications utiles.
Dans les travaux graphiques, on a souvent besoin de mener par un point donné une droite qui concoure avec deux autres droites^ et il peut arriver que le point de concours soit situé hors du cadre de l'épure , c'est-à-dire hors de la feuille sur laquelle on opère. La considération des transversales permet de lever celle difficulté.
SoitO (fig. 137) un point donné par lequel il s'agit de mener une droite qui concoure avec deux droites données GN et BL. Par le point 0, menons deux droites quelconques CD et EB; joignons leurs extrémités par des droites CB et £D, qui, prolongées, iront généralement se couper en un point M (on pourra toujours choisir ces droites de manière que le point M soit situé dans le cadre de l'épure). Tirons par le point M une droite qui coupe BL en un point L et CN en un point N ; joignons EL et ND qui se coupent en un point S. Enfin , tirons OS, qui &era la droite demandée; car, d'après ce qui a été dit précédemment (4M), les droites MC, ME , MN forment un faisceau harmonique, dont M est le pôle et OS la polaire. Donc OS , BL et GN doivent concourir en un même point.
i(>3. Lorsque le point donné est extérieur aux droites données, il faut opérer d'une autre manière.
Soient t9 (fig. 137) le point donné, etBG, DE les droites données. Par le point N menons une droite quelconque GÂ, puis menons une seconde droite quelconque BDA. Joignons BE et DC qui se coupent en 0 ; tirons OA. Joignons DN qui coupera OA en un point S; tirons ES, qui viendra couper BA en un point L ; enfin , tirons NL , qui sera la droite demandée. Car, d'après la construction , le point de rencontre des droites données BG et DE est le p61e qui correspond à la polaire OA; les trois droites BG, DE, LN forment donc un faisceau harmonique et concourent en un même point.
IM. Ces constructions peuvent être pratiquées avec avantage sur le terrain. Supposons , par exemple, que GA et CB (fig. 139) soient les directions de deux allées qui concourent au centre G du rond-^oinf d'un parc , et qu'il s'agisse d'en ouvrir une nouvelle dont la direction soit assujettie à passer par un point donné 0. Pour tracer la direction de cette allée au travers d'un massif d'arbres qui empêchent d'apercevoir le point G du point 0 et vice versa, il faudra recourir à la construction du n"* 462 : on aura , à cet effet, 9 jalons à planter. Afin d'éviter les retlites, nous avons numéroté sur la figure les points où ils doivent être placés, dans l'ordre que nécessite la construction. Les jalons l et 9 détermineront la direction cherchée.
415. On peut se proposer de trouver un point sur le prolongement d'une droite inaccessible : on a recours pour cela à la construction du n* 463. Soi AB {^. 140) la droite inaccessible , déterminée seulement par deux points visibles À et B. Faisons planter dans la campagne un jalon quelconque 1 ; puis sur les directions A.l et B.l , marquons par des jalons les points 2 et 3, choisis arbitrairement , mais de manière cependant que la droite déterminée par ces deux points rencontre le prolongement de AB dans les limites assignées k l'opération. Puis faisons planter successivement : le jalon 4, à l'intersection des droites B.2 et A.3; lé jalon 5, en un point quelconque de A.l ; le jalon 6, à l'intersection des droites 5.3 et 1.4; le jalon 7, à l'intersection des droites 1 .3 et 2.6 ; enfin le jalon 8, à llntersection des droites 2.3 et 5.7. Le point déterminé par le jalon 8 sera le point cherché ; car, d'après la construction , la droite 4.1 est la polave, et le point 8 est le pèle du faisceau harmonique A.8, 2»8, 5.8.
Cette construction trouve son application dans l'attaque des places fortes , lorsqu'on veut établir une batterie qui prenne en flanc l'une des batteries de la
7k nwitn FAUT».
place. H est indispensable alors d'avoir un point situé sur le prolongement du front de la batterie ennemie. Oii utilisa clans çç c^ Içs iHlQns tracés sur le terrain par les boulets de la place. Si AB élail le front de la batterie dont il est question, op pourrait choi^r les lignes 41 eUi3 parRil Içs |iUQn$ qu*ont t^çés les bouleU partis du point A, et 1^ çlroitesB,! et Q,|, parmi WW qu'ont trftcés les boulets partis di| point B,
166. En répétant cette même construction , on peut (déterminer àew points sur le prolongement d'une 4rolte , e( obtenir ainsi le moyen de la prolonger réellement. Les jalons 1 et 3 qui ont servi à la première opération peuv§n( encore servir à la seconde.
On a recours ^ ce procédé lorsqu'il s'aglL par exemple, de prolonger une roule au delà d'un obstacle momentané , tel qu'une habitation à démolir, ui\ bois à percer, etc., et que l'on a intérêt à ne point djfrérer le^ trf^v^ux.
CHAPITRE X
PEOPRlÉTéa DV CKECItB |UBLÂT1TBS ^V^ U^VBS PliOFO%TIO]||ipLL|t«,
167, Théorèmi. Si deux cardes ÀB et CD(flg. Ui)se coupent dans un cercle, leurs parties sont récif toq^cmeni proj^orticnnelles , <?//'o»a AO:OD;:OC;OB.
En effet, joignons AD et BC. Les angles QKD et OCB étant égaux, comme ayant tous deux pour mesure la moitié de l^arc BD, les droites AD et BC sont anti-parallèles. On a donc ( 149 ) : AO:OD::OC:OB.
CoROLLAiRV. Si Ton mèqe un diamètre CD (fig, 43) perpendicu* laire à une corde AB, ce diamètre partage cette corde en deux parties égales AO et OB. En vertu du théorème précédent, on a OD : 0 A : : OB : OC , ou OP ; OA : : OA : OC ; c'est-à-dire que la perpendiculaire abaissée d*un point d^une circonférence sur son diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments de ce diamètre,
468. Problème. Trouver une moyenne prc^rtionnelle entre deux longueurs données.
Sur une droite indéfinie portons à la suite Tune de Tautre les longueurs AB et BC (flg. 143) , respectivement égales aux longueurs données. Sur AC comme diamètre décrivons une demi-circonférence. Au point B élevons BD perpendiculaire à AC ; cette perpendiculaire sera la moyenne proportionnelle demandée, en vertu du corollaire précédent.
i69. Théorème. Si par un point 0{^gnHi) pris hors d*un cercle^ on mène dettx sécantes OA et OB^ les sécantes entières seront récW proquement proportionnelles à leurs parties extéheures; et l'on atiraOA:OB;:OD:OC.
Bâ p9^ jQîfliKmi AS pt CP. l«>Qfii« îDftOfît CDB «y wt pour m«« sure la moitié de Tw^ CAB, î'aQfle ODC, qui Mt 9on iuppiâmdPt, I pour mesure la poitié 4a Tare restant CDB. Mais Tangle 04B a aussi pour mesure la moitié de Tare CDB : les angles OPC et OAB sont donc égaux ; et le^ droites CD et AB sont anti-parallèles. Il en résulta la proportlop ( 140)
OÀ;0B::0D:0C.
170. TH]^oiiiMB. Si par un point 0 (flg. 145) pris hors d'un cercle^ on mhie une tangente OA. et une sécante OB^ la tangente est tnojfenne proportion^efle entre la sécantes entière et sa partie extérieure.
En effet, joignons ÂC et AB. L'angle DAG, formé par une tangente et une corde aboutissant au point de tangence, a pour mesure la moitié de Tare AC, sous-tendu par cette corde. L'angle inscrit OBA a la même mesure. Donc les angles OA.C et OBÂ sont égaux, et les droites Â.G et ÂB sont anti-parallèles. H ei^ résulte la proportion (i40)
0B:OA::0â:OC.
1 71. Lorsqu'une droite AB (%. t46) est partagée m uq point C» de telle manière que le plus grand segment AC soit moyen proportionnel entre |e plus petit BC, et la ligne entière AB, la droite est dite partagée en moyenne et extrême raison. Cette déuûruiuatioQ, consacrée par l'usage, malgré son défaut de précision et de clarté, provient de ce que dans la proportion AB : A.C :; AC : BC , les deux segments CB, AC sont Tun extrême et Tautre moyen. I^e mot ra»50f| ^st pris ici dans le sens de rapport.
Nous aurons bientôt besoin de savoir effectuer ce genre de partage. Voici le moyen le plus simple d'y parvenir.
A Tune desextrémité^ de la droite à partager, élevons la perpendiculaire BO égale ^ la ipqitié de AB. Du point 0 comme centre, avec OB pour rayon , décrivons une circonférence , et tirons AO , qui coupe cette circonférence aux points I et D. Enfin prenons AC=Ai. La droite AB sera partagée au point C en moyenne et ev tréme raison.
Car la droite AB étant perpendiculaire à Textrémité du rayon OB, est tangente à la circonférence; d'ailleurs AD est une sécante; on a donc , en vertu du théorème précédent , AD : AB :: AB : AL On en tirç
AD— AB:AB::AB— AI:AL
Or, ID étant le double de OB, est précisément égal k AB; ainsi AD-T-AB est la même cliose que AD— W, ou que Aïi ou que ÀC. Dô plu^» Afr^AI revient à A^AC, ou à BC. I^a praportion ci-des-
SUS peut donc s'écrire ÂC : AB :: BC : ÂC, ou, en renversant Tordre des termes dans chaque rapport, AB : ÂC : : AC : BC.
179. Problèhb. Mener une tangente commune à deux circonférences données keth (fig. 147).
Supposons d'abord les rayons inégaux. Tirons deux rayons parallèles AB eiah. Joignons B6 qui, suffisamment prolongé, rencontrera en un point 0 le prolongement de la ligne des centres ka ; car autrement AB et aft seraient égaux (154). Par le point 0 menons une tangente OT à la circonférence A; cette droite sera aussi tangente à la circonférence a.
En effet,àcausedes parallèles AB et a6,onaOA:Oa::AB:a6 (145). Si Ton mène au point de tangence T le rayon AT, ce rayon sera perpendiculaire à la tangente OT; menons aussi at perpendiculaire à cette tangente , et par conséquent parallèle à AT , nous aurons OA:Oa::AT:a^. Cette proportion ayant avec la précédente un rapport commun, on en déduit AB : a6 :: AT : at. Or, dans cette dernière proportion les antécédents sont égaux comme rayons d'un même cercle; il faut donc que l'on ait aussi ah=at. Le point t est donc sur la circonférence a, et la droite OT est perpendiculaire à l'extrémité du rayon at, c'est-à-dire qu'elle est tangente à la circonférence a.
Remarque I. Par le point 0 on peut mener deux tangentes à la circonférence A, qui toutes deux sont communes aux deux circonférences A et a.
Reharque II. Au lieu de mener les rayons AB et ah dans le même sens, on peut les diriger en sens contraire comme l'indique la figure 147 bis. Ladoite B6 coupe alors la ligne des centres Aa entre les points A et a ; et l'on obtient ainsi deux nouvelles tangentes communes.
On peut donc mener à deux circonférences données quatre tangentes communes, deux extérieures et deux intérieures.
Remarque IIL II peut arriver que le point 0 (fig. 147) soit situé à une grande distance des centres des deux cercles donnés, et tombe ainsi hors de la surface sur laquelle on opère. On a recours alors à la construction suivante.
Du point A (fig. 148) comme centre, avec un rayon égal à la différence des rayons des cercles donnés, décrivez une circonférence; par le pointa, menez-lui une tangente am. Joignez le point A au point de contact m, et prolongez la ligne de jonction jusqu'en T; menez at parallèle à AT , et joignez T^, qui sera une tangente commune extérieure.
En effet, par construction, mT est égal et parallèle à at\ donc aussi T^ est parallèle à ma (155) : mais ma est perpendiculaire
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à km (iOS); donc T^ est perpendiculaire à AT, et par suite à sa parallèle ai; donc enfin T^ est tangente aui deui circonférences (iW).
Remarque IV. On démontrerait facilement que, si les deux circonférences données sont égales, les deux tangentes communes extérieures sont parallèles à la ligne des centres, et que les deux autres se coupent au milieu de cette ligne (fig. 149).
Les points de contact des tangentes communes extérieures sont alors les extrémités des diamètres perpendiculaires à la ligne des centres.
Revarque y. Lorsque les circonférences données sont extérieures l'une à l'autre, il y a, comme on vient de le voir, quatre tangentes communes, deux intérieures et deux extérieures (fig. 147, 148 et 149).
Lorsque les circonférences sont tangentes extérieurement , les deux tangentes intérieures se confondent en une seule et même droite perpendiculaire à la ligne des centres; il n*y a donc plus que trois tangentes communes (fig. 150).
Lorsque les circonférences sont sécantes, il n'y a plus que les tangentes extérieures (fig. 151).
Lorsque les circonférences sont tangentes intérieurement, ces deux tangentes extérieures se confondent en une seule et même droite perpendiculaire à la ligne des centres ; il n'y a donc plus qu'une tangente commune (fig. 152).
Enfin, îl n'y aurait aucune tangente conmiune possible , si Tune des deux circonférences était intérieure à l'autre.
1 73. Applicatioiis. On a besoin de mener des tangentes communes à deux circonférences, lorsqu'on veut dessiner une corde qui s'enroule sur plusieurs poulies (ûg. f 53j. Si la corde doit être extérieure d'une poulie à l'autre, comme cela a lieu de A en B, on mène une tangente commune extérieure aux circonférences des gorges des deux poulies, et l'on donne à la corde l'épaisseur convenable, en menant une parallèle à cette tangente. Si la corde doit être inté-rieure d'une poulie à l'autre , comme cela a lieu de B en G, on ne peut plus agir de même. Du centre de la poulie G, avec un rayon égal au rayon de la gorge de cette poulie, augmenté de l'épaisseur de la corde, on décrit une circonférence; on mène une tangente commune intérieure ^ cette circonférence el à celle de la gorge de la poulie B ; on donne ensuite ^ la corde l'épaisseur convenable, en menant une parallèle à cette tangente.
On opère d'une manière analogue pour dessiner la covrrote sans fin <pii com^ muoique le mouvement d'une roue à une autre (tig. 154); soit dans le môme sens, comme llndique la première figure : dans ce cas, la courroie est exté^ rieure; soit en sens contraire, comme l'indique la seconde figure ; dans ce cas, la courroie est intérieure. Bans Tun et l'autre cas , on raccorde les parties reclilignes du bord extérieur de la courroie par des arcs de cercle décrits du centre de chaque roue.
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174. On donne éb général le nom de figufêplaHé à toute portion de plan terminée par des lignes. On l'applique ensuite par extension à tout assemblage de lignes tracées sur un plan ; mais le litre de cette section suppose le mot figure restreint au sens que nous venons d'in* diquer»
Il faut au moins trois lignes droite^ pour terminer en tous sens une portion de plan. Toute portion de plan terminée par trois lignes droites, telle que ABC (Qg. 155)) est ce qu'on nomme un triangle. Les droites âB, AC, BC qui le terminent se nomment ses côtés; et les sommets A, B, C des angles formés par les oôtés se nomment les sommBtê du triangle.
175. Théorèmb. Dans tout triangle^ lasùmm» des troiê angles équivaut à deux angles droits.
Soit ABC (fig. 156) un triangle quelconque. Par le sommet A menons une parallèle D£ au côté opposé BC. Les angles ABC et BAD sont égaux comme alternes-internes ; il en est de même des angles ACB et CA£. La somme des trois angles du triangle équivaut donc à la somme des trois angles BAD, CAB, CAE, c'estrà^re à deux angles droits ( 56 ).
Corollaire L II résulte immédiatement dé ce théorème que lorsque Ton connaît deux angles d'un triangle , on peut obtenir le troisième. Si Ton tire en effet une droite indéfinie AD (fig. 157); qu'en un point 0 de cette droite on fasse les angles AOB et BOC respectivement égaux aux deux angles connus du triangle; l'angle COD sera égal au troisième angle cherché : car la somme des angles AOB, BQC et COD équivaut à deux angles droits.
11 se pourrait que l'on ne donnât que la valeur numérique de deux des angles d'un triangle , c'est-à-dire le nombre de degrés , minutes et secondes que chacun d'eux renferme; pour déterminer la valeur du troisième, il faudrait faire la somme des deux premiers , et re-*
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tiraûcbef eètte iômmê du nombre 1801*, qui exprime lâ vâlôui» de deux angles droitâ. Si Ton savait, par exemple, qu'un triangle â un angle de 13* 17' 49*' et Uû angle de 25^ 38' lâ*, la somme de ceô deux angles étant de 137^ 56' 2^, on en conclurait que le troisième angle du triangle a pour valeur l'excès de 180^ sur cette somme, c'est-àdire 22» 5' 58*.
CoROLUtRË It. 11 résulte eticofe du théol'ème précédent qu'tifi triangle ne peut avoir qu'un seul angle droit. Dans ce cas le triangle est £t rectangle. Le côté ÂC (fig. 158) opposé à l'angle droit d'un triangle rectangle ABC, se nomme Yh^ténuse de ce triangle.
La somme des deux angles aigus équivaut à un angle droit. On dit alors que ces deux angles sopt complémentaires, ou que chacun d'eux est le complément de l'autre.
La t«rme du trianglt rectangle est celle <ltie l'ondoilDe aux équerree pldinetè Les triangles rectangles abondent dans les assemblages de charpente, et notaai->> menl dans les cloisons ou pans de 5oic qui servent à former les distributions intérieures des malsons, et quelquefois même les foçades. On en trouve aussi dans tes lambris das appartements et dans les panneaux des portes; les grillée) les balcons ei autres ouvrages de serrurerie, en offrent aussi de nombreux exemples.
Enfin on fait en Géométrie un usage continuel de ces triangles.
CoROLLAïAB III. Un triangle ne pouvant avoir plus d'un angle droit I il ne saurait, à plus forte raison, avoir plus d'un angle obtus.
ComouàiRB IV. On appelle angle extérienr à uii triangle, un an-« gle tel que kOl (fig. 156) formé par un côté AG^ et par le prolongement CI de l'un des deux autres. Cet angle et l'angle CAD sont égaux comme alternes-internes; or, ce dernier est la somme dei angles BAC et £AD, ou, oe qui revient au même, BAC et CAB. Ainsi Tangle AGI équivaut à la somme des angles BAC et ABC ; c'estrà-dire que tout angle extérieur à nn triangle équivaut à la somme des deum angles intérieurs opposés,
176. Th£Ob£h£. Dans tout triangle ABC (fig. 155)^ chaque côté est plus petit que lu somme des deux autres, et plus grand que leur différence,
La première partie de cet énoncé est évidente, d'après la défini» tion de la ligne droite ; la seconde est une conséquence de la pre* mièire : car, si les trois côtés sont rangés, quant a leur grandeur, dans l'ordre AB, AC, BC, l'inégalité AB<AC-hBG donnera AC>àB— BC et BC>AB— AC; et l'inégalité AC<AB-f BC donnera AB>AC— BC.
CoROLLAilus. On voit que trois longueurs prises au hasard ne sont pas toujours propres à former les trois côtés d'un triangle. Si deux de ces côtés ont I>our longueur 3»» et 2^ par exemple, leur somme
5*" et leur différence 1"" seront des limites entre lesquelles il faudra nécessairement que le troisième côté soit compris.
Pour que trois longueurs puissent former un triangle , il suffit évidemment que la plus grande soit moindre que la sonune des deux autres.
177. Théorème. Si un triangle ACB (fig, 159) a detix côtés égaux CA et CB , les angles CBA et CAB , opposés à ces côtés égaux, sont égaux.
Car , si Ton joint le point C au milieu I du côté AB, la droite IG ayant deux de ses points à égale distance des extrémités de AB , sera perpendiculaire sur cette droite, et les angles CIA et CIB seront droits et par conséquent égaux. Il en résulte que si Ton plie la figure le long de IC comme charnière , le segment IB viendra se rabattre sur le segment lA ; et , comme ces segments sont égaux , le point B tombera en A. Les droites CB et CA coïncideront donc , ainsi que les angles CBI et GAI ; donc ces angles sont égaux.
Remarque L Lorsqu'un triangle a deux côtés égaux, il prend le nom de triangle isocèle. Le troisième côté se nomme la base du triangle , et le sommet de Tangle opposé à cette base est le sommet du triangle isocèle.
Quand on sait qu'un triangle est isocèle , il suffit de connaître Tun de ses angles pour déterminer les deux autres. Si Ton sait, par exemple , que la valeur de l'angle du sommet est de 36^", on en conclut que la somme des deux autres équivaut à 180* moins 36^ ^ c'est-à-^ire à 144'', et comme ils sont égaux, chacun d'eux vaut la moitié de 144*", c'est-à-dire 72r. Si l'on sait, au contraire , que l'un des angles à la base vaut 72"*, on en conclut que la somme des deux angles à la base vaut deux fois 72'», c'est-à-dire 144% et que par conséquent l'angle du sommet vaut 180* moins 144*, ou 36°.
Les frontons de TarchUecture sont des triangles isocèles ; les ifs dont on se sert dans les ilIuminaUons présentent également celte forme. On la retrouve encore dans les assemblages de charpente nommés fermes, qui supportent les combles des édifices , etc.
Remarque II. Un triangle isocèle peut être en même temps rectangle; c'est alors l'angle opposé à la base qui est droit (fig. 160). Dans un triangle isocèle rectangle , les deux angles aigus Â et C sont égaux; et comme ils sont complémentaires, c'est-à-dire comme leur somme équivaut à un angle droit ou à 90*, chacun d'eux vaut la moitié de cette somme, c'est-à-dire un demi-angle droit ou 45''.
Remarque III. Lorsqu'un triangle a ses trois côtés égaux, on voit, d'après le théorème précédent , que ses trois angles sont aussi égaux ; chacun d'eux vaut donc le tiers de deux angles droits, ou de 180*», c'est-à-dire § d'angle droit , ou 60°.
Un triançle de cette espèce (fig. 161) est dit équilatéral, à cause
deVégalité de ses côtés, ou équiangle, à cause de Tégalité de ses angles.
On emploie les triangles équilatéraux dans plusieurs espèces de carrelages; nous reviendrons sur ce sujet. Les meubles à trois pieds , tels que les guéridons, sont quelquefois munis d'une tablette inférieure qui sert à réunir les pieds et à leur donner plus de rigidité ; cette tablette a la forme d'un triangle équilatéral.
Remarque IV. La démonstration du théorème précédent prouve en même temps que la droite qui joint le sommet d'un triangle isocèle au milieu de la base est perpendiculaire sur cette base. Et comme par un point extérieur à une droite on ne peut abaisser sur celte droite qu'une seule perpendiculaire , il en résulte que si du sommet d'un triangle isocèle on abaisse une perpendiculaire sur la base, cette perpendiculaire divisera la base en deux parties égales.
178. Thêoe&ms. Dans un triangle quelconque, à un plus grand côté est opposé un plus grand angle.
Soit ACB (hg. 162), un triangle quelconque, dans lequel on suppose àC>>CB. Il en résulte immédiatement que le point C est situé hors de la perpendiculaire élevée sur le milieu I de ÂB , et à la droite de cette perpendiculaire. Celle-ci coupe donc le côté AC en un certain point 0. Joignons OB. Les obliques OA et OB étant égales, puisque leurs pieds sont également distants du pied de la perpendiculaire 01, le triangle AOB est isocèle, et, en vertu du théorème précédent, on a l'angle OBI=OAL Or, l'angle CBI est évidemment plus grand que OBI , qui n'en est qu'une partie ; il est donc aussi plus grand que Tangle OAI.
179. Théorème. 5* deux angles d'un triangle sont égaux, les côtés opposés à ces angles sont égaux, et le triangle est isocèle.
Car, si ces côtés étaient inégaux, les angles opposés seraient inégaux aussi, en vertu du théorème précédent, ce qui est contraire à la supposition,
180. Théorème. Dans un triangle quelconque, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté.
Soit, dans le triangle ABC (fig. 155), l'angle C plus grand que l'angle A , je dis que le côté AB , opposé à l'angle C , est plus grand que le côté BC, opposé à l'angle A. Car, si cela n'était pas, il faudrait qu'on eût, ou AB=BC, et alors les angles opposés à ces côtés seraient égaux (177), ou BC>AB, et alors l'angle A opposé au côté BC serait plus grand que l'angle C opposé au côté AB (178), résultats également contraires à la supposition. Donc il faut qu'on ait AB>BC.
181. Théorème. Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont leurs trais côtés égaux chacun à chacun.
Soient les deux triangles ABC , DEF (fig. 163), qui ont AB = 1>E,
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AC=DF, et BC=EF. Je dis que ces triangles peuvent coïncider, et sont par conséquent égaux.
Portons, en effet, le triangle DEF sur le triangle ABC, de manière que DE coïncide avec son égal AC , et que les points E et B soient situés d'un même côté de AC. Les côtés £D et BA étant égaux, les points E et B se trouveront à une même distance du point A, et par conséquent sur la circonférence que Ton décrirait du point A comme centre avec AB pour rayon. Les côtés EF et BC étant égaux , les points E et B se trouveront de môme sur la circonférence que l'on décrirait du point C comme centre avec CB pour rayon. Or, deux circonférences distinctes ne peuvent avoir qu'un point commun d'un môme côté de la ligne des centres ; il faudra donc que les points E et B coïncident. Par suitfe , les deux triangles coïncideront dans toutes leurs parties.
Corollaire. Un triangle est déterminé quand on connaît ses trois côtés.
182. Problème. Étant donnés les trois côtés d'un triangle, construire ce triangle.
Soient M , N, P (fig. 164) les trois côtés donnés. Sur une droite indéfinie prenons une longueur AB égale à M; du point A comme centre , avec un rayon égal à N , décrivons un arc de cercle ; du point B comme centre, avec un rayon égal à P , décrivons un second arc de cercle , qui coupera le premier au-dessus de AB en un certain point C; car si les trois côtés donnés remplissent les conditions nécessaires pour former un triangle, la distance des centres AB sera plus petite que la somme des rayons, et plus grande que leur diflférence (i76). Il ne reste plus qu'à tirer CA et CB, et ACB sera le triangle demandé ; car, en vertu de la construction , on a
AB=M, AC=N et BC=P.
Remarque. Les deux arcs de cercle décrits se couperaient également au-dessous de AB en un point C, et le triangle ACB satisferait aux conditions du problème; mais les triangles ACB et ACB sont égaux , en vertu du théorème précédent. On peut remarquer seulement que leurs parties sont disposées dans un ordre inverse; on dit dans ce cas que les deux triangles sont symétriques ou égaux par symétrie.
La position qu'ils occupent sur la figure mérite d'être remarquée: les sommets C et C sont sur une môme perpendiculaire au côté comnaun AB , et à égale distance de ce côté , car , si l'on joint CC, on voit que la droite AB, ayant deux de ses points à égale distance des extréniités de CC, est perpendiculaire sur le milieu de cette droite (7o). Nous verrons bientôt cette particularité de position se généraliser.
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185. Thsorèmb. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun.
Soient les triangles ABC, D£F (ûg. 163) dans lesquels on suppose FaDgle À égal à Tangle D , et de plus ÂB=::D£ et AC =DF. Si l'on transporte le triangle DËF sur le triangle ABC , de manière que les angles D et A coïncident, c'est-à-dire que les côtés DE et DF prennent respectivement les directions AB et AC , à cause des égalités ci-dessus le point E tombera en B , et le point F en C ; les deux triangles coïncideront donc dans toute leur étendue, et sont par conséquent égaux.
Corollàirb. Un triangle est déterminé lorsqu'on connaît deux de ses côtés ainsi que Tangie qu'ils comprennent.
184. Problème. Étant donnés deux côtés d'un triangle, ainsi que V angle qu'ils comprennent, construire le triangle.
Soient Met N (fig. 165) les côtés donnés, et K l'angle qu'ils doivent comprendre. Tirons deux droites indéfinies AX , AY , qui fassent entre elles un angle égal à K. Prenons sur l'une AB=M, et sur l'autre AC=N ; joignons BC ; le triangle ABC satisfera aux conditions du problème.
Remarouï. On aurait pu porter la longueur M sur le côté AY, et la longueur N sur le côté AX; mais le triangle résultant eût été égal au triangle ABC , en vertu du théorème précédent.
188. Problème. Étant donnés les deux côtés d'un triangle, ainsi que l'angle opposé à l'un d'eux, construire le triangle.
Soient M et N (fig. 1 66) les deux côtés donnés , et K l'angle opposé au côté N. Traçons d'abord deux droites indéfinies AX et AY, qui fassent entre elles un angle égal à l'angle K. Prenons sur l'une d'elles une longueur AB=M. Du point B comme centre, avec un rayon égal à N, décrivons un arc de cercle, qui coupera généralement AY en deux points C et C. Joignons BC et BC; les deux triangles ABC et ABC' rempliront tous deux les conditions du pro^ bième.
Revarque I. On voit qu'un triangle n'est pas complètement déterminé quand on connaît deux de ses côtés et l'angle opposé à l'un d'eux.
Remarque II. Abaissons du point B sur AY la perpendiculaire BI :
Si le côté donné N était moindre que cette perpendiculaire, l'arc de cercle ne couperait point AY ; ainsi le triangle serait impossible.
Si N était précisément égal à BI , cet arc de cercle serait tangent au point I, il n'y aurait qu'une solution du problème, et cette solution serait un triangle rectangle ABI.
Si N est plus grand que IB , mais moindre que AB , il y a deux solutions du problème.
Si N est précisément égal à AB, Tare de cercle coupe ÂY aux points À et a; ainsi, il n'y a qu'une solution : c'est le triangle ÀBa.
Si N est plus grand que AB , l'arc de cercle coupe AT en deux points C" et C" situés, l'un sur AY lui-même, l'autre sur son prolongement AY'. Il n'y a donc qu'une solution, c'est le triangle ABC"; car dans le triangle KBC'\ ce n'est point l'angle donné XAY qui est opposé au côté BC" ou N , mais bien son supplément XAY^
Lorsque l'angle donné est obtus , il n'y a jamais qu'une solution possible. Nous examinerons tout à l'heure le cas où l'angle donné est droit.
186. Théorème. Deux triangles sont égaux Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. (Un côté est dit adjacent à deux angles , quand ces angles ont leurs sommets aux extrémités de ce côté.)
Soient ABC et DEF (fig. 163) deux triangles dans lesquels on suppose AC = DF, A = D, et C=F. Transportons le triangle DEF sur le triangle ABC , do manière que le côté DF coïncide avec son égal AC. Les angles A et D étant égaux, le côté DE suivra la direction AB, et le point E tombera quelque part sur AB. Les angles C et F étant égaux , le côté FE suivra la direction CB, et le point E tombera quelque part sur CB. Le point E devant se trouver à la fois sur AB et sur CB, ne pourra tomber qu'à leur intersection B. I^es deux triangles coïncideront donc dans toute leur étendue , et sont par conséquent égaux.
Corollaire. Un triangle est déterminé lorsqu'on connaît l'un de ses côtés et les angles adjacents à ce côté.
Remarque I. Ces angles sont dits adjacents h ce côté, mais ils ne sont point adjacents entre eux comme les angles supplémentaires que forment deux droites qui se rencontrent.
Remarque IL Un triangle est déterminé lorsqu'on connaît un de ses côtés et deux quelconques de ses angles ; car si ces deux angles ne sont point adjacents au côté donné, on détermine facilement le troisième , et la question rentre alors dans le cas précédent.
t87. Prorlème. Étant donnés deux angles d'un triangle et l'un de ses côtés, construire le triangle.
Si les angles donnés ne sont point tous deux adjacents au côté donné, déterminons d'abord le troisième angle, comme il a été dit au n° I7i$, corollaire L Cela fait, sur une droite indéfinie prenons une longueur AC (fig. 167) égale au côté donné; aux points A et C faisons les angles CAD et ACE respectivement égaux aux angles adjacents à ce côté. Les côtés AD et CE se rencontreront en un certain point B ; et ACB sera le triangle demandé.
Remarque. Pour que le triangle soit possible , il faut que la somme des deux angles donnés soit moindrcque deux angles droits.
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Si les deux angles donnés étaient tous deux adjacents au cdté donné, et que leur somme fût précisément égale à deux angles droits, les lignes AD et CE seraient parallèles (90), et le triangle serait impossible. Il le serait à plus forte raison si la somme de ces deux angles surpassait deux angles droits.
188. Théorème. Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont Vhypoténuse égale et un côté égal.
Soient deux triangles ABC , DEF (fig. 168), rectangles Tun en B , TautreenE, et dans lesquels on suppose AC = DFet AB = DE. Transportons le triangle DEF sur le triangle ABC , de manière que le côté DE coïncide avec son égal AB. Les angles A et E étant droits, le côté £F prendra la direction de BC. Il faudra alors que le point F tombe en C ; car s'il n'y tombait pas , les obliques AC et BE auraient leors pieds inégalement distants du pied delà perpendiculaire AB, et seraient par conséquent inégales, ce qui est contraire à la supposition.
Corollaire I. Un triangle rectangle est déterminé lorsqu'on connaît son hypoténuse et Tun des côtés de Tangle droit.
Corollaire II. Ce théorème peut servir à démontrer que les deux tangentes AI et AI' (fig. 61) menées à une même circonférence par un point extérieur, sont égales entre elles. Car le point 0 étant le centre de cette circonférence , 01 et Or les rayons qui aboutissent aux points de tangence , les triangles AIO et AI'O sont tous deux rectangles, l'un en I et l'autre en V ; ils ont l'hypoténuse AO commune , et les côtés 01 et 01' égaux comme rayons d'un môme cercle. Ces triangles sont donc égaux , en vertu du théorème précédent ; et il en résulte AI = AI'.
180. Problème. Étant donnés l'hypoténuse d'un triangle rectangle et l'un des côtés de F angle droit y construire le triangle.
Ce problème n'est autre chose que celui du n° iOSS, dans le cas particulier où l'angle donné est droit. Le côté opposé à l'angle donné est ici l'hypoténuse. Traçons donc deux droites perpendiculaires entre elles Aï et AY (fig. 169). Sur l'une d'elles prenons une longueur AB égale au côté donné de l'angle droit. Du point B comme centre , avec un rayon égal à l'hypoténuse donnée , décrivons un arc de cercle , qui coupera AY en deux points C et C, situés de part et d'autre du point A. Les triangles ABC et ABC satisferont aux conditions du problème.
Ces deux triangles sont égaux, en vertu du théorème précédent. i90. Théorème. Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un angle aigu égal.
Car, comme le second angle aigu est déterminé quand on connaît le premier, puisqu'ils sont complémentaires, il s'ensuit que le»
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deux triangles ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun , et sont par conséquent égaux (186).
191. Deiuc triangles isocèles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et V angle du sommet égal, ou un angle à la base égal.
Car, dans Tun ou l'autre cas , ils ont aussi leurs autres angles égaux chacun à chacun (177, Remarque I), et rentrent par conséquent dans le cas du n*" 186.
192. Deux triangles isocèles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale , ou lorsqu'ils ont un côté de l'angle droit égaL
Car ils ont nécessairement leurs angles égaux chacun à chacun (177, Remarque II) , et rentrent encore dans le cas du n"" 186.
195. Deux triangles équilatéraux sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal. Cela résulte du théorème démontré au n^" 187.
Des triangles semblables.
• 194. Lorsque Ton ne donne que les angles d'un triangle , ce triangle cesse d*étre déterminé. En effet, les trois angles donnés doivent valoir en somme deux angles droits pour que le triangle soit possible. Si donc on tire une droite quelconque AB (fig. 170), qu'aux points A et B on fasse des angles égaux à deux des angles donnés, le triangle ABC ainsi déterminé satisfera aux conditions du problème ; car son troisième angle C sera évidemment égal au troisième angle donné. Mais de plus, si Ton mène à la droite AB des parallèles quelconques A'B', A"B", etc., les triangles A'B'C, A''B"C, etc. , satisferont également aux conditions du problème; car, d'après la propriété des angles correspondants, tous ces triangles ont leurs angles égaux chacun à chacun. On exprime cette circonstance en disant que ces triangles sont équiangles entre eux.
On voit donc que les angles d'un triangle ne suffisent pas pour le déterminer; il faut, pour déterminer un triangle, que parmi les données se trouve au moins la longueur d'un côté.
Les triangles A'B'C, ABC, A"B"C, etc., qui sont équiangles entre eux, ont en outre leurs côtés proportionnels; car, d'après le théorème démontré au n° 137, on a
CA' : CA :: CB' : CB, CA' : CA :: CB" : CB
et ainsi de suite ; et d'après le théorème du n^" 143 , on a aussi CA' : CA : : A'B' : AB , C A'' : CA : : A"B" : AB , et ainsi de suite. Cette propriété peut se démontrer d'une manière générale pour deux triangles équiangles entre eux.
195. Théorème. Si deux triangles ABC, abc (fig. 171) sont équiangles entre eux, les côtés opposés aux angles égaux sont pro~ portionnels.
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Soient en effet C^c, CAB=a et CBA==:A. Faisons coïncider les angles CetCy de manière que les autres angles égaux se correspondent; le c^té ab prendra la position de À'B' parallèle à AB; car l'angle CA'B n'étant autre chose que Tangle a , est égal à Tangle CAB ; et puisque les angles correspondants CA^ et CAB sont égaux, les droites A'B' et AB sont parallèles (00). On a donc, en vertu des théorèmes démontrés aux n"^ 137 et I4S,
CA':CA::CB :CB et CA':CA:: A'B'iAB,
ou , ce qui revient au même ,
caiCk:: cb :CB et ca:Ck::ab:kB.
106. Les triangles qui sont équiangles entre eux, et ont par suite leurs côtés proportionnels , sont ce que Ton appelle des triangles semblables. Les côtés opposés aux angles égaux portent le nom de côtés hamoloffues; les sommets des angles égaux sont pareillement des sommets homologties. Le théorème précédent peut donc s'énoncer de cette manière : deux triangles équiangles entre eux sont semblables.
Il est important de remarquer que ce sont les côtés homologues qui sont proportionnels.
107. L'idée de la ressemblance , ou , pour se servir du mot con« sacré en Géométrie, l'idée de lia similitude , nous est familière; et le mot semblable, appliqué à deux figures , nous représente sur-lechamp, et sans aucune étude préalable, deux figures, Tune plus grande , l'autre plus petite , ayant exactement la même forme , c'est-à-dire dont toutes les parties ont entre elles les, mêmes relations de position et de grandeur, bien que cette grandeur varie en passant d'une figure à l'autre.
La considération des figures semblables est une des plus impor* tantes de la Géométrie , et l'une des plus fécondes en applications utiles, comme nous le ferons voir bientôt.
Nous venons de prouver que de l'égalité des angles de deux triangles résulte la proportionnalité des côtés opposés à ces angles. L'égalité des angles est donc un caractère de similitude des triangles. Nous allons en faire connaître quelques autres.
i08. THÉonÈME. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle égal compris entre des côtés proportionnels.
Soient deux triangles ACB, acb (fig. 171), dans lesquels on suppose l'angle C égal à l'angle c, et tels qu'on ait entre les côtés qui comprennent ces angles la proportion CA : ca :: CB : cb. Prenons sur CA une longueur CA' égale à ca; et par le point A' menons A'B' parallèleà AB. Nousaurons, d'après lespropriétés des parallèles(157) CA : CA' :: CB : CB'. Si l'on compare cette proportion avec la pré-
cédenle, on voit que les trois premiers termes sont les mêmes; il faut donc que le quatrième soit égal de part et d'autre, et que Ton ait CB' = cb. Les deux triangles A'C'B' et aeb ont donc un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux (iB5). Mais, à cause des parallèles MV et AB, les triangles ACB et A'CB' sont équiangles entre eux ; ils sont donc semblables, d'après le théorème précédent. Par conséquent , le triangle abc qui est égal à A'CB' est aussi semblable à ACB.
199. Théorème. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs côtés proportionnels.
Soient deux triangles ACB et acb (fig. 171) tels qu'on ait les proportions CA : ca :: CB : c6, et AB : «6 :: CB : cb. Prenons CA'= ca, et par le point A' menons A'B' parallèle à AB. £n vertu de ce parallélisme on aura
CA:CA'::CB:CB'::AB:A'B
Mais, par hypothèse, on a aussi
CA : ca :: CB : cb :: AB : ab.
Dans ces suites de rapports, les antécédents CA , CB , AB sont les mêmes , et les conséquents C A' et ca sont égaux par construction. I) en résulte que les autres conséquents doivent être égaux deux à deux : savoir, CB'=c6 et A'B'=a6.
Les deux triangles A'B'C et abc sont donc égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Et comme le premier A'B'C est semblable à ABC (195), il faut que le second abc soit aussi semblable à âBC.
Remarque. On voit que , dans les triangles , de la proportionnalité des côtés résulte l'égalité des angles.
200. Théorème. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs côtés parallèles chacun à chacun.
En effet, soient A, B, C les angles du premier triangle; A', B', C ceux du second; ces angles seront deux à deux égaux ou supplémentaires (94). Or si Ton avait A+A'=180°, B=B', C=C', la somme totale des angles ne serait pas la même dans les deux triangles. Si l'on avait A+A'=180^ b4-B'=180*' et C = C', la somme totale des six angles surpasserait 360^. Il en serait de même à plus forte raison si l'on avait en môme temps A -j- A' = 180°, B + B' = 180® etC + C'=180^.
Donc il faut qu'on ait A= A', B =B', C= C; et les triangles sont par conséquent semblables.
Remarque. Ce sont les côtés parallèles qui sont les côtés homologues , puisqu'ils sont opposés à des angles égaux.
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5K)1. Thèorèvi. Deux triangles sont semblables hrsqti'ils ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun.
Car leurs angles sont alors égaux chacun à chacun , en vertu du théorème du n*" 95. On pourrait faire en effet ici la même obser vation que dans la démonstration précédente.
Remarque. Ce sont les côtés perpendiculaires entre eux qui sont les côtés homologues, puisqu'ils sont opposés à des angles égaux.
212. Applications. L'emploi des triangles semblables permet d'évaluer avec une approximalion suffisante les distances inaccessibles.
]. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'évaluer la distance des points A el B (fig. 1*2}, séparés par un obstacle qu'on ne peut franchir. On choisit sur le terrain un troisième point D, tel que la dislance BD soit directement mesurable. On mesure au graphomètre les angles ABD et ADB formés par la droite BO, que l'on nomme la base de l'opération , avec les rayons visuels BA et DA menés des extrémités de la base au point inaccessible.
On tire entité sur le papier une droite indéfinie sur laquelle on porte une longueur bd qui ait avec BD un rapport connu , qui contienne , par exemple , autant de millimètres que BD contient de mètres. Aux points 6 et d, on fait des angles respectivement égaux à ceux qui ont été mesurés au graphomètre ; on forme ainsi un petit triangle abd semblable au triangle ABD ; car ces triangles son! équiangles entre eux. On mesure ab , et le nombre de millimètres que contient celle longueur exprime le nombre de mètres contenus dans la dislance inaccessible AB. Car, en vertu de la similitude des deux triangles, on a AB : ab :: BD; W. Or BD=Wx lOOO; donc AB = o&X lOOO.
Au lieu de représenter les mèlres par des millimèlres, on pourrait employer toute autre échelle ; mais celle-ci est une des plus commodes et des plus usitées.
II. Supposons mainlenant qu'il s'agisse d'évaluer la dislance de deux points inaccessibles A et B (flg. 173). On trace sur le terrain une droite CD que l'on mesure avec soin; on trace sur le papier une droite cd qui ail avec CD un rapport connu , qui conUenue , par exemple , autant de millimèlres que CD contient de mèlres. On mesure au graphomètre les angles ACD , ADC , et l'on fait sur le papier les angles acd, adc égaux aux angles mesurés. 11 en résulte un triangle aed semblable au triangle ACD; et Ton a, comme on vient de le voir tout à l'heure , AC=ac x 1000.
On mesure au graphomètre les angles BDC, BCD, et Ton fait sur le papier les angles bcd, bde, égaux aux angles mesurés. 11 en résulte un triangle bcd, sembbble au Uiangle BCD; et l'on a BC=r bc x lOOO.
Mais l'angle aeb, qui est la différence des angles acd et bed, est égal à l'angle ACB , différence des angles ACD et BCD. D'ailleurs on a AC : ac :: BC : be. Les deux triangles ABC et abc ont donc un angle égal compris entre des côtés proporUonnels , et sont par conséquent semblables (108). Il en résulte AB: ab :: ACroc; et puisque AC=acx 1000, on a aussi AB=a6xiOOO. Si donc on mesure ab , le nombre de millimètres contenus dans celle longueur exprimera le nombre de mètres contenus dans la dislance inaccessible AB.
203. Le lever des plans offre une application continuelle de la théorie des triangles semblables. Celte opération consiste à représenter en petit la |iosit1on mutuelle des points remarquables d'un terrain. Après avoir marqué sur le plan deux points ^ volonté pour représenter deux des points du terrain , on détermine la position d'un troisième point en le liant aux deux premiers par un triangle, el en faisant sur le plan un triangle semblable. La position de tous les autres points se détermine de la même manière; nous reviendrons en détail sur cesi^jet
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204. ThJm)aèmb. Si du sommet B{ûg. 174) de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC , on abaisse une perpendiculaire BD sur l'hypoténuse, on partage le triangle en deux autres , semblables au triangle total, et par conséqtœnt semblables entre eux.
En effet , les deux triangles ABD et ABC sont tous deux rectangles f et ont Tangle aigu A commun; ils sont donc équiangles entre eux, et par conséquent semblables.
Les deux triangles BDC et ABC sont tous deux rectangles, et ont Tangle aigu C commun ; ils sont donc équiangles entre eux, et semblables par conséquent.
Donc aussi les deux triangles ABD et BDC, tous deux équiangles avec le triangle total ABC , sont équiangles entre eux, et par auite semblables.
Corollaire I. En comparant les deux triangles ABD et BDC, ou
AD:BD::BD:DC
c'est-à-dire que la perpendiculaire BD est moyenne proportionnelle -entre les deux segments AD et DC de Vhypoténuse.
Corollaire II. En comparant les triangles ABD et ABC, on trouve AD : AB :: AB : AC.Encomparant les triangles BDC et ABC, on trouve de même DC : BC :: BC : AC. C'est-à-dire que chacun des côtés de Vangle droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière et le segment de l'hypoténuse agacent à ce côté.
Corollaire 111. Des deux proportions précédentes on tire
ÂB*=:ADxAC et BC*=:DCxAC.
Si Ton ajoute ces égalités membre à membre, on obtient
ÂB*-hBC*=ADxAC-f-DCxAC=(AC + DC)XAC==ACxAC,
01) enfin ÂB*-f-BC'=ÏC* ,
c'est-à-dire que si l'on évalue en nombres les trois côtés d'un triangle rectangle, la somme des carrés des côtés qui comprennent l'angle droit sera égale au carré de l'hypotéfiuse.
S03. Le premier corollaire du théorème précédent confirme la proposition démontrée dans le corollaire du n° 167. Car si d'un point D (flg. 143) pris sur une circonférence de cercle, on abaisse sur un diamètre AC la perpendiculaire DB , et qu'on lire AD et DC , le triangle ADC sera rectangle en D, puisque l'angle ADC est inscrit dans un demi-cercle; la droite DBsera donc abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse, et l'on aura, comme au numéro cité,
AB:DB::DB:BC
On se trouve ainsi conduit par une autre voie à la construction
GÊOMÉTDIË PLANE. 91
que nous avons indiquée au n? 168 pour trower un0 moyenne proportionnelle entre deux longueurs données.
200. Le corollaire II fournit une nouvelle solution du même problème. Sur une droite indéfinie portons de À en C (fig. 143) une longueur égale à la plus grande des deux lignes données; portons de A on B une longueur égale à la plus petite. Sur ÀC comme diamètre décrivons une demi-circonférence; au point B élevons une perpendiculaire qui coupera la demi-circonférence en un point D ; joignons ÂD ; ce sera la moyenne proportionnelle demandée. Car, si Ton tire DG, le triangle ÂDC étant rectangle en D, et la ligne DB étant une perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur rhypoténuse, on aura AB : AD :: AD : A.C. Ainsi AD sera une moyenne proportionnelle entre AC et AB, c'est-à-dire entre les deux longueurs données.
207. La propriété énoncée dans le corollaire III est une des plus fécondes de la Géométrie ; et nous la verrons se reproduire sous une forme plus saillante encore.
Pour le moment faisons remarquer que cette propriété permet de calculer l'un quelconque des côtés d'un triangle rectangle, quand on connaît les deux autres. Car, soit ABC (fig. 158) un triangle rectangle en B, on aura AC'=ÂB*-f-^) ^'^^ Ton tire
ÏB'=ÂC'— BC*, ou bien BC'=IC^— ÂF.
Supposons, par exemple, que Ton ait, l'unité de longueur étant d'ailleurs quelconque, AB=6 et BC=8; il en résultera AC'=36-|-64=100; et AC=v^ï()Ô=10.
Si l'on connaissait AC et BC, on aurait
ÂB*=100— 64=36, d'où AB=v^=6.
S^Fon connaissait AC et AB, on aurait
BC'=100— 36=64, d'où BC=v/64=8.
208. La môme propriété peut servir à élever une perpendiculaire à une droite donnée. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'élever au point B (fig. 158) une perpendiculaire à BC. Prenons BG égal à 4 unités de longueur, l'unité étant d'ailleurs arbitraire. Du point B comme centre avec un rayon égal à 3 unités de longueur, décrivons un arc de cercle; du point C comme centre avec un rayon égal à 5 unités de longueur, décrivons un second arc de cercle. Ces deux arcs se couperont en un certain point A ; car le nombre 4 est moindre que la somme des nombres 3 et 6 , et plus grand que leur différence. Joignons donc AB ; ce sera la perpendiculaire demandée.
En eflet, si l'on joint AC, onauraÀG=5, AB=3, etBC=4; d'où
AC*=25; ÂS'=9 et BC=16.
Or 26=9 + 16; donc ÏC*=Â5'+BC\
Le triangle ABC jouit donc de la propriété d'un triangle rectangle en B; il faut en conclure que l'angle B est droit; car un triangle rectangle dans lequel les côtés de l'angle droit seraient 3 et 4 , aurait pour hypoténuse ô, et serait par conséquent égal au triangle ABC
On peut, sur le terrain, employer un moyen analogue pour élever les perpendiculaires, quand elles ne doivent pas avoir une grande étendue. Imaginons un cordeau AB (flg. tiè), de 12 mètres de long, divisé par des nœuds, C et D, de façon que AC ait 3 mètres, et CD 4 mètres; DB en aura 5. Réunissons les bouts A et B par un même nœud 0 ; puis tendons ^ la fois les trois parties OC, OD, CD du cordeau ; le triangle OCD sera rectangle en C. Le cordeau ainsi ployé est donc une équerre dont on pourra se servir pour élever des perpendiculaires ; pour cela on tendra la partie CD du cordeau sur la droite donnée , au moyen de deux piquets , de manière que le point C coïncide avec le point par lequel la perpendiculaire doit être élevée. On tendra ensuite le cordeau par le nœud ; et l'on plantera un piquet au point où ce nœud correspondra : ce piquet sera situé sur la perpendiculaire demandée. Au lieu de donner 12 mètres au cordeau, on pourrait ne lui donner que 12 demi-mètres, ou 12 parUes égales quelconques.
209. Théorème. La bissectrice BI (fig. 176) de l'un des angles d'un triangle ABC , divise le côté opposé AC, en deux segments AI et CI proportionnels aux côtés adjacents AB et CB.
Pour le prouver, abaissons des points A et C les perpendiculaires km et Cn sur la bissectrice et sur son prolongement. Les triangles rectangles Ami et Cnl, ayant un angle aigu égal, AIw =CIn, sont éqiiiangles entre eux , et par conséquent semblables; on a donc la proportion
AI:IC::Am:nC.
Mais les triangles rectangles AmB et CnB, ayant un angle aigu égal, ABm=9?{BC, puisque Bl est la bissectrice de l'angle ABC, ces triangles sont aussi équiangles entre eux , et par suite semblables ; on a donc
Aw:nC::AB:BC.
Les deux proportions précédentes ayant un rapport commun, on en déduit Ai : IC :: AB : BC , ce qui exprime la propriété énoncée.
Corollaire. Dans un triangle isocèle , la bissectrice de Tangle du sommet divise la base en deux parties égales , puisque les côtés adjacents sont égaux.
Cette conséquence peut aussi se déduire de ce que la droite qui
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joint le sommet d'un triangle isocèle au milieu de la base, divise ce triangle en deux triangles rectangles égaux.
Triangles inscrits et circoiiscrils.
210. Un triangle peut avoir par rapport à une circonférence deux positions qui méritent d'être remarquées.
Le triangle peut avoir ses trois sommets sur la circonférence (fig. 177) ; dans ce cas il est dit inscrit à la circonférence , et la circonférence est dite circonscrite au triangle.
L'inspection de la figure 177 confirme ce que nous avons dit au n** 175, sur la somme des trois angles d'un triangle. Car, les angles A , B , C , ayant respectivement pour mesure la moitié des arcs BC , ÂC , àB , la somme de ces trois angles a pour mesure la moitié de la somme de ces arcs, c'est-à-dire la moitié de la circonférence. Cette somme équivaut donc à deux angles droits.
Pour circonscrire une circonférence à un triangle , il suffit de faire passer une circonférence par ses trois sommets (98).
2ii. La circonférence peut être, au contraire, intérieure au triangle et tangente à ses trois côtés (fig. 178); dans ce cas c'est la circonférence qui est inscrite au triangle, et le triangle est circonscrit à la circonférence.
Si par le centre 0 de la circonférence inscrite à un triangle , on mène des rayons aux points de langence, ces rayons seront perpendiculaires sur les tangentes, c'est-à-dire sur les côtés du triangle; et comme ces rayons sont égaux, il en résulte que ce centre est également distant des trois côtés du triangle. Il doit donc se trouver à Ja fois sur la bissectrice de chacun des trois angles du triangle (78).
Pour obtenir le centre de la circonférence inscrite à un triangle ABC , il faut donc diviser en deux parties égales deux des angles du triangle. Le point 0 , où les bissectrices AO et BO se rencontrent, est le centre cherché. Le rayon de cette circonférence est la perpendiculaire 0^ , abaissée du point 0 sur l'un quelconque des côtés du triangle.
Ce que nous venons de dire prouve en même temps que les trois bissectrices des angles d'un triangle concourent en un môme point.
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CHAPITRE II
DBS QUADmiLATfcmBS.
SIS. Une surface plane terminée par quatre lignes droites , est ce qu'on nomme un quadrilatère. La figure 179 représente un quadrilatère. Les droites AB, BC, CD, DÀ qui le terminent se nomment ses côtés; les sommets A , B, C, D des angles formés par les côtés consécutifs , sont les sommets du quadrilatère. Une droite , (elle que BD, joignant deux sommets qui ne sont pas les extrémités d'un même côté, porte le nom de diagonale. Un quadrilatère a deux diagonales, car on pourrait aussi joindre par une droite les sommets A et G qui ne sont pas les extrémités d'un même côté. Chaque diagonale d'un quadrilatère le divise en deux triangles.
Il peut arriver qu'un quadrilatère ait un angle ABC (fig. 180) dont l'ouverture soit tournée vers l'extérieur : un pareil angle est ce qu'on nomme un angle rentrant. Quand un quadrilatère a un angle rentrant , une môme droite peut couper les quatre côtés à la fois sans qu'il soit nécessaire d'en prolonger aucun , comme on peut le voir sur la figure. Quand un quadrilatère n'a pas d'angle rentrant, c'està-dire quand tous ses angles ont l'ouverture tournée vers l'intérieur, une même droite ne peut couper à la fois plus de deux côtés sans qu'il soit nécessaire de les prolonger. On dit alors que le quadrilatère est convexe. Les quadrilatères de cette espèce sont ceux dont on s'occupe principalement dans la Géométrie élémentaire , et c'est toujours d'un quadrilatère convexe que l'on parle quand on n'exprime pas formellement le contraire.
215. Théorème. Dans tout quadrilatère ABCD (fig. 179), la somme des quatre angles équivaut à quatre angles droits.
Car si l'on tire la diagonale BD, la somme des angles du quadrilatère sera celle des six angles ABD, DBC, BCD, CDB, BDA, DAB, c'est-à-dire la somme des angles des deux triangles ABD et BDC. Or, la somme des angles de chacun de ces triangles équivaut à deux angles droits ; donc la somme de leurs six angles , ou , ce qui revient au même , la somme des angles du quadrilatère , équivaut à quatre angles droits.
Corollaire L Trois angles d'un quadrilatère étant donnés , on peut en déduire le quatrième. Pour cela il suffit de faire la somme de leurs valeurs, et de retrancher cette somme de 360^.
Corollaire II. Si deux angles d'un quadrilatère sont supplémentaires, les deux autres le sont aussi.
214. Unguadnlatère ABCD (fig. 179) est déterminé lorsqu'on con-
nait ses quatre côtés et l'une de ses diagonales BD; car les triangles ABD etBCD se trouvent déterminés chacun par ses trois côtés (182).
Un quadrilatère ABCD est déterminé quand on connait ses quatre côtés et r angle A formé par deux côtés consécutifs; car le triangle ABD se trouve déterminé par Tun de ses angles et les deux côtés qui le comprennent (184) , et par suite , le triangle BCD est déterminé par ses trois côtés.
l'ft quadrilatère ABCD est déterminé quand on connait trois de ses côtés ÂB, AD, DC, et les angles BAD et ADC qu'ils comprennent. Car le triangle ABD se trouve déterminé par Tangle A et les deux côtés qui le comprennent; Tangle ADB étant alors connu, ainsi que l'angle ADC, on connait leur difTérence BDC; d'ailleurs la diagonale DB est aussi connue; le triangle BDC se trouve donc déterminé par Tun de ses angles BDC et les côtés qui le comprennent.
Un quadrilatère ABCD est déterminé quand on connait deux de ses côtés consécutifs AB, kDet trois de ses angles. Car d'abord, trois angles étant connus , on peut obtenir le quatrième. Le triangle BAD se trouve déterminé par Tangle A et les deux côtés qui le comprennent. Les angles ABD et ADB étant alors connus, ainsi que les angles ABC et ADC, on connait les angles DBC et BDC; d'ailleurs la diagonale BD est aussi connue. Le triangle BDC se trouve donc déterminé pîir Tun de ses côtés BD et les deux angles adjacents DBC et BDC (187).
Un quadrilatère ABDC (fig. 173) est déterminé quand on connait Vun de ses côtés CD, et les angles que forme ce côté avec les côtés adjacents C\ et DB, et avec les diagonales CB et DA. Car le triangle ACD se trouve déterminé par l'un de ses côtés CD et les angles adjacents ACD, ADC, et l'on connaît par suite la diagonale AD. De môme , le triangle CDB est déterminé par l'un de ses côtés CD et les deux angles adjacents BCD et BDC ; et l'on connaît par suite le côté BD. Mais, connaissant les angles ADC et BDC , on connait leur différence ADB ; le triangle ABD est donc déterminé par J'un de ses angles ADB et les deux côtés AD et BD qui le comprennent.
Kemarque L On voit que les données doivent toujours être au nombre de cinq.
Remarque IL Chacune des conditions précédentes fournit un caractère d'égalité pour les quadrilatères :
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils ont leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et une diagonale homologue égale.
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils ont leurs quatre côtés égaux chacun à chacun et un angle homologue égal.
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils ont trois côtés égaux chacun à chacun, ainsi que les deux angles compris entre ces côtés.
Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils ont deux côtés consécutifs égaux chacun à chacun, ainsi que trois angles homologues.
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Deux quadrilatères sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal, et que les angles formés par ce cdté avec les côtés adjacents et avec les diagonales sont égaux chacun à chacun.
215. Deux quadrilatères sont dits semblables, lorsqu'ils peuvent se décomposer en deux triangles semblables chacun à chacun et scmblablement disposés.
Nous n'insisterons pas sur les quadrilatères semblables , parce que nous traiterons bientôt la question de similitude d'une manière générale.
216. Les quadrilatères présentent plusieurs particularités de forme qui sont importantes à connaître.
Lorsque dans un quadrilatère deux côtés opposés sont parallèles, ce quadrilatère prend le nom de trapèze, La figure 181 représente un trapèze : les côtés parallèles ÂB et DC se nomment ses bases.
Leâ angles A et D sont toujours supplémentaires, ainsi que les angles B et C (92).
Il en résulte que si l'angle A est droit (ftg. 182), l'angle D est droit aussi; dans ce cas le trapèze est dit rectangulaire.
Si les angles A et B sont égaux (fig. 183), leurs suppléments D et C le sont aussi. Les côtés AD et BC sont alors égaux; car si l'on pro^ longe ces côtés jusqu'à leur rencontre au point 0, les angles OAB et OBA étant égaux comme suppléments des angles égaux DAB et CBA, le triangle AOB est isocèle (179), et l'on a OA=OB; mais le triangle DOC est isocèle aussi, puisque les angles C et D sont égaux ; on a donc OD=OC. lien résulte OD— 0A= OC— OB ou AD=BC.
On démontrerait facilement que dans ces cas les diagonales sont égales.
Ce trapèze porte le nom de trapèze isocèle ou symétrique. Nous reviendrons bientôt d'une manière générale sur cette dernière dénomination.
Applications. Le trapèze est une des figures que Ton a le plus souvent k considérer dans V Arpentage, c'est-à-dire dans la mesure des terres. Nous verrons bientôt que pour évaluer Taire d'un terrain, l'arpenleur y Irace rréquemment des lignes dont TefTet est de diviser ce terrain en trapèzes et en triangles rectangles.
On rencontre aussi très-souvent celle forme dans la charpente et dans la menuiserie. Les coyeti AB (flg. 184), qui supportenl les poutrelles d'un plancher, ces poutrelles elles-mêmes, ont pour face supérieure des trapèzes symétriques ou rectangulaires. Les Teuilles de parquet ont souvent la forme de trapèzes symétriques, notamment celles qui avolsinenl le coin d'un appartement (fig. 186); ce coin lui-même est occupé par un triangle isocèle rectangle. — Les assemblages d queue d'hironde (flg. i8G) se font au moyen d'une parUe creuse qui reçoit une pièce en saillie dont la coupe a la forme d'un trapèze symétrique. ^ c<^^pe transversale d'un canal présente ordinairement la même forme
La parUe supérieure d'une fenêtre ou d'une porte non cintrée, que l'on
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nomme plate-bande (flg. 18S), est formée de morceaux de pierre nommés claveaux. Quelques-uns de ces claveaux , 1 , 2 , 3 , ont pour face antérieure un trapèze ; ce trapèze est symétrique pour le claveau qui occupe le milieu de la plate-bande.
217. Lorsque dans un quadrilatère ABCD (fig. 189) les câtés opposés ÂB et DC sont parallèles, ainsi que les côtés AD et BG, la figure prend le nom de parallélogramme.
Dans un parallélogramme , les côtés opposés sont égaux comme parties de parallèles comprises entre parallèles (154); les angles opposés sont égaux comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés tous deux en sens contraire (94, Rem.). Les angles adjacents à un même côté sont supplémentaires , comme angles intérieurs à deux parallèles, et situés d'un même côté de la sécante (92).
La diagonale AC partage le parallélogramme en deux triangles ADC et ABC , qui sont égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. 11 en est de même de la diagonale BD.
218. Théorème. Si dans un quadrilatère ABCD (fig. 189) les côtés opposés sont égaux, ce quadrilatère est un parallélogramme.
Car si Von joint AC , les triangles ADC et ABC seront égaux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun; les angles alternes-internes DAC et ACB sont donc égaux, et par conséquent les droites AD et CB sont parallèles (90, Bem. II) ; de même les angles alternes-internes ACD et CAB sont égaux, donc les droites AB et DC sont parallèles. Donc la figure ABCD est un parallélogramme.
CoEOLLÂiKs I. Ce théorème fournit un moyen commode de construire un parallélogramme, lorsqu'on connaît Tun de ses angles D, et les côtés qui le comprennent. Car, si du point A comme centre, avec un rayon égal à DC , on décrit un arc de cercle , et que du point C comme centre avec un rayon égal à AD, on décrive un second arc de cercle, ces deux arcs se couperont, puisque dans le triangle ADC on a AC<AD + DC et AC>DC— AD, et que par conséquent la distance des centres est moindre que la somme des rayons et plus grande que leur différence. Soit donc B celui des deux points de rencontre qui est situé au delà de AC; joignons AB et BC ; la figure ABCD sera un parallélogramme.
CoROLLAHUi II. Le même moyen peut être employé pour mener par un point donné A une parallèle à une droite DC ; il suffit de tirer AD à volonté, de prendre arbitrairement DC , et d'opérer ensuite comme si Ton voulait achever le parallélogramme ABCD. Ce point B étant déterminé par la rencontre des deux arcs de cercle , on tireAB qui est la parallèle demandée.
S19. THÉ0R*ifK. Si dans un quadrilatère ABCD (fig. 189) deux
côtés opposés kBetDC sont égaux et parallèles, ee quadrilatère est un parallélogramme.
Car si l'on joint AC , les triangles ACD et ACB auront le côté AC commun, les côtés AB et DC égaux par supposition, et les angles ACD et CAS égaux aussi comme alternes-internes. Ces triangles ont donc un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun , ils sont donc égaux. Il en résulte que les angles DAC et ACB sont égaux; les droites AD et BC sont donc parallèles (90, Rem. II), et la figure est un parallélogramme.
220. Théorème. Dans tout parallélogramme ABCD (fig. 189 )> les diagonales AC et BD se coupent mutuellement en deux parties égales.
Car, soit 0 leur point de rencontre : les angles OBA et ODC sont égaux comme alternes-internes ; il en est de même des angles OAB et OCD; de plus, AB = DC. Les triangles AOB et DOC sont donc égaux comme ayant un côté égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun (186). Il en résulte AO=OC et OD=OB. Ainsi, le point O est le milieu des deux diagonales.
Remarque. On démontrerait d'une manière analogue la proposition réciproque, savoir : Si dans un quadrilatère les diagonales se coupent mutuellement en detêx parties égales, ce quadrilatère est un parallélogramme,
221. Applications. Le fréquent usage que Ton fait des parallèles entraine remploi fréquent des parallélogrammes. Les feuilles ou frises des parquets en point de Hongrie (flg. 1 14) ont celle forme ; ^ l'excepUon de celles qui avolsinent les coins de chaque coinparliment, et qui ont, comme nous l'avons vu , la forme de trapèzes symétriques.
Lorsqu'une rampe (Ûg. 190) est composée de simples barreaux, l'espace compris entre deux barreaux consécutifs , le limon AA' et la main-courante BB' est un parallélogramme. Cette même forme se retrouve dans des rampes plus compliquées.
Dans les machines à vapeur de Watt, le mouvement recliligne allemaUf de la tige de piston se communique à un balancier AA' (fig. 191) mobile autour de son milieu 0. Mais comme l'extrémité A de ce balancier décrit un arc de cercle, tandis que l'extrémité C de la tige du piston décrit une ligne droite, on ne peut pas réunir directement ces deux extrémités. Watt a Imaginé d'armer le bras OA du balancier d'un parallélogramme ABCD, articulé à ses quatre som* mets, et dont les angles peuvent prendre par conséquent toutes les grandeurs , comme l'indique la figure. Le sommet D est retenu par un contre-balancier DE, de longueur invariable , mobile autour du point E. La longueur de ce contrebalancier est déterminée de manière que, tandis que le point D décrit un arc de cercle dont E est le centre , le sommet C décrit une ligne peu courbée qui se confond sensiblement avec la ligne droite CP représentant la direction de la tige du piston. Cette dIsposiUon ingénieuse est connue dans les arts sous le nom de paraUéhgramme de WatU
En Mécanique, on représente les forces par des lignes droites. Si deux forces, représentées en grandeur et en direction par lignes AB et AD (flg. 189; agisseut en un certain point A d'un corps, on démontre que Teffel simultané de ces deux forces est le même que celui d'une force unique, qui serait représentée
en grandeur et en direction par la diagonale AC du parallélogramme constniit sur les droites ÂB et AD. Celle règle a reçu le nom de règle du parallélogramme des forces.
On démontre également que si un corps placé au point A était animé à la fois de deux vitesses, Tune capable de lui faire parcourir en une seconde la droite AB, et Tautre capable de lui faire parcourir dans le même temps la droite AD, ce corps, par l'effet des deux vitesses simultanées, parcourrait en une seconde la diagonale AC du parallélogramme construit sur les droites AB et AD. Cette règle porte le nom de règle du parallélogramme des vitesses,
M2. Lorsque dans un parallélogramme ABCD (fig. 192), Tun des angles est droit, les trois autres le sont aussi. Car si, par exemple, Tangle DÂB est droit, Tangle ADC qui est son supplément, à cause du parallélisme des droites AB et DC, est droit aussi (02). Par la même raison , Tangle ABC , qui est aussi le supplément de DAB, est droifr>»et, puisque la somme des quatre angles doit être équivalente à quatre angles droits , les trois premiers étant droits, il faut que le quatrième BCD le soit aussi.
Dans ce cas la figure prend le nom de parallélogramme rectangle, ou simplement de rectangle,
St25. Bans le rectangle, comme dans tout autre parallélogramme , les diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales. Ibis , de plus, elles offrent une particularité qui caractérise le rectangle : c'est que ces diagonales sont égales. Car les triangles ABC , DBC (fig. 192) sont rectangles, Tunen B, l'autre en C; ils ont le côté BC commun , et les côtés AB et DC égaux , comme côtés opposés d'un même parallélogramme; ces deux triangles sont donc égaux , et leurs hypoténuses AC et BD sont égales.
Cette propriété sert dans les arts à vérifier sans le secours de l'équerre l'exactitude d'un rectangle. Après avoir reconnu , à l'aide du compas, l'égalité des côtés opposés , on est certain que la figure est un parallélogramme (218). Si l'égalité des diagonales se vérifie, on peut être assuré que la figure est un rectangle; car les triangles ABC , DBC étant égaux , comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun , il en résulte que les angles ABC et BCD sont égaux; et comme ils sont d'ailleurs supplémentaires , puisque la figure est un parallélogramme, il s'ensuit que ces deux angles sont droits, et que, par conséquent, le parallélogramme est rectangle.
224. Pour construire un rectangle, il suffit de connaître deux côtés adjacents. Car, après avoir tracé un angle droit, et pris sur les côtés, à partir du sommet, les longueurs DA et DC (fig. 192)u égales aux côtés donnés, on n'a plus qu'à mener par le point A une parallèle à DC , et par le point C une parallèle à DA; ou , ce qui revient au même, à élever au point A une perpendiculaire à AD , et au point G une perpendiculaire à DC.
235. Appugations. Le recUngle est de tous les quadrilatères celui dont on
fait le plus fréquent usage. Les murs, les planchers de nos appartements ont ordinairement pour surface un rectangle ; il en est de même de la plupart des boîtes ou des caisses. Les portes , les fenêtres, les cadres , les faces des piédestaux, les dessus de table, les tablettes d*armoire, le fond et les faces latérales des tiroirs , les feuilles d'un livre , les cartes à jouer, etc. , sont autant de rectangles. Les pierres qui forment les assises d'un mur ont ordinairement pour faces des rectangles. On en fait aussi un usage fréquent dans l'Arpentage, comme nous le verrons.
La Ggure 193, qui représente une portion de lambris à hauteur d'appui, offre un exemple de l'emploi des rectangles. Ceux qui forment un même cadre sont placés de manière que les angles intérieurs les uns aux autres ont leurs sommets situés sur leur commune bissectrice.
226. Lorsque dans un parallélogramme ABCD (fig. 194), deux câtés adjacents sont égaux, les deux autres le sont aussi, comme opposés aux deux premiers. Un parallélogramme dont les quatre côtés sont ainsi égaux s'appelle un losange. De Tégalité des quatre côtés résulterait aussi le parallélisme des côtés opposés; car ces côtés opposés étant égaux, la figure est un parallélogramme C^IS).
Dans un losange comme dans un parallélogramme quelconque , les diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales. Elles offrent, de plus, une particularité qui caractérise le losange, c'est qu'elles sont perpendiculaires entre elles. Car le point B est également distant des points A. et C ; il en est de même du point D : la droite.BD, qui a deux de ses points à égale distance des extrémités de AC , est donc perpendiculaire sur le milieu de AC (7S). Chaque diagonale d'un losange le divise en deux triangles isocèles égaux , et sert, par conséquent, de bissectrice aux angles dont elle joint les sommets.
Pour vérifier un losange , il suffit de vérifier l'égalité des quatre côtés. Pour le construire, il suffit de connaître l'un des côtés et Tun des angles; car si l'angle BAD est donné , ainsi que le côté AB , on prendra AD = AB ; des points B et D comme centres , avec AB pour rayon, on décrira deux arcs de cercle qui se couperont en un point C ; et ABCD sera le losange demandé.
Remarque. Il serait facile de démontrer qu'en joignant deux à deux par des droites les milieux des côtés consécutifs d'un rectangle, le quadrilatère qui en résulte a ses quatre côtés égaux, et est par conséquent un losange. On emploie souvent le losange de cette manière ; le lambris (flg. 193) en offre des exemples.
Applications. Les losanges s'emploient en outre dans les parquels , dans les grilles et les balustrades, soit en bois, soit en fer, dans les dessins des papiers de tenture , dans les vignettes , et dans une foule d'ornements de toute espèce.
L'aiguille aimantée, qui fait la parUe principale d'une boussole, a d'ordinaire la forme d'un losange très-allongé.
927. Un rectangle qui a ses côtés égaux , ou un losange qui a ses angles droits, forment ce que l'on appelle un carré (fig. 195). Dans ce quadrilatère , les diagonales se coupent en deux parties
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égales y comme dans tout parallélogramme ; elles sont égales , puisque la figure est un rectangle , et de plus perpendiculaires entre elles , puisque la figure est aussi un losange. Chacune d'elles partage le carré en deux triangles rectangles isocèles égaux , et sert de bissectrice aux angles dont elle joint les sommets.
Pour vérifier un carré , il suffit de vérifier l'égalité des côtés et celle des diagonales. Pour le construire, il suffit de connaître Fun des côtés DC. Aux extrémités D et C de ce côté, on élève des perpendiculaires DA et CB , égales à DC ; on joint AB, et la figure est un carré. Car les côtés AD et BC étant égaux et parallèles, le quadrilatère est un parallélogramme ; les angles ADC et BCD étant droits, ce parallélogramme est rectangle ; et les côtés DC et AD étant égaux, ce rectangle est un carré.
Remabqub. Le côté DC du carré, et sa diagonale DB offrent l'exemple de deux longueurs incommensurables. Car le triangle DBG étant rectangle en C , il en résulte, d'après une propriété démontrée précédemment (210, CoroU. III), BD'=1C+DC*=K?x2; et par conséquent fiC* : BC* :: 2 : 1. Or, quand quatre nombres sont en proportion , leurs racines carrées sont aussi en proportion : & vient donc
BD:BC :; v^:l.
Mais la racine carrée de 2 est une quantité qui ne peut s'exprimer exactement en unités et en parties d'unités , c'est-à-dire qui est incommensurable avec l'unité ; BD est donc aussi incommensurable avec BC.
Appucatioks. La forme du carré, à cause de sa régularité, est encore une de celles que Ton donne le plus souvent aux quadrilatères. Les earreati» qui servent à carreler les vesUhules dans la plupart des grands édifices, sont des carrés. On emploie également cette forme dans les lambris, dans les parquets, dans les ornements des portes, dans les balustrades, dans les dessins des papiers de leoture , etc. Les cases d'un damier sont des carrés; il en est de même des six faces d'un dé à jouer, etc.
Les figures 196, 197 , 19S et 199, qui représentent différents motifs de parquets, offrent des exemples de remploi des quadrilatères.
Quadrilatères inscrits et circonscrilB.
928. Les quadrilatères ne sont point tous inscriptibles et circonscriptibles au cercle , comme cela a lieu pour les triangles.
Lorsqu'un quadrilatère ABCD (fig. 200) est inscrit dans un cercle, les angles opposés A et C , par exemple, sont supplémentaires, car ils ont pour mesure la moitié des arcs DCB et DÂB, dont la somme forme une circonférence entière ; la sooune de ces deux angles a
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donc pour mesure une demi-circonférence. On en pourrait dire autant des deux autres angles du quadrilatère.
On s*assure facilement que cette propriété n'appartient qu'aux quadrilatères inscrîplibles. Car soit ÂB'CD un quadrilatère dont le sommet B' soit situé hors de la circonférence qui passe par les trois autres, et soit B le point où le côté B'C rencontre cette circonférence ; joignons AB. Le quadrilatère ABCD étant inscrit , Tangle ABC est le supplément de Tangie D ; mais l'angle ABC , extérieur au triangle ABB^ équivaut à la somme des angles BB'A et BAB', et est par conséquent plus grand que Tangle F. Ainsi Tangle B' ne saurait être le supplément de Tangle D. La démonstration serait entièrement semblable , si le point B' était intérieur à la circonférence.
Il résulte de là que si dans un quadrilatère les angles apposés sont supplémentaires, ce quadrilatère est inscriptible au cercle.
â89. Pour qu'un trapèze ABCD (fig. 183) soit inscriptible, il faut qu'on ait DAB 4- DCB = 2 angles droits. Mais déjà , à cause des parallèles, on a DAB-f- ADC = 2 angles droits; il faut donc qu'on ait DCB = ADC , c'est-à-dire que le trapèze soit symétrique.
Pour qu'un parallélogramme ABCD (tig. 192) soit inscriptible , il faut qu'on ait DAB+DCB=2 angles droits; et comme ces deux angles opposés sont égaux (217), il faut que chacun d'eux soit droit, c'est-à-dire que le parallélogramme soit rectangle.
Il en résulte qu'un losange ne peut être inscriptible qu'autant qu'il a ses angles droits, c'est-à-dire qu'autant que c'est un carré.
250. Pour qu'un quadrilatère soit circonscriptible au cercle, il faut qu'il existe un point également distant des quatre côtés; et comme ce point doit alors se trouver sur chacune des bissectrices des angles (78), il faut que ces quatre bissectrices concourent en un même point.
Il est facile de voir que le losange ABCD (lîg. 194) satisfait à cette condition : il en est de même du carré, puisque c'est un losange.
Applications. Les quadrilatères inscrits et circonscrits s'emploient souvent dans les lambris , dans certains motifs de grille ou de balustrade , dans les vignettes, et dar.s l'ornement en général. La figure 20! , qui représente un motif de balcon, en offre plusieurs exemples.
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CHAPITRE III
DIS POLTOOmn BR «ÈliRAL.
S31. On nomme en général polygone toute surface plane ter* minée par des lignes droites. La fig. 202 représente un polygone : les droites AB, BC, CD, etc., qui la terminent, se nomment ses côtés; les sommets des angles FAB, ABC, BCD, etc., formés par ces côtés, sont les sommets du polygone. Toute droite, telle que AC, AD, AB, etc. , joignant deux sommets qui ne sont pas'les extrémités d'un même côté , porte le nom de diagonale.
Bans la Géométrie élémentaire on considère principalement les polygones convexes, c'est-à-dire qui n'ont point d'angles rentrants (212), ou dont une môme ligne droite ne peut rencontrer à la fois plus de deux côtés, sans qu'il soit nécessaire de les prolonger. On peut dire encore qu'un polygone est convexe quand tous les angles ont l'ouverture tournée vers l'intérieur. C'est toujours de cette espèce de polygone que Ton parle quand on n'exprime pas le con-traire.
Si dans un polygone convexe ABCDEF (fig. S02) on tire toutes les diagonales qui aboutissent à un même sommet A, on partage le polygone en triangles qui ont ce point A pour sommet commun. Chacun de ces triangles emploie l'un des côtés du polygone , à l'exception des deux triangles extrêmes ABC et AFE qui en emploient chacun deux. Il suit de là que le nombre de ces triangles équivaut au nombre des côtés du polygone diminué de deux.
Les polygones prennent des noms divers, suivant le nombre de leurs côtés :
Un polygone de 3 côtés porte le nom de triangle ;
4 de quadrilatère;
5 de pentagone;
6 d'hexagone;
7 A*heptagone;
8 d!oetogone;
9 i^ennéagone ;
10 de décagone;
12 de dodécagone;
15 de pentédécagone.
Pour tous les autres polygones on se contente d*énoncer le nombre des cAtés; et l'on dit un polygone de 11 , de 13, de 14, de 16, de 17 côtés, etc.
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93S. TofiOBàME. La somme totale defangles d*un polygone équivaut à autant de fois 2 angles droits que ce polygone a de côtés, moins deux.
Car si l'on tire toutes les diagonales qui aboutissent à un même sommet , on partage ce polygone en autant de triangles qu'il y a de côtés moins deux ; la somme des angles de tous ces triangles réunis forme précisément la somme des angles du polygone ; d'ailleurs la somme des angles de chaque triangle équivaut à 2 angles droits ; donc, etc.
CoROLLÂiRB I. Il suit de là que
La somme des angles d'un pentagone vaut 6 angles droits.
hexagone 8
octogone 12
décagone 16
etc. etc.
Corollaire U. Réciproquement : Si l'on connaît la somme totale des angles d'un polygone , on peut déterminer le nombre de ses côtés. Si , par exemple , cette somme équivaut à 26 angles droits, la moitié de ce nombre, ou 13, exprime le nombre des côtés du polygone diminué de deux ; ce nonîbre de côtés est donc 13+2 ou 15.
S33. Nous D0U6 sommes appuyés souvent sur ce principe que dettx figures sont égales quand elles peuvent coïncider; il peut être en effet admis comme un axiome.
Applications. Dans les arts on se fonde sur ce principe pour copier les figures. Quand, par exemple, les tailleurs de pierre, après avoir rendu plane la surface du bloc qu'ils doivent tailler, veulent déterminer les contours de cette surface. Us y appliquent un patron en carton , dont ils suivent tous les contours avec une pointe k tracer. La figure ainsi obtenue sur la pierre est égale a celle que présente le patron, puisque ces deux figures coïncident. Les ferblantiers, les chaudronniers, les serruriers, les charpenUers, etc., font usage du même moyen.
C'est encore d'après le même principe que Ton copie un dessin , soit en le calquant II la vitre ou à l'aide d'un papier liuilé, ou d'un papier transparent dit papier végétal, soit en piquant avec une aiguille tous les contours du modèle , l'appliquant sur la feuille où l'on veut tracer la copie, et frappant alors sur le modèle avec un sachet de toile rempli de fusain pulvérisé. La poussière du fusain , en passant au travers des trous d'aiguille du modèle , laisse sur la feuille placée au-dessous une trace que l'on repasse ensuite au crayon , et qui reproduit avec fidélité tous les contours du modèle, puisque les deux figures peuvent coïncider.
254. Il existe pour les polygones en général, comme pour les triangles et les quadrilatères , certains caractères auxquels on peut reconnaître leur égalité : nous déduirons ces caractères des conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polygone.
Un polygone ABCDEF (fig. 202) est déterminé lorsqu'on connait
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tùus ses côtés, et toutes les diagonales AC^ ÀD^ AE, etc., qui aboutissent à un même sommet. Car tous les triangles ABC, ACD, ADE , etc., se trouvent déterminés chacun par ses trois côtés.
Un polygone ABGDEF (Og. 202) est déterminé lorsqu'on connaît tous s£s côtés, et tous ses angles consécutifs ABC, BCD, etc., à l'exception des trois derniers DEF, EFA, FAB. Car le triangle ABC se troave déterminé par l'un de ses angles B, et les côtés qui le comprennent ; par suite le triangle ACD se trouve déterminé par l'angle ACD et les côtés qui le comprennent ; et tous les triangles consécutifs sont déterminés de la même manière , à l'exception du dernier AFE qui se trouve déterminé par ses trois côtés.
On peut varier d'un grand nombre de manières différentes les données nécessaires et suffisantes pour déterminer un polygone ; on trouvera toujours que le nombre de ces données doit être 2n — 3, si n représente le nombre des côtés du polygone. En sorte que pour un pentagone il faut 10— 3, ou 7 données; pour un hexagone il en faut 12 — 3, ou 9, et ainsi de suite. Nous examinerons encore le cas suivant.
Un polygone ABCDEF (fig. 203) est déterminé lorsqu'on connaît un de ses côtés AB et tous les angles que fait ce côté avec les côtés et les diagonales qui aboutissent à ses extrémités. Car chaque sommet C, D, E, F du polygone se trouve lié au côté donné AB par un triangle dans lequel on connaît ce côté AB et les deux angles adjacents (186). Tous les sommets du polygone sont donc déterminés, et par suite le polygone lui-même.
Rem ABQUS. Chacune des conditions précédentes fournit un caractère d'égalité pour les polygones ; le lecteur en trouvera facilement les énoncés (voy. la Remarque II du n** 214).
Des polygones semblables.
255. Deux polygones^ABCDE , abcdeiRg. 204) composés d'un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés, sont ce que Ton appelle deux polygones semblables. Les sommets des angles égaux se nomment sommets homologues; les côtés ou les diagonales qui joignent des sommets homologues , sont des côtés ou des diagonales homologues ; enfin , les triangles semblables, considérés par rapport aux polygones dont ils font partie , sont des triangles homologues,
256. Théorèmb. Deux polygones semblables ABCDE, abcde (fig. 204), ont leurs angles égaux cliacun à chacun, et leurs côtés homologues pn^ortionnels.
En effet, les triangles homologues ABC et abc étant semblables,
^an-
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les angles B et 6 sont égaux ; on a les proportions
AB:aft::BC:ft(? [1], et BC:bc::kC:ac [2],
et de plus les angles BCA et bca sont égaux.
Les triangles homologues ACD et acd étant semblables» les wgles ACD et acd sont égaux. L'angle BCD , qui est la somme des angles BCA et ACD , est donc égal à l'angle bcd qui est la somme des angles bca et acd. La similitude de ces mêmes triangles donne la proportion
kC : ac:: CD :cd [3].
En comparant les proportions [2] et [3], on voit qu'elles ont un rapport commun ; on en déduit donc
BC: bc:: CD :cd.
En continuant ainsi , on démontrerait de même régalité de tous les autres angles des deux polygones, et la proportionnalité de tous leurs côtés homologues.
237. Théorème. Si deux polygones ABCDE, abcde (flg. 2(M), ont leurs angles égaux chacun à chacun et leurs côtés homologues proportionnels, ces polygones sont semblables.
En effet, si Ton a B = 6, et AB : a6 :: BC : bc^ les deux triangles ABC et abc ont un angle égal compris entre cêtés proportionnels, et sont par conséquent semblables (198). Il en résulte que les angles BCA et bca sont égaux ; et comme les angles BCD et bcd sont égaux aussi par supposition , Tangle ACD, qui est la différence des angles BCD et BCA, est égal à Tangle acd, qui est la différence des angles bcd et bca. D'ailleurs, delà similitude des triangles ABC et abc on déduit
BC:ôc:: AC:ac,
et par supposition , on a
BC:6c?:: CD :cd.
Ces deux dernières proportions ayant un rapport commun , on en tire
kC: ac M CD :cd.
Les deux triangles ACD et acd ont donc un angle égal compris entre côtés proportionnels ; ces deux triangles sont donc semblables. En continuant ainsi , on démontrerait de même la similitude des autres triangles. Les deux polygones proposés sont donc composés d'un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés ; ce sont donc des polygones semblables.
958. Remabquk. Si l'on applique ces notions de similitude aux
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quadrilatères, on Terra que : Deuœ paralUlogrammet $ant sembla-blés lorsqu'ils ont un angle égal compris entre côtés prcportionnels.
Deux rectangles sont semblables lorsqu'ils ont deux côtés a^ja* cents proportionnels.
Deux losanges sont semblables lorsqu'ils ont un angle égal.
Deux carrés sont toujours des figures semblables.
259. Théorème. Deux polygones ABCDEF, abcdef (fig. 203), sont semblables, lorsque les angles formés par deux côtés homolo^ gués, kR, ab, avec les côtés et avec les diagonales qui aboutissent à leurs extrémités, sont égaux chacun à chacun.
Eq effet, par supposition, les angles ABC et abc sont égaux, ainsi que les angles BAC et bac\ les triangles ABC et abc sont donc équiangles, et par conséquent semblables. U en résulte la proportion
AC:a(?:: AB:a6.
Par une raison analogue, les triangles ABD et abd sont semblables et fournissent la proportion
AD:a<f:: AB:aft.
Cette proportion ayant avec la précédente un rapport commun , on en déduit
AC:ac:: AD: ad.
D'ailleurs Tangle DAC , qui est la différence des angles DAB et CAB , est égal à Tangle dac^ qui est la différence des angles dab et cab. Les deux triangles ADC et adc ont donc uu angle égal compris entre côtés proportionnels, et sont par conséquent semblables.
En continuant ainsi, on démontrerait de même la similitude des triangles AËD et aed^ et celle de tous les autres triangles homologues. Les deux polygones proposés sont donc composés d'un même nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés; ces polygones sont donc semblables.
240. On pourrait déterminer beaucoup d'autres conditions de similitude entre les polygones, mais celles des n*>* 257 et 239 suffisent pour justifier les procédés suivis dans les applications. D'ailleurs on peut remarquer que les conditions d'égalité se changent en conditions de siaiilitude lorsqu'à l'égalité des lignes homologues on substitue leur proportionnalité.
Remarquons aussi que l'égalité des angles formés, tant par les côtés que par les diagonales , entraîne la proportionnalité de ces côtés et de ces diagonales, et vice versa. En sorte que Ton peut dire généralement que l'égalité des angles entraîne la proportionnalité des lignes homologues , et réciproquement. La proposition cesserait d'être vraie si Ton ne considérait que les angles formés parles
941. ThAobèue. Les contours oti périmètres de deux polygones semblables ÀBCDE, abcde (fig. 204)^ sont entre eux comme deux côtés homologues ou deux diagonales homologues quelconques.
Désignons par P et ;i les périniètres de ces polygones. En vertu de leur similitude on aura :
AB:a6 :: BC : bc\: CD : cd :: DE : de :: EA: (?a.
Mais, dans une suite de rapports égaux, la somme des antécédents est à la somme des conséquents comme un antécédent est à son conséquent; on a donc
AB+BC+CD+DE+EA:a6+6c+cd+(fe + (?a::AB:a6,
ou V\p\:k&\ab.
D'ailleurs on a AB : ab : : BC : (c : : AC : oc : : CD : cd, etc.
Donc P : p :: AB : aô :: BC : 6c :: AC : ac :: CD : cd, etc.
S4S. Problème. Construire un polygone semblable à un polygone donné ABCDE (fig. 204) sur une ligne ab donnée comme homologui du côté AB.
Menons les diagonales AC, AD. Faisons Tangle abc = ABC, et l'angle frac=BAC ; les droites bc et ac ainsi menées détermineront avec ab un triangle abc qui sera semblable à ABC (196). Faisons Tangle acd=kCl) et Tangle cad=:CAD; nous déterminerons un triangle acd, semblable à ACD.
En continuant ainsi, on formera un polygone composé de triangles respectivement semblables à ceux qui composent le polygone donné, en même nombre et semblablement situés. Le second polygone sera donc semblable au premier.
245. Lorsque le polygone donné est tracé sur le terrain , et qu'il s'agit de construire sur le papier un polygone semblable, on emploie généralement une autre construction. Soit ABCDEF (fig. 203) le polygone donné ; on prend sur le papier une ligne quelconque ab comme homologue de AB. On mesure les angles ABC, ABD, ABE, ABF,BAC, BAD, BAE, BAF; et Ton fait sur le papier les angles abc y abdy abe, abf, bac, bad, bae, baf, respectivement égaux aux premiers ; les points de rencontre des droites ac et bc, adeibd, ae et be, a/et bf, sont les sommets d'un polygone abcdef, semblable au polygone donné, en vertu du théorème du n"» 259.
S44. Applications. Cette construction est fréquente dans le lever des plans. Lever le plan d'un terrain , c'est tracer en petit sur le papier une figure semblat>!e à celle que ce terrain présente. Soit ABCDEF (fig. 203) le polygone que forme le terrain. On mesure l'un de ses côtés AB; on prend sur le papier une longueur ah qui ait avec AB un rapport connu , qui contienne , par exemple , autant de millimètres que AB contient de mètres. On mesure les angles ABC, ABD, etc., BAC, BAD, etc., à l'aid« du gcaphomître, du cercle répétiteur ou de
la boussole , suivant les circonslances el suivant le degré d'exactitude qu'on veul oblenir; on fait sur le papier, à l'aide du rapporteur, des angles abc, ahd, elc, bac, had, etc., respectivement égaux aux angles mesurés sur le terrain; elle polygone abedef ainsi déterminé est le plan du polygone ABCDEF. Tous les angles du plan sont égaux à leurs homologues du terrain; et toutes les lignes du plan sont proportionnelles à leurs homologues du terrain , c'està-dire contiennent autant de millimètres que celles-ci contiennent de mètres , si l'échelle de réduction adoptée est d'un millimètre par mètre.
24S. On arrive plus promptement au résultat au moyen de l'instrument qu'on appelle la p{anc/ie(te. H se compose d'une tablette en bois, parfaitement dressée, et reposant par son centre sur un support ïk trois pieds. La lablette est liée au support parun genou avis, qui permet de lui faire prendre toutes les positions possibles à l'égard de ce support. Pour se servir de la planchette, il faut que sa surface soit dirigée horizontalement; c'est-à-dire qu'une bille qui y serait placée ne lende à rouler d'elle-même dans aucun sens : nous verrons plus tard comment on y parvient, et le véritable sens du mot hoHxontaUment, La surface de la planchette est recouverte d'une feuille de papier bien tendue. Pour y tracer des droites dans la direction des rayons visuels menés de l'œil vers les objets remarquables du terrain, on emploie une alidade, semblable à celle du graphomctre, munie également de pinnules, mais entièrement libre, et pouvant être placée sur la planchette dans toutes les directions possibles. On se sert de l'alidade elle-même comme d'une règle pour tracer des droites sur la planchette dans la direction indiquée par les pinnules-, et si cette direction doit passer par un point donné sur la planchette, on se contente d'y faire passer l'un des bords de l'alidade. On néglige ainsi la distance de ce bord à la ligne déterminée par les Gis de pinnules, c'est-à-dire la moitié de la largeur de l'alidade; mais cette demi-largeur est en elTet négligeable par rapport aux distances sur lesquelles on opère.
Pour lever un plan au moyen de la planchette , on trace sur le terrain une droite ÀB -fig. 205) qui sert de base à l'opération. On en trace une autre ab sur la planchette, et on lui donne un rapport connu avec AB , la millième partie par exemple, ou 1 millimètre par mètre. On porte la planchette au point A; et on la dispose de manière que le point a soit situé précisément au-dessus du point A (une petite masse de plomb suspendue au point a par un fil facilite cette opération , ainsi que nous le verrons par la suite) et qu'en dirigeant l'alidade suivant ab, ou aperçoive le point B derrière les fils des pinnules. On trace ensuite les droites aE, aD, aC, en dirigeant l'alidade vers les points du terram que l'on veut fixer sur le plan -. pour tracer ces lignes plus commodément, on plante au point a une aiguille contre laquelle on appuie le bord de l'alidade dans toutes ses positions. Cela fait, on transporte la planchette au point B; on la dispose de manière que le point b soit précisément au-dessus du point B , et qu'en dirigeant l'alidade suivant ab on aperçoive le point A derrière les fils des pinnules. Dans cette nouvelle position de la planchette, les droites ae, ad, act sont restées parallèles à elles-mêmes, puisque la droite ab n'a pas changé de direction. On trace alors des droites bC, &D, &E, en dirigeant de nouveau Talidade vers les points précédemment observés. Les intersections de ces droites avec les premières déterminent sur le papier les sommets c, d, c, d'un polygone abcde semblable à celui que forment sur le terrain les points A, B, C, D, E.
Î46. Lorsque l'on se sert de la planchette pour des opérations d'une grande étendue, on remplace par une lunette les pinnules de l'alidade. On ne marque dans ce cas sur le plan que les points les plus remarquables ; el pour oblenir des détails, on fait de nouvelles opérations parlielles, de nouveaux plans sur une échelle plus grande , qu'on reporte ensuite sur le plan général en les réduisant dans un rapport convenable, ni ,..,.
Î47. La méthode que nous venons de faire connaître est la plus expéditive
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de loutes eellei qui supposent l'emploi de la planchette. Il faut remarquer toutefois qu'elle n'est point susceptible d'une Irès-grande rigueur. Un point est toujours mal délerminé par l'intersection de deux droiles, lorsque ces droites se rencontrent sous un angle très-aigu» parce qu'en raison de leur épaisseur, le lieu de leur rencontre est par le fait une sorte de losange , dans lequel il est assez difficile de distinguer le véritable point d'intersection. Pour éviter, autant qu'il est possible, cet inconvénient, il faut prendre la base d'opération AB aussi grande qu'on le peut, et faire en sorte qu'elle ne soit pas plus petite que le cinquième ou le sixième de la plus grande des lignes qu'on peut mener de l'une de ses extrémités aux différents points du terrain.
Il faut également avoir soin de choisir cette base de manière qu'il ne se trouve aucun point remarquable du terrain sur son prolongement ou près de ce prolongement; car pour un pareil point la construction serait illusoire.
248. Lorsque les différentes lignes qui forment le contour du terrain peuvent être mesurées à la chaîne, on peut obtenir le plan comme il suit ;
On trace une ligne ah (flg. 204) pour représenter l'un des côtés AB du polygone; et on la prend égale à une fraction connue de AB, a la millième partie par exemple. On mesure l'angle ABC à l'aide de la planchette , ou de toute autre manière; on fait l'angle abc = ABC-, on prend bc égal à la millième partie de BC. On mesure l'angle BCD, et l'on fait l'angle bcd = BCD; on prend cd égal à la millième partie de CD. En continuant ainsi , on obtient un polygone semblable au polygone proposé ; car ils ont leurs angles égaux et leurs cOtés homologues proportionnels. Celte méthode exige qu'on transporte successivement la planchette à tous les angles du polygone ; et ce transport offre de grands inconvénients, à cause des précautions qu'il faut prendre pour assurer a chaque station la position horizontale de la planchette. On a cependant recours à cette méthode, quand l'Intérieur du polygone n'est pas commodément accessible.
249. Lorsque l'mtérieur du polygone offre un point 0 (fig. 206] , d'où l'on puisse découvrir tous les points remarquables du terrain, et dont les distances à ces points puissent être mesurées à la chaîne , on transporte la planchette en ce point, de manière qu'il soit précisément au-dessous d'un point 0 marqué d'avance sur la planchette. On trace à l'aide de l'alidade les droites Oa, 0&, Oc, Od, Oe dirigées vers les points A, B, C, D, E, du terrain que l'on veut fixer sur le plan. On prend sur ces droites , à partir du point 0, des distances'proportionnelles aux distances OA, OB, OC, OD, OE, mesurées préalablement à la chaîne; on donne, par exemple, à chacune des droites Oa, 0&, etc. , autant de millimètres que les distances correspondantes OA, OB, etc., ont de mètres. On joint les points a, b, c, d, «, et la figure ahcde est un polygone semblable au polygone ABCDE; car, d'après la construction, les triangles aOb et AOB ont un angle égal compris entre côtés proportionnels, et sont par conséquent seml)lables (198); il en est de même des autres triangles pris ainsi deux à deux ; les deux polygones sont donc composés d'un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés; ces polygones sont donc semblables.
250. Remarque I. On néglige dans tous les opérations précédentes, comme dans celles que l'on fait à l'aide du graphomèlre ou de la boussole, la hauteur de l'instrument employé, et l'on raisonne comme si la planchette ou le limbe du graphomèlre ou de la boussole , reposaient immédiatement sur le sol. La hauteur de l'instrument est en effet très-petite par rapport aux distances que l'on a à considérer ; mais nous verrons par la suite que d'autres raisons justifient pleinement cette manière d'agir.
251. Remarque II. Quoique la réduction la plus commode consiste, comme nous l'avons dit, à représenter chaque mètre par un millimètre, on sent que ce rapport ne saurait être employé dans toutes les circonstances, et que, suivant la grandeur du terrain, el celle qu'on veut donner au plan, il faut souvenl avoir
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reeoan à une autre échelle. Mais , comme remploi du double décimètre , tel qu'on le trouve tout divisé dans le commerce, dispense du soin de construire une ècUelle, il est bon de représenter le mètre ou le décamètre par un nombre exacide millimètres, toules les fois que cela est possible. Dans les opéralions du cadastre , on emploie fréquemment une longueur de 4 millimèlres pour représenter un décamètre. Dans les plans partiels que Ton lève pour obtenir les détails d'un plan plus considérable , on peut, au contraire, suivant l'occasion, prendre 2, 3, 4, 5 millimèlres pour représenter un mètre.
SSS. Reuarqvb m. Bien que les constructions et les procédés qui précèdent se fondent sur des propositions qui n'ont élé démonlrées que pour les poly*gones convexes, elles s'appliquent néanmoins sans restriction à des polygones quelconques. On conçoit, en effet, qu'un polygone qui a des angles rentrants puisse, par des diagonales convenablement choisies, être partagé en plusieurs polygones convexes; et puisque les procédés dont nous parlons s'appliquent ii chacun d'eux en particulier, ils s'appliquent évidemment à leur ensemble. La eineonstance des angles rentrants rend seulement dans certains cas le choix de là base plus difficile.
tHZ. La considération des polygones semblables donne également les moyens de copier une figure quelconque, en la réduisant dans un rapport déterminé. On fiiîl usage pour cela de plusieurs procédés.
Soit le polygone ABCD (flg. 207) qu'il s'agit de copier, en réduisant aux |, par exemple , la longueur de 9es côtés. Prenons dans le plan de ce polygone un point 0 quelconque : menons AO, BO, GO, DO; sur ces lignes, prenons oO=iAO;bO=:iBO;cO=!CO; dO=:Sl>0; et joignons aè , hCyCd.da, Le po« lygone abed remplira les conditions du problème. Car les triangles aOb , AOB, ont un angle égal compris enire cétés proportionnels, et sont par conséquent semblables! il en est de même des triangles hOc et BOG; cOd et COD; dOa et DOA. Si on tire les diagonales hd et BD, les triangles hOd et BOD seront aussi semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. U résulte de Ik que l'on a a&=JAB; &e=:|BG; cd^fGD; da^^DA; &d=JBD; les triangles bad et BAD ont donc leurs côtés proportionnels et sont «emblahies; il en est de même des triangles bcd et BGD ; les deux polygones abcd et ABGD sont donc composés d'un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés; donc ils sont semblables.
Cetle démonstration s'étendrait de la même manière à des polygones d'un nombre quelconque de côtés.
Au lieu de porter les distances Oa, 0&, etc., sur les droites correspondantes OA, OB, etc., on aurait pu les porter sur le prolongement de ces droites, en OdT, Ol/t Ocf, Od!, Les polygones a'ir'c'd' et ABCD eussent encore élé semblables par les mêmes raisons.
Le point 0 est ce qu'on nomme un centré de fimiltlude.
2»4. RuABQUB. La construction précédente n'est point particulière au cas des polygones convexes, et s'appliquerait également à des polygones quelconques. Elle s'appliquerait encore à des figures composées de lignes courbes; car toute ligne courbe peut être considérée comme une ligne brisée d'un nombre infini de côtés infiniment petits.
US. Ce procédé exige uniquement que les droites OA et Oa , OB et Ob , etc., coBserrent entre elles un rapport constant. On a construit un instrument fondé sur ce principe • et à l'aide duquel on peut copier immédlalement une figure quelconque, en la réduisant dans un rapport donné. Cet instrument se nomme pantagraphe, ^
Deux règles ON, AN (fig. 208), sont liées ensemble au point N, de manière a tourner librement l'une sur l'autre. Deux autres règles aM, oP, liées de la même manière au point a, sont en outre assemblées avec les premières, au mof en de chevUles M, P, qui leur permettent également de tourner. Ces quatre
règles sont disposées de telle sorte que les points 0, a et A soient en ligne droite, et que les longueurs aM , NP soient égales, ainsi que les longueurs UN, aV. li résulte de ces dernières relations que la figure aMNP est un parallélogramme (248), et que les droites aM et AN sont parallèles. Les triangles OaM et OAN sont donc semblables , et Ton a
Oa:OA::OM:ON.
Mais, quelque position que prennent les règles, la figure aMNP sera toujours un parallélogramme; les relations ci-dessus subsisteront donc toujours, et comme les longueurs OM et ON demeurent invariables, leur rapport demeure constant, et ce rapport étant toujours celui des distances Oaet OA, celles-ci restent toujours proportionnelles.
Si donc le point 0 reste fixe , et qu'avec une pointe placée en A on suive les contours d'une figure ABC, une pointe placée en a tracera sur le papier une figure semblable abCy réduite dans le rapport de ON à OM.
Afin de pouvoir changer ce rapport à volonté, on perce les quatre règles de trous équidistants, qui permettent de raccourcir à volonté l'une des deux longueurs aM ou NP, et d'allonger l'autre, de quantités proportionnelles, en sorte que le point a reste toujours sur la droite OA.
2j6. Il existe un autre procédé fort commode pour copier une figure en la réduisant dans un rapport donné.
On enveloppe la figure donnée dans un carré ABCD (fig. 209) que Ton partage par des parallèles aux côtés en un certain nombre de carrés égaux. S1I s'agit de réduire toutes les lignes de la figure dans le rapport de 5 k 3 , par exemple , on prend une droite ab , égale aux | de AB ; et l'on construit sur celte droite un carré abcd (227), que l'on partage en autant de carrés égaux que le premier. Pour éviter la confusion , on désigne par des lettres semblables M, N, P, etc., et m, n, p, etc., les colonnes de carrés parallèles à AD et ad, et par des cliiffres semblables, les bandes de carrés parallèles à AB et à ab.
Si l'on veut maintenant fixer sur la copie la position d'un point 0 du modèle, on remarque que ce point est situé dans un carré qui appartient à la fois à la colonne S et à la bande 2. Ce point devra donc être figuré sur la copie dans le petit carré qui appartieut a la colonne « et à la bande 2 ; et si les carrés ne sont pas trop grands, il suffira d'un peu d'habitude et de coup d'oeil pour fixer sans erreur sensible la position de ce point. On obtiendra d'une manière analogue tous les autres points de la copie.
257. Nous avons supposé jusqu'ici que la copie était une réduction du modèle; les mêmes procédés seraient applicables s'il fallait, au contraire, accroître le modèle dans un rapport donné. Mais il est utile de remarquer que les opérations sont toujours moins exactes dans le second cas que dans le premier; parce qu'en réduisant une figure, les erreurs tendent ^ diminuer, tandis qu*en augmentant les proportions de cette figure , les erreurs tendent à s'accroître.
258. Remarque. La méthode des carreaux peut être employée pour copier une figure en conservant sa grandeur véritable; il suffit pour cela de faire le second carré égal au premier.
259. On emploie aussi pour le même objet un procédé qui porte le nom de tricage. Soit à copier un polygone ABCDEFG (fig. 210). Le procédé en question consiste à mener par les sommets du polygone un système de parallèles AA', BB', ce, etc., toutes d'égale longueur. Les extrémités A', », C, b\ E', h\ G' de ces parallèles déterminent un polygone égal au polygone proposé. Car, d'après la construction, la figure ABB'A' est un parallélogramme (249), et il en résulte AB=A'B'. On prouverait de même que tous les cdtés du second polygone sont respectivement égaux à ceux du premier. On en peut dire autant des diagonales, caria figure AA'FT, par exemple, est aussi un parallélogramme , et Ton a AF = AF\ Les deux polygones ont donc leurs c6lés égaux et leurs diagonales
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égales ; ils peuvent donc se décomposer en un même nombre de Inangles ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Ces triangles, et par suite les polygones qu'ils composent , sont donc égaux entre eux. On copierait a l'aide de ce procédé toute autre figure quelconque.
Des polygones symétriques.
860. Supposons que de tous les sommets d'un polygone ABGDË (fig. 211) on abaisse sur une même droite XY les perpendiculaires Âm, Bn, Cjp, Dg, £r; qu'on prolonge ces perpendiculaires de quantités égales mk', nV.pdy gD', rE'; et qu'on joigne par des droites consécutives les points A', B', C, D', £^ On formera un second polygone qui aura toutes ses parties égales à celles du polygone ABCDE. Car, si l'on plie la figure le long de XT comme charnière, de manière que la figure k^'GÏÏY/ vienne s'appliquer sur le plan de la figure ABCDE , les angles Amn, k'mn étant droits, la ligne k!m prendra la direction km\ et, puisque ces lignes sont égales par construction , le point A' tombera en A. De même le point B' tombera en B, le point G en C, etc., et les deux i)oIygones, ayant tous leurs sommets communs, coïncideront dans toute leur étendue. Us ont donc tous leurs éléments égaux.
Néanmoins, on peut remarquer que le mouvement que nous venons de faire faire au second polygone pour s'appliquer sur le premier, était indispensable pour opérer ia superposition. De quelque manière que Ton fit tourner le polygone AB'C'D'E' dans son plan, sans le renverser comme nous l'avons fait, on ne pourrait jamais le faire coïncider avec le polygone ABCDE. C'est que, dans la position qu'ils occupent sur la figure, toutes leurs parties sont égales, il est vrai, mais disposées dans un ordre précisément inverse.
Deux polygones de ce genre sont ce que l'on appelle des polygones symétriques; et, lorsqu'ils ont la position indiquée par la figure, la droite XY est ce qu'on nomme un axe de symétrie par rapport à ces polygones.
861. Théorème. Deux polygones composés des mêmes éléments disposés dans un ordre inverse , peuvent toujours être placés de manière à avoir un axe de symétrie,
Soît, en effet, ABCDE (fig. 211) l'un de ces polygones. Tirons dans son plan une droite quelconque XY ; de tous les sommets du polygone, abaissons des perpendiculaires sur cette droite , et prolongeons ces perpendiculaires de quantités égales à elles-mêmes , puis joignons leurs extrémités comme nous l'avons fait tout à l'heure. Le polygone A'B'C'iyE', d'après ce que nous venons de voir, aura tous ses éléments égaux à ceux du polygone ABCDE , mais disposés
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dans un ordre inverse. Ce polygone Â'B'CiyE' est donc égal au second polygone proposé , et Ton peut amener celui-ci à coïncider avec A'B'C'D'E'. Dans cette position mutuelle , les deux polygones proposés auront un axe de symétrie , qui sera la droite XT.
262. Remarque. C'est en raison de ce théorème que Von conserve le nom de symétriques aux polygones formés des mêmes éléments disposés dans un ordre inverse , lors môme que ce^ polygones sont placés de manière à ne pas avoir d'axe de symétrie. Dans ce cas, il y a simplement symétrie déforme; dans le cas où les deux polygones ont un axe de symétrie, il y a en même temps symétrie de forme et symétrie déposition.
265. Toute ligne qui divise une figure en deux parties symétriques, c'est-à-dire superposables en pliant la figure le long de cette ligne, est un axe de symétrie de cette figure. Il existe des axes de symétrie dans un grand nombre de figures.
Dans un triangle isocèle, la droite qui joint le sommet au milieu de la base est un axe de symétrie , puisqu'elle divise ce triangle en deux triangles rectangles égaux.
Dans un triangle équilatéral, il y a, par conséquent, trois axes de symétrie.
Dans le trapèze isocèle ABCD (fig. 212), la droite IH qui joint les milieux des bases parallèles est un axe de symétrie. Car, d'après la nature de ce quadrilatère , les côtés AD et BC sont égaux ; d'ailleurs les angles D et C sont égaux aussi (216) , les deux quadrilatères ÀIHD et BIHC sont donc égaux comme ayant un angle égal et leurs quatre côtés égaux chacun à chacun (214, Rem. II). C'est pour cette raison que l'on donne à ce trapèze le nom de trapèze symétrique.
Dans un rectangle, les droites qui joignent les milieux des côtés opposés sont des axes de symétrie.
Dans un losange , les diagonales sont des axes de symétrie.
Dans un carré, qui est à la fois un rectangle et un losange, il y a donc quatre axes de symétrie.
Dans un cercle , tous les diamètres sont des axes de symétrie, etc.
264. Applications. La symétrie de forme se retrouve dans une foule d'objets. Il y a symétrie de forme : enlre les figures gravées sur un cachet et rempreinle que ce cachet laisse sur la cire ; entre la face supérieure des caractères d'imprimerie, et l'empreinte qu'ils laissent sur le papier; entre le dessin tracé sur le cuivre» l'acier, ou la pierre lithographique, et ce même dessin transporté sur le papier par le tirage ; entre les veines des deux parUes d'une planche feadue dans son épaisseur, etc.
11 y a symétrie de forme et de position entre les deux ailes de la plupart des façades d'architecture; entre les deux battants d'une porte cintrée, d'une grille, etc. ; entre les veines des deux piëces de placage qui forment d'ordinaire le devant d'un secrétaire, d'une armoire; entre les deux morceaux de drap qui forment le dos d'un habit, etc. Quand on découpe un morceau de papier plié en deux, on obtient en le développant une figure qui est symétrique par
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npport ftu pli. La porte en lattes (fig. 218) eit aTmétrique par rapport à la ligne de jonction des deux battants. On emploie dans les ornements de Tarchitecture des figures nommées palmeîUs (Og. 214), qui ont également un axe de symétrie, etc.» etc.
CHAPITRE IV
DBS POLT«on8 Etevunti.
&6B. Il existe une classe de polygones qui mérite une attention particulière : c'est celle des polygones qui ont tous leurs angles égaux et tous leurs côtés égaux , et auxquels on donne pour cette raison le nom de polygones réguliers.
n convient d*abord de remarquer que l'on ne peut pas construire un polygone régulier en se donnant arbitrairement la valeur de l'un de ses angles. Car, la somme totale des angles de ce polygone devant être égale à autant de fois deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux, et tous les angles étant égaux, chacun d'eux a pour valeur la somme dont nous parlons, divisée par le nombre total des angles du polygone, ou , ce qui revient au même , par le nombre de ses côtés. D'après cette observation , on trouve que la valeur de Tangle d'un polygone régulier doit être :
Pour le triangle équilatéral ia=pi2 ou | d'angle droit ;
lecarrré ^*=p^ ou 1 angle droit;
le pentagone régulier Htz^^n ou f d'angle droit;
l'hexagone régulier (fczjuta ou |
l'octogone régulier ia=^22<a ou |
le décagone régulier Ofirsuii ou f
le dodécagone régulier.. . . ^'^ff^^' ou |
le pentédécagone ^'^^7^^^^ ou f|
Et, en général, si Ton représente par n le nombre des côtés d'un polygone régulier, la valeur de chacun de ses angles, exprimée en angle droit et fraction d'angle droit, sera is=iij<x^
266. Thâorème. Deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont des figures semblables.
En effet, d'après ce que nous venons de dire, la valeur de l'angle de ces polygones ne dépendant que du nombre des côtés, qui est le même pour tous deux, les angles de ces polygones sont égaux ; d'ailleurs leurs côtés sont évidemment proportionnels , puisqu'ils sont égaux pour chaque polygone ; ces deux polygones sont donc semblables (84»).
Corollaire. Il en résulte que leurs périmètres sont entre eux comme leurs côtés (841).
207. Théorème. 5t l'on divise une circonférence en un certain nombre de parties égales, et qu'on joigne par des cordes les points de division consécutifs A, B, C, D, etc. (flg. 216), la figure qui en résulte est un polygone régulier.
En effet, les cordes AB, BC, CD, etc., sous-tendant des arcs égaux, sont égales. De plus, les angles ABC, BCD, CDE, etc., sont égaux comme inscrits dans des portions égales de la circonférence. Le polygone ABCDEFG a donc tous ses côtés égaux et tous ses angles égaux, c'est donc un polygone régulier.
Corollaire. Pour construire un polygone régulier d'un nombre de côtés déterminé, quand la longueur de ses côtés est arbitraire , il suffit donc de décrire à volonté une circonférence, de la diviser en autant de parties égales que le polygone doit avoir de côtés, et de joindre deux à deux par des cordes les points de division consécutifs.
268. Théorème. Tout polygone régulier est inscriptible au cercle. Par trois sommets consécutifs A, B, C, d'un polygone régulier
ABCDEFG (fig. 215), faisons passer une circonférence. Du centre 0 de cette circonférence , abaissons sur BC la perpendiculaire 01, qui divisera la corde BC en deux parties égales (97, Corel. I) ; puis joignons AO et OD. Si Ton fait tourner le quadrilatère ABIO autour de 01 comme charnière jusqu'à ce qu'il vienne se rabattre sur le quadrilatère OICD, les angles BIO et CIO étant droits, la ligne IB suivra la direction de IC ; et comme IB=IC, le point B tombera en C. Les angles ABI et ICD étant égaux, puisque le polygone proposé est régulier, la ligne BA suivra la direction de CD ; et comme AB=CD, le point A tombera en D. Les droites OA et OD auront donc les mêmes extrémités, et coïncideront ; donc elles sont égales, et par conséquent le point D est sur la circonférence décrite du point 0 comme centre, avecOA pour rayon, c'est-à-dire sur la circonférence qui passe par les trois points A, B, C. Ainsi donc , la circonférence, qui passe par trois sommets consécutifs d'un polygone régulier, passe aussi par le sommet suivant, et par conséquent par tous les sommets du polygone ; c'est-à-dire que ce polygone est inscriptible au cercle.
269. Remarque L Le centre du cercle circonscrit à un polygone régulier est ce qu'on nomme le centre de ce polygone ; et Ton nomme rayon de ce même polygone la droite qui joint son centre à l'un de ses sommets, c'est-à-dire le rayon du cercle circonscrit.
270. Remarque IL L'angle formé par deux rayons consécutifs OA , OB (flg. 216), d'un polygone régulier, est ce qu'on nomme Vangle au centre de ce polygone. Cet angle a la même valeur quels que
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soient les deux rayons consécutifs que Ton considère ; ainsi , par exemple, COD=AOB ; car les arcs CD et ÀB, qui servent de mesure à ces angles , sont égaux , puisqu'ils sont sous-tendus par des cordes égales.
La somme de tous les angles au centre d'un même polygone, équivaut à 4 angles droits (59). Pour obtenir la valeur de Tangle au centre dans un polygone régulier, il faut doue diviser 4 angles droits par le nombre des côtés de ce polygone. On trouve ainsi que la valeur de l'angle au centre , exprimée en fraction d'angle droit , est :
Pour le triangle équilatéral de | d'angle droit ;
le carré de 1 angle droit;
le pentagone régulier , de ^ d'angle droit ;
l'hexagone de | ou f
l'octogone de | ou |
le décagone de -^ ou {
le dodécagone de ^ ou ^
le pentédécagone de ^
etc. etc.
L'angle au centre est le supplément de l'angle formé par deux côtés consécutifs ; car le premier ayant pour valeur | et le second ^==^ ; si l'on fait la somme, on trouve ^^V~^ eu 2 angles droits.
271. Remarque III. Les rayons OÀ, OB, OC, etc., menés à tous les sommets d'un polygone régulier, le partagent en autant de triangles qu'il y a de côtés. Tous ces triangles sont isocèles, et égaux entre eux comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun.
II résulte de cette égalité de triangles , que les angles ABO et CBO sont égaux ; ainsi le rayon OB divise en deux parties égales l'angle ABC du polygone ; le rayon OC divise pareillement en deux parties égales l'angle BCD; et ainsi des autres.
S7S. Théorème. Si l'on divise une circonférence en un certain nombre de parties égales, et que par tous les points de division, m, ïi, p^ etc. (fig. 217)^ on mène des tangentes à cette circonférence, la figure qui en résulte est un polygone régulier.
En effet : joignons mn^ np^ etc. Les triangles mBn, nCp, etc., anront les bases égales, mn=np=etc,^ comme cordes sous^tendant des arcs égaux. De plus, les angles adjacents à ces bases, formés chacun par une tangente et une corde aboutissant au point de tan* gence, auront pour mesure la moitié de chacun des arcs égaux mn, np, etc., et seront par conséquent égaux. Les triangles considérés sont donc égaux , comme ayant un côté égal adjacent à des angles égaux. Il en résulte l"" que tous les angles, B, C, D, etc., sont égaux ; 2" qu'on a wB = Bn=nC = Cjp=?etc. DoncBC, double de Bw,
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égale CD, double de Cp; et ainsi de suite. Le polygone ÀBCDEF a donc tous ses angles égaux et tous ses côtés igànx : donc c'est un polygone régulier.
Corollaire. Pour construire un polygone régulier, d'un nombre de côtés déterminé , quand la grandeur de ses côtés est arbitraire, on peut donc décrire à volonté une circonférence , la diviser en autant de parties égales que le polygone doit avoir de côtés, et mener par tous les points de division des tangentes à cette circonférence.
975. ThborAiie. Tout polygone régulier est circomcriptible au cercle.
Soit ABCDEF (fig. 217) un polygone régulier, et soit 0 le centre du cercle qui serait circonscrit à ce polygone. Les côtés AB, BC CD, etc., seraient des cordes de ce cercle, et puisqu'elles sont égales, les perpendiculaires abaissées du point 0 sur ces cordes seraient égales (99). Si donc, du point 0 comme centre, avec Tune de ces perpendiculaires pour rayon, on décrivait une circonférence, elle passerait par le pied de chacune de ces perpendiculaires, c'est-à-dire par le milieu de chacun des côtés donnés, et serait tangente en ce point à ce côté (i02). Donc le polygone proposé serait circonscrit à cette circonférence.
Remarque h La perpendiculaire abaissée du centre d'un polygone régulier sur l'un de ses côtés, soit 01 (fig. 215), se nomme Y apothème du polygone. D'après ce que nous venons de voir, tous les apothèmes sont égaux.
Rehàrque il Ce qui précède fait voir facilement que dans un polygone régulier tout est symétrique de part et d'autre d'un même rayon ou d'un même apothème. Les apothèmes et les rayons (prolongés) sont donc autant d'axes de symétrie.
274. TBéoRiME. Les périmètres de deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés , sont entre eux comme les rayons ou comme les apothèmes de ces polygones.
Soient AB (fig. 218) un côté de l'un des polygones, OA son rayon, OH son apothème, ab^ ao^ oh^ les lignes homologues dans le second polygone. Puisque ces polygones ont, par supposition, le même nombre de côtés, leurs angles FAB et fab sont égaux (96IS); leurs moitiés OAB et oab sont donc égales (271). Les triangles rectangles AOH, ooA, ayant un angle aigu égal, sont équiangles, et par conséquent semblables ; on a donc :
AH:aA::AO:ao::OH:oA.
Mais si Ton désigne par V eXp les périmètres de ces polygones, on a, en vertu du corollaire du n<» 266,
P:/>:;AB-aô,
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etparoonséquent f:p::^AB:^abf
c'est-à-dire , P: jp : : AH : ûA.
k cause du rapport commun entre cette dernière proportion et la première , on a donc :
V:p::kO:ao::OIL:oh
S7tt. Problè». Étant donnés le nombre des côtés funpolfç&nê régulier, et la langueur d'un de ses côtés, construire ce polygone.
Traçons une circonférence quelconque» divisons»la en autant de parties égales que le polygone proposé doit avoir de côtés. Soient ùy 6, c, dy e (fig. 219), les points de division. Tirons les droites Oa, 06, Oc^ 0(2, Oe, Tirons encore a6, et prenons sur cette droite, à partir du point a, une longueur ak égale au côté donné du polygone à construire. Menons kB parallèle à Oa. Du point 0 comme centre , avec OB pour rayon , décrivons une circonférence , qui coupera le prolongement des droites Oa, Oc, etc. , aux points A, C, etc. Joignons ces points consécutivement par les droites AB, CD, etc. , le polygone ABCDE sera le polygone demandé.
Car, les angles au centre a06, bOc^ cOdj etc., ayant pour mesure les arcs égaux a&, bc^cd, etc., sont égaux. Donc les arcs AB, BC, CD, etc., qui peuvent aussi servir de mesure à ces angles, sont égaux , et ABCDE est un polygone régulier qui a le nombre de côtés demandé. De plus , comme on a Oa=Ob , et OA = OB, il en résulte la proportion Oa : OA :: Ob : OB. Ainsi AB est parallèle h ab (140); la figure AB^ est donc un parallélogramme, et Ton a AB = ak; c'est-à-dire que le côté du polygone ABCDE est égal au côté donné. Ce polygone remplit donc toutes les conditions du problème.
Remarque. Il ne serait pas nécessaire de recourir à cette construction si le polygone régulier demandé était un triangle équilatéral ou un carré. Dans le premier cas, on tracerait une droite AC (fig. 161 ) égale au côté donné; des points A et C comme centres , avec AC pour rayon , on décrirait deux arcs de cercle qui se couperaient en B, au troisième sonmiet du triangle.
Nous avons vu au n*" 287 comment on construit un carré.
276. Paoblèms. Étant donné un polygone régulier mnp« etc. (fig. 217) inscrit à un cercle, circonscrire à ce cercle un polygone régulier d*vn même nombre de côtés.
Par tous les sommets ?», n^p^ etc., du polygone donné menons des tangentes ; ces tangentes seront les côtés du polygone demandé (272).
RnuRQUE. L'arc mn est plus grand que sa corde; mais ce même arc est moindre que la ligne brisée mBn qui l'enveloppe. Si Ton
répète ce raisonnement pour tous les arcs np^pq^ etc., on verra que la circonférence du cercle est plus grande que le périmètre du polygone inscrit, mais moindre que le périmètre du polygone circonscrit. Ce résultat est indépendant du nombre de côtés des polygones.
277. Si Ton veut que le polygone circonscrit ait ses côtés parallèles à ceux du polygone inscrit, on opère d'une autre manière. Soit àbcdc (fig. 220) le polygone inscrit : on abaisse du centre sur les côtés les perpendiculaires om, on, op, og, or; ces perpendiculaires divisent en deux parties égales les arcs ab^bc^cd^ de, ea ; or, ces arcs étant égaux , leurs moitiés sont égales -yinb-^-bn, c'est-àdire mn équivaut donc kmb'\-amy c'est-à-dire kab. En répétant ce raisonnement, on verrait que la circonférence est divisée aux points m , H , p , g , r, en un môme nombre de parties égales qu'aux points a, 6, r, d, e. Si donc par les points m, n, p, 9, r, on mène à cette circonférence les tangentes A.B, BC, CD, DE, ÊÂ, le polygone ABCDE qui en résultera sera régulier et aura le môme nombre de côtés que le polygone donné. De plus , ils auront leurs côtés parallèles deux à deux ; car AB, par exemple, étant perpendiculaire à l'extrémité de om, puisqu'elle est tangente au point m, est parallèle à ab, qui est aussi perpendiculaire à om.
Remarque. On reconnaît sans peine que les trois points 0, a, A, sont en ligne droite. Car si l'on joint oA , les deux triangles rectangles roA et k.om ont l'hypoténuse Ao commune, et le côté or=om ; ils sont donc égaux, et l'on a l'angle roA = Ao?n. Donc Ao divise l'angle rom en deux parties égales ; cette bissectrice passe donc par le milieu de l'arc rm qui sert démesure à l'angle rom, c'est-à-dire par le point a. On prouverait de même que les trois points o , 6 , B, sont en ligne droite; et ainsi des autres.
278. Proelémb. Étant donné un polygone régulier inscrit à un cercle, inscrire à ce cercle un polygone régulier d'un nombre de côtés double.
Soit ABCDE (fig. 221 ) le polygone inscrit donné. Divisons les arcs AB, BC, etc., chacun en deux parties égales, aux points m, n, etc.; joignons Am, mB, Bn, nC, etc.; le polygone qui en résultera remplira les conditions du problème. Car tous les arcs Am, ?/2B, Bn, nC, etc., seront égaux, et en nombre double de celui des arcs AB, BC, etc. (267).
Remarque. La droite AB est plus courte que A^n -|- mB ; de même la droite BC est plus courte que Bn -|- nC ; et ainsi de suite. Il en résulte que le périmètre ABCDE est moindre que le périmètre kmBnCpDqEr. Ainsi quand on double le nombre des côtés d'un polygone inscrit , son périmètre augmente.
279. Problème. Étant donné un polygone régulier circonscrit à
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vn cercle, eireonserire à ce cerck un polygone régulier d'nn notn^ hre de eûtes double.
Soient m, n, p, g, r (fig. 222 ), les points où le polygone circonscrit donné touche la circonférence. Divisons en deux parties égales chacun des arcs mn, np^ pq^ qr, rm. Par les points de division a, b, c, d, €, menons des tangentes : le polygone qui en résultera remplira les conditions du problème; car tous les arcs ma^an^nh^ bp, etc., seront égaux, et en nombre double de celui des arcs mn , np, pq, etc., c'est-à-dire en nombre double de celui des côtés du polygone donné (272).
BnfAaQDE/ La droite hk est moindre que Ah-}- kk. Si l'on répète cette observation pour tous les angles du polygone donné, il sera facile d'en conclure que le périmètre du polygone obtenu est moindre que le périmètre du polygone donné. Ainsi , quand on double le nombre des côtés du polygone circonscrit, son périmètre diminue.
MO. Problème. Étant donné un polygone régulier inscrit d'un nombre pair de côtés, inscrire au même cercle un polygone régulier d'un nombre de côtés sous^double.
Soit AnîBnCpDqEr (fig. 221) le polygone donné; joignons les sommets de deux en deux par les droites AB, BC, CD, DE, EA ; le polygone ainsi obtenu satisfera aux conditions du problème ; car les arcs Am, mB, Bn, nC, etc., étant égaux, il en est de môme du double de ces arcs, et par conséquent des arcs AB, BC, etc. (267).
281. Problème. Étant donné un polygone régulier circonscrit, d'un nombre de côtés pair, circonscrire au même cercle un poly-^ gone régulier d'un nombre de côtés sous-double.
Soit hkxyzuvtsl (fig. 222) le polygone donné. Prolongeons les côtés de deux en deux, par exemple to, yz^ wv, ts^ Ih; le polygone ABCDE, qui en résultera, satisfera aux conditions du problème ; car les arcs ma, an, nb, bp, etc., étant égaux, il en sera de même du double de ces arcs, et par conséquent de mn, np.pq, etc. (272).
282. On voit, par ce qui précède, que lorsqu'on sait inscrire à une circonférence un polygone régulier d'un certain nombre de côtés, on peut lui inscrire un polygone régulier d'un nombre de côtés double ; rien n'empêche alors de doubler encore le nombre des côtés, et ainsi de suite. Si le polygone qu'on sait inscrire a un nombre pair de côtés , on peut inscrire un polygone régulier d'un nombre de côtés sous-double. Enfin, sachant inscrire un polygone régulier quelconque, on sait circonscrire à la môme circonférence un polygone semblable. Tout se réduit donc à savoir inscrire les polygones réguliers , c'est-à-dire à savoir diviser la circonférence en parties égiales. Nous avons vu que, dans la pratique, cette division peut toujours s'effectuer à l'aide d'un tâtonnement que l'adresse ou l'habitude abrègent. Mais il est des cas nonibreux où cette divisio»
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s*opère d*ùne manière rigoureuse et sans tâtonnements, en 8*appuyant sur quelqu'une des propriétés du polygone régulier qu'on se propose d'inscrire ; c'est ce que nous allons faire voir.
Problâmb. Inscrire un carré dans un cercle
Tirons deux diamètres perpendiculaires entre eux.AB et CD ( fig. 223) , et joignons les extrémités de ces diamètres par les cordes AC, CB, BD, DA ; le quadrilatère ACBD sera un carré; car les angles AOC, COB, BOD, DOA étant égaux , puisqu'ils sont droits, les arcs AC, CB, BD, DA, qui leur servent de mesure , sont égaux aussi (207).
Corollaire. En doublant successivement le nombre des côtés, on inscrirait les polygones de 8, 16, 32, 64, 128 côtés, et ainsi de suite.
Problème. Inscrire au cercle un hexagone régulier
Soit AB (fig. 224) le côté d'un hexagone régulier inscrit; tirons les rayons OA, OB. Le triangle AOB est isocèle, ainsi les angles AOB et OBA sont égaux. L'angle au centre AOB ayant pour valeur I d'angle droit (270), la somme des deux autres équivaut à 2 angles droits moins | d'angle droit, c'est-à-dire à ^ d'angle droit; et, puisqu'ils sont égaux, chacun d'eux vaut la moitié de cette somme ou f d'angle droit. Le triangle OAB est donc équiangle , et par suite équilatéral. Le côté AB de l'hexagone inscrit est donc égal au rayon OA.
Pour diviser une circonférence en 6 parties égales , il suffît donc de porter 6 fois sur cette circonférence une ouverture de compas égale à son rayon.
Corollaire. Si Ton joint de deux en deux, par des cordes, les sommets de l'hexagone régulier ABCDEF, on aura le triangle équilatéral inscrit ACE.
En doublant, au contraire, le nombre des côtés, on inscrira successivement les polygones réguliers de 12, 24, 48,96 côtés, et ainsi de suite.
Bemarque. Soit AB ( fig. 225) le quadrans ; portons de A en C une ouverture de compas égale au rayon OA; l'arc AC, d'après ce que nous venons de voir , sera le 6* de la circonférence ; l'arc CB équivaudra donc k{ — ^, c'est-à-dire à ^f^ ou ^ de cette circonférence. La corde de l'arc CB sera donc le côté du dodécagone régu< lier inscrit. Cette remarque permet d'éviter la bissection des arcs que sous-tendent les côlés de l'hexagone régulier.
On verrait de même que , si AI est la moitié du quadrans , c'est-àdire la 8* partie de la circonférence, l'arc IC équivaudra à ^ — ^, c'est-à-dire à ^ ou ^ de cette circonférence , et que , par conséquent, la corde de l'arc IC est le côté du polygone régulier inscrit (le 24 côtés.
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98it. PBOBLÈn. Inscrire au cercle un décagone réffuNer.
Soit AB (fig. 226) le côté du décagone régulier inscrit. Tirons les rayons OA, OB; le triangle AOB sera isocèle, et les angles OAB, OBA égaux. L'angle au centre AOB équivaut à | d'angle droit (270), la somme des deux autres équivaut donc à 2 angles droits moins f d'angle droit , c'est-à-dire à | d'angle droit ; et, puisqu'ils sont égaux, chacun d'eux vaut la moitié de cette somme, ou ^d'angle droit. Chacun de ces angles est donc le double de l'angle AOB. Divisons l'un d'eux, OBA par exemple, en deux parties égales par la droite BI ; chacun des angles ABl, IBO vaudra | d'angle droit; le triangle IBO sera donc isocèle ; il en sera de môme du triangle ABI, car l'angle en A valant f et l'angle en B valant {, il en résulte que l'angle AIB vaut | comme l'angle A
On aura donc AB = BI = 10.
Mais BI étant la bissectrice de l'angle ABO, on a (S09) dans le triangle AOB :
AI: IO::IO:OA
c'est-à-dire que le rayon AO est divisé au point I en moyenne et extrême raison. Or, AB = IO ; donc le côté du décagone régulier inscrit est égal à la plus grande des deux parties du rayon divisé en moyenne et extrême raison.
Pour diviser une circonférence en 10 parties égales , il faut donc partager son rayon en moyenne et extrême raison (i7i),et porter dix fois de suite sur cette circonférence une ouverture de compas égale à la plus grande des deux parties du rayon ainsi divisé.
Corollaire. Si Ton joint de deux en deux par des cordes les sommets du décagone régulier ABCDEFGHKL, on obtient le pentagone régulier inscrit ACEGE.
Si, au contraire, on double successivement le nombre des côtés, on inscrira les polygones réguliers de 20, 40, 80, 160 côtés, et ainsi de suite.
Reharqcr. Soient AB(fig. 227) la 6* partie de la circonférence, et AC la 10* partie de cette circonférence , arcs que nous savons obtenir rigoureusement d'après ce qui précède. La différence CB de ces deux arcs équivaudra à ^ — -J^, c'est-à-dire à ^ ou ^^ de la circonférence ; la corde de l'arc BC sera donc le côté du pentédécagone régulier inscrit.
En doublant le nombre des côtés , on inscrirait successivement les pcrfygones réguliers de 30, 60, 120, 240 côtés, et ainsi de suite.
28S. Si l'on avait à diviser une circonférence en 360 parties ou degrés, on pourrait réduire de beaucoup, à l'aide de ce qu'on vient de voir, le nombre des
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tâtonnemenU nécessaires. Car d'a1>ord , sachant inscrire rigoureusement le polygone régulier de 120 côtés, ou, ce qui revient au même, trouver la 120* partie de la circonférence , le tiers de celte 120* partie, qui s'obtiendrait par tâtonnement sans beaucoup de peine, en serait la 360« partie, c'est-à-dire l'arc d'un degré.
On pourrait encore diviser la circonférence rigoureusement en 3 parties; diviser par tâtonnement chacune de ces 3 parties en 3 autres; on aurait ainsi la 9* de la circonférence. On sait en obtenir la 10" partie exactement; la différence de ces deux arcs vaudrait ^—îV ou ^ de la circonférence; et en prenant le quart par deux bisseclions successives qui peuvent s'effectuer rigoureusement (IIS) , on aurait la 360* partie de la circonférence, ou l'arc d'un degré.
287. En récapitulant ce qui précède, on volt que Ton sait inscrire rigoureusement et sans tâtonnement aucun , les polygones réguliers dont le nombre de côtés est exprimé par Tun des nombres:
3, 4, 6, 6, 8, 10, 12, 16, 16, 20, 24, 30, 32, 40, 48, 60, 64, 80, 96, 120, 128, 160, 192, 240, 256, 320, 384, 480, 512, etc.
Remarquons toutefois que, dans la pratique, on n'obtient pas toujours par ces procédés, fondés sur des principes rigoureux, toute Texactitude qu'ils semblent promettre. Le nombre des opérations nécessaires pour diviser, par exemple , le rayon en moyenne et extrême raison, multiplie tellement les chances d'erreur, qu'avec tout le soin possible il n'en résulte pas une exactitude plus grande que par l'emploi d'un tâtonnement bien dirigé : dans beaucoup de cas même le tâtonnement aurait l'avantage. Mais toutes les fois qu'il s'agira de diviser une circonférence en 3, 4, 6, 8, 12 parties égales, les méthodes exactes seront en même temps celles qui conduiront le plus promptement au résultat.
288. Par des méthodes trigonométriques^ on peut calculer le côté d'un polygone régulier d'espèce déterminée, quand on connaît le rayon du cercle inscrit Si l'on prend pour unité le rayon de ce cercle , on en déduit pour le côté de chaque polygone régulier inscrit la valeur suivante :
Nombre des c6tég. Longueur du o6té.
etc. etc.
GÊOMÊTAIIÎ PLAME. 125
Pour obtenir a l'aide de celle table la longueur du eôlé d'un polygone régulier d'espèce déterminée dont on connaît le rayon, il aulRt de multiplier ce rayon par le nombre correspondant t'n^ de la table. Par exemple, dans un cercle dont le rayon aurait 5", le côté de Toctogone régulier inscrit aurait 5-xO,7664, c'est-à-dire a-,8î7.
Si Ton connaissait au contraire le côté d'un polygone régulier d'espèce déterminée et quil s'agit de trouver son rayon, il faudrait diviser le côlé donné par le nombre correspondant tiré de la table. Si , par exemple, on veut construire un pentagone régulier dont le côlé ait 4*, il faudra llnscrire dans une circonférence dont le rayon ait , ^1^^^^ , c'est-à-dire 3",402 environ.
!Ces calculs sont fondés, comme on voit, sur ce que deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont des figures semblables, et que leurs côtés sont proporlionnels à leurs rayons.
289. Applications. La forme des polygones réguliers se reproduit souvent dans les constructions. Les bassins qui ornent les jardins ont souvent la forme d'un hexagone ou d'un octogone régulier. Les tapis de verdure, les parterres présentent quelquefois la même forme. 11 y a des salons, dits octogones, dont le plancher et le plafond sont des octogones réguliers ; le plancher des kiosques est presque toujours un hexagone ou un octogone régulier.
Mais c'est surtout dans le carrelage et le parquetage des appartements qu'on emploie le plus souvent ces figures.
La somme de tous les angles formés autour d'un même point étant égale à quatre angles droits , pour pouvoir couvrir un parquet avec des polygones réguliers égaux , il faut que l'angle de chacun de ces polygones soit une partie aliquote de quatre angles droits. C'est ce qui a lieu pour le triangle équilatéral ; car son angle, qui vaut l d'angle droit , est la 6* partie de 4 angles droits. Cela a lieu également pour le carré, puisque son angle étant droit , est le quart de 4 angles droits. Cela a lieu encore pour l'hexagone régulier, parce que son angle , qui vaut i d'angle droit , est le tiers de 4 angles droits. On peut donc former un parquet avec des triangles équilatéraux assemblés 6 à 6 ^flg* 228) ; avec des carrés assemblés 4 à 4 (fig. 199 et 229) ; ou avec des hexagones réguliers assemblés 3 à 3 (flg. 230).
On ne pourrait pas employer des pentagones réguliers, parce que l'angle de ces polygones, qui vaut | d'angle droit, n'est pas une partie aliquote de 4 angles droits. On le pourrait encore moins avec des polygones d'un nombre de côtés supérieur à 6, parce qu'alors trois des angles de ces polygones feraient une somme plus grande que quatre angles droits. Hais on obtient de nouvelles dispositions en employant conjointement plusieurs espèces de polygones réguliers. Ainsi l'on recouvre un parquet avec des octogones et des carrés (flg. 231); avec des hexagones et des triangles équilatéraux (flg. 232); avec des dodécagones et des triangles équilatéraux (flg. 233).
Quelquefois aussi on emploie conjointement des polygones réguliers et d'autres polygones qui ne le sont point , mais qui sont seulement disposés avec régularité. C'est ainsi que l'on recouvre un parquet avec des hexagones réguliers et des losanges (flg. 234), ou avec des octogones, des carrés et des trapèzes rectangulaires (fig. 235).
On est obligé de tracer une série de triangles équilatéraux , disposés comme dans la figure 228, lorsqu'on veut dessiner la base d'une pile triangulaire de boulets. On donne pour côté à ces triangles le diamètre des boUlets ; et de chaque sommet comme centre , avec un rayon égal à la moitié de ce côté , on décrit des circonférences qui se touchent mutuellement comme l'indique la figure 236, puisque partout la dislance des centres est égale h la somme des rayons. Il y a des vitraux , composés de vitres circulaires, qui offrent une dis- IK>sillon analogue.
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290. Outre le tracé des polygones réguliers, beaucoup d'autres circonstances nécessitent la di^lon de la circonférence en parties égales. Nous avons déjà vu que celte division est indispensable pour graduer le limbe des instruments destinés à la mesure des angles.
Pour dessiner la rose des vents, qui figure dans les boussoles, il Taut tracer une circonférence et la diviser en 32 parties égales. Les 32 points de division sont les sommets des pointes ou flèches qui désignent les 32 aires du vent, c'est-à-dire ses 32 directions pr'mcipales. On donne ordinairement à la rose des vents la disposition qu'indique la figure 237 : les côtés des flèches sont tous tangents à une même circonférence , concefUriqw à celle dont nous avons parlé tout à l'heure, c'est-à-dire ayant même centre. Les flèches qui répondent aux quatre points cardinaux nord, sud, est, ouest, couvrent toutes les autres ; celles qui correspondent aux quatre points intermédiaires nord-est , nord-ouest, sudest, sud-ouest, sont en partie cachées par les précédentes, mais couvrent toutes les autres. Les flèches intermédiaires entre les huit que nous venons de nommer, sont en partie cachées par elles; elles répondent aux huit aires suivantes: nord-nord-est (c'est-à-dire direction intermédiaire entre le nord et le nord-est;, puis nord-nord'Ouest , sud-sud-est, sud-sud-ouest , est~nord-est , est-sud-est, ouest^nord'ouest , ouest-sud-ouest. Les seize autres flèches ne montrent que leur pointe ; elles répondent aux aires intermédiaires entre les seize précédentes, et qui portent les noms suivants : nord-est-quarl^nord, c'est-à-dire entre le nord et Vest, au quart de la distance à partir du nord; puis nordrest^uart-est , c'està-dire entre le nord et Vest, au quart de la dislance à partir de Vest; et ainsi des autres. La distance entre deux aires de vent consécutives est ce qu'on nomme un rhumb.
291. On a recours à la division de la circonférence en parties égales, pour tracer les étoiles, les rosaces qu'on emploie comme ornement dans les arts.
Dans la figure 238, la circonférence est divisée en 6 parties égales, et les arcs intérieurs sont décrits des points de division comme centres, avec le rayon même du cercle.
Dans la figure 239, la circonférence est divisée en 12 parties égales; elles arcs intérieurs sont décrits comme dans la figure précédente.
Pour exécuter la rosace de la figure 240, on trace du même centre deux circonférences difrérentes, indépendamment de celles qui forment le bord et la partie centrale. On divise la circonférence extérieure en 12 parties égales , et l'on mène des rayons aux points de division. On exécute alors dans chaque angle le dessin indiqué par la figure; et l'on donne ainsi à la rosace cette régularité qui la rend agréable à rœil, et que l'on ne pourrait oblemr sans cette méthode.
On dessinera de la même manière Vimposte, ou dessus de porte, représenté par la figure 241, et la croix de la Légion d*honneur, représentée par la figure 242.
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CHAPITRE V
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S9S. Nous avons vu que 8i Ton inscrit à un cercle un polygone régulier, et qu'on lui circonscrive un polygone semblable, la ctr^ conférence de ce cercle est toujours plus grande que le périmètre du polygone inscrit, et moindre que le périmètre du polygone circonscrit (276). Nous avons vu, en outre, que si l'on double le nonabre des côtés de ces polygones, le périmètre du polygone inscrit augmente (978), tandis que le périmètre du polygone circonscrit diminue (879). À mesure que le nombre des côtés augmente, ces deux périmètres approchent donc de plus en plus l'un de l'autre; et puisque la circonférence du cercle est comprise entre eux, chacun d'eux approche de plus en plus d'être égal à cette circonférence. Il est donc naturel de regarder cette circonférence elle-même comme le périmètre d'un polygone régulier d'un nombre infini de côtés infiniment petits. Cette manière de considérer les circonférences s'accorde d'ailleurs avec le point de vue sous lequel on envisage, en général, toutes les lignes courbes, et elle conduit immédiatement à des résultats importants.
n est facile de démontrer que la diflérenee entre le périmètre du polygone régulier inscrit, et celui du polygone semblable circonscrit, peut être rendue moindre q[ue toute quantité donnée , en mulUpUant suffisamment le nombre des cdlés.
Soient en eflét ABGDE et dbcde (fig. 230) ces deux polygones, P et p leurs périmètres, Om et Ot leurs apothèmes. D'après le théorème du n* S74, on aura
P:p::0m:0t ou P:p::0a:0i,
d'oii P— p:P::0a— Ot:Oa,
P-,=.m^2iï
Oa
Or, Oa est le rayon du cercle, quantUé constante ; P diminue à mesure que le nombre des côtés augmente ; de plus, dans le triangle aOt, on a ûa^Oi <at; d'où , ^ plus forte raison , Oa — Ot < am.
Mais am peut être rendu aussi petit que Ton veut, en mullipllant suffisamment le nombre des côtés ; donc le second membre de [1] peut lui-même être rendu aussi petit qu'on le voudra.
995. TniORÈn. Les circonférences des cercles sont entre elles comme leurs rayons ou cmnme leurs diamètres.
£n effet, d'après ce que nous venons de dire, on peut considérer deux cercles quelconques conune deux polygones réguliers
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semblables d'un nombre infini de côtés; en vertu du théorème du n"" S74 , les périmètres de ces polygones sont donc entre eux comme leurs rayons, c'est-à-dire, que les circonférences de ces cercles sont entre elles comme leurs rayons.
D*ailleurs, les diamètres étant le double des rayons, sont entre eux comme ces rayons ; ainsi les circonférences sont aussi entre elles comme leurs diamètres.
Corollaire I. Pour tracer une circonférence qui soit le double, le triple, etc., d'une circonférence donnée , il sufSt donc d'employer un rayon double , triple , etc.
Corollaire II. Soit AB (Gg. 243) une droite quelconque , partagée en un point C en deux parUes quelconques ; si sur la droite enUère el sur les deux parUes on décrit les demi-circonférences AmB, AnC, GpB, la demi-circonférence décrite sur la ligne enlière équivaudra à la somme des deux autres. Car on aura
AnC:CpB:: AG:CB,
d*oii AnG + CpB:AnC::AG + CB:AG ou ::AB:AG.
Mais on a aussi AmB : AnC :: AB : AC.
Ces deux proportions ayant trois termes communs, il faut que le premier soif égal de part et d'autre , et qu'on ait
AHC+CpB=^AmB.
294. Applications. 1. Quand on construit des roues dentées , qui doivent engrener Tune avec l'autre , il est nécessaire de déterminer les diamètres des circonférences primUives (142, I), de manière que les vilesses de rotation soient dans un rapport donné. Supposons , par exemple , que l'une des deux roues doive faire 5 lours quand l'autre en fera 3 ; comme , par l'efTct du conlact de ces roues , le mouvement relatif de leurs circonférences primiUves est le même que si elles se développaient l'une sur l'autre, il faudra que 5 fois la circonférence de la première équi vaille à 3 fois la circonférence de la seconde , ou , en nommant C et G' ces circonférences, qu'on ait Cx5=Cx3 , d'où l'on tire
mais, en vertu du théorème précédent, si Ton nomme R et R' les rayons de ces circonférences , on aura
CîC «sRzR;
donc , à cause du rapport commun ,
C'est-à-<lire qu*il faut que les rayons de ces roues soient en raison inverse des vitesses qu'elles doivent avoir.
Il en serait de même si les roues, au lieu d'être dentées, se communiquaient mutuellement le mouvement par le simple contact ou \ l'aide d'une courroie sans fin.
11. Quand une voiture se meut sur le sol , en ligne droite par exemple , tous les points de la circonférence de ses roues viennent tour à tour appuyer sur le terrain , comme si ces circonférences s'y développaient continuellement. Il en résulte que , dans un temps donné , chaque roue fait d'autant plus de révolulions que sa circonférence est moindre ; en sorte que leurs vitesses sont en raison inverse de leurs circonférences, ou, ce qui revient au même d'après le
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théorème précédeni , eu raison inverse de leurs diamètres ou de leurs rayons. Si, par exemple, les diamètres des roues de devant et des roues de derrière sont entre eux comme 2 est à 3 , les vitesses de ces mêmes roues sont entre elles comme 3 esl \ 2.
C'est pour celte raison que les roues de devant usent beaucoup plus leurs essieux , et ont plus souvent besoin de réparations que les roues de derrière.
fiOS. Dans les cercles égaux , nous avons vu qu'un même angle au centre est mesuré par des arcs égaux. Il n*en est plus de môme dans des cercles différents : les arcs qui, dans des cercles inégaux, servent de mesure à un même angle au centre sont ce qu'on appelle des arcs semélables.
Théorème. Les arcs semblables sont entre eux comme leurs râpons.
Soient AB et ab (fig. 244) deux arcs semblables, c'est-à-dire servant de mesure aux angles égaux kOB=aob, dans les cercles dont les rayons sont ÀO et ao. On aura d'abord (41) :
AB : cire AO : : AOB : 4 angles droits ,
et ab : cire ao::aob:4 angles droits.
Puisque AOB=aoft, ces deux proportions ont un rapport commun; les deux autres rapports sont donc en proportion, et l'on a
AB : circAO ::ab: circao, ou AB :ab:: cire AO : cire ao.
Mais , d'après le théorème précédent , on a
cire AO : cire ao : : AO : ao ;
donc, à cause du rapport commun entre cette proportion et la précédente,
ABiab:: kOiao.
ÎM. Applications. L.orsque deux roues sont montées sur le même axe , leur titetse angulaire est la même, c'est-à-dire que leurs rayons décrivent des angles égaux dans le même temps. Mais il n'en est pas de même de la vitesse efTective des différents points de leurs circonférences. Les arcs décrits par ces points dans le même temps correspondent à des angles au centre égaux : ce sont donc des arcs semblables ; et ces arcs sont proportionnels à leurs rayons. Ainsi , les vitesses des circonférences de deux roues solidaires ou montées sur le même axe, sont entre elles comme les rayons de ces roues.
En général , la vilesse d'un point quelconque d'une roue , qu'il soit pris à sa circonférence ou en dedans de celle circonférence, esl proportionnelle à la distance de ce point à l'axe de rotation.
C'est en combinant ce principe avec celui des engrenages , qu'on parvient a obtenir les vitesses de rotation considérables qui sont nécessaires dans plusieurs fabrications , et notamment dans les filatures.
2^7. Théorème. Les angles au centre qui correspondent à des arcs de même longueur sont en raison interse des rayons de ces arcs,
Soient R et R' les rayons , l la longueur commuiie des deux ares , « et a' les angles au centre qui leur correspondent. On aura par le théorème du n* 41 ,
l:circR::a:4droits,
I:circR'::a':4droiti
Dans ces deux proportions les extrêmes sont les mêmes ; les produits des moyens sont donc égaux ; et Ton a
a X cire R=: a' X cire R',
d'où l'on tire a:a' :: cire R' : cire R ,
ou , en yertn du théorème du n* 2f 3,
RnuEQUc. Ce théorème trouve son application dans le tracé des engrenages.
Rectification des circonférences et des ares de cercle.
898. Si Ton désigne par C et C deux circonférences de cercle , et par D et D' leurs diamètres , on aura , en vertu du théorème du no295
C:C'::D:iy
ou, en changeant les moyens de place, C;D::C':D', C C
ou 5=5,.
C'est-à-dire, que le rapport entre une circonférence et son dia-mètre est une quantité constante , quelle que soit cette circonférence. En sorte que si cette quantité constante était déterminée une fois pour toutes , en multipliant le diamètre d*un cercle quelconque par cette quantité , on aurait sa circonférence.
On désigne ordinairement par la lettre grecque ic (prononcez pi) le rapport de la circonférence au diamètre. Si Ton représente alors par R le rayon d'un cercle quelconque, 2R sera son diamètre, et 2RX^, ou, ce qui revient au môme, 2icR exprimera sa circonférence.
899. La quantité iz est comprise entre les nombres 3 et 4. En effet, la circonférence est plus grande que le périmètre de Thexa* gone inscrit, lequel est égal à 6 fois le rayon, ou à 3^ois le diamètre ; on a donc
C>3D, d'où g ou it>3.
D*un autre côté , la circonférence est plus petite que le périmètre du carré circonscrit. Or, si mnpq (fig. 223) est ce carré, on voit
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qu'on a iftn= AB, et que par conséquent son périmètre équivaut à 4 (ois le diamètre. On a donc
C<4D, d'où g ou ir<4.
Ainsi it est compris entre 3 et 4.
Nous allons faire yoir comment on a pu déterminer sa valeur , du moins par approximation.
500. Lehmb. Étant donné le périmètre d'un polygone régulier, on peut toujours trouver un polygone régulier ayant ce périmètre, et tel que les circonférences inscrite et circonscrite à ce polygone diffèrent entre elles de moins d'une quantité donnée quelconque d.
Appelons P le périmètre donné ; concevons qu'on le divise successivement en 4, 8, 16, 32 parties , et ainsi de suite , jusqu'à ce que chacune de ces parties soit plus petite que le quart de la quantité donnée d. Soient alors n le nombre de ces parties , et AB (fig. 318) l'une d'elles. Imaginons que l'on construise sur AB un polygone régulier de n côtés; son périmètre sera égal à P, c'est-à-dire au périmètre donné.
Soient OA et OH son rayon et son apothème , ou , ce qui revient au même, les rayons des cercles inscrit et circonscrit. On aura, en vertu du théorème du n* S93 ,
drcOA:circOH::OA:OH; d'où l'on tire
drcOA— circOH : circOH :: OA— OH: OH;
et par suite
' i\L • Aw circOHx(0^"-OH) .,cire OA— cire 0H= gg • [1 J.
Une circonférence étant moindre que 4 fois son diamètre , ou que 8 fois son rayon , on a
circ0H<0Hx8, d'où ^^^^<S [2].
IVon autre côté , dans le triangle AOH , on a
OA— OH<AH, c'est-à-dire OA— OH<iAB.
Or, par hypothèse, on a
AB<^, d'où 4AB<g;
donc, à plus forte raison, on aura
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Multiplions membre à membre les inégalités [2] et [3], l'inégalité subsistera encore dans le même sens , et l'on aura
circOHx(OA— OH) ^d^^ OH ^l^^'
Mais, en vertu de la relation [1], le premier membre de cette dernière inégalité équivaut à cire OA — cire OH, et d'ailleurs le second membre équivaut à d ; on peut donc écrire
cire OA — cire OH < d ,
c'est-à-dire que la différence entre les circonférences circonscrite et inscrite est moindre que la quantité donnée d.
Corollaire. Le périmètre du polygotie étant nécessairement compris entre la circonférence du cercle inscrit et celle du cercle circonscrit, il résulte de ce qui précède que la différence entre ce périmètre et l'une de ces circonférences, est, à plus forte raison , moindre que la quantité donnée d.
Ml. Par conséquent, si l'on savait calculer les rayons des cercles inscrits et circonscrits à une série de polygones réguliers de même périmètre, mais d'un nombre de côtés toujours croissant, en multipliant suffisamment le nombre de ces côtés , on finirait par arriver à deux circonférences , l'une inscrite et Tautre circonscrite, différant entre elles d'aussi peu que l'on voudrait. La différence de leurs rayons deviendrait , à plus forte raison , moindre que toute quantité assignée , et l'on pourrait prendre le périmètre conslant des polygones pour la longueur de la circonférence correspondante à l'un de ces deux rayons. 11 serait alors facile de déduire de là ie rapport de la circonférence au diamètre , avec telle approximation que l'on voudrait. C'est ce que nous allons faire.
502. Problème. Connaissant les rayons vetKdes cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier, calcvler les rayons r' etJi' des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier de même périmètre, mais d'un nombre de côtés double.
Soit AC = a (fig. 245) le côté du polygone donné , 0 son centre, B le milieu du côté AC; on a OB=r et OA=:R. Prolongeons OB d'une quantité OD égale à OA, et joignons DA et DC. Le triangle AOD étant isocèle, l'angle DAO est égal à l'angle ODA : l'angle AOB, extérieur à ce triangle, et qui équivaut, comme on sait (i 75, Coroll . IV), à la somme des angles OAD et ODA, est donc ie double de l'angle ODA. De même l'angle BOC est le double de ODC ; donc AOC est le double de ADC. L'angle ADC équivaut donc à l'angle au centre d'un polygone régulier dont le nombre des côtés est double de celui du polygone proposé.
Cela posé, du point 0 abaissons 01 perpendiculaire sur AD; le
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triangle ÂOD étant isocèle , le point I sera le milieu de AD. Menons IH parallèle à ÀC ; nous aurons
IH:AG::ID:AD
c'est-à-dire que IH est la moitié de AG. Donc IH est le côté d'un polygone régulier de même périmètre que le polygone proposé et d'un nombre de côtés double. D'ailleurs, puisque DA égale DC^ on a DI=DH. On peut donc regarder le point D comme le centre de ce polygone, d'après ce qui a été dit tout à l'heure relativement à la valeur de l'angle ADC.
Soit m le point de rencontre des droites IH et DB; ce sera le milieu de IH, puisque les parallèles AC et IH sont coupées proportionnellement par les droites DA, DB , DC, et que le point B est le milieu de AC. On aura donc Dm = r' et ID = R^ Ce sont ces deux longueurs qu'il s'agit de calculer.
Or la similitude des triangles ImD et ABD donne
Dt»:DB::Dl:DA,
c'est-à-dire que Dm est la moitié de DB. On a donc
^ BD BO-)-OD BO-fOA '*^=T=— 2— ==— T— '
ou '•--i- [i]i
c'est-à-dire que le rayon r' est moyen arithmétique entre les rayons r et R.
Maintenant, dans le triangle rectangle OID, la droite Im, parallèle à AB et par conséquent perpendiculaire à BD, étant abaissée du sommet de l'angle droit perpendiculairement sur l'hypoténuse, on a(a04,Coroll. II):
IB"=DmxOD; d'où ID = v/DmxOD = v^DmxOA,
ou R'=:V^7><1 [2],
c'est-à-dire que le rayon R' est moyen géométrique entre les rayons r'etR.
Ainsi, lorsqu'on connaît les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier quelconque , les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier de même périmètre, mais d'un nombre de côtés double, s'obtiennent, l'un par une moyenne arithmétique , l'autre par une moyenne géométrique.
305. Pour appliquer ces moyens de calcul à la recherche qui nous occupe , on prend pour point de départ un carré , dont on représente le périmètre par 8. Le rayon du cercle inscrit est alors 1 ,
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comme nous Vavoùs vu tout à Theure. Quant au rayon du cercle circonscrit, il est facile de l'obtenir; car si AB (fig. 246) est le demicôté du carré circonscrit , 0 son centre , AO son rayon , et OB son apothème , on a, par la propriété des triangles rectangles,
AÔ*=(5B»+Aff;
mais le périmètre du carré circonscrit étant représenté par 8, son côté est égal à 2 , et son demi*côté AB est égal à 1 , et puisque le rayon OB est aussi égal à 1, et que le carré de 1 est 1, on a
A0»=l+1=2, d'où A0=s/2.
Nous avons donc r=l et R=v/2. Si Ton met ces valeurs à la place de r et de R dans les égalités [1] et [2] du numéro précédent , les valeurs de / et de R' exprimeront les rayons des cercles inscrit et circonscrit au polygone régulier de même périmètre que lec^ré d'où nous sommes partis , mais d'un nombre double de côtés , c'està-dire de 8 côtés.
Si l'on met ces nouvelles valeurs à la place de r et de R dans les égalités [1] et [2], les valeurs qu'on en déduira pour r' et R' exprimeront les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un polygone régulier, ayant toujours le môme périmètre, mais deux fois plus de côtés que le précédent , c'est-à-dire 16 côtés.
En continuant ainsi, on formera le tableau suivant :
IfOHBHB DB CÔTÉS EATON DU CERCLE RATON DC CERCLE
dû polygone. inâcrii. circonicrii.
128 1,272983 I,2733tt7...
elc. etc. elc
On voit que, pour un polygone de 4096 côtés dont le périmètre équivaut à 8 , la différence entre les rayons des cercles inscrit et circonscrit est moindre qu'une unité du 6*" ordre décimal, et comme chaque circonférence est moindre que 8 fois son rayon, la différence entre les circonférences des cercles inscrit et eirconscrit est moindre que 8 unités du 6" ordre décimal , moindre par conséquent qu'une unité du 6" ordre. Si cette approximation paraît suffisante, on peut prendre le périmètre constant des polygones, lequel a été
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supposé équivalut à 8 , pour l'une des deux circonférences , puisqu'il est compris entre elles , c'est-à-dire pour la circonférence dont le rayon est 1,273239... Ainsi une circonférence égale à 8 a un rayon égal à 1,273239... Le rapport entre cette circonférence et son diamètre y ou, ce qui revient au même, le rapport entre la demi-circonférence et le rayon est donc
rinWîF, ou f§?§§§g, ou 3,l4l59...
Or c'est ce rapport, constant pour tous les cercles (S98), que nous avons désigné par w; on a donc ^=3,14159...
Par des méthodes plus expéditives, mais qui ne sont point élén^ntaires , on a calculé le rapport de la circonférence au diamètre, jusqu'à la 140" décimale. Voici les 10 premières :
ic =3,1415926535...
504. On a cherché à exprimer ce rapport sous une forme fractionnaire simple. La plus simple des expressions de ce genre est le rapport indiqué par Archimède, ic=y=3,142... Ce rapport, comme on peut voir , est trop fort d'un peu plus d'un millième; mais cette approximation suffit dans presque toutes les applications des arts.
Si l'on veut un rapport plus rapproché , on peut prendre celui qui porte le nom de Métius , 7t=î-6| = 3,1415929... Ce rapport est, comme on voit , exact jusqu'aux millionièmes. Il est , de plus , facile à retenir; car si l'on écrit deux fois de suite sur une môme ligne chacun des trois premiers chiffres impairs, et qu'on en fasse deux groupes de trois chiffres , on obtient les deux termes de ce rapport
30tf . Afin de familiariser le lecteur avec l'emploi de ces divers rapports, nous allons résoudre quelques problèmes numériques relatifs à la mesure de la circonférence.
I. Problème. Le diamètre d'une pièce de 40 francs est de 26 millimètres, quelle est la longueur de sa circonférence ?
Pour résoudre cette question, il suffit de multiplier le diamètre 26*^ par le rapport de la circonférence au diamètre (298). Pour avoir le résultat à moins d'un lO"* de millimètre, on peut ici faire usage du rapport d' Archimède, la circonférence cherchée équivaut donc à 26"*° X", ou à 81™, 7 environ.
II. Problême. Trouver le diamètre d'un àassin circulaire dont la circonférence a 82™,7.
Puisque, pour obtenir la circonférence d'un cercle quand on a son diamètre , il faut multiplier ce diamètre par le rapport ic ; réciproquement si c'est la circonférence qui est donnée, en la divisant
par le rapport ir on aura son diamètre. Pour obtenir le quotient à moins d'un centimètre, prenons le rapport de Métius, nous aurons, pour la valeur du diamètre cherché, 82",7:f||, ou82"",7Xiç|» ou enfin 26",32.
IIL Prorlème. Le rayon de l'équateur est de 6376984"^ quel est le chemin décrit par chacun des points de sa circonférence dans l'espace d'une seconde ?
Le diamètre de Téquateur étant équivalent à deux fois 6376984" ou à 12753968'", on aura sa circonférence en multipliant ce nombre par le rapport de la circonférence au diamètre. Pour obtenir le produit à moins d'un mètre, servons-nous des huit premières décimales de la valeur de ^ indiquée plus haut ; la circonférence cherchée sera 12763968™ X 3, 14159265, ou 40067772'», en négligeant les fractions de mètre. Tel est le chemin que parcourt en 24 heures chacun des points de Téquateur. Pour en déduire le chemin qu'il parcourt en une seconde, il faut diviser ce nombre de mètres par le nombre de secondes contenues dans 24 heures , c'est-à-dire par 86400. En effectuant la division, on trouve pour quotient 46â™,7 environ.
IV. Prorlème. Le diamètre des roues de derrière d'une voiture est de l'",2; celui des roues de devant est 0"*,8; combien de tours fait chacune de ces roues, quand la voiture parcourt un espace d'un kilomètre?
Pour calculer la circonférence de la roue de derrière, multiplions 1"*,2 par le rapport 3,1416 (quand on ne prend que quatre décimales, on augmente la quatrième d'une unité, à cause du chiffre suivant, 9, que l'on néglige; c'est un moyen d'atténuer l'erreur). Le produit est 3"',7699.., ou 3'",77. Divisons maintenant 1^" ou 1000", par celte circonférence , le quotient exprimera le nombre de tours faits par la roue dont nous parlons. Ce quotient est 265,2... Ainsi la roue de derrière fait un peu plus de 265 tours par kilomètre.
Nous pourrions opérer de même pour la roue de devant ; mais les nombres de tours doivent être entre eux en raison inverse des diamètres des roues, et en désignant par x le nombre de tours faits par la roue de devant , on doit avoir
ou 2:3:: 265,2 :a?.
On tiredelà a?=^i^=397,8.
Ainsi la roue de devant fait près de 398 tours par kilomètre.
308. La rectification des arcs de cercle se déduit facilement de celle des circonférences. Si l'on désigne par A la longueur d'un arc , par N le nombre de degrés , minutes et secondes dont il se compose,
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et par C la longueur de la circonfér^ce à laquelle il appartient, on aura évidemment:
Ontiredelà A=Cx^=^,
en désignant par R le rayon.
C'est-à-dire que pour obtenir la longueur d'un arc, il faut multiplier celle de la circonférence à laquelle il appartient par le rapport entre le nombre de degrés dont il se compose, et 360 degrés.
On lire aussi de la même proportion
N-.360-Xê-— 2;jR—
C'est-à*dire que pour obtenir la valeur d'un arc en degrés et frac-» tions de degré , lorsque sa longueur est connue, ainsi que celle de la circonférence à laquelle il appartient, il faut multiplier 360* par le rapport entre la longueur de Tare et celle de la circonférence. Nous allons appliquer ces principes à des exemples numériques.
307. I. Problème. Un cercle méridien (instrument d'astronomie) a 0°*,92 de diamètre; quelle est sur sa circonférence la longueur d'un arc de \S^2&2
La circonférence de ce cercle a pour longueur 0"',92X 3,141 ou 2"',890. Si Ton désigne par x la longueur de l'arc proposé, on aura donc
IL Problème. Quel est, sur la même circonférence j tare gui a 1" de longueur.
Appelons X la valeur de cet arc en degrés et fractions de degré, nous aurons la proportion
2«,89:l"::360*:ic; d'où ir=360^XiAir, ou x= 124« 34'2",9 environ.
III. Problème. Deux lieux situés sous Véquateur sont à 5^ 17' de distance en longittide, exprimer cette distance en myriamètres.
La circonférence de l'équateur étant de 40067772"", si nous désignons par X la distance demandée, nous aurons :
360* : 5*17' :: 40067772~ : X , ou bien 21600' : 317' : : 40067772» : x.
On tire de là :
X = 490fl^772.x9t7 =588032™ environ ,
ou a?=58»y',8.
lY. Problème. Sous le 47* degré de latitude, chaque degré de longitude vaut 75782 mètres; quel est le rayon de ee parallèle?
Si Ton multiplie par 360 la valeur de chaque degré , on aura la longueur de la circonférence entière ; on trouve ainsi 27281520". Pour avoir le diamètre de cette circonférence, il faut la diviser par le rapport 3,1415926...., ce qui donne pour quotient 8683978" environ. Le rayon demandé est la moitié de ce quotient, c'est-àdire 4341989".
308. Remarque I. Si Ton n'avait à sa disposition aucune mesure, et qu'on voulût obtenir une longueur égale à la circonférence d'un cercle tracé sur le papier ou sur un tableau , on arriverait à une approximation suffisante , en remarquant que le rapport d'Àrchimède, ^, équivaut à 3 j; ce qui veut dire que la circonférence équivaut, approximativement, à 3 fois son rayon plus la septième partie de ce rayon. Cette valeur est un peu trop forte, mais Terreur ne s'élève pas à 2 millièmes, c'est-à-dire à un 500* du rayon, et cette approximation est suffisante dans les cas ordinaires. Nous ferons connaître plus tard une construction qui donne une valeur beaucoup plus approchée.
309. Remarque II. Il peut arriver qu'on ait à mesurer sur le terrain une circonférence dont le rayon est inconnu, et dont on ne peut distinguer le centre. C'est ce qui arriverait, par exemple, s*îl s'agissait de mesurer la circonférence du pied d'une tour, d'un bassin, etc. Voici comment on pourra opérer pour se procurer le rayon.
Prenez , sur la circonférence donnée , deux points k et B (fig. 247), à volonté. De ces points comme centres, avec une même longueur de cordeau pour rayon, décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en un point M; déterminez de la même manière un second point N, en changeant seulement la longueur du cordeau. Tirez la droite MN : cette droite prolongée irait passer par le centre 0 ; car, d'après la construction, elle a deux de ses points à égale distance des extrémités de la corde AB, et est par conséquent perpendiculaire sur le milieu de cette corde. Menez de la même manière une seconde droite DI qui aille passer par le centre. Au point C, intersection de MN avec la circonférence donnée, élevez CH perpendiculaire à CM. Sur le prolongement de cette perpendiculaire prenez CK=CII. Enfin menez KL parallèle à DI.
La droite CL sera égale au rayon CO. Car les deux triangles OCH et LCK seront égaux comme ayant un côté égal CK=CH , adjacent à deux angles égaux chacun à chacun , savoir, OCH = LCK comme droits, et OHC==LKC comme alternes-internes. On n'aura donc qu'à mesurer la droite CL, et l'on aura le rayon cherché.
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CHAPITRE VI
DBS ncOiSS CURTIUGHIS.
310. Toute portion de plan tenninée par une ou plusieurs lignes courbes y est une figure curviligne; et, pour ne point muIUplier les dénominations, nous étendrons celle-ci aux figures terminées en partie par des lignes droites, et en partie par des lignes courbes.
D'après l'idée que nous attachons aux mots ligne eourhe, toute figure curviligne peut être assimilée à un polygone ; ce que nous avons dit de la similitude des polygones suffira donc pour fitire comprendre ce qu'on doit entendre par figures curvilignes semblables. Les figures tracées à l'aide du pantographe (Stftf ) en offrent un exemple. Dans ces figures toutes les lignes homologues sont proportionnelles.
11 ne peut s'élever non plus aucun doute sur ce qu'on doit entendre fBT figures curvilignes égales ou symétriques. Deux figures curvilignes sont égales si l'on peut les faire coïncider en les transportant directement l'une sur l'autre ; elles sont simplement symétriques , si , pour opérer la coïncidence , il faut faire faire au plan de Tune d'elles une demi-révolution sur lui-même.
Les différentes espèces de figures curvilignes étant nécessairement en nombre iUimilé, on ne peut donner pour ces figures d'autre caractère général d'égalité que celui que nous venons de rappeler. On ne peut non plus établir d'autre caractère géuéral de similitude que la proportionnalité des lignes homologues. Nous nous contenterons donc d'énumérer succinctement celles de ces ligures qui sont susceptibles de trouver dans les arts une application fréquente, en nous bornant a celles où les courbes sont des arcs de cercle.
314. Parmi les figures planes terminées par plusieurs arcs de cercle , les plut employées sont les ovales , ou courbes à quatre centres. Chacune de ces figures a deux axes de symétrie que Ton nomme les axes de l'ovale; tels sont AU el CD, fig. S7. Le point de rencontre 0 des deux axes se nomme le cen$r$ de l'ovale ; et les extrémités Â, B, C, D de ces mêmes axes se nomment les iom" mets de l'ovale.
L'ovale de la figure S7 n'est pas la seule courbe de ce genre dont on fasse usage ; en prenant les centres des petits arcs plus ou moins rapprochés des extrémités du grand axe , ou obtient des courbes plus ou moins allongées. Asset souvent on divise le grand axe AB (fig. 248} en quatre parUes égales; des points de division extrêmes C et D , avec CD pour rayon , on décrit deux arcs de cercle qui se coupent au point O. On forme ainsi un triangle équUatéral COO comme dans la construction de la figure 86. Du point C comme centre, avec CA pour rayon , on décrit alors l'arc Al ; du point O comme centre , avec 01 pour rayon , on décrit l'arc IH ; du point D comme centre , avec Dfi pour rayon , on décrit l'arc HB. La partie Inférieure de l'ovale se trace de la même manière ; mais en faisant d'avance les constructions nécessaires pour tracer la partie su« périeure et la partie Inférieure, les deux arcs qui se raccordent au point A se
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décrivent d'un même mouvement; il en est de même de ceux qui se neeordenl au point B.
On emploie souvent l'ovale inscrit ou circonscrit à un losange. Pour inscrire un ovale à un losange, on répète la construction indiquée au n*iiSpour tracer Tare rampant. Assez ordinairement on fait usage dans ce cas d'un losange dont la petite diagonale est égale à l'un des côtés, et divise par conséquent le losange en deux triangles équilatéraux; Tovale qu'on y inscrit, comme nous venons de le dire , est celui de la figure 248. Pour inscrire , au contraire , un losange à un ovale , il suffit de joindre les sommets deux à deux.
La figure 249 représente un motif de balcon où ces deux combinaisons se trouvent réunies.
512. Parmi les figures terminées en partie par des lignes droites et en partie par des arcs de cercle , on remarquera :
l*" Le segment de cercle, ÂMBA (fig. 92) : il a pour axe de symétrie la perpendiculaire MC élevée sur le milieu de la corde AB.
%"* Le secteur de cercle , ADBOA (fig. 93), formé par un arc ÂDB et les deux rayons qui aboutissent à ses extrémités. L'arc ADB se nomme quelquefois la hase du secteur. Ce secteur a pour axe de symétrie la droite OD qui joint le centre 0 de Tare au milieu D de cet arc. La corde AB divise le secteur en deux parties dont l'une est un segment et l'autre un triangle isocèle.
3*" Le trapèze circulaire (fig. 250) compris entre deux arcs semblables de même centre et les rayons qui aboutissent à leurs extrémités. Cette figure a pour axe de symétrie la droite 01, bissectrice de l'angle au centre formé par deux rayons.
Les faces supérieure et inférieure des pierres de taille qui forment la margelle d'un puits sont ordinairement des trapèzes circulaires.
313. Pour tracer Varcade (fig. 251), on trace d'abord un rectangle ABCD dont la liauteur AC est double de la largeur AB , et qui se divise conséquemment en deux carrés égaux. Dans le carré supérieur on inscrit une circonférence , qui se raccorde avec les droites AC et BD , et dont la partie supérieure forme le cintre de Tarcade. Cette figure a évidemment un axe de symétrie parallèle aux côtés AC et BD.
Son emploi est fréquent en architecture. Là figure 252 représente un portique composé d'arcades égales et équidistantes. La figure 253 , qui représente un moUf de balcon , offre aussi un exemple de remploi de l'arcade.
Les arcades terminées par un arc rampant se tracent au moyen d'un parallélogramme dont un cô(é est double de l'autre (fig. 254). L'arcade rampanle n'a point d'axe de symétrie.
314. Pour tracer Vogive (fig. 255) , on construit d'abord un rectangle ABDC, qui varie dans ses proporUons. Des points C et D comme centres, avec CD pour rayon, on décrit ensuite deux arcs de cercle qui se coupent en un certain point I, et déterminent l'ogive. Cette figure a un axe de symétrie : c'est la droite IH qui Joint le point I , intersection des deux arcs , et le point H , milieu de AB.
La figure 256, qui représente le panneau supérieur d'une porle bfttarde, offre un exemple de l'emploi de l'ogive. Celte figure abonde dans l'architecture gothique.
313. Comme exemples de figures curvilignes, on peut citer encore celles que Ton donne à certaines faces des vousmu, c'est-à-dire des pierres qui coni-
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posent une voûle. La ligure 257 représente le cintre de face d'un berceau pratiqué dans un mur droit, et offre différentes formes de Toussoirs; celui du mitieu, qui forme la clefdt la voûle , a pour face antérieure un trapèze symétrique dont la petite base est remplacée par un arc de cercle. La disposition que cette flgure indique convient aux voûtes qui doivent porter de lourds massifs de maçonnerie. Lorsqu'il ne s'agit que du cintre d'une fenêtre ou d'une porte, on donne volontiers à la face antérieure des voussoirs la forme et la disposition représentées par la figure 358. Cette disposition s'emploie particulièrement pour les ouvertures cintrées que l'on pratique dans un mur en brique, lorsque les voussoirs qui composent le cintre, et les pieds-droits qui forment les jambages, doivent être en pierres de taille.
DE LA MESURE DES AIRES
3i6. Mesurer Taire d'une figure, c'est la comparer à une autre aire prise pour unité.
On choisit pour unité d'aire celle d'un. carré auquel on donne pour côté Tunité de longueur. Si, par exemple, Tunité de longueur est le mètre, Tunité d'aire est celle d'im carré qui a un mètre de côté, et qu'on appelle mètre carré.
Si l'on prend pour unité de longueur le décimètre, on prend pour unité d'aire un carré qui a un décimètre de côté, et qu'on appelle décimètre carré; et ainsi de suite.
Ainsi, en admettant que abcd (fig. 259) soit un carré dont le côté ab ait l'unité de longueur, mesurer l'aire d'un rectangle ABCD, c'est chercher combien de fois sa superficie ou son aire contient celle du carré abcd. Pour obtenir cette évaluation, on pourrait croire qu'il faut recouvrir la surface ABCD avec des carrés égaux à abcd^ et compter le nombre de ces carrés; mais on va voir qu'il n*est point nécessaire de recourir à cette opération , qui serait impraticable dans la plupart des cas.
317. THÉORtME. L'aire d'un rectangle a pour mesure le produit de sa hase par sa hauteur.
Soit ABCD (fig. 259) un rectangle. (On donne le nom de base à l'un quelconque de ses côtés, ordinairement à celui qui occupe le bas de la figure ; l'un quelconque des côtés adjacents à la base est alors ce qu'on nomme la hauteur.)
L'énoncé ci-dessus signifie que pour obtenir le nombre d'unités d'aire que contient la superficie du rectangle , il faut chercher le nooibre d'unités de longueur contenues dans sa base AB, le nombre
d'unités de longueur contenues dans sa hauteur AI), et multiplier ces deux nombres l'un par l'autre.
En effet , pour fixer les idées , supposons que ÀB contienne 7 fois l'unité de longueur ab^ et que la hauteur AD la contienne 5 fois. Divisons la base en 7 parties égales , et par tous les points de division menons des parallèles à la hauteur. Divisons la hauteur en 5 parties égales , et par tous les points de division menons des parallèles à la base. Les divisions de AB se trouvant précisément égales à ab ainsi que les divisions de AD , toutes ces divisions sont égales entre elles. D'ailleurs, à cause des propriétés des parallèles (134), toutes les parallèles à la base seront divisées en parties égales par les parallèles à la hauteur, et vice versa; de plus tous les angles de la figure seront droits. Le rectangle ABCD se trouvera donc partagé en petits carrés • égaux à abcd, c'est-à-dire en unités d'aire. Le nombre de ces unités est facile à obtenir. Car le rectangle ABCD se^^trouve partagé en autant de bandes horizontales qu'il y a d'unités de longueur dans AD, c'est-à-dire 6 bandes ; et chacune de ces bandes se compose d'autant de petits carrés qu'il y a d'unités de longueur dans AB , c'està-dire de 7 carrés. Le nombre total des carrés est donc 5 X7 ou 35, c'est-à-dire que le rectangle ABCD contient 35 unités d'aire.
On voit que pour obtenir ce nombre d'unités d'aire, on a multiplié 7, nombre d'unités de longueur contenues dans la base AB , par 5 , nombre d'unités de longueur contenues dans la hauteur AD , c'est-à-dire , en langage abrégé , que l'on a fait le prodiût de la base du rectangle par sa hauteur. D'ailleurs, les raisonnements que nous venons d'employer sont tout à fait indépendants du nombre d'unités de longueur contenues dans la hauteur et dans la base; ainsi le théorème est démontré pour tous les cas où la base et la hauteur contiendront chacune un nombre exact d'unités de longueur.
Or, si cette condition n'est pas remplie, rien n'empêchera de recourir à une unité de longueur de plus en plus petite, jusqu'à ce que cette unité soit contenue un nombre exact de fois dans la hauteur et dans la base ; et alors le théorème aura encore lieu.
Si la base et la hauteur sont incommensurables , on pourra toujours les rapporter à une unité de longueur assez petite , pour que cette unité soit contenue un nombre exact de fois dans chacune d'elles, à cela près d'un reste aussi petit que Ton voudra, et qui, dans la pratique, finira toujours par devenir inappréciable. On pourra donc considérer encore le théorème comme vrai dans ce cas.
Nous démontrerons bientôt, par des raisonnements indépendants de ce que nous venons de dire et de ce qui va suivre, un autre théorème qui donnera à celui-ci, dans le cas théorique de l'incom*
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mensiurable , toute la rigueur désirable ; mais nous tenions à présenter d'abord la proposition de la manière la plus frappante.
CoKOLLUBX. Dans le cas où le rectangle proposé est un carré, la base et la hauteur sont égales , et pour obtenir le nombre d'unités d*aire contenues dans la superficie de ce carré, il suffit de multiplier par lui-même le nombre d'unités de longueur que contient l'un de ses côtés. Si, par exemple, le côté de ce carré contient 2 unités de longueur, sa superficie contiendra 2X2, on 4 unités d'aire. Si le côté du carré contient 3 unités de longueur, sa superficie contiendra 3X3, ou 9 unités d'aire, et ainsi de suite.
C'est pour cela qu'on donne en arithmétique le nom de carré au produit d'un nombre par lui-même.
318. Cette observation nous permet de faire comprendre comment se subdivisent les unités d'aire.
Un centimètre valant 10 millimètres, un centimètre carré vaut 10 X 10 ou 100 millimètres carrés.
Un décimètre valant 10 centimètres , un décimètre carré vaut 10 X 10 ou 100 centimètres carrés.
Un mètre valant 10 décimètres , un mètre carré vaut 10 X 10 ou 100 décimètres carrés.
Un décamètre valant 10 mètres , un décamètre carré vaut 10 X 10 ou 100 mètres carrés.
Un hectomètre valant 10 décamètres, un hectomètre carré vaut 10 X 10 ou 100 décamètres carrés , et ainsi de suite.
Rappelons ici que, dans la mesure des terres , l'hectomètre carré prend le nom d* hectare ^ le décamètre carré le nom i'are, et le mètre carré le nom de centiare.
Rehabque. Dans le système métrique, les difiërentes unités d'aire se convertissent sans calcul les unes dans les autres ; il suffit , pour opérer cette conversion, d'un simple transport de virgule. Ainsi, 16— ,651973 reviennent à 1665'»«"'°%1973, ou à 166519'^"*%73 ou à 16e51973'"""-'«. De même 273654'-« reviennent à 2736^«*"*S64, ou à 27'»«'^«,3654, ou à 27 hectares 36 ares et 54 centiares.
319. Applications. Comme application de ce qui précède, nous allons résoudre quelques problèmes numériques.
I, — Problème. Le plancher d'une salle carrée a 5°*,23 de longueur, quelle est sa superficie ?
Le côté du carré contient 623 centimètres ; la superficie contient coDséqueniment 623 X 523, ou 273529 centimètres carrés; ce qui revient à 27"»*' 36'***^°*'* 29**°*•^
IL — Pboblèmb. La toile d'un tableau, de forme rectangulaire, a 4-23 de largeur, sur 2»,6l de hauteur; queUe est sa superficie ?
La largeur est de 423 centimètorea ; la hauteur est de 261 centÎT
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mèires ; la superficie demandée est donc 423 X ^i , ou 1 10403 centimètres carrés, ce qui revient à ii«»c4dec.c gcem.c
m. — Problèhe. Quelle est la superficie d'un champ de forme rectangulaire de 24'*'**",7 de] longueur, sur 13^**^,3 de largeur f
La base du rectangle a 247 mètres ; sa hauteur a 133 mètres. La superficie de ce rectangle est donc de 247 X 133, ou 32851 mètres carrés; ce qui revient à 3 hectares 28 ares et 51 centiares.
320. THSOBtMB. L'aire d'un parallélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Soit âBCD (fig. 200) un parallélogramme. (L'un deses cdtés, ordinairement celui qui occupe le bas de la figure, se nomme sa base; sa hauteur est la distance entre la base ÂB , et le côté DG parallèle à cette base, distance qui se mesure par la longueur de la perpendiculaire Bm, commune à ces deux lignes.)
L'énoncé ci-dessus signifie que, pour obtenir le nombre d'unités d'aire contenues dans la superficie du parallélogramme ABCD, il faut chercher le nombre d'unités de longueur contenues dans la base ÂB , le nombre d'unités de longueur contenues dans la hauteur Bm, et multiplier ces deux nombres Tun par l'autre.
Pour le prouver, menons par le point À une parallèle à Bm ; cette parallèle rencontrera en un point n le prolongement de CD. La figure ÂBmn est un parallélogramme rectangle. On a, d'après cela, An=Bm; on a, de plus, AD=BC; d'ailleurs, les angles nkD et mBC sont égaux, comme ayant leurs côtés parallèles chacun à chacun , et dirigés dans le même sens ; donc les triangles ÂnD et BmC sont égaux , comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun.
Mais , si de la figure totale* ABCn on retranche le triangle AnD , il reste le parallélogramme ABCD; si de la même figure totale ABCn on retranche le triangle BmC , il reste le rectangle ÂBmn. Or, si d'une même quantité on retranche alternativement deux quantités égales, les restes sont égaux. Ainsi, les figures ÂBCD et ÂBmn, différentes de forme , sont équivalentes en superficie. L'aire du parallélogramme a donc pour mesure la mesure de l'aire du rectangle, c'est-à-dire AB x Bm, ou le produit de la base AB du parallélogramme par sa hauteur Bm.
ÂPPLiCATiON. Supposons que dans un parc il se trouve une prairie ayant la forme d'un parallélogramme, dont la base ait 3'**'"", 17, ou 317 décimètres, et la hauteur 1^*«^*«>,85, ou 186 décimètres : la superficie de cette prairie sera de 317 X 185, ou 58645 décimètres carrés, ce qui revient à 5 décamètres carrés, 86 mètres carrés et 45 décimètres carrés.
521. THiORÈVB. L'aire d'un triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base/>ar sa hauteur.
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(Chaque côté d'un triangle peut être pris pour sa base; sa hauteur
est la longueur de la perpendiculaire abaissée de Tun des sommets
SUT le côte opposé pris pour base. Si, par exemple, on prend le
c6té AB (fig. 261 ) pour la base du triangle ÂBC, sa hauteur sera la
perpendiculaire CD, abaissée du sommet C sur la base.)
L'énoncé ci-dessus signifie que, pour obtenir le nombre d'unités d*aire contenues dans la superficie d'un triangle, il faut cberdier le nombre d'unités de longueur contenues dans la basede ce triangle, le nombre d'unités de longueur contenues dans sa hauteur, multiplier ces deux nombres l'un par l'autre, et prendre la moitié du produit.
Pour le prouver, menons Cm parallèle à AB, et Bm parallèle à AC ; la figure ABmC sera un parallélogramme. Mais les triangles ACB et mBC, qui ont le côté CB commun, les angles ACB=mBG comme alternes-internes, et les angles À3C = mCB par la môme raison, sont égaux, comme ayant un côté égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun. Donc l'un d'eux, ABC, est la moitié du parallélogramme ABmC.
Or, Vdîre de ce parallélogramme a pour mesure le produit de sa base AB, qui est aussi celle du triangle , par sa hauteur CD , qui est aussi la hauteur du triangle. Celui ci a donc pour mesure la moitié du produit de sa base par sa hauteur.
Rbmirqui. Pour diviser un produit par 2 , il sufSt de diviser par 2 l'un de ses facteurs ; on peut donc , pour obtenir l'aire d'un triangle , multiplier sa base par la moitié de sa hauteur, ou sa hauteur par la moitié de sa base. Cette observation peut servir à abréger le calcul, quand l'un des deux facteurs est un nombre pair.
Application. Supposons que la base d'un triangle ait ll'«,4 ou 114 décimètres, et la hauteur 8'°,7ou87 décimètres, on pourra multiplier la moitié de la base, ou 57 décimètres, par la hauteur. On trouvera ainsi que Taire du triangle équivaut à 4959 décimètres carrés, ou 49 mètres carrés 59 décimètres carrés*
3S2. Théorèmb. L*aire d'un trapèze a pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-somme de ses bases.
(On nomme hauteur d'un trapèze la distance de ses côtés parai* lèles, c'est-à-dire la longueur de la perpendiculaire commune à ces deux côtés, lesquels prennent le nom de bases. )
L'énoncé ci-dessus signifie que, pour trouver combien la superficie d'un trapèze contient d'unités d'aire, il faut chercher combien les bases parallèles contiennent d'unités de longueur, ajouter les deux nomibres obtenus, prendre la moitié de la somme, et la multiplier par le nombre d'unités de longueur contenues dans la hauteur du trapèze.
En effet, soit ÂBCD (fig. 262) un trapèze. Menons la diagonale kC »
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elle divisera le trapèse en deux Iriangles. Lé premier, ÂBG, aura pour mesure ^ABxA, en désignant par h sa hauteur ^ qui est aussi celle du trapèze. Le second, ÀCD, aura pour mesure ^DCx A, puisque sa hauteur est également celle du trapèze* L*&ire de céluin^i aura donc pour mesure
iÂBxA+iDCXA,
ou i(AB+DC)XA,
c'eât-à-dire la detoi-somme des bases multipliée paf la hâutèUr.
ftEMARQUE. Il est facile de trouver sur la figure une Ugne précisément égale à la demi-somme des bases. Pour cela, par le milieu 0 de la diagonale ÀC , il suffit de mener une parallèle IH aux deux bases. En effet , 10 étant parallèle à DC , on aura (145)
IO:DC::AO:A
et, puisque AO est la moitié de AC , la droite 10 est aussi la moitié de DC. On prouverait de même que OH est la moitié de A6.
On à donc IH=iAB+îDCt*=«KAB+DC)
ou la demi-somme des bases.
Le point 0 étant le milieu de AC, le point I est aussi le milieu de AD, et le point H le milieu de CB (156). La droite ISL, égale à ta demi-somme des bases, peut donc s'obtenir enjoignant les milieux des côtés non parallèles.
APPLICATION. Une pièce de terre a la /orme d'un trapèze, dont la hauteur est de 97 mètres, et dont les bases ont respectivement 231 mètres et 145 mètres; on demande sa superficie. La somme des deux bases est 376 mètres, dont la moitié est 188 mètres,* multiplions cette demi-somme par la hauteur 97 mètres carrés, nous trouverons pour produit 18236 mètres carrés, ou 1 hectare 82 ares et 36 centiares. .
523. Ce qui a été dit au n*" 521 fournit les moyens d'évaluer Faire d'un polygone quelconque; car, tout polygone pouvant se décomposer en triangles, il suffit de calculer séparément Taire de chacun d'eux et de faire ensuite la somme de toutes ces aires. Cette décomposition en triangles peut s'opérer de plusieurs manières.
On peut , comme l'indique la figure 263 , mener par un même sommet A toutes les diagonales AC , AD, AE ; on abaissa alors, du point B, une perpendiculaire sur AC, c'est la hauteur du triangle ABC ; du point C une perpendioulaire sur AD , c'est la hauteur du triangle ACD ; et ainsi de suite. On mesure ces perpendicttltiras , amsi que les diagonales AC , AD, A£, et l'on a les élémenlB néoessaires pourcalculer Taire du polygone ABCDJSF.
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On peut, QomtTie Tindique la figure 264, imaginer le polygone décomposé en triangles par des lignes menées d'un même point intérieur 0 à tous les sommets; il n*est pas nécessaire de tirer réellement ces lignes. On abaisse du point 0 des perpendiculaires sur tous les côtés du polygone; on mesure ces perpendiculaires, ainsi que les côtés AB, BC, CD, etc., du polygone, et Ton a tous les éléments nécessaires pour calculer sa superficie.
Si4. Dans l'Arpentage, on emploie une méthode qui diminue de beaueoup le nombre des opérations \ efftdueT sur le terrain.
Soit ABCDEP6 (fie. 365] le polygone dont on se propose d'évaluer la super* flde. On plante des jalons à tous les sommets du polygone» si aucun d'eux n'est déterminé par quelque objet qui puisse servir de point de mire. Par les deux sommets les plus éloignés , A et E, on Ure la droite AE, li laquelle on donne le nom de directrice. De tous les sommets B , C, D, F, G, on abaisse sur celte directrice les perpendiculaires Bm, Cn, Dp, Fg, Gr* Le polygone se trouve ainsi divisé en triangles rectangles et en trapèzes rectangulaires. Ce mode de déco mposition offire» entre autres, l'avantage de n'avoir à transporter l'équerre d'arpenteur que le long de la directrice pour déterminer les points m, r, n, g, p. En outre, après la décomposition opérée, on n'a plus aucune autre ligne à tirer pour évaluer l'aire de chacune des parties dont le polygone se compose.
On mesure à la chaîne les perpendiculaires Bm, Gn, Dp, F^, Gr; et les difTérentes parties Am, mr, m, ng, qp, pE de la directrice. On a alors
ABm=|AmxBmi BmnG=:imfix(Bm-f Gn),
et ainsi des autres, ce qui donne t
Aire ABCDEFG=i [AmxBm-f mnx (B»i+Cn)-fiV X(C« + Dp) -h pEx Dp
+ Eqx¥q + qrx{¥q + Gr) + rkx.Gr].
Application. Si Von suppose qu'on ait trouvé les valeurs suivantes:
Afn=20-,5; mii=60-,8; «p=:2ST-,Ij pE«ai-,8; qE=s65-,7; rq=73-,6j Ar=40-,4; Bm«27-,î; €«^62"; I)p=4S-,6, Fq[=r6a-,1; Gr=48-.9.
on aura, en effectuant successivement les opérations indiquées,
Afare ABGDEFG » J [65T— ^+ 47T6—,7e + SS&S— ,05 + lISS-'Me-f 846S— ,97 + 81<»-%60 + ie7é-%W] ,
OU Aire ABCDEFO =cr lt37|"^giginsfte*"*,92:=^ 1 hectare 3S afes S7 cenUares
(on augmente le cbllAre des unités de centiares, ^ cause du chiffré suivant, 9, que Ton néglige).
Besarque. La longueur du calcul précédent tient surtout aux multipllcaUons 9i effectuer. On peut en diminuer le nombre , en remarquant que l'expression de i'alre du polygone peut s'écrire comme U suU i
Aire ABGDEFG = i [(Am + mn) xBm + (*»»n + np)xC»i + (np + pE)Xl)p + (Eq + qr) X Fq + («r + rA) x Gr].
En adoptant les valeurs précédentes , on trouverait alors : Aire ABGDEFG = H2191"%''^+«^W"80+8867-%15+8029—.58+5674-%C0] ^lAlljfMà ^ 1 hecUre 28 ares 67 centiares.
m. u pe^ «Priver que ilUérienr du polygone soit inaccesiiMe > en ■ recours ; ce cas à la méthode suivante ;
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Soit ÀBGDEFG (fig. 266) le potygone proposé. Après avoir planté des jalons à tous les sommets , on prolonge l'un des c6lés , par exemple GF. Des sommets extrêmes A et E on abaisse sur le prolongement de GF les perpendiculaires AM et EN, que Ton prolonge au delà des points A et E. Du sommet G, le plus éloigné de GF, on abaisse sur les droites AM et EN prolongées une perpendiculaire commune PO. On forme ainsi un grand rectangle MNOP, dans lequel le polygone proposé se trouve en quelque sorte inscrit.
La méthode consiste à évaluer Taire de ce rectangle , et à retrancher Taire de la partie comprise entre le polygone et les côtés du rectangle ; le reste exprime évidemment Taire du polygone. Pour cela, de tous les sommets du polygone qui ne »ont point situés sur quelqu'un des côtés du rectangle, on abiaisse des perpendiculaires Bm, Dn sur ces côtés. On mesure à la chaîne ces perpendiculaires, ainsi que les longueurs AM, Am, Pm, PC, 00, On, nE, EN, FN, FG, MG. 11 est facile alors d'évaluer le rectangle MNOP, les triangles rectangles AMG , AmB» DEn, ENF» et les trapèzes rectangulaires PCBm, COnD. On a
AircABCDEFG = MNxMP — HAMxMG + AmxmB + Pmx(mB + PG) + Oftx(CO + Dn) + DnxnE + ENxNF].
Afpugatioii. Si Ton suppose qu'on ait trouvé les valeurs suivantes :
mB=20-; Dn = 22-,3; MA=50-,7; Am=41-; mP=37-,8; PC=76-,9; CO = 75-; On=39-,2; •iE=48-,6; EN=41-,7; FN=48-,4; MG=30-,
11 en résultera: MN=PO=76-,9+75-=l6i-9,
MP
et en effectuant les calculs indiqués, on obtiendra:
Aire ABCDEFG=19671— ,05— i [1621— + 820— + 3662-%82 + 3814—, l« + 1083— ,78 4- 1809— ,78] = 19671— ,05— 1^71 !■-,»♦,
= 1967 1— ,05— 6855— ,77 = 13315— ,28 ; = 1 hectare 33 ares et 15 centiares.
5516. Théorème. L'aire d'un polygone régulier a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème.
En effet, si du centre 0 d'un pdlygone régulier ABCDEF (fig. 267) on mène à tous les sommets les rayons OÂ , OB, OC , etc., on partage ce polygone en autant de triangles isocèles égaux que ce polygone a de côtés (271). L*aire de l'un quelconque de ces triangles, du triangle AOB par exemple, a pour mesure la moitié du produit de sa base ÂB par sa hauteur Om, qui n'est autre que l'apothème du polygone. L'expression de cette aire est donc
ABxOm
Si n désigne le nombre des côtés du polygone, son aire aura donc pour expression -^ , ou , ce qui revient au même , puis-
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qu^oii ne change pas un produit en changeant Tordre de ses facteurs, KExnxOm Or , âB Xn , c'est-à-dire Tun des côtés répété autant de fois qu'il y a de côtés, c'est le périmètre du polygone; désignons ce périmètre par P, l'expression de l'aire du polygone deviendra
VxOm 2 '
c'est-à-dire la moitié du produit de son périmètre par son apothème.
Remarque I. SU s'agissait d'obtenir la superficie d'une pièce d'eau dont la forme fût celle d'un polygone régulier, on ne pourrait pas mesurer directement son apothème; mais il serait facile d'en obtenir la longueur.
Sur le milieu m de l'un des cdtés AB, on élèverait une perpendiculaire nUy, Connaissant le nombre des cdtés du polygone , on en déduirait la valeur de l'angle FABdu polygone. La moitié de cette valeur serait celle de l'angle OAm. On Terait alors au point A un angle mAO' égal à OAm ; les triangles rectangles m AO' et mAO seraient égaux comme ayant un côlé commun et un angle aigu égal ; donc Om' serait égal à Tapothème Om.
Remàhqde n. Il y a quelques polygones réguliers dont on peut facilement calculer l'apothème , connaissant la longueur du côté.
Soient, par exemple, AB (fig. 267) le côté d'un hexagone régulier, O son centre, Om son apothème; si l'on tire ÀO, on aura , dans le triangle rectangle ÂmO,
Mais âO étant égal à AB, puisque le polygone est un hexagone régulier (284), il s'ensuit que AO est le double de km , et queÂÔ' estégaIà2.AmX2.Âm, ouà4.Âm'. Onadonc
d'où résulte 3.Â5w'=15m\ et Om=AmX^;
c'est-à-dire que, pour obtenir l'apothème d'un hexagone régulier, il faut multiplier la moitié de son côté par la racine carrée de 3, ou^ ce qui revient au môme , multiplier son côté par la moitié de la racine carrée de 3.
Remarquons , en passant, que ces relations sont fondées uniquement sur ce que le triangle AOB est équilatéral. Ainsi , dans un triangle équilatéral, la perpendiculaire abaissée de Vun des sommets sur le côté apposé équivaut à ce côté multiplié par la moitié de la racine carrée de 3.
iSO PKBMIÊKI PAIITIB.
Mesure de l'aire des flgures curviligoes.
327. TiBORÈiis. Vaire d'un c$rcle a peur mesure Iq moitié du produit de $a cireonférmce par son rayon.
Nous avons vu (S9S) qu'un cercle peut ôtre oonsidéré oomme on polygone régulier d'un nombre infini de côtés infiniment petits. Dans un polygone régulier quelconque , la moitié du côté est plus grande que la différence entre le rayon et l'apothème ; car si AH (fig. 318) est le demi-côté, AO le rayon, OHserarapotbème, et le triangle AOH donnera (1 76)
AH>AO— OH
Si donc le côté, et à plus forte raison sa moitié, sont infiniment petits, la différence entre le rayon et rapothème sera, à plus forte raison, infiniment petite. II en résulte que le rayon d'un cercle, quand on considère celui-ci comme un polygone régulier d'un nombre infini de côtés infiniment petits, peut être pris indifféremment pour le rayon ou pour Tapothème de ce polygone. Et puisque Taire cTun polygone régulier a pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème , on peut dire que Taire d'un cercle a pour mesure la moitié du produit de sa circonférence par son rayon.
Corollaire. Si Ton appelle R le rayon d'un cercle , et que ir désigne toujours le rapport de la circonférence au diamètre, 2irR exprimera la circonférence (298); d'après le théorème précédent. Taire de ce cercle sera donc exprimée par
^^L^S^ ou ij.BxR ou irR«,
c'est-à-dire que Paire d'un cercle a pour mesure le rapport de la ctrconférence au diamètre multiplié par le carré du rayon.
Remarque. Dans un cercle dont le rayon est 1, Taire est donc exprimée par n X 1 , ou par it. Ainsi le rapport n de la circonférence au diamètre , qui désigne la demi-circonférence dont le rayon est 1, désigne aussi Taire du cercle dont le rayon est 1 , c'est-à-dire que, par exemple, un cercle dont le rayon a l"", a pour superficie 3™%141592
528. Applications. ^ I. Problème. Un bassin de forme circulaire a 21°',6 de diamètre, quelle est sa superficie?
Le diamètre étant 2l",6 , le rayon est 10'>»,8 ; le carré de ce nombre est 116'"%64. Multiplions ce carré par le rapport 3,1416, nous obtiendrons pour Taire demandée 366"»-%43, à moins d'un décimètre carré.
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n. PKOBLtMB. Le diamètre d*une pièce de 40 francs étâné de 26 millimètres, quelle est la superficie de l'une de ses faces?
Le rayon de oette pièce est de 13 millimètres; le carré de ce nombre est 169 millimètres carrés. Multiplions ce carré par le rapport-^, nous obtiendrons pour Taire demandée 531 millimètrea carrés, et une fraction négligeable, ce qui revient à 5 centimètres carrés et 31 millimètres carrés,
in. Problème. Quel rayon faut-il donner à un cercle pour que sa superficie soit de 6 mètres carrés ?
Puisqu'on obtient Taire d'un cercle en multipliant le carré du rayon par le rapport de la circonférence au diamètre , m divisant l'aire d'un cercle par ce rapport on obtiendra le carré de son rayon, Divisons donc 6°'*'' par^^ ou, ce qui revient au môme, multi^^ plions-le par ^, nous aurons pour résultat l^^dOQ!. Puisque ce nombre exprime le carré du rayon , en en extrayant la racine carrée nous aurons ce rayon lui-même. On trouve ainsi que ce rayon vaut 1",38.
IV. Problème. Quelle est, en Hêtres carrées, l'aire du cercle qui a pour circonférence l'équateur?
Cette circonférence étant composée de 360 degrés , dopt chacun vaut 25 lieues, équivaut à 9000 lieues. Son diamètre vaut donc aTïfîôîre ou2864«*"«»,7890. Le rayon équivaut donc à 1432"«"",3945, La circonférence, multipliée par le rayon, dorme pour produit 12891550 lieues carrées environ ; Taire cherchée , qui a pour mesure la moitié de ce produit , équivaut donc à 6445775 lieues carrées.
329. Théorème. L'aire d'un secteur a pour mesure la moitié du produit de Varc qui lui sert de base par le raxjon.
Par une démonstratiop entièrement semblable à celle du n*" 41 , on ferait voir que deux secteurs de même rayon sont entre eux comme les arcs qui leur servent de bases.
Cette proposition admise , désignons par a l'arc d'un secteur, par R son rayon , par S sa superficie. Le cercle lui-même n'étant autre chose qu'un secteur dont la base est la circonférence , on apra
S: cercle R;: a:circR ou 8:TrR«::o:2icR,
d ou 1 on tire S = ^ v. ="2" '
c'esM*dira que Taire du secteur a pour mesure la moitié du produll de son rayon par l'arc qui lui sert de base. Remarque. Si n désigne le nombre de degrés de l'arc du secteur,
on a (506)
A:2icR::»:360;
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on peut donc écrire aussi
S:irR«::n:360, d'où S=^.
550. Applications. —I. PaoBLÈMS. Quelle est, sur un cercle de 10" de rayon. Faire d'un secteur dont l'angle au centre est deJb'^'t
On aura, en employant la dernière expression,
II. Problème. Dans un cercle de 12 centimètres de diamètre , çueUe valeur faut-il donner à l'angle au centre d'un secteur, pour que son aire soit équivalente à ôO®"'?
La même formule donne
l4l6.144-Mi
m. Phoblèmb. L'aire d'un secteur est de 32 décimètres carrés, et son angle au centre est de 48"* ; quel est le rayon du cercle auquel il appartient?
La même formule donne encore
oçw,.._3,l416.R«.48> ^^ "" 360
d'où l'on tire a. = g^^=76-,3M2,
En extrayant la racine carrée , on trouve
R= 8^,74 ou 0«,874.
331. Un segment AMBA (fig. 268) est la différence entre un secteur AOBMA et un triangle isocèle AOBA. Si l'on évalue successivement l'aire du secteur et celle du triangle, et qu'on retranche le second résultat du premier, on aura l'aire du segment.
L'aire du segment est susceptible d'une expression simple qu'il est bon de connatlre. Du point B abaissons BH perpendiculaire sur le rayon AO; celte per^ pendiculaire est ce qu'on nomme le sinut de l'angle AOB, ou de l'arc AMB. L'aire
du triangle AOB aura pour mesure — ^ — • L'aire du secteur a d'aiUeurs pour
AOxAMB mesure . L'aire du segment a donc pour expression
AOxAMB AOxBH AOx(AMB— BH) 5 2— **" 2 '
gêomAtbib plane. ISS
G'esl-àh-dire qu'un segment a pour meture la moitié du produU du rayon par la différence entre l'are qui lui sert de hase et le sinus de cet are,
Kehjluque. Cette expression est relative à un segment moindre qu'un demicercle. Sll s'agissait d'un segment plus grand qu'un demi-cercle, on trouverait qu'il a pour mesure la moitié du produit du rayon par la somme de l'arc et de son sinus.
332. Si Ton voulait obtenir l'aire de l'espace compris entre deux cordes parallèles et les arcs qu'elles interceptent , on remarquerait que cet espace est la différence entre deux segments.
333. La couronne circulaire, comprise entre deux circonférences concentriques OA et OB (fig. 269] est la différence entre les cercles qui ont pour rayon OÂ et OB. L'expression de son aire est donc
wXÔÂ*— icxÔP ou icx(5a"— ÔB^,
c^est-^Hdlre <]u'elle a pour mesure le produit du rapport de la circonférence au diamètre par la différence des carrés des rayons des deux cercles.
334. L'aire du trapèze circulaire KBha (fig. 250] est susceptible d'une expression remarquable.
Désignons par A le plus grand des deux arcs , par R son rayon , par a le plus petit arc, par r son rayon, par nie nombre de degrés de l'angle au centre commun aux deux secteurs dont la différence forme le trapèze circulaire. L'expression de l'aire de celui-^i sera
«" ^(R'-r^ ou ^(R+r)(R-r).
OH encore
Or
(«Rn , 'Krn\ ^ .
l/expresâon de Taire du trapèze circulaire peut donc s'écrire
c'est-à-dire que l'aire du trapèxe circulaire a pour mesure la moitié du pro* dtttï de la somme des deux arcs qui lui servent de base par la différence de leurs rayons.
Si l'on donne le nom de hauteur du trapèze circulaire à la différence des rayons de ses arcs, on peut dire que l'aire de ce trapèxe a pour mesure la moitié du produit de sa hauteur par la somme de ses bases parallèles, ou le produit de sa hauteur par la demi-somme de ses hases parallèles, expression analogue à celle de Taire du trapèze rectiligne.
335. Pour évaluer pratiquement Taire d'une figure terminée par une ligne courbe quelconque, on emploie une méthode analogue è celle dont on se sert dans Tarpentage pour mesurer Taire d'un polygone. On tire une sécante AB (flg. 270) dans le sens de la plus grande étendue de la figure. Cette sécante ou directrice divise la courbe en deux parties. Sur chacune d'elles on prend une série de points assez rapprochés pour que les arcs qui séparent ces points se confondent sensiblement avec leurs cordes. De tous les points de division on abaisse alors des perpendiculaires sur la directrice; et la figure se trouve décomposée en une série de trapèzes rectangulaires, terminée de part et d'autre par des triangles rectangles.
336. Dans Tarpentage, quand le terrain se trouve terminé par une courbe irré^lière , on emploie une méthode plus prompte que celle que nous venons dindiquer, mais, ^ la vérité, moins approximative. Elle consiste \ couper la
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eouFbe par det éfùWm AB, BG, CD, etc. (fig. 371), de manière que la teinne des segments qui tombent en dehors du polygone ABCDEF ainsi formé, compense, 2i vue d'ceilf celle des segments qui demeurent au dedans de ce polygone. On mesure alors Taire du polygone d'après l'une de4 méthodes que nous avons données (3)4, 3SB) , et le résultat exprime l'aire demandée , avec d'autant plus d'exactitude que le choix des c6tés du polygone a été fait d'une manière plttl heureuse, et que Tarpenteur est plus exercé.
CHAPITRE VIII
PROPQimom 18MT1TW h I4JL COMPAftlKlOir OM 4UIM.
857. TiiORftMS. Deux rectangles de même hauteur 9<mi entre eux comme leurs bases.
Soient ABCD et EFGH (fig. 272) deux rectanglag qui ont même hauteur AD = £H. Supposons d'abord que leurs bases aient une commune mesure, qui soit contenue, par exemple, 4 fois dans AB, et 3 fois dans £F. Divisons AB en 4 parties égales , et £F en 3 parties égales; ces diverses parties seront égales entre elles. Par tous les points de division, élevons des perpendiculaires à AB ou à £F. Le rectangle ABCD se trouvera partagé en 4 petits rectangles, et le rectangle £FGH en 3 petits rectangles. Tous ces petits rectangles seront égaux entre eux , car ils auront tous pour base la commune mesure entre AB et £F ; et leurs hauteurs seront égales à AD ou à £H, comme parallèles comprises entre parallèles, et par oonséquent égales entre elles. Ces petits rectangles seront donc tous superposables, et conséquemment égaux. Il suit de là que les rectangles proposés sont entre eux comme 4 est à 3. Hais leurs basa» sont aussi entre elles comme 4 est à 3. A cause de ce rapport commun , ces rectangles sont donc entre eux comme leurs bases , et Ton Q
ABCD: EFGH :;AB:EF
Supposons maintenant les bases incommensurables. Divisons EF en n parties égales; AB contiendra un certain nombre m de cet parties et sera compris entre m et m -|- 1 de ces mêmes parties. Le
rapport ^ sera donc compris entre — et ' \
Par tous les points de division des bases , concevons qu'on élève des perpendiculaires, on formera une série de petits rectangles égaux; EFGH m coDti^ndra exactement n; mais ABCD ^ra oom*
Gfloiiftniii nknt. ^5i
ABGD EF&i
pris entre m et m + ^ de ces rectangles. Le rapport m^ wra
donc aussi compris entre ^ et ^' .
Or ce$ deux nombres différant de ^ les deux rapports vp «t ^g
compris entre ces deux nombres diffèrent entre eux de moins
de -• Et comme on peut rendre * aussi petit qu'on le voudra en
prenant n assez grand, ces deux rapports diCfërent entre eux de moins de toute quantité donnée. Donc ils sont égaux , et l'on a
AB_ABCD EP""ÊFGB
ou ABCD:EFGH::àB:EF.
CoROLLÀiBB. Par un simple changement de noms , on déduit de ce théorème que deux rectangles de même base êont entre euœ etmme leurs hauteurs.
Application. Supposons qu'il s'agisse de recouvrir d'une couche de peinture les murs d'un appartement; pour savoir la quantité relative de couleur nécessaire à chacun d'eux , il faudra comparer leurs superficies; et comme ce sont des rectangles de même hauteur, il suffira de comparer leurs bases. Si , par exemple, l'un des murs a 8 mètres de long, et qu'un autre en ait 5, les quantités de couleur nécessaires pour recouvrir ces deux murs seront entre elles comme 8 : 5.
35fi. TutotJaa. Deux rectangles quelconques sont entre eusf comm^ les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
Appelons B la base du premier rectangle , B sa hauteur, A son aire ; b la base du second , h sa hauteur, a son aire. Concevons un troisième rectangle qui ait pour base B , la bfBe du premier rec* tangle, et pour hauteur A, la hauteur du second; appelons S l'aire de ce troisième rectangle. Le premier et le troisième ayant même base, seront entre eux comme leurs hauteurs, et l'on aura
Le troisième- et le second ayant la même hauteur seront entre eux conune leurs bases , et l'on aura
Si l'on multiplie ces deux proportions terme à terme , il vient
8XA:axS::BxH:6XA,
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oa , en sapprimant le (acteur S , commun aux deux termes du premier nq>porty
A:a::BxH:6x*,
ce qui revient à l'énoncé du théorème.
559. CoROLLAïas I. Si le second rectangle se changeait en un carré , ayant pour côté l'unité de longueur, l'aire que nous avons désignée par a serait alors l'unité d'aire , et si l'on nomme u l'unité de longueur, on aurait à la fois (=:iietA = «, et la proportion ci-dessus deviendrait
A:a::BxH:«x«.
On tire de là
^ = Bgl ou ^ = ?X? [1].
Or, -, c'est-à-dire le rapport qui existe entre l'aire du rectangle
et l'unité d'aire , c'est le nombre d'unités d'aire contenues dans l'aire
de ce rectangle ; -, ou le rapport qui existe entre la base B et l'unité
de longueur, c'est le nombre d'unités de longueur contenues dans
cette base; de même - désigne le nombre d'unités de longueur
contenues dans la hauteur H. L'égalité [1] signifie donc que le nombre d'unités d'aire contenues dans l'aire d'un rectangle équivaut au produit du nombre d'unités de longueur contenues dans sa base , par le nombre d'unités de longueur contenues dans sa hauteur, ou , en termes abrégés , que l'aire d'un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Nous retombons sur le théorème du n"" 517. II se trouve ainsi démontré, d'une manière générale , que les côtés du rectangle soient commensurables ou incommensunÂles. Par suite tous les autres théorèmes relatifs à la mesure des aires, qui en ont été déduits, acquièrent la même généralité.
Nous ferons encore remarquer que c'est pour plus de simplicité seulement qu'on a adopté le carré pour unité d'aire. On eût pu choisir un rectangle quelconque, dont la base eût servi d'unité de base et la hauteur d'unité de hauteur.
La proportion A : a :: B X H : bxh
pouvant s'écrire ~ = ? x - ,
si a est l'unité d'aire, b Tunité de base et A l'unité de hauteur, eUe
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voudra dire encore que le nombre - d'unités d'aire contenues dans le rectangle à mesurer est égal au nombre -^ d'unités de base con-
tenues dans sa base , multiplié par le nombre r- d'unités de hauteur
contenues dans sa hauteur ; ou que son aire a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur,
CoROLLÂnis II. Deux rectangles sont équivalents lorsque le produit de leur base par leur hauteur est le môme.
Si quatre longueurs B, H, 6, A, sont en proportion, de manière qu'on ait B : H :: 6 : A, le rectangle des longueurs extrêmes , c'està-dire le rectangle qui aurait peur base B et pour hauteur A, sera équivalent au rectangle des longueurs moyennes, c'est-à-dire au rectangle qui aurait pour base b et pour hauteur H.
Cette considération sert à résoudre les problèmes suivants :
340. Problème. Étant donné un rectangle ABCD (fig. 273), construire un rectangle équivalent, dont la base soit une ligne donnée EF.
Cherchez une quatrième proportionnelle (158) aux trois longueurs EF, AB et AD, et donnez au rectangle à construire une hauteur EH égale à cette quatrième proportionnelle , on aura
EF:AB::AD:EH; d'où EFxEH==ABxAD.
Ainsi , la mesure du rectangle EFGH équivaudra à la mesure du rectangle donné ABCD ; par conséquent ces rectangles seront équivalents.
341. Problème. Étant donné un rectangle ABCD (fig. 274), construire un carré équivalent.
Cherchez une moyenne proportionnelle (168) entre la base AB et la hauteur AD du rectangle donné , et construisez un carré EFGH qui ait pour côté cette moyenne proportionnelle. On aura
AB:EF::EF:AD, d'où ABxADrrrlF*.
Ainsi la mesure du carré EFGH équivaudra à la mesure du rectangle donné ÂBCD; ce carré sera donc équivalent à ce rectangle.
RehÂrqcb. On nomme en général quadrature le problème qui consiste à chercher un carré équivalent en superficie à une figure donnée. La quadrature d'un rectangle s'obtient, d'après ce qui précède, en cherchant une moyenne proportionnelle entre sa base et sa hauteur.
54«. Problème. Construire un rectangle équivalent à un carré donné, et dont les côtés adjacents fassent une somme égale à une ligne donnée.
Sur ime droite AB (fig. 275), égale à la ligne donnée, comme
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diamètre , on décrit une demi-circonférence, k rextrémité A de ce diamètre , on élève une perpendiculaire AC égale au côté du carré donné. On mène par le poini C une parallèle à AB ; cette parallèle rencontre la circonférence en un point D. De ce point on abaisse sur le diamètre une perpendiculaire DP. Les deux segments AP et PB satisfont à la question , car leur somme équivaut à AB, c'est-à-dire à la ligne donnée ; et comme DP est moyenne proportionnelle entre ces deux segments (167, CoroU.)) on a:
AP:DP::DP:PB, doù APxPB:^DP=ÏC",
c'est-à-dire que la mesure du rectangle qui aurait AP pour hauteur et PB pour base , équivaut à la mesure du carré qui a pour côté AC, c'est-à-dire à la mesure du carré donné. Le rectangle construit sur AP et PB équivaut donc au carré donné.
Remarque. Soit AC égal à la moitié du diamètre AB, c^est-à-dire au rayon OA ; par le point C menons une parallèle à OA, et par le point 0, une parallèle i KG; ces deux droites se rencontreront en un point D^. Les lignes AC et CD' seront égales comme parallèles comprises entre parallèles ) Oiy sera donc égal à AO , et le point IV sera sur la circonférence. De plus , comme tout les angles de la figure sont droits , Giy perpendiculaire à rextrémité du rayon CD' sera une tangente.
n résulte de Ik que si le côté du carré donné était égalk la moitié de fa ligne donnée , la construction indiquée plus haut donnerait pour les deux cdtés du rectangle cherché les deux segments AO et OB, qui sont égaux entre eux et à AC; le rectangle cherché ne serait donc dans ce cas autre chose que le carré donné lui-même.
Si le côté du carré donné était plus grand que la moitié de la ligne donnée , et égal, par exemple, k AC^, la ligne menée par le point C* parallèlement h AB, ne rencontrerait plus la circonférence, puisqu'elle serait située au delà de la tangente CD'; ainsi le problème serait impossible.
On voit que , parmi tous les rectangles que Ton peut former en faisant varier les côtés adjacents de manière que leur somme reste égale à AB, le plus grand en superficie est le carré construit sur la moitié de AB; ce qu'on exprime en disant que ce carré est un fMuùimum»
543. TflÈoaÈMi. Detia parallélogrammes quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
En effet, appelons A et a les aires de ces parallélogrammes , B et 6 leurs bases, H et A leurs hauteurs; nous aurons (320)
A=BxH et a=6xA>
d'où résulte la proportion identique
A:a::BxH:ixA.
CoROLLAiRB. Si Ics hautcurs sont égales, on peut, dans le seoUDd rapport, supprimer d'une part le facteur H, et de l'autre le fiicleur h qui lui est égal, et il reste A : a ;: B : 6; c'est-è-^re que
deux parallélogrammes qui ont même hauteur sont entre < kurs tasei.
On démontrerait absolument de la même manière que deuœp^ rallélogrammes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Si les bases et les hauteurs sont égales, les parallélognunmes sont équivalents.
REMAftQUi. La quadrature d'un parallélogramme s'obtient comme celle d'un rectangle en cherchant une moyenne proportionnelle entre la base et la hauteur. Car, si B désigne toujours la base, H la hauteur, et que G soit une moyenne proportionnelle entre B et H , on aura:
B:C::C:H, doù t?:==BxH,
c'est-à-dire que la mesure du carré qui a pour côté G , équivaut à la mesure du parallélogramme proposé ; et que , par conséquent , ce carré est équivalent à ce parallélogrammo.
544. Théorème. Tout losange éf[aivaui à la moitié du rectangle construit sur ses deux diagonales.
Car, soit le losange ABCD (fig. 104); la diagonale AC le partage en deux triangles isocèles égaux ABC et ADC. Les deux diagonales étant perpendiculaires entre elles (955) , et se divisant mutuellement en deux parties égales au point 0 , Taire du triangle ABC a pour
mesure —-^ — -, ou - — ^ — . La somme des deux trianglei ABC
et ADC, c'est-4i-dire le losange ABCD, a donc pour valeur le double
• ,, ACxBDxa A ACxBD ,. .
de cette expression , ou j ^, ou enfin — -^ — , et équivaut par conséquent à la moitié du rectangle construit sur les diagonales AC et BD.
Corollaire. Pour obtenir la quadrature d*un losange, il suffit de chercher une moyenne proportionnelle entre l'une des diagonales et la moitié de Tautre.
54i$. L*aire d'un trapèze ayant pour mesure le produit de sa hauteur par la demi-^omme de ses bases , on obtiendrait le côté d'un carré équivalent en cherchant une moyenne proportionnelle entre la hauteur et la demi-somme des bases , ou , ce qui revient au même, entre la hauteur et la droite qui Joint les milieux des côtés non parallèles.
546. Théorème. Deux triangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
En effet, si Ton désigne par A l'aire du premier triangle, par B sa base , par H sa hauteur , et par a , 6 , A , les quantités analogues dans le second triangle, on aura (521) :
A=~-^ et «=-jf-i
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d'où résulte la proportion identique
A:a::^:^, ou ::BxH:6xA.
Corollaire. Si les hauteurs sont égales , les deux triangles sont entre eux comme leurs bases. Si les bases sont égaies , ils sont entre eux comme leurs hauteurs. S'ils ont même hauteur et même base , ils sont équivalents : ainsi tous les triangles ACB, AC'B, AG"B, AC^B, etc. (fig. 276), qui ont même base AB, et dont les sommets sont situés sur une môme parallèle à la base, ayant dès lors même hauteur, puisque deux parallèles sont partout également distantes , ces triangles sont tous équivalents entre eux.
REMAaQaB. La quadrature d'un triangle s'obtient en cherchant une moyenne proportionnelle entre sa base et la moitié de sa hauteur , ou entre sa hauteur et la moitié de sa base.
347. Théorème. Deux triangles qui ont un angle égal sont entre eux comme les rectangles contfruits sur les côtés qui comprennent cet angle.
Soient ABC et DEF (fig. 277) deux triangles qui ont un angle égal, A=D. Prenons Am = DE, An = DF, et joignons m». Les triangles Amn et DEF seront égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun.
Cela posé, si l'on tire Cm, les triangles AmnetAmC, qui ont même sommet m , et leurs bases An et AC sur une même ligne droite , ont même hauteur , et sont par conséquent entre eux comme leurs bases ; et l'on a :
Ainn:A9nC::An:AC.
Les triangles kmC et ABC , qui ont même sommet C , et leurs bases Am et AB sur une même ligne droite , ont même hauteur , et sont entre eux comme leurs bases ; on a donc :
AmC:ABC::Am:AB.
Multiplions ces deux proportions terme à terme , et supprimons le facteur AmC qui deviendrait commun aux deux termes du premier rapport, nous aurons :
kmn : ABC :: AnxAm : ACxAB,
ou, en remplaçant les quantités Amn, An, Am, par leurs égales DEF,DF,DE,
DEF:ABC::DFxDE:ACxAB, ce qui revient à l'énoncé du théorème.
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Remà&qub. Les deux triangles seraient équivalents si Ton avait
DFxDE=ACxAB,
ce qui revient à la proportion
AB:DE::DF:AC
c'est-à-dire qu'ils seraient équivalents si les côtés qui comprennent l'angle égal étaient réciproquement proportionnels.
548. Théorème. Dmix triangles semblables sont entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues.
Soient ABC et abc (fig. 171 ) deux triangles semblables. Les angles C et c étant égaux , on a , en vertu de la proposition qui précède ,
ABC : abc :: ACxBC : acx^bc,
La similitude des deux triangles donne la proportion
AC:ac::BC:ô<?.
Multipliant ces proportions terme à terme , on obtient
ABC X AC : aô^X ac :: AC xBC' : ac X *?.
Supprimant le facteur AC commun aux antécédents et le facteur ac commun aux conséquents , il reste
ABC:a6c::BC':6ô\
On démontrerait de même , ou l'on conclurait sans peine de ce qui précède, qu'on a également
ABCiabcv.W'.lïc^ et ABCraftc :: AFrôô*.
Corollaire. Si l'on a AC = 2.ac, il en résulte
ABC : aôc :: 4.âc*:â? ou ::4:l,
c'est-à-dire que si les côtés de l'un des deux triangles sont le double des côtés homologues de l'autre , l'aire du premier est quadruple de celle du second.
Si l'on avait AC = 3 .o^ , il en résulterait
ABC:a6c::9:i,
et ainsi de suite.
Application. Quand on copie sur le papier un Iriangle Iracé sur le terrain, en adoptant réchelle d'un miUlmèlre par mètre , on a AC = 1000. ac, et conséquemment
ABC :a&c:: 1000000:1,
c'est-à-dire que l'aire du triangle tracé sur le papier est la millionième partie de celle du triangle tracé sur le terrain.
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Si Vqp ^Y^lMe en millimètres carrés l'aire d^ petit triangle, en mulUpllant celte aire par iOOOOOO, on aura celle du grand triangle. Remarquons que celte multiplication revient à regarder |es millimètres carrés comme des mètres carrés ; car un mètre valant 1000 millimètres, un mèlre carré vaut 1000 x 1000 milli- ■mètres carrés, ou lOOOOOO de millimètres carrés.
549. Théorème. Le carré oanstruit sur l'hypoténuse d'un trianrgle rectangle équivaut à la somme des carrés construits sur les deux autres eûtes.
Soit ABC (fig. 278) un triangle rectangle en B; et soient ACFB , CBKL , AB6I , les carrés construits sur l'hypoténuse et sur les deux autres côtés. Du sommet de Tangle droit abaissons sur l'hypoténuse la perpendiculaire BD , et prolongeons cette perpendiculaire jus* qu'en H. Le carré AGFE se trouvera partagé en deux rectan* gles ADHE et CDHF.
Le carré ABGI et le rectangle ADHE sont entre eux comme les produits de leurs bases par leura hauteurs , et l'oa a
ABGI:ADHJÎî;iaxAB:AExAD,
ou, en remplagaat AI par soq égal j^, et A£ par sou égal AC ABGl:AD^f;::ÂP:ACx^D. [1].
Or , la similitude des triangles ABD et ABC (204) donne la proportion
AC : AB :: AB : AD , d'où AB*= AC X AD. Dans la proportion [1] les deux termes du second rapport sont donc égaux , et il en résulte que les deux termes du premier le soqt aussi , et que le carré ABGI est équivalent au rectangle ADHE.
On démontrerait de même que le carré BCLK est équivalent au rectangle CDBF. La somme des deux carrés ABGI et BCLK, équivaut donc à la somme des rectangles ADHE et CDHF , c'est-à-dire au carré ACFE.
Corollaire L Les rectangles ADHE et CDHF ayant même hauteur DH , sont entre eux comme leurs bases AD et CD ; mais ces rectangles étant équivalents aux carrés ABGI et BCLK , il s'ensuit que ces carrés sont entre eux comme les segments AD et CD de l'hypo-tentée.
CoROLLAiRB II. Si Ton compare le rectangle ADHE avec le carré ACFE, on voit qu'ayant n^éme hauteur ils sont entre eux comme leurs bases AD et AC, mais on peut remplacer le rectangle ADHE par le carré équivalent ABGI ; on peut donc écrire
ABGI : ACFE:: AD: AC,
c'est-à-dire que le carré construit sur l'un des côtés de l'angle droit est au carré construit sur Vhypoténme , comme le segment de l'hypoténuse a^facent à ce côté est à l'hypoténuse elU^méme.
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RsMARQUE. Nous avoDs déjà, au n" 204, démontré le théorème précédent , à Tégard des carrés des côtés supposés réduits en nombre. Ces propositions s'étendent , comme on devait s'y attendre , aux superficies elles-mêmes dont les carrés de ces nombres sont la mesure.
Elles fournissent le moyen de résoudre plusieurs problèmes utiles.
350. Problèmk. Faire un carré équivalent à la somme de deuos carrés donnés.
Désignons par M et N les côtés des deux carrés donnés. Sur les côtés d'un angle droit, prenons à partir du sommet les longueurs BA = M ( fig. 158) et BC= N ; lirons AC , qui sera le côté du carré demandé, car on aura, en vertu du théorème précédent :
ÂC"=Br + BC' = SÏ"-f N*.
CoROLLAiRS. On pourrait, de la même manière « faire un carré équivalent à un nombre quelconque de carrés donnés. Pour cela, soient M, N, F, Q, etc., les côtés des carrés donnés ; on fera d'abord un carré ? équivalent à la sommb des carrés ]f et N^ ; puis un carré Y , équivalent à la somme des carrés X', et P^ puis un carré?, équivalent à la somme des carrés Y* et Q' ; et ainsi de suite. On aura évidemment
?=T*-f Q'=H'+N*-{-p+12";'et ainsi de suite.
581. Problème. Faire un carré équivalent à la différence de deux carrés donnés.
Désignons par M et N les côtés des deux carrés donnés, et soit M le plus grand. Sur l'un des côtés d'un angle droit ABC ( Bg. 168) prenons, à partir du sommet, une longueur BA = N. Du point A comme centre , avec un rayon égal à M , décrivons un arc de cercle qui coupera l'autre ^côté de l'angle droit en un point C. La longueur BC sera le côté du carré demandé. Car si l'on joint AC, on aura
AC=Br+Bn*, d'où BC=ÂP-BÂ'=JP— N*.
3SS. Problèmb. Fmre un carré qui soit à ^n carré donné comme m est à n.
Les quantités m et n peuvent être des lignes ou des nombres ; A ce sont des nombres , on pourra les remplacer par des lignes qui contiennent chacune une même longueur convenue, autant de fois qu% ces nombres contiennent d'uniiés.
Soit donc M le côté du carré donné. Sur une droite indéfinie, prenez ui^e longueur AB (fig. 279) égale à n, et une longueur BG
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égale à m. Sur AC comme diamètre décrivez une demi-circonférence. Au point B élevez la perpendiculaire BD. Tirez DA et DC. Prenez sur DA une longueur DE égale à M. Menez £F parallèle à AC; cette parallèle coupera DC en F. La longueur DF sera le côté du carré demandé.
£n effet , Tangle ADC , inscrit dans un demi-cercle , est droit ; d'ailleurs DB est perpendiculaire sur AC ; on a donc (349, Corollaire I):
DC':ÂD"::BC:BA::w:n.
Mais , les droites AC et £F étant parallèles , on a
DF:DE :: DC: AD, d'où DP: DE':: DP: AD'
Donc, à cause du rapport commun ,
DP: DE' :: m:n.
ou W*:W::m:n.
Corollaire. On peut, par cette construction, faire un carré qui soit le double, le triple, le quadruple d'un carré donné , etc., ou qui en soit la moitié , le tiers , le quart , etc.
Application. Cette construclion peut devenir utile pour la réducUon d'un dessin. Supposons, par exemple, qu'on veuille, par la méthode des carreaux (2S6) , réduire un dessin, de manière que la superficie soit les | de ce qu'elle était d'abord. Après avoir enveloppé le modèle d'un carré quelconque, dont le côté peut être représenté par M comme ci-dessus, on aura à trouver un carré qui soit les i du premier. Dans ce cas particulier, le rapport m : n devra être remplacé par le rapport J : 1 ou 3 : 5. Ayant déterminé DF d'après cette condition, comme nous l'avons indiqué ci-dessus, on construira un carré sur cette ligne , et c'est dans ce carré que devra se faire la copie.
Bemarqde. Dans quelques cas particulier , on peut éviter la construction précédente.
Si ABCD ( fig. 196 ) est le carré donné , et que l'aire du carré demandé doive être le double de celle de ABCD; tirez la diagonale AC, ce sera le côté du carré demandé. Car dans le triangle isocèle rectangle ABC , on a
ÂC'=:ÂB'+BG'=2.ÂF
Ainsi, le carré fait sur AC est le double du carré fait sur AB, c'està-<lire le double du carré donné.
Si le carré cherché doit être le triple du carré donné , soit H le côté de ce carré donné : sur une même droite prenez deux longueurs BD et DC ( fig. 2S0) égales k M. Des points 6 et G comme centres, avec BG pour rayon, décrivez deux arcs qui se couperont en un point A. Joignez AD, ce sera le côté du carré cherché; car, d'après la construction, le triangle ABC est équilatéral , et AD est
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perpendiculaire sur BG (177, Rem. IV}; on a donc, en vertu de la remarque II
AD:BD::v/3: 1, ou ÂD":BD*:: 3: 1, c'est-à-dire ÂD':M'::3:1;
le carré construit sur AD sera donc le triple du carré donné.
Si le carré cherché doit être le quadruple du carré donné, prenez le double du côté M du carré donné , ce sera le côté du carré cherché; car son aire aura pour mesure 2M X 2M ou 4M**
Si le carré cherché doit être la moitié seulement du carré donné ABCD (fig. 195), prenez la moitié de sa diagonale AC, ce sera le côté du carré cherché ; car l'aire de ce cairré aura pour mesure
-^ X -â" OU -4" y or » lïous avons vu que AC'= 2AB' ; Taire en ques-
2ÂB* AB* tion sera donc équivalente à — — ou à — ■ , c'est-à-dire à la moitié
du carré donné.
Si le carré cherché doit être le tiers du carré donné dont nous représenterons le côté par M , prenez BC (fig. 280) égal au double de M , et achevez , comme plus haut, le triangle équilaléral ABC. Des points A et B abaissez sur les côtés opposés les perpendiculaires AD et BE. Ces perpendiculaires se couperont en un point 0, la longueur OD sera le côté du carré cherché; car les triangles rectangles BAD etXAD étant égaux, comme ayant Thypoténuse égale et un côté commun , l'angle BAD est la moitié de l'angle BAC, et vaut conséquemment \ d'angle droit. On en peut dire autant de l'angle CBE. Les triangles ABD et OBD sont donc équiangles, et par suite semblables, et l'on a la proportion :
OD:BD::BD:AD, ou ÔD*: BD*:: BD*:Âd';
mais BD' est le tiers de ÂD^, ainsi que nous l'avons rappelé tout à l'heure , donc ÔD* est aussi le tiers de BD* ou de M*. Ainsi le carré construit sur OD sera le Uers du carré donné.
Enfin , si le carré cherché doit être le quart du carré donné dont le côté est M , prenez la moitié de M , ce sera le côté du carré cher-
ché; car 1 aire de ce carré aura pour expression —X -^oxx -j.
5S5. Théorème. Le carré construit sur la somme de deux lignes équivaut au carré construit sur la première ^ plus le carré construit sur la seconde , plus deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes.
En effet, soient AB et BC (fig. 281 ) ces deux lignes. Construisons le carré ACGI ; prenons AE = AB; menons EF parallèle à AC, et BH parallèle à AI. Tous les angles de la figure seront droits. Les droites A£ , BD , CF seront égales entre elles , comme parallèles comprises entre parallèles : il en sera de môme des droites AB , ED, m; et comme AE égale AD, les droites AE, BD, CF, ED, IH sont toutes égales à AB.
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Les droites £1, 1)H, F6 soiit égales entre elles comme t)arallèles comprises entre parallèles ; il en est de même des droiles BC , DF , HG. D'ailleurs , comme on a AI = AC, puisque ACGI est un carré, et AE==AB,il en résulte AÎ — AE = AC — AB, ou EI = BC. Ainsi les droites El, DH , FG, DF, HG sont toutes égales à BC.
Il suit de là : que ABDE est le carré construit sur AB ; que DFGH est égal au carré construit sur BC; que EDHI est égal au rectangle construit sur AB et sur BC; et qu'il en est de même de BCFD.
Or la somme de ces quatre figures forme le carré ACGI , le carré construit sur la somme AG des deux lignes AB et BC équivaut donc au carré de AB plus le carré de BC , plus deux fois le rectangle con«struit sur AB et BC.
Corollaire. Si Ton remplace ces diverses figures par leur mesure, on obtient :
ÂC'=:ïi*+BC* + 2ABxBC.
Application. Supposons , par exemple , qu'un carré ait 8" de côté, sa superficie sera de 8 x 8 ou 64 mètres carrés. Si l'on augmente son côté de 3">, sa superficie augmentera , d'après le théorème précédent, du carré de 3*", c'est-à-dire de 9~*, plus de deux fois le produit de 8" par 3", c'est-à-dire de deux fois 24*"= ou de 48""^ ; et l'on aura :
et en effet , chacun des deux membres de cette égalité vaut 121""'.
5S4. Théorème. Le carré construit sur la différence de deux lignes équivaut au carré construit sur la plus grande, plus le carré construit sur la plus petite, moins deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes.
En effet , soient AB et BC ( fig. 282) ces deux lignes. Construisons les carrés ACKH et ABDE. On aura A£=x AB et AU=AC, d'où
AE— AH=AB— ACouHE=BC.
Prolongeons DE et KH de quantités £F et HG égales à BC , et joignons F6. La figure EFGU sera un carré (S97) égal à celui qui serait Construit sur BC.
Prolongeons CK jusqu'à la rencontre de DE en I ; la droite DB étant égale à AB , puisque ABDE est un carré , le rectangle CBDI est égal à celui qui serait construit sur AB et BC.
On a 1D=BC; mais on a aussi FE — BC; doncFE=ID; donc aussi FI mEDrrr AB; d'ailleurs , FG =HE= BC. Le rectangle GKIF est donc égal à celui qui serait construit sur AB et sur BC.
Or le carré ACKH équivaut évidemment au carré ABDE, plus le carré EFGH, moins le rectangle CBDI, moins encore le rectangle GKIF. Donc le carré construit sur AC, différence des lignes AB et
BG y équivaut au carré construit sur AB^ phu le carré construit sur BC , moins deux fois le rectangle construit sur ÂB et BC.
CoKOLLURB. Si l'on remplace ces diverses figures par leur mesure, on obtient :
ÏC'=ÎB* + BC»— 2ABxBC.
Application Supposons, par exemple, qu'un carré ait 8" de côté, et par conséquent 64""* de superficie. Si Ton diminue son côté de 3", sa superficie, d'après le théorème précédent, augmentera d'une part du carré de 3*, c'est-à-dire de 9"°, et diminuera dé l'autre de deux fois le produit de 8" par 3*, c'est-à-41re de 48«**; et l'on aura:
et en effet , chacun des deux membres de cette égalité équivaut à
3oS. Théobèvs. Le carré du côté'BC (fig. 283 ou 284) opposé à un angle aigu A dans le triangle ABC, équivaut à la somme des carrés des deux autres côtés , moins deux fois le rectangle qui aurait pour base Vun de ces côtés AB et pour hauteur le segment AD déter^ miné par la perpendiculaire Z\^ abaissée du sommet oj^sé.
En effet : on a
dans le cas de la figure 283. . BD=:AB— AD
et dans le cas de la figure 284. . . < . . BDs::AD— AB.
Dans les deux cas, le théorème du n° 354 donne
B]7=ÂB'+ÂD*— 2.ABXAD.
Ajoutant de part et d'autre CD', il vient
BF+CB"=ÂB*+ÂB'+CD*— 2ABXAD;
mais BD*+CD' peut être remplacé par BC'etÂD'+CD'parÂC'; on aura donc
BC'=ÂB*+ÂC'— 2ABXAD;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
556. Théorème. Le carré du côté BC (fig. 285) opposé à un angle obtus A dans le triangle ABC , équivaut à la somme des carrés des deux autres côtés, plus deux fois le rectangle qui aurait pour base Fun de ces côtés AB, et pour hauteur le segment AD déterminé par la perpendiculaire CD abaissée du sommet opposé.
En effet, on a BD = AB-j-AD,
d'où BB*«SI'+ÂD*-|-2ABxAD (M5).
Ajoutant de part et d'autre CD* , il vient
BB'+CD*=ÂB'+ÂD'+CD* + 2ABxAD;
mais BB*+ CD' peut être remplacé par BC' et ÂD' + CB* par ÂC* ; on aura donc
BC'=ïff+ÂC'+2ABxAD;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
557. Remarque I. En rapprochant les deux théorèmes qui précèdent , on voit que si l'angle opposé au côté que Ton considère est aigu , le carré du côté opposé est moindre que la somme des carrés des deux autres ; et que si cet angle est oblus , le carré du côté opposé est plus grand que la somme des carrés des deux autres.
Il en résulte que, si dans un triangle, le carré d'un côté équivaut à la soinme des carrés des deux autres, on peut affirmer que le triangle est rectangle; ce qui est la proposition réciproque de celle du n*» 340.
588. Remarque II. Le rapprochement de ces deux théorèmes montre aussi que deux côtés d'un triangle restant les mêmes , le troisième est d'autant plus grand que l'angle opposé est plus grand.
En effet, si l'angle aigu À (fig. 283) augmente, les côtés ABet AC restant les mêmes, le point D se rapprochera du point A. Le facteur AD diminuant, la partie soustractive de la valeur de BC* diminuera ; donc BC lui-même augmentera.
Si l'angle devient obtus , d'aigu qu'il était, BC', qui était moindre que la somme des carrés des deux autres côtés , devient plus grand ; donc BC augmente.
Enfin si Tangle obtus BAC (fig. 285) augmente, les côtés ABet AC restant toujours les mêmes, le point D s'éloignera du point A. Le facteur AD augmentant, la valeur deTïC* dont tous les termes sont additifs, augmentera; donc BC lui-même augmentera.
La proposition réciproque est également vraie : deux côtés d'un triangle restant les mêmes, l'angle compris est d'autant plus grand que le troisième côté est plus grand. Supposons , en etîet , que ce troisième côté augmente, l'angle opposé augmentera aussi; car s'il restait le même, le côté opposé ne varierait pas (185), ce qui est contraire à Thypothèse; et si l'angle opposé diminuait, le troisième côté diminuerait aussi, en vertu de la proposition directe , ce qui est également contraire à l'hypothèse.
550. Théorème. Dans tout parallélogramme , la somme des carrés des diagonales équivaut à la somme des carrés des côtés.
Soit en effet ABCD (fig. 286) un parallélogramme; menons les
diagonales AC , BD; par les points C et D menons CI etDH perpendiculaires à âB.
Dans le triangle ADB , le côté DB étant opposé à un angle aigu , nous aurons (5oâ) :
BD'=ÂF+ÂD'— 2ABX AH [1].
Bans le triangle ACB, le côté AC étant opposé à un angle obtus , nous aurons (536) :
AC*=ÂF+BC' + 2 AB X BI
Mais les triangles ADH et BCI sont égaux ; car ils ont un côté égal AD=BC adjacent à des angles égaux chacun à chacun, savoir DAH = CBI conome correspondants, et ADH = BCI comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens. Il en résulte AH=:BI; et par conséquent les doubles produits qui terminent les égalités [1] et [2] sont égaux. Si donc on ajoute les égalités membre à membre , ces doubles produits affectés de signes contraires dispandtront , et il restera
ÂG*+DB' = ÂB*+5C"+ÂB'+ÂD*,
ou, en remplaçant l'un des termes ÂB^par CD' qui lui est égal, ÂC*+DF = ÂB' + BC' + CD*+ÂD*,
ce qui revient à Ténoncé du théorème.
560. Problème. Changer un polygone donné en un polygone équivalent , gui ait un côté de moins.
Soit ABCDEF (fig. 287) le polygone donné. Tirons la diagonale AC ; par le point B menons une parallèle à AC qui rencontre en 1 le prolongement du côté AF ; et tirons IC. Le polygone ICDEF, qui a un côté de moins que le polygone donné , lui est équivalent.
En effet, ces deux polygones ont une partie commune ACDEF, et ne diffèrent que paries parties res^tantes ABCetAlC.Or, ces parties restantes sont des triangles qui ont même base AC , et leurs sommets B et I sur une même parallèle à la base ; ils ont donc même hauteur, et sont par conséquent équivalents (546). Les deux polygones ABCDEF et ICDEF sont donc équivalents aussi.
Remarque. Il est bon d'observer que ce procédé s'appliquerait également à un polygone qui ne serait point convexe.
Soit , en effet , ABCDEFG (fig. 288) un polygone qui a un angle rentrant ABC : remploi du procédé ci-dessus va faire disparaître cet angle rentrant. Tirons AC; par le point B menons BI parallèle à AC , et joignons IC. Les triangles ABC et AIC ont même base AC ; leurs sommets B et I sont sur une même parallèle à la base; ils ont
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donc même hauteur, et sont équivalents. Or, ai de la figuré totale ACDEFG, 00 retranche le triangle ABC, il reste le polygone donné ABCDEF6; mais si de la même figure totale ACDEFG on retranche le triangle AIC, il reste le polygone ICDEFG. Ce polygone est dotic équivalent au polygone proposé; en outre il a un côté de moins , et n'a plus d*angle rentrant.
CoROLLAtRB. En répétant l'opération précédente un nombre suffisant de fois, on pourra toujours réduire le polygone dotiné à n'aroir que trois côtés. Or, on sait trouver un carré équivalent à un triangle donné (846); la quadrature d'un polygone quelconque peut donc s'effectuer par une suite d'opérations rigoureuses (abstraction faite des erreurs graphiques).
Remarque. Lorsque les côtés du polygone proposé sont nombreux , en répétant la construction précédente autant de fois qu'il est nécessaire pour convertir le polygone en un triangle, il en résulte un peu de confusion dans les lignes. Mais plusieurs de ces lignes peuvent être omises , et la construction revient à ce qui suit.
Soit ABCDEFG (fig. 289) le polygone proposé. Par un même som« met À menons les diagonales AC, AD, AE, AF. Prolongeons les côtés DC, ED, FE, GF comme l'indique la figure. Menons ensuite successivement : BH parallèle à AC ; HI parallèle à AD ; IK parallèle à AE ; KL parallèle à AF, et joignons AL. Le triangle ALG sera équivalent au polygone proposé.
Cette construction serait encore applicable dans le cas où le polygone proposé aurait des angles rentrants. Rien n'empêche d'ailleurs de les faire préalablement disparaître.
561. Théorème. Deux polygones semblables sont entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues, ou de leurs diagonales homologues.
Soient ABCDE et abcde (fig. 204) deux polygones semblables. Si l'on tire par deux sommets homologues A et a les diagonales homologues KC.ac, AD, ad, les polygones se trouveront partagés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés.
Les triangles ABC et abc étant semblables, sont entre eux comme les carrés de leurs côtés homologues (548), et l'on a
ABC: abc::W:'^ [i].
Les triangles ACD et ocd étant semblables, on aura de même :
ACD : acd :: CD': êa*.
Or, à cause de la similitude des polygones, on a
CD : cd :: AB : oft, d'où cD* : ^ :: ÎB" : ï?; donc ACD lacditW.Tb* [t].
On obtiendrai! de ttiétûè \
ADE : flife :: îff : 57 [3].
Les proportions [1], [2], [3] ayant un rapport commun, on endé^ duit cette suite de rapports égaux :
àBC : abc :: ACD : acd :; ADE : ode;
mais, dans une pareille suite de rapports égaux, la somme des antécédents est à la somme des conséquents comme un antécédent est à son conséquent. En appliquant ce principe on obtient :
ABC + ACD + ADE : abe + acd + ade :: ABC : abc,
ou, ce qui revient au même,
ABCDE : abcde ;: ABC : abc [4].
Les proportions [1] et [4] ayant un rapport commun, les deux autres rapports sont en proportion, et Ton a :
ABCDE : abcde :: ÂB* : âff.
D'ailleurs on a
AB : ab :: BC : bc \: kC: ac, etc.,
d'où ÂB' : 06" ::W:T? :: I(? : ô?, etc
donc
ABCDE : abcdê :: ÂB' : ôé' :: BC' : 6? :: ÎC* : ôc*, etc.
Application. Lorsqu'on a levé le plan d'un terrain , on connaît le rapport qui existe entre un côté quelconque du polygone tracé sur le terrain et le cdlé homologue du polygone tracé sur le papier. Supposons, par exemple, que AB et ah étant d«ux cà\é% bomologuM, on ait
AB= abxn
(n étant un nombre qui dépend de Téchelle adoptée);
on aura AB*=ô5' x n*.
Les aires des polygones sont donc entre eUes comme â&*xn*est li oP, ou comme n' est à 1 .
Il suffît donc, pour obtenir Taire du polygone tracé sur le terrain, d'évaluer celle du plan , et de la multiplier par n*.
Mais, en général, quelle que soit la longueur conTentionnelle qui représente le mètre , le carré construit sur cette longueur représentera le mètre carré. On n'aura donc qu'à se servir de ce carré comme unité d'aire pour évaluer la superficie du plan, ce qui sera'toujours facile, puisque toutes les lignes de la figure sont évaluées en unités de longueur égales au côté de ce carré.
562. Problème. Construire un polygone semblable à un polygone donné, et dont l'aire soit à celle de ce polygone dans le rapport demà t^.
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Soit ÀB ( fig. 204 ) l'un des cdtés du polygone donné ; la question se réduit à trouver le côté homologue ab du polygone demandé ; car sur ce côté homologue, s'il était connu, on n'aurait plus qu'à construire un polygone semblable au polygone donné, problème que nous avons appris à résoudre (242).
Appelons P l'aire du polygone donné, p celle du polygone cherché. D'après la nature de la question, on doit avoir
mais , à cause de la similitude des polygones, on doit avoir aussi
p: P :: W :ÂF,
et, à cause du rapport commun à ces deux proportions, il &ut qu'on
ait
ô? : AB' :: m : n.
La question est donc ramenée à trouver le côté d'un carré dont l'aire soit à celle d'un carré donné comme m est à n. Ce problème a été résolu au n<'552.
Application: On aurait à résoudre un problème de ce genre si l'on cherchait quelle échelle de réduction on doit adopter pour que Taire d*un plan soit à celle du terrain quMI représente dans un rapport déterminé.
Supposons, par exemple, qu'on veuille faire en sorte que l'aire du plan soit la 40000' partie de celle du terrain, il faudra qu'on ait
ôPrÂB*:: 1:40000.
Mais ici la solution graphique éUnt impraticable , il faudrait extraire la racine carrée de chaque terme de la proportion ci-dessus, ce qui donnerait
ab : AB :: 1 : VÏÔÔÔÔ.
Dans l'exemple particulier que nous avons choisi , la racine carrée s'extrait Immédiatement, et l'on trouve
ab :AB:: 1:200.
l\ faudrait donc que chaque ligne du plan fût la 200* partie de la ligne homologue du terrain. Or la 200* partie d'un mètre, ou de iOOO millimètres, est 5 millimètres. L'échelle ^ adopter serait donc de 5 millimètres par mètre.
563. Théorème. Les aires des polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont entre elles comme les carrés de leurs côtés, ou de leurs rayons, ou de leurs apothèmes.
Soient ÂB et a6 (fig. 218) les côtés de deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés, et par conséquent semblables; soient AO et ao leurs rayons, OH et oh leurs apothèmes, et appelons P eip leurs aires.
En vertu du théorème précédent , on aura
P:p::W:ât^ [i].
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La droite AH étant la moitié de ÂB, et ah étant aussi la moitié de aft, paîsque Tapothème divise le côté en deux parties égales, il en résulte :
AH:aA:: AB:a6, et ÂH':5ï* :: ÂB*:ô6* [2].
A cause de la similitude des polygones, d'où résulte celle des triangles AOH et aoh , on a aussi
AH : ah :: AO : ao :: OH : oh,
d'où Âff : ôÂ* :: ÂO* : ^' :: Ôff :^' [3].
Si l'on a égard aux rapports communs entre les proportions [1], [2] et [3] on en tire
P : j) :: AB'iôft" :: ÂÔ" :âô" :: Off :ôÂ*
ce qui revient à l'énoncé du théorème .
Remarque. On trouve, par des méthodes Irigonom étriqués, qu'en prenant pour unité d'aire le carré du cdté d'un polygone régulier, l'aire de ce polygone est exprimée par les nombres suivants :
Nombre des côtés. Valeur de l'aire.
etc. etc.
Pour obtenir à l'aide de cette table l'aire d'un polygone régulier d'espèce d^ lerminée dont le côté est donné, il faut multiplier le carré de ce cOté par le nombre que fournit la table. Supposons , par exemple , qu'il s'agisse de mesurer la superficie d'une pièce d'eau, dont la forme est celle d'un octogone régulier de 3" de côté. Appelons A l'aire cherchée. L'aire de l'octogone régulier qui a pour côté 1, est, d'après la table ci-dessus, 4,8284. En vertu du théorème précédent, on doit donc avoir
d'où A=9— X4,8284=43— ,4556.
364. L'aire d'un polygone régulier ayant pour mesure la moitié du produit de son périmètre par son apothème , on obtiendrait sa quadrature en cherchant une moyenne proportionnelle entre la moitié de son périmètre et son apothème.
56â. Théorème. Les aires des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons ou de leurs diamètres.
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Appelons A et a les aires de deux cercles, R et r leurs rayons, D et e2 leurs diamètres. Nous aurons (527)
A = wXR' et a = 'KXr^.
Il en résulte la proportion
A: a:: wXR*:irXH,
ou , en supprimant le facteur tz , commun aux deux termes du second rapport :
De plus , le diamètre étant le double du rayoa , on a évidemment
D:d::R:r, d'où D":d*::R*:r» [2].
A cause du rapport con^mun entre les proportions [1] et [2], il vient donc
366. Problâmi. Décrire un cercle dont l'aire soit à celle d'un cercle donné, dans le rapport de m an»
Appelons R le rayon du cercle donné , x le rayon du cercle cherché; on devra avoir, en vertu du théorème précédent,
La question est donc ramenée à trouver le càté d'un carré dont Taire soit à celle d'un carré donné comme m est à n (voy. le n'»5S2).
567. Problème. Décrire un cercle dont l'aire soit équivalente à la somme des aires de deux cercles donnés.
Placez à angle droit les diamètres AB et BC (fig. 290) des deux cercles donnés, et joignez AC, qui sera le diamètre du cercle demandé , car on aura (56S)
cercle AB : cercle BC : : îff : BC",
d'où cercle AB+ cercle BC : cercle AB : : ÂB^+BC* : AS",
ou, en remplaçant ÂP+BU* par ÂC*,
cercle AB + cercle BC : cercle AB : : ÂC* : ÂB" ;
mais on a aussi
cercle AC : cercle AB : : ÏC* : ÂB*.
Ces deux dernières proportions ayant les trois derniers termes communs, il faut que les premiers soient égaux , et qu'on ait
cercle AC == cercle AB -f cercle BC.
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RBMAftQins. Décrivons les demi-cercles AnpC, ANB et BPC. D'après ce qui
£ récède , Taire du premier équivaudra ^ la somme des aires des deux autres. ais le premier demi-cercle a avec les deux autres les parties communes AnBA et BpCB : il faut donc que les parties restantes soient égales. Or, ces parties restantes sont, d'une part, le triangle ABC, de Tautre, les lunules ANBnA et BpCpB. Donc la somme de ces lunules équivaut au triangle ABC.
568. Pboblèms. Décrire un cercle dont l'aire sait équivalente à la différence entre les aires de deux cercles donnés.
Plaçons les cercles donnés de manière que leurs centres coïncident. Soit 0 (fig. 291) C6 centre. Par un point quelconque A de la circonférence extérieure , menons une tangente AT à la circonfé* rence intérieure : cette tangente sera le rayon d'un cercle équivalent à la différence des cercles donnés , c'est-à-dire à l'aire de la couronne circulaire comprise entre leurs circonférences. Car, si Ton tire les rayons OA et OT, le triangle ATO étant rectangle en T (105), on aura :
AO«=Âr+ôr, d'où TP=IÔ'-(5T";
ou , en multipliant de part et d'autre par n ,
wXAT'=icXÏO'— wxOT.
c'est-à-dire cercle AT = cercle AO — cercle OT.
369. Le problème de la quadrature du cercle a eu jadis une grande célébrité. Ce problème est au fond le même que celui de la rectification de la circonfë'rence; car si Ton savait trouver rigoureusement une droite de même longueur que la circonférence , en cbercbant une moyenne proportionnelle entre cette droite et la moitié du rayon, on aurait le côté du carré équivalent à Taire du cercle. En effet, soit c cette moyenne proportionnelle, et R le rayon du cercle, on aurait
2icxR:c j:c: p d'où c»=2itxRXj,
ou («=«xRS
c'est-à-^ire que le carré qui aurait pour c6té c équivaudrait à Faire du cercle qui a pour rayon R.
On démontre que la rectification de la circonférence ne peut s'effectuer par aucune opération graphique rigoureuse. La quadrature du cercle est donc désormais une quesUon oiseuse. En supposant d'ailleurs sa solution rigoureuse ]>ossibie , elle ne conduirait pas dans la pratique , vu les erreurs graphiques inévitables, à une approximation plus grande que celle à laquelle on peut parvenir.
£n effet, la relation
^=icxR' ou <î»=iR»x«, donne c = Rxv'ïti ou c=RxV3.l4l&a265368Q... = Rxl.7724Sa8...
Pour obtenir dans chaque cas le côté du carré équivalent à un cercle , il faut donc multiplier son rayon par le nombre constant i ,7724588... SI, par exemple, le rayon a 10 mètres, le cMé du carré cherché aura 10* x 1)772468(1... ou 17-,72453S... c'esi-)Hlire 17»,734 environ.
379. A défaut d'une solution graphique rigoureuse de la question, on a cherché des solutions approchées qui permissent, en cas de besoin, d'éviter de recourir au calcul. On a proposé à cet effet différentes constructions qui fournissent un résultat plus ou moins approché. Nous proposerons la suivante qui conduit à une approximation plus que suffisante.
Soient AMBN (fig. 292) un cercle , AB un diamètre, AT une tangente indéfinie menée à l'extrémité du diamètre. Prenons 01 égal à la sixième partie du rayon OB; du point 1 comme centre , avec une ouverture de compas éga]« au double du diamètre AB , décrivons un arc de cercle qui coupera la tangente en un point T ; joignons TB qui coupera le demi-cercle en un point M : la corde AM sera le cdté du carré équivalent au cercle , à moins d'une demi-unité du cin* quième ordre décimal.
En effet, pour plus de simplicité prenons le rayon pour unité, nous aurons
01 = i; AI=}; AB = 2; Tl = 4.
Le triangle rectangle ATI donne
Le triangle rectangle ATB donne
TB'=ÂB' + ïP=4 + ^=^.
Mais Tangle AM6 étant droit , puisqu'il est inscrit dans un demi-cercle , les triangles rectangles AMB et ATB qui ont l'angle B commun, sont semblables» et Ton a
AM : AB :: AT : TB, ou Âff: ÂB* :: ÏP: TB*,
ou encore On tire de là
et AM = \/i^ = 1 ,7724502 , etc.
Or, si dans la valeur trouvée pour c dans le numéro précédent , on fait R égal à 1, il reste c= 1,7724538...
On voit que la différence entre la valeur approchée AM et la valeur véritable c est d'environ 0,0000036... , c'est-à-dire moindre qu'une demi-unité du cinquième ordre décimal; en sorte que, théoriquement parlant, cette erreur ne serait pas d'un demi-millimètre, pour un cercle dont le rayon aurait 100 mètres.
Remakque. Si du point M on abaisse sur le diamètre AB la perpendiculaire MP, on aura (264, Coroll. Il] :
AP:AM::AM:AB, d'où ÂS"=APxAB.
Or, AM étant le cdté du carré équivalent au cercle (approximativement), on a
AM*=r7cxÔÂ*j d'ailleurs AB = 0Ax2j
donc wxôr = APx0Ax2, d'où AP=^2|2:^ = ?^,
c'est-à-dire que AP équivaut au quart de la circonférence, ou au quadrans rectifié» du moins avec une approximation suffisante.
574. Par des méthodes trigonom étriqués , on peut calculer le côté d'un polygone régulier d'espèce déterminée, ayant une aire équivalente à celle d'un
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cercle doimé. SI Ton prend pour unité le rayon de ce cercle, on trouve que :
le côté do triangle équilatéral doit être 3,69355. . .
du carré 1,77245. . .
du peulagone régulier 1,35130. . .
de rhexagone ^ . 1,09964. . .
de Teplagone 0,92080. . .
de Toctogone 0,80663. . .
de Tennéagone 0,7 1288. . .
du décagone 0,63899. . .
du dodécagone 0,4881 1 . . .
etc. etc.
81 le rayon est différent de l'unité , on n'aura qu^ multiplier ces nombres par la valeur du rayon.
379. THio&ÈMB. Lei aires des secteurs semblables sont entré elles comme les carrés de leurs rayons.
Soient S et « les aires de deux secteurs semblables ^ c'est-à-dire ayant même angle au centre, et pour base des arcs semblables par conséquent. Désignons leurs arcs par À et a, leurs rayons par R et r; nous aurons (529) :
S=iAxR et s=^aXr,
d'où l'on tire la proportion identique
S:5::iAxH:iaXr,
ou S:j::AxR:aXr [1].
Mais les arcs A et a étant semblables» on a (S9tt)
Multipliant terme à terme les proportions [1] et [2], on trouve
SxA:*xa:: AxR':aXf*.
Divisant les antécédents par A et les conséquents par a , il vient
S:s::If:f^ [3].
CoaoLLÀiBB. On tire de la proportion [2]
A«:a»::R«:f« [fl.
Donc, à cause du rapport commun entre les proportions [3] et [4], on peut écrire
c'est-à-dire que deux secteurs semblables sont entre eux comme les carrés des arcs qui leur servent de base.
RsMAEQUE. On obtiendrait la quadrature d'im secteur en calculant la valeur de Tare qui lui sert de base, et en cherchant une moyenne proportionnelle entre cet arc et la moitié du rayon.
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373 Ce qui a été dil au n» 364 , relalWcment aux polygones femblablM, oeul s'appliquera deux figures semblables quelconques; car loule ligne courbe oouvanl èlrc considérée comme une ligne brisée, dont les côtés sont mfinimcnl nelils, loule figure curviligne peut ôlre regardée comme un polygone. On peul donc dire, en général, que les aires de deux figures semblabUs quelconques sont entre elles comme les carrés de leurs lignes homologues.
574 Nous avons appris, aux n« 33S el 336, à mesurer avec une approximation suffisante l'aire d'une figure curviligne quelconque. Pour obtenir le cfllé d'un carré équivalent à cette figure, il suffit d'extraire la racine carrée du nombre qui exprime son aire. ,. ..^ . ^ x i v
Supposons, par exemple, que l'aire d'une figure ait été trouvée égale à 552— %25; en désignant par x le côté du carré équivalent , on devra avoir
«» = 552-%25, d'où a; = V552-%25 , ou . ai=23-,5.
CHAPITRE IX
BXBRGiaiS RVLATirS A LA MTISlOlf DBS fflCVaES PLANES.
375. Lorsqu'une propriété territoriale fait partie d'un héritage, on a ordinairement à opérer le partage des terres entre les divers héritiers, proportionnellement aux droits qu'ils apportent dans la succession. Ce partage exige une division de figures planes en parties égales ou en parties proporlionnelles à des nombres donnés. Diverses circonstances peuvent donner lieu dans les arU ^ une division du même genre. C'est par la solution des principaux problèmes relalils à cette question que nous terminerons la Géométrie plane.
376. Froblème. Diviser un triangle en parties proportionnelles à des nombres donnés , pat des droites tirées d'un même sommet
Pour fixer les idées, soit à diviser le triangle ABC (fig. 293) en trois parties proportionnelles aux nombres 2, 8, 5, par des droites tirées du sommet A. Divisez le côté opposé BG en trois parties Bm, mn, nC, proportionnelles aux nombres donnés 2,3,5 (ISO), et tirez Am et An. Les Iriangles BAm, mAn, nAC, ayant même sommet A, et leurs bases sur une même ligne droite, ont même hauteur, et sont par conséquent entre eux comme leurs bases, c'est-à-dire comme les nombres donnés 2,3,5.
RcMARQDE. On agirait de la même manière pour diviser un triangle en on nombre donné de parties équivalentes.
377. Problème. Diviser un triangle ABC (fig. 204) en deux parties proportionnelles à des nombres donnés m et n, au moyen d'une parallèle à to baeém
Soit IH la parallèle cherchée , on devra avoir
AHl:HlCB::m:n, d'où résulte AHi : AH1+ HICB ::m:m-\-n,
ou AHI: ABC:: mim-i-n.
Mais les Uian^les AHI el ABC étant semblables, puisque Hl f» M supposé parallèle à BC, on a ausM ;348)
AI11:ABC::ÂH*:Âb'.
Celte proportion iiyaDt avec la précédente un rapport commun , on en déduit
ÂH'rÂB*:: TO:m + fi.
La question est donc ramenée à trouTer le cdlé AH d'un carré, qui soit à un carré donné AB", comme le nombre m est au nomltre m-^n (voy. le n' 352).
CoBoLuiRE 1. SMl s*agit en particulier de diviser le triangle en deux parties équivalentes par une parallèle à la base , prenez le milieu 0 du cdté AB; élevez sur AB la perpendiculaire OD égale à OA , joignez AD. Du point A , comme centre, avec AD pour rayon , décrivez Tare DH , qui coupera AB et H, et tirci Ht parallèle ^ BG; ce sera la parallèle demandée; car, d'après la construction, on a
AHl: ABC:: ÂffiAB*, ou ::Jffi*:4A5,
puisque le carré de AB, ou de 2A0, est 2AOx2AO, ou lÂÔ*. Mais, dans le
triangle ÂDO, on a
ad'=âo' h- 55*= 2ÂÔ*.
La proportion devient donc
AHI:ABC::2Â(?:4ÂÔ', ou ::2:4, ou :: 1 : 2.
Ainsi le triangle AHI est la moitié du triangle total ABC, et équivaut, par conséquent, au trapèze HICB.
378. Problèke. Diviser un triangle ABC (fig. 295) en ttoit parties propor^ tionnelles à des nombres donnés m, n» p, au moyen de droites menéei des sorn^ mets à un même point intérieur.
Pour fixer les idées , supposons que les triangles qui auront respectivement pour base les c^tés BC, AC, AB du triangle donné, doivent être entre eux comme les nombres m,n,p.
Supposons le problème résolu. Soient Ole point intérieur cherché, et OA, OB, OC les droites qui divisent le triangle proposé en trois autres, proportionnellement aux nombres donnés , en sorte qu'on ait
BOG : COA : AOB ::m:n:p.
Prolongeons les lignes OA, OB, OC, respectivement jusqu'en L, H, I. Les triangles AlC et BIC , qui ont même sommet C et leurs bases en ligne droite, ont même hauteur et sont entre eux comme ces bases. On a donc
Aie : BIC :: Aï : IB... [l], Par une nison analogue, on a aussi
AIO:B10::AI:IB; et , par conséquent , à cause du rapport commun , Aie : BIC :: AlO : BIO.
On tire de là AIC — AIO : BIC — BIO :: AIC : BIG
ou AOC : BOG :: AIC : BIC... [2].
Comparant les proportions [1] et [2] , il en résulte A0G:B0G::AI:1B; mais, par hypothèse , on doit avoir
AOC : BOC ::n:m.
Donc enfin, il faut que Ton ait Al : IB :: n : m $ proportion qui détermine le point I (139}*
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On prouverait de la même manière que le point H doit être déterminé par la proportion
AH:HC::n:p,
et le point L par la proportion BL : LG : : m : p.
Les lignes IG, H6, LA étant ainsi déterminées, le point 0 sera à leur intersection. Deux d'entre elles suffiront d'ailleurs pour obtenir ce point.
379. Corollaire. Si les trois parties devaient être équivalentes, les points I , H , L seraient les milieux des cdtés.
Remarque. On aurait à résoudre ce problème ou le problème plus général du n*378, s'il s'agissait de partager une pièce de terre de forme triangulaire , proportionnellement aux droits de trois hériliers qui auraient déj^ des propriétés attenant respectivement aux trois côtés de ce triangle.
380. PROELfeME. Diviser un triangle ABC (fig. 296) en trois parties propar^ tionnelles à des nombres donnés, par des droites menées d'un même point 0, donné dans l'intérieur du triangle.
On aurait à résoudre ce problème, s'il s'agissait de partager une pièce de terre de forme triangulaire, proportionnellement aux droits de trois héritiers, et que les trois paris dussent aboutir à un même point donné de la pièce de terre, par exemple, à un puits, à une fontaine. L'une des droites de division pourrait aussi être donnée d'avance : ce serait, par exemple, un sentier battu , une haie , un ruisseau , etc.^ aboutissant au point donné O. Soit OD cette première droite de division ; et supposons, pour fixer les idées , que les trois parts doivent être entre elles comme les nombres 5 , 6 et 7.
Pour résoudre commodément le problème qui nous occupe , on emploie à la fois le calcul et les constructions graphiques. Admettons qu'on ait évalué l'aire du triangle ABC , et qu'on l'ait trouvée de 17 ares 82 cent. Par des opérations d'arithmétique connues , on trouvera que les trois parts doivent être de 4*%95, de 5",04 et de 6«,93.
Du point 0 abaissons sur BG la perpendiculaire Op ; et supposons que sa longueur soit de 10",8. La moitié de cette perpendiculaire aura donc 9",9. Imaginons un triangle ODE équivalent à la première des trois parts : l'aire de ce triangle aura pour mesure 1 Op x DE ou 9",9 x DE , et l'on devra avoir :
X DE = 4"-,95 = 4 9&— , d'Où DE = Î
V «il
Le point E se trouvant ainsi déterminé , tirons OC; menons EF parallèle k OC, et Joignons OF. Les triangles OEG et OFG , ayant même base OC et même hauteur, puisque leurs sommets E et F sont sur une même parallèle à la base, sont équivalents; et si l'on ajoute k chacun d'eux le triangle ODG, on a :
OCE + ODC=OFC + ODG, ou ODE = ODCF,
c'est-k-dire que le quadrilatère ODGF équivaut à la première part.
Imaginons maintenant un triangle ODG équivalent à la seconde part, on devra avoir :
iOpxDG = 6",94, ou 9-,9xDG = 594— ;
d'Où DG = ^ = 60-.
Le point G étant i^insi déterminé, tirons OB; menons GH parallèle k OB; et Joignons OH. Les triangles OBG et OBH ayant même base OB et même hauteur, puisque leurs sommets G et H sont sur une même parallèle à la base , sont
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équWalento; et si l'on i^oute à chacun d'eux le triangle OBD, on a . OGB + OBD=:OHB + OBD, ou OGD = OIIBD,
c'est-à-dire que le quadrilatère OHBD équivaut à la seconde part.
11 s'ensuit Immédiatement que le quadrilatère OFAH équivaut à la troisième part.
CoROLLAiBE. Si Ics trois parts devaient être équivalentes, il faudrait prendre DG=DE, et de grandeur telle que cliacun des triangles ODE et ODG fut équi* valent au tiers de l'aire du triangle ABC.
381. ProbUeme. Diviser un irapèxe en deux parties proportionnellei à des nombres donnés, par une droite parallèle aux deux hases.
Soit ABGD (fig. 397] un trapèze qu'il s'agit de diviser, par une droite IH parallèle à la base , en deux parties qui soient entre elles, par exemple, comme les nombres m et n. Si la longueur de la parallèle était connue , le problème serait résolu; car, en prenant CE égal à celte longueur, menant EH parallèle à CA, et Hl parallèle à CD, la figure CEHl serait un parallélogranune, et IH serait égal à CE; c'est-à-dire que IH serait la parallèle cherchée.
Pour déterminer la longueur de IH , prolongeons les côtés non parallèles AC et BD , jusqu'à ce qulls se rencontrent en un certain point 0 (flg. 398). La simi* lltude des triangles OAB, OIH et OGD donnera
0CD:01H::CD*:Th*
et OIHiOABrrîPiÂS",
d'où l'on tire OCD— OIH : OIH :: CD*— ÎH* : ÎH*,
et OIH— OAB : OIH :: ÎH'—ÂB' : Iff.
Ces deux proportions ayant les mêmes conséquents, leurs antécédents sent en proportion, ce qui donne
OCD— OIH : OIH— OAB :: CD*— îS'tW— ÏB", ou CDHI : IHBA :: CD*- IH" :Îh"— AS".
Mais, d'après l'énoncé du problème , on doit avoir : CDHI : IHBA:: m: n, par conséquent, à cause du rapport commun , on a
CD*— îfftiH*— ÂB*::TO:n, ou, en égalant le produit des extrêmes au produit des moyens,
îffxin— ÂB*xm=CD'xn--ÎH'xn; d'où îB'x(m + n)=ÏB"xm + CD*xn.
Divisons de part et d'autre par m + n, nous aurons :
{gi_ÂB*xm4-CD*Xn ,^,
d'où, en extrayant la racine carrée des deux membres, j_. /ÂB*xm + CD'x^.
IH
c'est-à-dire que pour obtenir la longueur de la parallèle , il faut multiplier le carré de AB par m, le carré de CD par n, saouler les deux produits, diyiser la somme par tn + n, et extraire la racine carrée du quotient.
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Applicatio». Supposom, par exemple, que l'on allCDsa?-; ABs5-;«iis|;
n=: 5; il viendra:
IH=y 8475 y^T'
ou IH = \/ÏÔ=^=6-,324.
RcMAïQUE. Il est à remarquer que la toluUon ne dépend que de la grandeur dea deux bases parallèles, el nullement de la hauteur du trapèie, ni de TincU* naison des cOlés non parallèles sur les bases.
S81 SI les deux parties du trapèze devaient être équivalentes. Il foudrait faire m= l et n= i, et l'égalité [i] ci-dessus donnerait
HP— Âg+a?
c'est-à-dire que IH est le côté du carré équivalent à la demi-somme des carrée de AB et de CD.
Au point D ( fig. 299) élevons donc la perpendiculaire DF égale à AB; etlow gnons GF, qui sera le cOté du carré équivalent à la somme des carrés de AB el de CD. Sur le milieu L de CP, élevons-lui la perpendiculaire LK égale I CL, el joignons CK, qui sera le cOlé du carré équivalent à la moitié du carré de CF» puisqu'on aura
CK*=cî7+ iS'= 2Ci? =2 (^?y = 2?=?-
Rabattons donc GK sur CD, par un arc de cercle KE décrit du point G comme centre; par le point E, menons EH parallèle à CA; et par le point H, menons m parallèle à CD ; ce sera la parallèle demandée.
383. PaoHLÈiiK. Dtviter un trapiu en parties proportionnêUêM à dts nombres donnés, par des droites qui coupent les deux bases.
Pour tixer les idées, supposons qu'il s'agisse de diviser le trapèze ABGD (flg. 300) en tfi.is parties qui soient entre elles comme les nombres 3,4,5.
Divisez AB en trois parties km, mn , nB, telles qu'on ait Am: mn: nB :: 3: 4 : 5.
Divisez CD en Irois parties Cp^pq, qD, telles qu'on ait
Cp : p9 : 9D :: 3 : 4 : 5.
Joignez mp et nq.
Les trapèzes GpmA, pqnm, qDBn, ayant même hauteur, sont entre eux comme les demi-sommes de leurs bases parallèles (34S), ou, ce qui revient au même, comme les sommes de ces bases elles-mêmes. Or, on a, d'après la manière dont AB et CD ont été divisés,
Aw H- Gp = A AB H- tVCD= A (AB H- CD) TOn + pg=-iSAB-f-ACD=A(AB + CD) nB + «D = J^ AB -h AGD=tV (AB-I- CD).
Les sommes des bases de ces trois trapèzes sont donc entre elles comme les nombres 3, 4, 5. Les trapèzes eux-mêmes sont donc entre eux comme ces nombres.
Corollaire 1. Si les parts devaient être équivalentes , il Diudrait diviser les bases parallèles en un même nombre de parties égales.
Corollaire II. Le même mode de division s'appliquerait évidemment à un parallélograme , ou k un rectangle ; mais il suffirait alors de diviser l'une des deux bases, et de mener par les points de division des parallèles aux cétés adjacents.
384. Problème. Diviser un polygone en parties proportionnelles à des nombres donnés, par des lignes brisées partant de deux sommets du polygone.
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Soll ÀBGDEF6 (if. SOI) un polygont quelconque , qull s'agit de dtvtier, par exemple , en trois parties qui soient entre elles comme les nombres 8,4,5.
Par les sommets B, G, G, F, D, choisis de telle sorte que les deux sommets restants, A , E, soient les deux sommets les plus éloignés du polygone, menez les parallèles 66, G^, Ce, F/; Dd, dont la direction commune est d'ailleurs arbitraire, pourvu que toutes ces parallèles passent dans l'intérieur du polygone. Divisez chacune d'elles en trois parties proportionnelles aux nombres 3, 4, 5, ces parties se succédant dans le même ordre de grandeur pour toutes les parallèles. Joignez entre eux les points de division et les sommets A, E, ainsi que l'indique la ligure ; le polygone se trouvera divisé conformément ^ l'énoncé. Car les triangles extrêmes ABb, DEd , et tous les trapèzes intermédiaires se trouveront divisés chacun entrais parties proportionnelles aux nombres 3, 4, 6 (376, 3S3}; les sommes des parties analogues seront donc aussi proportionnelles à ces nombres , en vertu des propriétés des suites de rapports égaux.
Corollaire 1. Le même mode de subdivision s'appliquerait avec une approximation suffisante k une figure curviligne quelconque. 11 suffirait de choisir sur son contour une série de points assez rapprochés pour que l'arc compris entre deux points consécutifs put se confondre sensiblement avec sa corde.
On considérerait alors ces points comme les sommets d'un polygone, et l'on opérerait èomme il vient d'être dit, et comme Tmdique la figure a02.
CuBOLLAiic H. Si les parties devaient être équivaienles , il faudrait diviser toutes les parallèles en uo même nombre de parties égales.
3S3. PftOBLÈMB. Diviser un polygone quelconque ABCDEF (flg. 803) en parties ^oponionnelles à des nombres donnés ,'par des droites issues d'un même point intérieur donné 0,
Nous pouvons eneore supposer Ici que le point 0 soit un puits, une fontaine, etc. , où doivent aboutir les différentes portions d'une pièce de terre ABCIMSF quil s'agit départager proportionnellemeut aux droits de plusieurs héritiers. Ici, de marne, l'une des droites de division peut être donnée d'avance par un sentier, une haie, un ruisseau, etc. Dans le cas contraire, on peut prendre la première droite de division arbitrairement. Soit 01 cette droite.
Admettons qu'on ait évalué l'aire du polygone ; il sera facile , par des moyens purement arithmétiques , d'obtenir la valeur des différentes parts. Imaginons un triangle OIG équivalent à la première part, dont nous représenterons l'aire par a. Si OP est la perpendiculaire abaissée du point 0 sur AB, on devra avoir
a=:AGIxOP d'où Gl=^.
Or la longueur de OP peut se mesurer directement; l'aire a est connue ; on peut donc par une simple division obtenir la valeur de Gl.
Le point G éUnt ainsi déterminé, tirons AO ; menons GH parallèle li AO, et joignons HO. Les triangles AGO, AHO, seront équivalents, comme ayant même base AO , et même hauteur, puisque leurs sommets G et H sont sur une même parallèle à la base. Si on ajoute à chacun d'eux le triangle I AO , on aura donc
AGO + lAOsAHO + IAO, ou lOGsrlÀHO,
c'eat-à-dire que la figure 1 AHO équivaudra )i la première part.
Connaissant la seconde part et la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur le côté AF, longueur que l'on peut mesurer directement , on obtiendra par les mêmes moyens que ci-dessus la troisième droite de division. Les autres s'obtiendront pareillement de proche en proche.
U$. 11 pourrait arriver que la parallèle GH ne rencontrât le côté AF qu'au delà du point F. Pour ne point compliquer ce celé de la figure , nous supposerons que le cas se présente en cherchant à obtenir à droite de 01 la dernière des parts cherchées.
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Imaginons on triangle OIK équivalent k celte dernière part, dont noua repréaenlerons Taire par b ; on devra avoir
b = }lKxOP; d*où IK=5g.
Le point R étant ainsi déterminé, tirons 06, et menons KL parallèle à OB, qui coupe en L le prolongement du cdlé BC, et joignons OL. Les triangles OBK» OBL, ayant même base 06 et même iiauleur, sont équivalents; en sorte que la figure 016L équivaut au triangle OIK, c'est-à-dire à la part cherchée.
Tirons OC, et menons LN parallèle à OC: les triangles OCL et OCN seront équivalents, comme ayant même base OC et même hauteur, puisqu'ils ont leurs sommets L et N sur une même parallèle à la base. U suit de là que OIBL équivaut à OIBCN, et que 016CN est la part cherchée.
387. I^OBLÈME. Diviser un cercle en parties proportionnelles à des nombres données m, n, p, q, par des droites menées du centre.
Divisez la circonférence en arcs A6, 6C, CD , DA (fig. 304), qui soient entre eux comme les nombres données m, n, p, q, et lirez les rayons OA, 06, OC, OD. On aura
Ces secteurs sont donc entre eux comme les arcs AB, BC, CD, DA, qui leur servent de base , c'est-à-dire comme les nombres donnés.
CoRoixAiRE 1. Pour diviser ainsi un cercle en parties égales, il suffirait de diviser sa circonférence en parties égales, et de mener des rayons à tous les points de division.
Corollaire 11. On diviserait de la même manière un secteur en parties égales ou en parties proportionnelles à des nombres donnés.
388. Problème. Diviser un cercle en deux parties proportionnelles à det nombres donnés m et n, par une circonférence concentrique.
Soient OA (fig. 305) te rayon du cercle donné , 06 le rayon de la circonférence demandée ; il faudra que l'aire «j^u cercle 06 soit à l'aire de la couronne AB , comme m est à n, c'est-à-dire qu'on devra avoir
icxôP'.wxÔÂ*— luxôë*::»!: n, ou, en supprimant le facteur ic, commun aux deux termes du premier rapport,
Ô5":Â(?— 06*:: min.
On en tire , en i^outant à chaque conséquent son antécédent ,
ÔB" : ÔÂ"— ÔB* + Ô6' :: m : w + n, ou simplement 06* : OÂ* iimim-hn.
La question est donc ramenée à chercher le cdté d'un carré dont Taire soit à celle d'un carré donné ÔÂ*, comme le nombre m est au nombre m-^n (3SS).
Corollaire 1. S'il s'agissait de diviser ainsi un cercle en deux parties équivalentes, il faudrait supposer m=:n= i ; la proportion ci-dessus deviendrait alors
55*:ÔÂ"::i:î,
c'est-à-dire que 06 devrait être le côté du carré qui a pour diagonale OA. Pour obtenir 06, il faudrait donc, sur le milieu C de OA, élever une perpendiculaire CD égale à OC, et joindre OD, qui serait le rayon de la circonférence demandée.
Corollaire II. Les aires des secteurs semblables étani entre elles comme les carrés de leurs rayons , U Caudrait opérer de même pour diviser un secteur en deux parties équivalentes, ou en deux parties proportionnelles à des nombres donna, par un arc concentrique.
389. On peut diviser un cercle en parties équivalentes par des demi-circonférences, ayant leur centre sur un même diamètre.
Soit AF (fig. 306) le diamètre d'un cercle dont on veut diviser la superflcie en S parties équivalentes , par exemple. On divise AF en 5 parties égales , aux pointe B , C , D , E. Au-dessus du diamètre AF, on décrit des demi-circonférences, ayani respectivement pour diamètres AB, AC, AD, AE. Au-dessous du diamètre AF, on décrit des demi-circonférences, ayant respectivement pour diamètres EF, DF, CF, BF. Le cercle se trouve divisé en 5 espaces curvilignes équivalents.
En effet, si l'on appelle a l'aire du demi-cercle AmB, celle du demi-cercle AnG sera 4a, puisque les aires des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs diamètres , et que AC est le double de AB. Par une raison semblable , l'aire du demi-cercle ApD sera da, celle du demi-cercle A^E sera 16a, et celle du demicercle ArF sera 26a. Il en résulte
que l'espace AmBCnA vaut 4a— a ou 8a
AnCDpA «a— 4a ^
ApDE^A 16a— 9a 7a
AqEFrA 2&a — 16a 6a
On Terrait de la même manière
que l'espace F*ED(F vaut 8a
F(DCt«F Sa
FttCBvF la
FvBkxF 9a
Par conséquent , l'espace AmBvFâ^A , qui est )a somme de l'espace FvBXxf et du demi-cercle AmB, vaut 9a + a ou 16a.
L'espace AnCiiFTBmA, qui est la somme des espaces Fi«CBvF et AmBCfiA, vaut 7a+ 3a , ou 16a.
L'espace ApDfFuCnA, qui est la somme des espaces FtDCuF et AnCDpA, vaut 5a 4- 5a, ou lOa.
On Terrait, en continuant ainsi, que chacun des deux autres espaces est aussi équivalent à 10a. Tous ces espaces sont donc équivalents entre eux.
Reharqub. D'après ce que nous avons dit dans le corollaire du n* S93, les contours des espaces équivalents que nous venons de considérer sont tous égaux entre eux.
NOTE
RELATIYE A UAIRE DU TRIANGLE.
L'aire d'un triangle peut s'obtenir par le calcul quand on connaît ses trois côtés; mais pour parvenir à l'expression de celte aire, on a recours à des transformations algébriques que noua n'avons pas cru devoir introduire dans le texte de cet ouvrage. Cependant, comme elles conduisent à un résultat utile, nous allons les faire connaître succinctement.
Soit BAC (fig. 307) le plus grand des trois angles d'un triangle ABC. Du point A abaissons, sur le côté opposé, la perpendiculaire AD, qui tombera nécessairement dans rinlérieur du triangle , puisque les angles B et C sont aigus.
Faisons, pour abréger, BC== a, AC=6, AB=sc, AD=:A,BD=«i, DC=n.
Le triangle ABD donnera
c»=A«+m», d'où A*=c*— m» [IJ.
Le triangle ACD donnera
ô»=A*+n*, d'où A«=*«— n«.
Égalons les deux valeurs de A*, nous aurons
Mais on a aussi
m'}'n=a^ d'où n=a—fn, et par conséquent n*c= â^-f*^*— ^ ^i^- D'après cela, l'égalité [2] devient
c*— m*= ft*— a*— m"+2 am, ou c*=y— «»+2am,
doù m= — 4; .
L'égalité [1] devient à son tour
et ^^v^4aV-(c'+tf-y)'
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Si Ton désigne par A l'aire du triangle, on aura
=iv^[2ac~(c'+o'— y)] [2ac+(c»+a«— y)]
Faisons a-j-fr-f-^^^^f ^^"^ aurons
6— a+c=tf+6+c— îfl=2*— îa=2(«— a) ft+a— (î = o4-ft-f-^ — 2c = 2«— 2c = 2(5— c) a + c — 6=tf + *+<?— 26=2«—26=2(#—ft).
L'expression de l'aire À peut donc se mettre sous la forme
K = {}/l6{s—a){s—bUs — c)s\
ou A=v/(*— o)(* — b)(S'^e)Sy
c'est-à-dire que pour obtenir l'aire d'un triangle dont on connaît les trois côtés, il faut faire la demi-somme de ces côtés, en retrancher alternativement chacun d'eux, multiplier entre eux les trois restes et ta demi-somme elle-même, et extraire la racine carrée du produit.
Application. Supposons, par exemple, que les trois cdtés aient respectivement 41"*, 16°* et 37">. La somme des trois c^tés sera 94**, dont la moitié est 47*". Si l'on en retranche alternativement les trois côtés , on obtient pour restes &", 31", 10">. L'aire du triangle a donc pour valeur
PREMIÈRE SECTION
CHAPITRE PREMIER
mt LÀ LIQIIB DROITS BT DU HJkM EH cAllteAL.
500. n résulte de la définition que nous avons donnée de la ligne droite et du plan, que si une droite a deux de ses points dans un plan, elle est tout entière dans ce plan. Si, par exemple, on marque deux points sur une surface plane, et qu'on applique contre ces deux points le bord d'une bonne règle , ce bord coïncidera dans toute son étendue avec la surface plane.
n'suit de là qu't^n^ droite ne peut rencontrer un plan en plus d'un point, à moins d'être tout entière dans ce plan,
501. Deux points, A etB(fig. 308), suffisent pour déterminer une ligne droite; on peut, au contraire, imaginer une infinité de surfaces planes différentes , auxquelles ces deux points appartiennent, et qui toutes contiendraient la droite ÀB, déterminée par ces deux points. Deux points ne suffisent donc pas pour déterminer un plan. Mais si on l'assujettit à passer en outre par un troisième point C , pris au dehors de la droite ÀB qui contient les deux premio^, ce plan sera entièrement déterminé ; car on peut concevoir qu'après avoir fait passer un plan quelconque par les deux points A et B , on fasse tourner ce plan autour de la droite AB, jusqu'à ce qu'il vienne passer par le point C : sa position sera dès lors tout à &it fixée. C'est, pour nous servir d'une comparaison grossière, ce qui arrive à un battant de porte : les gonds figurent deux points fixes par lesquels la surface vient constamment passer, quelle que soit la position qu'on lui donne; et pour fixer cette position, il suffit d'à-
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mener la surface à passer par un troisième point , par exemple par la gâche où s'engage le pêne de la serrure.
Ainsi , trois points , non en ligne droite, déterminent un plan.
On pourrait en conclure immédiatement la proposition qui va suivre; mais comme elle est fondamentale, il ne sera pas inutile d'en donner une démonstration directe.
302. Théorème. Deux plans qui ont trois points communs, non en ligne droite , coïncident dans toute leur étendue.
Soient À, B, C (fig. 308), trois points non en ligne droite; et supposons , s'il est possible , qu'ils appartiennent à deux plans distincts , que nous appellerons M et P pour faciliter le discours. Si par les deux points À. et B on fait passer une ligne droite , d'après ce que nous avons dit plus haut, elle sera tout entière dans le plan M ainsi que dans le plan P. Si par les deux points A et C on fait passer une ligne droite , elle sera aussi tout entière dans ces deux plans.
Cela posé 2 soit D un point quelconque du plan M. Dans ce plan, menons par le point D une droite £F, qui coupe AB ou son prolongement en un point E , et qui coupe AC ou son prolongement en un point F. La droite £F ayant deux de ses points, £ et F, dans le plan P, sera tout entière dans ce plan. Le point D appartient donc au plan P; et comme ce point D est un point quelconque du plan M, le raisonnement précédent prouve que tous les points du plan M appartiennent au plan P. On démontrerait de la même manière que tous les points du plan P appartiennent au plan M. Ces deux plans ont donc tous leurs points communs, et coïncident par conséquent dans toute leur étendue.
593. Deux droites qui se coupent, AB, AC (fig. 308), déterminent un plan; car, si Ton prend sur chacune d'elles les points B et C, ces points, avec le point de rencontre A, détermineront un plan, et ce plan contiendra les deux droites AB et AC, puisque chacune d'elles y a deux points.
304. Si l'on imagine qu'une droite quelconque £F se meuve sur les droites AB et AC sans cesser de les couper, pendant tout ce mouvement la droite £F demeurera tout entière dans le plan déterminé par les droites AB et AC, puisqu'elle ne cessera pas d'y avoir deux points; si donc cette droite laissait des traces de toutes ses positions successives, la réunion de ces traces formerait le plan même dont nous parlons. C'est ce qu'on exprime en disant que ce plan serait engendré par le mouvement de la droite £F sur les deux droites AB et AC.
Appugatioiis. I. On réalise ce mode de génération du plan dans la fabrication des tuiles plates , des briques, des carreaux. Le moule dont on fait usage est une petite caisse en bois : Touvrier la remplit de terre molle un peu au-dessus des bords; U MX alors glisser le bord d'une règle sur deux bords conligus de
ta caliM ; la règle , dans ce mouvement , enlèye tout ce qut dépasse le moule ,
el la surface ainsi obtenue est plane» puisqu'elle est engendrée par le mouvement d'une droite sur deux autres droites qui se coupent.
H. Lorsqu'un charpentier veut scier transversalement une pièce de bois équarrie , il trace , à partir d'un point marqué sur l'un des bords de la pièce , deux droites sur les deux faces eontigues à ce bord; il fait ensuite mouvoir la scie de manière que son trancliant vienne toujours passer par les droites ain^ tracées. Dans ce mouvement la scie produit une surface plane, puisque cette surface peut être considérée comme engendrée par le mouvement d'une droite sur deux autres droites qui se coupent.
111. Les tailleurs de pierre ont recours à un procédé analogue lorsqu'ils ne peuvent point faire usage de la scie : ils enlèvent avec le ciseau tout ce qui dépasse le plan de deux droites qu'ils ont préalablement tracées , et vérifient au tar et ^ mesure que la surface obtenue est plane, en y appliquant le bord d'une règle , dans tous les sens.
La détermination des surfaces planes au moyen de deux droites qui se eoupeot est mise à profit dans presque tous les arts mécaniques.
595. Considérons deux droites AB et ED (fig. 309), placées d'une manière quelconque dans Tespace. Par deux points A et B de Tune, et un point C de l'autre , faisons passer un plan illimité. Il pourra arriver que la droite ED n*ait que le seul point C commun avec ce plan , en d'autres termes qu'elle perce ce plan au point C. On sera assuré alors qu'il n'existe aucun plan qui puisse contenir à la fois les deux droites AB et ED ; car si un tel plan existait, il se confondrait avec le plan ABC , puisqu'ils ont trois points communs ; or, le plan ABC ne contient, par supposition, que la droite AB; la droite ED le perce et n'y est point contenue.
Les droites AB et ED , qui ne peuvent appartenir à un même plan , pourraient être prolongées indéfiniment sans jamais se rencontrer; car si elles se rencontraient, elles détermineraient un plan (595). Cependant ces deux droites ne sont point parallèles ; la définition que nous avons donnée des parallèles dans la Géométrie plane suppose implicitement que les droites comprises sous cette définition sont situées dans un même plan.
596. Deux parallèles déterminent un plan; cela devient évident d'après les remarques qui précèdent. Par deux points de l'une des parallèles, et par un point de l'autre , faisons, en effet, passer un plan, ce plan devra contenir les deux droites; car si la seconde ne faisait que le percer, les deux droites ne pourraient appartem'r à un même plan , et ne seraient par conséquent point parallèles.
597. Si l'on imagine qu'une droite quelconque se meuve sur deux parallèles , sans cesser de les couper, pendant tout ce mouvement elle demeurera tout entière dans le plan déterminé par les deux parallèles, puisqu'elle ne cessera pas d'y avoir deux points; si donc cette droite laissait des traces de toutes ses positions succesaivea , la réunion de ces traces formerait le plan môme dont nous
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lMirl<ms ; ce plan peut donc être considéré comme engendré par le mouvement de cette droite.
Avpucàtions. I. On réalise ce mode de génération dam plusieurs industries. Nous pouvons reproduire ici l'exemple déjà cilé des tuiles plaies, des carreaux et des briques. Les bords supérieurs de la caisse qui sert de moule forment un rectangle ABCD (flg. 310); l'ouvrier, pour enlever l'excès de terre el rendre plane la surface sur laquelle il opère , ait d'abord glisser la règle sur les deux bords contigus AB et AD ; elle continue à glisser sur les bords parallèles AB et DG, et achève sa route sur les deux bords contigus hC et BC. La surface plane se trouve donc déterminée, d'abord par deux droites qui se coupent , ensuite par deux droites parallèles, et finalement par deux droites qui se coupent Les trois portions de surface plane ainsi obtenues ne font qu'une seule et même surface plane, parce que les droites AD et BC sont dans le plan déterminé par les parallèles AB et D€ , puisqu'elles y ont chacune deux poinU.
II. Les scieurs de long, pour se guider dans leur travail, tracent une ligne droite sur la face supérieure de la pièce à débiter, et une parallèle à cette droite sur la face inférieure $ ils font ensuite mouvoir la scie de manière que son trancbant passe constamment par les deux parallèles ; les surfaces ainsi obtenues sont planes , puisqu'elles peuvent être considérées comme engendrées par le mouvement d'une droite sur deux autres droites parallèles.
ill. Le même procédé s'emploie dans la coupe des pierres : si l'ouvrier ne fait point usage de la scie , il enlève avec le ciseau tout ce qui dépasse le plan des deux parallèles, et vérifie avec la règle que la surface obtenue est plane.
lY. C'est en vertu du même principe que, pour rendre plane la surface d'une toile sur laquelle on veut dessiner ou peindre , on tend fortement celte toile, dans le sens des fils qui forment la chaîne , sur deux des bords parallèles d'un cbâssis rectangulaire, et, dans le sens des fils qui forment la trame, sur les deux autres bords parallèles du même châssis. Chaque système de fils tendus dans leur longueur sur deux droites parallèles , forme une surface plane.
On rend également plane la surface d'une feuille de papier, en la collant mouillée sur les bords d'un cadre rectangulaire ; en séchant elle s'étend de chaque bord au bord opposé, qui lui est parallèle, et devient ainsi parfaitement pJane.
Dans presque tous les arts mécaniques, on fait usage des parallèles pour la détermination des surfaces planes.
308. Théohèmb. L'intersection de deux plans est une ligne droite.
En effet, rintersecfion de deux surfaces ne peut être qu'une ligne ; celle de deux plans ne peut être qu'une ligne droite ; car s'il s'y trouvait seulement trois points qui ne fussent pas en ligne droite, les deux plans coïncideraient dans toute leur étendue , en vertu du théorème du n^" 593.
Applications. 1. Les menuisiers se fondent sur ce principe pour dresser le bord d'une règle. Après avoir rendu plane la plus large face de la règle, ce qu'ils obUenaent au moyen du rabot, et en plaçant de temps en temps l'œil dans le prolongement de cette face pour s'assurer qu'elle n'offre aucune partie saillante, qui, dans celte position . deviendrait appréciable, ils n'ont plus qu'à rendre également plane la petite face de la règle conligue îi la première -, le bord de la rHIe , qui est nntersectlon de cet deux faces planes , est nécessalnmtni uoa Ugaa droite*
II. Supposons qu'une bougie allumée soil placée sur une table rectangulaire ABCO (flg. 311 ) dans l'inlérieur d'un apparlement ; tous les rayons lumineux , partis de la flamme de la bougie , qui viendront raser un même bord kB de la table , seront dans un même pian. Si le bord dont nous parlons est placé assez près d'une muraille pour que son ombre s'y projette , la ligne de sépann tion ah entre l'ombre et la partie éclairée sera TintersecUon du plan de la muraille avec le plan des rayons dont nous parlons. Celte ligne de séparation sera donc une ligne drotle , quelle que soit la direction que Ton donne au bord de la table ; et c'est ce qu'on observe , en effet, lors même que la muraille a une position inclinée , comme cela arrive dans les mansardes.
m. Le problème général de la perspective consiste à représenter sur une surface plane la forme apparente des objets que nous avons sous les yeux ; et comme nous rapportons les objets dans la direction des rayons visuels menés de notre œil à ces objets, le problème se réduit k trouver rintersecUon de ces rayons visuels avec la surface sur laquelle les objets doivent être représentés, et que Ton nomme le plan du tableau, lorsqu'elle est plane, ce qui est le cas ordinaire.
Tous les rayons visuels menés de notre œil aux différents points d'une même ligne droite, telle que le bord d'une corniche, d'un toit, etc. , sont dans un même plan. Leur intersection avec le plan du tableau doit donc former une ligne droite ; c'est-à-dire qu'une ligne droite reste droite en perspective, quelle que soit d'ailleurs sa position. Si, par exemple, MN (fig. 312) représente le plan du tableau , 0 rœil du spectateur, A , 6 , C , D , différents points d'une ligne droite AD, et a, &, c, d, les Intersections respectives des rayons visuels OA, OB, OC, OD avec le plan du tableau , ces intersections seront en ligne droite, et la droite ad sera la perspective de la droite AD.
CHAPITRE II
0B8 DROrrBS rSRFBIlDlCIJLAIRES ENTRE ELLES DANS LISSVÂCB, ET I DROITES PERPEEDICITLÂIRES A DES PLARS.
509. Théorème. Si une droite AO (fig. 313) qui rencontre un plan MN, est perpendiculaire à deux droites OB, OC, menées par son pied 0, dans ce plan , elle est aussi perpendiculaire à toute autre droite OD passant par son pied dans ce même plan.
Pour le prouver, tirons une droite quelconque BC , qui coupe les droites OB, OD, OC. Prolongeons AO au-dessous du plan MN , d'une quantité OA' égale à OA; et joignons AB, AD, AC, A'B, AD, A'C.
Les droites CA et CA' sont deux obliques égales, puisque leurs pieds sont également distants du pied de OC perpendiculaire à AA'. Les droites BA , BA' sont aussi deux obliques égales , puisque leurs pieds sont également distants du pied de OB perpendiculaire à AA'. Les deux triangles ABC, et A'BC ont donc leurs trois côtés égaux
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Mais SI l'on considère les deux triangles ABD et A'BD. on voit !ï«ï,„ f r *"^M *^^' ABD = A'BD;compris entre côtés Jgl^ chacun à chacun; ils sont donc égaux, et il en résulte AD=A'D
La droite OD a donc deux de ses points, 0 et D, à égale distance des extre,n,tés de a droite AA'; elle est donc pe pend? ula irHS cette droite ; et réciproquement AO est perpendiculaire sur OD
«.rSlilS^I"!" • i"" "" P''"' °" "' P*"*' P*"" "» P«i"' donné d'une dfir h' .''''"' •*"""" '""'^ perpendiculaire. Il n'en est plus de même dans I espace; par un point d'une droite donnée, on ?eut
ZtZ ™f 'f ""^ ^' perpendiculaires. Le théorème j^écédeï fait vour que toutes ces perpendiculaires sont dans un même plan.
h AO "!?; 'f « V? ^\ ^^ .(^«- 314) toutes deux perpendiculaires a AO, et soit MN le plan des droites OB et OC. Je dis que toute
%TJ^!uT «M^^r^P*' '.^ P"'"' ^ perpendiculairement à AO, sera dans le plan MN Car, si 01 était une perpendiculaire à AO qui ne mt point située dans le plan MN, on pourrait, suivant AO et 01 condunre un plan qui rencontrerait le plan MN„ puisqu'ils ont lé pomt 0 commun. SoitOE leur intersection. Les trois droites AO. OI, Ofi seraient dans un même plan ; l'angle AOI serait droit d'après notre supposition; mais l'angle AOE serait droit aussi d'après le théorème précédent. On pourrait donc, dans un même plan, élever, PfnS"."^'"*' P<'''** <^'"ne droite AO, deux perpendiculaires, 01 et OE, a celte droite, ce qui est impossible.
400. Lorsqu'une droite, qui rencontre un plan, est perpendiculaire à toutes celles qui passent par son pied dans ce plan, on dit que la droite est perpendiculaire au plan.
Réciproquement : quand un plan, qui rencontre une droite, contient toutes les perpendiculaires menées à cette droite par son pied, on dit que le plan est|>er;wnd/c«/atre à la droite.
401. Théorème. Par un point donné hors d'un plan, on ne peut abauser sur ce plan qu'une seule perpendiculaire.
Supposons en effet que d'un point 0 extérieur à un plan ItfN .?»i»^\^^**" P"'^^ abaisser sur ce plan deux perpendiculaires OA et OB. Joignons AB. D'après la définition que nous venons de donner d une droite perpendiculaire à un plan , chacune des deux droites OA etOB serait perpendiculaire à la ligne AB qui joint leurs pieds. Mais cette ligne AB est dans le plan des droites OA et OB, puisqu'elle y a deux points; dans le triangle AOB il y aurait donc deux angles droits, ce qui est impossible.
402. Théorèmb. Par un point pris sur un plan, on ne peut lui élever qu'une seule perpendiculaire.
Supposons en effet que par un point 0 pris sur un plan MN (fig. 316) on puisse lui élever deux perpendiculaires OA et OB, ces deux perpendiculaires détermineraient un plan qui, ayant le point 0 commun avec le plan MN, couperait ce plan suivant une droite OC. L'angle AOC serait droit, puisque AO est perpendiculaire au
81an MN; l'angle BOC serait droit aussi par une raison semblable. )r, les trois droites OA, OB, OC, sont dans un même plan ; on pourrait donc, dans un môme plan, élever à une même droite OC, deux perpendiculaires OA et OB, en un même point de cette droite, ce qui est impossible.
403. Théorème. Par un point pris sur une droite, on ne peut mener qu'un plan perpendiculaire à cette droite.
Car ce plan doit contenir toutes les perpendiculaires menées à la droite donnée par le point donné, et nous avons démontré (509, Coroll ) que toutes ces perpendiculaires sont dans un même plan.
404. Théorème. Par un point pris hors d'une droite, on ne peut mener qu'un seul point perpendiculaire à cette droite.
Supposons en effet que, par un point 0 pris hors d'une droite AB (fig. 317), on puisse mener deux plans perpendiculaires à cette droite. Soient C et D les points où ces plans rencontrent la droite AB. Joignons OC et OD. L'angle ACO serait droit, l'angle BDO serait droit aussi; il y aurait donc dans le triangle DOC deux angles droits, ce qui est impossible.
On ne peut pas supposer non plus que les points C et D coïncident ; ;ar alors on pourrait, par un même point C delà droite AB, mener deux plans perpendiculaires à cette droite , ce qui est également impossible (403).
403. Toute droite qui rencontre un plan sans lui être perpendiculaire est dite oblique k ce plan.
Théorème. Si par un point 0 extérieur à unplan MN (fig. 315) , on mène à ce plan une perpendiculaire OA et une oblique OB , l'oblique sera plus longue que la perpendiculaire.
Car, si Ton joint AB, le triangle OAB sera rectangle en A. L'hypoténuse OB sera donc plus grande que le côté OA opposé à un angle aigu.
Corollaire. La véritable distance d'un point à un plan, est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur ce plan.
400. Théorème, ^i par un point A pris hors d'un plan MN (fig. 318) on mène à ce plan la perpendiculaire AO, et différentes obliques AB, AC, AD, telles que le pied de la perpendiculaire soit également distant du pied de chacune d'elles, ces obliques sont égales.
Car, si Ton joint OB, OC, OD, ces droites seront égalrs par supposition. Les triangles AOB , AOC , AOD , rectangles en 0 , ont donc un côté égal ; ils ont de plus un autre côté commun AO ; ces Iriaa-
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gles sont donc égaux ; et par oonséqaent leurs hypoténuses AB ,
kC ^ KD y sont égales.
ConoLLAiRE. Si du pied 0 de la perpendiculaire, comme centre, avec un rayon quelconque OB , on décrit une circonférence BCD, chaque point de la perpendiculaire sera à égale distance de tous les points de cette circonférence ; car les distances d*un môme point de la perpendiculaire AO aux différents points do cette circonférence seront des obliques égales, d'après le théorème précédent.
407. Théorème. .Si par un point A, extérieur à un plan MN (fig. 318) , on mène à ce plan la perpendiculaire AO , et deux obli^ gués quelconques AB^ AI, l'oblique M, dont le pied s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire , est la plus longue.
En effet , joignons OB et 01 ; prenons OC=OB ; et tirons AC. Les obliques AB et AC seront égales, d'après le Ihr^orème précédent. Alais les droites AC et 01 sont dans le plan OAI, puisque chacune d'elles y a deux points. Or, dans ce plan , la droite AO étant perpendiculaire à OlJes droites AC et AI sont obliques par rapport à 01 ; et , puisque At est celle dont le pied est le plus éloigné du pied de la perpendiculaire, on a AI>>AC, ou, ce qui revient au même, AI>AB.
408. Il résulte de ce qui précède : l"" que, si deux obliques sont égales, le pied de la perpendiculaire est également distant du pied de chacune d'elles; car dans le cas contraire elles seraient inégales; S"* que, si deux obliques K^et AI sont inégales, la pied de la plus
'^longue s'écarte davantage du pied de la perpendiculaire^ et Ton a 01>>OB; car, si cela n'était pas, il faudrait qu'on eût ou 01=0B, et alors les deux obliques AI et AB seraient égales , ou OI<OB, et alors l'oblique AB serait la plus longue , résultats également contraires à la supposition.
Remarque. Toutes les obliques égales à AC viennent aboutir à la circonférence qui a pour centre le pied 0 de la perpendiculaire AO , et pour rayon la distance OC du pied de l'oblique au pied de hi per«pcndiculaire ; car si le pied d'une de ces obliques tombait en dehors ou en dedans de cette circonférence , cette oblique serait plus grande ou plus petite que AC.
Il suit de là que si , du point A , avec une longueur constante AC, on décrivait une courbe sur le plan MN, cette courbe serait une circonférence de cercle BCD; et le centre de cette circonférence serait le pied 0 de la perpendiculaire abaissée du point A sur ce plan.
JM. pROBLfcHE. Par un point donné $ur un plan élever iin« perpendiculaire à ce plan.
Oq emploie , pour résoudre pratique ment ce problème , une double équerre (flg. 319) ou équerre à deux branches, formée de dêtfx équerrei ordbiatf es réU-
nies par l'un des côlés AO de l'angle droit. Pour délcrminer au moyen de cet inslrument la dircclion de la perpendiculaire cherchée, on pose rinstrumenl sur le plan donné, de manière que les côlés OB elOC coïncldenl avec ce plan, et que le point 0 tombe au point donné. La droite AO est alors la perpendiculaire cherchée; car cette droite est perpendiculaire aux deux droites OB et OC menées par son pied dans le plan donné.
On peut résoudre le même problème au moyen de trois cordeaux. Pour cela, soit 0 (fig. 320) le point donné. Tracez sur le plan donné deux droites quelconques OB, OC, qui passent par le point 0. Prenez sur chacune d'elles une longueur de 3 mètres, ou en général de 3 unités de longueur quelconque. Soient OB ei OC ces longueurs. Aux poinls B et C fixez le bout de deux cordeaux dont la la longueur soit de S unités; et au point 0, le bout d*un troisième cordeau dont la longueur soit de 4 unilés. Réunissez en un môme point A les bouts libres des trois cordeaux tendus j le cordeau AO donnera la direction de la perpendiculaire demandée.
Car, comme on a 35 =9 + 16 ;
on aura ÂI?=ÔB"-fÂï?
et ÂC?=ÔC'-|-ÂO*.
Les triangles AOB, AOC sont donc rectangles en 0; la droite AO, étant perpendiculaire aux deux droites OB et OC qui passent par son pied dans le plan donné , est donc perpendiculaire à ce plan.
410. PRODLÈVE. D*un point donné hors d^mplan, abaisser une perpendiew îaire sur ce plan.
Il serait possible de résoudre pratiquement ce problème avec la double équerre, si le côté AO (fig. 3i9) était suffisamment élevé. H suffirait pour cela de poser les côlés OB et OC sur le plan donné , et de faire glisser rinstrumenl sur le plan, jusqu'à ce que le côté OA vint passer par le point donné ; ce côté OA serait alors la perpendiculaire demandée.
Mais s'il y a impossibilité à se servir de l'instrument, on pourra recourir au procédé qui suit. Soient MN (fig. 31 8) le plan donné, et Aie point donné hors de ce plan (il faut supposer que ce point appartienne à un système solide, et que saposilion soit invariable dans Tespace). Fixez au point A l'cxlrémilé d'un cordeau de longueur délermiuéc, armé à son autre extrémité d'une pointe à tracer. Faites mouvoir ce cordeau tendu, de manière à décrire sur le pian donné la circonférence BCD, ou du moins une partie de celte circonrérence. Cherchez-en le centre 0; ce point sera le pied de la perpendiculaire demandée (408, Rem.).
Au lieu d'un cordeau, on pourrait employer une perche, une règle ou même un compas, suivant la distance du point donné au plan donné.
4H. Problème. Par un point 0, donné sur une droite AA' (fig. 3Î1), mener un plan perpendiculaire à cette droite.
Suivant la droite donnée, conduisez deux plans quelconques. Dans l'un de ces plans, menez OB perpendiculaire à AA', et dans Tautre, menez OC, également perpendiculaire à AA'. Par les droites OB et OC , faites passer un plan , ce plan sera perpendiculaire à la droile donnée AA', puisqu'il conlient deux perpendiculaires OB et OC menées à celte droite par un même point 0.
Applications. Ce procédé est précisément celui que les charpentiers emploient pour couper une pièce de bois, perpendiculairement à rintersection de deux de ses faces planes latérales. Soit AD (fig. 322) cette intersection ; ])ar le point 0 donné sur cette droite, l'ouvrier élève dans l'une des faces de la pièce, OB perpendiculaire à AD ; il élève de même, dans l'autre face, OC perpendiculaire k AD. 11 donne alors un trait de scie suivant les droites OB et OC; le plan déterminé par la scie est perpendiculaire à AD.
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Remarquons que les plans à conduire suivant AO , d'après la construction cidessus indiquée , se trouvent tout conduits dans Texemple que nous venons de choisir : ce sont les faces mêmes de la pièce de bois.
Le même procédé est mis en pratique dans la coupe des pierres. 44Î. Problème. Tar un point B (fig, 321) donné hort d'une droite AA', mener un plan perpendiculaire à cette droite.
Par le point B et par la droite AA' conduisez un plan ; dans ce plan, abaissez BO perpendiculaire sur AA'; suivant cette droite, conduisez un second plan quelconque, et dans ce plan élevez OC perpendiculaire à AA'. Suivant les droites BO et OC faites passer un plan : ce sera le plan demandé; car il contient BO et CO toutes deux perpendiculaires à AA'.
Applications. Ce procédé est encore celui que les charpentiers emploient. Supposons que parle point B (flg. 322) il s'agisse de mener un plan perpendiculaire à l'intersection AD de deux faces planes contigues d'une pièce de bois. L'ouvrier abaisse du point B sur AD une perpendiculaire BO; puis, au point 0, dans la face contiguC , il élève la perpendiculaire OC. 11 donne alors un trait de scie suivant les droite^ OB et OC; le plan déterminé par la scie est perpendiculaire a AD.
Les deux premiers plans h conduire , d'après l'énoncé de la construction cidessus indiquée , se trouvent ici tout conduits. La même construction est pratiquée dans la coupe des pierres.
415. Théoeèmb. Si par le pied 0 (fig. 323) d'une droite AO per-pendicùlaire à un plan MN, on abaisse OQ perpendiculaire à une droite quelconque BC menée dans ce plan, et qu'on joigne ADj la droite AD sera perpendiculaire à BC.
EnefiTet, prenons CD=BD, et joignons OB, OC, AB, AC, Les obliques OB et OC seront égales comme s'écartant également du pied D de la perpendiculaire OD. Les triangles AOB, AOC, rectangles en 0, puisque AO est perpendiculaire au plan MN, auront donc deux côtés égaux et un côté commun , et seront par conséquent égaux. Leurs hypoténuses AB et AC sont donc égales. La droite AD a donc deux de ses points , A et D, à égale distance des extrémités de BC ; donc elle est perpendiculaire sur cette droite.
414. Réciproquement : soient CD (fig. 32^) une droite quelconque, tracée dans un plan MN , et DO une perpendiculaire menée à cette droite dans ce plan. Suivant DC, conduisons un plan quelconque; dans ce plan élevons DA perpendiculaire à BC. Suivant DA et DO conduisons un plan , et dans ce plan élevons au point 0, ou abaissons du point A, la droite AO, perpendiculaire sur DO. Je dis que cette droite AO sera perpendiculaire au plan MN.
En effet, prolongeons AO au-dessous du plan d'une quantité A'O égale à AO, et joignons AC, A'C, OC et AD. Les obliques AD et AD seront égales comme s'écartant également du pied 0 de la perpendiculaire OD. D'ailleurs CD, perpendiculaire par hypothèse aux deux droites DO et DA, est perpendiculaire à leur plan , et par suite à la droite DA' qui passe par son pied, D, dans ce plan. Les deux triangles ADC et ADC sont donc égaux comme ayant un angle droit
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compris entre c6tés égaux chacun à chacun; donc A'C=AC. La droite CO a donc deux de ses points à égale distance des extrémités de AA', et est par conséquent perpendiculaire à cette droite. Réciproquement, AA' lui est perpendiculaire; et comme elle ) est déjà à OD, elle est perpendiculaire au plan de ces droites, c'est-à-dire au plan MN.
RsMARQUB I. Cette propriété fournirait un moyen de mener une perpendiculaire à un plan donné, soit par un point pris sur ce plan , soit par un point pris au dehors.
Rexabqtie II. L'usage des droites perpendiculaires à des plans est continuel dans les conslructions et dans tous les aris mécaniques. Nous aurons occasion , dans la suite , de revenir à chaque pas sur leur emploi , et d'en citer de nombreuses applications qui ne pourraient être présentées pour le moment que d'une manière incomplète.
CHAPITRE III
l DROITES PARALliCLES BNTRS ELLBS DANS L*B8PAGB, ET DBS DROITEa PARALLÈLES A DES PLARS.
41tS. THÉORtifS. Dettx droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles»
Soient AO et £D (fig. 325) deux perpendiculaires à un même plan MN ; je dis que ces droites sont situées dans un môme plan et ne sauraient se rencontrer quelque loin qu'on les prolonge, c'est-àdire que ces droites sont parallèles.
Pour le prouver, joignons OD; menons, dans le plan MN, la droite BC perpendiculaire à OD; et joignons le point D à un point quelconque A de la droite AO. £n vertu du théorème n^" 413, AO sera perpendiculaire sur BC. Mais BC est aussi perpendiculaire sur OD par construction, et à £D puisque cette dernière est perpendiculaire au plan MN (300). Or, les trois droites DO, DA, DE, menées par un même point D de la droite BC, perpendiculairement à cette droite, sont dans un même plan (300, CoiolL), et la droite AO est aussi dans ce plan , puisqu'elle y a deux points , A et 0.
Maintenant les droites AO et £D, qui sont dans un même plan, comme nous venons de le démontrer, ne peuvent se rencontrer quelque loin qu'on les prolonge, puisqu'elles sont toutes dtux perpendiculaires à une même droite OD. Ces droites sont donc pa^ rallèles.
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416. TBÉOHJku. Si deux droites sont parallèles , tout plan per^ pendiculaire à l'une est aussi perpendiculaire à l'autre.
Soient ÂO et £D (fig. 325) deux droites parallèles, et soit MN un plan perpendiculaire à ÀÔ ; je dis qu'il sera aussi perpendiculaire à ED.
Pour le prouver, joignons OD; menons, dans le plan MN, la droite BC, perpendiculaire à OD; et lirons AD. En Vertu du théorème du n" 4i5, AD sera perpendiculaire à BC; mais déjà BC est perpendiculaire à OD; la droite BC sera donc perpendiculaire au plan des droites AD et OD. Or, ce plan est celui des parallèles AO et £D, puisqu'ils ont trois points communs A, 0, D. Donc BC est aussi perpendiculaire à ED.
Mais, dans le plan AODE, la droite OD, perpendiculaire à AO, est aussi perpendiculaire à sa parallèle ED. Il en résulte que ED est perpendiculaire à la fois aux deux droites OD et DC , qui passent par son pied dans le plan MN ; donc elle est perpendiculaire à ce plan.
Application. Si une pièce de bois offre une face plane A6CD (fig. S20}« terminée P9LT des bords parallèles AB et CD, et que ceUe pièce de bois ail été coupé* , au point D, perpendiculairement à la ligne CD (nous avons vu plus haut (4ii} ' comiDeat cette section s'opère), le plan DBEF étant perpendiculaire k CD, sera aussi perpendiculaire à sa parallèle AB. Ainsi Us angles ABD et ABE seront droits.
417. Théorème. Deux droites AO, ED (Hg. 325), parallèles à une troisième FG, sont parallèles entre elles.
Car, si Ton mène un plan MN perpendiculaire à FG , il sera aussi perpendiculaire à ses parallèles AO et £D (410). Mais deux droites perpendiculaires à un môme plan sont parallèles entre elles (415); donc AO et ED sont parallèles.
418. Théorème. Par un point 0 (fig. 327) pris hors d'une droite CE, on ne peut lui mener qu'une seule parallèle OA.
Supposons, en effet, qu'on puisse mener par le point^O une seconde droite OB parallèle à CE. Par le point 0, menons un plan MN perpendiculaire à CE; ce plan sera en môme temps perpendicu- Jaire à ses parallèles OA et OB. Or, par un point 0, pris sur un plan MN, on ne peut lui élever qu'une seule perpendiculaire. Il est donc absurde de supposer que OB puisse être parallèle à CE.
410. Problème, Par un point donné, mener une parallèle à une droite donnée,
La solution de ce problème se réduit à conduire un plan par le point et la droite donnes, et à mener ensuite dans ce plan une parallèle à cette droite par le point donné, à l'aide de Tun des procédés indiqués dans la première partie.
420. Théorème. Vne droite AB (fig. 328) parallèle à une autre
droite CD, menée dans un plan MN, ne peut rencontrer ce plan quelque loin qu'on les prolonge.
Ces deux droites étant parallèles, sont dans un même plan , qui coupe le planMN suivant la droite CD. Si donc la ligne ÀB, qui appartient au plan ABCD, rencontrait le plan MN, ce ne pourrait être qu'en un point commun à ces deux plans, c'est-à-dire en un point de leur intersection CD. Or AB ne peut rencontrer CD, puisque ces droites sont parallèles; donc AA ne peut rencontrer le plan MN.
Remarque. Lorsqu'une droite et un plan sont situés de telle sorte qu'ils ne puissent se rencontrer quelque loin qu'on les prolonge, la droite est dite parallèle au plan, et le plan para/të/e à la droite. Le théorème précédent peut alors s'exprimer ainsi : Toute parallèle à une droite menée dans un plan , est parallèle à ce plan.
Corollaire. Cette proposition conduit à la suivante, qui n'en diffère que par la forme : Lorsque deux droites sont parallèles, tout plan mené suivant l'une d'elles est parallèle à Vautre.
42 i. Théorème. Si une droite AB (fig. 328) e^f parallèle à un plan MN, et que par cette droite on mène un second plan qui coupe le premier, leur intersection sera une droite CD, parallèle à AB.
Car si les droites AB et CD, qui sont dans un même plan, avaient un point commun , ce point, appartenant à CD , appartiendrait au plan MN qui contient CD. La droite AB et le plan MN auraient donc un point commun, ce qui est contraire à la supposition.
Applications. I. Si Ton dispose le bord AB d'une table (flg. 32d) supposé rectiligne , parallèlemenl à une des lignes de la bordure de la tapisserie , êl qu'on place sur cette table une bougie allumée, de telle façon que l'ombre de la table se projette sur la muraille, la ligne de séparation ab, entre l'ombre et la partie éclairée, sera, d'après le tbéorème précédent, une droite parallèle au bord de la table , et, comme ce bord est aussi parallèle à l'une des lignes de la bordure, celle-ci sera parallèle à ab (417), et c'est ce qu'on observe en efTet.
11. Deux droites AB, CD (fig. 330) , parallèles entre elles et au pîan du tableau MN, restent parallèles en perspective. Car le plan des rayons visuels, menés aux différents points de AB, coupe le plan MN suivant une droite ab parallèle à AB. De même le plan des rayons visuels, menés aux différents points de CD, coupe le plan du tableau suivant une droite cd parallèle à CD. Donc cd est ^ussi parallèle à AB, et par conséquent à ab (417).
428. Théorème. Si une droite AB (fig. 328) est parallèle à un plan MN^ toute droite EF parallèle à ÂB est aussi parallèle au plan MN.
En effet, si l'on mène suivant AB un plan quelconque, il coupera le plan MN suivant une droite CD parallèle à AB (421). Les droites EF et CD, toutes deux parallèles à AB, sont donc parallèles entre elles (417). La droite EF étant parallèle à une droite CD menée dans le plan MN , est donc parallèle à ce plan (480).
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Corollaire I. De cette proposition résulte la suivante, qui n'en difière que par la forme : Si deux droites sont parallèles, tout plan parallèle à l'vne est en même temps parallèle à l'autre.
Corollaire IL Si un plan est rencontré par une droite, il est rencontré également par toutes les parallèles à celte droite. Car si l'une d'elles ne le rencontrait pas, elle lui serait parallèle; il en serait donc de même de toutes les autres, d'après le théorème ci-dessus , et en particulier de la droite donnée elle-même , ce qui est contraire à la supposition.
4Î3. AppucATioif. Les propositions qui précèdent servent à démontrer le principe fondamental de la perspective , savoir que : deux droites parallèles entre elles, mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau, concourent en perspective.
Soient, en effet , AB et CD (flg. 331 ) deux droites parallèles entre eUes, mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau MN, et soit 0 l'œil du spectateur. Par le point 0, menons une parallèle à AB; puisque AB n'est point parallèle au plan MN, sa parallèle , menée par le point 0, ne sera pas non plus parallèle à ce plan (422, Coroll. Il), et le rencontrera en un certain point P.
Les parallèles AB et OP déterminent un plan , qui coupe le plan MN suivant une droite bP. Les rayons visuels menés du point 0 aux différents points de AB, étant tous contenus dans le plan ABOP, puisque chacun d'eux y a deux points, ne peuvent rencontrer le plan MN qu'en quelque point de la droite bP; cette droite est donc la perspective de la droite AB. On démontrerait de la même manière que la perspective de CD est une droite dP. Ainsi les perspectives des deux droites parallèles AB et CD concourent au point P.
On voit en môme temps que pour obtenir le point de concours P, il suffit de mener, par l'œil du spectateur, une parallèle aux droites proposées; le point où cette parallèle rencontre le plan du tableau est le point de concours demandé.
424. Théorème. Siufie droite AB (fig. 328) est parallèle à un plan MN, toute ligne CD, menée par un point C de ce plan, parais lèlement à kS, y est contenue tout entière.
Car, si par la droite AB et le point C on conduisait un plan, il couperait le plan MN suivant une parallèle à AB (421). Or, par un point pris hors d'une droite , on ne peut lui mener qu'une seule parallèle. Il faut donc que CD soit tout entière dans le plan MN.
428. Théorème. Toute droite AB (fig. 332) parallèle à deux plans MN et PQ qui se coupent, est parallèle à leur intersection CD.
Car, si par le point C on menait une parallèle à AB , en vertu du théorème précédent elle serait contenue tout entière dans le plan MN et dans le plan PQ. Cette parallèle n'est donc autre chose que rinfersection CD des deux plans.
426. Théorème. Lorsqu'une droite AB (fig. 328) est parallèle à un plan MN, tous les points de cette droite sont à égale distance de ce plan.
Car, soient AC et BD les perpendiculaires abaissées des points A et B sur le plan MN. Ces droites, perpendiculaires à un même plan,
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sont parallèles (416), et déterminent un plan qui contient AB, puisque cette droite y a deux points, et qui coupe le plan MN suivant une droite CD parallèle à AD (421). La figure ABCD est donc un parallélogramme rectangle , et l'on a AC = BD.
Remarque. La véritable distance d'une droite à un plan qui lui est parallèle est la longueur de la perpendiculaire abaissée d*un point de cette droite sur ce plan ; car cette distance est la même pour tous les points de la droite ; et d'ailleurs toute oblique serait plus longue.
427. Problème. Trouver laplus courte distance de deux droites qui ne sont point dans un même plan.
Soient AB et CD (fîg. 333) les deux droites proposées. Par un point quelconque Ë de la droite CD, menons une parallèle FG à la droite AB. Les droites CD et FG, qui se coupent, détermineront un plan MN. D'un point quelconque H de la droite AB, abaissons HI perpendiculaire sur ce plan. Par le pied I de cette perpendiculaire, menons IK parallèle à FG , et par conséquent aussi à AB. La droite IK rencontrera CD en un point L , sans quoi AB et CD seraient parallèles. Les droites AB et IK étant parallèles, sont dans un môme plan, qui contient la droite HI; si donc, dans ce plan, on élève au point L une perpendiculaire àlK, cette perpendiculaire rencontrera la droite AB en un certain point P. Je dis que la droite LP sera la plus courte distance demandée.
En effet, HI, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire à la droite IK, menée par son pied dans ce plan. Les droites Ul et PL, situées dans un même plan , et perpendiculaires toutes deux à une même droite IK, sont parallèles entre elles. La figure HlLPest donc un rectangle, et PL est perpendiculaire à AB. La droite Ul étant d'ailleurs perpendiculaire au plan MN, sa parallèle PL est aussi perpendiculaire à ce plan , et par conséquent a la droite CD , qui passe par son pied dans ce plan. Ainsi PL est perpendiculaire a la fois aux deux droites données AB et CD.
Cela posé, je dis que toute autre droite Cm, qui joindrait deux points C et w , pris sur les droites proposées , serait plus longue que PL ; car, si dans le plan ABKl on abaisse tnn perpendiculaire sur IK, celte droite, parallèle à Hi, sera perpendiculaire au plan MN, et plus courte par conséquent que l'oblique Cm. Or , wn = PL, comme parallèles comprises entre parallèles ; donc PL est moindre que Cm.
La droite PL est donc la plus courte distance des deux droites AB et CD.
Remarque. La plus courte distance de deux droites est, comme on pouvait s'y attendre, leur perpendiculaire commune, et l'on voit que , quelle que soit la position des droites données, on peut toujours déterminer cette perpendiculaire.
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On peut remarquer en outre que ia droite PL est la seule perpendiculaire commune à AB et à Ci). Supposons, en effet, qu'il en fût de même de mC; menons CO parallèle à IK et par conséquent à AB. La droite Cm , supposée perpendiculaire à AB Je serait aussi à sa parallèle CO ; et comme on la suppose perpendiculaire à CD, elle serait perpendiculaire au plan MN. Mais mn, parallèle à PL, est aussi perpendiculaire au plan MN. On pourrait donc, d'un même point m , abaisser sur un même plan UN deux perpendiculaires mC et mit , ce qui est impossible.
CHAPITRE IV
DBS AHGLBS QUE LES DROITES FOITT ENTRE ELLES DANS L'ESPACE^ ET DBS AHOLES QV^ELLES FORMEHT AVEC LES »LAES.
420. Quand deux droites se coupent dans l'espace, elles y dé* terminent un plan; tout ce que nous avons dit des angles formés par deux droites sur un plan devient donc applicable. Nous nous contenterons de généraliser le théorème du n"" U4.
TflÉOEMc. Deux angles ABC, DEF (fig. 334), qui ont leurs c6té$ parallèle^, et dirigés dans le même sens, sont égaux.
Pour le prouver, prenons sur deux côtés parallèles les longueurs égales AB et ED ; et sur les deux autres les longueurs égales BC et EF; et joignons AC, FD, AD, BE, CF.
Les droites AB et DE étant égales et parallèles, la figure A6ED est un parallélogramme ; donc AD est égal et parallèle àBE. Les droites BC et EF étant égales et parallèles , la figure BCFE est un parallélogramme ; donc CF est égal et parallèle à BE. Mais deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles; donc AD et CF sont légales et parallèles , et la figure ADFC est un parallélogramme ; d'où il résulte que AC et DF sont égaux. Maintenant, si Ton compare les deux triangles ABC et DEF, on voit qu'ils ont leurs trois côtés égaux chacun a chacun; ils sont donc égaux ; et les angles ABC et DEF, opposés à des côtés égaux, AC et DF, sont égaux.
Remarque. S'il s agissait des angles A'BC et DEF qui ont leurs côtés parallèles, mais dirigés en sens contraire, on voit qu'ils seraient encore égaux , car A'BC est égal à ABC comme lui étant opposé par le sommet.
S'il s'agissait des angles ABC et DEF, dont les côtés sont encore parallèles, mais dirigés, les uns, AB et DE , dans le même sens, les autres, BC et EF, en sens contraire, on voit qu'ils seraient, non pas égaux y mais supplémentaires; car ABC est le supplément de ABC,
429. Quand deux droites sont situées dans des plans différents , elles ne forment plus d'angle à proprement parler. Cependant, pour apprécier leur inclinaison mutuelle, on mène par un point de Tune d'elles une parallèle à l'autre, et Tanglo des deux droites qui se coupent sert de mesure à l'inclinaison cherchée.
450. Lorsqu'une droite ÀO (fig. 335) rencontre un plan MN sans lui être perpendiculaire , elle peut se rapprocher plus ou moins de ce plan, être plus ou moins inclinée par rapport à lui. Pour juger de cette inclinaison, on abaisse d'un point queibonque A de la droite une perpendiculaire AC sur ce plan; on joint le pied C de la perpendiculaire au piedO de l'oblique, par une droite CO, et l'angle AOC, formé par l'oblique et par la droite CO, est ce qu'on nomme l'angle de l'oblique avec le plan.
Pour justifier cette manière d'agir, il y a deux remarques importantes à faire :
1"* Quel que soit le point de la droite AO que l'on choisisse pour abaisser de ce point une perpendiculaire sur MN, c'est toujours la même droite CO, et par suite le même angle AOC que Ton obtient.
En effet, soit BD une autre perpendiculaire abaissée d'un point quelconque B de la droite AO sur le plan MN. Les deux droites AC et BD étant perpendiculaires à un même plan , sont parallèles entre elles, et déterminent un plan dans lequel la droite AO est contenue, puisqu'elle y a deux points, A et B. Les points C, D et 0 sont dans ce plan ; or ils sont aussi dans le plan MN ; ils sont donc sur l'intersection de ces deux plans , c'est-à-dire qu'ils sont en ligne droite. Ainsi , quelle que soit la perpendiculaire BD abaissée d'un point de AO sur le même plan MN, son pied D sera toujours sur la droite CO.
2» L'angle AOC ou BOD, est le plus petit de ceux que peut former l'oblique BO avec une droite menée par son pied dans le plan MN. Car soit 01 une autre droite menée dans ce plan par le point 0; prenons OI = OD, et joignons BL Les triangles BOD et BOI ont deux côtés égaux chacun à chacun , savoir : BO commun, et OD = 01 ; mais le troisième côté de l'un , qui est la perpendicu laire BD, est nécessairement moindre que le troisième côté de l'autre, qui est l'oblique BI ; donc l'angle BOD, opposé à BD, est moindre que l'angle BOI, opposé à BI (558).
Remarque. Lorsque d'un poiat A (Ûg. 318), extérieur à un plan MN, on mène plusieurs obliques égales AB, AC, AD, etc., ces obliques sont également incitnées sur ce plan. Car si AO est la perpendiculaire abaissée du point A sur ce plan, et qu'on joigne OB. OC, OD. etc., on voit que les triangles rectangles AOB, AOC, AOU, elc, sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un cdlé cominuQ. Il en résulte Tégalilé des angles ABO, ACO, ADO, etc., qui mesurent rinclinaSson de ces obliques sur le plan MN.
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CHAPITRE V
DBS AHCUBS DIBOKBS.
431. Lorsque deux plans se rencontrent, ils peuvent s'écarter plus ou moins l'un de l'autre. Ce plus ou moins d'écart est ce que Ton nomme V angle de ces deux plans. Mais pour distinguer les angles de cette espèce, de ceux que forment les droites entre elles, on donne aux premiers le nom A'angles dièdres, ou simplement de dièdres, et Ton affecte aux angles formés par les droites qui se rencontrent, la dénomination A*angles plans.
La considération des dièdres joue un rôle aussi important dans la forme des corps terminés par des surfaces planes, que celle des angles plans dans la forme des polygones. On trouve une preuve frappante de son importance dans la Cristallograpliie , c'est-à-dire dans la science qui enseigne à classer les substances m'inérates d'après les formes géométriques qu'elles affectent. Toujours les mêmes substances se présentent ou avec des formes identiques, ou avec des rormes liées entre elles par des rapports déterminés, cl dans chacune desquelles les dièdres sont constants. En sorte qu'il suffit de la mesure de ces angles pour décider à <ïuel système cristallin on doit rapporter une substance donnée; et en s'aidant d'un petit nombre d'autres caractères physiques, on détermine bientôt l'espèce minérale à laquelle appartient le cristal qu'on examine.
452. Lorsque deux plans forment un dièdre, chacun d'eux est ce que l'on nomme Tune dts faces du dièdre; et la ligne d'intersection des deux plans en est Varêie,
Pour désigner un dièdre, on emploie ordinairement quatre lettres, dont les deux moyennes sont prises sur son arête , et les deux extrêmes sur chacune de ses faces. Ainsi le dièdre que représente la figure 336 pourrait être désigné de Tune des quatre manières suivantes :
ADCF, FCDA, BCDE, EDCB.
On peut encore, pour'désîgner un dièdre, se contenter d'indiquer son arête; on dirait ainsi : le dièdre CD. Mais si plusieurs dièdres ont la même arête, il faut employer le premier moyen.
La grandeur, des faces d'un dièdre n'influe en rien sur la valeur de cet angle; de même que la longueur des côtés d'un angle plan n'influe en rien sur sa valeur.
455. La mesure d'un dièdre se ramène facilement à celle d'un angle plan. Pour cela, par un point de son arête, on élève, dans chacune de ses faces, une perpendiculaire à cette arête : l'angle que forment entre elles ces deux perpendiculaires peut servir de mesure au dièdre. Si l'on suppose, par exemple^ que DA et DE
aOd UGONDE PARTIE.
(fîg. 336) soient toutes deux perpendiculaires à CD, Tangle ADE servira de mesure au dièdre ÂDCF, et ce sera ce qu'on appelle, pour abr(^ger, son angle plan.
Voici maintenant sur quoi se fonde ce mode de mesure.
454. D'abord, quelque point de Tarêle que Ton choisisse pour lui élever une perpendiculaire dans chacune des faces du dièdre, ran$;le de ces perpendiculaires sera toujours le môme; car, si CB et CF sont deux autres perpendiculaires a CD, les droites DA et CB étant parallèles entre elles, puisqu'elles sont situées dans un même plan et perpendiculaires à une môme droite CD; et les droites DE et CF étant aussi parallèles entre elles par la môme raison, il en résulte que les angles ADE et BCF sont égaux (428).
En second lieu , l'égalité de deux dièdres entraine celle de leurs angles plans, et réciproquement. En effet, soient deux dièdres MCDN, mcdn (fig. 337), et soient AOB, aob leurs angles plans; c'est-à-dire, supposons que OA soit mené dans la face DM et OD dans la face CN , toutes deux perpendiculairement à CD ; et que ao soit mené dans la face dm , et ob dans la face en , toutes deux perpendiculairement à cd, (Il a fallu , dans la figure, donner une grandeur limitée aux faces des deux dièdres; mais il ne faut pas perdre de vue que ces faces peuvent ôtre prolongées par la pensée autant qu'on le voudi*a, sans rien changer aux raisonnements qui suivent.)
Je dis , V que si les dièdres MCDN, mcdn sont égaux, les angles plans AOB et aob sont égaux aussi.
Pour le prouver, transportons le dièdre mcdn sur le dièdre MCDX, de manière que leurs arôtes cd et CD coïncident, et que le point o tombe sur le point 0, ce qui sera toujours possible. Faisons ensuite tourner le dièdre mcdn autour de son arête jusqu'à ce que la face dm vienne coïncider avec la face DM. Les droites ao et AO seront dans un môme plan, et toutes deux perpendiculaires en 0 à Farôte CD devenue commune ; ces deux droites coïncideront par conséquent. Mais puisque les deux dièdres sont égaux, que leurs arôtes et deux de leurs faces coïncident, et que d'ailleurs on les suppose semblablement placés, il faut que les deux autres faces coïncident aussi. Les droites ob et OB sont donc dans un môme plan, et toutes deux perpendiculaires en 0 à Taréte commune CD ; donc ces deux droites coïncident. Par conséquent les angles plans aob et AOB coincideat et sont égaux.
Je dis, 2"* que si les angles plans aob et AOB sont égaux, les dièdres mcdn y MCDN sont égaux aussi.
Pour le prouver, plaçons, comme ci-dessus, le dièdre mcdn sur MCDN, de manière que les arôtes cd et CD coïncident, aiusî que les faces md et MD, et que le point o tombe au point 0 ; les
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droites ojo et AO coïncideront comme nous l'avons prouvé. Mais les quatre droites OA, OB, oa, oh, tontes quatre perpendiculaires à Taréte CD devenue commune, sont dans un même plan perpendiculaire à cette arête (399, Coroll.). Or, puisque les angles aob et AOB, qui sont dans le même plan, semblablement placés, et ont même sommet et un côté commun OA, sont égaux , il fiiut que les côtés oh et OB coïncident. Les faces en et CN ont donc deux droites communes, OB et OC, qui se coupent; donc ces faces coïncident, puisque deux droites qui se coupent déterminent un plan. Donc les dièdres mcdn et MCDN coïncident et sont égaux.
Enfm :
455. Théorème. Deux dièdres quelconques sont entre eux comme leurs angles plans.
En effet, quels que soient les dièdres proposés, on peut toujours, en transportant convenablement l'un d'eux , ainsi que nous l'avons fait tout à l'heure, les amener à avoir même arête, et une face commune. Soient MDEN et MDEP (fig. 338) les deux dièdres proposes ainsi placés.
Par un point 0 de l'arête commune DE, élevons dans les faces DK, DN, DP, les perpendiculaires OA , OB, OC. Les angles AOB, AOG seront les angles plans correspondants aux dièdres proposés. Dans le pian des perpendiculaires OA, OB, OC, décrivons, du point 0 comme centre , avec un rayon arbitraire , l'arc de cercle abc.
Supposons d*abord que les arcs ah et ac aient une commune mesure qui soit contenue, par exemple, 3 fois dans ah et 5 fois dans ae.
Divisons ac en 5 parties égales, ah contiendra 3 de ces parties. Par tous les points de division , menons des droites au point 0; ces rayons partageront l'angle aOc en 5 angles égaux, puisqu'ils auront même mesure; l'angle a06 en contiendra 3. Enfin, par tous ces rayons et par l'arête DE faisons passer des plans ; ces plans partageront le dièdre MDEP en 5 dièdres égaux, puisque leurs angles plans seront égaux ; le dièdre MDEN en contiendra 3. Les dièdres proposés MDEN et MDEP sont donc entre eux comme 3 est à 5 ; mais les angles aOh et aOc sont aussi entre eux comme 3 est à 5. A cause de ce rapport commun , les dièdres sont donc entre eux comme les angles plans, et Ton a la proportion
MDEN: MDEP:: AOB: AOC.
Supposons en second lieu les arcs ah et ac incommensurables. Divisons ac en n parties égales; ah en contiendra un certain nombre m , et sera compris entre m et »i + 1 de ces parties. Le
rapport — sera donc compris entre '^ et ^^ -. Par tous les points
de division, et par Taréte DE , menons des plans; le dièdre MDEP
sera divisé en n dièdres égaux; le dièdre MDEN en contiendra m,
et sera compris entre m et m + 1 de ces petits dièdres. Le rap-
, MDEN , ' . ^ , «» + l
port i^ixpp sera donc compris entre -- et — - — .
Mais les quantités — et ne diffèrent que de - ; les rap-
ports TSKtfp et — , compris entre ces quantités , diffèrent donc de
moins de - , c'est-à-dire de moins de toute quantité donnée, puisque - peut être rendu aussi petit que l'on voudra en prenant n suffisamment grand. Donc ces rapports sont égaux , et Ton peut écrire MDEN : MDEP ::ab: ac :: AOB : AOC.
456. Lorsque deux plans MR , NS (fig. 339), se traversent mutuellement, ils forment quatre dièdres qui ont pour arête commune la droite d'intersection EF, savoir :
NEFP, PFEQ, QEFM, IffEN.
Si par un point 0 de l'arête commune on élève dans les différentes faces de ces dièdres les perpendiculaires OA. , OB, OC, OD, ces perpendiculaires seront dans un même plan , et les quatre dièdres seront mesurés par les quatre angles plans AOB, BOC, COD, DOA.
Si les quatre angles plans sont égaux , les quatre dièdres le sont aussi. Dans ce cas, les angles plans sont droits, et les dièdres cor^ respondants se nomment aussi des dièdres droits.
L'angle dièdre droit sert d'unité d'angle dièdre, comme l'angle droit ordinaire sert d'unité d'angle plan , ou comme le quadrans sert d'unité d'arc.
L'angle plan qui sert de mesure à un dièdre , ou plutôt l'arc de cercle qui sert de mesure à l'angle plan, pouvant s'exprimer en degrés, minutes et secondes, rien n'empêche de prendre cette expression pour la mesure même du dièdre. Mais il faut avoir soin de se souvenir qu'elle n'exprime qu'une simple proportionnalité. Dire, par exemple, que la valeur d'un dièdre est de 40* 17', c'est dire que ce dièdre est à l'angle dièdre droit comme l'arc de ^O** 17^ est à l'arc de 90** ou au quadrans.
Les quatre perpendiculaires OA, OB, OC, OD, étant dans un même plan , on peut appliquer aux quatre dièdres tout ce que nous avons dit des angles formés par deux droites qui se coupent. Ainsi :
Les dièdres adjacents, c'est-à-dire formés par l'un des deux plans
d'un même côté de l'autre, comme MFEN et NEFP, valent en somme detcx dièdres droits.
Les dièdres opposés par le sommet, tels que MFEN et PFEQ^ sont égaux.
On démontrerait sans peine que la somme totale de tous les diè^ dres que l'on peut former autour d'une même arête , équivaut à 4 dièdres droits;
Que si deux angles dièdres qui ont une même arête et une face commune, valent en somme 2 angles dièdres droits, leurs faces extérieures sont dans un même plan, etc. etc.
437. Théorème. Si par un point 0 (fig. 340) de V arête IXHkd'un dièdre, on élève des perpendiculaires OC et OD à ses faces MP et MQ, V angle COD formé par ves perpendiculaires est le supplément de celui qui mesure le dièdre.
Menons en effet , dans les faces MP et MQ, les droites OA et OB perpendiculaires à Tarête MN. Les quatre droites OA , OB, OC, OD étant perpendiculaires à MN , sont dans un même plan. La somme des quatre angles AOB, BOD, DOC, COA vaut donc quatre angles droits. Mais les angles COA et BOD sont droits ; les deux autres COD et AOB sont donc supplémentaires. Or AOB mesure le dièdre proposé ; donc le théorème est démontré.
Mesure des angles dièdres.
439. Pour mesurer les angles dièdres, on emploie dans les arts un instrunaent auquel on donne le nom de fausse- équerre. U se compose de deux règles, AB et AG (fig. 341], réunies à Tune de leurs extrémités par un axe ou pivol autour duquel elles peuvent tourner à frottement doux , de manière que leurs arêtes extérieures AB et A'C, et leurs arôtes intérieures ah et ac qui sont parallèles aux premières, puissent prendre Tune à l'égard de Tautre toutes les inclinaisons possibles. Pour se servir de cet instrument, on trace sur chacune des deux faces de Tangle dièdre à mesurer, à partir d'un même point de son arête, une perpendiculaire à cette arête. On pose ensuite la fausse-équerre à cheval sur l'arête en question , de façon que les bords intérieurs ah et ac coïncident avec les perpendiculaires tracées. L'angle de ces droites a& et ac est la mesure de l'angle dièdre proposé : il ne s'agit plus que de rapporter cet angle sur un plan , pour pouvoir le mesurer au rapporteur.
A cet effet, on choisit une surface parfaitement plane, terminée par un bord rectiligne solide, une table, par exemple. On applique exactement l'arête intérieure ah de la fausse-équerre contre le bord de la table , et l'on fait coïncider la règle A'C (fig. 342) avec le plan de celte table. On fait alors glisser une pointe à tracer le long de l'arête ac ; l'angle que forme la droite tracée avec le bord de la table est l'angle plan qui sert de mesure à l'angle dièdre ; et il peut être évalué à l'aide du rapporteur.
Il peut arriver qu'on ait à mesurer un dièdre dont les faces ne soient accessibles que par leur superficie interne ; tels sont les dièdres formés par la surface Jolerne des murs d'un appartement. Dans ce cas, on ne peut plus mettre ta fausse-équerre à cheval sur l'arête du dièdre ^d mesurer. Hais alors, après avoir tracé, comme précédemment, sur deux faces du dièdre, et par un même point
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df son ap4U> d«uK perpandloulaires ï c^lU arôU. op foil coYocidar avec ce* perpendiculaires les bords extérieurs AB el AC ( fig. 3i3) dç la fausse-é<iuciTç. On transporte ensuite l'iastrument sur une surface plane, comme nous ravons indiqué tout li Tlieure, pour obtenir la mesure de l'angle formé par les ariles intérieures a& et ac : cet angle est évidemment le même que l'angie formé par les arêtes extérieures AB e( VC Car AB et ab sont parallèles, ainsi que A'C et ac. Or l'angle des droites AB et A'C est précisément la mesure de l'angle dièdre proposé.
439. On se sert quelquefois de la fausse-équerre pour tracer des parallèles, ep l'appuyant sur la propriété des angles correspondants, Llnspeclioa de la figure 342 suffira pour faire comprendre comment on doit opérer.
440. Les angles dièdres des substances cristallisées se mesurent avec une sorte de fausse- équerre, munie d'un rapporteur, b laquelle on donne le nom de goniomètr» (Ôo% 844). Le demi-»cercle de ce rapporteur n'est pas, eomme à l'ordinaire» entièrement fermé par le diamètre ; celui-ci ne se prolonge que de D en 0 (Il est caché dans la figure). Au point 0, centre du rapporteur, se trouve un axe autour duquel se meut une alidade mobile cnm, La branche ac de cette alidade mobile peut s'allonger ou se raccourcir à volonté, au moyen d*une rainure qui y est pratiquée, et dans laquelle s'engage l'axe placé en 0. Sur le diaipètre , ou plutôt sur le rayon OD , se trouve appliquée une autre alidade , percée également d'une rainure dans laquelle s'engagent l'axe 0 et un autre axe placé en D. Cette disposition permet d'allonger ou de raccourcir à volonté la branche ab de cette alidade suivant la grandeur du cristal. La ligne de foi OD du rapporteur passe par les deux axes 0 et D; et l'arête mn de l'alidade mobilt passe également par le centre 0.
Pour se servir de cet instrument, on applique les branches ab et ac des alidades à cheval sur l'arête de l'angle dièdre à mesurer, et l'on fait coïncider les bords ab et ac avec les faces de cet angle , en ayant soin de maintenir ces bords perpendiculairement à l'arête. L'angle bac est alors la mesure du dièdre cherché ; et d'après la position de l'instrument, il est facile de voir que l'angle des droites mn et OD, c'est-à-dire l'angle dont on peut lire la valeur sur le limbe, est égal à l'angle bac-, car mn est parallèle à ac, et OD parallèle a ab i ces deux angles ont donc leurs cdtés parallèles chacun à chacun et dirigés en sens contraire.
11 arrive souvent que, le cristal se trouvant engagé avec d'autres substances , l'extrémité i du demi-cercle gêne l'application des alidades »ur les faces d« l'angle dièdre. Pour remédier à cet inconvénient, le demi-cercle est brisé à charnière en y , en sorte que la partie yx peut se replier sur la partie vD. La branche Ox, qui sert à assurer la solidité du système , se décroche et se ramène en arrière par un mouvement de rotation autour du point 0. Dès que les alidades ont été appliquées sur le cristal , on remet le demi-cercle en place poar pouvoir lire sur le limbe la valeur de l'angle cherché.
La difficulté d'appliquer les alidades bien perpendiculairement à l'arèlo d« l'angle dièdre nuit beaucoup à l'exactitude des résultats. Aussi n'emploie-t-on le goniomètre dont nous venons de parler que lorsqu'on veut une mesura prompte et qu'on ne désire pas une grande rigueur. Dans le cas contraire, oo • recours à un autre mode de mesure, fondé sur la réflexion de la lumière, ei dont nous ne pourrions donner le détail ici.
444. Applications. L L'égalité des angles dièdres est indispensable à observer dans les assemblages de charpente ou de menuiserie. Il faut que les dièdres saillants de chacune des deux pièces à assembler soient égaux aux dièdres rentrants qui doivent les recevoir. C'est ce qu'on peut ol)server dans les aisem* Itlagcs par simple entaille (fig. 3i&) §t dans les assemblages à (rati de JupUn- (flg. 3i6).
Dans ce dernier mode d'assemblage i Içs pièces M et ^ UUsent eutrt tUes un
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espace vidf où l'on introduit do force une sorte de coin ou de clef »• qui sert à consolider le syslème.
11. bans l'an du çatoier, VégalHé des dièdres trouve aussi son application : il faut que les dièdres qui sont en saillie sur l'objet pour lequel on confectionne un étui , soient reproduits fidèlement en creux dans cet étui, afin que l'objet puUse y lifo Introduit evec exactitude.
CHAPITRE VI
m» wuàm mmoicoLAiBM nnm wm.
449. Lorsque l'angle dièdre formé par deux plans qui se rencontrent est droit, ces plans sont àiis perpendiculaires entre eux.
Telle est ordinairement la position mutuelle du planclier et des murs d'un appartement; ces murs eux-mêmes sont le plus souvent perpendiculaires entre eux deux ii deux. U en est de même des parois internes de la plupart des bottes et des caisses, soit entre elles , soit par rapport au fond.
443. Tdéorèmk. Si deux plans Wi, OP (fig. 347), sont perpendiculaires entre eux, toute droite AB^ menée dans l'un de ces plans perpendiculairement à leur intersection commune OT), est perpendi-^ culaire à l'autre plan.
Car, si Ton mène, dans le plan MN, la droite BC perpendiculaire à OD , Vangle ABC sera la mesure de l'angle des deux plans , et sera par conséquent droit , puisque ces deux plans sont perpendiculaires entre eux. Mais déjà Tangle ABO est droit; la droite AB est donc perpendiculaire à deux droites BO et BC , qui passent par son pied B dans le plan MN; elle est donc perpendiculaire à ce plan (399).
CoEOLLAiBB I. Si par un point de l'intersection commune OD on élevait une perpendiculaire au plan MN^ elle serait contenue t&uf entière dans IcplanOP.
Car, soit B ce point ; si dans le plan OP on mène BA perpendicu* laireà OD, cette droite, en vertu du théorème précédent, sera per* pendicolaire au plan MN. Or, par un point pris sur un plan, on ne peut lui élever qu'une seule perpendiculaire.
Corollaire II. 5^, par un point quelconque du plan OP, on abaissait une perpendiculaire sur le plan MN, cette perpendiculaire serait contenue tout entière dans le plan OP.
Car soit A ce point; si dans le point OP on mène AB perpendiculaire à OD, cette droite, en vertu du théorème précédent, sera perpendiculaire au plan MN. Or, par un point pris hors d'un plan , on ne peut abaisser qu'une perpendiculaire sur ce plan.
Corollaire III. Pour mener une perpendiculaire à un plan UN , par un point A ou B appartenant à un plan OP perpendiculaire au premier , il suffit de mener par ce point , dans le plan OP , une perpendiculaire AB à rintersection commune des deux plans,
444. Théorème. Lorsqu'une droite AB (fig. 347) est perpendiculaire à un plan MN , tout plan OP passant par cette droite est perpendiculaire au premier.
Car, si Ton mène dans le plan MN la droite BC perpendiculaire à l'intersection OD des deux plans , Tangle ABC sera droit ainsi que Tangle ABO, puisque AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans ce plan. Or Tangle ABC , formé par deux droites AB , BC élevées dans chacun des plans OP et MN perpendiculairement à leur intersection commune OD, mesure Tangle de ces deux plans; donc cet angle est droit, et les deux plans sont perpendiculaires entre eux.
Corollaire I. Ce théorème peut encore s'énoncer de la manière suivante : Tout plan MN , perpendiculaire à une droite AB menée dans unplan OP , est perpendiculaire à ce plan.
Corollaire II. Le théorème précédent fournit le moyen de mener par une droite donnée un plan perpendiculaire à un plan donné MN (Hg. 347). SiAPest la droite donnée, abaissez d'un point quelconque A de cette droite une perpendiculaire AB sur le plan donné MN; le plan des droites AP et AB sera le plan cherché; car il contiendra la droite donnée AP, et il sera perpendiculaire au plan MN, puisqu'il contiendra une droite AB perpendiculaire à ce plan.
Le problème n'est susceptible que d'une seule solution; car nous avons vu plus haut (450) que toutes les perpendiculaires abaissées sur un môme plan des difiërents points d'une droite forment avec cette droite un seul et même plan.
Application. Soit MiNP (fig. 348) un bloc de pierre dont les trois faces 0M« ON, OP, soient planes, et supposons que , par une droite AB tracée sur la face OM , on veuille mener un plan perpendiculaire à la face ON. Par le point B on pourra toujours mener un plan perpendiculaire à l'arôle AO (412), et par conséquent h la face ON qui conUent cette arèle. Pour ne pas compliquer la figure, admettons que la face OP soit elle-même ce plan. Dans cette face menez BC perpendiculaire à Tarète OC, et par suite à la face ON (443, Coroll. III), le plan des droites AB et BC sera le plan demandé; car, d'abord il contient la droite AB ; en second lieu , il est perpendiculaire sur la face ON , puisqu'il contient la droite BC , perpendiculaire elle-même à celle face.
445. Théorème. Si deu^ plans 0?, QR (fig. 349) sont perpendi-^ culaires à un troisième plan MN, rintersection AB des deux premiers est amsi perpendiculaire au troisième.
Car si par un point B commun aux trois plans on élevait une perpendiculaire au plan MN, en vertu du premier corollaire du n« 445,
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cette perpendiculaire serait contenue tout entière dans le plan OP, ainsi que dans le plan QR. Cette perpendiculaire n'est donc autre chose que l'intersection AB de ces deux plans.
CoROLLAHis. Réciproquement, si un plan MN ( fig. 349) est per^ pendiculcdre à l'intersection AB de deux plans OP et QR, il estper^ pendiculaire à chacun de ces plans.
Car AB étant perpendiculaire à MN, les deux plans OP et QR qui contiennent ÂB sont perpendiculaires àMN (444).
Appucatiohs. Lorsque les murs d'un appartement sont perpendiculaires au plancher, les arêtes des angles dièdres formés par les faces conUgues de ces murs sont aussi perpendiculaires au plancher. Si deux murs sont perpendiculaires entre eux et au plancher , Taréle de Tangle dièdre formé par le plancher et l'un de ces deux murs est perpendiculaire à l'autre.
Les plans perpendiculaires entre eux sont très-fréquemroenl employés dans les arls; et dans les conslrucllons on choisit d'ordinaire ceUe disposition mutuelle des plans, préférablement à toute autre , en raison de la régularité et de la stabilité qui en résultent.
CHAPITRE VII
DES PLANS PAftALLàLES BNTRE EUX.
446. TfltoBÈHB. Lorsque deux plans, MN^ PQ (fig. 350), sont perpendiculaires à une même droite AB, ils ne peuvent se rencontrer quelque loin qu'on les prolonge.
Car s'ils pouvaient avoir un point commun que nous désignerons par 0 ; soient ÂC et BD les droites menées de ce point 0 aux points A et B : les angles BAC et ABD seraient droits, puisque la droite AB est perpendiculaire aux deux plans (401); dans le triangle formé par les droites ACO, BDO et AB, il y aurait donc deux angles droits, ce qui est impossible.
RsKÀRQUE. Lorsque deux plans ne peuvent se rencontrer, quelque loin qu*on les prolonge, ces plans sont A\\& parallèles entre eux. Le théorème ci-dessus peut alors s'énoncer ainsi : Deux plans per^ pendiculaires à une même droite sont parallèles entre eux.
Corollaire. Pour mener, par un point donné, un plan parallèle à un plan donné, il suffit d'abaisser, du point donné, une perpendiculaire sur le plan donné, et de mener, par ce même point, un plan perpendiculaire à cette droite.
447. Théorème. Si deux droites qui se coupent, AB et CD (fig. 351), sont respectivement parallèles à deux autres droites qui
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i$ coupent, £F et GH» le plan MN» déterminé par kê deux premières^ e$t parallèle au plan PQ, déterminé par les deux autres,
Ea effet, la droite AB éUnt parallèle à EF, est parallèle au plan PQ (4S0). Si donc le plan MN rencontrait le plan PQ, leur interseciion devrait être parallèle à AB (4Si}. Mais CD, étant parallèle à GH, est aussi parallèle au plan PQ ; et si le plan MN rencontrait le plan PQ, leur intersection devrait être parallèle à CD. Or, cette intersection ne saurait ôlre parallèle à la fois aux deux droites AB et CD qui se coupent ; donc les plans MN et PQ ne peuvent se rencontrer, et sont par conséquent parallèles.
COBOLLAïas. Pour mener, par un point donné, un plan parallèle à un plan donné, on peut tracer dans le plan donné deux droites qui se coupent, et mener par le point donné des parallèles à ces deux droites; le plan de ces deux parallèles sera le plan demandé.
Application. SI sur dsux faces plan«s coDtiguSfl d'une pièce de bois on t tracé les droiles AB el AC (fig. 3ô2 ) qui doivent guldsr un Irait de scitj pour guider un nouveau Irait de scie parallèle au premier , c'est-à-dire pour déterminer un plan parallèle à celui des droites AB et AC, il suffira, par un point D de l'arête AD, de meuer sur les mêmes faces les droiles 1)Ë el 1)F respectivement parallèles à AB et à AC ; le pian des deux droiles DE et DF sera le plan cherché.
Remarque. Si les droites AB et AC élaient perpendiculaires à l'aréle AD, le plan de ces deux droites serait au&ti perpendiculaire à celte arête (399j, et il en serait de même du plan de leurs parallèles DE et DF. Ainsi le llieurème du n* 446 n'est qu'un cas parliculier de celui du n" 447 ; mais le premier se présente plus naturellement à l'esprit , c'est pourquoi nous l'avons placé avant l'auire.
443. Théorème. Les intersections AB et CD (fig. 353) de deux plans parallèles MN et PQ^ par un troisième plan XïSCD, sont parallèles entre elles.
Car si les droites AB et CD, qui sont dans un môme plan, n'étaient point parallèles, elles se rencontreraient, et leur point de rencontre appartiendrait a la fois au plan MN qui contient la droite AB el au pian PQ qui contient la droite CD. Cea deux plans ne seraient donc pas parallèles, ce qui est contraire à la supposition.
Applicatioii. La surface d'une table est ordinairement un plan paraUèle au plancher. Si, sur celte table, on pose une bougie allumée ^ttg. 364;, tous les rayons Oa, Om, Ob, etc., parlis de la flamme , qui iront raser le bord ab de la table, seront dans un même plan dont l'intersection avec le plan de la table sera le bord ab lui-même. Le plan aOb ira rencontrer le plancher suivant une autre droite AB, qui sera la ligue de séparation entre l'ombre et la parUe éclairée. D'après le théorème précédent, les droites ab et AB seront paraUetet. 11 en sera de même des droiles analogues hc el BC, cd et CD; da et DA.
Les angles abc et ABC, ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même . uns, seront égaux. U en sera de même des angles bed et llCD, etc. C'est ce qu'on observe en effet.
449. Théorème. Si deux plans MN et PQ sont parallèles (fig. 353), et que par un point C pHs dans le plan PQ, on mène une droite CD
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paraUih au plan MN, c$tte droite sera ôontênue ioui eniièm dam h ptonPQ.
Car %\ par la droite CD on mène un plan quelconque ABCD, qui coupole plaa MN suivant une droite AB, cette droite AB sera paraU lôleàCD, en vertu du théorôme du n<>4tfi. L'intersection de ce même plan aveo le plan PQ sera aussi une parallèle à AB, en vertu du théorôme précédent. Or, par un même point C on ne peut mener à une droite AB qu'une seule parallèleà Donc cette intersection n'est autre chose que la droite CD elle-même ; et cette droite est contenue tout entière dans le plan PQ.
CoROLLÀiEB. Si une droite rencontre un premier plan^ elU rencontre tous les plans parallèles.
Car si elle était parallèle à l'un d'eux, elle devrait être tout entière contenue dans le premier, ce qui est contraire à l'hypothèse*
450. Théorème. Lorsque deux plans, MN et PQ (tig. 350 )f sont parallèles, toute droite AB, perpendiculaire à Vun d'eux MN, est en même temps perpendiculaire à Cautre.
Pour le prouver, tirons dans le plan PQ la droite quelconque BD; suivant AB et BD conduisons un plan qui coupera le plan MN suivant une droite AC parallèle à BD, d'après le théorème du n° 448. Or, AB est perpendiculaire à AC, puisqu'elle est perpendiculaire au plan MN; donc elle est aussi perpendiculaire à sa parallèle BD. Et comme BD est quelconque, il s'ensuit que AB est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans le plan PQ, et que, par conséquent, elle est perpendiculaire à ce plan.
Corollaire. Il résulte de ce théorème que par «n/^om^B jom hors d'un plan MN on ne peut mener qu'un seul plan parallèle à MN. Car, si l'on en pouvait mener deux, ils devraient être tous deux perpendiculaires a la droite BA abaissée du point B perpendiculairement sur le plan MN. Or, par un point d'une droite, on ne peut mener qu'un seul plan perpendiculaire à cette droite.
4ëi. TheorAme. Deux plans parallèles à un troisième sont parallèles entre eux.
Car, si l'on mène une droite perpendiculaire au troisième plan, en vertu du théorème qui précède, cette droite sera aussi perpendi^ culaire aux deux premiers. Ceux-ci étant perpendiculaires à une même droite sont donc parallèles entre eux.
452. TflÉORÈMS. Les portions AC et BD (fig. 353) de deux parallèles, comprises entre deux plans parallèles MN et PQ, sont égales.
Car, si parles parallèles AC et BD on fait passer un plan, il cou^ perales plans MN et PQ suivant deux parallèles AB et CD. La figure ABCD sera donc un parallélogramme. Donc AC =BD.
Corollaire. Si de deux points quelconques du plan MN on abaisse des perpendiculaires sur le plan PQ, ces droites perpendiculaires à
un même plan seront parallèles entre elles (415). Mais d'après le théorème précédent, les portions de parallèles comprises entre deux plans parallèles sont égales ; les deux perpendiculaires dont nous parlons seront donc égales. D'ailleurs, chacune d'elles étant perpendiculaire à la fois aux deux plans (450) mesure la plus courte distance de ces plans, car toute oblique serait plus longue. Par conséquent deux plans parallèles sont partout également distants,
455. Théorème. Deux droites quelconques ABC, DEF (fig. 355) sont coupées en parties proportionnelles par trois plans parallèles MN,PQ,RS.
Pour le prouver, menons ÀHI parallèle à DF. En vertu du théorème précédent, on aura DE =: AH et £F = HI. Mais, si par les deux droites Âl et AC on fait passer un plan , il coupera les plans parallèles PQ et RS suivant les droites parallèles HB et IC. A cause du parallélisme de ces droites, on aura donc :
DE : EF ;: AB : BC
CoROLLATRS I. On déduit de la proportion précédente :
DE + EF:DE::AB-f BC:AB ou DF :DE :; AC ; AB.
Corollaire II. La proportion AH : HI :: AB : BG exprime un théorème qu'on peut énoncer comme il suit : Deux droites qui se rencontrent, AI et AC, sont coupées proportionnellement par deux plans parcUlèles PQ et RS.
Corollaire III. Une série quelconque de plans parallèles couperait les deux droites AC et DF en parties proportionnelles.
454. Théorème. Lorsque deux plans MN, PQ (fig. 356), sont parallèles, tout plan ABCD perpendiculaire à l'un d'eux, PQ, est en même temps perpendiculaire à l'autre.
En eifet, si, par un point 0, pris sur l'intersection CD des plans ABCD et PQ, on élève, dans le plan ABCD, une perpendiculaire 01 à cette intersection , cette droite 01 sera perpendiculaire au plan PQ (445), et par conséquent au plan parallèle MN (450); donc le plan ABCD qui passe par 01 est perpendiculaire au plan MN (444).
455. Théorème. Quand deuxplansparallèlesMfietPQ (fig, Zb^) sont coupés par un troisième ABCD, les angles dièdres, tels que MBAC, ACDQ, qu'on peut nommer alternes-internes , sont égaux.
En effet, supposons que Ton mène un plan perpendiculaire aux deux droites d'intersection AB et CD, qui sont parallèles entre elles (448) ; et , pour ne pas compliquer la figure , soient MB , BD, DQ les intersections de ce plan avec les plans MN, ABCD et PQ. Les
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angles MBA, ABD, BDC, CDQ seront droits (401), et les angles plans MBD et BDQ serviront de mesure aux dièdres MBAC et ACDQ. Or les droites MB et DQ, qui sont dans un même plan , étant parallèles, puisqu'elles sont Tintersection de ce plan avec les plans parailèlesMN et PQ, les angles alternes-internes MBD et BDQ sont égaux. II en est donc de même des dièdres MBAC et ACDQ auxquels ces angles plans servent de mesure.
CoROLLAiBB I. Les anglcs MBAC, PCDU, que Ton pourrait nom* mer correspondants, sont égaux entre eux ; car le second est égal à Tangle ACDQ comme lui étant opposé par l'arête (436).
Corollaire II. On pourrait, en se fondant sur ce théorème, faire voir, par une démonstration entièrement analogue à celle qui a été employée pour les angles plans, que deux angles dièdres qui ont leurs faces parallèles et dirigées dans le même sens (à partir de Tarête) sont égaux; qu'ils sont égaux encore si leurs faces sont toutes deux dirigées en sens contraire; et qu'ils sont supplémentaires quand deux de leurs faces sont dirigées dans le même sens et les deux autres en sens contraire.
4SS. TBtORÈaK. Si par deux droites parallèlet , AB et CD (fig. 367 ), on fai^ passer deux plans ABËP, GOHG , tous deua perpendiculaires à un troisième plan UN, les intersections EF et GH des deux premiers plans avec le troisième seront parallèles,
£d effet : soient AE et CG des perpendiculaires abaissées des points A et C sur le plan MN ; ces perpendiculaires seront respectivement contenues dans les plans ABFE et CDHG (443, Coroll. 11). De plus, elles seront parallèles entre eUes(4451. Or ABetCD étant aussi parallèles entre elles par supposition, U s'ensuit que le plan ABFE , qui contient les droites AB et AE , est parallèle au plan CDHG , qui contient les droites CD et CG parallèles aux deux premières (447). Donc les intersections EF et GH de ces plans parallèles, avec un troisième plan MN, sont parallèles entre elles (448).
CHAPITRE VIII
DBS DIRBCTIOSS TBITICAU» ET HOAISONTALBS.
487. Parmi les différentes directions qu'une droite peut prendre dans l'espace, il en est une qui mérite une attention particulière : c'est celle que prend un fil fixé à l'une de ses extrémités et sollicité à l'autre par un poids quelconque, par celui d'une masse de plomb, par exemple, ce qui a fait donner à cet appareil le nom de Jil à plomb.
La direction du fil à plomb , à laquelle on a donné le nom de verticale, est celle de la pesanteur elle-même, c'est-à-dire de cette
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force, inconnue dans m nature, qui attire lea corpi vert le centre de la (erre.
Il en résulte qu'an réalité les verticales sont des droites qui eon?ergent vers le centre du globe. Mais dans les applicaUons ordinaires de la Géométrie, les distances que l'on a à considérer sont tout à fait négligeables par rapport an rayon terrestre; en sorte que les verticales sont toujours assez voisines, et par conséquent asses peu Inclluéesles unes vers les autres pour pouvoir être regardées comme rigoureusement parallèles.
Dans la réalité aussi, la verticale d'un même lieu change 3i chaque moment de direction dans l'espace , en vertu du mouvement de la terre. Mais dans les applications ordinaires de la Géométrie , on fait atistraction du mouvement du globe, et la verllcale de chaque lieu a une direction 0xe, lorsqu'on ne la considère que par rapport è ce lieu même.
Dans les arts, les verticales sont appelées It^nef d'aplomb,
45$. Pour vériller si une droite est verticale , on fait usage d'une sorte de rèî^le AUCD^fi^^ 368) dont les areies latérales AB et CD sont paraUèles entre elles et à une ligne Intermédiaire Ol tracée sur la règle , et qu'on appelle la ligné de foi. En un point 0 de cette ligne de foi est fltée l'eitrémilé supérieure d'un fil à plomb. On met l'une des arêtes latérales, AB par exemple^ en centaot avec la droite XY que Ton veut vériller, et si celle-ci est verticale, il en eet évidemment de même de AB et de sa parallèle 01; ainsi le fil à plomb doit coïncider avec la ligne de foi.
U ne suffirait pas néanmoins que cette coïncidence eût lieu pour qu'Ml en pût conclure que XY est une verticale ; car le fil ^ plomb pourrait être retenu sur la ligne de foi par une inclinaison de la règle en arrière du fil , comme rin«dique la figure 3&U. A la vérité , on est averti de celte circonstance, parce quu le fil se brise au point 1 pour reprendre, à partir de ce point, la direction verticale; mais cette brisure pourrait ôtre asseï faible pour échapper à l'observa^ tion. Pour se mettre à l'abri de toute erreur de ce genre , il convient de falru une double vérification, c'est^Mlire qu'après avoir fait coïncider Taréte AB avec la droite à vérifier, on retourne l'instrument sur lui-même, de maniera que l'aréle CD vienne prendre la place de AB. 8i le fil à plomb dans ces deux posiUons de l'iotlrument couvre la ligne de foi , on peut être certain que celleci est verlicale , et qu'il en est par conséquent de même de la droite XY qu'il s'agissait de vérifier.
Applications. L'emploi des verticales est continuel dans les conslructions. On donne celle direction aux arêtes latérales de la plupart des murs, à celles deti jambages de porte ou de fenêlre , à celles des barreaux de grilles et de rampes, etc., etc.
4î>d. Si l'on imagine qu'on fasse passer par le centre de la terre un plan perpendiculaire à la verticale du lieu où Ton se trouve, on aura ce qu'on nomme le plan de Vhorizon rationnel de ce lieu. Si, par le lieu même, on suppose mené un plan perpendiculaire à la verticale de ce lieu , on a ce qu'on appelle Vhorizon sensible de ce même lieu. Par analogie , on donne le nom de plan horizontal à tout plan perpendiculaire a la verticale du lieu que l'on considère.
Lorsque l'espace que Ton a à considérer a une étendue négligeable par rapport à celle de la terre, ce qui arrive le plus ordinairement , les verticales pouvant être regardées comme parallèles, les plans perpendiculaires à ces verticales sont aussi parallèles entre eux;
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car, lorsque deux droites sont parallèles, tout plan perpendiculaire à l'une est en même temps perpendiculaire à Vautre; et lorsque deux plans sont perpendicalaires à une même droite, ils août parallèles entre eux. Nous considérerons donc désormais tous les plans horizontaux comme parallèles.
A?PUCATioifs. Les plans horizontaux sont d'un fréquent usage; tels sont les planchers et les plafonds de nos appartements, la face supérieure des marches do nos escaliers, celle de nos meubles, le fond des tiroirs , etc. ; telle est aussi la surface de Teau contenue dans un vase, ou même celle d'une pièce d'eau dormante, lorsqu'elle a peu d'étendue.
La surface des mers ne peut être considérée comme plane, même dans le cas d'un calme parfait, que dans une étendue très-reslreinle. Dans la réaltlé, cette surface est courbe. On peut en donner plusieurs preuves : la plus simple consiste dans ce fait bien connu, que lorsqu'un navfre commence à se montrer dans le lointain, on n'aperçoit d'abord que la parUe supérieure de sa mâture, la parUe inférieure et le corps même du bâtiment étant cachés par la courbure de la mer. Peu à peu, à mesure que le navire approche, on aperçoit une plus pande partie des mâlS) el le vaisseau devient visible dans son entier lorsque la distance qui le sépare de Tobservaleur est devenue assez petite pour que la courbure de la mer, dans cette étendue, soit devenue inappréciable.
400. Toute droite menée dans un plan horizontal porte ellemême le nom de droite horizontale.
Toiles sont toutes les lignes droites tracées sur un parquet, les arêtes des entablements, des balcons, des empâtements de l'architecture, etc.
Si , par un point quelconque d'une droite horizontale, on mène une verticale, les deux droites seront perpendiculaires entre elles (59D). Kéciproquement, toute perpendiculaire à la verticale est une horizontale (599, Coroll.), ce qui permet de considérer une horizontale indépendamment du plan horizontal dans lequel elle pourrait être contenue.
461. Par un point donné sur un plan quelconque, on peut toujours mener dans ce plan une horizontale. Il suffit pour cela de mener par le point donné un plan horizontal; Tintersection de ce plan horizontal avec le plan donné est la droite horizontale demandée. On voit en même temps que le problème n*est susceptible que d'une seule solution.
46S. Après avoir mené dans un plan quelconque une horizontale, si l'on mène dans ce plan une perpendiculaire à celle horizontale, on obtient ce que l'on nomme la ligne de plus grande pente de ce plan ; ce qui signifie que , de toutes les droiles menées dans le plan donné , cette droite est celle qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. Celte propriété se démontre facU lement.
Soient en effet, MN (flg. 3C0) le plan donné } t un point donné sur le plan; ABC un plan horizontal mené par le point I; AB l'intersecUon de ce plan avec le plan UN, c'est-à-dire une horizontale menée par le point 1; soient 10 une droite menée dans ie plan MN perpendiculairement à rhorizontale AB ; IH , une perpendi^ culaire à AB menée dans le plan ABC; OH une perpendiculaire à IH, et par
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suite au plan ABC (414). Prenons sar la droite AB un point D quelconque; joignons HD, OD, et IH. L'oblique HD sera plus grande que la.perpendtculaire IH.
Cela posé, prenons sur HD une longueur Hr égale ^ HI, et joignons Or. Les triangles rectangles lOH et l'OH seront égaux comme ayant les côtés de Tangie droit égaux chacun à chacun. Il en résulte que Tangle OI'H est égal à Tangle OIH. Mais l'angle Ol'H, extérieur au triangle l'OD, équivaut à la somme des angles ODH et TOD ; il est donc plus grand que l'angle ODH. Donc aussi l'angle OIH est plus grand que l'angle ODH. Or ces angles sont ceux que font avec le plan horizontal ABC les droites OD et 01 (43#); de toutes les droites analogues, la droite 01 est donc celle qui fait avec ce plan le plus grand angle. En un mol, 01 est la ligne de plus grande pente.
463. L'angle OIH mesure l'angle dièdre que fait le plan MN arec le plan Horizontal ABC; c'est ce qu'on nomme Vinclinaison du plan MN à l'horixon. Lorsque l'on ne peut pas mesurer directement cet angle, on mesure l'angle OIV que fait la ligne de plus grande pente avec la verticale IV; cet angle est le complément de celui que l'on cherche.
Pour opérer plus commodément, on emploie un quart de cercle divisé (fig. 361 ), au centre duquel est suspendu un fil à plomb. On dresse une équerre sur la ligne de plus grande penle 01 ; contre le côlé OC de cette équerre, on appuie l'un des côtés du quart de cercle ; le Ûl à plomb Ca forme alors avec le cdtéCO un angle aCOégalà l'angle OIH, qui sert de mesure à l'Inclinaison cherchée ; car ces angles ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun. On n'a donc qu'à lire sur le limbe la valeur de l'angle aCO , pour avoir celle de l'Inclinaison cherchée.
Si le plan dont on cherche Vinelinaûon à Vhorixon n'était accessible qu'en dessous, comme cela pourrait nvoir lieu dans l'intérieur d'une mansarde, par exemple , on peut se passer de Téquerre , et dresser simplement le quart de cercle sur le plan en faisant coïncider le côlé Cb (fig. 362) avec la ligne de plus grande pente. L'angle aCd est égal à l'angle cherché , et l'on en peut Ure la valeur sur le limbe.
Applications. 1. Dans les constructions, les plans inclinés à rhorixon sont presque toujours soutenus par des pièces de bois ou de fer dont les arêtes sont parallèles à la ligne de plus grande penle. Par exemple , les arbalétriers AA ( fig. 863) sur lesquels repose un toit, ont leurs arêtes parallèles à la ligne de plus grande pente de ce toit.
Les châssis rectangulaires qui composent une toiture vitrée ont une partie de leurs arêtes horizontales; et les autres perpendiculaires aux premières, c'està-dire dirigées parallèlement à la ligne de plus grande pente.
II. Cette ligne de plus grande pente est celle que suit un mobile abandonné à son poids sur un plan incliné à l'horizon. Que sur un pareil plan on laisse par exemple rouler une bille ou couler un liquide , cette biUe ou ce liquide descendront par l'effet de la pesanteur, en suivant une ligne perpendiculaire à l'horizontale menée dans ce plan par le point de départ du mobile.
Cetle circonstance pourrait servir à déterminer sur un plan la direction de la ligne de plus grande pente , et par suite la direction commune des horizontales qu'on peut mener dans ce plan.
464. Nous avons vu (461) qu'un plan n'est pas nécessairement horizontal , par cela seul qu'il contient une droite horizontale ; mais que, dans un plan incliné à Thorizon, on ne peut mener qu'une seule horizontale par un point donné. Si donc on en peut mener deux , le plan doit être horizontal , ce qu'on peut exprimer en disant
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que deux horizontales qui se coupent déterminent un plan horizontal.
465. La plupart des procédés mis en usage pour vérifier les plans horizontaux sont fondés sur ce priocîpe. Nous en excepterons toutefois le suivant, qui n'est point, à la vérité, susceptible d'une grande rigueur.
Ce moyen, qui se présente naturellement, consiste à poser sur le plan à vérifier une bille aussi bien polie que possible. Si le plan n'est pas horizontal , la bille roulera évidemment en suivant, comme nous l'avons dit , la ligne de plus grande pente. Mais on n'obtient ainsi qu'une approximation grossière, parce que le léger frottement que la bille exerce sur le plan sufiit pour s'opposer à sa descente sous une inclinaison qui n'est pas toujours négligeable. On a cependant quelquefois recours à ce procédé pour établir horizontalement la planchette qui sert à lever les plans.
466. Dans les constructions, on emploie , pour vérifier les plans horizontaux^ un instrument que l'on appelle le niveau de maçon. Il se compose ordinairement de deux règles d'égale longueur , AG et BG (flg. 364), assemblées à angle droit, et réunies par une troisième règle transversale, de manière à former une sorte de triangle rectangle isocèle. En un point 0 de la bissectrice de l'angle C est suspendu un fil à plomb ; cette bissectrice , prolongée suivant HI « forme la ligne de foi. Les règles principales sont taillées en A et en B, de manière que les faces inférieures , sur lesquelles l'instrument repose , soient dans un même plan perpendiculaire à la ligne de fol. 11 résulte de cette disposition , que lorsque la ligne de foi est verticale , ce dont on est averti par sa coïncidence avec le fil à plomb , les faces inférieures sont nécessairement dans un plan horizontal, et réciproquement.
Il suflSraJt, d'après cela, pour vérifier si un plan est horizontal, d'y poser l'instrument par ses faces inférieures ; la ligne de foi devrait alors être verticale, et coïncider par conséquent avec le fil à plomb. Mais, comme ces faces inférieures sont très-petites, et qu'on n'est jamais parfaitement assuré qu'elles soient perpendiculaires à la ligne de foi, on se contente de faire en sorte que la ligne AB soit rigoureusement perpendiculaire à la ligne de foi. Pour se servir de l'instrument, on trace alors sur le plan à vérifier deux droites quelconques qui se coupent; ordinairement, on les choisit rectangulaires entre elles, pour que les effets soient plus sensibles. On fait coïncider alternativement la ligne AB avec l'une et l'autre de ces lignes, et, dans chacune de ces positions, on s'assure qu'en dressant l'instrument le fil à plomb vient coïncider avec la ligne de foi : on est assuré de cette manière que le plan proposé contient deux horizontales, et est par conséquent horizontal lui-même. Dans le cas contraire , le déCaïut de coïncidence entre le fil à plomb et la ligne de foi devient sensible dans l'une ou l'autre des positions successives du niveau.
467. Lorsque l'on a besoin d'une grande exactitude, comme cela arrive dans certaines opérations d'astronomie, de géodésie ou de physique, les moyens précédents ne peuvent plus suffire , et il faut avoir recours à un Instrument plus délicat, qui porte le nom de niveau à huile d*air.
Sur une règle en cuivre MN (fig. 365), est couché un tube de verre renfermé dans un tube de cuivre, à l'exception d'une partie AB qui reste visible. Le tube de verre est rempli d'eau , à cela près d'une très-petite portion occupée par une bulle d'air. Lorsque la règle MN est horizonUle, la bulle d'air occupe le milieu ah de la partie visible du tube de verre; cela lient à l'égalité parfaite des deux parties de l'instrument, et c'est dans cette égalité que réside la difficulté de sa construction. Si l'on vient à soulever la règle par l'une de ses exh^mités , l'eau , en vertu de son poids , se précipite vers l'extrémité opposée , et la bulle d'air remonte vers l'esitrémité soulevée. Il suffit du plus léger sou-
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lèvement d« rupQ des deui^ extrémités du tube pour faire marcher ainsi la bulle d'air, ce qui dunue à l'instrumenl un grand degré de sensibilité.
Pour s'en servir, on pose la règle sur le plan à vérifler , dans deux directions successives ^ peu près rectangulaires enlre elles. Si , dans ces deux posilions , la bulle d'air demeure au milieu ab du tube, on peut être assuré que le plan proposé est horizontal. En effet , si dans la première de ces deux directions la bulle est resiée au milieu du tube, on ne peut pas en conclure d'une manière absolue que la règle MN est horizontale ; mais on peut être assuré du moins que les arêtes latérales de cette règle sont horizontales, car si elles étalent soulevées par Tune de leurs extrémités , la bulle quitterait le milieu du tube. Si donc on fait prendre ^ l'instrument une direction à peu près rectangulaire avec la première , ces arêtes se trouveront à peu près dirigées sui?ant la ligne de plus grande pente du plan; c'est-à-dire que l'instrument aura la position la plus favorable pour que cette pente soit accusée par le mouvement de la bulle. Si celle-ci ne change pas de place , on sera par conséquent assuré que la surface plane vérifiée est horizontale.
468. Les instruments que nous venons de décrire serviraient au besoin k mener, dans un plan Incliné, une droite horizontale. Avec le niveau k bulle d'air, par exemple, on obtiendrait ce résultat en cherchant la position pour laquelle la bulle occupe le milieu du tube : l'une quelconque des arêtes latérales de la règle MN servirait à tracer sur le plan proposé une droite qui serait horizontale.
469. Pour mener une horizontale dans la campagne , on se sert d'un Instrument particulier qui a reçu le nom de niveau d'eau. Il se compose d'un tube de fer-blanc AB (fig. 306) qui se relève à angle droit à chacune de ses ex(ré-> mités Aa et Bb, el se termine de part et d'autre par un tube de verre gradué. L'inslrument est supporté en son milieu par trois pieds, et les porUons Aa, Bb du tube sont dans une situation verticale. Le tube est rempli , à peu de chose près, d'une eau colorée. Par une propriété générale de l'équilibre des liauides» non-seulement la surface du liquide dans un vase est un plan horizontal, mais si le vase a plusieurs branches qui communiquent entre elles, les différentes surfaces du liquide dans ces diverses branches sont dans un même plan horizontal. Ce plan se nomme le niveau du liquide. (C'est pour cela que rinstrumenl aue nous décrivons porte le nom de niveau (Teau ; c'est pour cela aussi que I on désigne, presque toujours, dans les arts, les plans horizontaux et les droites horizontales par les expressions de surfaces de niveau et lignes de siveau.)
Lorsqu'on veut, \ l'aide du niveau d'eau, mener une ligne horizontale, on fait planter verticalement, aux extrémités de la ligne li mener, deux perches ou règles divisées , munies l'une et l'autre d'une planchette peinte de deux couleurs, et susceptible de glisser le long de la règle et de se fixer, par une vis de pression, en tel point de la perche qu'on le désire. Cette planchette se nomme un voyant.
On établit le niveau d'eau entre les deux règles. On place d'abord l'ail en b| et , b l'aide de signaux convenus , on fait élever ou abaisser le voyant C ju§«qu'à ce que son centre se trouve dans le plan horizontal déterminé |)ar les surfaces de niveau du liquide en b et en a. On place ensuite l'œil en a, et Ton fait varier la position du voyant D, Jusqu'à ce que son centre se trouve dans le plan du niveau du liquide ; on est assuré alors que la droite CD est boriiontale . puisqu'e'le a deux de ses points dans un plan horizontal.
476. La hauteur des points C et D au-dessus du terrain est donnée par les di«^ visions tracées sur les deux règles, au moyen de marques Iraoées derrière chaque voyant, el qui correspondent li son oentre. Cette hauteur est indispen* sable \ connattre dans l'ot^ératlon du niveUem$ni, dont nous avons maioUoiHt Il parler.
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lfi?«Uv un terrain , o'eti déterminer la dUteaee de ses pointe les plus remarquables à un même plan horiionUI. Il n'est point nécessaire pour cela que ce plan horlionUl exisle en effiol; il suffit d'imaginer un pareil plan passant par un polnl donné du terrain.
Sotent A, B, G, D, E (fig. 36?), une sérié de pointe remarquables d'un ter* ra'm, et supposons que le point A appartienne au plan horizontal auquel on ▼eut rapporter tous les autres points, au niveau de la mer par exemple. On élève d'abord verticalement en A et en B les perches munies de voyants; on établit le niveau d*eau entre A et B, et l'on détermine Thorizonlale A'fi'. Cette droite étant parallèle au plan horizontal qui forme le niveau de la mer, tous ses pointe sont è égale distance de ce niveau (436) ; l'élévation des points A' et W au^easus du niveau de la mer est donc la même ; l'élévation du point B audessus de ce plan est donc la différence des verticales AA' et BB'. On a donc ainsi déterminé la hauteur verticale du point B au-dessus du point A. C'est ce que l'on appelle donner un coup de niveau.
On transporte ensuite le niveau d'eau entre B et C ; on élève verticalement au point C une perche munie d'un voyant , et Ton détermine l'horizontale EfC; la différence des verticales BB' el CC donne la hauteur du point C au-dessus du point B ; en y ajoutant celle du point B au-dessus du point A , qui a déjà été déterminée, on obtient la hauteur verticale du point C au*de$sus du point A. On continue de la même manière jusqu'au point le plus élevé du terrain.
Lorsque le terrain commence à descendre, les opérations sont encore les mêmes; U n'y a de différence que dans le calcul. Supposons, par exemple, qu'après avoir déterminé la hauteur verticale du point D au-dessus du point A , on veuille déterminer celle du point E. On élèvera verticalement au point E une perche munie d'un voyant; on établira le niveau d'eau entre D et E, et l'on déterminera l'horizontale I^E'. La différence des verticales EE' et DD' donnera la hauteur verticale du point D au-dessus du point E. Or on connaît déjà la hauteur verticale du point D au-dessus du point A ; eq retranchant la plus petite de la plus grande , on aura la hauteur verticale du point E aunlessus du point A , ou du point A au-dessus du point E.
Si , par exemple , on a trouvé que la hauteur verticale du point D au-dessus du point A est de S*,5, et que la hauteur verticale du même point D au-dessus du point E est de ]",7, on en conclura que la hauteur verticale du point E au* dessus du point A est de 3",d moins 1 ***,?, ou de 1",8. Mais si l'on a trouvé que la hauteur verticale du point D au-dessus du point A est de 1",4, et que I9 hauteur verticale du même point D au-dessus du point E soit de 2",G , on en conclura que la hauteur verticale du point A au-dessus du point E est de 2"',6 moins ]",4, ou de i",2; ou, en d'autres termes , que le point E est située i",2 de dislance verticale au-dessous du plan horizontal qui passe par le point A, le*quel est ici le niveau de la mer.
Remarque. Gomme les perches munies de voyante n'ont pas une hauteur indéfinie , on qpimprend que, lorsque le terrain offre une grande pente, si Ton ne rapprochait pas suffisamment les stations, il pourrait arriver, ou que l'horlaontale déterminée par le niveau d'eau passftt au-dessus de l'une des deux perches, comme AB (fig. 368), ou qu'elle vint couper le terrain au-dessous de l'une des deux perehes, comme CD (même figure). Il est donc indispensable de rapprocher d'autant plus les stations que la pente du terrain est plus considérable.
471. Tout plan qui contient une verticale se nomme lui^môme plan vertieat.
Pour vérifier un plan vertical , il suffit de s'assurer qu'on peut y tracer une verll^e. G'Mt è quoi l'on parvient san» pftUM). au moyen du petit appareil (fig. )68} que nous avons décrit au a«41I8, et que Ton nomme qualquafoli aiaai
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improprement niveau de côté. On applique Tun des côlés de cet instrument sur le plan à Yérifier, et l'on fait varier graduellement sa position, jusqu'à ce que le fil à plomb vienne s'appliquer contre la règle; s'il coïncide alors avec la ligne de foi , c'est une preuve que celle-ci est verticale, il en est donc de même de l'arête latérale de la règle qui lui est parallèle ; et , puisque le plan proposé contient ainsi une verticale , il est vertical lui-même.
Applications. On donne ordinairement la direction verticale aux surfaces planes des murs, à celles des portes, des volets, aux vitres d'une croisée, aux surfaces latérales de la plupart des meubles. Les toiles sur lesquelles sont peints les décors d'un théâtre sont des plans verticaux. Dans la perspective , le plan sur lequel les objets doivent être représentés, et que l'on appelle le plan du tableau , est un plan vertical. Le plan méridien d'un lieu est le plan qui passe par la verticale de ce lieu et par les pôles de la terre; ce plan est donc un pian vertical, etc.
472. Par une droite donnée quelconque, on peut toujours faire passer un plan vertical. Car , si par un point de celte droite on mène une verticale, cette verticale et la droite donnée détermine* ront un plan vertical.
473. Tout plan vertical est perpendiculaire au plan de l* horizon^ puisqu'il passe par une verticale qui est elle-même perpendiculaire à rhorizon (444). Il en résulte qiïun plan vertical est perpendiculaire à tous les plans horizontaux , puisque ceux-ci sont parallèles au plan de Thorizon (484).
Réciproquement : Tout plan perpendiculaire à un plan horizontal est un plan vertical. Car , si par un point de l'intersection commune on élève une perpendiculaire au plan horizontal , c'est-à-dire une verticale, cette perpendiculaire sera contenue tout entière dans l'autre plan (443, Coroll. I) ; donc celui-ci est vertical.
Tout plan perpendiculaire à une droite horizontale est un plan vertical. Car , si par cette droite on mène un plan horizontal , il sera perpendiculaire au plan proposé (444) ; donc celui-ci est vertical , en vertu de ce qui précède.
474. Si deux plans verticaux se coupent, leur intersection est une verticale. Car ces plans étant tous deux perpendiculaires au plan de l'horizon , leur intersection est elie-môme perpendiculaire à l'horizon (448), c'est-à-dire qu'elle est verticale.
Applications. I. L'arête de l'angle dièdre , formé par deux murs verticaux , est uue verticale.
IL Le principe précédent trouve aussi son applicaUon dans la perspective.
Supposons que AK (fig. 360] soit le plan du tal>leau , AB son intersection arec le sol supposé horizontal. Soit 0 l'oeil du spectateur; abaissons de ce point une perpendiculaire OP sur le plan horizontal AM , et menons par le point P , que Ton nomme le pied du spectateur, des droites quelconques PG, PH. Les rayons visuels, menés du point 0 à tous les points de la droite PG, déterminent un plan OPG qui est vertical , puisqu'il contient la verticale OP. La perspecUve de CG , c'est-à-dire l'intersecUon du plan OPG avec le plan du tableau qui est verUcal , sera donc une verticale C^f. La perspective de DR sera de même une verUcale hh. Ainsi : toutes les droites qui passent par le pied du spectateur sont verticales en perspective*
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REMARQUES SUR LB LETER M» PLANS ET STR LÀ BOSSVRE DES HÂCTEURS
41S. Les terrains qu'on peut avoir k mesurer ne sont jamais parfaitement plans. Lorsqu'ils offrent des ondulations considérables, s'il fallait mesurer leur superficie réelle , le problème présenterait presque toujours de grandes difficultés. Mais Teicpérience a prouvé que les terrains qui offrent des pentes notables sont moins productifs que les terrains horizontaux : les eaux pluviales, en suivant ces pentes, entraînent la terre végétale, et rendent le terrain aride; d'ailleurs , les végétaux croissant verticalement et non point perpendiculairement au terrain , il en résulte qu'une pièce de terre , quelle que soit sa pente , ne saurait contenir une quantité de végétaux plus grande que celle qui serait contenue dans l'étendue horizontale qu'on obtient en abaissant de tous les points du contour de cette pièce de terre des perpendiculaires sur un même plan horizontal , étendue que Ton nomme dans TArpentage sa hase productive, et qui , en Géométrie , reçoit le nom de projection horizontale du terrain. C'est par les raisons précédentes que Ton ne s'occupe point de mesurer la superficie réelle d'un terrain, mais que l'on se borne à mesurer sa base productive ou projection horizontale. C'est donc de cette projection que l'on doit lever le plan, sauf par des opérations de nivellement, à rechercher la hauteur des points les plus remarquables au-dessus d'un même plan horizontal , non pour faire Intervenir ces hauteurs dans la mesure demandée , mais pour obtenir une idée plus exacte de la configuration du terrain.
On agit , à plus forte raison , de cette manière quand le plan n'a pour but aucune mesure de superficie , ainsi que cela a lieu en général pour les plans militaires.
416. La première chose à faire est de se procurer une base d'opérations parfaitement horizontale et de la mesurer. Si une pareille ligne se rencontre sur le terrain , on a soin d'en profiter : ce sera, par exemple , le bord d'une route , d'une allée, d'un canal, d'un sentier, etc. Dans le cas contraire, on choisit une base qui offre le moins de pente possible; on la jalonne, et, k l'aide d'un niveau d'eau , on détermine une horizontale d'un jalon à l'autre sur toute la ligne. Les jalons étant suffisamment rapprochés , on tend un cordeau de chaque jalon au jalon suivant , en fixant ses extrémités aux points déterminés par le niveau d'eau : la longueur de chaque cordeau exprime la distance de deux jalons consécutifs; en faisant la somme de toutes les distances analogues, on obtient la longueur horizontale de la base à mesurer. La figure 370 rend compte de cette opération.
477. On fait ensuite planter bien verticalement des jalons k tous les points remarquables du terrain que l'on veut relever.
Soient DE (fig. 371) l'un de ces jalons; AA' et BB' les verticales des points A et B qui sont les extrémités de la base. Les trois points A, B, D sont supposés situés sur le terrain même. Admettons que le plan horizontal sur lequel on veut projeter le terrain soit celui qui passe par le point B, et qui coupe en a et en d les prolongements des verticales AA' et DE. Lliorizonlale aB sera la base mesurée, que l'on reportera sur le plan en la réduisant suivant l'échelle adoptée; et l'angle daB sera l'un de ceux qu'il s'agit d'obtenir. Or la droite Xa étant verticale et le plan Bad horizontal ; les angles AaB et kad sont droits , et l'angle daB est l'angle plan qui sert de mesure au dièdre formé par les plans ÂadE et AaBB'. Nous savons que ce dièdre peut être mesuré en un point quelconque de
son arèle Ka-, il peut donc être mesuré au point m, par exemple ; il suffit pour cela de mener dans les plans ÂadE et ÂaBB' les horizontales mD' et mB', et de mesurer l'angle lymB formé par ces horizontales.
C'est précisément ce que Ton fait à Taide du graphomèlre. Supposons-le transporté au point A, de manière que le centre du limbe soit situé en m sur la verticale du point A (on y parvient au moyen d'un fil à plomb suspendu au dessous du centre du limbe). Supposons ensuite que le plan du limbe soit fixé bien horizontalement (on y parvient à l'aide d'un niveau à bulle d'air). Les alidades seront horizontales^ et les fils des pinnules seront verticaux. On dirige d'abord l'alidade fixe, de manière qu'en regardant par les pinnules, les fils réunis coupent le jalon planté verticalement en B ; ces fils et ce jalon sont alors dans le plan vertical AaBB'. On dirige ensuite l'alide mobile de manière qu'en regardant parles pinnules, les fils réunis coupent le jalon planté verticalement en D; ces fils et ce jalon sont alors dans le plan vertical XadHf, L'angle des deux alidades, c'està-dire l'angle dont on peut lire la valeur sur le limbe, est alors la mesure du dièdre formé par ces deux plans verticaux , et est , par conséquent , égal à l'angle doB qu'on se proposait de mesurer.
On voit que ce sont, par le fait, des dièdres que l'on mesure au moyen du graphomèlre, et que ces dièdres ont leur arête verticale. De là la nécessité que tous les jalons soient verticaux , que le limbe de l'instrument soit horizontal , et que son centre soit sur la verticale qui sert d'arêle au dièdre que l'on mesure. On peut faire des observations analogues à l'égard de la planchette.
A^%. Nous avons dit que, lorsqu'on doit opérer sur une grande étendue de terrain , les pinnules sont remplacées par des lunettes dont l'objeclif est muai d'un fil vertical comme celui des pinnules. Ces lunettes sont ordinairement susceptibles de se mouvoir autour d'un pivot parallèle au limbe, en sorte que l'axe de la lunette , c'est-à-dire la droite qui joint le centre de l'objectif au centre de l'oculaire , se meut dans un plan perpendiculaire à celui du limbe. Si le limbe est horizontal, le plan dans lequel peut se mouvoir l'axe de la lunette est donc vertical. 11 en résulte que , quelque position que prennent les lunettes , l'angle mesuré par les alidades sur le limbe est le même que si l'axe de chaque lunette était horizontal , condition qui serait gênante si elle était obligatoire, parce que la distance de l'instrument au jalon que l'on vise peut êlre assez grande pour que l'horizontale, qui serait déterminée par l'axe de la lunette, aille passer au-dessus ou au-dessous du jalon. La disposition que nous venons de décrire permet, au contraire, de viser le jalon lui-même, sans que la valeur de l'angle mesuré soit altérée. Les lunettes qui remplissent cette condition sont dites lunettes plongeantes.
Avec celte disposition, on dirigerait, par exemple, les lunettes suivant mD et ftiB (fig. 871 ), et la valeur lue sur le limbe serait néanmoins celle de l'angle daB. On dit, dans ce cas, que l'angle DmB se trouve réduit A l'horixon. Dans le lever des plans , tous les angles doivent être ainsi réduits à Thorizon , et l'on voit qu'on y parvient sans peine à l'aide du graphomèlre , quand on peut le transporter au sommet de l'angle à réduire; dans le cas contraire, on s'arrange de manière que cet angle appartienne à un triangle dont les deux autres angles puissent se réduire facilement : on en déduit alors la valeur du troisième angle réduit.
Nous ferons remarquer que les lunettes dont est muni le graphomètre renversent les objets; cette circonstance est indifférente pour le but qu'on se propose , elle exige seulement un peu d'habitude de la part de celui qui fait usage de l'instrument.
Ce que nous avons dit de l'angle daB s'applique à tous les angles du plan, et nous avons vu (S4S) comment ce plan se détermine à l'aide d'une base et des extréniiî^*"* ^^™* *^*^ '** ^^^ ®" *^*^ ^^ diagonales qui aboutissent à ses
GÉOMÉTRIE DANS L'CSPâGE. 227
479* Lorsque l'on a tracé le plan de la projection horizontale du terrain, on a tout ce qui est nécessaire pour sa mesure; il ne reste plus, pour donner une idée complète de sa configuration, qu'à indiquer la hauteur de ses points les plus remarquables au-dessus du plan horizontal sur lequel ils sont projetés. On emploie pour cela plusieurs méthodes.
Quelquefois on se contente de quelques coupes verticales. Pour les obtenir, on agit comme nous Tavons indiqué à l'article du nivellement (470), mais on a soin que» dans toutes leurs positions successives, les perches munies de voyant ne sortent pas d'un même plan vertical, ce qu'on obtient en les alignant comme lorsqu'on jalonne une distance. Les dislances mutuelles des perches étant connues, ainsi que la hauteur du point où chacune d'elles est plantée au-dessus du plan horizontal de comparaison , on a tous les éléments nécessaires pour tracer la coupe cherchée. A cet effet, on tire une droite quelconque AB (fig. 372); on y porte, au moyen d'une échelle de réduction, des distances proportionnelles Il celles qui séparent les perches ; par tous les points de division on élève à cette droite des perpendiculaires proportionnelles aux hauteurs observées , et Ton joint les extrémités de ces perpendiculaires par une courbe qui imite d'au-tant mieux les inflexions du terrain même que les stations ont été plus rapprochées et les opérations faites avec plus de soin.
On dessine ces coupes à part, et l'on indique sur le même plan les directions dans lesquelles elles ont été faites.
Les coupes sont employées avec avantage pour lever le plan des places fortes ou des ouvrages de fortification passagère , parce que les pentes observées en un point se répètent sur une longue étendue , et qu'il n'est point nécessaire de , multiplier les coupes. La figure 373 représente le profil d'une lunette détachée t la ligne AB est la direction horizontale naturelle du terrain en deçà et au delà de l'ouvrage ; on nomme AG le glacis, CD la contrescarpe; DE est le fond du fossé; EF est V escarpe; FG, la berme; GH est le talus extérieur du parapet; m , la plongée du parapet; les droites HI et AG sont le prolongement Tune de l'autre ; la ligne 1& est le talus intérieur du parapet; KL, la banquette; LB , la rampa ou le taltis de la banquette.
480. Lorsque l'on désire de plus grands détails, on détermine d'abord la hau« teur du plus grand nombre de points possible au-dessus du plan horizontal de comparaison; il s'agit ensuite d'indiquer, sur le plan même, toutes les hauteurs observées. Pour cela, on suppose le terrain coupé par une série de plans hori*' zontaux équidistants ; les intersections du terrain avec ces plans forment des courbes dont on possède d'autant plus de points que l'on a déterminé plus de hauteurs. L'une de ces courbes contiendra , par exemple , tous les points du terrain qui sont situés à i" de distance du plan horizontal de comparaison; une autre contiendra ceux qui sont situés à 2" de distance de ce plan; et ainsi de suite. On trace ces courbes sur le plan , et elles indiquent , dans chaque région de ce plan, une pente d'autant plus rapide qu'elles sont plus rapprochées (fig. 374).
On peut même, à Tinspection de ces courbes, évaluer la pente du terrain. Supposons , par exemple , que l'on veuille connaître la pente du terrain entre les points a eib; que la longueur a&, mesurée à l'échelle du plan, soit de 5"*| et que la distance des plans horizontaux consécutifs soit de l", on construira un triangle rectangle , abh (fig. 375) dont les côtés ah et bh soient respectivement représentés par 1 et par 5 ; l'angle abh exprimera la pente cherchée.
Pour pouvoir tenir compte des détails importants d'inflexions de terrain qui n'auraient pu trouver place dans l'ensemble de ces courbes, on représente par des hachures de plus en plus foncées les pentes qui sont de plus en plus rapides.
Cette méthode est employée dans toutes les cartes topographiques soignées, et particulièrement dans les cartes militaires, où la pente du terrain joue un
rôle imporUnt, en raison des obstacles qu'elle peut oCWr au transport de l'ar- UUerie, et de rinfluence qu'elle peut avoir sur le choix des posilions.
Dans les cartes marines, après avoir levé le plan du rivage, des lies, îlots, écueiis, etc. , à consigner sur la carte, on note la profondeur des principaux sondages par un chiffre placé au point qui représente le lieu où le sondage a éié fait. Ce chiffre exprime ordinairement des brasses (la brasse vaut l-,60).
48i. H se présente quelquefois, dans un terrain, des points trop élevés et offrant de toutes parts des pentes trop brusques pour qu'on puisse y transporter le niveau d'eau, mais dont on désire néanmoins connaître la hauteur au-dessus du plan horizontal de comparaison. Voici comment il faut opérer dans ce cas :
On mesure une base horizontale AB (fig. 376); on établit le graphomclre au point A ; on dirige l'alidade fixe de l'instrument suivant l'horizonlale ab parallèle à AB,et l'on incline le limbe, sans rien changera la position du diamclre, jusqu'à ce que son prolongement aille passer par le point G dont on cherche la hauteur, ce dont on est averti quand , en variant la position de l'alidade mobile , le point C vient se placer à la partie inférieure du fil des pinnwlcs. On mesure ainsi l'angle Gob. On mesure de la même manière l'angle Cba ; on esl alors en état de construire sur le papier un triangle semblable au triangle oCb , et de mesurer par conséquent le c6té Cb,
Supposons maintenant que, suivant les horizontales AB et ab , on fasse passer des plans horizontaux ; et du point C, imaginons une perpendiculaire CP, abaissée sur le plan horizontal inférieur ABP, laquelle coupe en p le plan horizontal supérieur abp ; joignons PA, PB, pa , pb. Le graphomètre étant tout transporté au point B , on dresse son diamètre verticalement , et l'on dirige le limbe de manière que son prolongement aille passer par le point C; on mesure de celle manière l'angle XbC, formé par la droite bC et la verticale bX. Cet angle est égal à l'angle pCb. Dans le triangle rectangle pCb , on connaît donc les angles et l'hypoténuse Cb; on peut donc construire un triangle semblable, et obtenir la mesure du côté Cp. Pour avoir la hauteur CP, du point C au-dessus du plan horizontal ABP, il ne reste plus qu'à ajouter à Cp la hauteur Pp, laquelle esl égale à Aaou àBb (4S2, Coroll.), c'est-à-dire à la hauteur du centre du graphomètre au-dessus du point B.
482. Les mêmes opérations peuvent servir à mesurer la hauteur d'un édifice , lorsque le pied de la perpendiculaire abaissée du sommet sur le sol tombe dans l'intérieur de l'édifice, comme cela a lieu d'ordinaire.
Si l'édifice repose sur un terrain bien horizontal et offre dans tonte sa hauteur une arête verticale BC (fig. 377), dont le pied B soit accessible, l'opération se simplifie : on mesure à partir du point B, une base horizontale AB; on établit le graphomètre au point A ; on dresse son diamètre verticalement; on dirige le limbe vers la verticale BC, et l'alidade mobile sur le point C; on mesure l'angle XaC , formé par la droite aC et la verticale aX. Cet angle esl égal à l'angle BCa. Si l'on imagine maintenant une horizontale ab, on forme un triangle rectangle Cba , dans lequel on connaît les angles, et le côté ba égal à BA. On peut donc construire un triangle semblable , et obtenir la mesure du côté Cb. H ne reste plus, pour obtenir la hauteur de l'arête BC, qu'à y ajouter la hauteur bB, laquelle équivaut à aA, c'est-à-dire à la hauteur du graphomètre (ou du moins à la hauteur de son centre au-dessus du plan sur lequel il repose^
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485. Le mot angle, que nous avons employé pour caractériser la position relative de deux droites qui se rencontrent, ou celle d'une droite et d'un plan , ou même celle de deux plans en y ajoutant le mot dièdre, s'emploie encore pour caractériser la position relative de trois plans qui passent par un môme point, et dont les intersections forment trois droites distinctes. Mais on y ajoute alors le mot trièdre, qui sert à le distinguer des angles dièdres et des angles plans.
La figure 378 représente un angle trièdre, ou simplement un irièdre. Les plans ASB, BSC, ASC qui le forment se nomment ses faces; les intersections SA, SB, SC des faces du trièdre se nomment ses arêtes , et le point de concours S des trois faces se nomme son sommet. On applique aussi le nom de faces aux angles ASB, BSC» ASC compris entre les arêtes; mais le sens du discours indique toujours suffisamment si Ton parle des plans ou des angles. •
Dans la considération des trièdres on fait abstraction de la longueur des arêtes.
On désigne un trièdre par la lettre placée à son sommet , en la faisant suivre , s'il est nécessaire , de trois autres lettres prises sur chacune de ses arêtes : on dirait ainsi le trièdre S, ou le trièdre SABC.
484. Lorsque trois plans passent par un même point S (fig. 379 ), et que leurs intersections forment trois droites distinctes AA', fiB', ce, ces plans présentent huit trièdres , dont quatre sont représentés en avant de la figure, savoir : SABC, SAFC, SA'BC, SA'B'C^ et les quatre autres en arrière, savoir : SABC, SAB'C, SA'BC^ SA'FC'.
Ces huit trièdres ont leurs faces et leurs dièdres égaux ou supplémentaires ; mais aucuns d'eux ne sont rigoureusement égaux. Les trièdres SABC et SA'B'C^ par exemple , ont leurs faces égales chacune à chacune comme opposées par le sommet , savoir :
ASB = ASB', ASC = ASC, et BSC — BSC.
Il en est de même de leurs dièdres; car il serait facile de voir que les angles plans qui les mesurent deux à deux en un même point de Tarôte, seraient dans un même plan, et opposés par le sommet. Cependant ces trièdres ne sont point superposables , parce que leurs éléments sont disposés dans un ordre inverse. En effet, si l'on imagine que la face BSC soit posée sur un plan horizontal , les deux
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autres faces étant au-dessus de ce plan , et qu'on se place dans le dièdre qui a pour arête SA, en tournant les yeux vers cette arête , on aura la face ASB à sa gauche et la face ASC à sa droite. Si Ton imagine, au contraire , que la face B'SC, égale à BSC, soit posée à son tour sur un plan horizontal , les deux autres faces étant audessus de ce plan, et qu'on se place dans le dièdre qui a pour arête SA', en tournant les yeux vers cette arête, on aura à sa gauche la face A'SC et la face A'SB' à sa droite. Il résulte de cette disposition inverse que les trièdres SABC et SA'B'C ne sauraient coïncider. Pour que cette coïncidence devint possible , il faudrait que letrièdre SATB'C fût, pour ainsi dire, retourné, comme on retourne un doigt de gant.
Deux trièdres qui sont ainsi composés des mêmes éléments dis-posés dans un ordre inverse sont dits symétriques Tun de Tautre.
485. Thkorèmb. Dans un trièdre quelconque, chaque face est plus petite que la somme des deux autres, et plus grande que leur différence.
Soit en effet SABC (fig. 380) un trièdre quelconque. !• Il n'y a lieu à démontrer la première partie du théorème que pour la plus grande des trois faces : soit ASC cette plus grande face. Dans le plan ASC , menons SD qui fasse avec SC un angle DSC égal à l'angle BSC. Coupons les trois droites SA, SD, SC par une droite quelconque ADC. Prenons SB égal à SD, et joignons BA et BC.
Les triangles DSC et BSC sont égaux , comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun ; on adoncDC=BC.
On a d'ailleurs AC<AB+BC ; et, si Ton retranche d'une partDC et de l'autre son égale BC , il restera
AC — DC<AB, ou AD<AB.
Si l'on considère maintenant les triangles ASD et ASB, on voit qu'ils ont deux côtés égaux chacun à chacun. Mais le troisième côté AD de l'un est moindre que le troisième côté AB de l'autre; il en résulte que l'angle ASD opposé à AD est moindre que l'angle ASB opposé à AB (550).
On a donc ASD < ASB; et si l'on ajoute d'une part l'angle DSC et de l'autre son égal BSC , il vient
ASD + DSC < ASB + BSC, ou ASC<ASB+BSC.
2» Si les trois faces sont rangées , quant à leur grandeur, dans l'ordre ASC , ASB, BSC ; de l'inégalité
ASC<ASB+BSC
on tirera ASC — ASB<BSC
t > ASC— BSC < ASB,
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et de Vînégalité ASB < ASC + BSC
on tirera ASB — BSC < ASC ,
ce qui démontre la seconde partie du théorème.
486. Théorème. Si par le sommet d'un trièdre on mène trois plans respectivement perpendiculaires à ses arêtes, on forme un second trièdre, tel que les faces du premier sont les suppléments des dièdres du second, et que les faces du second sont les suppléments des dièdres du premier.
(Un angle plan ne saurait être , à proprement parler^ le supplément d'un dièdre; il faut entendre, par cette expression abrégée , que l'angle plan est le supplément de celui qui sert de mesure au dièdre.)
Soit SABD (fig. 381 ) un trièdre quelconque. Par le point S, menons un plan aSb perpendiculaire à Taréte SD, un plan aSd perpendiculaire à Taréte SC, et un plan bSd perpendiculaire à Taréte SA. Ces trois plans détermineront un second trièdre Sabd.
L'aréle SD, étant perpendiculaire au plan aS6, est perpendiculaire aux droites Sa et Sb qui passent par son pied dans ce plan. L'arête SB, étant perpendiculaire au plan aSdy est perpendiculaire aux droites Sa et Sd qui passent par son pied dans ce plan. Il en résulte que Sa est perpendiculaire à la fois aux arêtes SD et SB, et, par conséquent, au plan DSB qui contient ces deux arêtes (401). On démontrerait de la même manière que Sô est perpendiculaire au plan ASD, et que Sd est perpendiculaire au plan ASB.
Le théorème du n» 457 conduit dès lors immédiatement aux conséquences suivantes :
L'angle ASB, formé par les droites SA et SB respectivement perpendiculaires aux plans bSd etaSd, est le supplément du dièdre Sd compris entre ces plans. De même l'angle ASD est le supplément de l'angle dièdre Sfr, et l'angle BSD est le supplément de l'angle dièdre Sa.
Réciproquement, l'angle aSb , formé par les droites Sa et Sb respectivement perpendiculaires aux plans BSD et ASD , est le supplément de l'angle dièdre SD compris entre ces plans. De môme , l'angle aSd est le supplément de l'angle dièdre SB, et l'angle bSd est le supplément de l'angle dièdre SA.
Remarque. Lorsque deux trièdres jouissent de cette propriété remarquable, que les faces de chacun d'eux sont les suppléments des dièdres do l'autre, on les désigne sous le nom de trièdres supplémentaires.
487. Théorème. Dans tout trièdre, la somme des trois faces est moindre que quatre angles droits.
Soit SABC (fig. 382) un trièdre quelconque. Par trois pointa A,
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B , G , pris sur ses trois arêtes, faisons passer un plan ABC. Si Ton considère le trièdre A, on a , en vertu du théorème du n*» 488 :
SAC + SAB>CAB
en considérant Tangle trièdre B , on a de même :
SBA+SBOABC, et en considérant Tangle trièdre C , on a aussi :
SCB+SCA>BCA.
Ajoutons ces trois inégalités, membre à membre , Tinégaiité subsistera encore dans le même sens , et Ton aura :
SAC+SAB+SBA+SBC + SCB+SCA>CAB+ABC + BCA
ou SAC+SAB+SBA + SBC+SCB+SCA>2 angles droits.
Or la somme totale des angles des trois triangles ASB, ASC, BSC, laquelle vaut six angles droits , se compose des six angles qui figurent dans le premier membre de l'inégalité précédente, plus les trois angles qui ont leur sommet en S. Puisque les six premiers font une somme plus grande que deux angles droits, il faut donc que les trois autres fassent une somme moindre que quatre angles droits.
488. Théorème. Dans tout trièdre, la somme des dièdres est plus grande que deux angles droits , et moindre que six.
Désignons , en effet, par m , n , p , les angles plans qui servent de mesure aux dièdres d'un trièdre quelconque, et par M, N , P , les faces du trièdre supplémentaire. Nous aurons, en appelant d Vangle droit (486),
d'où, en ajoutant ces égalités membre à membre,
Or, la somme des trois faces M , N , P , est comprise entre G et id (487) ; il en résulte que »»+ n+p est compris entre 6d — 0 et 6d — 4d, c'est-à-dire entre 6d et M. La somme de ces trois dièdres est donc plus grande que deux angles droits , mais moindre que 6.
489. Problême. Connaissant les trois faces d*un trièdre j trouver ses dièdres.
Soit SABC (fig. 383) un trièdre dont les trois faces ASB, BSC, ASC sont connues , et supposons , pour fixer les idées , qu'on veuille d'abord obtenir la valeur du dièdre SB. Prenons sur les trois arêtes, à partir du sommet S , les longueurs égales SA , SB , SC ; joignons AB , BC , AC. Par un point I de l'arête SB , élevons à cette arête , dans les faces ASB et BSC, les perpendiculaires IM et IN; l'angle MIN,
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formé par ces perpendiculaires , sera précisément Tangle que nous cherchons, puisqu'il est la mesure du dièdre SB.
Remarquons que l'angle SBA , étant l'un des angles à la base du triangle isocèle ASB, est nécessairement aigu; il en résulte que l'oblique BA doit rencontrer la perpendiculaire IM ; de même BC doit rencontrer IN. Joignons les points de rencontre M et N par une ligne droite.
S'il nous était possible de construire sur le papier le triangle MIN, cette construction nous donnerait l'angle cherché MIN. Or il est facile de se procurer les trois côtés de ce triangle.
En effet , soient asb^ hsc , csa\ les trois faces du dièdre donné, disposées consécutivement sur un même plan , soient «a == « 6 = 5c == SB . Joignons ab^ bcy col. Les triangles a&b^ bsc^ csa! seront respectivement égaux aux triangles ASB , BSC , CSA , comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux. Si, avec les côtés a6, bc^ ca\ on construit un triangle a!'bc^ ce triangle sera donc égal au triangle ABC, car leurs côtés seront égaux chacun à chacun.
Soit encore &i=BI. Par le point t menons mn perpendiculaire à sb; le triangle mib sera égal au triangle MIB, car ils auront un côté égal 6i=BI, adjacent à des angles égaux chacun à chacun, savoir : «ni6=MIB comme droits, et m&i=MBI par suite de l'égalité des triangles asb et ASB. Par une raison semblable , les triangles bin et BIN seront égaux. Nous aurons donc ainsi m = IM et in=IN.
Prenons maintenant 6m' = bm , et joignons m'n , le triangle m*bn sera égal au triangle MBN; car ils ont deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : ^'=6w=BM, et 6n=BN; et les côtés sont compris entre les angles cbd' et CAB, égaux entre eux par suite de l'égalité des triangles cebc et ABC. Donc m'n=:MN.
Si donc, avec les lignes im^ in et m'n nous construisons le triangle m'tn , ce triangle sera égal au triangle MIN , puisque ces triangles auront leurs trois côtés égaux chacun à chacun. L'angle m'i'n est donc égal à l'angle demandé.
On obtiendrait de la même manière les deux autres dièdres , ou du moins les angles plans qui leur servent de mesure.
Remarque. La construction précédente s'applique à toutes les valeurs que peuvent prendre les trois faces données, et l'on peut remarquer que le problème n'a qu'une seule solution.
Corollaire. Quand deux trièdres ont leurs faces égales chacune à chacune , ils ont aussi leurs dièdres égaux chacun à chacun. Ils sont donc ou égaux si ces faces sont disposées dans le même ordre, ou symétriques si elles sont disposées en ordre inverse.
Il est facile de reconnaître, d'aiUeurs, que les faces ne peuvent
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être disposées que de Tune ou l'autre de ces deux manières, puisqu'elles ne sont qu'au nombre de trois.
490. Problème. Étant donnés dans un trièdre deux faces et le dièdre compris y trouver la troisième face.
Soient ASB et BSC (fig. 383) les deux faces données. Si Ton prend, comme tout à l'heure, SA=SB=SC; qu'on joigne AB, BC, AC qu'on élève IM et IN perpendiculaires à SB , et qu'on joigne MN l'angle MIN étant la mesure du dièdre ASBC, qui est supposé donné , on connaît dans le triangle MIN deux côtés et l'angle compris ; on peut donc construire ce triangle, et il est facile d'en déduire la (ace inconnue ASC.
En effet, soient asb et bsc les faces données, placées consécutivement sur un même plan. Soit 5a r= 56= SB. Les triangles osb et bsc seront respectivement égaux aux triangles ASB et BSC.
Soit encore M=BI. Menons, par le point t, la droite mn perpendiculaire à sb; les triangles mib et nib seront respectivement égaux aux triangles MIB et NIB.
Construisons un triangle ni'î'ri\ dans lequel l'angle m^iV soit égal à l'angle donné, formé par les faces ASB et BSC , et dans lequel on ait mV=;/ii=MI, etnV=nf=NI. Ce triangle sera égal au triangle MIN, puisqu'ils auront un angle égal compris entre côtés égaux; il en résultera : wV=MN.
Avec les côtés mb^ bn et mV, construisons le triangle m!hn\ ce triangle sera égal au triangle MBN ; car ils auront «leurs trois côtés égaux chacun à chacun.
Sur la droite W, prenons 6a"= ôa, et joignons co", le triangle cFbc sera égal au triangle ABC, car les aoglesa^c et ABC sont égaux par suite de l'égalité des triangles rïibn et MBN ; et de plus on a ôc=BC et ôa"=6a cr^BA.
Il résulte de là que l'on a aussi ac=AC. Construisons donc un triangle ci se dont les côtés se et sci soient égaux , et dont la base soit égale à d'c\ ce triangle sera égal au triangle ASC, puisqu'ils auront leurs trois côtés égaux chacun à chacun. L'angle dsc sera donc la troisième face demandée.
Remarque. Connaissant la troisième face, on pourrait, en employant la construction du n« 489, obtenir les deux autres dièdres.
Corollaire. Le problème qui précède n'étant susceptible que d'une seule solution, on voit que lorsque deux irièdres ont un dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune ^ la troisième face est aussi égale départ et d'autre, et d'après ce que nous avons dit dans le corollaire du numéro précédent, ces trièdres sont égaux ou symétriques, suivant que leurs faces sont disposées dans le même ordre ou en ordre inverse.
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401. Problèmi. Étant donnés, dans un trtèdre, une face et les deux dièdres adjacents ^ trouver les autres faces et te troisième dièdre.
Appelons A la face donnée, M et N les angles plans qui servent de niesure aux dièdres adjacents donnés. En vertu du théorème du n° 486 , le trièdre supplémentaire aura deux faces égales k2d — M et à 2d — N; et le dièdre compris entre ces deux faces aura pour valeur 2d — A (d désignant la valeur de l'angle droit).
Appliquant les constructions du problème précédent, nous pourrons déterminer la troisième face de ce trièdre supplémentaire, et par suite, à Taide des constructions du n^" 489, ses deux autres dièdres. Soient P la troisième face , B et C les deux dièdres ainsi déterminés; le trièdre proposé aura nécessairement un troisième dièdre dont la valeur sera 2d — P, et deux autres faces respectivement égales à 2d — B et à 2d — C. Tous ses éléments seront donc connus.
Corollaire. Deux trièdres qui ont une face égale adjacente à deux dièdres égaux chacun à chacun^ ont tous leurs éléments égaux, ' et sont par conséquent égaux ou symétriques^ selon que ces parties sont disposées dans le même ordre ou en ordre inverse.
492. Problème. Étant donnés les trois dièdres d'un trièdre^ trouver ses trois faces. Appelons M, N, P les angles plans qui servent de mesure aux dièdres donnés ; les faces du trièdre supplémentaire auront respectivement pour valeur 2d — M, 2d — N et 2d — P (la lettre d désignant toujours la valeur de l'angle droit). Appliquons les constructions du n* 489, nous déterminerons successivement les trois dièdres du trièdre supplémentaire. Soient A, B, C ces trois dièdres, ou du moins les angles plans qui leur servent de mesure; les faces du trièdre proposé auront respectivement pour valeur 2d— A, 2e/— B, 2rf— C.
Corollaire. Deux trièdres qui ont leurs dièdres égaux chacun à chacun ont aussi leurs faces égales chacune à chacune ^ et sont par conséquent égaux ou symétriques, suivant que leurs éléments sont disposés dans le même ordre , ou en ordre inverse.
493. PROBLÈHE. Étant donnés dans un trièdre deux faces et le dièdre opposé à Vune d'elles, construire la troisième face et les deux autres dièdres»
Soient ASB et BSC (Og. 384) les deux faces données , AC l'aréle du dièdre donné. D'un point quelconque 0 pris sur Taréte SB abaissons sur la face ASC la perpendiculaire OP; du point P abaissons sur SC la perpendiculaire PI; et joignons 01, qui sera elle-même perpendiculaire sur SC (413). L'angle plan OIP sera la mesure du dièdre donné.
Par le point 0 concevons un plan perpendiculaire à Tarôle SB ; il coupera les faces ASB et BSC suivant les droites OA et OC perpendiculaires à SB, et la face ASC suivant AC, qui coupera en H le prolongement de SP.
Je dis d*abord que , si Ton joint OH , la droite AC sera perpendiculaire à SP el % OH. Car le plan OSP étant perpendiculaire ^ ASC comme contenant 6P
perpendiculaire à ce plan (444) , et élant perpendiculaire au plan ÀOC connue conlenanl SO perpendiculaire à ce plan , est perpendiculaire à leur inlersec* tion AC. Réciproquementi cette intersection lui est perpendiculaire , et par conséquent aux droites SH et OH ( 399 ).
Sur le prolongement de SH prenons HO'=HO, et joignons AO"; le triangle AHO' sera égal au triangle AHO comme ayant un angle droit, le côté AH commun, et le côté HO'=HO.
Si donc, dans le plan ASC, on connaissait la direction AC et le point O', en décrivant de ce point comme centre, avec un rayon égal à OA qu'on peut regarder comme connu, un arc de cercle, son intersection avec AC donnerait le point A ; et par conséquent l'angle ASC serait déterminé.
Cela posé, soient Taits sur un même plan ash et hsc respectivement égaux à ASB et à BSC. Prenons so=SO, Du point o abaissons oip perpendiculaire sur se. Menons ig qui fasse avec ip Tangle donné ; prenons tgf = io; abaissons gp perpendiculaire sur ip. Les triangles igp et lOP seront égaux, et nous aurons ainsi, dans le plan de la figure, la position du point P (en p).
Joignons Sp ; élevons-lui en p une perpendiculaire pk égale a pg , et joignons sk j le triangle skp sera égal au triangle SOP.
Observant maintenant que l'angle SOH est droit , puisque SO est perpendiculaire au plan AOC, élevons kh perpendiculaire à ks, ei qui rencontre en h le prolongement de sp ; nous aurons en h la position du point H.
Menons a'c perpendiculaire à s/i ; et sur le prolongement de sh prenons h&= hk; nous aurons en o' la position du point 0'.
Maintenant abaissons du point o sur sa la perpendiculaire oa. Du point &, avec oa pour rayon décrivons un arc de cercle qui coupera a'c en a\ Joignons enfin ^a', l'angle a'sc sera la troisième face demandée.
La construction du n" 489 donnera ensuite les deux autres dièdres.
Remarqoes. I. Il y aura deux solutions, une seule, ou point, selon que l'arc de cercle décrit du point o' comme centre avec oa pour rayon rencontrera oV en deux points, lui sera tangent, ou ne la rencontrera pas.
IL Si les angles ash ou hsc étaient obtus, les perpendiculaires oa ou oi ne rencontreraient point les droites sa ou se elles-mêmes, mais bien leurs prolongements. Il n'y aurait d'ailleurs aucune modification à apporter k la construction.
494. Problème. Étant donnés dans un trièdre deux dièdres et la face opposée à Vun d'eux, construire le troisième dièdre et les deux autres faces.
Soient M et N les deux dièdres donnés, et A la face donnée opposée à M. Le trièdre supplémentaire aura deux faces 2d— M et 2d— N, et le dièdre 2d— A opposé à la face 2d ~ M. Les constructions précédentes feront donc connaître la troisième face P, et les deux autres dièdres B et C du trièdre supplémentaire. Le trièdre proposé aura donc pour troisième dièdre 2d — P, et ses deux autres faces seront 2d-~B et 2d— C (d désignant toujours la valeur de l'angle droit).
495. Lorsque deux trièdres ont deux faces égales cbacune à chacune ainsi* que l'angle dièdre opposé a l'une d'elles, ou bien deux dièdres égaux cbacun à chacun ainsi que la face opposée à l'un d'eux , on ne peut plus affirmer que ces deux trièdres sont égaux.
496. Applications. I. L'égalité des angles trièdres trouve une application fréquente dans les assemblages de charpente et de menuiserie. L'assemblage dit à double queue d'hironde, par exemple (fig. 385), exige que les angles trièdres, placés en saillie à l'extrémité du trapèze qui termine chacune des deux pièces à assembler, se reproduisent exactement eu creux sur l'autre pièce, afin que la coïncidence soit parfaite.
U. Cette m^me égalité des angles trièdres trouve aussi son application dans
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l'art du galnier. Tous les angles trièdres qu'offre en saillie l'objet pour lequel on confectionne un étui doivent se reproduire en creux dans Tétui même, afin que la coïncidence puisse s'établir. C'est ce qu'on peut observer, par exemple , dans les étuis des équerres d'arpenteur, dites octogones.
Des angles polyèdres.
497. Un nombre quelconque de plans passant par un même point déterminent ce qu'on nomme un angle polyèdre, La figure 386 représente un angle polyèdre. Les plans ASB, BSG, CSD, DSE, ESA qui le composent se nomment ses faces; leurs intersections consécutives SA, SB, se, SD, SE sont ses arêtes; et le point S où viennent aboutir toutes les arêtes se nomme le sommet de Tangle polyèdre.
Dans la considération des angles polyèdres, on fait abstraction de la longueur des arêtes.
On désigne un angle polyèdre par la lettre du sommet, que Ton fait suivre, s'il est nécessaire, d'une lettre prise sur chacune de ses arêtes consécutivement. On dira ainsi l'angle polyèdre S, ou l'angle polyèdre SABCDE.
On ne considère, dans la Géométrie élémentaire, que les angles polyèdres convexes, c'est-à-dire qui ne peuvent être rencontrés en plus de deux points par une ligne droite, et n'offrent par conséquent aucun angle dièdre rentrant.
498. Théokème. La somme des faces d'un angle polyèdre convexe quelconque est toujours moindre que A angles droits.
Soit SABCDE (fig. 387) un angle polyèdre quelconque. Par le sommet S, on peut toujours mener un plan tel que l'angle polyèdre soit tout entier d'un même côté de ce plan ; et si , par un point A, pris sur l'une des arêtes, on mène on second plan parallèle au premier, il coupera toutes les arêtes de l'angle polyèdre (440, Coroll.). Soit donc ABCDE le polygone formé par l'intersection de ce second plan avec les faces de l'angle polyèdre ; ce polygone sera convexe, puisque l'angle polyèdre est convexe lui-même.
Cela posé , prenons dans l'intérieur du polygone ABCDE un point quelconque 0, et joignons OA, OB, OC, OD, OE. Nous formerons des triangles ayant leur sommet en 0, qui seront en nombre égal à ceux qui ont leur sommet en S , et la somme totale des angles de ces deux systèmes de triangles sera la même. Mais la somme de tous les angles en 0 équivaut à 4 angles droits ; pour prouver que la somme des angles en S est moindre , il suffit donc de prouver que la somme totale des angles à la base , dans le système de triangles dont le sommet est en S , est plus grande que la somme totale des angles à la base, dans le système de triangles qui ont leur sommet en 0. Or
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c'est ce qu'il est facile de faire voir, en remarquant que Ton a, en vertu du théorème du n« 488 :
ABS+SBOàBC; BCS+SCD>BCD;
et ainsi de suite ; d'où Ton tire, en ajoutant ces inégalités membre à membre :
ABS-f SBC + BCS + SCD + etc. >ÀBC + BCD-f-etc.,
ou ABS + SBC + BCS + SCD etc.
> ABO + OBC + BCO + OCD + etc.
409. Si Ton mène un plan par deux arêtes d'un angle polyèdre qui ne font point partie d'une même face, on obtient ce qu'on nomme un plan diagonal. Ainsi ASC, ASD, BSD, etc. (fig. 3S6), seraient autant de plans diagonaux.
Par des plans diagonaux, on peut partager un angle polyèdre en trièdres, comme par des diagonales on peut partager un polygone en triangles.
On ferait voir facilement que deux angles polyèdres égaux peuvent se décomposer en un même nombre de trièdres égaux chacun à chacun , et semblablement disposés.
Lorsque deux angles polyèdres ont tous leurs éléments égaux , mais disposés dans un ordre inverse, ils prennent le nom d'angles polyèdres symétriques. Ils se décomposent alors en un même nombre de trièdres symétriques, disposés dans un ordre inverse.
Un angle polyèdre est régulier lorsque toutes ses faces sont égales, ainsi que tous ses dièdres. Nous en rencontrerons quelques exemples.
SM. ÀppLicATiom. On trouve des angles polyèdres dans un grand nombre de formes que nous aurons bientôt à étudier. Les cristaux en offrent de nombreux exemples. Le diamant, lorsqu'il est taillé en rose, présente à sa partie supérieure un angle polyèdre dont les faces sont trè^Hiombreuses.
CHAPITRE XI
Aliments de G^omirRiE descriptive.
801. Les problèmes résolus aux n** 489, 490 et 493 offrent un exemple de quesUons de Géomélrie dans l'espace résolues par des opérations graphiques effectuées sur un plan. On comprend sans peine l'avantage qull y aurait à ra- "**? ^"^ ■''*»* tous les problèmes qu'on peut se proposer sur les lignes et sur les surfaces à de simples questions de Géométrie plane susceptibles d'Otre résolues
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avec la r^le et le compas. MaU, pour cela , il faudrait que les données du pro* blême pussent être elles-mêmes représentées sur un plan. Or, c'est à quoi Ton parvient à l'aide de la Méthode des projections, aussi nommée Géométrie descriptive.
Ce chapitre sera consacré à l'exposition succincie de celte méthode, en nous bornant toutefois aux problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. Ce sera , pour ainsi dire, le complément de ce que nous avons déjà dit sur cette matière!
Stî. Pour fixer la position d'un point quelconque M (fig. 388) de l'espace on le rapporte à deux plans fixes , l'un XH hori2ontal , l'autre XV vertical dont Tintersection XY se nomme la ligne de terre, '
On abaisse du point M une perpendiculaire Mm sur le plan horizontal ; le pied m de cette perpendiculaire est la projection horizontale du point M. On abaisse de ce même point M une perpendiculaire Mm' sur le plan vertical; le pied m' de celte perpendiculaire est la projection verticale du point M,
Les plans XH et XV se nomment, pour celle raison , les plans de projection.
On suppose toujours le plan vertical XV raballu sur le plan horizontal XH en XV', en tournant autour de la ligne de terre XY comme charnière. On le redresse par la pensée quand on veut se rendre compte de la figure.
503. Les projections d'un même point de Vespace sont situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre (quand le plan vertical est rabattu).
En effet , soient M le point de l'espace, m et m' ses projections.
Suivant les droites Mm et Mm', conduisons un plan ; il coupera les plans de projection suivant les droites Om et Om'. Le plan MmOm', étant mené suivant Mm, sera perpendiculaire à XH (444); étant aussi mené suivant Mm', il sera perpendiculaire à XV. U sera donc perpendiculaire à la ligne de terre XY, intersection des plans XH et XV (443). 11 en résulte que les angles XOm et XOm' sont droits.
Imaginons maintenant que le plan vertical XV tourne autour de la ligne de terre comme charnière , jusqu'à ce qu'il vienne se rabattre sur le plan horizontal en XV', la droite Om', dans ce mouvement, ne cessant pas d'être perpendiculaire à XY, viendra se rabattre en Om", sur le prolongement de Om, qui est aussi perpendiculaire à XY.
Rekabque. L'angle mOm' mesure l'angle dièdre des plans de projection; or, cet angle est droit, puisque l'un de ces plans est horizontal et l'autre vertical* d'ailleurs, les angles MmO et Mm'O sont droits aussi. La figure MmOm' est donc un rectangle, et l'on a mO=Mm' elm'0=Mm, c'est-à-dire que mO exprime la distance du point M au plan vertical , et m'O sa distance au plan horizontal.
504. Deux points m et m", situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre, sont toujours les projections d*un même point de Vespace.
Rendons en effet au plan XV' sa position verticale XV; par les droites Om' et Om, conduisons un plan : ce plan sera perpendiculaire à la ligne de terre XY, puisque celle-ci est perpendiculaire à deux droites, Om' et Om, menées par son pied dans ce plan. Ce même plan sera aussi perpendiculaire aux plans de projection , puisqu'il est perpendiculaire à une ligne XY contenue dans ces plans (444, Coroll. I). Élevons par le point m une perpendiculaire mM au plan XH, elle sera tout entière dans le plan m'Om, perpendiculaire à XH (443, Coroll. 1). Élevons par le point m' une perpendiculaire à XV , elle sera tout entière dans le plan m'Om perpendiculaire à XV. Les droites mM et m'M étant dans un même plan , et perpendiculaires aux droites Om et Om' qui se coupent , se couperont elles-mêmes en un point M, qui sera celui dont les projections sont m et m'.
StS. La surface sur laquelle on opère est considérée comme le plan horizontal de projection ; et le plan vertical y est supposé rabattu.
On tire, dans le plan de la figure, de gauche à droite, une droite XY (fig. 389), pour représenter la ligne de terre : la partie du plan située au-dessous de
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cette droite est plus parliculièrement destinée à représenter le plan horizontal» et celle qui est au-dessus à représenter le plan vertical. » Néanmoins, la portion du plan située au-dessous deXY représente aussi la partie du plan vertical qui est située au-dessous du plan horizontal , et la portion du plan située au-dessus de XY représente aussi la partie du plan horizontal qui est située en arrière du plan vertical. On verra qu'il ne peut jamais y avoir d'ambiguïté à cet égard.
Deux points, m et m', situés sur une même droite, mm', perpendiculaire à la ligne de terre, sont, comme nous venons de le voir, les projections d'un même point de l'espace , et ce point est situé sur la verticale du point m, à une distance du plan horizontal marquée par Om' ; ou bien encore sur une perpendiculaire au plan vertical , menée par le point m\ et à une distance de ce plan , exprimée par Om.
506. On désigne ordinairement par des lettres majuscules les points de l'espace ; par des minuscules analogues leurs projections horizontales , et par les mêmes minuscules accentuées leurs projections verticales. Ainsi , A et B désignant deux points dans l'espace , a et & désigneront leurs projections horizontales, a' et b' leurs projections verticales. Cette convention évite l'ambiguïté dont nous parlions tout à Theure.
Ainsi, a, a! (fig. 390), sont les projections d'un point situé au-dessus du plan horizontal et en aicani du plan vertical.
Les projections b, h\ sont celles d'un point situé au-dessus du plan horizontal et en arrière du plan vertical.
Les projections c, c', sont celles d'un point situé au-^dessous du plan horizontal et en arrière du plan vertical.
Les projections d, d!, sont celles d'un point situé ai^cssous du plan horizontal et en avant du plan vertical.
Lorsqu'un point est situé sur le plan horizontal de projection , sa projection verticale est située sur la ligne de terre, et sa projection horizontale n'est autre que le point lui-même. On peut la désigner alors par une lettre majuscule. (Voyez A, o', fig. 391.)
Lorsqu'un point est situé dans le plan vertical de projection, sa projection horizontale est située sur la ligne de terre, et sa projection verticale n'est autre que le point lui-même. On peut la désigner également par une lettre majuscule. (Voyez B, b, fig. 391.)
Lorsqu'un point est situé sur la ligne de terre , il est lui-même sa projection horizontale et sa projection verticale; on peut le désigner par une lettre majuscule. (Voyez C, fig. 391.)
Le problème suivant éclaircira ces notions générales.
507. Problème. Étant données les projections de deux points de V espace , trouver leur distance.
Soient A et B deux points de l'espace , dont les projections a, a', et b, b' (fig. 392) , sont données. Le point A est situé sur la verticale du point a , h une hauteur a'p ; le point B est situé sur la verticale du point b, h une hauteur b'q. Ces deux verticales déterminent un plan vertical qui coupe le plan horizontal de projection suivant la droite ab. Imaginons que ce plan vertical tourne autour de ah, comme charnière , jusqu'à venir se rabattre sur le plan horizontal ; la verticale du point a n'ayant point cessé , dans ce mouvement , d'être perpendiculaire à ab, viendra se rabattre suivant aA', perpendiculaire à ab, et si Ton prend ak'=:a'p\ le point A' sera le rabattement du point A. De même, la verticale du point b, n'ayant pas cessé d'être perpendiculaire à ah , viendra se rabattre suivant bB', perpendiculaire à ah ; et si l'on prend bB'= Vq, le point B' sera le rabattement du point B. Or, dans ce mouvement de rabattement , la dislance mutuelle des points A et B n'aura pas varié; celte disUnce n'est donc autre chose que A'B'.
On peut abréger la construction , en remarquant que si Ton mène A'N parallèle a ab, A'B' sera l'hypoténuse d'untriangle rectangle, ayant pour côtés A'N ou aby el FN ou la différence entre A'o et B^&, c'est-à-dire entre a'p et &'</. Menant donc par le point a' une parallèle a'n à la ligne de terre, prenant nd = ab, et joignant db\ ce sera la distance demandée; car les triangles db'n et A'B'N seront égaux.
568. Kous avons vu (430) que si, des différents points d'une droite on abaisse des perpendiculaires sur un plan donné, les pieds de ces perpendiculaires sont sur une même ligne droito, parce que toutes ces perpendiculaires sont dans un même plan qui ne peut couper le premier que suivant une ligne droite; en outre , ces deux plans sont perpendiculaires entre eux (444). 11 en résulte que les projections horizontales de tous les points d'une droite quelconque de l'espace sont sur une même droite , qui est l'intersection du plan horizontal de projection avec le plan mené par la droite donnée perpendiculairement à ce plan horizontal. Cette intersection se nomme en conséqueuce la fyrojecHon horixontale de la droite donnée.
De même , les projections verticales de tous les points de la droite donnée sont sur une même droite, qui est l'intersection du plan vertical de projection avec le plan mené par la droite donnée perpendiculairement à ce plan vertical. Cette intersection se nomme la projection verticale de la droite donnée.
Une droite peut, aussi bien qu'un point, se déduire de ses projections. Soient, par exemple , ab (fîg. 393) la projection horizontale , et a'I/ la projection verticale d'une droite. Imaginons , suivant ab , un plan vertical , et suivant a'b', un plan perpendiculaire au plan vertical de projection , l'intersection de ces deux plans sera la droite cherchée.
On donne le nom de plans projetants aux plans menés suivant une droite perpendiculairement aux plans de projection.
S09. Reharques. I. Lorsqu'une droite est horizontale, sa projection verticale est parallèle à la ligne de terre (flg. 394); car tous les points de la droite étant à égale distance du plan horizontal, tous les points de la projection verticale de cette droite sont à égale distance de la ligne de terre.
H. Par une raison semblable, lorsqu'une droite est parallèle au plan vertical, sa projection horizontale est parallèle à la ligne de terre (fig. 39ô).
Ilf. Lorsqu'une droiie est parallèle à la ligne de terre , ses deux projections sont parallèles à cette ligne (Gg. 396) ; car la droite dont il est question est alors parallèle à la fois aux deux plans de projection (420).
IV. Lorsqu'une droite est verticale , sa projection horizontale se réduit à un point, et sa projection verticale est perpendiculaire à la ligne de terre (fig. 397); car, 1" toutes les perpendiculaires abaissées des différents points de cette droite sur le pian horizontal, étant verticales, se confondent avec la droite elle-»niême ; 2" le plan qui projette la droite sur le plan vertical de projection est vertical, puisqu'il est mené par une verticale; son intersection avec le plan vertical de projection est donc une verticale (474), et par conséquent une perpendiculaire Il la ligne de terre , qui est horizontale.
V. Par des raisons analogues , lorsqu'une droite est perpendiculaire au plan yertical de projection, sa projection verticale se réduit à un point, et sa projection horizontale est perpendiculaire à la ligne de terre (fig. 398).
VI. Lorsqu'une droite est située dans le plan horizontal de projection, sa projection verticale est la ligne de terre , et sa projection horizontale est la droite elle-même (fig. 399).
VIL Lorsqu'une droite est située dans le plan vertical de projection, sa projeciioa horizontale est la ligne de terre , et sa projection verticale est la droite elJe-méoae (Og. 400).
Vin. Lorsqu'une droite est située dans un plan perpendiculaire à la ligne de
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terre et, par ooAséquênt, aux deux plans de projection (44$, GoroH.), ses deux projections se confondent en une seule' et même droite perpendiculaire ^ la ligne de terre ( fig. 401 ) ; car les plans projetants ne sont autre chose , dans ce cas , que Je plan même qui contient la droite. Or, ce plan coupe les plans de projection suirant des droites perpendiculaires à la ligne de terre, lesquelles se placent sur le prolongement l'une de Tautre, quand le plan vertical de projection vient se rabattre sur le plan horizontal.
Dans ce cas, les projections de la droite ne suffisent plus pour la détermhier; car ces mèines projections appartiennent à toutes les droites menées dans le plan perpendiculaire à la ligne de terre qui contient la droite donnée ; et il devient nécessaire , pour particulariser celle-ci , de donner les points où elle perce les plans de projection , points que Ton nomme les traces de la droite.
510. Lorsque la droite n'a point cette position particulière , ses traces peuvent se déduire de ses projections.
Problème. Étant données les projections d'une droite, trouver ses traces.
Soient ab et a'h' (fig. 402) les projections d'une droite. Le plan qui projette la droite sur le plan horizontal , coupe celui-^ci suivant la pfrojeclion horizontale abc de la droite donnée? et il coupe le plan vertical de projection suivant une verticale, c'est-è^ire suivant une droite ccf perpendiculaire à la ligne de terre. La trace verticale de la droite donnée, c'est-à-dîre le point où elle perce le plan vertical de projection , ne peut se trouver que sur la ligne ce'; mais il fout aussi qu'elle se trouve sur la projection verticale a'b' de la droite donnée ; elle n'est donc autre chose que leur point de rencontre.
On voit, d'après cela, que pour obtenir la trace verUcale d'une droite, II faut prolonger sa projection horizontale jusqu'à la ligne de terre, et élever au point de rencontre uno perpendiculaire à cette ligne ; le point où cette perpendiculaire rencontre la projection verticale de la droite est la trace verttcsie cherchée.
On verrait de m6me que , pour obtenir la trace horizontale d'une droite , c'est-à-dire le point où elle perce le plan horizontal de projection, il faut prolonger sa projection verticale jusqu'à la ligne- de terre, et élever, au point de rencontre d', une perpendiculaire à cette ligne; le point d où celle perpendiculaire rencontre la projection horizontale ab de la droite est la trace horizontale cherchée.
Remarques. 1. 11 peut arriver que ed ne rencontre la projection verticale a'b' de la droite qu'au-dessous de la ligne de terre (fig. 40a). Cette circonstance indique que la droite perce le plan vertical de projection au-dessous du plan horizontal.
II. Il peut arriver également que dd' ne rencontre la projection horizontale ab de la droite qu'au-dessus de la ligne de terre (fig. 404). Cette circonstance indique que la droite perce le plan horizontal de projection en arrière du plan vertical.
III. Enfin les deux circonstances que nous venons de signaler pourraient se présenter à la fois, comme l'indique la figure 405.
CoKoLLATRE. Réciproquemcnt : connaissant les traces d'une droite, rien n'est plus facile que d'obtenir ses projections. Soient , par exemple , c' et d (flg. 402) ces deux traces; de ces points abaissons sur la ligne de terre les perpendiculaires c'c et dJ; joUnons cd et (fd\ Ce seront les projections cherchées.
SU. Problème. Etant données les projections de deux points, trouver ceUes dé la droite qui joint ces deux points.
Soient a,af eib,V {ûg» 400) les projections données. La projection horteontale de la droite clierchée, devant contenir les projections horizontales de tous set points, doit passer par a et b » et n'est, par conséquent, autre chose que la droite a^. Par une raison analogue, la projection verticale de 1» droite n'est autre chose que la droite aV, qui Joint les projections verticales dea deax points donnés.
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Sil. PnoBLfcac. Éiùnt donnëêt iBi projecHom d*Hne droite et eelleg d*un point, trouver lef projections d'une paralUk à la droite donnée, passant pat le point donné.
Il résulle du théorème du fl* 4S« que les projeetions horizontales de deux .droites parallèles sont parallèles entre elles. 11 en est de même de leurs projecUons tcrtlcales. SI donc ab et aV (fig. 407 ) sont les projections de la droite donnée, et e, c' celles du point donné) pour obtenir les projections de la parallèle demandée, Il euflît de mener par le point c une parallèle à ab, et par le point c' une parallèle à a'h^,
SIS. KcvARQOE. On reconnaît que deux droites sont parallèles lorsque leurs prolecttons sont parallèles Chacune à chacune.
Mais pour que deux droites se coupent, 11 faut non-seulement que leurs pro jections horiiontales se coupent , ainsi que leurs projections verticales , il faut encore que ces deux intersections puissent être les projections d'un même point, c'est-è-dire qu'elles soient situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre , comme l'indique la figure 408.
1144. On représente un pian par ses traces , c'est-à dire par ses intersections atec les plans de projection. Le point où ie plan rencontre la ligne de terre appartient évidemment è ses traces; ainsi les traces d'un plan concourent, en général , vers un même point de la ligne de terre. Ainsi les droiles ma et ma' (fig. 400) représentent un plan qui coupe le plan horizontal de projection sulrant ma , et le plan vertical suivant ma',
RenAikocES. 1. Lorsqu'un plan est vertical , sa trace verticale est perpendiculaire li la ligne de terre; car elle est Tintersection de deux plans Verticaux, et est , par conséquent, verticale (flg. 410).
H. Lorsqu'un plan est perpendiculaire au plan vertical de projection, sa trace horizontale est perpendiculaire è la ligne de terre ; car, étant l'intersection dé deux plans perpendiculaires au plan vertical de projection , elle est elle-même perpendiculaire à ce plan , et , par suite, à la ligne de terre qui passe par son pied dans ce plan (fig. 41 1).
III. Lorsqu'un plan est horizontal , il n'a point de trace horizontale , et sa trace verticale est parallèle è la ligne de terre (441).
IV. Par une raison analogue, lorsqu'un plan est parallèle au plan vertical de projection, Il n'a point de trace verticale, et sa trace horizontale est parallèle à la ligne de terre.
V. Lorsqu'un plan est parallèle )i la ligne de terre , ses traces sont aussi parallèles Il cette ligne (424).
\'I. Lorsqu'un plan est perpendiculaire à la ligne de terre , ses traces sont aussi perpendiculaires à cette ligne, puisqu'elles sont menées par son pied dans ce plan ; et comme elfes rencontrent la ligne de terre en un même point , elles se confondent en une seule et même droite (fig. 4i2).
"VH. Enfin, lorsqu'un pl^n passe par la ligne de terre, celte ligne est ^ la fois Tune et l'autre de ses deux traces; et pour déterminer le plan, il devient nécessaire de donner sa trace sur un troisième plan ; par exemple , sur un plan perpendiculaire li la ligne de terre.
141. PROBLÈflE. Étant données les projections de trois points, troUi)erles tfaces du pian qui passe par ces trois points.
Soient aet a', b et è\ c et e^ (fig. 413) les projections données de trois points A, B, C, de l'espace. Ck)nslruisons les projections des droites AB et BC (344)* cherchons les traces u, htii),h de ces deux droites ( SIO); tirons uv et hk -. ce seront les traces demandées. Car les droites AB elBC étant situées dans le plail cherché , puisque chacune d'elles f a deux points , les traces de ces droites sont situées sur les traces du plan qui les contient.
RfiMARQim 1. Les droites wo et kh prolongées iraient concourir en un même point de la ligne de terre.
2Uk SECONDE PABTIE.
Remarque H. Au lieu de déterminer le plan au moyen des deux droites AB e BC, on aurait pu employer les droites AC et BG, ou AB et AC; en sorte que le problème est susreplil)le de plusieurs vérincalions.
Remarque 111. S11 arrivait que l'une des traces u, i?» /» ou fe, Tût située hors du cadre de l'épure, c'est-à-dire, hors de la surface sur laquelle on opère, on pourrait prendre un point sar la droite AB, un autre sur BC, les joindre par une droite, qui , étant située dans le plan cherché , aurait aussi ses traces sur celles du plan cherché. Les traces de cette droite auxiliaire, dont on pourrait yarier la position à volonté , pourraient donc remplacer celles qui manquent.
Corollaire. On résoudrait de la môme manière le problème suivant : Étant données les projections de deux droites qui se coupent , trouver les traces du plan mené par ces devuc droites; ou encore celui-ci : Étant données les projections d'une droite et celles d*un point situé hors de cette droite , trouver les traces du plan déterminé par cette droite et ce point.
SI 6. Problème. Étant données les projections de deux droites parallèles , trouver les traces du plan mené par ces deux droites.
Soient ab, a'b' et cd, c'a! (Ilg. 414) les projections de deux droites parallèles. Cherchons leurs traces u, ^ et r. A: (SIO), et joignons uv et hk\ ce seront les traces demandées ; car on peut appliquer ici les raisonnements de tout à l'heure.
Remarque. On voit que les deux traces concourent en un même point m de la ligne de terre , comme cela doit être. Lorsqu'il arrive , comme dans la figure, que l'une des traces cherchées, uv par exemple, rencontre la ligne de terre dans le cadre de Vépure, pour déterminer l'autre trace, il suffît de joindre l'un des deux points fo ou fc au point m , pour obtenir la seconde trace cherchée.
Corollaire. La construction précédente s'appliquerait à la solution de ce problème : Étant données les projections d'une droite et d'un point , trouver les traces du plan mené par ce point et cette droite. Car, en menant par le poiut donné une parallèle à la droite donnée (812), on ramènerait le problème au cas précédent.
817. Problème. Étant données les traces de deux plans, trouver Us projections de leur intersection.
Soient ma^mb' et tia, nl'(fig. 415) les traces données. Les traces horizontales se coupent en un point a, qui appartient à la fois aux deux plans , et par conséquent à leur intersection. On en peut dire autant du point b' où se coupent les traces verticales. Les points a et b' sont donc les traces de l'intersection cherchée. Pour obtenir les projections demandées , il ne reste donc qu'à mener aa' et bb' perpendiculaires à la ligne de terre, et à joindre ab et a'b' (51d, Coroll.).
Si8. Remarque I. Si les traces horizontales me et nd (fig. 416) éUient parallèles, il faudrait en conclure que l'intersection de ces plans est elle-même parallèle à me et ^nd; car si , par le point b\ on menait une parallèle à me et à nd, elle serait contenue tout entière dans les deux plans donnés (424). Celte intersection étant donc horizontale, sa projection verticale sera une droite &V, parallèle à la ligne de terre. Pour obtenir sa projection horizontale , on remarquera que le plan vertical qui serait mené par l'intersection cherchée couperait , d'une part, le plan vertical de projection suivant une verticale, c'est-à-dire suivant une perpendiculaire bb'^ la ligne de terre , et, de l'autre, le plan horizontal de projection suivant une droite ba parallèle à l'intersection en quesUon (421), et par conséquent aussi à me et à nd.
On pourrait faire une remarque analogue si c'étaient les verticales md et net' (fig. 417) qui fussent parallèles.
SI 9. Remarque 11. La construction générale est également en défaut quand les deux plans donnés sont parallèles à la ligne de terre.
Soient ma et m'o' (fig. 418) les traces d'un plan parallèle k la ligne de terre ; na et n a' celles d'un second plan parallèle à cette ligne. Leur interseclion sent
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elie-mème parallèle à la ligne de terre : il suffit donc d'obtenir les projections de l'un de ses points. Pour cela , coupons les deux plans proposés par un plan auxiliaire wfon perpendiculaire à XY, et rabattons ce plan auxiliaire sur le plan vertical en le faisant tourner autour de sa trace verticale (Xm. Les points m et n où la trace horizontale du plan auxiliaire rencontre les traces ma et nb , viendront se placer en m" et n", en décrivant des arcs de cercle dont le centre est en 0. Les points m' et n' où la trace verticale du plan auxiliaire rencontre les traces m'a' et n'b' n'auront pas changé de place. La droite m'm", sera donc le raballement de celle qui , dans l'espace , va du point m' au point m, c'est-à-dire, le rabattement de Tintersection du plan auxiliaire avec le plan ma , m'a'. De même , la droite nV sera le rabattement de l'intersection du plan auxiliaire avec le plan nb, n'b'. Le point P où ces dernières droites se coupent sera donc le rabattement d'un point commun aux deux plans proposés. Abaissons Pp' perpendiculaire à Om'et Pp* perpendiculaire à XY. Si l'on ramène le plan auxiliair dans sa position primitive , le point ^ viendra se placer en p , en décrivant un arc de cercle dont le centre est en 0; et ce point p sera la projection horizontale du point P remis en place. D'ailleurs , dans ce mouvement , la hauteur du point P au-dessus du plan horizontal n'aura pas changé, et la droite Pp'sera devenue perpendiculaire au plan vertical; le point p' sera donc la projection verticale du point P remis en place.
Par les points p et p menons pq et pY parallèles à la ligne de terre ; ce seront les projections de l'intersection demandée.
S2d. La construction générale est encore en défaut quand les deux plans proposés passent par un mime point de la ligne de terre. Dans ce cas, on peut appliquer la méthode du numéro précédent , ou bien recourir à la suivante , qu'il est utile de connaître.
Soient oa, oa' et ob, ob' (flg. 419), les traces de deux plans qui passent par un même point 0 de la ligne de terre. Concevons le plan horizontal de projection transporté parallèlement à lui-même , et soit XT la nouvelle ligne de terre. Le plan vertical n'ayant pas changé , les traces verticales des deux plans proposés resteront les mêmes; prolongeons-les, l'une a'o jusqu'en n, l'autre b'o jusqu'en m. Quant aux nouvelles traces horizontales des deux plans , elles seront évidemment parallèles aux anciennes (448), et passeront (S14), l'une ne par le point n, l'autre me par le point m.
Dans cette nouvelle position, la construction générale sera applicable; soient og, et Cp les projections de l'intersection.
Si maintenant l'on revient du second système de plans de projection au premier, le plan vertical étant le même , la projection verticale oq de l'intersection cherchée sera aussi la même ; prolongeons-la en od'. Quant à la projection horizontale de cette intersection , elle doit évidemment être parallèle à pc (448) ; et, de plus, elle doit passer par le point o, puisque ce point, commun aux deux plans proposés, appartient à leur intersection, et qu'étant d'ailleurs situé sur la ligne de terre , il est lui-même sa projection horizontale.
Par le point o menons donc od, parallèle à pc; les droites od et od' seront les projections de rinterseclion demandée.
521. Problème. Étant donnée la projection horixontale d'une droite contenue dans un plan, ainsi que les traces de ce plan, trouver la projection verticale de la droite.
Soit ab (fig. 420) la projection horizontale d'une droite contenue dans le plan dont les traces sont me et me'. Si par le point a on élève aa' perpendiculaire à la ligne de terre, ah etoo' seront les traces d'un plan vertical mené suivant ab, et qui, par conséquent, contient la droite dont ab est la projection horizontale. Or, cette droite est, par supposition, contenue dans le plan donné; elle est donc rintersection des plans cm(f et baa'. 11 en résulte immédiatement que
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ses traces sont a! et h, et que si Ton mène hV perpendiculaire » U tifBe de terre, et qu'on Joigne a'V^ cette droite sera la projeclion verticale oberrhée (MO. Coroll.),
Remarque. On emploierait une construction analogue si la droite n'était ëé^ terminée que par sa projection verticale.
CoRouAiRE. ta conslruolion qui précède servirait à résoudre le problème suivant ; tiant données Ut traces mc et ma' d'un plan, et la projection honxontaîe d d'un point D de ce plan, trouver sa projection verticale. Far le point d menez une droite quelconque ab, que vous pouves considérer oomme la projection liorizoutaie d'une droite menée par le point D dans le plan emc^. Déle^ minez, comme ci^-dessus, la projection verticale aV de cette droite; cette projection a'h' devra contenir la projection verticale du point D; celle dernière se trouvera donc à l'intersection (f de la droite a'b'avec la perpeodicuJaJre à la ligne de terre menée par le point d.
522. PRORtÈME. Étant données les projections d'une droite ei Us traceâ d'un plan, trouver les projections du point où la droite rencontre le pl«n.
Soient ab et aV(flg. 4)1] les projections de la droite donnée, md et m^ les traces du plan donné. Par la projection horiiontale ab de la droite, imaginons qu'on élève un plan vertical; ce plan contiendra la droite. Il coupera, en outre , le plan donné suivant une droite dont les prqjections , conilruiles d'après le problème précédent, seront cdet c'd'. Mais la droite AB (celle dont les projections sont ab et aV) , qui est contenue dans le plan c'cd , ne peut rencontrer le plan donné dmd qu'en un point de l'inlergecUon CD de ces plans. La projection verticale du point ctierché doit donc être l'intersection o^ des projections verticales c'd' et a'b' des droites CD et AB. Pour obtenir ensuite la projection horizontale de ce point , ou n'a plus qu'à abaisser du point o' une perpeudiculalre sur la ligne de terre, et à la prolonger jusqu'à la rencontre en o de la projection horizontale cd ou ah commune aux deux droites.
Reharque. Cette construction cesse d'être applicable quand la droite donnée est verticale, parce que sa projection horizontale se réduit alors a un point; mais il se présente , dans ce cas, une construction plus simple.
Soient me et mcf (flg, 422) les traces du plan donné , a la projection horizontale de la droite donnée , et ha' sa projection verticale (a et ha' sont situées sur une môme perpendiculaire à la ligue de terre). On mène ab parallèle à la trace horizontale du plan donné, et bb' perpendiculaire à la ligne de terre. Ces deux droites sont les traces d'un plan vertical qui contient la droite donnée , et qui est parallèle à cm, puisqu'il contient une parallèle à celle ligne. Ce plan eoupe donc le plan donne suivant une parallèle à cm (424), c'est-à-dire suivant une horiiontale. Celte intersection paflse d'ailleurs par le point h'; sa projection verticale est donc une droite b'a* parallèle à la ligne de terre. Le point cherché, étant contenu dans les deux plans c'mc et h'ba , apparllent à leur IntersecUon. Mais II appartient aussi à la droite donnée; sa projection verticale est donc le point de rencontre des droites b'a et a'h\ et , quant à sa projection horizontale, elle n'est autre que le point a, puisque la droite est verticale.
Corollaire. La construction que nous venons d'exposer est ordinairement celle que l'on emploie pour résoudre ce problème déjà traité plus haut : Étant données la projection horiMontaU d'un point et les traces d'un plan où ce point eet contenu, trouver sa projection verticale.
On emploierait une construction analogue si le point n'était donné que par aa projection vertic«ale.
523. Prorlèmb. Étant données les projections d'un point et les traces d'un plan, trouver Us projeaions d'une perpendiculaire à ce plan, passant par le point donné.
Soient ma, ma' (flg. 423), les traces du plan donné, et b, b' les projections du point donné, &i par la droite cherchée on imaginait un plan vertical » ce
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plan serait à la fois perpendiculaire au plan horixonlal de projection et au plan donné a'ma (444). II serait donc perpendiculaire à leur intersection ma (44S). n en résulte que ma est perpendiculaire à toutes les droites menées par son pied dans le plan vertical de la droite cherchée, et en particulier à la projeo* lion horizontale de cette droite. Pour obtenir cette projection, il suffit dono de mener par le point h une perpendiculaire à la trace horizontale ma du plan donné.
On prouverait de même que , pour obtenir la projection verticale de la droite cherchée , il faut , par le point b\ mener une perpendiculaire à la trace verticale ma du plan donné.
%Vi. Corollaire. A l'aide de la construction du n" S23, on pourrait trouver les projections du point où la perpendiculaire perce le plan donné ; et , par la construction du n*" S07, on obtiendrait la longueur de cette perpendiculaire i c'est-à-dire la distance du point donné au plan donné. Mais ce problème se résout plus élégamment de la manière suivante. Soient me et me' [fig. 424) les traces du plan donné, a et a' les projections du point donné. Menons ao perpendiculaire à me , et oh' perpendiculaire à XY t ce seront les traces d*un plan vertical perpendiculaire à me , par suite au plan donné, et qui contiendra la perpendiculaire cherchée. Rabattons ce plan auxiliaire sur le plan vertical, en le faisant tourner autour de oh'. Les points a et b viendront en a" et h", en décrivant des arcs de cercle ayant leur centre en o; la droite h'b" sera le rabattement de Tintersection du plan auxiliaire et du plan donné. Le point donné viendra se placer en A, sur la verticale de a", à une distance égale a a'h. Abaissons AP perpendiculaire sur &7)''; ce sera le rabattement de la perpendiculaire demandée, et Ton aura ainsi sa véritable longueur.
Si Ton veut avoir les projections du pied de la perpendiculaire , on abaissera Pp" perpendiculaire sur XY, on ramènera p" en p , par un arc de cercle décrit du point o; le point p sera la projection horizontale du pied de la perpendiculaire-, sa projection verllcale sera à rintersecUon p' des droites pp' perpendiculaire à XY, et Pp' parallèle à XY.
Comme vérification, si Von joint a'p', cette droite, qui n'est autre que la projection verticale de la perpendiculaire , devra être perpendiculaire à la trace verticale mcf du plan donné.
S2S. Projblèji£. Étant données les projections d'un point et les traces d'un plan, trouver les traces d*un plan parallèle au pramtet- et passant par U point donne'.
Lorsque deux plans sont parallèles, leurs traces sont également parallèles; cela résulte du théorème du n" 448.
Soient mb, mh' (iig. 435), les traces du plan donné, a, a', les projections du point donné. Par ce point donné, imaginons qu'on mène, dans le plan cherché, une parallèle à la trace horizontale mb du plan donné ; cette droite sera parai*lèle au plan horizontal de projection (420), et, par conséquent, sa projection horizontale sera une droite ac parallèle à mZ» (431 ) , et sa projection verticale sera une droite a''cf parallèle à la ligne de terre. Sa trace verticale sera donc Hntersection V de la droite aV avec la verticale ce' (KiO). Cette trace c', appartenant à une droite menée dans le plan cherché , appartient évidemment à la trace verticale de ce plan. Pour obtenir les traces du plan cherché, il faut donc» par le point cf mener nd', parallèle à mh', et, par le point n, mener ensuite n«' parallèle à m&.
Remarque. Si le point d se trouvait sur la trace mb' du plan donné, on en conclurait que la droite AC est dans le plan donné, et que, par conséquent, le point donné est aussi dans ce plan.
On pourrait se servir de ce moyen pour reconnaître si un point dont les projections sont données appartient à un plan dont on a les traces.
526. ProbUeme. Étant données les projections de deux droites, trouver les traces d'un plan qui passe par Vune de ces droites, et qui soit parallèle à Vautre,
Par un point de Tune des deux droites (ses projections doivent être situées sur une même perpendiculaire li la ligne de terre), menez une parallèle à l'autre (S42) ; suivant cette parallèle et la première droite, faites passer un plan (SIS, GoroU.) : ce sera le plan demandé (420).
527. Problème. Étant données les projections d'un point et celles d'une droite, trouver les traces d'un plan perpendiculaire à cette droite, et qui passe par le point donné.
Par un point quelconque de la ligne de terre, menez des perpendiculaires aux projections de la droite donnée : ce seront les traces d'un plan perpendiculaire à cette droite (S23). 11 ne restera plus qu'à mener par le point donné un plan parallèle au premier (S2S).
528. Problème. Étant données les projections d'une droite et les traces if un plan, trouver les traces d'un plan qui pcuse par la droite donnée, et soit perpendiculaire au plan donné.
D'un point pris sur la droite donnée (ses projections doivent être situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre) , abaissez une perpendiculaire sur le plan donné (S23). Par cette perpendiculaire et par la droite donnée, faites passer un plan (SIS, CorolL); ce sera le plan demandé, puisqu'il contiendra la droite donnée et une perpendiculsTtre au plan donné (444).
529. Problème. Étant données les traces de deux plans et les projections d'un point, trouver les traces d'un plan perpendiculaire aux deux plans donnés, et qui passe par le point donné.
Cherchez l'intersection des deux plans donnés (817); par le oolnt donné, menez un plan perpendiculaire à cette intersection (S27); ce serale plan demandé (44S,Coroll.).
530. Problème. Étant données les projections de deux droites qui se coupent, déterminer Vangle de ces deux droites.
Soient db , a'h' et cd, dâ! (fig. 426) , les projections des deux droites ; o, o' les projections de leur point commun , que nous nommerons 0 ; a et d leurs traces horizontales. La droite ad sera la trace horizontale du plan des deux droites.
Abaissons op perpendiculaire sur ad. Si l'on joignait par une droite les points 0 et p. cette droite serait aussi perpendiculaire à ad (443). Imaginons qu'on rabatte le plan des deux droites sur le plan horizontal , en le faisant tourner autour de ad ; la droite, qui va du point 0 au point p, viendra se placer suivant le prolongement de op ; et le point 0 lui-même se trouvera rabattu sur ce prolongement à une distance du point p , égale à l'hypoténuse d'un triangle rectangle, dont un côté de l'angle droit est op, et dont l'autre est la perpendiculaire ab9issée du point 0 sur le plan horizontal, laquelle est égale \ o'm. Prenons donc mn égal à op ; joignons o'n\ prenons pO égal à o'n; le point 0 sera le rabattement du point commun aux deux droites. Joignant Oa etOd. nous aurons les rabattements de ces droites elles-mêmes ; et l'angle aOd sera l'angle demande.
Remarques. I. Si l'une des deux droites était horizontale, la droite cd, c'd\ par exemple (Qg. 427) , elle n'aurait pas de trace horizontale. Mais on remarquerait alors que la trace horizontale du plan des deux droites serait une droite adP parallèle à la droite horizontale donnée, et, par conséquent, à sa projection cd, et qu'ainsi, après avoir rabattu le point 0, comme ci-dessus, on aurait le rabattement de la droite horizontale donnée , en menant OD parallèle k aâT.
11. Si les deux droites données étaient dans un plan perpendiculaire k la ligne de terre, la construction se simplifierait. Car utih (fig. 428) étant alors les traces données de l'une des deux droites, i? et fc cçliçs d« l'autre, pour ra-
baUre ces droites sur le plan horizontal, on n'aurait qu'à décrire , du point m eonme centre, les arcs uu' et w', et à joindre u'h et v'k. Ces droites feraient entre eUes Vangle demandé.
S3l. Pkoblème. Étant données les traces de deux plans, déterminer Vangle dièdre de ces plans.
Par un point quelconque ( dont on se donne les projections ] menez des per pendiculaires aux deux plans donnés (823) ; chcrciiez Tangle de ces perpendiculaires (S3d) : ce sera le supplément de Tangle demandé.
Mais on emploie de préférence , pour résoudre ce problème , la construction directe , que nous allons faire connaître.
Soient amb' et anV (fig. 429) les deux plans donnés; ab, a'h' les projections de leur intersection (517). Concevons que l'on mène un plan perpendiculaire à cette intersection : sa trace horizontale sera une droite cd perpendiculaire à ab; et il coupera les deux plans proposés suivant deux droites qui feront entre elles l'angle demandé , ou du moins celui qui lui sert de mesure. Désignons par 1 le sommet de cet angle ; ses c6tés forment avec cd un triangle qu'il s'agit de rabattre autour de cd sur le plan horizontal. ^ Or , la droite qui joint les points 1 et h est perpendiculaire à cd, puisqu'elle est dans un plan vertical abb\ auquel l'horizontale cd est perpendiculaire. La même droite est aussi perpendiculaire à l'intersection des deux plans proposés, puisqu'elle est dans le plan mené perpendiculairement à celte intersection. 11 en résulte : l* que , dans le rabattement autour de cd, la droite, qui joint les points 1 et /i , viendra se placer suivant hb ; 2" que si l'on fait tourner le plan abV autour de hb' jusqu'à le rabattre sur le plan vertical ( les points heia venant se placer en H et en A), la droite Hl', abaissée perpendiculairement sur 5'A , sera la vraie distance des points h et L
Si donc on prend ih±z VU , le point t sera le rabattement du point 1 ; et si Ton joint te et id, l'angle cid sera l'angle demandé.
532. Problème. Étant données les projections de deux droites parallèles , trou^ver la distance de ces droites.
Si l'on rabat le plan des deux droites données sur le plan horizontal , ces deux droites demeureront parallèles dans le rabattement , et leur distance ne Tariera pas.
Soient donc ab,a'V (fig. 430) et cd, c'd! les projections des deux parallèles données, a et c leurs traces horizontales: ac sera la trace horizontale du plan des deux droites ; et c'est autour de ac qu'il faut faire tourner ce plan pour le rabattre. Soient V la trace verticale de la première droite ; abaissons bm perpendiculaire sur ac; prenons bnz=:hm', et joignons b'n. Dans le rabattement, le point b' décrit un cercte dont le centre est le point m, pied de la perpendiculaire abaissée du point b' sur ac (413) ; et son rayon est égal à b'n , hypoténuse du triangle qui a pour côtés de l'angle droit bb', et bm ou son égal bn. Le point y viendra donc se rabattre en B sur le prolongement de &m , à une distance mB égale à b'n. Joignons aB, ce sera le rabattement de la première droite; menons cD, parallèle à aB; ce sera le rabattement de la seconde; et leur perpendiculaire commune pq sera la dislance demandée.
Remarqoes. 1. A défaut des traces horizontales des deux droites données, on pourrait employer leurs traces verticales; on opérerait alors le rabattement sur le plan vertical.
IL Lorsque les droites données sont parallèles à la ligne de terre, comme ah, a'b' et cd, et c'd' (flg. 431) , on mène un plan perpendiculaire commun aux deux droites, et par suite à la ligne de terre; soit qOq' ce plan. Les points p elp' seront les projections de Tinterseclion de ce plan avec la droite AB, et les points ^ et ^ seront les projections de son intersection avec la droite CD. Si Ton rabat le pian auxiliaire sur le plan vertical, en le faisant tourner autour
de Og', les deux poinU dont nous venons de parler viendront se placw re^^fe* Uvement en P et en Q : l'un sur a'b', à une disUnce i)'P=0p''=0p; l'avare sur c'cf, à une dislance q'Q=0q' = 0q. La droile PQ est donc la dislance demandée; car celle droite, avant le rabaUenient, joignait les pieds des deux parallèles données dans le plan auxiliaire, el élail, par conséquent, une perpendiculaire commune à ces deux parallèles.
533. Problème. Étant données les traces de deux plans parallèles, trouver la distance de ces plans.
Soient ama' et hnh' (flg. 432) les traces des deux plans donnés. Menez ao perpendiculaire à ma cl oa' perpendiculaire à XY ; ce seront les traces d'un plan vertical perpendiculaire aux deux plans donnés j car il est perpendiculaire aux horizontales am et hn contenues dans ces plans (444, Coroll. 1). Prenez oaf = oa, oh'^ob, joignez a'c^ et b'b'; ces droites seront les rabattements des Inlerseclions du plan auxiliaire avec chacun des deux plans parallèles donnés. Ces droites seront parallèles; et leur perpendiculaire commune pq sera la dislance demandée j car celte droite pq, dans le plan auxiliaire non rabattu , serait une perpendiculaire commune aux deux plans donnés (443).
Remarques. I. Si les deux plans parallèles donnés étaient verticaux, leurs distances seraient celles de leurs traces horizontales.
Pareillement, si ces deux plans parallèles donnés étaient perpendiculaires au
plan vertical de projeclion , leur dislance serait celle de leurs traces verticales^
II. La construction générale est applicable au cas où les deux plans paral.-
lèles donnés seraient parallèles à la ligne de terre. Le plan auxiliaire doit être
alors perpendiculaire à cette ligne.
S34. Problème. Étant données les projections de deux droites non situées dans un même plan, construire la plus courts distancé de ces dattx droites.
On peut d'abord résoudre ce problème par la méthode indiquée au n* 497. Pour cela, on mènera par un poinl E (Gg. 33a) de Tune des deux droites CD une parallèle FGà l'autre AB; c'est le problème du n" 5i2. Par les deux droites CD et FG , on mènera un plan MN; c'est le problème du n" 545 (Coroll.). D'un point H pris sur la droile AB, on abaissera une perpendiculaire sur le plan MN ; c'est le problème du n» 523. On cherchera le pied 1 de cette perpendiculaire ; c'est le problème du n" S22. Par ce poinl 1 on mènera une parallèle a AB (512), Par le poinl de renconlre L de celle parallèle avec CD, on mènera une parallèle LP à IH. Enfin, on déterminera la longueur de la droite IP; c'esl le problème du n* 807.
Nous engageons le lecleur à tracer cette épure , qui exige quelques soins. Mais nous indiquerons une autre méthode plus facile à retenir.
Elle consiste à mener, comme ci-dessus, par un point E de Tune des deux droites CD une parallèle FG à l'autre AB, et à conduire un plan MN par les droites CD et FG. Cela fait, par chacune des droites données AB et CD, on mène un plan perpendiculaire à MN : l'inlersection des deux plans ainsi menés est précisément la droite PL,- car ces deux plans ne sont autre chose que les plans PLD et PHIL. L'épure présente d'ailleurs de nombreuses simplifications , comme on va le voir.
Soient ab, a'b' (fig. 433) et cd, cfd' les projections des deux droites données/ a et b' les traces de la première, heic^ celles de la seconde. Au lieu de prend» «^ un point quelconque sur la droite AB , prenons celui dont les projections sont e el e'. Menons, par le point e', la droile fd" parallèle à c'd'; les droites cd et Td" seront les projections d'une parallèle à CD; le i)oint /"sera sa trace horizontale; et si l'on joint af, puis ob', on aura les traces ofe et ofc' d'un plan parallèle k CD et contenant AB. (C'esl le plan MN de la fig. 333.) Par le point c, e' menons la droite el, ^V perpendiculaire au plan IkoM (523), et joignons sa trace horizontale l au point a par une droite oX , qui sera la trace horizontale d'un
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plan per^dnaieulaire à ^k»V, et passant par la droite AB. Par If point e, tf, me-» Qont la droite el, efm' parallèle à el, e'V-, et joignons sa trace horizontale m au point h par une dfoite mh, qui sera la trace horizontale d'un plan perpendiculaire à kol^, et passant par la droite CD. L'intersection t des traces horizontales ai et mh de ces deux plans sera la trace horizontale de la droite cherchée. Menons donc tn parallèle à el , U' perpendiculaire à la ligne de terre , et i'n parallèle h eT, nous aurons les projections de la droite demandée. Elle rencontre la droite AB au point p, p\ et la droite U) au point q, q'. Construisons la distance PQ de ces deux points (507); ce sera la dislance demandée.
Rbharoub L La constraction se simplifie quand les projectioni horiiontales al», cd (Hg. 434) des deux droites données sont parallèles.
En eCTet , si par un point de la droite AB on menait une parallèle à CD , le plan de cette parallèle et de la droite ABne serait autre que le plan vertical a&b'. Cela posé , si par la trace horizontale a de la droite AB on mène ao perpendiculaire a ab , et qu'on Joigne le point o à la trace verticale h' de la droite AB , on aura les iraoes oa et ob' d'un plan contenant AB et perpendiculaire au plan dbh' , puisqu'il contient l'horizontale oa perpendiculaire à ce plan. Par des raisons analogues, si, par la trace horizontale d de la droite CD on mène du perpendiculaire ^ ab, ei qu'on joigne le point u à la trace verticale h' de la droite CD, on aura les traces ud et uv d'un plan contenant CD et perpendicit* lalre à abb\ L'intersection de ces deux plans est une horizontale iq , i'q\ qui s'obtient par la méthode indiquée au n" Si 8. Cette horizontale rencontre la droite AB au point p , p' et la droite CD au point 9 , g\ La dislance de ces deux points n'est autre que fq lui-même; car cette distance, étant comptée sur une horizontale, se projette en vraie grandeur sur le plan horizontal.
Une simpiiflcalion analogue aurait lieu si c'étaient les projjections verticales des droites données qui fussent parallèles.
Remarque II. Considérons encore le cas où l'une des droites données, ab, aV (fig. 436) , serait parallèle li la ligne de terre, et où l'autre droite , donnée par ses traces u et v, serait dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, et dont les traces sont ou et ov perpendiculaires a XY. Ce plan sera rencontré par la droite AB en un point dont les projections sont p et p'. Uabaltons ce plan sur le plan vertical; le point dont nous parlons viendra en P, el la droite dont les traces sont u et v se placera suivant tu'. Du point P abaissons PQ perpendicu^ lâtre sur va'; ee sera le rabattement de la "distance cherchée; car, si l'on ramène le plan rabattu dans sa position primitive , PQ sera perpendiculaire ^ la fois à ru et à AB.
La figure indique siilfîsamment comment on obtiendra les projections q et q' du point Q, bupposé ramené dans sa position verticale.
CHAPITRE xn
IMBS fiUBFAC» COURBES Blf GESléaAJL, ET DBS SVBPACES GTLMDBIQinBS ET CONIQUES EN PARTICULIER.
tSSS. Si l'on imagine qu'une ligne , droite ou courbe, se meuve d'un mouvement continu quelconque dans Teapace , dans toutee ses positions successives, elle appartiendra à ime même surface que Toa pourra considérer comme engendrée par son mouvement.
Toutes les surfaces que la Géométrie considère peuvent être ainsi engendrées par une ligne qui prend le nom de génératrice; et c'est leur mode de génération qui sert à les classer et à les définir.
Parmi celles qu'il est le plus utile de connaître , on distingue les surfaces réglées et les surfaces de révolution.
On nomme surfaces réglées celles qui sont engendrées par le mouvement d'une ligne droite.
Les surfaces de révolution sont engendrées par une ligne, droite ou courbe, qui se meut autour d'une droite fixe nommée axe, de telle sorte que chaque point de la génératrice décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe, et qui a son centre sur cet axe : telles sont les surfaces produites par le tour. D'après la nature même de ces surfaces , tout plan qui les coupe perpendiculairement à l'axe donne pour intersection une circonférence de cercle.
Les surfaces réglées se distinguent les unes des autres par le mouvement de la génératrice.
Si la génératrice reste constamment parallèle à elle-même, et est , en outre , assujettie à rencontrer dans toutes ses positions une courbe fixe appelée directrice, on a ce -qu'on appelle une surface cylindrique.
Si la génératrice passe constamment par un point fixe, et est assujettie à rencontrer dans toutes ses positions une même directrice, on a ce qu'on appelle une surface conique.
Le point fixe par lequel passe alors constamment la génératrice prend le nom de sommet de la surface conique.
Les surfaces de révolution se subdivisent d'après la nature de la génératrice.
Si la génératrice est une droite parallèle à l'axe de révolution , on a une surface cylindrique de révolution.
Si la génératrice est une droite qui coupe l'axe, on a une surface conique de révolution.
Si la génératrice est une circonférence de cercle assujettie à tourner autour d'un même diamètre, on a ce qu'on appelle une surface spAérique, ou par abréviation une spfière.
Ces trois dernières surfaces sont les seules surfaces courbes que Ton considère dans la Géométrie élémentaire.
Remarque. On se sert souvent du mot génératrices au pluriel , pour désigner les différentes positions successives que peut prendre la génératrice d'une surface courbe.
On dit en ce sens, par exemple, que toutes les génératrices d'une surface cylindrique sont parallèles ; que toutes les génératrices d'une surface conique passent par le sommet; et ainsi de suite.
536. Nous avons dit (5) qu'une surface courbe peut être considéra comme une surface brisée composée d'une infinité de faces
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planes infiniment petites. Chacune de ces faces planes infiniment petites est ce qu'on nomme un élément de la surface courbe. Si Von prolonge par la pensée cet élément dans tous les sens , on obtient un plan qui n'a, en général, avec la surface courbe, que ce seul élément commun. Un plan qui a , avec une surface courbe , un élément commun, est dit tangent à cette surface, et réciproquement la surface est dite tangente au plan.
S57. Soit M (fig. 436) un élément de surface courbe, réduit sensiblement à un point ; et soit acbd cet élément prolongé , c'està-dire le plan tangent au point M. Faisons passer par le point M un plan qui coupera la surface suivant une courbe ÂMB, et le plan tangent suivant une droite ab. La courbe ÂMB et la droite ab^ situées dans un même plan , n'auront de commun que le point M (du moins dans le voisinage de ce point); car si elles avaient un second point commun , ce point appartiendrait à la fois à la surface et au plan tangent, ce qui est contraire à la supposition. La droite ab sera donc tangente à la courbe AMB. Faisons passer par le point M un second plan qui coupera la surface suivant une courbe CMD et le plan tangent suivant une droite cd] on prouvera de la même manière que cd est tangent à la courbe CMD. On pourrait évidemment répéter le même raisonnement pour toutes les sections que l'on pourrait faire par un plan passant au point M. Le plan tangent acbd contient donc toutes les tangentes qu'on peut mener par le point M aux différentes courbes qu'on obtient en coupant la surface par un plan passant en ce point. Et comme il sufRt de deux droites pour déterminer la position d'un plan , on voit que , pour obtenir le plan tangent en un point d'une surface courbe, il suffit de faire passer deux plans par ce point, de mener par ce même point, dans chacun de ces plans, une tangente à la courbe d'intersection, et de conduire un plan suivant ces deux tangentes,
S38. Lorsque les deux surfaces courbes se rencontrent, il peut arriver que la section soit une ligne droite, ou une courbe plane. Mais le plus généralement , la section est une courbe qui ne saurait être comprise dans aucun plan ; ces sortes de lignes prennent le nom de courbes à double courbure. Telle est, par exemple, la courbe , nommée hélice, que forme le bord d'un filet de vis.
Une ligne quelconque, située comme on voudra dans Tespace, peut toujours être regardée comme rinterseclion de deux surfaces; et c'est en général sous ce poinl de vue que les lignes courbes se présentent dans les applications.
Des surfaces cylindriques de révolution.
iW». Une surface cylindrique de révolution est engendrée, ainsi que nous l'avons dit, par une droite AA' (fig. 437) tournant autour d'un axe 00" qui lui est parallèle , en conservant sa distance à cet axe.
26U BECOl«t>E PAHTIE.
81 d'un point quelconque A de la génératrice on abaîêW feUt VMe une perpendiculaire AO, cette droite, dans le mouvement de rotation , ne cessant pas d'être perpendiculaire à 00', engendrera nu plan perpendiculaire à cet axe (509, Coroll.); et le point A décrira une circonférence dont AO sera le rayon et 0 le centre.
Réciproquement :
540. Théorème. Toute section d'une surface cylindrique de révolution par un plan perpendiculaire à Vaxe êst une circonférence de cercle, qui a son centre sur cet aXe.
Soient en effet ABC (fig. 437) la courbe d'intersection, et Ole poin où son plan rencontre l'axe. Prenons des points quelconques A, B, C, sur cette courbe , et joignons AO, BO, CO. Ces droites seront perpendiculaires à Taxe , puisqu'elles sont menées par son pied dans un plan qui lui est perpendiculaire. Elles sont donc aussi perpendiculaires aux génératrices respectives AA', BB', CC\ et mesurent les distances de ces génératrices à Taxe ; et comme ces distances sont égales d'après la définition de la surface , il en est de même des droites AO, BO, CO. Donc les poinU A, B, C, sont à égale dislance du point 0 ; ainsi la courbe d'intersection est une circonférence de cercle qui a son centre au point 0.
Corollaire. Deux sections perpendiculaires à l'axe, tellea que ABC, A'B'C, sont des circonférences égales, puisqu'elle» ont pour rayon la distance constante des génératrices à l'axe.
84 i. On peut conceroirune surface cylindrique de révolution engendrée de deux autres manières : 1** par une droite AA' qui se meut parallèlement à elle-même en rencontrant toujours une circonférence de cercle ABC dont le pkin lui est perpendiculaire ; 2° par une circonférence de cercle ABC dont le plan se meut parai* lèlement à lui-même, de telle sorte qlie le centre 0 décrive une droite perpendiculaire au plan de la circonférence.
S42. Applicatious. On peut produite de déUx maniées une êitrftfce cylindrique de réroluUon , suivant qu'on la coosidère cooiine surfaee réglée au comme surface de révolution.
Dana le premier cas, on tracé ti l'une d«a eictrémltés de la pi^e à laqueUe on veut donner cette surface , un cercle que Ton prend pour cercle direoCeur; on mène des tangentes à ce oercle, et l'^n conduit, suivant ces tangentes, des faces planes perpendieulaires au plan du cercle directeur. On multiplie ces tangentes jusqu'à ce que le polygone circonscrit qu'elles forment ne diffère plus sensiblement du cercle directeur } Tensemble des faces menées par ces tangentes diffère alors aussi peu qu'on le désire de la surface cylindrique demandée.
C'est ainsi que Ton travaille les arbres tournants des maelûnes, les mMs des navires , les surfaces cylindriques de peu d'étendue qui se présentent dans la coupe des pierres. C'est encore d'après le môme système que les architectes construisent les voûtes dltea en beroeou , qui sont des surfaces éylindrtques de révolution à génératrices horizontales. Des demi-cercles verticaux (ftg. 4*8) et parallèles supportent des poutres (leur extrémité seule est visible sur la Ogure]
6É0MÊTRI£ DANS l'£SPACE. 255
doflt 108 ftrétes , pêt*pendici]]ahres aux plans de ces demi-cercles , sont conséquemment parallèles entre elles , et figurent les génératrices de fa surface cylindrique. C'est sur ces poutres que Ton établit la maçonnerie , et sa partie Inférieure présente alors une surface qui diffère peu d'une yéritable surface cylindrique de révolution.
Dans le second cas , où l'on regarde la surface cylindrique comme une surlace de révolution » on fait dsiige du tour, et tandis que la pièce à façonner tourne autour d'un axe constant, on fait décrirez la pointe de l'outil une droite parallèle a cet axe.
C'est ainsi que l'on eiécute, sur bois ou sur métal, la plus grande partie des surfaces cylindriques dont l'usage est si fréquent dans les arts : c'est encore ainsi qu'on obtient celles qui sont employées dans la poterie.
343. Deux surfaces cylindriques de révolution, dont les direC'^ trices sont des circonférences égales , sont elles-mêmes superposa^ blés ; car si l'on fait coïncider les directrices , il est évident que toutes les génératrices qui sont perpendiculaires au plan de ces cir'*conférences coïncideront aussi deux à deux.
On peut remarquer, de plus , que lorsque deux surfaces cylin-» driques de cette espèce coïncident, on peut les faire mouvoir toutes deux en sens contraire autour de leur axe devenu commun , ou bien dans le sens de cet axe» sans que la coïncidenoe cesse d'avoir lieu.
Appucations. Les couvercles des tK)!tes rondes, otf plus exactement cylin^ driques, offrent une application de ces principes. Il en est de même des corps de rechange des Intrtiments ^ vent : ils s'adaptent au corps principal de l'instrument au moyen d'une surface cylindrique qui entre a frottement doux dans une surface égale à la première. Linstrument nommé trombone offre partico'^ nèrement l'exemple de deux surfaces cylindriques qui se meuvent dans le sens de leur axe commun sans cesser de coïncider. Les lorgnettes d'opéra, les lunettes terrestres, etc., offrent une disposition analogue. On la retrouve dans les pistons des pompes, lesquels se meuvent verticalement sans que la surface cylindrique qui les termine latéralement cesse de coïncider avec celle du corps de pompe. La même chose a lieu pour les pistons de machines à vapeur.
On obtient souvent les surfaces cylindriques par le moulage, c'est*à-dire par coïncidence avec des surfaces cylindriques déjà existantes.
544. Problème* Par un point donné sur une surface cylindrique de révolution, lui mener un plan tangent.
Remarquons d'abord qu'un plan tangent en uti point d'une surface cylindrique doit contenir la génératrice qui passe parce point. Enefifoi, considérons une portion très-'petite de la surface cylindrique, on pourra toujours concevoir deux génératrices consécutives qui passent par cet dément de surface ; et si cet élément est assez petit pour pouvoir ôtre regardé comme plan , son plan se confondra avec celui de ces deux génératrices. Le plan tangent, qui n*est autre chose que Télément prolongé, contient (jtone ces deux génératrices tout entières. Mais si cet élément est infiniment petit, ces deux génératrices sont rapprochées l'une de Tautre au point
de se contondre en une seule, qui est celle du point de tangence. Donc la génératrice du point de tangence est contenue dans le plan tangent.
Cela posé, soit M (fig. 439) un point donné sur une surface cyb"ndrique de révolution dont Taxe est OH. Par le point M, menons un plan perpendiculaire à cet axe, et, dans ce plan, par le même point M, menons TM tangent à la circonférence d'intersection MNP; cette tangente devra être contenue dans le plan tangent au point M (857). Mais si Ton mène par le point M la génératrice AB, cette génératrice, d'après ce que nous venons de voir, sera aussi contenue dans le plan tangent. Ce plan n'est donc autre chose que le plan des droites TM et AB. Or, AB, comme génératrice, étant parallèle à Taxe OH, est perpendiculaire au plan du cercle MNP, et par conséquent à la tangente TM qui passe par son pied dans ce plan ; d'ailleurs TM, comme tangente, est aussi perpendiculaire au rayon OM. Donc TM est perpendiculaire au plan des droites AB et OM , ou , ce qui revient au môme, au plan des droites AB et OH. De là cette construction :
Par le point de tangence donné M menez une génératrice AB et conduisez un plan suivant cette génératrice et suivant l'axe OH; par cette même génératrice AB menez un second plan perpendiculaire au premier : ce sera le plan tangent demandé.
Applications. I. Le contact des plans avec les surfaces cylindriques sert à accorder celles-ci avec les surraces planes; et ce raccordement est fréquemmenl employé dans Tarchiteclure. C'est ainsi que, dans les voùles en berceau, Xintrados , ou la surface interne de la voûte propremente dite , se raccorde avec le plan des murs qui soutiennent cette voûte.
H. On emploie assez souvent des surfaces cylindriques pour raccorder les faces planes des meubles, afln d'éviter le tranchant des angles dièdres.
m. Cn rouleau de jardinier, qui repose sur un sol horizontal, offre l'exemple d'une surface cylindrique tangente à un plan.
045. Deux surfaces cylindriques peuvent se toucher de manière à n'avoir qu'un seul point commun ; mais si on les dispose de telle sorte que leurs génératrices soient parallèles, en les menant au contact elles auront une génératrice commune. Si Ton coupe cette génératrice par un plan perpendiculaire, les courbes de section obtenues sur les deux surfaces seront aussi tangentes entre elles, et auront une tangente commune. Cette tangente et la directrice commune détermineront un plan tangent commun. Si les deux surfaces tournent alors autour de leurs axes respectifs, elles ne cesseront point d'être tangentes, et le plan tangent commun restera le même.
Remarque. Deux surfaces cylindriques peuvent être tangentes Tune à l'autre extérieurement ou intérieurement.
Applicatioks. I. Pour transmettre le mouvement, on emploie, dans certaines
6Ê0MÉTBIB DANS L'ESPAGE. 257
machines, des roues cylindriques ^ axes parallèles qui se conduisent mutuellement par simple contact extérieur,
11. Les tourillons des arbres tournanis des macliines , et les erapaudines qui les supportent, oflirent un exemple du contact intérieur des surfaces cylindriques.
546. Nous avons vu qu'un plan perpendiculaire à l'axe d'une surface cylindrique de révolution coupe cette surface suivant une circonférence de cercle qui a son centre sur cet axe.
Si le plan coupant est oblique ii l'axe, l'interseclion est une courbe fermée à laquelle on donne le nom d'Ellipse. Telle est Tinterseclion AMBN (flg. 440) de la surface cylindrique de révolulion dont Taxe est (Xï, par un plan PQ oblique Il cet axe.
Si le plan coupant est parallèle à l'axe, il coupe la surface suivant deux génératrices (c'est-à-dire suivant deux droites parallèles). En effet, une génératrice qui a un point commun avec le plan coupant y est alors contenue tout entière (424) ; et il y a d'ailleurs évidemment luoe génératrice d'entrée et une génératrice de sortie.
Quand ces deux génératrices se confondent en une seule , le plan coupant devient tangent.
Applications. I. On a à considérer l'interseclion d'une surface cylindrique et d'un plan toutes les fois qu'une voûte en berceau vient s'arrêter à une surface plane ; si celte surface plane n'est point perpendiculaire aux génératrices d» i'inlrados, la section est une demi-«llipse.
II. On a la même intersection k considérer lorsqu'une surface cylindrique de révolution , telle que le tuyau d'un poêle , doit pénétrer obliquement dans un mur; rintersection de cette surface avec le plan du mur est une ellipse.
ni. Le tracé des ombres fournit aussi une application de l'intersection qui nous occupe. Les rayons solaires qui viennent frapper un objet peuvent, à cause de l'éloignement du soleil , être considérés comme parallèles. Si l'on présente à ces rayons un disque circulaire dont le plan leur soit perpendiculaire , les rayons qui viendront raser le bord du disque formeront les génératrices d'une surface cylindrique de révolution , et rintersection de celte surface avec un plan situé au-dessous du disque sera la séparation entre l'ombre du disque sur ce plan et la partie éclairée. Si le plan dont nous parlons n'est pas parallèle à celui du disque , la ligne de séparation entre l'ombre et la partie éclairée sera une ellipse.
IV.' Lorsqu'un vase contient un liquide, la surface supérieure de ce liquide est un plan horizontal. Si le vase est cylindrique , cette surface supérieure se trouve terminée par une courbe qui est l'intersection de la surface cylindrique avec le plan horizontal que forme le niveau du liquide. Cette courbe est donc une circonférence de cercle ou une ellipse , suivant que le vase est placé de manière que son axe soit vertical ou incliné à l'horizon. C'est ce qu'on peut vérifier en inclinant de différentes manières un verre cylindrique ordinaire, rempli d'eau ou de tout autre liquide.
547. Deux surfaces cylindriques de révolution peuvent se couper de plusieurs manières.
I. Si leurs axes sont parallèles, elles se coupent suivant deux génératrices; car loolcs les génératrices étant alors parallèles , si une généralrice de l'une des deux surfaces a un point commun avec l'autre , elle se confond nécessairement avec une génératrice de cette autre. D'ailleurs il y a évidemment encore une génératrice d'entrée et une génératrice de sortie.
II. Lorsque les axes ne sont pas parallèles, il peut se faire que toutes les génératrices de l'une des deux surfaces rencontrent la seconde. On dit, dans ce cas, qu'il y a pénétration; et l'intersection se compose de deux courbes égales distinctes. Il peut arriver au contraire qu'une partie des génératrices de chaque
circonférences égales, mlers^cl.^^^^^^^^ ^^ ^.^^^^^ j, ,., „ ^cs
r"*'l?« rtm!«DarceUe brttecW^ on conduise un plan perpendiculaire f rnlan de'cUres^. es dl« surtaces se irouveronl pUcé^ symélriquement
«JS t rbcwlonnïrpVl^^^^^^^^^ plans en question. Or, ces ipler^cuon.. ï'aîrïcT^ue noua avons vu ( 846) sont des e Upse. en gênerai. APPUcxTiONs. La rencontre des surfaces cylindriques trouve de» appttcaUOM
iTors'au'une voûte en berceau vient déboucher dans une autre voûte plus
*ii;*^i?v a rencontre de deux surface» cylindrique» par pénétration. U
* r Ihll , H.U auand une fenêtre ou une porte clnlrée est praUquee dan» même «^om a 1 eu quand une lene .^ ^ ^^^^ ^^^ ^ ^.^ ^^^^
KUCXcoS^iur'rJauoupourle gai s'abouche Utéralement
^"llS St^e^V^^^^^^^^^ égales «, traversent mutuellement, .ni; M^^nHe M» oartlculler Signalé toul à l'heure où l'intersecUon se compose SedeuxcoUbeTpCrilais.'^comme chaque voûU n'est fonnée que d'une SemiCrface cylindrique, l'intersection se compose de deu. dem.-el»pses On trouve celte disposition dan» le» voûte» en aritim. et dan» le» voûte» en
^'lammin s'emploient, lorsque deux galerie» voûtée» se traversent . pour oDéKToa"ion des deux berceaux. Les hachure» de la Bgure 4*1 repré- Sent lei îrojection» horizontale» des génératrice», et montrent comment R'onère la ^oncllon des deux voûtes.
Les voùles en arc de cloître s'emploient pour couvrir une salle rectangulaire. Le^haTur^^^^^^^^ ^"«^^re les projections horzonUles
des fiSlrL et montrent qu'ici la disposlUon des surfaces cylmdnciues est inverse de celle qui forme les voûtes en arêtiers,
m Lorsqu'une voûte en berceau vient débouclier dans une autre voûte de même hauteur, sans la traverser, rintersection se compose de deux quarU
Ouelqûe chose d'analogue a lieu dans cerUines jonctions des tuyaux i mais, au lieu de deux quarts d'ellipse, on a deuxdemi-elllpscs, parce que les surfaces
cylindriques sont entières. ,^ #»«
Si deux surfaces cylindriques égales s'arrêtent mutuellement sans se traverser, l'intersection, ou plulôt la courbe d'arrêt, est une seule ellipse corn- Dlôlc les tuyaux de poêle coudés oflfrent cette disposition. Ce mode de rencontre et le précédent sont réunis dans la figure 443,
548. Les surfaces cylindriques jouissent d'une propriété remarquable qu'il nous reste à faire connaître.
Soient aa\ hb\ oc', dd\ etc. (Bg. 444). des génératrices d une surface cylindrique, suffisamment rapprochées l'une de l'autre,
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pour que la portion de surface comprise entre deux de ces généra* trices consécutives puisse être regardée comme sensiblement plane. On conçoit que Ton puisse faire tourner le plan abVa! autour de bV comme charnière, jusqu'à ce qu'il vienne coïncider avec le prolon* gement du plan bcc^b'. On pourra alors faire tourner le plan acc'ci autour de ce' comme charnière , jusqu'à ce qu'il vienne coïncider avec le prolongement du plan cdd'c'. En continuant ainsi, il est facile de voir que toute la surface cylindrique pourra être amenée dans un même plan, ou développée sur un même plan, ce qui a fait donner à ces surfaces le nom de surfaces développables.
Si, par exemple, on développait ainsi sur un plan la portion de surface cylindrique comprise entre les plans ABC et A'B'C (fig. 437) perpendiculaires à l'axe, le développement serait un rectangle dont la hauteur serait la distance AA' des deux plans, et dont la base serait la circonférence ABC rectifiée. Car la surface en question peut être considérée comme composée d'une infinité de petits rectangles ayant une hauteur égale à A'A, et pour bases les éléments successifs de la circonférence ABC . Nous disons des rectangles, parce que les gé-^ nératrices étant parallèles à Taxe, et par conséquent perpendiculaires aux plans ABC, A'B'C, sont en môme temps perpendiculaires aux élé* nients de circonférence qui passent par leur pied dans ces plans, puisque ces éléments peuvent être considérés comme rectilignes (399).
Des surfaces coniques de révolution.
tt49. Une surface conique de révolution est engendrée, ainsi que nous l'avons vu, par une droite SA (fig. 445), qui tourne autour d'un axe fixe SO qu'elle rencontre toujours au môme point S, appelé sommet, en faisant un angle constant avec l'axe.
Le double de cet angle est ce qu'on nomme Vangle de la surface conique.
Si d'un point quelconque A de la génératrice SA, on abaisse sur l'axe une perpendiculaire AO, cette droite, dans le mouvement de rotation, ne cessant pas d'être perpendiculaire à SO, engendrera un plan perpendiculaire à cet axe (599, Coroll.); et le point A décrira une circonférence dont AO sera le rayon et 0 le centre.
Réciproquement :
ïKM). Thbobèmi. Toute section d'une surface conique de révolution par un plan perpendiculaire à l'axe, est une circonférence de cercle qui a son centre sur cet axe.
£n e£ret, soient ABC (fig. 445) la courbe d'intersection, et 0 le point où son plan rencontre Taxe. Prenons deuxpointsquelconques A et B sur la courbe, et joignons AO, BO, AS, BS. Les triangles AOS, BOS seront égaux comme ayant un cdté commun SO, adjacent à deux
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angles égaux chacun à chacun, savoir : AOS=BOS comme droits, puisque SO est perpendiculaire au plan de la courbe, et ASO=BSO par la définition de la surface. Il en résulte que OA=iOB; c'està-dire que les points A et B sont à égale distance du point 0 , et comme les points A et B sont deux points quelconques de la courbe d'intersection, cette courbe est une circonférence du cercle, dont le centre est le point 0.
Corollaire. Deux sections perpendiculaires à l'axe, tcllesquc ABC et abc y ont des rayons AO et ao proportionnels aux distances de ces sections au sommet. Car les droites AO et ao étant parallèles, puisqu'elles sont situées dans un même plan ASO et perpendiculaires à une même droite OS, les triangles AOS et aoS sont semblables et Ton a
aoiAO ::oS:OS.
ItSl. On peut concevoir une surface conique de révolution engendrée d'une autre manière, savoir : par une droite SA assujettie à rencontrer toujours une circonférence ABC , et à passer constamment par un même point S, situé sur une perpendiculaire élevée au plan du cercle ABC, par le centre de ce cercle.
%SIÏ. Application. On peut produire une surface conique de révofulion de deux manières différentes , suivant qu'on la considère comme surface réglée , ou comme surface de révolution.
Dans le premier cas, on mène des tangentes au cercle directeur ; par ces tangentes et le sommet on fait passer des faces planes , que Ton muUipWe de la même manière jusqu'à ce que leur ensemble ne diffère pas sensiblemenl de la surface demandée.
Bans le second mode de production , où l'on regarde la surface comme une surface de révoluUon, on fait usage du tour. Tandis que la pièce à façonner tourne autour d'un axe constant, on fait décrire à fa poinlc de loutil une droite qui va couper cet axe sous un angle égal à la moitié de l'angle de la surface conique demandée.
C'est ainsi que l'on exécute, sur bois ou sur métal , une grande parUe des surfaces coniques employées dans les arts. C'est aussi par rotaUon que les surfaces coniques s'obtiennent dans l'art de la poterie.
^5. Deux surfaces coniques de révolution ne sont susceptibles de coïncider que lorsque Tangle des génératrices avec Taxe est le même. Lorsque cette condition est remplie, si Ton fait coïncider les sommets et les axes des deux surfaces, les génératrices, étant également inclinées sur Taxe commun, coïncident nécessairement deux à deux.
La coïncidence subsiste encore si Ton fait tourner les deux surfaces en sens contraire autour de l'axe commun. Mais elle cesserait d'avoir Heu si Ton faisait mouvoir Tune d'elles dans le sens de cet axe.
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Afpucatioks. I. C'est en verlu du principe d'égalité par coïncidence, que l'os emploie le moulage pour produire les surraces coniques.
11. Le robinet ordinaire avec sa clef ofiRre l'exemple de deux surCaces co-> niques droites, k axes verlicaux, qui coïncident tant qu'on se borne à faire tourner la clef dans le robinet, mais qui se séparent lorsqu'on élève celle-ci verticalement
8S4. Problème. Par un point donné sur une surface conique de révolution, lui mener un plan tangent.
Les raisonnements sur lesquels nous nous sommes appuyés au n"" 544, appliqués à la surface conique, démontreraient que tout plan tangent à une surface de ce fçenre doit contenir la génératrice qui passe parle point de contact. Si par le point de contact on mène un plan perpendiculaire à Taxe de la surface , et qu'on mène par ce même point une tangente à la circonférence qu'on obtient pour intersection , cette tangente devra aussi se trouver dans le plan tan-gent (557). Or, on démontrerait , comme pour une surface cylindrique, que cette tangente est perpendiculaire au plan déterminé par Taxe de la surface conique et par la génératrice qui passe au point de contact.
Pour mener, par un point B(fig. 445) donné sur une surface conique de révolution , un plan tangent à cette surface , on mènera donc la génératrice SB, et suivant cette génératrice on fera passer nn plan perpendiculaire au plan BSO; ce sera le plan tangent demandé.
Applications. 1. C'est par le contact d'un plan avec une surrace conique, que l'architecte raccorde les trompes avec la face interne des murs qui les supportent.
II. Les meules coniques dont les fabricants de ciiocolat se servent pour broyer le cacao offrent l'exemple d'une surface conique tangente à un plan.
555. Deux surfaces coniques peuvent se toucher de plusieurs manières : la plus remarquable est celle où les deux sommets coïncident; le contact a lieu, dans ce cas, suivant une génératrice entière ; et de plus , si Ton fait tourner les deux surfaces autour de leurs axes respectifs, elles ne cessent point d*ôtre tangentes.
Application. C'est ainsi que sont disposées les roues d*angïe employées dans les macbines pour changer un mouvement de rotation autour d'un axe en un autre mouvement de rotation autour d'un second axé qui rencontre le premier.
On prend l'inlersecUon S des deux axes OS et O'S (tig. 44C] pour le sommet des deux surfaces coniques -, un divise l'angle de ces axes par une droite SB , choisie de telle sorte que les distances de chacun de ses points aux deux axes soient en raison inverse des vitesses quéTbn veut donner aux deux roues; celte droite est la génératrice commune aux deux surfaces coniques iaugentes. Ces deux surfaces, que l'on nomme les surfaces coniques primitives des deux roues, étant ainsi déterminées, on n'a plus qu'à y établir le système de denture propre à ce genre d'engrenage.
Remarquons que si , dans le plan des deux axes Ton menait 00'» perpendl-
culaire h Sfi du poinl B , et que l'on prtt 0 e( 0' pour les sommete de deux surraces coniques de révolution ayant pour axes OS et O'S, cet surfaces auraient une génératrice commune OO', et seraient tangentes intérieuretneni l'une à l'autre, suivant cette génératrice , pendant toute la durée du mouvement dés surfaces autour de leurs axes. Il en résulte que les circonférences AB et BC se toucheraieiil au poinl B, comme si elles étaient situées dans un même plan peN pendieuiaire à SB, et qu'elles eussent 0 et 0' pour centres et OB ei OB' pour rayons. C'est par cette considération que l*on ramène le tracé de l'engrenage des roues d'angle au tracé de l'engrenage des roues ordinaires.
SS6. Un plan peut couper une surface conique de révolution de plusieurs manières. Nous avons déjà vu que si le plan coupant est perpendiculaire à l'axe, la section est une circonférence de cercle, qui a son centre sur cet axe.
Une surface conique est composée de deux nappes dilférenles; c'est ainsi que Ton nomme les deux parties séparées par le sommet, comme on Je voit sur la figure 445.
SI le plan coupant est oblique à l'axe , et coupe toutes les génératrices d'une mdme nappe, l'intersection est la courbe fermée appelée Ellipse ^tlg. 447).
Si, comme l'indique la figure 448, le plan coupant PQ est parallèle à l'une des génératrices SA , rinterseclion est une courbe limitée dans un sens et Iliimilée dans l'autre, que l'on nomme une Parabole.
Si, Comme l'indique la figure 440, le plan Coupant rencoùtfe une partie des génératrices sur l'une des deux nappes et les autres sur l'autre nappe, l'intersection se compose de deux brancbes de courbes dont chacune est limitée dans un sens et illimitée dans l'autre, et dont l'ensemble forme ce qu'on appelle une Hyperbole.
Le cercle , l'ellipse, la>parabole et l'hyperbole sont les couri>es que l'on désigne sous le nom de sections coniques.
Si le plan coupant passe par le sommet du cône, il peut n'avoir que ce point commun avec la surface, ou bien il peut lui être tangent, ou bien enQn 11 petit la couper suivant deux génératrices*
Applications. I. Lorsque l'on place une bougie allumée au centre d'une iable ronde, de manière que sa flamme soit sur la verticale de ce ceutre, les rayons lumineux partis de cette flamme, qui viennent raser le bord circulaire de la table , forment les génératrices d'une surface conique de révolution , el l'Intersection de cette surface avec le plancher est la ligne de séparation entre l'ombre de la table et la partie éclairée. Cette ligne de séparation est une circonférence de cercle, puisque le plancher, qui fait ici l'ofiice de plan coupant, est perpendiculaire à l'axe. Si la table est assez voisine du mur pour que son ombre s'y projette en partie, cette même surface conique se trouve coupée par un plan parallèle à Taxe, et la ligne de séparation entre l'ombre et la paHie éclairée du mur est alors une branche d'hyperbole (flg. Abu). Si cette ombre se projelnil sur une surface plane inclinée, la ligne de séparation entre l'ombre et la partie éclairée pourrait être une parabole ou une ellipse.
II. II y a de petites lanternes portatives dont le verre est circulaire; les rayons qui parlent de la flamme et vont raser le bord du verre forment une surface conique , et rinterseclion de celle surface avec le plan d'un mur sur lequel vient fhipper la lumière de la lanterne y forme la ligne de séparation entre la partie que la lanterne éclaire et le re^te du plan qui est dans l'ombre. Cette ligne de séparation peut être une circonférence de cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole , suivant la manière dont on dirige vers ce mur la lumière de la lanterne.
III. La perspective offre aussi rapplication de l'intersection des surfaces coniques avec un plan; mais les surfaces coniques que l'on y rencontre ne sont pas seulement des surfaces coniques de révolution , on y trouve des surfaces
coniques de toute eipèce. Les rayons tlsuels, dirigés de TœU du spectateur ?ers tous les polûts d'une courbe quelconque , située comitie on Toudra au deik du plan du tableau , forment une surface conique dont rintersectlon avec ce plan est la perspective de la courbe. Les rayons visuels menés à tous les points d'une circonférence de cercle, par exemple, forment en général une surface conique oblique; rintersection de celle surface avec le plan du lobleau peut être une section conique quelconque, mais, le plus souvent, c'est une ellipse} voilli peur' quoi les cercles, vus en perspective, paraissent ellipliques : c'c»l ce qu'on peut observer en regardant obliquement les roues d'une voiture , ou en voyant le bord d'un bassin circulaire.
tV. SI l'on remplit d'eau un vase conique, par exemple un entonnoir bouché par le bas, la surface supérieure du liquide se trouve terminée par une courbe, qui est l'interseclion de la surface conique avec le plan horizontal formé par le niveau du liquide. Celle courbe esl un cercle ou une ellipse, suivant que l'axe de la surface conique esl vertical ou incliné d'un certain angle à l'horizon. Ou obtiendrait les deux autres secUons coniques en plongeant l'entonnoir, loUi diverses Inclinaisons , dans un vase plein d'eau.
SS7. L'intersection d'une surface conique et d'une surface cylindrique est , en général , une courbe 2i double courbure. 11 en est de même de rintersectlon de deux surfaces coniques entre elles. Lorsque les deux surfaces ont le même axe , elle ne peuvent se couper que suivant une circonférence de cercle.
Applications. L Lorsqu'une tour circulaire a du taltu , la surface extérieure de celle tour esl une surface conique de révolution , à axe vertical. SI l'on veut y pratiquer une porte ou une fenêtre cintrée » on a à construire rintersectlon de cette surface avec une surface cylindrique à génératrices horizontales. La même chose arriverait si une pareille surface était rencontrée par une voûte en berceau.
H. Les robinets ordinaires présentent une Intersection pareille : c'est celle de la surface cylindrique qui fbrme le corps du robinet avec la surface conique de la cavité qui reçoit la clef.
IIL Lorsque la lumière d'une lanterne k verre circulaire se projette sur la muraille d'une salle ronde, la séparation entre la lumière projetée et l'ombre environnante est rinlerseclion de la surface cylindrique de la muraille , avec la surface conique formée par les rayons lumineux qui rasenl le bord du verre.
IV. La perspective offre aussi une application de l'inlersectlon des surfaces coniques et cylindriquest Dans les panoromaj, par exemple, le plan du lableaU est remplacé par une surface cylindrique qui est celle de la toile sur laquelle le sujet doit être peint. Les rayons visuels, menés de l'œil du spectateur aux différents points d'une courbe supposée située comme on voudra au delà de la toile, forment une surface conique dont rintersectlon avec la surface de la toile est la perspective de celle courbe.
y. La lumière d'une lanterne à verre circulaire , projetée sur la diurallli d'une tour ronde en talus , oflïrirait un exemple de l'interseclion de deux surfaces coniques.
IS58. Les surfaces coniques jouissent , comme les surfaces cylindriques, de la propriété d*ôlre développables.
En effet, considérons plusieurs génératrices consécutives Sa, S6, Se, Scf, etc. (fig. 451), suffisamment rapprochées les unes des autres pour que la portion de surface conique comprise entre deut de ces génératrices consécutives puisse être regardée comme sensiblement plane. Si Ton fait tourner le plan aSb autour de Sb comme
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charnière , on pourra toujours Tamener sur le prolongement du plan bSc ; et si l'on fait tourner ensuite le plan aSc autour de Se comme charnière , on pourra toujours ramener sur le prolongement du plan cSd, En continuant ainsi , on voit que toutes les faces élémentaires aSby bSc, eSd, etc., pourront être amenées dans un même plan, ou développées suivant ce plan.
Il est facile de voir que , dans ce développement, tous les pointe de la surface conique situés à égale distance du sommet resteront encore à égale distance de ce sommet, et appartiendront conséquemnient à un môme arc de cercle ayant ce sommet pour centre, et pour rayon la distance en question.
Dans une surface conique de révolution , par exemple, une section telle que AMB (fig. 452), faite par un plan perpendiculaire à Taxe SO, a tous ses points à égale distance du sommet, puisque Taxe est une perpendiculaire élevée au plan du cercle AMB par son centre (400). Le développement de cette section sera donc un arc de cercle BC ayant le point S pour centre , et la distance BS pour rayon.
8^9. On peut calculer d'avance le rapport de Tare BC à la circonférence entière dont il fait partie ; car cet arc étant égal en longueur à la circonférence AMB a pour valeur 2ic xOB; et la circonférence dont cet arc fait partie a pour valeur 2:r xSB. L'arc BC est donc à la circonférence entière comme OB est à SB.
Cette relation montre que cet arc est toujours moindre que la circonférence; car OB est toujours moindre que SB; et qu'il eu approchera d'autant plus que OB approchera plus de SB, c'est-àdire d'autant plus que l'angle OSB sera plus grand.
Remarque. Lorsque l'angle OSB est de 30^, l'arc BC est précisément une demi-circonférence; car l'angle ASB valant alors 60*, le triangle isocèle ASB devient équilatéral; OBestdonclamoiliédeSB, et par suite BC est la moitié de la circonférence dont il fait partie.
Application. Lorsqu'une surface conique roule sur un plan, toutes ses génératrices viennent s'appliquer successivement sur ce plan , comme si elle s'y développait. Ce que nous venons de dire peut donc servir à régler la vilesse de rotalioB des meules coniques employées dans diverses fabricalions, et nolammenl au broiement du cacao.
Ces meules font un certain nombre de révolutions autour de leur axe propre, tandis que celui-ci fait lui-même un tour entier autour de l'axe vertical de la machine. Si l'on veut que chaque meule fasse, par exemple, trois tours sur son axe , pendant que cet axe fait lui-même un tour complet autour de Taxe vertical, il faudra que la surface conique soit contrainte de se développer trois fois sur le plan pour le couvrir en entier; il faudra donc que BC soit le tiers de la circonférence , et que , par conséquent, OB soit le tiers de SB. Ayant construit le triangle rectancle SOB d'après cette condition , on aura les éléments néce^ saires pour obtenir la surface conique.
CHAPITRE XIII
DB LA SPHÀBB.
860. Quoique le mot sphère ne soit rigoureusement applicable qu'à un corps terminé par une surface sphérique, on donne néanmoins ce nom à la surface sphérique elle-même , comme on donne le nom de cercle à la circonférence de cercle. Le sens du discours indique toujours suffisamment qu'il n'est question que de la surface de la sphère.
Nous avons dit qu'une surface sphérique est engendrée par une demi -circonférence qui tourne autour de son diamètre. Dans ce mouvement, le centre de la demi -circonférence génératrice demeure immobile, et tous les points de cette génératrice , dans quelque position qu'on la considère, sont à égale distance de ce centre. 11 en résulte que tous les points d'une surface sphérique sont à égale distance d'un même point intérieur \ ce point se nomme le centre de la surface sphérique. Cette propriété peut servir de définition à la sphère.
On donne le nom de rayon à toute droite qui joint le centre à un point quelconque de la surface; d'après ce que nous venons de dire, ious les rayons sont égaux.
On donne le nom de diamètre à toute droite qui passe par le centre et se termine de part et d'autre à la surface ; il en résulte que chaque diamètre se compose de deux rayons, et que, par conséquent, tous les diamètres sont égaux.
Théorème. Tout diamètre d'une sphère peut être pris pour son axe de révolution.
Soit, en eifet, AB<fig. 453) un diamètre quelconque. Par ce diamètre, faisons passer un plan , il coupera la surface sphérique suivant une ligne courbe AMB qui aura tous ses points à égale distance du milieu 0 du diamètre , puisque ce milieu est le centre de la sphère. Cette courbe sera donc une circonférence de cercle ayant AB pour diamètre. Par la ligne AB , faisons passer un second plan quelconque; il coupera la surface sphérique suivant une ligne courbe ANB, qui aura tous ses points à égale distance du point 0, centre de la sphère ; ce sera donc aussi une circonférence ayant AB pour diamètre. Et comme le plan ANB est quelconque, on voit que la surface sphérique peut être considérée comme engendrée par la rotation de la demi-circonférence AMB autour de son diamètre AB.
«61. Théorème. Toute section de la surface sphérique par un plan est une circonférence de cercle.
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Soit, en effet, ABD(fig. 454), la section d'une surface sphérique par un plan : du centre 0 de la sphère , abaissons sur le plan de la section la perpendiculaire OC , qui rencontre ce plan au point C ; prenons sur la courbe de section deux points quelconques A etB, et joignons CA, CB, OA, OB. Les triangles CAO etCBO, rectangles en C, puisque OC est perpendiculaire sur le plan des droites AC et BC, ont en outre le côté OC commun, et les hypoténuses OA et OB égales comme rayons d'une même sphère ; ces deux triangles sont donc égaux, et Ton a AC=BC. Et comme les points A et B sont des points quelconques de la section ABD , il s'ensuit que celte section a tous ses points à égale distance du point C , et est par conséquent une circonférence de cercle dont le point C est le centfe.
Corollaire I. Le rayon AC de la circonférence ABD , étant perpendiculaire sur OC , est moindre que l'oblique AO, c'est-à-dire moindre que le rayon de la sphère. Le rayon AC ne devient égal au rayon de la sphère que lorsque le plan coupant passe par le centre 0, parce qu'alors les droites AC et AO se confondent.
Dans ce cas, la section porte le nom de grand cercle; mais si le plan coupant ne passe point par le centre de la sphère , la section , ayant un rayon moindre, est ce qu'on nomme un petit cercle.
CoROLLAiRB IL La démonstration précédente fait voir que la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur le plan d'un petit cercle , passe par le centre de ce petit cercle.
Corollaire IIL On peut remarquer qu*un petit cercle est d'autant plus petit que son plan est plus éloigné du centre de la sphère ; car si par un diamètre AD de ce petit cercle et par la perpendiculaire OC, on fait passer un plan, il passera par le centre de la sphère, et la coupera suivant un grand cercle dont AD sera une corde. Or, cette corde sera d'autant moindre que sa distance CO au centre sera plus grande.
Application. La surface Interne d'une coupe ou d'un bol ordioftife esl une surface sphérique ; il est facile d'observer que si l'on y verse un liquide quelconque, sa surface supérieure sera toujours terminée par une circonférence de cercle, quelle que soit rinclinaison que prenne le vase.
tt62. Théorème. Detiœ grands cerclée se coupent mutuellemeni en deux parties égales.
Car l'intersection des platis de ces grands cercles est une droite qui passe par le centre de la sphère, puisque ce centre est contenu dans ces deux plans. Cette intersection est donc un diamètre commun , et dès lors elle divise en deux parties égales chacun des deux cercles auxquels elle appartient.
^65. Théorème. Tout grand cercle divise la surface sphérique en deux parties égales.
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Soit, en effet, MNPQ (flg. 463) la circonférence d'un grand cerclé : renversons la portion de surface sphérique AMNPQ , de manière qu'elle vienne prendre une position analogue à celle de la portion BMNPQ , et que ces deux portions coïncident suivant la circon-^ férence MNPQ. Je dis qu'alors les deux portions de la surface sphérique coïncideront dans toute leur étendue; car dans ce renversement, les dislances des différents points de la portion de surface AMNPQ au point 0 n'auront pas varié; par conséquent, s'il y avait de» points de l'une des deux portions de surface qui se trouvassent en dehors ou en dedans de l'autre portion , il y aurait des points inégalement distants du centre , ce qui est contraire à la propriété fondamentale des surfaces sphériques.
Remàkqde. Les deux moitiés de surface sphérique, séparées par une circonférence de grand cercle , portent le nom à! hémisphères,
«64. Lorsqu'un diamètre AB (flg. 465) est pris pour l'axe de révolution d'une surface sphérique , le plan mené perpendiculairement à cet axe par le centre 0 de la sphère coupe cette surface suivant une circonférence de grand cercle MNPQ, à laquelle on donne le nom A^équateur, Les extrémités A et B de l'axe prennent le nom de pôles. Les cercles déterminés par des plans parallèles à l'équateur se nomment des cercles parallèles^ ou simplement des parallèles; tels sont les cercles nwpg, m'n'f/q^, etc. Les cercles déterminés par des plans qui passent suivant 1 axe de la sphère, se nomment des cercles méridiens^ ou simplement des méridiens; tels sont les cercles AMB, ANE, APB, etc.
Toutes ces dénominaUons sont empruntées )i la Géographie.
Le globe que nous liabUons peut être considéré comme sensiblement sphérique) les aspérilés que produisent sur sa surface les montagnes les plus éleféis sont, pour ainsi dire. Inappréciables par rapport à la grandeur de son rayon, puisque peu d'entre elle» dépassent en hauteur la millième partie de ce rayon. La droite autour de laquelle s'exécute le moUTemenl de rotation diurne qui produit le jour et la nuit se nomme Vaste de la terre; les extrémités de ret axe •ont les pôUs; le plan mené par le centre de la terre perpendiculairement à son axe esi le plan de Véqualeur : lorsque le soleil est dans ce plan , la durée de la nuit est égale k celle du jour dans louies les parties du globe.
On divise la circonférence de Téquateur en degrés, minutes et secondes. Par tous les points de division , et par l'axe de la terre , on suppose menés des plans qui coupent la surface sphérique suivant les eercla méridient» Ces cercles sont ainsi nommés parce que , quand le soleil se trouve dans le plan de l'un d'eux , a est midi ou minuit pour tous les lieux du globe par lesquels passe ce cercle.
Pour indiquer sous quel méridien se trouve un lieu du globe, il suffit donc d'indiquer par quel point de division de l'équateur passe ce méridien. Le point de départ de ces divisions correspond, suivant les géographes français, au méridien qui passe par l'Observatoire de Paris, et suivant les géographes anglais, à celui qui passe par rObservaloire de Grecnvrich ; on prend souvent aussi pour point de départ un méridien qui passe par Tlle de Fer, Tune des Canaries. Quel que soit le point de départ que l'on adopte, on indique le méridien d'un lieu
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en énonçant le nombre de degrés et fractions de degré, comptés aur Téquateur, qui sont compris entre ce méridien et celui qui sert de point de départ. Ces degrés ont reçu le nom de degrés de longitude.
Dire, par exemple, que le cap de Bonne- Espérance est situé à t&^AS'ée longitude est de Paris, c'est dire que la distance entre le méridien de Paris et celui du cap, comptée sur Téquateur, en allant de Touest à Test, est de 16*2' 4à'.
Chaque méridien est divisé en deux parties égales par Taxe de la terre, puisque cet axe est un diamètre de ce méridien ; ce même méridien est aussi coupé en deux parties égales par l'équaleur, puisque ce sont deux grands cercles. D'ailleurs, le diamètre commun de ces deux grands cercles étant dans le plan de l'équateur, l'axe de la terre lui est perpendiculaire; or, deux diamètres perpendiculaires partagent une circonférence en quatre parties égales. Il suit de là que chaque méridien est divisé en quatre parties égales par les pdies et par l'équateur. Chaque méridien se divise en 360*; la distance du pôle à l'équateur, comptée sur un méridien quelconque , est donc de 90*. Par tous les points de division , on suppose menés des plans parallèles au plan de l'équateur ; ces plans coupent la surface sphérique suivant des petits cercles auxquels on donne le nom de cercles parallèlet , ou simplement de parallèles ; pour tous les lieux situés sur un même parallèle , la marche annuelle du soleil est la même.
Pour Indiquer sous quel parallèle se trouve un lieu du globe ^ Il suffit d'énoncer le nombre de degrés et fractions de degré , comptés sur un méridien , qui sont compris entre l'équateur et ce parallèle. Ces degrés ont reçu le nom de degrés de latitude.
Dire, par exemple, que la latitude de Paris est de 48*' SO' 14' nord , c'est dire que la distance entre l'équateur et le parallèle de Paris, comptée sur le méridien, en allant de l'équateur vers le pôle nord , est de 48* ôO' 14'.
On voit qu'un Heu du globe est parfaitement déterminé quand on connaît sa longitude , sa latitude et le sens dans lequel chacune d'elles est comptée ; car dès lors on connaît le méridien et le parallèle sous lesquels ce lieu est situé : ces deux circonférences se coupent en deux points ; mais le sens suivant lequel sont comptées sa longitude et sa latitude ne laisse aucune Incertitude dans le choix de celui qu'il convient d'adopter.
Quelques-uns des cercles parallèles à l'équateur ont reçu des noms particuliers. Ceux qui sont situés à 23* 28' environ de l'équateur, au nord et au sud, se nomment les tropiqties ; ces cercles sont ceux que le soleil , dans son mouvement apparent annuel, ne dépasse jamais, et dans le plan desquels il parait se mouvoir à l'époque des solstices. Le tropique nord se nomme le tropique du Cancer, et le tropique sud , tropique du Capricorne.
Les cercles parallèles situés, au contraire, à 23* 28' de chaque pôle se nomment les cercles polaires; pour les lieux du globe situés sous ces cercles, il y a 24 heures de jour à l'époque de l'un des solstices, et 24 heures de nuit à l'autre. Entre les cercles polaires et les pôles, l'inégalité des jours et des nuits est encore plus considérable ; et aux pôles il y a 6 mois de jour et 6 mois de nuit. Le cercle polaire voisin du pôle nord se nomme cercle polaire arctique , et celui qui est voisin du pôle sud se nomme cercle polaire antarctique.
Les astronomes, considérant la voûte céleste comme une surface sphérique» la divisent aussi par des cercles méridiens et par des cercles parallèles. Les étoiles paraissent faire en 24 heures une révolution, d'orient en occident, autour d'une droite fictive qu'on appelle Vaxe du monde. Les points où cet axe perce la voûte céleste sont les pôles du ciel. Le plan, perpendiculaire 2i l'axe, qui coupe la sphère céleste en deux hémisphères égaux , se nomme Véquateur céleste. Les plans qui passent par l'axe du monde coupent la sphère céleste
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suivant des cercles méridiem ; ti ceux qui sont perpendiculaires à cet axe la coupent suivant des cercles parallèles.
La distance , comptée sur l'équaleur, entre le méridien d'une éloile et le méridien qui passe par un certain point de l'équateur nommé équinoxe du printemps , est ce que i'on nomme Vascension droite de celte étoile. La distance, comptée sur le méridien, entre l'équaleur et le parallèle de cette même étoile, est ce qu'on nomme sa déclinaison. On voit que la position d'une étoile dans le ciel est déterminée par son ascension droile et sa déclinaison , comme celle d'un point du globe est déterminée par sa longitude et sa latitude. Les astronomes réservent ces deux dernières dénominations pour les distances des étoiles rapportées, non plus à l'équateur, mais à Vécliptique, c'est-à-dire au cercle suivant lequel la sphère céleste est coupée par le plan de Yorbite de la terre prolongé , ou , en d'autres termes , par le prolongement du plan dans lequel le centre de la terre exécute sa révolution annuelle.
5€S. Lorsque les archilecles ont à construire une surface sphérique , telle que le dôme d'un monument , l'équateur de celte surface , lequel est alors liorizontal , est délermioé d'avance. Sur l'un des diamètres de l'équateur ils élèvent, en cliarpente, un demi-cercle vertical semblable à celui de la figure 438* ce demi-cercle est un méridien ; ils élèvent de la même manière une série d'autres méridiens verticaux, dont le nombre dépend de l'étendue de la sphère; tous ces méridiens viennent se croiser suivant un même rayon vertical. Ils réunissent alors les circonférences de ces méridiens par des poutrelles horizontales, courbées en arc de cercle , dont la réunion forme une série de cercles parallèles a l'équateur. Les méridiens et les parallèlles sont assez multipliés pour que les espaces quadrangulaires formés par l'intersection de ces cercles puissent être sans erreur sensible considérés comme plans. C'est sur ce système de charpente que vient s'établir la maçonnerie , dont la surface inférieure est alors sensiblement sphérique.
La surface extérieure du dôme est rendue sphérique de la même manière. Quelquefois, le ddme se réduite une toiture soutenue par une construction en fer-, celle-ci est également composée de cercles méridiens et de cercles parallèles.
Enfin , c'est d'après les mêmes principes que l'on construit la voûte sphérique de certains berceaux en treillage, dont on décore les Jardins.
On obtient, à l'aide du tour, les surfaces sphériques de petit rayon; pour cela , tandis que la pièce qu'on veut rendre sphérique tourne autour d'un axe constant, on fait mouvoir la pointe de l'outil suivant une demi-circonférence dont cet axe est le diamètre. C'est ainsi que s'obtiennent les billes de billard , les boules en cuivre qui servent d'ornement aux grilles et aux rampes d'escalier, etc.
S6G. Théorème. Deux surfaces sphériques de même rayon sont égales.
Eq effet, si Ton fait coïncider leurs centres, aucun point de Tune des deux surfaces ne pourra tomber en dehors ou en dedans de l'autre; car autrement il y aurait des points inégalement distants du centre, ce qui est contraire à la nature des deux surfaces.
Remarque. Pourvu que les centres coïncident, la coïncidence des deux surfaces aura lieu, quelle que soit la manière dont on les fasse tourner autour de ce centre.
Applications. 1. C'est en vertu de Tégalilé par coïncidence qu'on emploie le
moulage pour produire les surfaces sphériques; les boulels employés daBs^l'arlillerle s'obliennenl de celle manière.
II. G'esl sur le principe énoncé dans la remarque ci*dessus qu*esl fondé le genou à coquilles (flg. 466), au moyen duquel la planchelle, le graphomèlre el plusieurs aulres inslrumenls s'arllculenl avec leur support L4nslrumenl est fixé à une lit^e perpendiculaire ^ son plan , laquelle lige esl lerminée ellemême par une sphère. Le supporl esl armé , à sa par lie supérieure , de deux coquilles hémisphériques de môme rayon que la sphère qui lermine la lige. On sépare ces coquilles; on inlrodtiil enlre elles la sphère doul nous parlons; on resserre ensuile les coquilles à l'aide d'une vis de pression. Les deux surface» sphériques coincidenl alors , quelle que soit la direclion que prenne la lige ; ce qui permet de donner au plan de l'inslrumenl toutes les positions désirables.
867. Théorème. Les lignes courbes que l'on trace sur une sphèrif, au moyen d'un compas» sont des circonférences de cercle,
( On emploie pour cet usage un compas à branches recourbées (fig. 467), que l'on nomme dans les arts compas d'épaisseur, et que l'on pourrait appeler compas sphérique.)
Soit àBD (Hg. 454), la courbe décrite sur une sphère par l'une des pointes d'un compas dont Tautre pointe est demeurée en P. Soit 0 le centre de la sphère. Joignons PA, PB, OA, OB. Les droites ÂP et PB sont égales, puisque la distance rectiligne des pointes du compas n'a pas varié; d'ailleurs, OA et OB sont égaux comme rayons. Les triangles PAO , PBO ont donc leurs trois côtés égaux chacun à chacun , et sont égaux. Il en résulte que l'angle AOP est égal à l'angle BOP.
Dans le triangle PAO, abaissons du point A sur OP la perpendiculaire AC , et joignons CB. Les triangles AOC et BOC ont un angle égal AOC = BOC, un côté commun OC, et un côté égal AO=:OB; ces triangles sont donc égaux. Il s'ensuit que BC est perpendiculaire sur OP. Le plan des droites AC et CB est donc perpendiculaire lui-même sur OP ; et comme le point B est un point quelconque de la courbe ABD, il en résulte que tous les points de celte courbe sont dans le plan mené par le point C perpendiculairement à OP. Cette courbe est donc l'intersection de ce plan avec la surface sphérique ; donc c'est une circonférence de cercle qui a son centre au point C (561).
Corollaire I. Réciproquement : Toute circonférence ABD tracée sur une sphère peut être supposée décrite par la pointe mobile d'un compas, dont la pointe immobile serait placée à V extrémité P du rat/on OV perpendiculaire au plan ABD.
Car le point P, étant situé sur la perpendiculaire élevée au plan du cercle ABD par son centre C (561, Coroll. II), est à égale distance de tous les points de sa circonférence (406).
CoROLLAiRB II. Tous Ics ccrcles parallèles MNPQ , mnpq ^ m'n'p'q^, etc. (fig. 45ô), pourmeut ôtr§ décrits à l'aide d'un com-
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pu» dont la pqiote immobile serait placée au point A ou au point B, extrémité du diamètre AB perpendiculaire aux plans de ces cereles, Et comme les points A et B sont des pôles , par rapport au grand cercle MNPQ considéré comme équateur, on dit aussi qu'ils sont les pôles des parallèles tnnpq^ mWp'q'y etc. ; et Ton nomme ainsi pôles d'un petit cercle les extrémités du diamètre perpendiculaire à son plan.
On dit, dans ce sens , que le cercle mnpq^ par exemple, peut être décrit du point A comme pôle.
CoROiLAïas IIL L'équateur MNPQ peut être décrit des points A ou B comme pôles , avec une ouverture de compas égale à la dis* tance rectiligne AM, c'est-à-dire à la corde du guadrans de grand cercle km'mM, Et réciproquement, tout cercle MNPQ, décrit d'un point A comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans d'un grand cercle de la sphère , est un grand cercle de cette sphère. Car si l'on joint un point M de ce cercle au centre 0 de la sphère, et qu'on fasse passer par le point M un méridien AMB, Tare AmM, sous-tendu par la droite AM, égale à la corde d'un quadrans de grand cercle, est un quadrans du méridien AMB; l'angle MOA est donc droit. Le point M étant un point quelconque de la circonférence MNPQ, il suit de là que tous les points de cette circonférence sont dans le plan mené par le point 0 perpendiculairement à AO, et que, par conséquent, cette circonférence est celle d'un grand cercle.
SG8. Problème. Trmver par une construction graphique le rayon d'une sphère donnée.
Tracez, d*un pôle P (fig. 454) pris arbitrairement sur la sphère donnée, un petit cercle ABD. Marquez sur la circonférence de ce cercle trois points à volonté. Au moyen du compas sphérique, prenez les distances rectilignes mutuelles de ces trois points. Avec ces (rois distances construisez un triangle sur un plan , et circonscrivez un cercle à ce triangle. La circonférence de ce cercle sera égale h la circonférence ABD.
Soit abd{ÛQ, 458) cette circonférence. Menez un diamètre ad et une droite XY perpendiculaire sur le milieu c de ce diamètre. Du point a comme centre, avec l'ouverture de compas AP, qui a servi a décrire du pôle P la circonférence ABD, décrivez un arc qui coupera XY en un point p. Le triangle acp sera égal au triangle ACP , car ces triangles sont rectangles , et ont l'hypoténuse égale et un côté égal KC=ac, comme rayons de cercles égaux. Il en résulte que l'angle apc est égal à l'angle APC. Sur le milieu • de ap élevez la perpendiculaire io qui coupera cX en o; la distance oa serji le rayon cherché. Car on aura op^^oa; les deux triangles AOP et aop Seront éjfaux comme étant tous deux isocèles , ayant les bases AP
et ap égales , Tangle apc égal à APC, et par suite le second angle à la base pao égal à PAO. Par conséquent, le côté oa est égal au côté OA, c'est-à-dire au rayon cherché.
tt(l9. Problème. Par deux points donnés ketJi (fig. 459) surnne sphère, faire passer un arc de grand cercle.
Soit 0 le centre de la sphère.'On peut toujours supposer qu'on ait déterminé le rayon de cette sphère , et par suite la corde du quadrans d'un grand cercle.
Cela posé, du point A comme pôle, avec une ouverture de compas égale à celte corde du quadrans, décrivez l'arc de grand cercle Pm. Du point B comme pôle, avec le môme rayon, décrivez l'arc de grand cercle P« qui coupera le premier en un point P. Imaginons qu'on ait tiré les rayons OA,OB et OP. Le plan du grand cercle mV est perpendiculaire au rayon OA qui aboutit à son pôle (667, Coroll. 1). De même le plan du grand cercle nP est perpendiculaire au rayon OB. Ces deux plans sont donc perpendiculaires au plan des rayons OA et OB (444, Coroll. I) ; leur intersection OP est donc elle-même perpendiculaire à ce plan (445). 11 en résulte que le point P est le pôle du grand cercle qui passe par les points A et B. Ainsi le grand cercle décrit du point P comme pôle (avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans) passera par les points A et B.
Remarque. Cette construction peut aussi servir à prolonger un arc de grand cercle déjà tracé sur la sphère.
870. Problème. Par vnpoinil (fig. 460) pris sur un arc de grand cercle, ÂB , faire passer un second arc de grand cercle, dont le plan soit perpendiculaire au plan du premier.
Soit 0 le centre de la sphère. Prolongez , s'il est nécessaire, l'arc donné, au moyen de la construction indiquée dans le numéro précédent. Du point I comme pôle, avec une ouverture de compas égale à la corde du quadrans , décrivez un petit arc qui coupe AB prolongé en un certain point P. Du point P comme pôle, avec le même rayon, décrivez l'arc IM; ce sera l'arc de grand cercle demandé.
En effet, si Ton mène le rayon OP, ce rayon sera perpendiculaire au plan de l'arc du grand cercle IM (867, Coroll. I). Le plan de l'arc AB qui passe par ce rayon sera donc perpendiculaire au plan de rare IM (444).
I 871 . Lemme. Le lieu des points de l'espace situés à égale distance des deux extrémités d*une droite donnée AB (fig. 461), est le plan PQ mené perpendiculairement à cette droite par son milieu I.
En effet : soit C un point pris dans le plan PQ ; joignons CA, CB, CI. La droite AB étant perpendiculaire au plan PQ, est perpendiculaire à CI qui passe par son pied I dans ce plan. Les droites CA
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et CB sont donc égales, comme obliques s'écartant également du pied de la perpendiculaire CI ; donc : V Tout point pris dans le plan PQ est également distant des points A et B.
Soit, en second lieu, D un point pris hors du plan PQ; joignons DA et DB ; celte dernière droite percera le plan PQ en un point C. Joignons AC. On aura
DA<DC + CA
Mais on peut remplacer CA par CB qui lui est égal en vertu de la première partie de la démonstration ; il vient donc
DA<DC+CB ou DA<DB.
Donc : 2* Tout point pris hors du plan PQ est inégalement distant des points A et B.
Donc enfin : le plan PQ est le lieu des points également distants de A et de B.
Corollaire. Sur une sphère , le lieu des points situés à égale dis^ tance des extrémités d'un arc de grand cercle AB (fig. 462) , est la circonférence de grand cercle MM' qui passe par le milieu C de l'arc AB et dont le plan est perpendiculaire à celui de cet arc.
Car, soit 0 le centre de la sphère; tirons la corde AB, et le rayon CO qui la coupera en son milieu I et lui sera perpendiculaire. Les plans OAB et OMM' étant perpendiculaires , la droite AB menée dansTun d'eux perpendiculairement à leur intersection commune OC est perpendiculaire à l'autre. Le plan OMM' est donc perpendiculaire sur le milieu de la droite AB, et est par conséquent le lieu des points situés à égale distance de A et de B. Donc l'intersection de ce plan avec la sphère , c'est-à-dire la circonférence MM' , est le lieu des points de la surface sphérique situés à égale distance de A et de B.
872. Problème. Diviser en deux parties égales un arc de grand cercle AB (6g. 462).
Des points A et B comme pôles , avec une ouverture de compas arbitraire , décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en un point M. Des points A et B, avec une ouverture de compas arbitraire, décrivez de même deux autres arcs qui se coupent en un point M'. Joignez les points M et M' par un arc de grand cercle (569) ; il coupera le premier en un point C qui sera le milieu de Tare AB.
Car, chacun des points M et M' étant , d'après la construction , à égale distance des points A et B, est situé sur la circonférence de gi-and cercle qui passe par le milieu C de AB, et dont le plan est perpendiculaire à celui de l'arc AB.
575. Problème. Par trois points donnés sur une sphère, faire passer une circonférence de cercle,
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Tout se réduit à trouver le pôle de cette circonférence. Soient A , B , C (fig. 462 ) , les trois points donnés. Par les points A et B, faites passer un arc de grand cercle (S69). Par les points B et C, faites de même passer un arc de grand cercle. Par le milieu I de Tare AB faites passer un arc de grand cercle Im dont le plan soit perpendiculaire au plan de Tare AB (o70) ; par le milieu H de Tare BC, faites passer de même un arc de grand cercle Hn, dont le plan soit perpendiculaire au plan de Tare BC. Le point P où ces deux arcs se rencontreront sera le pôle cherché; car, en vertu du lemme précédent , ce point sera à égale distance des deux points A et B et des deux points B et C , c'est-à-dire à égale distance des trois points donnés.
Remarque. Les grands cercles dont les arcs Im et Hn font partie se coupent en deux points qui tous deux sont les pôles delà circonférence demandée.
B74. Trois arcs de grand cercle qui se coupent deux à deux, AB, AC, BC (fig. 464), déterminent ce qu'on nomme un triangle sphérique. Dans un pareil triangle , on donne le nom de côtés aux arcs AB, AC, BC, et le nom d'angles aux angles dièdres formés par les plans de ces arcs.
Si Ton joint les trois sommets A , B , C , au centre 0 de la sphère, par les rayons OA, OB , OC, on forme un angle trièdre OABC qui a ce centre pour sommet. Ses angles dièdres sont précisément les angles du triangle sphérique ABC, et ses faces ont pour mesure les côtés de ce triangle, puisque ces côtés sont des arcs décrits de leur sommet commun 0 avec un même rayon. Toutes les questions relatives à la comparaison des triangles sphériques se ramènent donc à des questions relatives à la comparaison des angles trièdres. Et les propositions relatives aux angles trièdres s'appliquent aux triangles sphériques , pourvu qu'on remplace le moi J ace par le mot cétés, et les moi^angles dièdres par le mot angles. On a ainsi les proportions suivantes, qu'il nous suffira d'énoncer, en renvoyant aux propositions analogues concernant les angles trièdres :
L Dans un triangle sphérique quelconque , chaque côté êsi plus petit que la somme des deux autres, et plus grand que leur di/f^ rencf (485),
IL Dans tout triangle sphérique, la somme des trois côtés est moindre qu'une circonférence de grand cercle (laquelle mesure quatre angles droits) (487).
III. Dans tout triangle sphérique, la somme des angles est phts grande que deux angles droits et moindre que six (488).
IV. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques* qnnml ils ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun (480, CoroH.) .
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On pourra résoudre, comme au numéro citét ce problème : Étant donnés les trois côtés d'un triangle sphérique, trouver ses angles.
V. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques), quand ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun (490, Coroll.).
On pourra résoudre, comme au numéro cité, ce problème: Étant donnés deux côtés d'un triangle sphérique et l'angle qu'ils comprennent, trouver le troisième côté, et les deux autres angles.
VI. Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques) quand ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun (491,CoroU.).
On pourra résoudre, comme au numéro cité, ce problème: Étant donnés un côté d'un triangle sphérique et les deux angles adjacents, trouver le troisième angle et les deux autres côtés,
VIL Deux triangles sphériques sont égaux (ou symétriques), quand ils ont leurs trois angles égaux chacun à chacun (489, Coroll.).
On pourra résoudre , comme au numéro cité , ce problème : Étant donnés les trois angles d'un triangle sphérique, trouver ses côtés,
VIIL On pourra résoudre, comme au n*494, ce problème : Étant donnés deux côtés d'un triangle spMrique et l'angle opposé à l'un d'eux, trouver le troisième côté et les deux autres angles,
IX. Enfin, on résoudra, comme au n<» 495, ce problème : Étant donnés deux angles d'un triangle sphérique, et le côté opposé à l'un d'eux, trouver le troisième angle et les deux autres côtés.
Remarque. Dans toutes les propositions relatives à la comparaison des triangles spbériques, il s'agit toujours de triangles tracés sur une môme sphère , ou sur des sphères de même rayon.
875. Théorème. La ligne la plus courte que l'on puisse mener d'un point kàun autre B (fig. 465) sur la surface d'une sphère, est l'arc de grand cercle AB qui joint ces deux points.
Soit en effet AmlnCpH^B une courbe quelconque tracée sur la sphère, du point Â au point B. Prenons un point C sur cette courbe, et menons les arcs de grand cercle CA et CB. Dans le triangle sphé*rîque ABC, on aura (574, Proposition 1) : AB<AC + CB.
Prenons entre A et C un point I, et entre C et B un point H sur la courbe, et joignons lA, IC, HC, HB. Nous aurons, en vertu de la même propriété des triangles sphériques :
AC<AI+IC et CB<CH+HB, d'oàrésttlta AB<AI+IG + CH-f HB«
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En oontîDuant à prendre des points intermédiaires et à les joindre aox précédents, on formerait une suite de lignes polygonales sphériques toutes de plus en plus grandes; et comme elles ont évidemment pour limite la courbe kmlnCpliqB , cette limite elle-même est plus grande que ÂB.
S76. Applications. La considéralion des triangles spbériques trouve une applicalion conUnuelle dans la géodésie et dans rastronomie. Pour en donner un exemple, supposons que l'on propose ce problème :
Étant données les longitudes L et V et les latitudes 1 et V de deux points M et M' du globe (fig. 466], situés dans V hémisphère nord et à Vest du méridien de Paris, trouver la plus courte distance de ces points sur la surface terrestre,
La plus courte dislance cherchée est l'arc de grand cercle MM' qui passe par ces deux points. Soient PMm et PM'm' les méridiens des deux points donnés, mm' l'arc de Téquateur compris entre ces méridiens , Pie pdIeetO le centre de la terre. L'arc cherché MM' et les portions PM et PM' des deux méridiens forment un triangle sphérique dans lequel on connaît : 1<* le côté PM, car on a PM=Pm— Mm=90*— î; 2" le côté PM', car on a de même PM'= Pm'— Mm'=90»— i'; 3" l'angle MPM', car l'axe OP du globe étant perpendiculaire au plan de Téquateur , et par conséquent , aux rayons Om et Om', Tan^fe de ces rayons, ou l'arc mm' compris entre ces côtés, mesurent l'angle dièdre des deux méridiens^ c'est-à-dire l'angle MPM' du triangle sphérique. Or, cet arc mm' est évidemment la difTérence entre les longitudes données L' et L. On connaît donc dans le triangle sphérique PMM' deux côtés et l'angle compris, et il s'agit de déterminer le troisième côté; c'est le problème du n* 490.
La valeur du troisième côté s'obliendra ainsi en degrés et fractions de degré, puisque après l'avoir déterminé graphiquement on pourra le mesurer au rapporteur. Mais il sera facile d'en déduire la longueur de l'arc MM' en myriamètres ; car si Ton nomme d l'expression de ce troisième côté en degrés et frac- Uons de degré , et R le rayon de la terre , on aura •
MM':27cR::d:360»,
d'où MM'=B2^52<i,
Si, par exemple, on a trouvé d=r3l<'l5'ou 1875', comme on a R=636"*',62, on en déduira, en réduisant les 360^ en minutes,
iaMi^^X3&5X636-y%62 X 1875_,,„, _ "** - 113X21000 -^* '^^•
REXAftQUE. Nous avons supposé que les deux points donnés étaient situés tous deux dans l'hémisphère nord, et à l'est du méridien de Paris, auquel les longitudes sont supposées rapportées. Si l'un de ces points, le point M par exemple, était situé dans l'hémisphère sud, sa distance au pôle nord serait 90*4- ^ au lieu de 90*— 2. Si l'un de ces points, le même point N par exemple , était situé à l'ouest du méridien de Paris , la distance en longitude des deux points donnés serait L' + L, au lieu d'être L'— L.
577. Si Ton voulait, par quatre points donnés, non situés dans un même plan, faire passer une surface sphérique, tout se réduirait à en déterminer le centre. Pour cela, on chercherait le centre du cercle qui passe par trois des points donnés, et par ce centre on élèverait une perpendiculaire au plan de ces trois points; cette per-
pendiculaire passerait évidemment par le centre de la sphère demandée (B61, Coroll. II). On se procurerait de la même manière une seconde droite passant par le centre; l'intersection de ces deux droites déterminerait le point cherché.
578. Théorème. Tout plan Mi\ (fig. 467), perpendiculaire à t extrémité d'un rayon OA d'une sphère, est tangent à cette sphère.
Car si Ton joint le centre 0 de la sphère à un point quelconque B du plan , autre que le point A , Toblique OB sera plus longue que la perpendiculaire OA; le point B est donc situé hors de la sphère. Et comme ce point B est quelconque, il en résulte que le plan ne peut avoir que le point A commun avec la surface sphérique , et lui est, par conséquent , tangent en ce point.
579. THÉoaÈiiE. Tout plan MN (fig. 467), tangent en k à une surface sphérique, est perpendiculaire au rayon OA qui aboutit au point de tangence.
Car tous les points de ce plan tangent, à l'exception du point de tangence A, sont situés hors de la sphère. La droite OA est donc la plus courte distance du point 0 à ce plan ; cette droite est donc la perpendiculaire abaissée du point 0 sur ce plan (405, Coroll.).
Remarque. Lorsque deux plans tangents à une même sphère sont parallèles, les points de contact sont les extrémités d'un même diamètre ; car le diamètre mené perpendiculairement à l'un de ces plans est nécessairement perpendiculaire à l'autre, et ses extrémitéâ sont les points de tangence , d'après le théorème qui précède.
11 suit de là que ce diamètre est précisément égal à la distance des deux plans tangents.
Applications. I. La remarque qui précède fournit un moyen de mesurer le diamèlre d'une sphère donnée. Pour cela, on dispose deux plans verticaux pa* rallèles sur un même plan horizontal , de manière à pouvoir faire varier et mesurer leur distance. On interpose entre ces plans la sphère dont il s'agit; on rapproche les plans jusqu'à ce qu'ils soienl tangents tous deux ; et leur distance, mesurée par la perpendiculaire commune à leurs traces horizontales, est la longueur du diamètre cherché.
II. L'horizon sensihle pour chaque point de la surface du glohe est le plan tangent à celte surface , mené par le point que Ton considère. Chaque lieu du globe a donc son horizon particulier. La verticale de chaque lieu étant perpendiculaire à l'horizon , chaque lieu a donc aussi sa verUcale particulière. Si la terre élait parfaitement sphérique , toutes ces verticales iraient concourir au centre du globe.
586. L'intersection d'une surface sphérique et d'une surface cylindrique de révolution est , en général , une courbe à double courbure. Celle intersection se compose de deux courbes distinctes lorsqu'il y a pénétration, c'est-Vdlre quand toutes les génératrices de la surface cylindrique rencontrent la sphère. Elle se compose d'une seule courbe quand il y a arrachement, c'est-à-dire quand une partie seulement de ces génératrices rencontrent la sphère. Quand il y a pénétration et que l'axe de la surface cylindrique passe par le centre
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delà iplière, l'Intersection se compose de deux chrconférenoee 6galei ¥la directrice de la surface cylindrique.
ApPLir.ATio«. Les archilecles ont à construire l'intersection d'une surface cylindrique avec une surface spliérique, lorsqu'ils veulent pratiquer une fenélre cintrée sur un dôme , ou lorsqu'une voûte en berceau doit déboucher dans une voûte spliérique.
ttSI. SI par tous les points de Téquateur d'une sphère on mène des parallèles à Taxe, chacune d'elles est tangente è un méridien, et toutes ces parallèles forment une surface cylindrique qui a réquateur pour directrice, et qui est tangente à la sphère.
Comme tous les grands cercles peuvent être pris indifféremment pour réquateur, chacun d'eux peut déterminer une surface cylindrique égale à la première. Il en résulte que, lorsqu'une surface cylindrique est tangente à une sphère, la première de ces surfaces peut tourner comme on voudra autour de son axe , et la seconde autour de son centre, sans que le contact cesse d'avoir lieu.
AprucATioNs. I. C'est d'après ce principe que l'on emploie dans les arU, et notamment dans l'artlUerle , des calibres cylindriques pour vérifier le diamètre des spbères.
II. Les rayons solaires qui viennent raser une surface sphérique forment une surface cylindrique de révolution tangente à la sphère; car ces rayons peuvent être considérés comme parallèles, è cause de l'éloignement du soleil. La ligne de séparation entre l'ombre projelée par la sphère sur une autre surface quelconque et la partie éclairée est donc l'intersecUon de celte dernière surlace avec une surface cylindrique.
Ainsi, le contour de l'ombre qu'une boule sphérique éclairée par le soleU projette sur un plan, est l'intersection d'une surface cylindrique de révolullon et d'un plan, c'esl-Wire une ellipse . dans le cas le plus général.
L'ombre qu'une pareille boule projette sur une muraille cylindrique ou conique fournira:* Pexemple de l'intersection de deux surfaces cylindriques, ou d'une surfaee cylindrique et d'une surface conique.
Si eette ombre était projetée sur une sphère, on aurait un exemple de l'Intersection d'une surface cylindrique et d'une surface sphérique.
III. Deux de ces exemples d'intersecUon se rencontrent dans le tracé de l'ombré d*une niehê (fig. 468). On sait que les niches destinées k recevoir des •Utues présentent une portion de surface cylindrique qui se raccorde avec un quart de sphère, c'est-i-dire qui est tangente è cette sphère. L'intersection de eette dernière avec le plan du mur dans lequel la niche est pratiquée est une demi-circonférence. L'mcUnaison des rayons solaires peut être telle que l'ombre de cette demi-circonférence se projette , en partie , sur la surface cyUndrique, et, en partie, sur la sphère. Mais la surface cylindrique formée par les rayons solaires qui viennent raser cette demi-circonférence est une surface cylindrique oblique.
S82. L'intersecUon d'une surface conique de révoluUon avec une sphère est généralement une courbe à double courbure. Celle inler&ecUon se comjKïse de deux courbes distinctes, lorsqu'il y li pénétration, c'est-à-dire quand toutes les génératrices de la surface conique renconlrent la sphère. Mais ici la courbe d'enirée diffère de la courbe de sortie , circonstance qui n'a pas lieu dans l'interseclion d'une surface cylindrique de révolution avec une autre surface cylindrique de révolution ou avec une sphère. Quand l'axe de la surface conique
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paM6 par le centre de ta sphère , rinterftecUon se compose de deux circonférences inégales, situées dans des plans perpendiculaires k l'axe de la surface conique.
Applications. I. Les architectes ont quelquefois à pratiquer des ouvertures à Toutes coniques dans un dôme; mais ordinairement l'axe de la surface conique ya passer par le centre de la sphère, en sorte que rintersection est une circonférence de cercle.
II. La perspective oflhre aussi une application de llntersecilon qui nous oocupe. Lorsque le plan du lableau est remplacé par une surface sphérique, comme cela arrive lorsqu'il s'agit de peindre une coupole , la perspective du contour d'un objet supposé placé au delà de cette coupole est rintersection de la surface sphénqiie avec la surface conique que forment les rayons visuels menés de l'œil du spectateur aux différents points de ce contour.
S85. Si, par un point pris sur le prolongement de l'axe d'une surface spbérique , on mène des tangentes à tous les méridiens, ces tangentes auront évidemment même longueur, les points de contact seront également distants de l'axe , et formeront la circonférence d'un petit cercle, dont le plan sera perpendiculaire à cet axe. Les tangentes elles-mêmes formeront une surface conique, qui sera tangente à la sphère.
Applications. Les rayons partis d'un point lumineux qui viennent raser une sphère forment une surface conique de révolution. La séparation entre l'ombre que projette ceUe sphère sur une surface quelconque et la partie éclairée est l'intersecUon de celle dernière surface avec la surface conique en question.
Ainsi le contour de l'ombre qu'une boule sphérique éclairée par une bougie projette sur un plan, est rintersection d'une surface conique et d'un plan, c'està-dire un cercle, une ellipse, une parabole ou une hyperbole , suivant la position du plan.
L'ombre qu'une pareille boule projette sur une surface cylindrique ou conique fournirait l'exemple de l'inlerseclion d'une surface cylincTrique et d'une surface conique , ou bien de deux surfaces coniques. Si cette ombre était projetée sur une sphère, on aurait un exemple de l'intersection d'une surface conique et d'une surface sphérique.
584. TfiÉORèinB. Deux surfaces sphériques ne peuvent se couper que suivant une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres.
Car soient 0 et C (fig. 469) leurs centres, M et M' deux points communs aux deux surfaces. Tirons les rayons OM, CM, OM', CM'; joignons OC ; abaissons sur OC la perpendiculaire MP, et joignons M'P. Les triangles OMC et OM'C ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun ; ils sont donc égaux ; et il en résulte que Tangle MOC est égal à l'angle M'OC. Les triangles OMP et OM'P ont, par conséquent, un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun ; ils sont donc égaux , et Tangle OPM' est droit comme Tangle OPM.
I! suit de là que les points M et M' appartiennent au plan mené par le point P perpendiculairement à OC ; et comme ces points sont deux points quelconques communs aux deux sphères, il en résulte
que tous les points communs sont dans le plan dont nous parlons, et forment, par conséquent, l'intersection de ce plan avec la sphère, c'estr-à-dire une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres OC.
Corollaire I. Lorsque deux surfaces sphériques ont un point M commun hors de la ligne des centres, elles se coupent; car si Ton £edt tourner le triangle OMC autour de OC, dans toutes les positions de ce triangle, le point M appartiendra aux deux sphères.
Corollaire II. Lorsque deux surfaces sphériques sont tangentes Tune à Tautre, le point de contact est situé sur la ligne des centres, car s*il était situé au dehors, les deux surfaces se couperaient.
Corollaire III. En examinant les diverses positions relatives que peuvent avoir deux sphères, on reconnaît que les conditions de contact ou d'intersection de deux cercles sont applicables à deux sphères.
Application. Dans une pile de boulets, d'obus ou de bombes, toutes les surfaces sphériques de ces projectiles sont taugenles entre elles.
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DEUXIÈME SECTION
CHAPITRE PREMIER
DU tAtEAÀDIBS,
tt8S. Il faut au moins quatre plans pour limiter en tous sens une portion de l'espace; car si, avec trois plans, on forme un angle trîëdre , Vespace compris entre ses trois faces restera illimité dans le sens opposé au sommet ; et pour le limiter dans ce sens, il faudra couper les trois faces par un quatrième plan. Le corps géométrique que Ton obtient ainsi a reçu le nom de tétraèdre (fig. 470). Les quatre plans qui forment un tétraèdre s'appellent ses faces; ces quatre faces sont des triangles.
Dn tétraèdre présente autant d'angles trièdres qu'il a de faces, c'est-à-dire quatre. Les angles dièdres formés par ces foces sont au nombre de six; il y a, par conséquent, six arêtes dans un tétraèdre. Le nombre total des angles plans dont se composent les faces est de douze.
Si l'on suppose que l'une des faces d'un tétraèdre SÂBC.(fig. 470), la face ABC par exemple, soit posée sur un plan horizontal, cette face sera ce que l'on nomme la hase du tétraèdre, et le sommet S de Tangle trièdre opposé à cette base sera le sommet du tétraèdre. U n'est pas nécessaire néanmoins qu'une face soit horizontale pour pouvoir être considérée comme base, il suffit de concevoir qu'elle puisse le devenir. Ainsi, l'on pourrait regarder la face SAB comme la base du tétraèdre SABC ; le point C serait alors son sommet.
886. On nomme hauteur d'un tétraèdre la distance entre son sommet et sa base ; c'est-à-dire la longueur de la perpendiculaire abaissée du sommet sur cette base.
Lorsque deux tétraèdres sont égaux, ils ont évidemment même hauteur; car si on les fait coïncider, on ne pourra abaisser qu'une perpendiculaire du sommet commun sur la base commune.
Celte hauteur est souvent indispensable à connaître. Pour l'obtenir directement, on peut employer le moyen suivant. Imaginons deux plans horizontaux
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(fig. 471) susceptibles de s'écarter ou de se rapprocher l'un de Vautre^ volonté , et supposons qu'on puisse lire leur écart sur une tige verticale divisée. On posera le tétraèdre par sa base sur le plan horizontal inférieur; on rapprochera ensuite le plan supérieur jusqu'à ce qu'il vienne toucher le sommet du tétraèdre, et la distance des deux plans horizontaux sera alors égale k la hauteur cherchée.
$87. On peut aussi obtenir la hauteur d'un tétraèdre par une construction graphique. Soient en effet SABC (fig. 472) un tétraèdre, SH la perpendiculaire abaissée du sommet sur la base, c'est-à-dire la hauteur cherchée. Du pied H de cette perpendiculaire abaissons sur AB et sur BC les perpendiculaires Hl et HK, et joignons SI et SK. Ces droites, en vertu du théorème du n" 413, seront aussi respectivement perpendiculaires à AB et à BC. Imaginons que les triangles A SB, BSC , ISH se rabattent sur le plan ABC , en tournant respectivement autour des droites AB, BC et IH ; la droite SI viendra se rabattre sur le prolongement de IH, et la droite SK sur le prolongement de HK. Quant à la droite SH , elle se rabattra suivant une perpendiculaire à IH , et U sera facile de se procurer ce rabattement.
Pour cela, construisons sur un plan quelconque un triangle abc égal à la base ABC du tétraèdre donné. Construisons de même les triangles oS'd et hSTe respectivement égaux aux faces ASB et BSC de ce tétraèdre. Dei points S' et S" abaissons sur les droites ah et hc les perpendiculaires Sï et S'k qui se rencontrent en un point h. Les triangles rectangles BSl et bS't ayant l'hypoténuse égale et un angle aigu égal, savoir : S'6a=sSBA, par suite' de Tégalité destriangtas ASB et aS'b; il en résulte qu'on a S't=SI et bt = BL On démontrerait de mtat qu'on a bfc = BK.
Les angles ihk et IBK étant égaux par suite de l'égalité des triangles abc et ABC, si l'on faisait coïncider ces deux angles, le point 1 tomberait en t, el le point R en ft; la perpendiculaire IH suivrait la direction de la perpendiculaire tA, et la perpendiculaire KH suivrait celle de la perpendiculaire kh ; par conséquent , l'intersection H des deux perpendiculaires IH el KH coïnciderait avec l'inlersection h des deux perpendiculaires ih et hh; Il résulte de là que ih e$t égal àlH.
Élevons au point h une perpendiculaire à t'A, Du point % comme centre, avec tS' pour rayon, décrivons un arc de cercle qui viendra couper en S"* celte perpendiculaire, et joignons tS'^. Les triangles iS'^h et ISH seront égaux; car ils sont tous deux rectangles, et ont l'hypoténuse égaleS'*i=S'f =SI, et un côté égal t7i = IH. Il en résulte qu'on a S*'A=SH, c'est-è-dire que S^A est la hauteur demandée.
Hemarqujc. Nous avons supposé sur la figure que le pied H de la perpendiculaire SH tombait en dedans du triangle ABC, il pourrait tomber en dehors; mais cette circonstance n'empêcherait point d'appliquer les constructions précédentes.
888. Théorème. Deux tétraèdres sont égaux quand ils ont trais faces égales chacune à chacune et semblablement disposées.
Soient les deux tétraèdres SABC, S'A'B C (fîg. 473), dans lesquels nous supposerons trois faces égales chacune à chacune et semblablement disposées, savoir : SAB = S'AT»', SBC = S'B'C, et SA C = S'A'C; je dis que ces tétraèdres sont égaux; car il en résulte d'abord que les triangles ABC et A'B'C ont leurs trois côtés égaux chacun à chacun, et sont, par conséquent égaux. Par suite, les angles trièdres des deux tétraèdres sont égaux chacun à chacun, comnae ayant leurs trois faces égales chacune à chacune; et, par conséquent, leurs
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dièdres sont égaux chacun à chacun. Les deux tétraèdres ont donc toutes leurs parties égales chacune à chacune et semblablement disposées; ces tétraèdres sont donc égaux.
Corollaire. Un tétraèdre est déterminé lorsque Ton connaît trois de ses faces et Tordre dans lequel elles sont assemblées; car on en déduit immédiatement la quatrième face , puisque ses cdtés sont connus ; et les dièdres peuvent s'obtenir par la construction indiquée au n^ 489.
Appucatioh. CeUe manière de déterminer un tétraèdre par ses faces s'emploie lorsque l'on Tcut construire un tétraèdre creux en carton , en fer-blanc, en lôle, etc. 11 suffit de tailler les faces et la base, de manière qu'elles soient égales aux triangles donnés, et de les assembler ensuite dans l'ordre Indiqué.
680. Théorème. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu'ils ont un dièdre égal, compris entre deux faces égales clioeune à chacune et semblablement disposées.
Soient SABC et S'À'B'C (fig. 473) deux tétraèdres dans lesquels on suppose les dièdres AS et A'S' égaux , et les faces ABS , ACS respectivement égales aux faces A'B'S' et A'C'S', et semblablement disposées; Je dis que ces tétraèdres sont égaux. Car si l'on fait coïncider les faces égales ACS et A'C'S', les faces ABS et A'B'S' seront dans un même plan, puisque les dièdres AS et A'S' sont égaux. Les angles plans ASB et A'S'B' étant égaux , la ligne S'B' suivra la direction de SB ; par une raison semblable , la ligne A'B' suivra la direction de AB. Par conséquent, le point B' tombera en B, et les deux tétraèdres auront leurs quatre sommets communs et coïncideront dans toute leur étendue ; donc ces tétraèdres sont égaux.
CoROLLAiSE. Un tétraèdre est déterminé quand on connaît deux de ses faces, le dièdre qu'elles forment, et la manière dentelles sont assemblées. Car si ABS et ACS sont les deux faces données, on connaîtra deux faces du trièdre S et Tangle dièdre compris AS; on pourra donc en conclure la troisième face par la construction du n* 490. Pareillement, on connaîtra deux faces du trièdre A, et l'angle dièdre compris ; on pourra donc en conclure la troisième face. Dans chacun des triangles BSC et BAC , on connaîtra alors deux côtés et l'angle compris; ces triangles seront donc déterminés. Connaissant toutes les faces du tétraèdre, on en déduira ses dièdres par la construction du n<» 489.
Application. Lorsqu'on a à construire un tétraèdre plein, en bois, en pierre, en métal, on peut employer ce mode de détermination. On donne au bloc une faee plane, sur laquelle on trace un triangle égal li l'une des faces connues, ASB par exemple. Suivant l'arête AS on fait passer un plan qui fasse avec le plan ASB un angledièdre égal au dièdre donné. Dans ce plan on trace un triangle égal à la seconde face connue ASC , et disposé de la manière indiquée. Cela fait, on mène un plan par les trois points B, S, C, et un autre plan par les trois points A, B, C, et la tétraèdre est construit.
28& SEGORDE PAKTIB.
ttAO. TiiOKim. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu'ils ont une face égale, adjacente à trois dièdres égaux chacun à chacun et sem-' blablement disposés.
f Soient SABC et S'kVC (fig. 473) deux tétraèdres dans lesqueb on suppose les faces ABC et MVC égales , ainsi que les dièdres adjacents à ces faces; je dis que ces tétraèdres sont égaux. Car si Ton fiiit coïncider les faces égales ABC et A'B'C^ la face A'S'B' sera dans le plan de la face ASB, et le point S' tombera sur un point de ce plan. Pareillement, la face A'S'C sera dans le plan de la face ASC , et le points' tombera sur un point de ce plan. De même encore, la iace B'S'C sera dans le plan de la face BSC , et le point S' tombera sur un point de ce plan. Le point Sf devant tomber ainsi sur les trois plans ASB, ASC et BSC ne pourra se trouver qu*à leur point de rencontre S. Ainsi les deux tétraèdres auront leurs quatre sommets communs et coïncideront dans toute leur étendue; ces tétraèdres sont donc égaux.
Corollaire. Un tétraèdre est déterminé quand on connaît l'une de ses faces , ainsi que les dièdres qu'elle forme avec les trois autres. Car si ABC est la face donnée, on connaîtra, dans chacun des trié* dres A, B, C, une face et les deux dièdres adjacents ; on pourra donc en déduire le troisième dièdre et les deux autres faces (491). Dans chacun des triangles ASB, ASC, BSC, on connaîtra alors un côté et les deux angles adjacents; ces triangles seront donc déterminés ; et tout sera connu dans le tétraèdre.
Application. Ce mode de détermlnaUon pourrait être employé pour construire un tétraèdre plein. Pour cela, on donnerait au bloc sur lequel on aurait à opérer une face plane où l'on tracerait un triangle égal à la face connue du tétraèdre. Par les trois côtés de ce triangle , on ferait passer des plans qui fissent avec celui de ce triangle des angles dièdres égaux aux dièdres donnés; l'intersecUon de ces trois plans déterminerait le quatrième sommet du tétraèdre.
tt9i. Théorème. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu'ils ont une arête égale et tous leurs dièdres égaux chacun à chacun et semble^-' blement situés.
Soient SABC et S'A'B'C (fig. 473) deux tétraèdres dans lesquels on suppose les arêtes SA et S'A' égales , ainsi que tous les dièdres semblablement situés ; je dis que ces tétraèdres sont égaux. En effet, les trièdres S et S' ont leurs dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés; ils sont donc égaux (492, Coroll.), et ont, par conséquent, leurs faces égales; ainsi les angles ASB, A'S'B' sont égaux, ainsi que les angles ASC et A'S'C. Par une raison semblable, les angles SAB et S'A'F sont égaux, ainsi que les angles SAC et S'A'C Il en résulte que les triangles ASB et A'S'B' ont un côté égal SA=S'A' adjacent à des angles égaux chacun à chacun , et sont conséquemment égaux. Il en est de môme des triangles ASC et A'S'C. Les
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deux tétraèdres ont donc un angle dièdre égal AS = À'S' compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablement disposées ; en vertu du théorème du n^" 589 , ces deux tétraèdres sont donc égaux.
Corollaire. Un tétraèdre est déterminé quand on connaît Tune de ses arêtes et tous ses angles dièdres, ainsi que Tordre dans lequel ils sont disposés. Car ses dièdres étant connus , il sera facile d'en déduire ses angles plans (492) ; et si SA est Tarôte donnée, on connaîtra, dans chacun des deux triangles ASB et ASC, un côté et les deux angles adjacents; ces triangles seront donc déterminés. Par suite, dans chacun des triangles BSC et BAC, on connaîtra deux côtés et l'angle compris. Ces triangles seront donc déterminés à leur tour, et tout sera connu dans le tétraèdre.
ÀppLiCATiost. Pour construire un tétraèdre plein y dont on ne connaîtrait ainsi qu'une arête et les angles dièdres, il faudrait commencer par déterminer les angles plans. Les deux faces qui se coupent suivant Tarète donnée seraient alors déterminées , et la construction rentrerait dans celle qui a été indiquée au n** 589.
895È. Lorsque Ton ne donne que les angles dièdres d'un tétraèdre, ce tétraèdre cesse d'être déterminé. Car si , après avoir pris arbitrairement l'une de ses arêtes, SA par exemple (fig. 474), et achevé le tétraèdre SABC, comme il vient d'être dit dans le numéro précédent, on mène des plans parallèles à l'une des faces, à la face ABC par exemple , les nouveaux tétraèdres Sabc , Sa'&'c' , etc. , que l'on obtiendra , auront leurs dièdres égaux à ceux du tétraèdre SABC. En effet, si l'on compare les tétraèdres SABC et Sabc par exemple, on voit que les dièdres cbaS et CBAS , formés par la rencontre des plans parallèles abc et ABC avec un troisième plan ASB, sont égaux comme correspondants (4S5) ; il en est de même des angles acbS et ACBS , ainsi que des angles bcaS et BCAS. Quant aux trois autres angles dièdres , ils sont communs aux deux tétraèdres. Ces deux tétraèdres remplissent donc les conditions du problème , et il en est de même du tétraèdre Sa'6V, et de tous les autres.
Mais ces divers tétraèdres ont entre eux une relation remarquable : c'est que leurs faces sont semblables chacune à chacune et semblablement disposées. Prenons pour exemple les deux tétraèdres SABC et Sabc. Les droites AB et ab sont parallèles entre elles, comme étant les intersections de deux plans parallèles ABC et abc par un troisième ASB (448). Par conséquent, les triangles ASB et aSb sont semblables. Il en est de même des triangles BSC et 6Sc, ainsi que des triangles ASC et aSc. Les angles BAC et bac ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, sont égaux ; il en est de même des angles ABC et abc; les triangles ABC et abc sont donc équiangles, et, par conséquent, semblables.
tt95. En général :
Théorème. Deux tétraèdres qui ont leurs dièdres égaux cluicun à chacun et semblablement situés, ont kurs faces semblables chacune à chacune.
Soient, en effet, SABC et sabc (fig. 475) deux tétraèdres qoiont leurs dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés ; les trièdres S et 5, ayant leurs dièdres égaux chacun à chacun et semblablement situés, sont égaux (492, Coroll.), et ont, par conséquent, leurs angles plans égaux. On en peut dire autant des trièdres A et a, ainsi que des trièdres B et b. Il en résulte que les deux triangles ASB et asb sont équiangles, et, par conséquent, semblabJes. On démontrerait de môme la similitude des autres faces des deux tétraèdres.
Remarques. I. Deux tétraèdres qui ont ainsi leurs angles dièdres égaux chacun à chacun, et par suite leurs faces semblables, sont ce que Ton appelle des tétraèdres semblables.
Les faces semblablement situées sont le& faces homologues, et les côtés homologues de ces faces sont les arêtes homologues des deux tétraèdres.
On voit, d'après ce qui précède, que deux tétraèdres semblables ont leurs arêtes homologues proportionnelles , et qu'on a, par exemple, SA:5a :: BC : bc. Car la similitude des triangles ASB et asb donne la proportion
SA: «a:: SB: «6, et celle des triangles BSC et bsc donne
SB:sb::BC:be, d*où Ton tire, à cause du rapport commun ,
Sk:sa::BC:bc.
II. Cette proportionnalité s'étend aux hauteurs des deux tétraèdres. En effet, les trièdres S et ^ étant égaux, faisons-les coïncider comme l'indique la figure 474. La droite ab sera parallèle à AB, puisque les angles correspondants Sab et SAB sont égaux ; de même, la droite bc sera parallèle à BC. Par conséquent, le plan adc^ qui contient les droites ab et bc , sera parallèle au plan ABC qui contient les droites AB et BC (447). Si du point S on abaisse une perpendiculaire sur l'un de ces plans, elle sera donc aussi perpendiculaire à l'autre. Soient Sh et SH les hauteurs des deux tétraèdres , mesurées sur cette perpendiculaire; on aura, à cause du parallélisme des plans abc et ABC (403, CoroU. Il)
SA:Sa::SH:SA,
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d*où il suit que les hauteurs sont proportioDuelles aux arêtes homologues.
III. U suit encore de la similitude des faces homologues que les aires de ces £fices sont entre elles comme les carrés de deux arêtes homologues quelconques, ou comme les carrés des hauteurs. Car on a, par exemple,
ASB:ûSft::Sr:S5'.
Mais on a aussi
sr:S?::5C':ft?::Sff:SAV
Donc àSB : flS6 : : ST : S? ; : se : î? : : Sff : ST, ce qui exprime la propriété énoncée.
lY. Enfin les aires des faces homologues sont proportionnelles entre elles; car on peut écrire, par exemple, d'apràs ce qui précède;
ÀSB:ûS6::Sr:§?
et BSC:*Sc::Si*:Sa";
d*où, à cause du rapport commun :
ASB : aSb :: BSC : bSc.
594. Théorâmb. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont une face semblable adjacente à trois dièdres égaux chacun à cfuLcun.
Car soient ABC et abc (fig. 475) les deux faces semblables, les trièdres A et a seront égaux comme ayant une face égale adjacente à deux dièdres égaux chacun à chacun ; il en résulte l'égalité des deux dièdres SA et sa. On démontrerait de la même manière Tégalîté des autres dièdres. Donc les deux tétraèdres sont semblables.
tt9IS. Théorème. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont un dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à cha" cune et semblablement disposées.
Car soient ASB, ASC et asb^ aso (fig. 475), les faces semblables chacune à chacune, semblablement disposées, et comprenant entre elles des dièdres égaux; les trièdres S et ^ seront égaux comme ayant un dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune ; il en résulte Tégalité des deux dièdres SB et sb. Les trièdres A et a seront aussi égaux , comme ayant un dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune ; il en résulte l'égalité des deux dièdres AB et ab. Les deux tétraèdres proposés ont donc une face semblable ASB, asb, adjacente à trois dièdres égaux chacun à chacun ; donc ils sont semblables en vertu du théorème précédent*
506. Théobème. Deux tétraèdres sont semblables l*Mrsqu'ils ont trois faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées.
Car soient ASB, ASG, BSC (fig. 475) trois faces de Tun , respectivement semblables aux trois faces asb, ose, bsc de l'autre et semblablement disposées. Les trièdres S et 5 seront égaux , comme ayant leurs trois faces égales chacune à chacune et semblablement placées ; il en résulte Tégalité des dièdres SA et sa. Les deux tétraèdres proposés ont donc un dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune et semblablement disposées ; donc ils sont semblables en vertu du théorème précédent.
S97. La construction donnée au n» SS7 pour obtenir la hauteur d'un tétraèdre, peut s'appliquer à un tétraèdre de dimensions quelconques, en employant au besoin une échelle de réduclion. Car si , au lieu de prendre àb,ae^hc^ oS', bS' ou bS", cS" respectivement égaux à AB, AC, BG, AS, BS et CS (fig. 472), on les prend proportionnelles à ces lignes, on aura les arêtes d'un télraèdre semblable au télraèdre proposé ; leurs hauteurs étant alors proporUonnelles à leurs aréles, on aura :
S'"h:SH::ab:AB.
Si , par exemple , ab contient autant de millimètres que AB contient de mètres , la hauteur cherchée SH contiendra autant de mètres que la hauteur construite S'^h contiendra de millimètres.
598. Théorème. Si deux tétraèdres ont même hauteur, et leurs bases sur un même plan, les sections faites par un même plan parallèle au plan des bases seront entre elles comme ces bases.
Soient SABC etOMNP (fig. 476) deux tétraèdres de même hauteur, dont les bases ABC et MNP sont supposées sur un même plan. Soient abc et mnp les sections faites par un môme plan parallèle au plan des bases. Des sommets S et 0 abaissons sur les deux plans parallèles les perpendiculaires SH et OL, qui rencontreront le plaa supérieur en h et en /. Par supposition, on aura SH = OL; on aura d'ailleurs AH = IL, puisque deux plans parallèles sont partout également distants ; il en résultera :
SH — AH = OL — /L ou Sh=Ol.
Les tétraèdres Sabe et SABC étant semblables (503), on aura :
a6(?:ABC::SÂ":Sff.
Les tétraèdres Omnp et OMNP étant semblables aussi, on aura de même:
mnpiWifiiÔfiW.
Mais puisque SA et 0/ sont égaux, ainsi que SH et OL, les deux proportions précédentes ont un rapport conunun ; les deux autres rapports sont donc en proportion, et Ton a
abc: ABC:: mnp :Mfi1f ou ote :mn;? :: ABC : MNP.
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Corollaire. Si les bases ABC et MNP étaient équivalentes, les sections abc et mnp le seraient aussi.
509. Si du tétraèdre SABC (fig. 476) on retranche le tétraèdre Sabc, on aura ce qu'on appelle un tétraèdre tronqué \BCabc.
Lorsqu'on connaît la hauteur hfl d'un tétraèdre tronqué, il est souvent utile de déterminer la hauleur SH du tétraèdre dont il fait parUe. Pour cela, on a la proporUon (S93) :
SH:S/i::AB:a&,
d'où Ton lire SH : SH — Sft :: AB : AB— ah ,
ou bien SH : hH :: AB : AB— ab.
Les trois derniers termes de cette proportion étant connus, on en déduira le premier.
Application. Supposons , par exemple, que KR ait 2-,5, que ab ait 3- et que AB ait 4",S, on aura
SH:2-,5::4-,5:4-,6— 3", ou SH: 2-,6::4,6: 1,5,
d'où SH=:5=-^^=7-,5.
Remarque. Quant à la hauteur hH du tétraèdre tronqué , elle peut s'obtenir soit au moyen de deux plans horizontaux susceptibles de s'écarter ou de se rapprochera volonté, comme nous l'avons indiqué déjà (fig. 471), soit par un procédé graphique semblable à celui que nous avons employé pour déterminer la hauteur du tétraèdre. Car la hauteur du tétraèdre tronqué ABCabc (fig. 47G), c'est-à-dire la distance des plans parallèles ABC et abc, est la même que la hauteur d'un tétraèdre qui aurait pour base ABC et pour sommet le point b ; on n'aura donc qu'à joindre A6 et C&, et à opérer ensuite comme il a été dit au n* S87.
600. Parmi les différentes espèces de tétraèdres que Ton peut avoir à considérer, il y en a une qui mérite une attention particulière, c'est celle des tétraèdres dont toutes les facessont des triangles équilatéraux. Il résulte, de Tégalité de toutes les arêtes , l'égalité de tous les angles plans, et, par conséquent aussi, l'égalité de tous les angles dièdres. C'est en raison de ces égalités que les tétraèdres dont nous parlons ont reçu le nom de tétraèdres réguliers.
Tous les tétraèdres réguliers sont semblables entre eux ; c'est une conséquence du théorème du n*" B96, et de ce que tous les triangles équilatéraux sont semblables. Il en résulte que deux tétraèdres réguliers sont égaux lorsqu'ils ont une arête égale ; car alors la similitude des faces se change en égalité.
La mesure directe et le calcul trigonométrique ont fait voir que la valeur de l'angle dièdre dans les tétraèdres réguliers est de 70*" 31' 43'',6.
Application. On trouve dans la nature des corps dont la forme est celle d'un télraèdre régulier : tels sont certains crisUux de %inc sulfuré, c'est-à-dire de zinc combiné au soufre ; tels sont aussi les cristaux de cuivre gris^
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601. Si Ton coupe par un même plan toutes les arêtes d'un angle polyèdre , la seclion sera un polygone , et les faces de Tangle polyèdre , limitées à ce plan, seront des triangles. L'espace terminé par ce polygone et par ces triangles est ce qu'on nomme une pyramide.
Le polygone dont nous venons de parler se nomme la base de la pyramide ; les triangles sont ses faces , et le sommet de l'angle polyèdre est le sommet de la pyramide.
On ne considère, dans la Géométrie élémentaire, que les pyramides convexes, c'est-à-dire dont la base est un polygone convexe.
Les pyramides se subdivisent d'après le nombre des côtés du polygone qui leur sert de base. Le tétraèdre , qui n'est autre chose qu'une pyramide dont la base est un triangle , prend le nom de pyramide triangulaire. Une pyramide est quadrangulaire quand sa base est un quadrilatère ; elle est pentagonale, hexagonale, etc., si sa base est un pentagone, un hexagone , etc.
On désigne une pyramide par la lettre placée à son sommet, suivie des lettres qui servent à désigner sa base. On dit ainsi la pyramide SABCDE (fig. 477).
Si , par le sommet S d'une pyramide SA6CDE et par les diagonales AC , AD de sa base, on mène des plans, ces plans prennent le nom de plans diagonaux. De même que les diagonales AC , AD partagent le polygone ABCDE en triangles ABC, ACD, ADE, ainsi les plans (fiagonaux ASC, ASD partagent la pyramide en tétraèdres SABC , SA CD, SADE, qui ont pour sommet commun le sommet de la pyramide, et pour bases les triangles ABC , ACD, ADE.
Le nombre de ces tétraèdres est égal au nombre des côtés de la base diminué de deux.
Tous ces tétraèdres ont même hauteur; cette hauteur est la longueur de la perpendiculaire abaissée du point S sur le plan ABCDE. Cette perpendiculaire est ce qu'on nomme la hauteur de la pyramide.
Pour Tobtenir, on voit qu'il suffit de déterminer celle du tétraèdre SÂBC» par eiemple , en employant Tun des procédés que nous avons fait connailre
(586 el 587}.
602. Théorème. Deux pyramides sont égales lorsqu'elles ont même base et deux faces contiguês égales chacune à chacune et semblablement disposées.
Soient, en effet, SABCDE et S'ÀÏCiyE' (fig. 477) deux pyra-
mîdes, qui ont des bases égales ABCDE, A'B'C'D'F, et les faces con-
ligues ÀSB, BSC, respectivement égales aux faces con ligués A'S'W,
B'S'C, disposées d'ailleurs semblablement; je dis que ces pyramides
sont égales.
Menons en effet les plans diagonaux ASC et A'S'C. Les triangles ABC et A'B C seront égaux , par suite de Tégalité des polygones ABCDE et A'B'C'D'E'. Les tétraèdres SABC et S'A'B'C auront donc trois faces égales chacune à chacune et semblablement disposées; ces tétraèdres seront donc égaux (588). Imaginons que Ton fasse coïncider les polygones ABCDE et A'B'C'D'E', les triangles ABC et A'B'C coïncideront ; les tétraèdres SABC et S'AB'C, coïncideront donc aussi, puisqu'ils sont égaux. Les deux pyramides auront donc tous leurs sommets communs, et coïncideront dans toute leur étendue. Donc ces pyramides sont égales.
605. On donne le nom de pyramides semblables à celles qui peuvent se décomposer en un même nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés. Cette définition conduit aux deux théorèmes suivants :
Théorème. Deux pyramides semblables ont leurs faces homologues et leurs bases setriblables.
Soient SABCDE et sabcde (fig. 478) deux pyramides semblables. Menons dans chacune les plans diagonaux ASC, ASD et ose, asd. D'après la nature des pyramides proposées, les tétraèdres SABC et sabc seront semblables; il en sera de même des tétraèdres SACD et sacd^ ainsi que des tétraèdres SADE et sade. Ces diverses similitudes entraînent celle des faces ASB et asb, BSC et bsc, CSD et csd^ DSE et dse^ ESA et esa. Elles entraînent aussi celle des triangles ABC et abc, ACD et acd^ ADE et ode. 11 en résulte que les polygones ABCDE et abcde sont dcconiposables en un môme nombre de triangles semblables et semblablement disposés, c'est-à-dire que ces polygones sont semblables.
CoROLLAinB L Deux pyramides semblables SABCDE ei sabcde onX leurs arêtes homologues proportionnelles; car on a, par exemple, en vertu de la similitude de leurs faces homologues et de leurs bases , les proportions
SA:5a:: AB:a6; SDr^d:: Gù\cd\ AB:a*::CD:cd;
et, à cause des rapports communs, il vient
SA : 5a :: SD : sd :: AB : ab :: CD : cd, etc.
Corollaire II. Cette proportionnalité s'étend aux hauteurs des deu:x pyramides : car ces hauteurs étant précisément celles des té-^
traëdres dont elles se composent , on aura, en nommant H et A ces hauteurs
Sk:sa::E:h, et par conséquent
Sk:sa::SD:sd:: hB:ab::CD:cd::E:h, etc.
Corollaire III. Les faces homologues, ou les bases des deux pyramides , sont entre elles comme les carrés de deux arêtes homologues quelconques, ou comme les carrés des hauteurs. Car la similitude des tétraèdres SÀBC et sabc donne
SAB : sab :: ST: Jâ' :: H* :^,
ou :: S5* : SS* :: CD' : ê?, etc. ;
on obtiendrait la même proportionnalité pour les autres faces. Les bases étant des polygones semblables, on a aussi :
ABCDE : abcde :: XF : Tb^ :: SP: Ta* :: H* :Â*, etc.
604. Théorème. Si deux pyramides ont leurs bases semblables, et deux faces contiguès homologues semblables chacune à chacune, ces pyramides sont semblables. *
Soient SABCDE et sabcde (fig. 478 ) deux pyramides qui ont leurs bases ABCDE et abcde semblables , ainsi que les deux faces contiguès homologues ASB, BSC et asô, bsc\ je dis que ces pyramides sont semblables.
En effet, si l'on mène les plans diagonaux ASC, ASD et ose, asdy les deux polygones semblables ABCDE et abcde seront décomposés par les lignes AC , AD et ac^ ad, en un môme nombre de triangles semblables chacun à chacun et semblablement disposés.
Les tétraèdres SABC et sabc auront donc, trois faces semblables /chacune à chacune et semblablement disposées, savoir : ASB et asby BSC et bsc, ABC et abc ; ces tétraèdres seront donc semblables (S96). Il en résulte que les angles dièdres SACB et sacb sont égaux , ainsi que leurs suppléments SACD et sacd.
Les tétraèdres SACD et sacd ont donc un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune , savoir : les faces ASC et asc par suite de la similitude des tétraèdres SABC, sabc y et les faces ACD et acd par suite de la similitude des polygones ABCDE et abcde. Ces tétraèdres sont donc semblables (o98).
On démontrerait de la même manière que tous les tétraèdres dont se composent les deux pyramides sont semblables deux à deux , et d'ailleurs semblablement disposés. Ces pyramides sont donc semblables.
B05. Théorèioi. Si deux pyramides ont leurs bases semblables.
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el deux fc^ees liomologues semblables également inclinées sur celte bcae, ces pyramides sont semblables.
Soient SÂBCDE et sabcde (fig. 478) deux pyramides qui ont leurs bases ABCDE et abcde semblables, les deux faces homologues ASB et asb semblables, et les dièdres AB et ab égaux ; je dis que ces pyramides sont semblables. En efTet, si Ton mène les plans diagonaux ASC et ose, les triangles ABC et abc seront semblables à cause de la similitude des bases des pyramides ; les tétraèdres SÂBC et sabe seront semblables comme ayant un dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune : leurs faces homologues BSG et bsc seront donc semblables. Les pyramides rentrent donc dans le cas du théorème précédent, et sont par conséquent semblables.
606. Théorème. Si dans une pyramide SABCDE (fig. 479) on mène un plan àbcde parallèle à la base, la pyramide Sabcde ainsi formée est semblable à la pyramide totale.
En effet, la droite ab est parallèle à AB, puisque ces droites sont les intersections de deux plans parallèles ABCDE , abcde , par un troisième plan ASB; de même bc est parallèle à BC, cd parallèle à CD, et ainsi de suite. Les angles abc et ABC sont donc égaux, comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens ; il en est de même des angles bcd et BCD, et ainsi de suite.
En vertu des mêmes parallélismes , les triangles aSb et bSc sont respectivement semblables aux triangles ASB et BSC ; on a donc
a&:AB::S6:SB, et S6:SB :: 6c:BC; d'où , à cause du rapport commun ,
ab:kB::bc:BC.
On démontrerait de même que l'on a
ftc:BC::cd:CD,
et ainsi de suite. Les polygones abcde et ABCDE ont donc leurs angles égaux chacun à chacun , et leurs côtés homologues proportionnels; ces polygones sont donc semblables.
Il en résulte que les pyramides Sabcde et SABCDE ont leurs bases semblables, ainsi que les faces contiguês aSA, bSc et ASB, BSC; ces pyramides sont donc semblables en vertu du théorème précédent.
Remarque. Le théorème du n*" 598 s'étendrait sans peine à deux pyramides quelconques de même hauteur.
607. Si de la pyramide SABCDE on retranche la pyramide Sabcde, on obtient ce qu'on appelle une pyramide tronquée ASCDEabcde.
On obtiendrait la hauteur de cette pyramide tronquée comme celle d'un
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tétraèdre tronqué , et l'on en déduirait de même la luuteur de U pyiftmlde totale.
GOO. Une pyramide est dite régulière lorsque sa base est un polygone régulier, et que son sommet est situé sur la droite élevée par le centre de ce polygone perpendiculairement à son plan.
Soient SÂBCDEF (fig. 480) une pareille pyramide, 0 le centre du polygone régulier ABCDEF; la droite SO sera perpendiculaire au plan de ce polygone. Tous les sommets A, B,C, D,E, F, de celui-ci étant également distants du centre 0, il en résulte que les arêtes SA, SB, SC, SD, SE, SF, sont des obliques qui s'écartent éga^ lement du pied de la perpendiculaire SO ; ces arêtes sont donc égales, et comme les côtés AB, BC, CD, etc., du polygone régulier sont égaux , il s'ensuit que toutes les faces ASB, BSC, CSD, etc., de la pyramide sont des triangles isocèles égaux.
Tous les angles trièdres A, B, C, etc., d'une pyramide régulière , ayant leurs faces égales chacune à chacune, il s'ensuit que leurs angles dièdres sont égaux chacun à chacun ; par conséquent, toutes les faces ASB, BSC, CSD, etc., sont également inclinées sur la base et entre elles.
La droite SO se nomme Vaxe de la pyramide régulière.
Remarque. Le procédé çrapbique qui sert 'k déterminer la hauteur d'une pyramide 8e simplifie lorsque la pyramide est régulière, parce que l'on connaît d'avance le pied 0 de la perpendiculaire SO, ce pied étant le rentre de la base. Tirons le rayon OA ; le triangle SOA sera rectangle en 0, puisque SO est perpendiculaire sur le plan AUCDEF. Dans ce triangle on coonallOA. et S\, il est facile d'en déduire SO.
Si , au contraire, on connaissait SO et OA, il serait facile d'en déduire SA.
Deux pyramides régulières de même base et de même hauteur sont égales. Car si l'on fait coïncider les bases, les perpendiculaires élevées au centre de ces bases se confondront , et puisque les pyra* mides ont même hauteur, leurs sommets coïncideront aussi.
Applications. 1. Pour exécuter une pyramide régulière pleine, en bols, en pierre, etc., on donne au bloc une face plane, sur laquelle on trace le polygone régulier qui doit servir de base à la pyramide. Ayant déterminé Tinclinaison que doit avoir chaque face par rapport à la base , par chacun des côtés de celle base on Tail passer un plan qui Tasse avec celui de la base un angle dièdre égal è l'inclinaison déterminée. Ces plans sont les faces de la pyramide demandée , et vont concourir en un même point qui en est le sommet.
II. Pour exécuter en carton, en fer-blanc, etc., une pyramide régulière creuse, il sufiil de tailler séparémenl le polygone régulier qui doit lui servir de base, et les triangles isocèles égaux qui doivent lui servir de faces, puis d'assembler ce polygone et ces triangles.
III. Les loils des tours carrées ont ordinairement la forme d'une pyramide régulière à base carrée; il en est de même des loils des pavillons carrés qui ornent parfais les jardins. Les guérites sont souvent aussi surmontées d'une pareille pyramide.
Les célèbres pyramides d'Ëgyptes ont des pyramides régulières à base carrée.
IV. La partie latérale d'un réverbère présente une pyramide régulière tronquée . dont la grande base est en desous.
V. Lorsqu'une bougie allumée est placée sur une table rectangulaire, et qu'il n'y a point d'autre lumière dans l'apparlemeni , tout l'espace situé dans l'ombre forcne une pyramide quadrangulaire tronquée , qui a pour sommet la flamme de la bougie. Si la table est carrée, et que la bougie soit placée sur la yerticale du centre de celle table , la pyramide tronquée est régulière.
CHAPITRE IIL
DK8 PEMMBS.
600. On désigne sous le nom de prisme un corps géométrique dont deux faces sont des polygones égaux et parallèles , et dont toutes les autres faces sont des parallélogrammes , en nombre égal à celui des côtés de chacun de ces polygones. La figure 48i représente un prisme; les polygones ABCDE, FGHIK, égaux et parallèles, sont ses bases; on réserve le nom de faces pour les parallélogrammes ABGF, BCHG, CDIH, DEKI, EAFK.
Toutes les arêtes AF, BG, CH, DI, EK, qui joignent les deux bases, sont égales et parallèles ; car deux de ces arêtes consécutives sont toujours des côtés opposés d'un même parallélogramme.
La hauteur d'un prisme est la distance mutuelle de ses bases.
Elle peut s'obtenir au moyen des deux plans parallèles mobiles représentés sur la figure 47i, ou par une construction graphique, en observant que cette hauteur est celle du tétraèdre qui aurait pour base le triangle ABC, et pour sommet le point G. On n'aurait doue qu'à tirer AG et GC, et à opérer comme il a été dit au n"» S87.
Les prismes se subdivisent d'après la nature de leur base; ils sont triangulaires, quadrangulaires, pentagonaux, etc., suivant que leur base est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc.
Tout plan mené par deux arêtes latérales qui ne font point partie d'une même face est ce qu'on nomme un plan diagonal. Les plans diagonaux menés par une même arête AF, partagent le prisme total en autant de prismes triangulaires que la base a de côtés moins deux. Tous ces prismes triangulaires ABCFGH, ACDFHI, ADEFIK, ont même hauteur, puisque deux plans parallèles sont partout également distants.
Dans la Géométrie élémentaire , on s'occupe particulièrement des prismes convexes, c'est-à-dire dont les bases sont des polygones convexes.
BiO. Théorème. Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont une hase et une face égales chacune à chacune, semblablement disposées, et comprenant un angle dièdre égal.
Soient ABCDEFGHIKet A'B'C'D'ET'G'HI'K' (ou pour abréger AI et Al') (fig. 482) deux prismes dans lesquels on suppose la base A'B'C'D'E' égale à labase ABCDE, laface A'B'G F, égale à la face ABGF, semblablement disposées , et comprenant entre elles des angles dièdres égaux A'B' et AB; je dis que ces prismes sont égaux.
En efTet , imaginons que Ton fasse coïncider la base A'B'C'iyE' avec son égale ABCDE ; à cause de Tégalité des dièdres ci-dessus désignés , la face A'B'G'F' se trouvera dans le plan de la face ABGF. L'angle A'B'G' étant égal à Fangle ABG, Taréte B'G' prendra la direction de BG, et comme ces arêtes sont égales , le point G' tombera en G. Par une raison semblable, le point F' tombera en F.
Les faces B'C'H'G' et BCHG ayant trois points communs, B, G, C, seront dans un même plan ; la droite C'H', égale et parallèle à B'G', coïncidera donc avec CH, égale et parallèle à BG. Par conséquent, le point H' tombera en H.
En répétant le même raisonnement pour les faces suivantes H'CDT etHCDI, on prouverait que le point F tombera en I, et ainsi de suite. Les deux prismes proposés auront donc tous leurs sommets communs , et coïncideront dans toute leur étendue , donc ces prismes sont égaux.
Corollaire. Un prisme est déterminé lorsqu'on connaît une de ses bases, une de ses faces, la manière dont elles sont assemblées, et Tangle dièdre qu'elles forment. Car si ABCDE est cette base et ABGF cette face, on connaîtra dans l'angle trièdre B deux faces ABG, ABC, et l'angle dièdre compris AB; on pourra donc déterminer la troisième face GBC et l'angle dièdre BC. Connaissant les côtés BG et BC du parallélogramme BCHG, et l'angle compris GBC, on pourra construire ce parallélogramme. Dans l'angle trièdre C on connaîtra alors deux faces BCH , BCD, et l'angle dièdre compris BC; on pourra donc déterminer la trosième face HCD et l'angle dièdre CD. Connaissant les côtés CH et CD du parallélogramme CDIH, et l'angle compris HCD, on pourra construire ce parallélogramme. En continuant ainsi , on déterminera successivement toutes les parties du prisme proposé.
Applications, h Pour construire en carlon, en fer-blanc, etc., uu prisme creux dont on connaîtrait la base, une face et l'angle dièdre compris, on pourrait employer le mode de détermination précédent. Après avoir construit tous les parallélogrammes séparément, on n'aurait plus qu'à les assembler entre eux el avec les bases.
II. Pour construire avec les mêmes données un prisme plein, en bois, en pierre , ou en mêlai, on donnerait au bloc une face plane, sur laquelle on tracerait la base donnée ABCDE. Suivant le côté AB, on mènerait un plan qui fil
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avec la base vn angle dtèdre égal à Tangle donné , el sur ce plan on tracerait le parallélogramme donné ABGF. Suivant BG et BC, on ferait passer un plan, sur lequel on achèverait de tracer le parallélogramme BGHG. Suivant HC et CD, on ferait passtr un plan , sur lequel on achèverait de tracer le parallélogramme GDIH. En continuant ainsi, on déterminerait toutes les faces latérales; il ne resterait plus qu'à faire passer un plan par les poinls F, G, H ; ce plan contiendrait les points I, K, et déterminerait, par son intersection avec les faces latérales, la base supérieure FGHIK.
611. Théorème. Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont une base et deux faces continués égales chacune à chacune et semhlablement disposées.
Car soient la base A'B'CTD'E' (fîg. 482) égale à la base ABCDE , la face A'B'G'F égale à la face ABGF, et la face B'G'H'G' égale à la face BCHG. Les angles trièdres B' et B ont leurs trois faces égales chacune à chacune et semblablement disposées, ils sont donc égaux. Par suite, l'angle dièdre FA'B'C' est égal à Tangle dièdre FABC. Les deux prismes rentrent donc dans le cas du théorème précédent, et sont, par conséquent, égaux.
612. Théorème. Si Von coupe un prisme quelconque par un plan parallèle aux bases, la section est un polygone égal à chacune de ces bases.
En effet, soient AI (fig. 483) un prisme, LMNPR la section faite par un plan parallèle aux bases. Les lignes LM et AB sont parallèles, puisqu'elles sont les intersections de deux plans parallèles par un troisième ABGF. Il en résulte que la figure ABML est un parallélogramme , et que LM= AB. Par une raison semblable , MN est égal et parallèle à BC ; NP est égal et parallèle à CD ; et ainsi de suite. Les angles LHN et ABC sont égaux, comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens ; il en est de môme des angles MNP et BCD ; et ainsi de suite. Les polygones ABCDE et LMNPR ont donc leurs côtés égaux et leurs angles égaux chacun à chacun, et disposés d'ailleurs dans le môme ordre ; ces polygones sont donc égaux. .
615. Lorsque les arêtes latérales d'un prisme sont perpendiculaires aux bases, ce prisme prend le nom de prisme droit. Toutes . ses faces sont alors des rectangles , et chacune de ses arêtes latérales mesure la distance des deux bases , c'est-à-dire la hauteur du prisme. Déplus, chaque faœ contenant deux perpendiculaires aux bases est elle-même perpendiculaire sur ces bases.
Un prisme droit est déterminé quand sa base et sa hauteur sont connues. Pour le construire, il suffit d'élever, suivant les côtés de sa base, des plans perpendiculaires à cette base, de donner aux arêtes latérales une longueur égale à la hauteur du prisme , et de mener un plan par les extrémités de ces arêtes. Deux prismes droits sont égaux lorsqu'ils ont même base et même
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hauteur. Car alors leurs faces rectangulaires sont égales deux à deux, comme ayant môme base et même hauteur.
Si la base d'un prisme droit est un polygone régulier, ce prisme prend lui-môme le nom de prisme régulier (fig. 484). Toutes ses faces sont alors des rectangles égaux. La droite OV, qui joint les centres des deux bases, se nomme Vaxe du prisme régulier.
Lorsque Ton coupe un prisme quelconque par un plan incliné à la base, on obtient ce que Ton nomme unprisme tronqué (fig. 485). La section diffère, en général , de la base, et les faces latérales sont ( en général ) des trapèzes.
Applications. I. La toiture des maisons ordinaires , en faisant abstraction de la sailiie des mansardes, lucarnes, etc., présente la forme d'un prisme triangulaire droil dont les bases sont verticales. Quelquefois ce prisme est tronqué.
II. Les pierres qui forment l'angle d'un mur , que cet angle soil d*aUleun aigu ou obtus, sont aussi des prismes droits.
Les piédroits qui forment le jambage d'une porte ou d'une croisée sont encore des prismes droits; mais leur base n'est pas toujours un polygone coa?exe : dans les portes évasées, par exemple, la base des piédroits offre un angle rentrant (Og. 48G).
m. Les prismes droits se rencontrent dans un grand nombre de détails de charpente : par exemple, les arbalétriers et Ventrait d'une ferme de toiture sont des prismes droits dont les bases sont verticales, et dont les arêtes latérales sont placées horizontalement.
IV. Certains salons dits octogones présentent la forme d'un prisme octogonal régulier.
Celte forme est celle que l'on donne le plus souvent ^ l'équerre d'arpenteur (flg. 34).
Enfin , l'on trouve dans la nature même des exemples de prismes droits et de prismes réguliers. Les alvéoles que construisent les abeilles sont des prismes hexagonaux réguliers. Vémeraude, le spath d'Islande se présentent souvent sous cette forme (fig. 484). La tourmaline offre parfois un prisme droit, dont la base est un polygone de 0 côtés (fig. 487 ).
Des parallélépipèdes.
614. Lorsqu'un prisme a pour base un parallélogramme , il prend le nom de parallélépipède. Ses six faces sont alors des parallélogrammes.
Les faces opposées , telles que AEHD et BFGC ( Rg. 488 ) , sont des parallélogrammes égaux. Car ÀE est égal et parallèle à BF, puisque ce sont des côtés opposés d'un même parallélogramme ABFE; de même AD est égal et parallèle à BC , puisque ce sont des côtés opposés d'un même parallélogramme ABCD; de plus, les angles D.\E et CBF sont égaux , comme ayant leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens ; par conséquent, les parallélogrammes AEHD et BFGC sont égaux.
On voit, en outre, que ces faces sont parallèles, puisque les
GÉOMÉTRIE Dans l'espace. 209
droites À£ et AD contenues dans Tune sont respectivement parallèles aux droites BF et BC contenues dans l'autre (447). On démontrerait de même que les faces ABFE et DCGH sont égales et parallèles.
Deux faces opposées quelconques d'un parallélépipède peuvent donc être prises pour ses bases ; sa hauteur est alors la distance mutuelle de ces faces.
AvPLiCATioN. Il existe plusieurs espèces minérales dont les cristaux ont la forme d'un parallélépipède : telle est lit substance connue sous le nom d'axtniM; tel est encore le sulfate de cuivre.
6tS. On nomme sommets opposés d'un parallélépipède ceux qui ne font point partie d'une même face ; tels sont les sommets A et 6.
On nomme angles trièdres opposés ceux dont les sommets sont opposés ; tels sont les angles trièdres A et G. Si Ton compare ces deux angles trièdres , on voit qu'ils ont les faces DAB et HGF égales , comme étant toutes deux égales à DCB; de même ils ont les faces DAE et CGF égales , comme étant toutes deux égales à DHE ; enfin , ils ont les faces BAE et HGC égales, comme étant toutes deux égales à BFE. D'ailleurs , il est facile de reconnaître que ces faces sont disposées dans un ordre inverse ; car si l'on suppose un spec* tateur placé dans Tangle trièdre A , les pieds posés sur la face DAB et le dos appuyé à l'arête AE, il aura à sa droite la face EAB. Mais si le même observateur est supposé placé dans l'angle trièdre G, les pieds posés sous la face HGF égale à DAB, et le dos appuyé à l'arête GC, la face HGC égale à EAB se trouvera à sa gauche et non à sa droite. Ces deux trièdres ont donc leurs faces égales chacune à chacune et disposées en ordre inverse , c'est-à-dire que dans un parallélépipède les trièdres opposés sont symétriques,
6i6. On nomme diagonales d'un parallélépipède les droites qui joignent deux sommets opposés; telles sont les droites AG et DF (flg. A%9). Ces droites se coupent mutuellement en deux parties égales ; car DA et GF étant tous deux égaux et parallèles à CB , sont égaux et pnrallèles entre eux; et si l'on joignait AF etDG, la figure AFGD serait un parallélogramme; par conséquent, les droites AG et DF , qui seraient les diagonales de ce parallélogramme, se coupent mutuellement en deux parties égales.
On prouverait de la même manière que deux quelconques des diagonales d'un parallélépipède se coupent mutuellement en deux parties égales, en sorte que le point 0 est le milieu de chacune de ces diagonales.
617. Tout plan diagonal, tel que AEGC (fig. 488), partage un parallélépipède en deux prismes triangulaires ABCEFG et ACDEGH. On reconnaît facilement que ces deux prismes ont leurs faces égales
chacune à chacune ; mais comme elles sont disposées dans un ordre inverse , ces prismes ne pourraient être superposés. Nous reviendrons sur ce sujet, en traitant de la symétrie des corps.
6i8. Lorsque les six faces d'un parallélépipède sont des losanges, les crislallographes lui donnent le nom de rhomboèdre. Us en distinguent deux e^ pèces: le premier est le rhomboèdre aigu (fig. 490) , dans lequel deux trièdres opposés A et B sont formés par la réunion des angles aig;us de trois des losanges; tous les autres trièdres sont formés de deux angles obtus et d'un angle aigu. Le second est le rhomboèdre obtus ( fig. 491 ) , dans, lequel deux trièdres opposés A et B sont formés par la réunion des angles obtus de trois des losanges (la perspective fait paraître aigus deux d'entre eux dans la figure); lous-/es autres trièdres sont formés de deux angles aigus et d'un angle obtus.
Dans l'un et l'autre rhomboèdre , les six faces se trouvant disposées d'une manière analogue par rapport à la droite qui joint les sommets A et B, cette droite prend le nom d'axe du cristal.
Application. Le rhomboèdre est une des formes naturelles du spath d'Islande, du corindon f du fer oligiste.
619. Un parallélépipède peut être droit comme tout autre prisme; ses faces latérales sont alors des rectangles ; les bases seules sont des parallélogrammes obliques.
Lorsque la base d'un parallélépipède droit est un rectangle , toutes ses faces étant alors rectangulaires, il prend le nom deparallélépipède rectangle.
Dans un parallélépipède rectangle (fig. 492), tous les dièdres sont droits. Pour démontrer, par exemple, que l'angle dièdre BF est droit, on remarquera que les angles ABF et FBC étant droits , puisque les faces ABFE et FBCG sont des rectangles , Tangle ABC mesure Tinclinaison mutuelle de ces deux faces ; or cet angle ABC est droit, puisque ABCD est un rectangle; donc l'angle dièdre BF est droit.
Chaque arête est perpendiculaire aux deux faces auxquelles elle aboutit. Ainsi EH est perpendiculaire aux faces ABFE et DCGH ; car EH est perpendiculaire aux deux droites AE et EF qui passent par son pied dans le plan ABFE , et aux deux droites HD et HG qui passent par son pied dans le plan DCGH.
620. Un parallélépipède rectangle est déterminé quand on connaît les trois arêtes AB, AD, AE , qui aboutissent à un même sommet A. Car, avec les deux premières , on peut construire le rectangle ABCD , et par suite son égal EFGH ; avec les arêtes AB et AE , on peut de même construire le rectangle ABFE et son égal DCGH; enfin, avec les arêtes AD et AE , on peut construire le rectangle ADHE et son égal BCGF. 11 ne restera plus, pour construire le parallélépipède rectangle , qu'à assembler dans l'ordre convenable ses six faces rectangulaires.
Appucations. L C'est ainsi que se construisent les caisses et les boîtes diles carrées, en carton, en bois, en feuilles métaUiques, etc. II. Pour former un parallélépipède rectangle plein, en bois, en pierre ou en
métal, quand on connaît ses trois arêles AB, AD, AE, on donne au bloc une lace plane sur laquelle on trace la base rectangulaire ABCD. Par les côtés de ce rectangle, on fait passer des plans per;)endiculaires à la base ; ces plans se coupent suivant des arêtes perpendiculaires elles-mêmes à cette base. On prend sur ces perpendiculaires des longueurs égales à Tarête connue AE , et par les extrémités E, F, G , on fait passer un plan; ce plan contient aussi l'extrémité H, et détermine, par son intersection avec les faces latérales, la base supérieure BFGH.
C'est ainsi que se taillent les pierres qui forment les assises d'un mur. C'est l>ar le même procédé que l'on équarrit les bois de construction , c'est-à-dire que l'on donne aux arbres abattus dans les forêts la forme de parallélépipèdes rectangles.
lU. Enfin ,^ c'est d'après les mêmes principes que l'on donne à nos appartements cette forme de parallélépipède rectangle. Après avoir déterminé sur un plan horizontal le rectangle qui doit lut servir de base , on élève des murs verticaux aux quatre côtés de ce rectangle ; on termine ces murs à la même hauteur , et l'on fait passer par leurs arêtes supérieures un nouveau plan horizontal.
021. 11 résulte , de ce que nous venons de dire, que deux parailélépipèdes rectangles sont égaux ^ quand les trois arêtes qui aboutissent à un même sommet sont égales chacune à chacune dans ces deux parallélépipèdes, ou, ce qui revient au même, quand ils ont même base et même hauteur.
Application. On forme quelquefois les parallélépipèdes rectangles par le moulage , c'est-à-dire par coïncidence avec des parallélépipèdes déjà exis* lanls. C'est ainsi que s'obtiennent les briques de savon , et les briques à bâtir.
622. Théorème. Dans tout parallélépipède rectangle KG (Rg. 492), le carré d'une diagonale équivaut à la somme des carrés des trois arêtes qui aboutissent à un même sommet.
Prenons pour exemple la diagonale HB, et tirons EB. L'arête ËH étant perpendiculaire au plan ABFE est perpendiculaire à EB mené par son pied dans ce plan. Le triangle H£B est donc rectangle en E, et Ton a :
HB*=lH•+ÊB^
Mais EB étant Thypoténuse du triangle rectangle EAB, on a :
ÊB*=Ër+AB';
par conséquent,
ou , en remplaçant EH par son égale AD ,
hb*=ïf+âi*+;^*.
Corollaire I. Cette proposition fournit le moyen de calculer la diagonale d'un parallélépipède rectangle, quand on connaît la longueur des trois arêtes qui aboutissent à un même sommet. Sup-
posons , par exemple, qu'on ait trouvé AD=:2"*, AE=6^, AB=9",
on aura :
d'où HB=/Ï2Ï«^=11».
Corollaire IL Ce théorème prouve en même temps que les quatre diagonales d'un parallélépipède rectangle sont égales, ce qui peut servir à le vérifier.
625. — Lorsque dans un parallélépipède rectangle les trois aréles qui aboutissent à un même sommet sont égales , ses six faces sont des carrés égaux, et ce parallélépipède prend le nom dem^ (fig. 493).
Un cube est déterminé quand on connaît la longueur d*une de ses arêtes; car, d'après ce que nous venons de dire , toutes ses arêtes sont égales.
Deux cubes sont égaux lorsqu'ils ont même arête ; car ils ont alors toutes leurs faces égales chacune à chacune.
Un cube est un rhomboèdre où les losanges sont des carrés; Il sert de limite entre les rhomboèdres aigus et les rhomboèdres obtus. ,
Il suit du théorème du n^' 622 que le carré de la diagonale d'un cube est le triple du carré de son arête.
Ap]>LicATioNs. Les colonnes de certains monuments reposent guelquerois sur des fAédestaux sans moulure, qui ne sont autre chose que des cuties. Les boites 'k thé ont le plus souvent celle forme. C'est aussi celle des dés a jouer.
Certains crislaux, enfin, ont la forme cubique : tels sont les cristaux de galène (combinaison naturelle de plomb et de soufre) , et les cristaux de sel ordinaire, qu'on obtient en laissant reposer et éfaporer lentement Veau saturée de ce sel.
624. — Les trois arêtes , qui aboutissent à un même sommet dans un parallélépipède rectangle, mesurent l'étendue de ce parallélépipède dans ses trois sens principaux. Ces trois sens principaux de son étendue sont ce que l'on nomme ses trois dimensions. On les désigne aussi sous les noms de longueur, largeur et hauteur. Quelquefois on remplace ces deux dernières dénominations par celles d'épaisseur ou de profondeur. On dit, par exemple, la longueur, la largeur et la hauteur d'un appartement; la longueur, la laideur et l'épaisseur d'une planche; la longueur, la hauteur et l'épaisseur d'un mur; la longueur, la largeur et la profondeur d'un fossé, etc.
L'étendue d'un parallélépipède rectangle est uniforme dans le sens de chacune de ses trois dimensions, parce qu'elle est limitée , dans ce sens , par deux plans parallèles , tous deux perpendiculaires à Taréte qui mesure cette dimension. Cette disposition particulière au parallélépipède rectangle n'existe plus pour les autres corps; et néanmoins on se sert encore du mot dimensions pour désigner les trois
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sens principaux de leur étendue, bien que la plupart de ces corps n'aient, à proprement parler, ni longueur , ni largeur, ni hauteur, positivement assignables.
On applique également le mot dimensions à deux sens principaux dans lesquels on envisage retendue des surfaces, longueur et lar* geur , bien que ces dénominations ne soient rigoureusement applicables qu'aux surfaces planes et seulement aux parallélogrammes rectangles, dont l'étendue est uniforme dans ce3 deux sens principaux.
Enfin , on se sert du mot dimension pour désigner le sens dans
lequel on envisage l'étendue d'une ligne en général, quoique ce
mot ne puisse s'appliquer rigoureusement qu'aux lignes droites.
On dit ainsi qu'un corps a trois dimensions; qu'une surface a deux
dimensions; qu'une ligne n'a qu'une dimension.
Nous ne prétendons pas réformer ces expressions consacrées par i*nsage; mais il nous semble d'autant plus convenable d'en éviter l'abus , que les surfaces courbes , et même les lignes courbes quand elles ne sont pas planes, exigent, à la fois, la considération de ce qu'on nomme les trois dimensions.
CHAPITRE IV
DBS »OLT&DBB8.
G2S. — On donne , en général , le nom de polyèdre à tout corps terminé par des surfaces planes. La Géométrie élémentaire considère particulièrement les polyèdres convexes, c'est-à-dire dont une ligne droite ne peut rencontrer la surface en pi us de deux points, et qui, par conséquent, ne présentent aucun angle dièdre rentrant.
Les plans qui terminent un polyèdre se nomment ses /ace^; les droites qui terminent les faces sont ses arêtes; les extrémités des arêtes sont ses sommets. Toute droite joignant deux sommets qui n'appartiennent pas à une même face, est une diagonale du polyèdre. Tout plan mené par trois sommets qui n'appartiennent pas à une même face, est mu plan diagonal.
Si , par l'un des sommets A (fig. 494) d'un polyèdre, on mène des droites à tous les autres, on déterminera une série de pyramides, telles que ABCED, qui auront pour sommet commun le point À, et pour bases les différentes faces du polyèdre, à l'exception de celles qui aboutissent au point À; et l'ensemble de ces pyramides formera le polyèdre lui-même.
Tout polyèdre peut donc se décomposer en pyramides. On pourrait leur donner pour sommet commun tout autre point que le point A, un point intérieur par exemple.
626. — Deux polyèdres égaux ont évidemment toutes leurs faces égales chacune à chacune , et tous leurs dièdres égaux chacun à chacun. Il en résulte qu'ils peuvent se décomposer en un même nombre de pyramides égales chacune à chacune et semblablement disposées.
Réciproquement : Deux polyèdres sont égaux lorsqu'ils peuvent se décomposer en un même nombre de pyramides égales chacune à chacune et semblablement disposées. Car si Ion fait coïncider deux de ces pyramides égales , les pyramides voisines coïncideront par une face; et comme elles sont égales et semblablement disposées ^ elles coïncideront dans toute leur étendue. Il en sera de même de proche en proche pour toutes les pyramides prises deux à deux , en sorte que les polyèdres eux-mêmes coïncideront.
627. — On nomme polyèdres semblables ceux qui peuvent se décomposer en un même nombre de pyramides semblables chacune à chacune et semblablement disposées. Ces pyramides semblables sont dites pyramides homologues. Les arêtes des pyramides homologues sont des arêtes ou des diagonales homologues des polyèdres. Leurs faces homologues sont celles qui sont terminées par des arêtes homologues. Les extrémités de^ arêtes homologues sont les sommets homologues des polyèdres.
Théorème. Deux polyèdres semblables ont leurs faces homologues semblables chacune à chacune et leurs angles dièdres égaux chacun à chacun.
En effet : 1° Si l'on considère deux faces homologues des deux polyèdres, il ne peut se présenter que deux cas. Ou ces faces sont des faces ou des bases homologues de pyramides semblables ; et alors elles sont semblables. Ou elles se composent d*un même nombre de triangles semblables chacun à chacun comme face^ homologues de pyramides semblables; et alors elles sont encore semblables .
2* Si Ton considère deux angles dièdres des deux polyèdres , il ne peut également se présenter que deux cas. Ou ces dièdres sont homologues dans deux pyramides semblables ; et alors ils sont égaux. Ou ces dièdres se composent d'un même nombre de dièdres égaux chacun à chacun comme homologues dans des pyramides semblables ; et alors ils sont encore égaux.
Corollaire I. De la similitude des faces résulte la proportionnalité des arêtes homologues ; et cette proportionnalité s'étend évidemment aux diagonates homologues, puisqu'elles sont elles-mêmes des arêtes homologues de pyramides semblables.
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CoROLLAiRB II. Les faces homologues de deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de deux arêtes homologues quelconques ou de deux diagonales homologues quelconques.
G2B. Thâorèmb. Deux polyèdres sont semblables quand ils ont leurs faces homologues semblables et leurs dièdres égaux chacun à chacun.
Soient en effet A et a (fig. 494) deux sommets homologues des deux polyèdres. Décomposons en triangles semblables les faces homologues qui n'aboutissent point aux sommets A et a ; les deux polyèdres pourront être décomposés en un même nombre de tétraèdres ayant ces triangles pour bases et les points A et a pour sommets. Parmi les tétraèdres homologues, choisissons-en deux , tels que ABCD, abcd^ qui aient au moins deux de leurs faces, ABC et BCD, par exemple, ainsi que abc et bcd, placées à Textérieur des polyèdres; ce qui sera toujours possible. Ces faces feront entre elles un angle dièdre BC, ou 6c, appartenant aux polyèdres mêmes. Ces tétraèdres seront donc semblables , puisqu'ils auront un dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune à chacune, comme triangles homologues de polygones semblables.
Si Ton fait abstraction de ces deux tétraèdres , les polyèdres restants auront encore leurs faces semblables et leurs dièdres égaux, et Ton pourra raisonner sur eux comme sur les polyèdres primitifs. On pourra donc y trouver aussi deux tétraèdres homologues dont on démontrera la similitude, et dont on pourra ensuite faire abstraction.
En continuant ainsi , on démontrera évidemment la similitude de tous les tétraèdres homologues, et, par suite, de toutes les pyramides homologues dans lesquelles les deux polyèdres sont décomposés.
Appijcatioics. On a journellement, dans les arls, à exécuter eo grand des polyèdres dont le modèle est donné en petit; il suffit, pour y parvenir, d'établir l'égalité des angles plans et des angles dièdres et de conserver la proportionnalité des arêtes , en faisant usage d'une échelle d'augmenlaUon déterminée d'avance.
On emploierait une échelle de réduction s'il s'agissait de copier en petit un po1)èdre exécuté en grand.
Ces sortes de quesUons se représentent fréquemment dans les constructions , et parUculièremeni dans i'élabiissemenl des machines.
Des polyèdres symétriques.
629. Pour que deux tétraèdres soient égaux, il ne suffit pas, ainsi que nous l'avons vu, qu'ils aient leurs faces égales chacune à chacune, il faut encore que ces faces soient assemblées dans le même ordre; car deux tétraèdres qui ont leurs faces égales chacune à chacune, mais assemblées dans un ordre inverse, ne peuvent coïncider.
S06 SECONDE PiUBLTIE.
Cette observation donne lieu à démontrer le théorème suivant :
Théorème. Les quatre faces d'un tétraèdre ne peuvent être assem^ blées que de deux manières différentes.
Nommons en effet A , B , C , D , ces quatre faces. Quand elles seront assemblées , il y aura toujours un angle trièdre formé par les trois faces A, B, C, et il est évident que Ton ne peut assembler, parmi les angles de ces trois faces , que ceux qui sont opposés aiu côtés destinés à former la quatrième face D. Appelons a , 6 , c, les trois angles à assembler; et, pour rendre compte des différentes manières dont cet assemblage peut s'opérer, imaginons, lorsque Tangle trièdre sera formé , que l'un des trois angles soit placé en face de nous, Tun des deux autres sera situé à notre droite , le troisième à notre gauche. Nommons successivement celui qui est à gauche , celui qui est en face de nous et celui qui est à droite. 11 ne pourra se présenter que les six combinaisons suivantes :
abCy bca, eaby ou aeb^ cba, bac.
Mais on voit sur-le-champ que les trois premières n*en forment qu'une seule , et qu'elles s'obtiennent toutes les trois en faisant tourner l'une d'elles de manière à placer tour à tour en face de soi chacune des trois faces. On voit de même que les trois dernières combinaisons acb, cba, bac, n'en forment qu'une seule, qui est précisément inverse de la précédente ; car, en nous plaçant en face de l'angle 6, par exemple, c'est Tangle c qui sera ^ notre gauche, et l'angle a à notre droite.
Il n'y a donc que deux manières différentes d'assembler les trois angles a, &, c, et, par conséquent, les trois faces A, B, C; et comme une fois ces trois faces assemblées , la quatrième face D est déterminée de position, il en résulte qu'il n'y a que deux manières distinctes d'assembler les quatre faces d'un tétraèdre.
630. Théorème. Si deux tétraèdres qui ont leurs faces égales chacune à chacune, mais inversement disposées, sont placés de manière que deux des faces égales coïncident, la face commune, prolongée s'il est nécessaire, covpe en deux parties égales la droite qui joint les sommets opposés, et elle lui est perpendiculaire.
Soient, en effet, SABC et S'ABC (flg. 495) deux tétraèdres qui remplissent les conditions de l'énoncé. Soit I le milieu de la droite S'S qui joint les sommets, S et S', opposés à la base commune; menons AI, BI et CI. Les arêtes AS et AS' étant égales, la droite AI a deux de ses points à égale distance des extrémités de SS'; donc elle est perpendiculaire sur SS'. On en peut dire autant des droites BI et CI. Ces trois droites sont donc dans un même plan perpendicu-
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laire à SS'; or ce plan contient les trois points ABC, il n'est donô autre chose que le plan de la face commune ABC.
Bbmakqus 1. Les deux tétraèdres SABC et S'ABC sont dits symé-triques par rapport au plan ABC, et l'on donne généralement la qualification de stjmétriques aux tétraèdres qui ont leurs faces égales chacune à chacune et inversement disposées , à cause de la propriété dont ils jouissent de pouvoir être placés symétriquement par rapport à un même plan.
Remarque II. Le théorème du n^" 699 prouve qu*iiii tétraèdre n^ a qu'un seul symétrique,
651 . Nous avonj vu qu'un polyèdre peut toujours être décomposé en pyramides , et qu'une pyramide peut toujours être décomposée en tétraèdres; d'où il suit qu'un polyèdre quelconque peut toujours être décomposé en tétraèdres.
Théorème. iSt de tous les sommets d'un polyèdre, supposé décom* posé en tétraèdres, on abaisse des perpendiculaires sur un même plan, et qu'on les prolonge au delà de ce plan de quantités égales à elles-mêmes , les extrémités de ces perpendiculaires seront les sommets d'un nouveau polyèdre, qui pourra être décomposé en un même nom-bre de tétraèdres symétriques de ceux du premier, et inversement déposés.
Soient S (fig. 496) le sommet commun de tous les tétraèdres qui composent le polyèdre proposé, A, B, C, D, etc., différents sommets du même polyèdre; soient S', A', B', C, D', etc., les points correspondants du second polyèdre, déterminés comme l'indique l'énoncé; soient enfin M et N les milieux des droites SS' et B'B, c'est-à-dire les pieds de ces perpendiculaires dans le plan sur lequel elles sont abaissées, et que nous désignerons par P.
Les droites SS' et BB' étant perpendiculaires à un même plan P sont parallèles entre elles, et, par conséquent, situées dans un même plnn ; de plus, elles sont perpendiculaires à la droite MN qui joint leurs pieds dans le plan P. Les trapèzes BSMN et B S'MN sont donc énraux, comme ayant trois côtés é(j;aux chacun à chacun, savoir MN commun, MS = MS' et NA = NA', comprenant entre eux des angles égaux puisqu'ils sont droits. Le quatrième cêté BS est donc égal au quatrième côté B'S'. On prouverait de même que Ton a S'A' = SA, S'C'=SC, A'B'==AB, B'C' = BC. Il en résulte que les deux tétraèdres SABC et S'A'B'C ont leurs faces égales chacune à chacune (comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun); mais il est facile de voir qu'elles sont inversement disposées; ces deux tétraèdres sont donc symétriques Tun de l'autre.
On démontrerait de la même manière que les tétraèdres SACD et S'A'CD' sont symétriques , et ainsi de suite. Les deux polyèdres se composent donc d'un même nombre de tétraèdres symétriques
on reconnaît d'ailleurs sans peine que ces tétraèdres sont disposés inversement.
639. Théorème. Deux polyèdres décomposables en un même nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés peuvent toujours être placés de manière que les droites qui joignent les sommets homologues soient divisées en deux parties égales par un même plan perpendiculaire à toutes ces droites.
Appelons S et S' les deux polyèdres proposés. De tous les sommets du polyèdre S abaissons des perpendiculaires sur un plan quelconque P; prolongeons-les de quantités égales à elles-mêmes; nous obtiendrons un nouveau polyèdre S\ Les polyèdres S et S" seront composés d*un môme nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés (501). Mais les polyèdres S et S' sont aussi, par supposition, composés d'un même nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés. D'ailleurs, un tétraèdre n*a qu'un seul symétrique. Les polyèdres S' et S" sont donc composés d'un même nombre de tétraèdres égaux chacun à chacun , et semblablement disposés ; ces polyèdres sont donc égaux.
Il suit de là que Ton peut faire coïncider le polyèdre S' avec le polyèdre S"; et, dans cette position du polyèdre S' par rapport au polyèdre S, le plan P divisera en deux parties égales toutes les droites qui joignent leurs sommets homologues, et sera perpendiculaire à ces droites.
RfctfARQUE L Les deux polyèdres S et S' ainsi placés sont dits symétriques par rapport au plan P, et Ton conserve la qualification de symétriques aux polyèdres composés d'un même nombre de tétraèdres symétriques inversement disposés , lors même qu'ils ne sont point placés symétriquement par rapport à un plan, à cause de la propriété dont ils jouissent de pouvoir être placés de cette manière.
Dans le premier cas, ils n'offrent qu'une symétrie de forme; dans le second, il y a à la fois symétrie de forme et symétrie de position.
Remarque II. Le théorème précédent prouve qu't^n polyèdre ne peut avoir qu'un seul symétrique,
053. Lorsque deux polyèdres sont placés symétriquement par rapport à un même plan, ce plan est ce qu'on nomme un plan de symétrie. Il arrive souvent qu'un plan divise un polyèdre en deux parties symétriques par rapport à ce plan ; ce plan se nomme encore dans ce cas un plan de symétrie.
U y a des polyèdres qui peuvent être divisés ainsi de plusieurs manières en deux parties symétriques ; ces polyèdres ont idors plusieurs plans de symétrie.
Dans une pyramide régulière, tous les plans menés par l'axe
U£0M£TRIB dans L*eSPAGE. 309
et par les rayons, ou les apothèmes de la base , sont des plans de symétrie.
Un prisme droit a au moins un plan de symétrie, c'est celui qui divise en deux parties égales toutes ses arêtes latérales.
Si ce prisme est régulier, tous les plans menés par l'axe et par les rayons ou les apothèmes de la base sont encore des plans de symétrie.
Dans le parallélépipède rectangle , il y a trois plans de symétrie , qui divisent chacun en deux parties égales quatre arêtes parallèles.
Si la base est un carré, les plans diagonaux menés suivant les diagonales de cette base sont aussi des plans de symétrie.
Dans le cube, il y a, par conséquent, neuf plans de symétrie.
854. Il peut aussi se trouver dans un polyèdre des plans qui le divisent en deux parties symétriques de forme seulement et non de position. C'est ce qui a lieu dans le parallélépipède : tout plan diagonal le divise en deux prismes triangulaires , qui ont toutes leurs parties égales chacune à chacune, mais disposées dans un ordre inverse, et sont, par conséquent, symétriques.
Quand le parallélépipède est droit, les deux prismes triangulaires le deviennent aussi, et la symétrie se change en égalité; on reconnaît sans peine, en effet, que ces prismes sont alors superposables. 0
05tt. Lorsqu'un polyèdre a deux plans de symétrie, l'intersection de ces deux plans est un axe de symétrie.
Une pyramide régulière a un axe de symétrie qui est l'axe même de la pyramide.
Un prisme régulier a pour axes de symétrie d'abord son axe propre, ensuite les intersections de tous les plans de symétrie qui passent par cet axe, avec le plan de symétrie perpendiculaire aux arêtes latérales. Un prisme hexagonal régulier, par exemple, a sept axes de symétrie.
Le parallélépipède rectangle en a trois : ce sont les droites qui joignent les centres des faces opposées, c'est-à-dire qui joignent les intersections des diagonales de ces faces.
136. Applications. La symétrie de forme et de position s'observe dans une fonle de produit des arts; etie s'observe aussi dans la nature.
H y a symétrie de forme et de position entre les ailes d'un édifice régulièrement bâU, entre les deux parties latérales d'un navire, d'une voiture, d*un pout, etc.; la plupart des constructions offrent au moins un plan de symétrie. La même symétrie se remarque dans la plupart des meubles et des ustensiles de toute espèce. 11 y a symétrie parfaite de forme et de position apparentes entre un sujet quelconque et son image dans un miroir plan.
n y a symétrie de forme et de position entre les deux parties latérales du corps cbez presque tous les animaux. Les végétaux présentent anssi des
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txeqip1é$ de symélrie exlrèmement remarquables : Il est pen de flem qui n'offrent au moins un plan de symétrie ; un grand nombre d'entre elles ont uq axe de symétrie.
Des polyèdres réguliers.
657. Un polyèdre est réifulier quand il a toutes ses faces égales, tous ses angles dièdres égaux, tous ses angles pians égaux, toutes ses arêtes et toutes ses faces égales. Ces conditions exigent que les faces du polyèdre soient des polygones réguliers égaux, ce qui limite sur-le-champ le nombre des polyèdres réguliers possibles. En effet, il faut au moins trois angles plans pour former. un angle polyèdre, et la somme de ces angles doit être moindre que quatre angles droits (498). Des hexagones réguliers ne sauraient donc servir à former un polyèdre régulier; car l'angle de Thexagone vaut | d'angle droit; trois de ces angles réunis formeraient donc quatre angles droits. A plus forte raison ne saurait-on employer des polygones réguliers d'un plus grand nombre de côtés; il ne reste dès lors de disponibles que des triangles équilatéraux, des carrés et des pentagones réguliers.
On peut former trois polyèdres réguliers différents avec des triangles équilatéraux.
I. Le tétraèdre régulier (fig. 497), qui a quatre hces. Chacun de ses angles polyèdres est formé par trois angles plans. Il a six arêtes et quatre sommets.
La valeur de chacun de ses angles dièdres est de 70*8l'43',6.
IL Voctaèdre régulier (fig. 498), qui a huit faces. Chacun de ses angles polyèdres est formé par quatre angles plans. Il a douze arêtes et six sommets.
. La valeur de chacun de ses angles dièdres est de 109*28' lO*
ni. Vicosaèdre régulier {ûg. 499), qui a vm^f faces. Chacun de ses angles polyèdres est formé de cinq angles plans. Il a trente arêtes et douze sommets.
La valeur de chacun de ses angles dièdres est de 138M1'22*,8.
On ne peut assembler plus de cinq triangles équilatéraux pour former un angle polyèdre; car l'angle du triangle équilatéral étant de 60°, six angles pareils feraient une somme de SQOp ou quatre angles droits.
IV. On ne forme qu'un polyèdre régulier avec des carrés; c'est Yhexaèdre régulier, que nous connaissons déjà sous le nom de cube (fig. 493). Il a six faces, douze arêtes et huit sommets.
La valeur de chacun de ses angles dièdres est de 90*.
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V. On ne forme également qu'un seul polyèdre régulier avec des pentagones : c'est le dodécaèdre régulier ( fig. 500), qui a douze faces, trente arêtes et vingt sommets.
La valeur de chacun de ses angles dièdres est de 116*>33'54',2.
On voit, d'après ce qui précède , qu'il n'existe que cinq polyèdres réguliers, savoir, en les rangeant d'après le nombre de leurs faces, le tétraèdre, l'hexaèdre, l'octaèdre, le dodécaèdre et l'icosaèdre réguliers.
058. On pourrait démontrer plusieurs théorèmes remarquables sur les polyèdres réguliers : par exemple, que tout polyèdre régulier est inscriptible et circonscriptible à la sphère; mais ces propositions , d'ailleurs faciles à pressentir, n'offrent qu'un objet de pure curiosité
On reconnaît sans peine que tout plan mené par le milieu d'une arête d'un polyèdre régulier, perpendiculairement à cette arôte, est un plan de symétrie; et que tout plan qui divise en deux parties égales l'un des angles dièdres est également un plan de symétrie.
Applications. C'est dans l'élude des substances minérales que l'on rencontre les seules applications uUles des polyèdres réguliers.
Le tétraèdre régulier se rencontre parmi les cristaux de cuivre gris.
Le cui)e existe parmi les cristaux de tel gemme, de tel marin, de pyrite de fer (combinaison de fer et de soufre), de galène, ou combinaison de soufre et de plomb.
L'octaèdre régulier est une des formes ordinaires du spath fluor, de la pyrite de /er, du rubis spinelle^ du diamant, etc.
Le dodécaèdre et llcosaèdre réguliers n'existent point parmi les cristaux.
639. Les cr istallographes considèrent encore plusieurs autres polyèdres qui , sans être réguliers dans la rigueur géométrique du mol» offrent néanmoins une certaine uniformité d'aspect qui mérite d'être remarquée; tels sont :
!• Voctaèdre formé de deux pyramides régulières h base carrée, opposées Tune à l'autre base à base; ses faces sont des triangles isocèles dont l'angle opposé à la base peut être aigu ou oblus (flg. 501 et 502).
La première de ces (ormes est celle de Vanatate; la seconde est ceUe du jn'rcon.
î- Le dodécaèdre triangulaire (flg. 503), formé par deux pyramides régu- Uères hexagonales, opposées Tune h l'aulre par la base.
Cette forme apparUent au quartx ou criital de roche.
dr Le dodécaèdre rhombotdal (flg. 504), dont les douzes faces sont des losanges égaux.
Cette forme appartient au grenat, au spath â^ Islande, etc.
n est bon de remarquer que ces losanges ne sont point divisibles en deux triangles équilaléraux ; leur angle aigu est plus grand que CO».
4- Le trapéxoèdre (flg. 505) , dont les vlngt-qualre faces sont des quadrilatères égaux. Ces quadrilatères ont reçu des cristallograi)hcs le nom de trapé* xoides, d'où le nom assez impropre de trapéxoèdre. Un peut se représenter chacun de ces quadrilatères comme formé de deux triangles scalènes symétriques abc et adc. , ^ Cette forme apparUent au grenat, "k Vamphigene, etc.
Ces polyèdres ont tous des plans de symélrie et des axes de symétrie qu'il est tacite de reconnaître.
Les minéraux présentent beaucoup d'autres formes polyédrales plus ou moins compliquées , qui .dérivent toutes de celles que nous avons signalées précédemment; mais l'élude des lois suivant lesquelles ces transformations s'opèrent dans les cristaux est l'objet spécial de la cristallographie.
CHAPITRE V
DBS OOSFS TMMnri» PAE DEM SITBFAaBS COURBEl.
640. Nous réunirons sous ce titre les corps qui ne sont terminés que par des surfaces courbes, et ceux qui sont terminés simultanément par des surfaces planes et par des surfaces courbes, en nous bornant toutefois aux surfaces sphériqiies, cylindriques et coniques de révolution , que nous avons précédemment étudiées.
Un corps peut être terminé de toutes parts par une seule et môme surface courbe. Si cette surface est une surface sphérique, le corps qu'elle termine prend le nom de sphère (lîg. 453). Dans la splière, tous les plans méridiens sont de^ plans de symétrie; tous les diamètres sont des axes de symétrie.
641 . Un corps peut être terminé par plusieurs surfaces courbes : par exemple, par une surface sphérique et par une surface conique ayant pour sommet le centre de la sphère. C'est ce que Ton appelle un secteur sphérique (fig. 506). On peut le considérer cx)mme engendré par la révolution d'un secteur de cercle AOB, autour du rayon OB qui aboutit à l'une de ses extrémités. La droite OB est un axe de révolution commun aux deux surfaces.
649. Parmi les corps terminés en partie par des surfaces planes et en partie par des surfaces courbes , nous distinguerons ceux qui suivent :
I. Le segment sphérique. Quand on coupe une sphère par ua plan, la portion d'espace comprise entre ce plan et l'une quelconque des deux parties de la surface sphérique est ce qu'on appelle ua segment sphérique (fig. 507). La portion de surface sphérique qui termine ce segment s'appelle une calotte sphérique. Le cercle sur lequel elle s'appuie est la base du segment sphérique.
Ce corps a pour axe de symétrie le rayon OP mené au p(^le du cercle qui lui sert de base ; nous avons vu (561, CoroU. Il) que ce rayon est perpendiculaire au plan de ce cercle et passe par son centre G. Tous les plans qui passent par cet axe OP sont des plana de symétrie.
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La portion CP de Taxe de symétrie, compris entre la surface sphérique et le plan, est ce qu'on nomme la hauteur du segment ou de la calotte. Cette hauteur, le rayon AC de la base du segment et le diamètre PF de la sphère sont liés entre eux par une relation qui permet de calculer Tune de ces trois longueurs lorsque Ton connaît les deux autres.
En effet, Taxe PF étant perpendiculaire au plan du cercle dont le diamètre est AB, est perpendiculaire sur ce diamètre. Si l'on imagine un grand cercle de la sphère qui passe par les points P, A et F, Taxe PF sera son diamètre, et la droite AC, abaissée d'un point de sa circonférence sur PP!, sera moyenne proportionnelle entre les deux segments CP et CP'. On aura donc
CP:AC::AC:CF, d'où ÏC*=CPxCF.
Or CF=PP'— CP;
donc ÂC'= CPx (PF— CP).
On pourra aussi , dans chaque cas , remplacer remploi de cette formule par une construction géométrique.
Si c'est AC que l'on demande, on cherchera une moyenne proportionnelle entre les longueurs CP et CF qui seront connues.
Si c'est CP qui est inconnu , la question revient à chercher un rectangle tel que la somme de ses côtés adjacents soit égale à une ligne donnée PF et qui soit équivalent à un carré donné (dont le côté est AC).
Si c'est PF que l'on cherche , avec les longueurs données AC et CP on construira le triangle rectangle PCA. Au point A on mènera AP' perpendiculaire à AP, et qui rencontrera en P' le prolongement de PC. La moitié de PP' sera le rayon de la sphère.
643. II. La tranche sphérique. Si l'on coupe une sphère par deux plans parallèles, la portion d'espace comprise entre ces deux plans et la surface sphérique , est ce qu'on nomme une tranche sphérique (fig. 608). La portion de la surface de la sphère qui termine cette tranche est ce qu'on appelle une zone sphérique. Les deux cercles parallèles sont ses bases, et la distance des deux bases se nomme la hauteur de la tranche ou de la zone*.
Si du centre de la sphère on abaisse une perpendiculaire sur les deux bases parallèles , cette perpendiculaire passera par leurs centres; la hauteur de la tranche est donc la longueur de la droite qui joint ces deux centres. Cette droite est en ménie temps un axe de symétrie, et tous les plans méridiens menés suivant cet axe sont des plans de symétrie.
Application. On faU usagée de la considération des zones dans la géographie. La «irlace du globe terrestre est divisa en cinq zones principales : la ;sone
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torride, comprise entre les tropiques , et que l'équateur divise en deux parties égales ; les deux xones tempérées , comprises l'une entre le tropique du Cancer et le cercle polaire arctique ; l'autre entre le tropique du Capricorne et le cercle polaire antarctique; enfin les deux xones glaciales , f^ul ne sont, à bien prendre , que des calottes sphériques situées au delà des cercles polaires.
644. III. Le coin sphérigue. On nomme ainsi Tespace compris entre deux demi-méridiens et la surface sphérique (fig. 509). La portion de la surface sphérique qui le termine se nomme un fuseau sphérique.
Le coin sphérique a deux plans de symétrie : Tun est le plan méridien qui divise en deux parties égales Tangle dièdre formé par les deux faces planes du coin ; l'autre est le plan de Téquateur, ou le plan AOB mené par le centre de la sphère perpendiculairement à l'intersection PP' des deux demi-méridiens qui limitent le coin sphérique.
645. IV. Le cylindre. On nomme ainsi un corps terminé par une surface cylindrique de révolution, et par deux plans perpendiculaires à Taxe de cette surface (Hg. 510). Ces plans, d'après ce que nous avons vu (540, Coroll.), sont des cercles égaux : on les nomme les bases du cylindre , et la hauteur de ce cylindre est la distance mutuelle de ses bases; cette distance est égale à la portion de Taxe du cylindre comprise entre les deux bases, ou à la portion d'une génératrice quelconque comprise entre ces mêmes bases, car toutes les génératrices leur sont perpendiculaires, puisqu'elles sont parallèles à l'axe.
L'axe du cylindre est un axe de symétrie ; tous les plaus menés suivant cet axe , et que l'on nomme plans méridiens par analogie avec la sphère, sont des plans de symétrie. 11 en existe un autre : c'est celui qui est mené par le milieu de l'axe perpendiculairement à cet axe, c'est-à-dire parallèlement aux deux bases, et à égale distance de chacune d'elles.
646. Théorème. Deux cylindres sont égaux lorsqu'ils ont même hauteur et que leurs bases ont même rayon.
Car alors ces bases sont égales ; et si l'on fait coïncider les bases inférieures, les génératrices qui sont perpendiculaires à la base devenue commune coïncideront deux à deux. Et comme elles sont toutes égales, puisque les deux cylindres ont môme hauteur, leurs extrémités supérieures coïncideront ; les bases supérieures se confondront donc en un seul et môme cercle , et les deux cylindres coïncideront dans toute leur étendue.
647. Deux cylindres sont dits semblables lorsque les rayons de leurs bases sont proportionnels à leurs hauteurs.
Théobème. Les bases de deux cylindres semblables sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs.
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Car si l'on nomme R et r les rayons des bases» H et A les hauteurs , OD aura
Rrr::H:A; d'où R*:f*::H*:A«;
ou , en multipliant par ic les deux termes du premier rapport »
icR*:itr»::H*:A*,
ce qui revient à renoncé du théorème, puisque icR* et kt* mesurent l'aire des bases.
S4S. Applications. C'est dans un cylindre creux que se meut le piston des machines à vapeur. Les meules de moulin sont des cylindres pleins; il en est de même des assises iolérteures d'une colonne. La plupart des telles rondes sont des cylindres ; les morceaux de bois sur lesquels s'enroulent les pièces de ruban sont aussi des cylindres; il en est de même des pions du jeu de dames, des pièces de monnaie , en faisant abstraction des empreintes ; il en est de même encore des pnUu et des disques métalliques qui composent une ^pUê de Volta,
649. Y. Le eâne. On désigne sous ce nom un corps terminé par une surface conique de révolution, et par un plan perpendiculaire à son axe (fig. 511). D'après ce que nous avons vu (tStSO), ce plan est un cercle; on le nomme la base du cône. Sa hauteur est la perpendiculaire abaissée de son sommet sur sa base , ou , ce qui revient au même, la portion SO de son axe , comprise entre cette base et le sommet.
La portion SA d'une génératrice , comprise entre le sommet et la base , se nomme le côté du cône.
L'axe de révolution de la surface conique est Taxe de symétrie du cône; tous les plans menés suivant cet axe, et que Ton nomme plans méridiens par analogie avec la sphère, sont des plans de symétrie.
Otto. THÉOEiMB. Dettx cônes sont égaux lorsqu'ils ont même hauteur, et que leurs bases ont même rayon.
Car ces bases sont alors égales; et si on les fait coïncider, leurs centres coïncideront; les deux axes, qui seront perpendiculaires à la base devenue commune, se confondront; et puisque les deux cônes ont même hauteur, les deux sommets se confondront aussi. Dès lors il devient évident que toutes les génératrices coïncideront deux à deux , et que, par conséquent, les deux cônes coïncideront eux-mêmes dans toute leur étendue.
651. Deux cônes sont dits semblables quand les rayons de leurs bases sont proportionnels à leurs hauteurs.
TnioRÂME. Les bases de deux cônes semblables sont entre elles comme les carrés de leur hauteur.
Même démonstration qu'au n'' 647.
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6tt9. De la proportioDDalité entre les hauteurs et les rayons des bases , il suit encore que l'angle des deux surfaces coniques est le même. Car soient SO et «o (iig. 511 ) les axes, AO et oo les rayons des bases ; joignons AS et as ; les triangles SOA et soa seront rectangles en 0 et en o, puisque les axes sont perpendiculaires sur les bases. Or, par supposition, on a la proportion AO : ao :: SO : so; ces deux triangles sont donc semblables , et les angles ASO et aso sont égaux. Or, chacun de ces angles est la moitié de Tangle de la surface conique correspondante : Tangle des deux surfaces est donc le même.
053. YI. Le cane tronqué. On nomme ainsi un corps terminé par une surface conique de révolution et par deux plans perpendiculaires à son axe (fig. 512); c'est ce qui reste d'un cdue, quand on en retranche la partie supérieure par un plan parallèle à la base. Les deux cercles, inférieur et supérieur, sont les bases du cône tronqué. Sa hauteur est la distance mutuelle de ces bases, oa^ ce qui revient au même, la portion Bb de l'axe comprise entre ces deux bases. La portion Aa d'une génératrice comprise entre les deux bases du c6ne tronqué se nomme son côté.
On peut remarquer que la partie enlevée est un cône semblable au cône total. Car si l'on coupe le cône total par un plan méridien , ce plan rencontrera la surface conique suivant ime génératrice SA, et les deux bases suivant les rayons parallèles AB et ab; les triangles ASB et aSb seront donc semblables, et l'on aura
AB:a6::SB:S6 [i],
c'est-à-dire que les rayons des bases sont entre eux comme les hauteurs, ou, en d'autres termes, que les deux cônes sont sem« blables.
Connaissant la hauteur Bb du cône tronqué , et tes rayons AB et db de ses bases, on peut calculer la liauleur SB du cône total. Car de la proportion [l] onUre :
AB:AB — a&::SB:SB — S& ou AB : AB — a& :: SB: Bb, d'où SB=?5^.
Ce résultat est analogue à celui que nous avons obtenu pour la pyramide triangulaire tronquée (S99).
6S4. Applications. Les filtres employés dans certaines fabrications sont de grands cônes tronqués creux. Il en est de même des cuves à lessive. Celte forme est aussi celle des pois de fleurs et de beaucoup de vases et d'ustensiles de cuisine; telle est encore la forme des abat-jour dont on recouvre les lampes. Les couronnes des roues d'angle sont des cônes tronqués pleins, dont les surfaces primiUves sont tangentes, et sur lesquels on a disposé un système de denture qui produit l'engrenage.
MESURE DE LA SURFACE DES GORM
GSS. Toutes les faces d'un polyèdre étant des polygones, dont nous avons appris à évaluer Taire, il suffira, pour obtenir Taire de la surface totale d'un polyèdre, de faire la somme des aires de toutes ses faces. Nous aurons donc peu de chose à ajouter sur ce sujet.
Théorème. Lasurface latérale d'une pyramide régulière SABCDEF (fig. 480) a pour mesure le produit du périmètre de sa base par la moitié de la perpendiculaire abaissée de son sommet sur l'un des côtés de cette base.
En effet, cette surface latérale se compose d'une série de triangles isocèles égaux. L'aire de l'un d'eux, ASB par exemple, a pour mesure le produit de AB par la moitié de la perpendiculaire SI. Pour avoir la mesure de la surface latérale totale, il n'y a qu'à répéter ce produit autant de fois que la pyramide a de faces, ou autant de fois que sa base a de côtés. En appelant n ce nombre de côtés, la mesure cherchée sera donc
ABx^SIX» ou ^SIxABxn.
Or, AB Xn exprime le périmètre de la base; cette expression revient donc à l'énoncé du théorème.
CoROLLÀiRS. On ferait voir de même que la surface latérale d'une pf^ramide régulière tronquée a pour mesure le produit de la distance des deux arêtes parallèles d'une même face par la demi-somme des périmètres des deux bases.
656. Théorème. La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le produit de sa hauteur par le. périmètre de .^a base.
En effet, celte surface latérale se compose d'une série de rectangles qui ont tous pour hauteur la hauteur du prisme. Appelons H cette hauteur, B, B', V\ etc., les bases de ces rectangles, c'est-à-dire les côtés du polygone qui sert de base au prisme ; Taire de la surface latérale de ce prisme aura pour expression
BxH + B'xH + B"xH+etc.,
ou (B + B' + B" + etc.)xH,
c'est-à-dife le produit du périmètre de sa base par sa hauteur.
Application. Combien faudrait-il d'une étoffe à 8 décimètres de largeur pour recouvrir les murs d'un salon octogone^ gui a 3*,4 de lumteur, et dont chaque mur a ^'^fi de largeur?
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Pour résoudre cette question, il faut d*abord évaluer Taire de la surface totale des murs, laquelle est la surface latérale d'un prisme droit, dont la base est un octogone régulier de 2'°,5 de côté. Cette aire, d'après ce que nous venons de voir, aura pour valeur
S",4X2-,5X8 ou 68«^
Pour avoir maintenant la quantité d'étoffe cherchée, il faut remarquer qu'elle forme un rectangle dont une dimension a 0",8, et dont l'wre doit équivaloir à 68" «; pour avoir la quantité d'étoffe cherchée , c'est-à-dire la seconde dimension du rectangle, il faut donc diviser 68"« par 0»,8 ; ce qui donne pour quotient S5'^.
657. En M servant des nombres donnés au n» U3, on verra qqc pour obtenir la surface totale d'un polyèdre régulier on n'a qu'à mulllplier le carré de Vune des arêtes, savoir :
Par 4 fois 0,4330 ou 1,732, si c'est un téiraèdtf régulier ; Par s fois 0,4330 ou 3,404, si c'est un octoédre régulier; ' Par 20 rois 0,4330 ou 8,660, si c'est un icotaèdre régulier; Par 6 fois l ou 6, si c'est un hexaèdre régulier; Par 12 fols 1,7205 ou 20,646, si c'est un dodécaèdre régulier.
658. Nous avons à nous occuper maintenant des corps terminés par des surfaces courbes.
THÉORÈSfE. La surface latérale d'un cylindre a pour mesure leproduit de sa hauteur par la circonférence de sa base.
En effet , si l'on suppose cette surface fendue suivant une génératrice AB (fig. 513), puis développée sur un plan, nous savons (548) que la circonférence de la base inférieure se développera suivant une droite BB' perpendiculaire à AB ; de môme la circonférence de la base supérieure se développera suivant une droite AA' perpendiculaire à AB. D'ailleurs, A A.' et BB' seront égales, puisque les circonférences dont elles sont le développement ont môme rayon ; la figure ABB'A' est donc un rectangle , qui a pour hauteur AB, ou la hauteur du cylindre, et pour base BB', ou la circonférence de la base du cylindre. L'aire de ce rectangle a pour expression ABxBF; la surface du cylindre a donc pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence de sa base.
Application. Supposons que l'on ait à constrmre un tuyau cylindrique en tôle, dont le diamètre soit de 0",85 et la hauteur de 9"',44 ; sa surface latérale aura pour mesure
9",44X0'",85X7r, ou 9",44X0™,85X3,l4l6,
ou, en effectuant le calcul, 25«S2082. Cette superficie fait connaître la quantité de t61e qu'on devra employer.
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6tt9. Théorème. La surface latérale d'un cône a pour mesure le produit de la circonférence de sa base par la moilié de son côté.
En effet, si Ton suppose cette surface fendue suivant une génératrice SB (fig. 514 ), puis développée sur un plan, nous savons (538) que la circonférence de la base se développera suivant un arc de cercle BB' ayant le sommet S pour centre; l'évaluation de la surface du cône revient donc à celle du secteur de cercle BSB'. Or, celui-ci a pour mesure jSBxBB'; d'ailleurs BB' équivaut en longueur à la circonférence de la base du cône, et SB est son côté; donc la surface latérale du cône a pour mesure le produit de la moitié de ce côté par la circonférence de sa base.
Application. Supposons que le toit conique d'une tour ronde ait S'^.b de diamètre à sa base, et 6°*,4 de côté, la superficie de ce toit aura pour valeur ^x8",5Xir, ou, en remplaçant it par sa valeur approchée 3,1416 et effectuant la calcul, 85"*'%45. On peut avoir besoin de cette superficie pour déterminer la quantité de matériaux nécessaire à la couverture du toit.
660. Théorème. La surface latérale d'un cône tronqué a pour me^ sure le produit de son côté par la demi-somme des circonférences de ses bases.
Supposons, en effet, que la surface du cône dont ce tronc fait partie soit fendue suivant une génératrice SB (fig. 514), puis développée sur un plan. La surface du cône entier aura pour développement un secteur BSB'; celle du petit cône retranché aura pour développement un secteur semblable kSM. La surface latérale du cône tronqué aura donc pour développement le trapèze circulaire ABB'A'. Nous avons vu que Taire de ce trapèze a pour mesure ABXîCA'-^' + B^')- ^^^ ^® ^^^ '® ^^^® ^" ^^"® tronqué , AA' et BB' équivalent respectivement en longueur aux circonférences de ses deux bases : la surface latérale de ce cône tronqué a donc pour mesure le produit de son côté par la demi-somme des circonférences de ses deux bases.
661 . Corollaire. L*aîre de la surface latérale du cône tronqué est susceptible de deux autres expressions qu'il est utile de connaître.
1° Soit ABCD (fig. 515 ) la section méridienne d'un cône tronqué , c'est-à-dire la section de ce cône faite par un plan mené suivant Taxe ; soit EF son axe ; AB sera son côté , AE et BF seront les rayons de ses bases ; et, en désignant par S Taire de la surface latérale , on aura, d'après ce qui précède,
S=ABxKcircAE + circBF).
Par le milieu I du côté AB , menons IH parallèle à AE ; cette droite équivaudra à la demi-somme des rayons AE et BF ; et puisque les circonférences sont entre elles comme leurs rayons , la cîrcon*
férence dont le rayon est IH est la demi-somme de celles qui odI pour rayons A£ et BF ; ainsi Ton a
S=ABxcîrcIH;
c'est-à-dire que la surface latérale d'un cône tronqué a pour mesure le produit de son côté par la circonférence de la section faite à égale distance des deux hases , parallèlement à ces bases. Cette expression s'applique à la surface latérale du cône entier; car il suffit, dans ce cas, de supposer que la base supérieure se réduit à un point qui est le sommet du cône.
66S. ^ Élevons au point I la droite 10 perpendiculaire à AB , et abaissons du point A sur BF la perpendiculaire AG. Les deux triangles ABG et OHI seront semblables , comme ayant leurs trois côtés perpendiculaires chacun à chacun , savoir : AB à 10, A€l à BF, et par suite à sa parallèle IH , et enfin BG à OH. On a donc la proportion
AB:AG::IO:IH
Mais si Ton imagine des circonférences qui aient pour rayons lO etIH, on aura
IO:lH::circIO:circIH.
Donc, à cause du rapport commun,
AB:AG::cîrcIO:circm; et, en égalant le produit des extrêmes au produit des moyens, ABxcircIH=AGxcircIO.
La valeur de S, que nous avons trouvée équivalente au premier membre de cette égalité, équivaut donc aussi au second , et l'on a
S=AG X cire 10 =EFX cire 10,
c'est-à-dire que la surface latérale d'un cane tronqué a pour mesure le produit de sa hauteur EF par la circonférence qui aurait pour rayon la perpendiculaire élevée dans la section méridienne sur le milieu de son côté jusqu'à la rencontre de son axe.
Cette expression nous sera bientôt utile. Remarquons qu'elle s'applique à la surface latérale du cône entier, puisqu'il suflit, dans ce cas , de supposer que la base supérieure se réduit à un point qui est le sommet du cône.
Application. Imaginons un bassin circulaire dont la paroi ait un talus, cette paroi formera la surface latérale d*un cône tronqué. Supposons que le rayon de la base inférieure soit de 6"", celui de la base supérieure de 7"» et le côté de 3" ; si, pour cause quelconque ,
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on avait besoin de connaître la superficie de cette paroi , on pourrait employer la seconde expression
S=ABxcircIH;
on aurait alors IH = — ^ — = -^ ;
circffl=fflX2Xit=13»X3,1416=40«,84; donc S = 3" X40'",84 = 122»%52.
663. Théorèmb. L'aire d'une calotte sphériqtie a pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle.
Soit AB (fig. 516) la portion du méridien comprise entre Textrémité A de Taxe OA de la calotte et le plan qui lui sert de base. Soit 0 le centre de la sphère. La surface de la calotte peut être considérée comme engendrée par la révolution de Tare AB autour du rayon AO. Or cet arc peut être considéré comme une ligne brisée composée d'un nombre infini de côtés infiniment petits; et si l'on divise cet arc en parties égales suffisamment petites, ces parties approcheront autant qu'on le voudra d'être reclilignes. Supposons donc cet arc divisé en parties égales assez petites pour que chacune d'elles puisse être regardée comme rectiligne , c'est-à-dire se confonde avec sa corde. Des points de division c, d^ e, ainsi que du point B, abaissons sur l'axe les perpendiculaires cm, dn, cp, Bq ; puis joignons le centre de la sphère au milieu des arcs kcy cd^de, «B par les rayons Ox, Oy, 0-5, Ou; ces rayons seront perpendiculaires sur Ac, cd, de^ eB, considérés comme cordes.
La surface de la calotte se compose des diverses portions de surfaces engendrées par la rotation autour de AO des différents arcs Ac, cd^ de, cB, ou de leurs cordes, puisqu'elles se confondent avec leurs arcs. Or, dans ce mouvement de rotation , l'arc Ac engendre une surface latérale de cône dont l'aire a pou r expression km X cire Qx (002). L'arc cd engendre une surface latérale de cône tronqué, dont l'aire a pour expression mn X circOy. Les autres arcs de, eB, engendrent aussi des surfaces latérales de cônes tronqués dont l'aire a pour valeur
np X cire Os et pq X cire Ou,
La surface de la calotte a donc elle-même pour valeur
Ai«X cîrcOjî-|- mn XcircOy + ''!P XcircOs+jîg X circOw. Mais les rayons Ox, Oy, 0^, Ou étant ^gaux, l'expression de la surface de la calotte peut s'écrire :
Ai»X circOa?+ mnXcîrcOa? + WjP XcircOa?+p^X circOa?, ou (Aw-|-mn+ np -^pq) X cire Ox ,
ou enfin kq x cire Ox.
322 SECONDE PAETIV.
Or, circO^ est une circonférence de grand cercle, et kq est la hauteur de la calotte ; donc enfin la surface d'une calotte sphérique a pour mesure le produit de sa hauteur kq par la circonférence d'un grand cercle.
664. Corollaire L L'aire de la surface sphérique entière équp' vaut à quatre fois l'aire d'un grand cercle.
En effet : si le point q (fig. 516) coïncidait avec le centre de la sphère, Tare ÂB serait un quadrans, et la calotte sphérique se changerait en hémisphère, ce qui n'influerait en rien sur la démonstration précédente. Mais alors la hauteur kq ne serait autre que le rayon AO de la sphère; l'expression de Taire de la deou-spbére est donc
AO X cire Ox , ou AO X cire AO ,
c'est-à-dire le double de ^AOxcircAO, ou le double de Vaîre d'un grand cercle.
Si Ton nomme R le rayon d'une sphère, l'expression de sa surface sera 47Tli'.
663. Corollaire IL Le théorème relatif à Taire d'une calotte sphérique s'étend sans peine à Taire d'une zone quelconque.
Soit CDEF (fig. 517) la section méridienne (ou section suivant Taxe) d'une zone dont AB est Taxe; CF et DE les intersections de ses bases avec le plan méridien ; la portion mn de Taxe comprise entre ces droites sera la hauteur de la zone. La surface sphérique totale ayant pour mesure 2A0xcircA0, ou ABxcircAO, et les calottes engendrées par les arcs AC et BD ayant respectivement pour mesure A971 XcircAO et Bn XcircAO, il s'ensuit que Taire de la zone, qui est la différence entre la surface entière de la sphère et celle de ces deux calottes , a pour valeur
AB X cire AO— Am X cire AO — B» X cire AO ,
ou (AB — km — B;i)XcircAO, ou mnXcircAO,
ç'est-à-dire le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle.
Corollaire III. Le même théorème s'applique également à une calotte plus grande que la demi-sphère , à celle qui serait engendrée par l'arc AD, par exemple ; car cette calotte est la différence entre la surface sphérique entière et la calotte engendrée par Tare BD; sa valeur est donc
AB X cire AO — B» X cire AO, ou (AB — B») X cire AO , ou enfin km X cire AO,
c'est-à-dire le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand cercle Corollaire IV. Il suit du corollaire U que sur une même sphère,
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les zones et les calottes de même hauteur ont même superficie. Ainsi , pour diviser une surface sphérique en parties équivalentes par des plans parallèles, il suffit de diviser son axe en parties égales, et de mener par les points de division des plans perpendiculaires à cet axe.
6C0. APPLICATIONS. I. Le globe terrestre pouvant être considéré comme une sphère dont le rayon est de 636"*'^62 , on demande d'exprimer en myriamètres carrés la surface de la terre.
L'aire d'une sphère dont le rayon est R a pour expression AvSf\ la valeur de Taire demandée est donc
En effectuant le calcul , on trouve pour résultat 6092962'^"'' et une fraction qu'il convient de négliger.
II. La hauteur de la zone torride, c'est-à-dire la distance entre les plans des tropiques, est d'environ 507 myriamètres; quelle est la surface de cette zone en myriamètres carrés î
Pour obtenir la surface demandée, il faut multiplier le rayon de la sphère, 636"y%62 par 2 et par 3,1415926, et multiplier ensuite le résultat par la hauteur donnée 507"^'. En effectuant le calcul, on obtient pour produit 2028000"y'•^
III. La hauteur de la calotte sphérique qui forme chaque sow glaciale est d'environ 52"y',65; on demande la superficie de cette zone ? Pour l'obtenir, il faut encore multiplier le rayon par 2 et par 3,1415926, et le produit par la hauteur donnée 52"'7',65. On trouve pour résultat 210600"^'.
On voit que cette surface n'est qu'un peu plus du dixième de celle de la zone torride; en sorte que celle-ci est près de cinq fois plus grande que les deux zones glaciales réunies.
On peut remarquer encore qu'en réunissant la zone torride aux deux zones glaciales , on obtient une superficie de 2449200"''*% c'est-^-dire un peu moins de la moitié de la surface totale du globe ; en sorte que les deux zones teiii« pérées en occupent un peu plus de la moitié.
IV. Problème. Quel rayon faut-il donner à une sphère pour que l'aire de sa surface soit équivalente à 1 mètre carré?
L'aire de la sphère étant équivalente à quatre grands cercles, Taire de chacun de ces cercles doit valoir le quart d'un mètre carré, ou 26 déc- carrés. Or Taire d'un cercle a pour mesure le produit du carré de son rayon par le rapport ic; si donc on divise 25^*«** par 3,1415926, on aura pour quotient le carré du rayon cherché. On trouve ainsi 7'***,9577 ; le rayon demandé est la racine carrée de ce nombre, c'est-à-dire 2'**^,82 , ou G"»,282.
667. Théorème. Vaire d'un fuseau sphérique est à celle de la sphère comme l'angle des méridiens qui comprennent le fuseau est à quatre angles droits.
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Il est d'abord évident que sur une même sphère deux fuseaux peuvent coïncider, et sont par conséquent égaux , quand les plans méridiens qui les comprennent forment entre eux des angles égaux. Cette proposition admise , on peut employer une démonstration tout à fait analogue à celle qui a été employée pour démontrer que les angles au centre sont entre eux comme les arcs qu'ils interceptent sur une même circonférence.
Corollaire. Le fuseau dont Tangle dièdre est droit, et que l'on nomme pour cette raison fuseau droit, est le quart de la surface sphérique; •/ équivaut, par conséquent, à un grand cercle.
668. Remarques. I. On peut prendre le fuseau droit pour unité de fuseau, comme on prend Tangle droit pour unité d'aogle et le quadrans pour unité d*arc. A l'aide de cette convention, Taire du fuseau a pour mesure la valeur même de son angle dièdre.
II. Tout fuseau APP'B ( fig. 509) est coupé par Téquateur en deux triangles sphériques égaux A PB et AP'B , qui sont isocèles et birec^ tangles, puisque les angles dièdres qui ont pour arêtes AO ou BO sont droits. Et, quand le fuseau est droit, ces deux triangles ont un angle droit de plus, celui qui a pour arête OP ou OP', et sont, par conséquent, trirectangles. L'aire d'un triangle trirectangle étant évidemment la moitié de celle du fuseau droit , est la huitième partie de Taire de la sphère.
660. Théorème. L'aire d'un triangle sphérique a pour mesure V excès de la demi-somme de ses angles sur un angle droit (en prenant le fuseau droit pour unité de superficie, et Tangle droit pour unité d'angle).
I. Supposons d'abord que le triangle soit isocèle. Soit ABC (fig. 518; ce triangle, dans lequel les côtés AB et AD sont égaux. Achevons le grand cercle BDôc? dont le plan sera, si Ton veut, celui de la figure ; prolongeons également les côtés AB et AD au-dessus et au-dessous du plan BD6^; ils rencontreront ce plan en ô et en d, et se rencontreront eux-mêmes en a au-dessous de ce plan.
Deux grands cercles se coupent toujours mutuellement en deux parties égales (862) ; il suit de là que BD6 est une demi-circonférence , ainsi que l^bd ; ou a donc BD6 = D6df , et , en retranchant la partie commune D6, il reste BD = bd.
On a de même DAd = ADa, et, en retranchant la partie commune AD, il reste kd = Da.
De même encore on a BA6=: ABa, et, en retranchant la partie commune AB, il reste A6 = Ba.
Les deux triangles kbd et aBD ont donc leurs trois côtés égaux chacun à chacun. D'ailleurs ces triangles sont isocèles; car BÂ6 et "ùkd étant des demi -circonférences , et AB et AD étant égaux par supposition, il en résulte A(I = A6, et, par suite, aD=aB. Les
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triangles kbd et aBD sont donc égaux et superposables, car leurs parties égales sont disposées dans le même ordre , puisqu'ils sont isocèles.
II en résulte que la somme des triangles ABD et kbd équivaut à la somme des triangles ÂBD et aBD, c'est-à-dire au fuseau ÂBaDA, lequel a pour mesure Tangle A du triangle proposé.
Le fuseau BA6DB a pour mesure Tangle B du triangle proposé ; le fuseau DAc^BD a pour mesure Tangle D de ce triangle. Si on fait la somme de ces trois fuseaux, elle aura pour mesure A+B + D. Mais la somme de ces trois fuseaux, c'est-à-dire la somme des deux triangles ABD et kbd, plus les deux fuseaux BA6DB et DA(/BD, forme Thémisphère supérieur au plan BD6(/, plus deux fois le triangle ABD. En désignant ce triangle par T, et en remarquant qu'en prenant le fuseau droit pour unité, Taire de l'hémisphère est représentée par 2, on aura
2T + 2 = A + B-fD, d'où 2T = (A+B+D)— 2,
et T = i(A + B + D)-l,
ce qui revient à l'énoncé du théorème.
II. Supposons en second lieu que le triangle proposé soit quelconque. Soit ABD (fig. 519) ce triangle , et 0 le pôle du petit cercle dont la circonférence passe par les trois points A, B,D. Le pôle d'un cercle étant également distant de tous les points de sa circonférence , si Ton joint le point 0 aux points A, B, D, par des arcs de grand cercle, ces arcs seront égaux , comme étant sous-tendus par des cordes égales , et les triangles AOB, BOD, AOD seront isocèles. D'après la première partie de la démonstration on aura donc : .
triangle AOB = ^ ( AOB -|- BAO + ABO) — 1 ,
triangle BOD = ^ (BOD + BDO -f DBO) — 1 ,
triangle AOD = ^(AOD+ADO-f DAO)— 1.
Si l'on ajoute ces égalités membre à membre, en observant : 1"* que les angles AOB -{-BOD -{-AOD forment en somme 4 angles droits, puisque ce sont des angles dièdres formés autour d'une même droite , savoir le rayon de la sphère qui aboutit au point 0;
2»quel'ona BAO+DAO = BAD; ABO-|-DBO = ABD, et ADO-!-BDO = ADB,
il viendra :
triangle ABD = i (BAD + ABD -{- ADB -[- 4) - 3 , ou triangle ABD = ^ ( BAD + ABD -f- ADB) — 1 ,
ce qui revient encore à l'énoncé du théorème.
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m. Le pôle 0 (flg. 520) peut tomber hors du triangle proposé; les triangles AOB , BOD , AOD &*en sont pas moins isocèles , et Voù a, comme ci-dessus :
triangle AOB = J ( AOB -f BAO + ABO ) — 1 , triangle BOD = i(BOD + BDO + DBO)— 1, triangle AOD=:i (AOD+ADO+DAO)-* 1.
Ajoutons les deux dernières égalités membre à membre , et retranchons-en la première» en observant qu*on a
BOD + AOD = AOB; ADO + BDO = ADB; DBO— ABO = ABD, et DAO— BAO = BAD, il viendra :
tr BOD + tr AOD — tr AOB = i (ADB-f ABD + BAD) — i-f 1 ou triangle ABD £= ^ ( ADB -f ABD + BAD) — 1 .
Ainsi le théorème est général.
Corollaire. 11 suit de ce théorème que deux triangles sphériques symétriques sont équivalents en surfaces ; car leurs angles étant l«a mâmes , ces triangles ont la même mesure.
RsMAROUB. Il ne faut pas perdre de vue que Tévaluation de Taire d*un triangle sphérique exige remploi de deux unités , le fuseau droit et l'angle droit ; et le théorème que nous venons de démontrer lignifie , à proprement parler, que raire d'un triangle sphérique est à celle du fuseau droit comme l'excès de la demi^omme de ses angles eur un angle droit est à un angle droit.
Applications. Sur une sphère dont le rayon a 3 décimètres, quelle est la superficie d'un triangle sphérique dont les angles ont pour valeurs respectives 162« 17', 103» 4' et 93^61'î
Calculons d'abord la superficie du fuseau droit , ou , ce qui revient au même , Taire d'un grand cercle : celte aire a pour valeur ^^ X (3**/ ou 28' %28. La somme des angles donnés est 359^ 12', dont la moitié est 179^36'. Si Ton retranche un angle droit, ou plutôt 90^ il reste %V 36', ce qui revient à 5376'. L'angle droit vaut d'ailleurs 6400'. En désignant par x la superficie cherchée, on a donc :
ar:28^-,28:: 6376': 5400';
S7#. Pour mesurer l*âlre d*une surface courbe quelconque, on la di?ise en par> Ues assez petites pour que chacune d'elles puisse être considérée comme plane i Taire de chacune de ces porUons s'évalue alors comme celle d'un polygone, et la somme de ces aires partielles forme celle de la surface proposée.
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Ordinairtmêiit, pour opérer cette décomposition, on coupe la surbce donnée par deux systèmes de plans qui ont des direclions perpendiculaires ffig. 521). Chacune des portions de surface ainsi obtenues forme alors un petit quadrilatère curviligne que Ton peut, à cause de sa petitesse, et parce flue sa surlace est sensiblement plane, assimiler k un parallélogramme; son aire s'évalue donc sans aucune difficulté , et la somme des aires de tous les quadrilatères analogues donne Taire de la surface proposée avec une approximaiion d'autant plus grande que les sections sont plus rapprochées.
11 est commode , quand on opère sur le terrain , de prendre les deux systèmes de plans verticaux, rinlerseclion de chaque plan vertical avec la surface proposée pouvant s'obtenir aisément. En effet, supposons qu'on veuille me» turer la superficie réelle d'un terrain, au lieu de sa base productive; chaque section verticale s'y tracera au moyen d'une ligne jalonnée; car la ligne formée par les pieds des jalons n'est autre que l'intersection de la surface du sol avec U i>lan vertical dans lequel tous les jalons sont contenus.
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67t. TnÉontUB. Les aires des surfaces totales de deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de deux arêtes homologues quelconques.
En effet, soit S la surface totale d'un polyèdre, soient M, N, P, etc.^ les aires des diverses faces qui la composent; A, B, C, etc., des arêtes quelconques appartenant respectivement à cbactme de ses faces ; soient 5 , m , n , p , etc. ^a, b, o, etc. , les parties homologues d'un second polyèdre semblable au premier.
Deux polyèdres semblables ayant leurs faces homologues semblables chacune à chacune , et les aires do deux polygones sembla* blés étant entre elles comme les carrés de leurs arêtes homologues, on aura :
M:m::A*:a*; N:n::B«:ô«; P:p ::€•:(?•, etc. [l].
D'ailleurs, puisque les polyèdres sont semblables, leurs arêtes homologues sont proportionnelles, et Ton a :
A:a::B:6;:C:c::etc.,
d'où A» : a» :: B* : 6* ;: P : c" :: etc. P].
En vertu des premières proportions , on aura donc :
M:i»::N:n::P:p::etc.;
d'où M+N+P+etc. :m+n+p+etc. ::M;n> etc.,
ou S;j;:M;n.
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En ayant égard à la proportim [1] , on peut donc écrire :
S:«::iL«:a»,
et , à cause de la suite de rapports égaux [2] , on aura
S : s :: A* : cf :: B*: ô" :: Oie":: etc.
Corollaire I. Les diagonales homologues étant entre elles comme deux arêtes homologues quelconques , il en résulte que les surfaces totales de deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés de deux diagonales homologues quelconques, ou, en général, comme les carrés de deux lignes homologues quelconques.
Corollaire U. Un corps quelconque, terminé par une ou plusieurs surfaces courbes, pouvant èlre considéré comme un polyèdre dont les faces sont Infiniment petites , il en résulte que deux corps semblables quelconques pourraient être regardés comme deux polyèdres semblables. Ainsi le théorème précédent pourrait leur èlre appliqué.
Application. Supposons que l'on ait exécuté en petit le modèle d'un hàiiment, d'une machine, ou d'une construction quelconque, à Téclielle d'un cen- Umèlre par mètre par exemple; les lignes homologues seront entre elles comme 1 est h 100. La surface totale du modèle sera donc à celle de la copie comme le carré de I est au carré de 100, ou comme i est à lOOOO. Ainsi, pour obtenir la surface totale de ce bftUment, ou de cette construction, il suffirait de mesurer celle du modèle, et de multiplier le résultat par lOOOO.
679. Théobèmb. Les sur/aces latérales de deux cylindres semblables sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs , ou comme les carrés des rayons de leurs bases.
Cette proposition pourrait se déduire de celle qui précède , d'après l'observation faite au corollaire 11 ; mais elle se démontre directement d'ime manière très- simple.
Appelons S la surface latérale d'un cylindre, H sa hauteur, R le rayon de sa base, s, A, r les parties homologues d'un second cylindre semblable au premier. On aura :
S=27cRxH; 5=2icrXA,
et Ton en déduira la proportion identique
S:^::2itRxH:2icrxA,
ou en divisant par 27c les deux termes du second rapport
S:5::RxH:rxA [13-
Mais puisque les cylindres sont semblables, on a (647)
on a d^ailleurs la proportion identique
multipliant terme à terme les deux proportions [2] et [3] , il vient
RxH:fXA::H*:A» [4].
Les proportions [1] et [4] ayant un rapport commun , les deux autres rapports forment une proportion, et il vient
Maintenant, la proportion [2] donne
et, à cause du rapport commun aux deux proportions [5] et [6], on peut écrire
CoROLLAniE. Si Ton appelle B et 6 les aires des bases des deux cylindres, on auraB=7tR* et 6=7:r*, d*où
B:6::7cR*:7rr*, ou B:6::R«:r* [8].
k causé du rapport commun aux deux proportions [7] et [8] on peut écrire
c'est-à-dire que les aires des surfaces latérales de deux cylindres semblables sont entre elles comme les aires de leurs bases.
Application. Supposons qu'il entre 20 feuilles de tôle dans la construction d'un cylindre creux de 4°" de hauteur, et que l'on veuille savoir combien il en entrerait dans un cylindre semblable de 3"* de hauteur. Les quantités de tôle employées pouvant être regardées comme proportionnelles aux surfaces des cylindres, et, par conséquent , aux carrés de leurs hauteurs, en nommant x la quantité cherchée, on devra avoir :
a?: 20:: (3)*: (4)*, ou a?: 20:: 9: 16,
d'où â?=^ff^=ll \. Il faudra donc 11 feuilles et un quart.
675. Théorème. Les aires des surfaces latérales de deux cônes semblables sont entre elles comme les carrés de leurs côtés, ou comme les carrés des rayons de leurs bases, ou comme les carrés de leurs hauteurs.
Cette proposition se démontre de la même manière que la précédente.
Corollaire. On en déduit, comme nous l'avons fait pour le théorème précédent, que les aires des surfaces latérales de deux cônes semblables sont entre elles comme les aires de leurs bases.
Application. Supposons qu'on ait employé 4500 ardoises pour former la couverture d'un toit conique de 9"' de diamètre à la base,
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et qa'on veaiU6 savoir approximativement combien il en faudmit pour former la couverture d'un toit semblable ayant 6°" de diamètre à la base. Les quantités d*ardoises employées pouvant être considérées comme à peu près {M-oportionnelles aux surfaces latérales des deux cônes, et, par conséquent, aux carrés des rayons ou des diamètres de leurs bases , en nommant x la quantité cherchée , on devra avoir
a::4500::(6)*:(9)*, ou a?: 4500:: 36: 81,
ou X : 4500 : : 4 : 9, d'où a?=i^^=2000.
$74. nous avons vu que l'aire d'une sphère dont le rayon est R a pour expression 41cR^ ou, ce qui revient au même, 2icRx2R. Celte aire équivaut donc à celle de la surface latérale d*un cylindre dont la base aurait pour rayon R et dont la hauteur serait :^R, c'est-à-dire qui aurait pour base un grand cercle de k sphère et pour hauteur le diamètre de cette sphère. Ce cylindre est précisément celui qu'on pourrait circonserire à la sphère, c'est-à-dire dans lequel la sphère pourrait être placée de manière à être tangente à la surface cylindrique par son équateur, et aux bases planes du cylindre par ses pèles» La figure â22 montre cette disposition.
678. Théorème. Les aires des surfaces de deux sphères sont entre elles comme les carrés de leurs rayons , ou de leurs diamètres.
Soient, en effet, S et 5 les aires des sturfaces de deux sphères, R et f leurs rayons , D et (I leurs diamètres; on aura :
S=4ïcR* et «=47cr», d'où S:s;:4Ka»:4Ttf*,
et en divisant les deux termes du second rapport par 4ie,
D'ailleurs on a R:f::D:d, d'où R*:f^::D*:cP.
Donc S:5::D*:«P.
Application. On a employé 36 feuilles d'or battu pour dorer une houle (sphérlque) de 2 décimètres de rayon; combien en faudrait-il pour dorer une boule dont le rayon aurait 3 décimètres?
Les quantités de matière employée pouvant être considérées comme proportionnelles aux surfaces des sphères, et par conséquent aux carrés de leurs rayons , en nommant x la quantité cherchée, on devra avoir
ir:35::(3)»'(2)*, ou a:: 36:: 9: 4,
d'où a:=â^=78î. Il faudrait donc 79 feuilles.
676. neux calottes sphériques sont semblables quand leurs hauteurs sont proporlionnelles aux rayons des sphères auxquelles elles appartiennent» A l'aide d'une démonstration analogue à celle du n** 67) , on ferait voir que (es <kifu de deu9 «abolies 9phér%q^e9 semblabks sont entre eUes comme Ici eartH
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de leurt hauteun, ou comme la carrét du rayoni dêi tphèrei a^iquelUt elles appartiennenU
Oa nomme xones semblables celles qui sont la différence de calottes sphériques semblables. On démontrerait de même que leurs aires sont entre elles comme les carrés de leurs hauteurs ou comme les carrés des rayons des sphères auxquelles elles appartiennent.
On ferait voir encore de la même manière que les aires de deux ealotUs sphé^ riques semblables sont entre elles comme les aires des cercles qui leur servent de hase, La même proportionnalité a lieu pour les zones semblables.
((77. Sur deux sphères de rayons différenU , deux fuseaux sont semblables lorsqu'ils ont un mime angle dièdre. Chacun d'eux est alors une même fraction du fuseau droit (667) ou de l'aire d'un grand cerclei d'ailleurs les aires des cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons : par con»équent, les aires de deux fuseaux semblables sont entre elles comme les carrés des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent.
Sur deux sphères inégales, deux triangles sphériques qui ont les mêmes angles, disposés dans le même ordre, ne sont plus égaux, mais semblables. Chacun d'eux est alors une même fraction du fuseau droit correspondant (669)} ainsi en répétant les raisonnements ci-dessus, on voit que les aires de deux triangles iphériques semblables sont entre elles comme les carrés des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent.
CHAPITRE Vin
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678. Mesurer le volume d*un corps, c'est le comparer à un autre volume qui est pris pour unité. On choisit pour iinité de volume celui d'un cube auquel on donne pour arôte Tunité de longuetu*. Si , par exemple , Tunité de longueur est le mètre, Tunité de volume est un cube qui a pour arête un mètre , et qu'on appelle mètre cube. Si l'unité de longueur est un décimètre, l'unité de volume est un cube qui a pour arête un décimètre, et qu'on appelle décimètre cube; et ainsi de suite. £n admettant, par exemple, que mb (fig. 523) soit un cube dont l'arête ab ait l'unité de longueur, mesurer le volume d'un parallélépipède rectangle MB, c'est chercher combien de fois il contient le volume du cube mb.
On va voir que l'évaluation des volumes se ramène toujours à de simples mesures de longueur.
679. ThéoeèmA. Le volume d'un parallélépipède rectangle a pour mesure le produit des trois arêtes qui aboutissent à un même sommet.
Soit MB (fig. 523) le parallélépipède rectangle proposé. L'énoncé qui précède signifie que, pour obtenir le nombre d'unités de volume
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contenues dans ce parallélépipède, il faut chercher le nombre d'unités de longueur contenues dans les trois arêtes AB, AC, AD , qui aboutissent à un môme sommet A, et faire le produit de ces trois nombres.
En effet, supposons, pour fixer les idées, que Taréte AB contienne quatre fois Tunité de longueur ab^ et que les arêtes AC et AD la contiennent respectivement 5 fois et 7 fois. Divisons AB en quatre parties égales, et par tous les points de division menons des plans perpendiculaires à AB; divisons AC en 5 parties égales, et par tous les points de division menons des plans perpendiculaires à AC ; enfin , divisons AD en 7 parties égales , et par tous les points de division menons des plans perpendiculaires à AD; le parallélépipède BM se trouvera ainsi divisé en petits parallélépipèdes rectangles, qui auront tous pour hauteur , pour largeur et pour épaisseur Vunité de longueur a6, car deux plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles entre eux , et deux plans parallèles sont partout égalements distants. Ces petits parallélépipèdes rectangles seront donc des cubes, ayant pour arête Tunité de longueur, c'est-à-dire que ce seront autant d'unités de volume ; il ne reste donc plus qu'à déterminer leur nombre.
Or, le long de l'arête AB, on peut compter autant de ces petits cubes qu'il y a d'unités de longueur dans AB, c'est-à-dire 4; ces 4 petits cubes forment une sorte de colonne posée horizontalement. Le long de l'arête AD, on peut compter autant de ces colonnes qu'il y a d'unités dans AD, c'est-à-dire 7 ; et ces 7 colonnes forment une sorte de tranche horizontale. Enfin , le long de l'arête AC, on peut compter autant de ces tranches qu'il y a d'unités dans AC, c'est-àdire 5, et ces 5 tranches composent le parallélépipède proposé. Le nombre total des petits cubes est donc le produit des nombres 4 , 7 et 5, c'est-à-dire 140; le parallélépipède proposé contient donc 140 unités de volume.
Les raisonnements que nous venons de faire sont tout à fait indépendants du nombre d'unités de longueur contenues dans les trois arêtes AB, AC et AD. Si l'unité de longueur n'était pas contenue un nombre exact de fois dans les trois arêtes , il faudrait recourir à une unité de longueur plus petite , et , par conséquent , aussi à une unité de volume plus petite, jusqu'à ce qu'on parvint à une unité qui pût être contenue un nombre exact de fois dans ces arêtes, ce qui finira toujours par arriver dans la pratique , parce qu'en prenant une unité suffisamment petite , les restes , s'il y en a , finiront toujours par devenir inappréciables.
Nous démontrerons d'ailleurs plus loin , et d'une manière directe, un théorème qui donnera à celui-ci , dans le cas de l'incommensiurabilité, toute la rigueur désirable.
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COKOLLAIRB. Dans le cas où le parallélépipède rectangle proposé est un cube , les trois arêtes qui aboutissent à un même sommet sont égales , et pour obtenir le nombre d'unités de volume contenues dans ce cube , il suffit de chercher le nombre d'unités de longueur contenues dans Tune de ces arêtes , et de former un produit où ce nombre entre trois fois comme facteur. Si , par exemple , l'arête du cube proposé contient 2 unités de longueur, ce cube contiendra 2 X 2X2, ou 8 unités de volume. Si l'arête du cube contient 3 unités de longueur, le cube contiendra 3 X 3 X 3, ou 27 unités de volume; et ainsi de suite.
C'est pour cela que l'on donne, en arithmétique, le nom de cube à un produit de trois facteurs égaux,
680. Cette observation nous permet de faire comprendre com* ment se subdivisent les unités de volume.
Un centimètre valant 10 millimètres, un centimètre cube vaut 10X10X10, ou 1000 millimètres cubes.
Un décimètre valant 10 centimètres, un décimètre cube vaut 10 X 10 X 10, ou 1000 centimètres cubes.
Un mètre valant 10 décimètres, un mètre cube vaut 1000 décimètres cubes.
Un décamètre valant 10 mètres, un décamètre cube vaut 1000 mètres cubes, et ainsi de suite.
Dans le système métrique, les différentes unités de volume se convertissent sans calcul les unes dans les autres ; il suflit , pour opérer cette conversion, d'un simple transport de virgule. Ainsi j3«.cub 067319 reviennent à 13057'»«*-^"\319 ou à 130573l9«"»-^\
Rappelons que lorsqu'il s'agit de la mesure du bois de chauffage, le mètre cube prend le nom de stère; et que, pour les mesures de capacité, le décimètre cube prend le nom de litre.
681. Applications. Problème I. Quel est le volume d'air contenu dans une salle rectangulaire qui a 10",42 de longueur sur 7",51 de largeur et 3",86 de hauteur?
Les trois dimensions données peuvent s'exprimer par 1042""*, par 751""' et par 385""* ; le volume cherché équivaut donc à 1042 X 761 X 385, ou 301278670 centimètres cubes. Pour obtenir les décimètres cubes contenus, il faut diviser ce nombre par 1000; le volume demandé revient donc à 301278'»«««*,678«'»'-^"*'.Pour obtenir les mètres cubes contenus dans les 301278'*'"-*"*», il faut encore diviser ce nombre par 1000 ; le volume cherché est donc enfin de 3oi«-cub,278**-*"**,670**"'*'^"*».
Problème II. Un bloc de marbre dont la forme est celle d'un parallélépipède rectangle a 2",3 de longueur stêr 1",6 de largeur et 0^,9 d'épaisseur, quel est son volume ?
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Les trois dimensions données reviennent à 23 dédmètres, 16 décimètres et 9 décimètres; le volume du bloc de marbre équivaut donc à 23 X 16 X9 ou 3312 décimètres cubes. Divisons par 1000 pour obtenir les mètres cubes contenus; nous trouverons définitif vement 3-«*,312*'««^.
PaoBLÈm IlL Une pile de bois a 13-,4 de longueur^ 6" de lar^ geur et 7",2 de hauteur; an demande d'évaluer en stères la çuan-iité de bois qu'elle contient.
La forme que Ton donne aux piles de bois dans les chantiers est celle d'un parallélépipède rectangle. Les trois dimensions de celui que nous avons à considérer reviennent à 134*'*«, à 60^ et à 72*^; son volume équivaut donc à 134 X 60 X 72, ou 482400'**'«^; ce qui revient à 482°***"*',400, et par conséquent à 482 stères et 4 décistères.
Pboblème IV. Un bassin rectangulaire qui a 6^,4 de longueur^ 8^,5 de largeur et 2"*,7 de profondeur, est rempli d'eau aux deux tiers de sa hauteur, combien d'hectolitres d'eau contient- il?
L'eau contenue dans le bassin forme un parallélépipède rectangle dont les arêtes ont respectivement 64^*, 35'*^ et IS**»* (puisque 18 est les deux tiers de 27 ). Le volume de ce parallélépipède est donc de 64X35X18, ou 40320 décimètres cubes, c'est-à-dire 40320 litres. Pour avoir le nombre d'hectolitres contenus, il faut diviser ce nombre par 100; la quantité d'eau cherchée est donc de 403'***S20"*'**.
688. Le produit des deux arêtes ÂB et AD du parallélépipède MB (iig. 523) exprime l'aire de sa base supérieure BD, puisque cette base est un rectangle. D'ailleurs, la base supérieure est égale à la base inférieure. On voit donc que, pour obtenir le volume d'un parallélé-
Ïiipède, on n'a qu'à multiplier l'aire de sa base par sa hauteur, c'est- -dire le nombre d'unités d'aire contenues dans la base par le nombre d'unités de longueur contenues dans la hauteur; ce qu'on exprime en disant que le volume d'un parallélépipède rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Application. Si l'on sait, par exemple, que la base d'un parallé* lépipède rectangle contient 28 mètres carrés, et que sa hauteur est de 5 mètres, on en conclura que son volume équivaut à 28X5 ou 140 mètres cubes.
Corollaire. Deux parallélépipèdes rectangles^ qui ont des bases équivalentes et métne liauteur, sont équivalents en volume; car la mesure de leur volume est la même.
683. Lemmb. Deux parallélépipèdes de même base et de même hauteur sont équivalents.
Soient, en effet, AG et MS (Bg. 524) deux parallélépipèdes dont les bases ABCD et MNOP sont égales, et qui ont même hauteur. Si leurs bases inférieures sont supposées placées sur un marne plan
horizontal, leurs bases supérieures seront aussi dans un même plan horizontal , puisqu'ils ont môme hauteur. Divisons cette hauteur en un certain nombre de parties égales, et par tous les points de division menons des plans horizontaux qui coupent à la fois les deux parallélépipèdes. Ils se trouveront décomposés tous deux en un même nombre de tranches de même hauteur. Considérons deux tranches correspondantes, c'est-à-dire comprises entre les mêmes plans horizontaux, ag et ms par exemple. La base abcd de l'une estégale à ABCD, en vertu du théorème du n"" 618 ; la base mnop de l'autre est égale à MNOP par la même raison ; ces deux bases abcd et mnop sont donc égales. Or, comme le nombre des tranches est tout à fait arbitraire, on peut toujours le supposer assez grand pour que la hauteur de chaque tranche soit aussi petite que l'on voudra. Plus cette hauteur sera petite, et plus les différences de formes qui existent entre les tranches correspondantes ag et ms tendront à de* venir inappréciables; et si l'on suppose cette hauteur infiniment petite, les deux tranches infiniment minces ag et mg pourront être considérées comme rigoureusement égales puisque leurs bases sont égales. Les deux parallélépipèdes AG et MS peuvent donc être re^ gardés comme composés d'un même nombre de tranches infiniment minces, égales chacune à chacune; les volumes de ces deux parallélépipèdes sont donc équivalents.
Corollaire L Tout parallélépipède oblique MS peut être changé en un parallélépipède droit AG équivalent qui ait une base égale et même hauteur.
Corollaire II. Tout parallélépipède droit AG (fig. 626) peut être changé en un parallélépipède rectangle équivalent, qui ait une base équivalente, et même hauteur.
Prolongeons , en effet , les droites AB et DC ; prenons sur le prolongement de AB une longueur MN égale à AB; par les points H et N menons MP et NO perpendiculaires à MN; le rectangle MNOP et le parallélogramme ABCD seront équivalents, comme ayant même base et même hauteur. Sur le rectangle MNOP construisons le parallélépipède rectangle MS, dont la hauteur MQ soit égale à la hauteur AE du parallélépipède droit proposé. Je dis que AG et MS seront équivalents. En effet, les rectangles ABFE et MNRQ, qui ont même base et même hauteur, sont égaux. Les plans de ces rectan* gles étant tous deux perpendiculaires au plan ANOD, puisque les parallélépipèdes sont droits, se confondent en un même plan; il en est de même des plans DCGH et POST. La distance des faces AF et DG est donc celle des faces MR et PS. Par conséquent, si l'on renversait les deux parallélépipèdes, l'un sur la face AF, l'autre sur la face MR, ils auraient môme base et même hauteur. En vertu du lemme qui précède , ils sont donc équivalents.
684. THiORims. Le volume d'un parallélépipède quelconque a pour mesure le produit de sa base par sa luiuteur.
Cet énoncé signifie que pour obtenir le nombre d'unités de volume contenues dans un parallélépipède quelconque , il faut chercher le nombre d'unités d'aire contenues dans sa base, le nombre d'unités de longueur contenues dans sa hauteur, et multiplier ces deux nombres l'un par l'autre.
En effet, d'après le premier corollaire du lenmie précédent, un parallélépipède quelconque peut être changé en un parallélépipède droit équivalent, qui ait môme base et même hauteur; d'après le second corollaire , un parallélépipède droit peut être changé en un parallélépipède rectangle équivalent, qui ait une base équivalente et même hauteur ; il en résulte qu'un parallélépipède quelconque peut élre changé en un parallélépipède rectangle équivalent, qui ait une base équivalente et même hauteur. Soient B cette base et II cette hauteur, le volume du parallélépipède rectangle aura pour exprèssion BxH (682) ; cette expression sera donc aussi celle du parallélépipède proposé. Or B équivaut à la base de ce parallélépipède proposé, et H est sa hauteur; son volume a donc pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
688. LsMMB. Deux prismes de même base et de même hauteur sont équivalents.
La démonstration de cette proposition est la même que celle du n« 685.
Corollaire. Tout prisme triangulaire est la moitié d'un paraHélé" pipède qui a une base double et même hauteur.
Car soit ABCEFG (fig. 488) un prisme triangulaire quelconque. Prolongeons les plans ABC et EFG ; achevons les parallélogrammes ABCD et EFGH, et joignons DH; il en résultera un parallélépipède ABCDEFGH. Car les plans ABCD et EFGH sont parallèles, puisque ABCEFG est un prisme; les droites AD et EH, parallèles aux droites BC et FG qui sont parallèles, sont parallèles elles-mêmes, et déterminent un plan parallèle à la face BCGF; de même les droites CD et GH sont parallèles et déterminent un plan parallèle à la face ABFE. Le polyèdre ABCDEFGH est donc compris sous six plans parallèles deux à deux ; ce polyèdre est donc un parallélépipède , dont la base ABCD est double de la base ABC du prisme proposé, et qui a même hauteur. Or, le plan ACGE le divise en deux prismes triangulaires ABCEFG et ACDEGH, qui ont des bases égales ABC= ACD, et môme hauteur; chacun d'eux, le prisme proposé par exemple, est donc la moitié de ce parallélépipède.
686. Théorème. Le volume d'un prisme triangulaire a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Car soient B sa baseet H sa hauteur; le volume du parallélépipède
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qui améme hauteur et une base double a pour mesure2BxH (684). Le volume du prisme triangulaire qui en est la moitié, a donc pour mesure B X H, c'est-à-dire le produit de sa base par sa hauteur.
687. Théorème. Le volume d'unprisme quelconque apour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Car tout prisme peut être divisé par des plans diagonaux en prismes triangulaires de même hauteur que lui (609). Soient H cette hauteur, B ,. B', B", etc. , les bases des prismes triangulaires ; la somme de leurs volumes aura pour mesure B xH+B' X H+B" X H+ etc., ou, ce qui revient au même, (B + B'+B"+etc.)xH. Or le facteur entre parenthèses , c'est-à-dire la somme des bases des prismes triangulaires qui composent le prisme proposé , n*est autre chose que la base de ce prisme ; son volume a donc pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Corollaire I. Ce théorème étant général , s'applique aux prismes réguliers.
Corollaire II. Deux prismes qui ont des bases équivalentes et même hauteiu* sont équivalents, car la mesure de leur volume est la même.
Application. Une salie octogone a 3",4 de hauteur, et chacun des côtés de son parquet a 2",5 de longueur; on demande le volume d'air contenu dans cette salle.
Le volume cherché est celui d*UD prisme régulier dont la hauteur est de 34 décimètres, et dout la base est un octogone régulier qui a 25 décimètres de côté. Nous avons vu que pour obtenir l'aire de cet octogone , il faut multiplier le carré du c6té, c'est-à-dire esS*** par 4,8284, ce qui donne pour produit 30]7'*%75. 11 reste à multiplier cette aire par 34^ ce qui donne pour le volume cherché 1 02603** *^,500, ou 102 mètres cubes, 603 décimètres cubes, et 500 centimètres cubes.
688. Théorème. Le volume d'un cylindre a pour mesure lepro* duit de sa base par sa lumteur.
En effet, on peut considérer un cylindre comme un prisme régulier dont la base est un polygone d'un nombre infini de côtés infiniment petits , et la mesure de son volume rentre dans celle du volume d'un prisme.
APPLICATIONS. Problème I. Trouver le volume de vapetlr que peut contenir le cylindre d'une machine, sachant que ce cylindre a 1",36 de hauteur, et 0°>,62 de diamètre à sa base.
Le rayon de la base étant 0",31, Taire de cette base a pour valeur ^X(0^,Siy. Le volume cherché a donc pour mesure ^^ X (0",31)* X 1"',35. En effectuant ce calcul, on trouve pour résultat 0"<^»*», 407739, ou 4a7d«c.cub 739ce«t.cub^
Problème II. Quelle profondeur faut-il donner à un réservoTr cylindrique de 7™ de rayon, pour qu'il puisse contenir 3850 hecto^ litres d'eau ?
Les 3850 hectolitres, ou 385000 litres , représentent 385000 décimètres cubes, ou 385 mètres cubes. La base du réservoir cylindrique a une superficie exprimée par ^ X^O'"^ ou 154"" ^ Il faut que cette superficie, multipliée parla profondeur cherchée , qui est la hauteur du cylindre, donne pour produit 385°*«*^; pour obtenir cette profondeur, il gufSt donc de diviser 385"»'**"^ par 154"*% ce qui donne pour quotient î'^yd.
Problème III. Quel rayon faut^il donner à un réservoir cylindrique de 3°* de profondeur pour que sa capacité soit de 1000 hectolitres f
La capacité donnée revient à 100 mètres cubes ; divisant ce nombre par la hauteur du cylindre, qui est de 3", le quotient SS^^SSSS... exprimera la base, ou Taire du cercle dont on demande le rayon. Divisant cette aire par ^, le quotient 10"S6060... sera le carré du rayon; la racine carrée de ce nombre, ou 3",25... sera donc le rayon demandé.
689. Lemme I. LetM: tétraèdres de même base et d^ méms hat^ leur sont équivalents.
Soient, en effet, SÂBC et OMNP (fig. 526) deux tétraèdres dont les bases ABC et MNP sont égales, et qui ont même hauteur. Supposons leurs bases placées sur un môme plan horizontal; leurs sommets seront à la môme distance de ce plan. Divisons cette distance en un certain nombre de parties égales, et par tous les points de division menons des plans horizontaux qui coupent à la fois les deux tétraèdres. Ils se trouveront décomposés en un même nombre de tranches de môme hauteur. Considérons deux tranches correspondantes, abcdefet mnpgrt. Leurs bases abc et 7nnp sont semblables aux bases ABC et MNP des tétraèdres, et par conséquent semblables entre elles; d'ailleurs ces mêmes sections aôc, mnp sont entre elles comme les bases ABC et MNP (S98); elles sont donc équivalentes. Or, elles ne peuvent être à la fois semblables et équivalentes sans être égales. Cela posé, CQmme le nombre des tranches est arbitraire, rien n*empêche de le supposer assez grand pour que la hauteur de chaque tranche soit aussi petite que Ton voudra. Plus cette hauteur sera petite, et plus les différences de forme qui existent entre les tranches correspondantes abcdef et mnpqrt tendront à devenir inappréciables ; et si Ton suppose cette hauteur infiniment petite, les deux tranches infiniment minces abcdef et mnpqrt pourront être considérées comme rigoureusement égales, puisque leurs bases abc et mnp sont égales. Les deux tétraèdres SABC et OMNP peuvent donc être regardés comme composés d'un même nombre de tranches infiniment minces , égales chacune à chacune ; les volumes de ces deux tétraèdres sont donc équivalents.
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690. LsMMB n. Tout tétraèdre est le tiers d'un prisme triangulaire de même base et de même hauteur.
Soit SABC (fig. 527) un tétraèdre quelconque. Par son sommet S menons un plan SDE parallèle à la base ; puis, par les points À et G, menons AD et CE parallèles à BS jusqu'à la rencontre du plan SDE , et joignons SD et SE ; nous formerons ainsi un prisme triangulaire ABCDSE ; car les droites SD, SE , DE étant respectivement parallèles aux droites BA , BC , AC , comme intersections de deux plans parallèles par un troisième, les figures ABSD, BCES, ACED sont des parallélogrammes, et, par suite, les triangles ABC et DSE sont égaux. Ce prisme triangulaire a même base ABC que le tétraèdre « et môme hauteur, puisque le sommet de ce dernier est dans le plan de la base supérieure du prisme. Or, je dis que le tétraèdre SABC est le tiers du prisme ABCDSE.
En effet, suivant les droites SA et SE, faisons passer un plan» qui coupera le parallélogramme ACDE suivant la diagonale AE, et divisera, par conséquent, ce parallélogramme en deux triangles égaux.
Nous aurons à considérer trois tétraèdres qui ont leur sommet en S. l"" Le tétraèdre SABC : c'est le tétraèdre proposé. S^" Le tétraèdre SADE : en lui donnant pour sommet le point A, on voit que sa base DSE est égale à la base ABC du premier tétraèdre, et que, de plus, ils ont pour hauteur commune la hauteur du prisme; en vertu du lemme qui précède, ces deux tétraèdres sont donc équivalents. 3° Le tétraèdre SAGE : sa base ACE est égale à la base ADE du second tétraèdre; et, de plus, ils ont même hauteur, puisqu'ils ont même sommet S, et que leurs bases sont sur un même plan. Ces deux tétraèdres sont donc équivalents aussi.
Le prisme triangulaire ABCDSE est donc composé de trois tétraèdres équivalents; et par conséquent le tétraèdre proposé, qui est un des trois, est le tiers du prisme triangulaire.
691. Théorèmb. Le volume d*un tétraèdre a pour mesure le tiers du produit de sa hase par sa hauteur.
Cet énoncé signifie que pour obtenir le nombre d'unités de volume contenues dans un tétraèdre , il faut chercher le nombre d'unités d'aire contenues dans sa base, le nombre d'unités de longueur contenues dans sa hauteur, multiplier ces deux nombres l'un par l'autre et prendre le tiers du produit.
Pour le prouver, considérons le prisme triangulaire qui a même base et même hauteur que le tétraèdre proposé; son volume aura pour mesure le produit de celte base par cette hauteur (686) ; donc le tétraèdre, qui en est le tiers, en vertu du lemme précédent, a pour mesure le tiers de ce produit, c'est-à-dire le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
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Corollaire. Deux tétraèdres qui ont des hases équivalentes et même hauteur sont équivalents, puisqu'ils ont même mesure.
692. Théorème. Le volume d'une pyramide quelconque a pour mesure le tiers du produit de sa hase par sa hauteur.
Car toute pyramide pouvant se partager par des plans diagonaux, en tétraèdres de môme hauteur, si l'on nomme H cette hauteur, et B, B', B", etc., les bases de ces tétraèdres, la somme de leurs volumes aura pour expression
iBxH + JB'xH+4B"xH+ etc.;
ou, ce qui revient au même,
4(B+B'+B"+etc.)xH.
Or, B+B'+B"+ etc., c'est-à-dire la somme des bases des tétraèdres, c'est précisément la base de la pyramide; son volume a donc pour mesure le tiers du produit de cette base par sa hauteur.
Corollaire I. Ce théorème étant général , s'applique aux pyramides régulières.
Corollaire II. Deux pyramides qui ont des hases équivalentes et même hauteur sont équivalentes, puisque leur mesure est la même.
695. Théorème. Le volume d*un cône a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur.
Car on peut considérer ce cône comme une pyramide régulière, dont la base est un polygone régulier d'un nombre infini de côtés infiniment petits. La mesure de son volume rentre alors dans celle du volume d'une pyramide.
Applications. Problème I. Quel est le volume d'un cône dont la hauteur est de 0",52 , et dont la base a 0",23 de rayon?
L'aire de la base a pour mesure ^ X (0",23)*, le volume du cône a donc pour valeur
ou 0"-^,028818, ou enfin 28*•«•*^«^818«"*•«"^
Problème II. La hauteur d'un cane est de 16 décimètres; son côté a 20 décimètres, quel est son volume?
Rappelons-nous que l'axe du cône , son côté et le rayon de sa base forment un triangle rectangle dont l'hypoténuse est le côté du cône. On aura donc le carré du rayon en retranchant le carré de la hauteur (ou de l'axe) du carré du côté, ou (16)' de (20)*, ce qui donne 144 décimètres carrés. L'aire de la base a donc pour valeur ^ X 144^^""; et le volume du cône équivaut à
i X ^^X 144'»» X l6^ ou à 2413'»''»* environ , ou 2«•«"^4l3
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Pboblème III. Le volume d'un cône est d'un mètre cube, et le rayon de sa base est le tiers de sa hauteur; quelle est la valeur de ce rayon?
Appelons r ce rayon et h la hauteur ; le volume du cône aura pour expression
ou , comme h est le triple de r,
— « — , ou itr"Xr, ou enfin wr*.
Si donc on divise 1""*^ par le rapport it, oupar 3,1416, on aura le cube du rayon; on trouve ainsi O'^'^jSlSSOOHl.
En extrayant la racine cubique de ce nombre , on obtient 0°>,682 pour le rayon demandé.
604. Théorème. Le volume d'un prisme triangulaire tronqué a pour mesure le produit de sa base par une moyenne entre les trois perpendiculaires abaissées des sommets opposés sur cette base.
Soit àBCDEF (fîg. 528) un prisme triangulaire tronqué; par les points A, £, C, faisons passer un plan ; il détachera du prisme tronqué un tétraèdre EABC , qui aura pour base ABC , et pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point £ sur ABC ; en appelant e cette perpendiculaire, le volume du tétraèdre EABC sera exprimé par
AABCxc
Par les points D, E, C, faisons passer un plan; il partagera la pyramide quadrangulaire restante EADFG en deux tétraèdres EADC et EFDC.
Tirons DB ; il sera facile de voir que les deux tétraèdres EADC et BADC sont équivalents ; car ils ont môme base ADC , et leurs sommets E et B sont sur une droite EB parallèle à cette base, puisqu'elle est parallèle à la droite AD qui y est contenue : ces deux tétraèdres ont donc môme base et môme hauteur, et sont, par conséquent, équivalents (691). Or le tétraèdre BADC peut ôtre considéré comme ayant son sommet en D; il a alors pour base ABC, et pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point D sur cette base; en nommant d cette perpendiculaire, le volume du tétraèdre DABC, ou celui du tétraèdre équivalent EADC , aura pour expression
^ABCxrf.
Tirons FA et FB ; on prouvera sans peine que les tétraèdres EFDC et BAFC sont équivalents. En effet, leurs bases FDC et FAC sont des triangles équivalents, puisqu'ils ont môme base FC et môme hauteur. De plus , les sommets £ et B de ces deux tétraèdres sont
sur uno droite EB parallèle au plan de leurs bases ; ces tétraèdres sont donc équivalents (601). Or, le tétraèdre BÂFC peut être con* sidéré comme ayant son sommet au point F ; il a alors pour base ABC, et pour hauteur la perpendiculaire abaissée du point F sur cette base ; en nommant / cette perpendiculaire , le volume du tétraèdre FABC, ou celui du tétraèdre équivalent EFDC, aura pour expression
^ABCx/.
Le volume du prisme tronqué, qui se compose des trois tétraèdres EABC , EADC et EFDC , a donc pour mesure :
iABCx«+iABCxd-|-iABCx/,
ou iABCx(c+<^+/), ou encore ABCxK^+^+/)-
Mais^(c + d-|-/) exprime une moyenne entre les trois perpendiculaires 0, d, /. Le volume du prisme tronqué a donc pour mesure le produit de sa base par cette moyenne.
Corollaire. Lorsque le prisme triangulaire est droit, les perpendiculaires e^dyf^ ne sont autre chose que les arêtes latérales AD, BE, CF; on peut donc dire que le volume d'un prisme triangulaire droit tronqué a pour mesure le produit de sa base par une moyenne entre ses trois arêtes latérales.
69S. Théorèiir. Le volume d'un parallélépipède droit tronqué a pour me^ sure le produit de sa hase par une moyenne (ariUimélique) entre deux arêtes latérales opposées.
Soit ABCDEFGH (flg. 529) un paraUélépipède droit tronqué par un plan EFGH incliné à sa base. 11 est facile de voir d'abord que celle section est un parallélogramme; car les droites £F et GH , étant les inlerseclions de deux plans parallèles âBFE et DCGH par un troisième EFGH, sont parallèles entre efle5;on en peul dire aulanl des droites EH et FG; la ûgure EFGH est donc un parallélogramme.
Menons le plan diagonal DBFH : il divisera le parallélépipède tronqué en deux prismes triangulaires tronqués ADDEFH et Br.DFGH. En vertu du corollaire du Uiéorème précédent, le prisme tronqué ÂBDEFH aura pour mesure
ABDxi(AE4-BF + DH),
et le prisme tronqué BCDFGH aura pour mesure :
BCDxHBF + DH + CG).
Leur somme, ou le parallélépipède tronqué, aura donc pour mesure la somme des expressions précédentes ; et si l'on remarque que Ton peut remplacer BCD par son égal ABD, celle mesure aura pour expression :
ABDxi(AE + CG + 2BF + 2DH) [I],
Tirons EG et AG, et joignons les points 1 el 0 , milieux des diagonales HF, £0 et AC, BD : la droite 10 sera l'intersection des deux plans DBFH el ACGE, puisqu'elle a, dans chacun d'eux , les deux points 1 et 0. U Ogure DBFH étant un trapèze» la droite 10 , qui Joint les milieux des
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c6tés non parallèles, est une moyenne arithmétique entre les deux côtés parallèles; on a donc
i (BF + DH)=IO; d'où BF4-DH=2I0,
cl , par conséquent , îBF + 2DH = 410.
La figure ÂCGE étant aussi un trapèze, la droite 10, qui joint les milieux des côtés non parallèles, est une moyenne arithmétique entre les deux côtés parallèles, et Ton a
}(AE+CG) = 10; d'où AE + CG=210.
A raide de ces valeurs , Texpression [1] pourra s'écrire :
ABDxi (210 + 410),
ou ABD X 4 610 , ou ABD + 210 , ou , ce qui revient au même ,
2 ABD X 10 , ou enfin ABCD x 10.
Ainsi , le volume du parallélépipède droit tronqué a pour mesure le produit de sa base ABCD par la droite 10, qui joint les points de rencontre des diagonales des deux bases. Or , nous venons de voir que 10 est une moyenne arithmétique , soit entre les deux arêtes opposées BF et DH , soit entre les deux arrêtes opposées AË et GG ; donc , etc.
696. Théorème. Le volume d'un tétraèdre tronqué a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses deux bases et d*une moyenne géométrique entre ces bases.
Soit ABCDEF (fig. 530) un tétraèdre tronqué. Par les points A, E, C, faisons passer un plan ; il détachera du tétraèdre tronqué un tétraèdre EABC , qui aura pour hauteur la hauteur du tronc, et pour base la base ABC; en appelant H la hauteur du tronc^ le volume de ce tétraèdre aura donc pour expression
^HxABC.
Par les points D, E, C, faisons passer un plan , il divisera la pyramide quadrangulaire restante EADFC en deux tétraèdres EDFC et EADC. Le premier de ces deux tétraèdres peut être considéré comme ayant son sommet au point C, et pour base DEF. Sa hauteur est donc égale à celle du tronc et son volume a poiu* expression
^HXDEF.
Reste le dernier tétraèdre EADC. Pour obtenir Texpression de son volume, menons par le point E, dans le plan ABED, la droite El parallèle à AD, et joignons DI ; nous aurons à considérer un nouveau tétraèdre lADC. Il est facile de voir que ce nouveau tétraèdre équivaut au tétraèdre EADC ; car ils ont même base ADC , et leurs sommets I et E sont sur une droite El parallèle à cette base , puisqu'elle est parallèle à une droite AD contenue dans cette base; ces deux tétraèdres ont donc même base et même hauteur, et sont , par conséquent, équivalents.
3&(l 8EG0NDB PABTie.
Or, le tétraèdre lADC peut être considéré comme ayant son sommet au point E , et pour base AIC ; il a donc même hauteur que le tronc, et son volume, ou, ce qui revient au même, le volume du tétraèdre équivalent EADC, a pour expression
Le tétraèdre tronqué , qui est la somme des trois tétraèdres EABC, EDFC, EADC , a donc pour mesure
iHxABC+^HxDEF+^HxAIC,
ou ^ H X (ABC+ DEF + AIC).
Pour démontrer le théorème énoncé , il ne reste donc plus qu'à prouver que AIC est une moyenne géométrique entre ABC et DEF. Pour cela , remarquons que les droites DE et DF étant, par la nature môme du tétraèdre tronqué , respectivement parallèles à AC et AB, les deux angles EDF et lAC sont égaux ; les deux triangles DEF et lAC sont donc entre eux comme les produits des côtés qui comprennent l'angle égal, et Ton a
DEF:AIC::DExDF:AIxAC.
Mais DE et AI sont égaux comme parallèles comprises entre parallèles; les deux termes du second rapport ont donc un facteur commun que l'on peut supprimer, et il reste
DEF:AIC::DF:AC [il-
Les triangles AIC et ABC, qui ont même hauteur puisqu'ils ont même sommet C et leurs bases en ligne droite , sont entre eux comme ces bases, et l'on a
DF:AC::AI:AB
En vertu de cette dernière proportion , les deux proportions [1] et [2] ont leurs seconds rapports égaux; les deux premiers le sont donc aussi , et il vient
DEF: AIC:: AIC: ABC.
Ainsi le triangle AIC est une moyenne géométrique entre les deux bases DEF et ABC du tétraèdre tronqué. Donc, etc.
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697. Théorème. Le volume d'une pyramide tronquée a peur me-sure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et d'une moyenne géométrique entre ces bases.
En effet, soit KBCDEabede (fig. 531) une pyramide tronquée, et SABCDE la pyraihide entière. Imaginons un tétraèdre OMNP de même hauteur que la pyramide SABCDE , dont la base MNP soit équivalente à la base ABCDE, et posée sur un même plan. Prolongeons le plan abcde; il coupera le tétraèdre OMNP suivant un triangle mnp, et déterminera un tétraèdre Omnp qui aura même hauteur que la petite pyramide Sabcde. Appelons H la hauteur des deux pyramides SABCDE et OMNP, et h la hauteur des deux pyramides Sabcde et Omnp. La pyramide Sabcde étant semblable à la pyramide SABCDE (606), on aura
abcde:kBCDE::h*:E\
Le tétraèdre Omnp étant semblable au tétraèdre OMNP, on aura de même
innp:MNP::A«:H«,
d'où , à cause du rapport commun ,
abcde : ABCDE : : mnp : MNP.
Or, par supposition, les conséquents sont équivalents ; il en est donc de même des antécédents.
Cela posé, remarquons que le tétraèdre OMNP équivaut à la pyramide SABCDE , puisqu'il a une base équivalente et même hauteur (691, 692). Par la même raison, le tétraèdre Omnp équivaut à la pyramide Sabcde. Il en résulte que le tronc de tétraèdre équivaut au tronc de pyramide.
Mais le premier a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et d'une moyenne géométrique entre ces bases. Cette mesure est donc aussi celle du tronc de pyramide; et comme ce tronc a même hauteur que le tronc de tétraèdre et des bases équivalentes, il s'ensuit que le tronc de pyramide a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses basés ABCDE et abcde, et d'une moyenne géométrique entre ces bases.
CoROLUiRE. Ce théorème étant général , s'applique aux pyramides régulières tronquées.
Application. Un bassin a ses murs en talus, le fond est un carré dont le côté a 30", les bords forment aussi un carré dont le côté a 32", et la profondeur du bassin est dei^; on demande sa capacité en hectolitres.
La forme du bassin est celle d'une pyramide tronquée. L'aire de sa plus grande base est de 32" X32'", ou 1024"S- l*aire de sa plus
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petite baae est de 30" X 30", ou 900"-°; la moyenne géométrique entre ces deux bases est y/ïo24"*x900"-% ou 960"*. La capacité du bassin a donc pour expression
ou i4"»X2884«% ou 3845«%333....
ce qui revient à 3845333'*«*-*«**, ou à 3846333 litres , ou enfin i 38453 hectolitres et 33 litres.
698. Théorème. Le volume d'un cône tronqué a pour mesure le tiers du produit de sa hauteur par la somme de ses bases et d'une moyenne géométrique entre ces bases.
Car un cône tronqué peut être considéré comme une pyramide régulière tronquée dont les bases sont des polygones réguliers d*un nombre infini de côtés infiniment petits. La mesure de son volume rentre donc dans celle du volume d'une pyramide tronquée.
Corollaire. L'expression du volume du cône tronqué est susceptible d'une forme remarquable. Si Ton nomme h sa hauteur, R et r les rayons de ses bases, Taire de la base inférieure sera TtR', celle de la base supérieure sera -nr^ ; la moyenne géométrique entre ces
bases sera v/7rR*X7rr*, ou y^ir'xR'X^» ou tcRx^. Le volume du tronc de cône sera donc représenté par
JAX(7rR'+7rr*+7rRXr),
ou ^^Ax(R*+;^+RXr),
c'est-à-dire que powr obtenir le volume d'un tronc de cône, il faut faire le carré du plus grand rayon , le carré du plus petit, et le produit du plus grand par le plus petit; ajouter ces trois résultats, multiplier la somme par la hauteur du tronc et par le rapport de la circonférence au diamètre , puis prendre le tiers du produit.
Applications. L Problème. On demande la capacité d'un cuvier dont le fond a l'^^X^de rayon, le bord supérieur l^.SS de rayon, et dont la profondeur est de 1™,54.
La forme d'un cuvier est ordinairement celle d'un cône tronqué; en ayant égard aux données ci-dessus , on voit que la capacité demandée a pour valeur
iX^Xl'»,54X[(l%38)*+(l-,l2)«+l",38Xl-,12],
ou fîXl",54x[l'"S9044+l™«,2544+l«%5456],
ou bien f J X 1",54 X 4-%7044,
ou enfin 7"*"*"^,244776, ce qui revient à 72 hectolitres et 48 litres environ.
II. Pour mesurer le bois en grume, c'est-à-dire recouvert de son écorce et de
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son aubier, on considère chaque arbre, quand il est droit, comme un cOne tronqué. On trace à ses deux bouts, en dedans de I*aubier , deux cercles qui sont les bases du tronc; quant à sa hauteur, elle est égale k la longueur de l'arbre mesurée , non pas sur sa surrace, mais perpendiculairement aux bases. Pour obtenir celte mesure, on peut appliquer une règle horizontalement au centre de chacune des i^xlrémilés de l'arbre, supposé couché sur le sol, et mesurer ensuite la distance des deux règles.
Supposons que la longueur de l'arbre ait été trouvée de 4",f 1 ; le rayon de la plus grande base de 0",fô; et le rayon de la plus petite base de 0",12; le volume du tronc de cône aura pour valeur
iX V X ♦Ml X [(m5)»+(O-,12)»+0M5x0-,12].
En effectuant les calculs, on trouve
Dans la pratique , on mesure la longueur de Tarbre sur sa surface, et Ton multiplie celle longueur par Taire de la section faite ^ égale distance des deux bases , section qui, abstraction faite de l'écorce et de l'aubier, a pour rayon la demi-somme des rayons des deux bases.
Celte manière d'opérer est inexacte; mais comme elle est assez expéditive, on peut remployer lorsque les rayons des deux bases diffèrent peu, et que l'on ne désire pas une grande approximation.
III. Pour jauger un tonneau, c'est-à-dire pour évaluer sa capacité, on peut le considérer comme formé de deux cdnes tronqués égaux , réunis par leur plus grande base ; cette base commune est la section perpendiculaire ^ l'axe , faite k la hauteur de la bonde ; le diamètre de cette section s'obtient en introduisant une règle divisée par l'orifice de la bonde. La circonférence de chacun des deux fonds circulaires du tonneau porte le nom de jable, et la partie renflée où se trouve la bonde porte le nom de bouge. Pour obtenir, -d'après ce qui précède , la capacité d'un tonneau , il faudrait faire le carré du rayon du jable , le carré du rayon du bouge, et le produit de ces deux rayons ; ajouter ces trois résultats , multiplier la somme par la longueur du tonneau dans le sens de son axe , et par le rapport de la circonférence au diamètre , puis prendre le tiers du produit.
Si, par exemple, le rayon du jable était de 0-,20, le rayon du bouge de 0",30, et la longueur du tonneau deO",00, sa capacité serait
JX¥X0-,90X(0-,2C X0-,2G+ 0-,30xO-,30+ 0-,20x0-,80),
ce qui donnerait, tout calcul fait, 0— "^,222137, ou 222*•••"»^137, c'est-à-dire un peu plus de 222 litres.
Ce mode d'évaluation donne toujours un résultat trop faible; et l'on en concevra facilement la raison, si l'on remarque que la génératrice de la surface du tonneau est une ligne courbe, convexe vers l'extérieur, tandis que la génératrice- de chacun des troncs de cône que nous venons de considérer n'en est qu'une corde , en sorte que la surface de chaque tronc de cône est intérieure à celle du tonneau.
Les percepteurs des droits sur les boissons emploient pour mesurer la capacité des tonneaux une règle divisée, nommée jou^c , qu'ils introduisent par ia bonde dans diverses directions, pour en conclure ensuite la capacité cherchée par un calcul fort simple. Quand ils n'ont point de jauge, ils ont recours à un calcul analogue à celui que nous venons de faire; mais pour tenir compte de l'erreur que l'on commet en remplaçant la capacité du tonneau par deux cônes tronqués, ils remplacent le produit des deux rayons par le carré du plus grand. Si l'on fait le calcul de cette manière, on verra qu'il revient à la règle suivante, adoptée dans les droits réunis : faire le carré du diamètre du jable.
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y ajouter le double du carré du diamètre du bouge, muUipUer laêomme par la longueur du tonneau et par le nombre 0,262.
En opérant d'après celle règle sur les données précédentes, on obtient pour résultat 233 litres {. On yoit que ce résultat diffère de il litres { de celui que BOUS avions obtenu d'abord.
099. Tout polyèdre pouvant se décomposer en pyramides dont on sait évaluer le volume, on voit qu'il est possible de mesurer celui d'un polyèdre quelconque.
Supposons que Ton prenne pour sommet commun de toutes les pyramides l'un des sommets du polyèdre lui-même ; la base de chacime de ces pyramides étant ime des faces du polyèdre, on en pourra mesurer Taire , et la question se réduira à mesurer la hauteur de chaque pyramide.
On pourra employer à cet effet Tappareil que représente la figure 471; on posera le polyèdre sur le plan horizontal inférieur par la face qui sert de base I la pyramide dont on veut mesurer la hauteur, et Ton fera varier la position du polyèdre et celle du plan horizontal supérieur, jusqu'à ce qu'une arête inférieure de ce plan vienne passer par le sommet de la pyramide. La distance des deux plans horizontaux, mesurée sur la tige verticale, indiquera la hauteur cherchée.
On comprend qu'il faut se servir d'une arête inférieure du plan horizontal mobile, et non de sa surface même, parce qu'il peut arriver que le polyèdre ait des points plus élevés que celui qui sert de sommet à la pyramide dont on mesure la hauteur.
Ce procédé n'est applicable d'une manière générale qu'aux polyèdres convexes, et nous avons dit que ce sont aussi les seuls que la Géométrie élémentaire ait à considérer. II est rare , d'ailleurs , qu'un polyèdre ne présente pas dans sa forme quelque pârlicularité qui facilite la recherche de son volume; c'est ce qui arrive pour la plupart de ceux que l'on rencontre dans la pratique.
700. Il résulte du théorème du n*» 030 que si Ton prend deux faces égales de deux tétraèdres symétriques pour bases de ces tétraèdres , ils auront aussi même hauteur, et dès lors ils ont même volume, puisque leur mesure est la même.
Deux polyèdres symétriques pouvant toujours se décomposer en un même nombre de tétraèdres symétriques , équivalents en volume d'après ce que nous venons de dire, il s'ensuit que ces deux polyèdres sont eux-mêmes équivalents. Et comme un corps quelconque peut toujours être considéré comme un polyèdre, puisque, s'il se termine par une ou plusieurs surfaces courbes , il suffit de supposer ses faces infiniment petites, on voit que toutes les fois qu'un corps a un plan de symétrie, les deux parties séparées par ce plan sont équivalentes en volume; ce qu*il était d'ailleurs facile de pressentir.
701. Parmi les polyèdres réguliers, il en est deux dont nous avons appris à mesurer le volume • ce sont le tétraèdre régulier et le cube. On pourrait obtenir le volume des autres par le moyen général indiqué au n» 699. Mais on peut remarquer que si l'on décompose un polyèdre régulier en pyramides qui aient son centre pour sommet commun et ses faces pour bases , par la nature même de ce polyèdre, toutes les pyramides seront égales? et leur hauteur sera la
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dislance du centre du polyèdre à l'une quelconque de ses faces, distance que Ton nomme son apothème. Pour obtenir le volume de ce polyèdre, il faudra donc mesurer Taire d'une de ses faces, la multiplier par la longueur de Tapothème , prendre le tiers du produit , et multiplier le résultat par le nombre des pyramides , c'est-à-dire par le nombre des faces.
La longueur de l'apothème, qui entre dans le calcul précédent, est facile Jk obtenir; car les polyèdres dont nous parlons ont tous des faces parallèles, dont la distance est évidemment le double de l'apothème cherché : or, celte distance • s'obtiendra sans peine au moyen de l'appareil que représente la flg. 471.
702. Théorème. Le volume d*une sphère a pour mesure le produit de sa surface par le tiers de son rayon.
Concevons la surface de la sphère partagée, par des arcs de grands cercles , en portions triangulaires ou polygonales assez petites pour que chacune d'elles puisse être considérée comme plane, et les arcs qui lui servent de côtés comme rectilignes; chacune de ces portions de surface sera ce que nous avons nommé un élément de surface ; et la sphère se trouvera remplacée par un polyèdre. Imaginons que ce polyèdre soit décomposé en pyramides ayant pour sommet commun le centre de la sphère et pour bases les divers éléments de sa surface, et considérons en particulier Tune quelconque de ces pyramides.
Sa base étant un élément de la surface de la sphère, ou, ce qui revient au même, un élément de plan tangent, est perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon , ce qui revient à dire que la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur l'élément qui sert de base à la pyramide est égale au rayon de la sphère, ou, en d'autres termes , que la hauteur de la pyramide est égale au rayon ; d'où il suit que le volume de cette pyramide a pour mesure le produit de l'élément qui lui sert de base par le tiers du rayon.
Or, comme on en peut dire autant de toutes les autres pyramides il s'ensuit que leur somme , ou le volume total de la sphère , a pour mesure la somme des produits de chaque base par le tiers du rayon, ou le produit de la somme des bases par le tiers du rayon , ou enfin le produit de la surface de la sphère par le tiers de son rayon.
Corollaire. La surface de la sphère dont le rayon estR^ a pour mesure 4?cR*. Si l'on multiplie cette expression par |R, on obtient pour produit 4TtR»xiR, ou^itR*. Ainsi, pour obtenir le volume d'une sphère, il faut faire le cube de son rayon, le multiplier par le rapport de la circonférence au diamètre et prendre les ^ du produit; ce qui revient à multiplier le cube du rayon par 4,1887902... ou simplement par 4,1888.
Applications. — Problème I. Qîiel est le volume d'un boulet qui a 22 centimètres de diamètre?
Le diamètre ayant 22**"*, le rayon a 1 1''*"*; le cube de ce rayon vaut I33iee..t.eub . \q yolume dcmaudé équivaut donc à 1331''"*''X 4,1888
ou à 5dw.ci.b 575ctt»|.c.ib 293miU-c«b^
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Problàme il En considérant la terre comme une sphère dont le rayon est de 636"y',62, quel est son volume en myriamètrcs cubes ?
Le volume demandé aura pour valeur (636™y',62)'x 4,1887902. En effectuant les calculs indiqués, on trouve pour résultat environ 1081 millions de myriamètres cubes.
Problème HI. Quel est le volume d*une sphère dont la surface équivaut à un mètre carré?
Désignons par R le rayon de la sphère , par S sa surrace , et par V son volume. Nous aurons
S=4iïR'' et V=J7cR«.
Si Ton prend la valeur de R dans la première égalité pour la substituer dans la seconde, on trouvera, toutes réductions faites,
^ — — 7=' 6v/ît
Appliquant celte formule à l'exemple proposé, on aura
|m.caJ>
V=— ji== = 0- •^,094 6 V 3,141092 ou 94 décimètres cubes.
Problème IV. Qitel diamètre faut-il donner à un bassin demi" sphériqus pour que sa capacité soit de 50 hectolitres?
Appelons R le rayon du bassin; la capacité de la demi -sphère aura pour expression fxR'; et comme 50 hectolitres représentent 5000 litres ou 5000 décimètres cubes , on devra avoir
§TrR»= 6000*«<^-<^"»', ou § X^7^ X R* =5000**«"^«^,
ou enfin f } xR'=5000^"*^"^.
Si Ton divise les deux membres de l'égalité par ff , on obtient
Par conséquent, en extrayant la racine cubique de ce nombre, on aura le rayon du bassin. On trouve ainsi 13**%3 dont le double 26'**%6, ou 2'",66 est le diamètre demandé.
705. Théorème. Le volume d'un secteur sphérique a pour mesure le produit de l'aire de la calotte qui lui sert de base par le tiers du rayon,
La démonstration est la même que pour le théorème précédent.
Corollaire. Soient h la hauteur de la calotte qui sert de base au secteur et R le rayon de la sphère, 27cRx/^sera Taire de cette calotte (663) ; le volume du secteur sera donc 2îrR x A X^R, ou §7cRVi. Or itR' exprime Taire d'un grand cercle; pour avoir le volume d'un secteur sphérique ^ il faut donc multiplier l'aire d'un gra7id cercle par la hauteur de la calotte qui sert de base à ce secteur, et prendre les deux tiers du produit.
704. Théorème. Le volume d'un segment sphérique a pour mesure
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le produit de l'aire du cercle qui aurait pour rayon la hauteur de ce segment y par le rayon de la sphère diminué du tiers de cette hauteur. Soient PP' (fig. 507) l'axe du segment, PAP'B une section méridienne faite dans la sphère suivant cet axe; AB l'intersection du plan de ce méridien avec le plan qui termine le segment. La portion PC de Taxe, comprise entre son extrémité P et la ligne AB, sera la hauteur du segment. Son volume sera la différence entre celui du secteur sphérique engendré par le secteur circulaire AOP, et celui du cône engendré par le triangle rectangle ACO. Ainsi, en nommant V le volume du segment , on aura
V==f7r()PxPC—i7rÂC'xOC (703,693).
Afin d*abréger récriture , désignons le rayon OP par R, la hauteur CP par A. La demi-corde AC étant perpendiculaire au diamètre PP', est moyenne géométrique entre les deux segments de ce diamètre. On a donc
ÂC'=PCXP'C = *(2R— A).
On a d'ailleurs OC = R— *.
L'expression du volume V peut donc s'écrire :
V = §TrR»A— ^7rA(2R— A)(R— A), ou V=^irA[2R«— (2R — A)(R — A)],
ou V = ^7rA(3RA — A*),
ou enfin V = îrA'(R— ^ A) ;
ce qui revient à l'énoncé du théorème.
Remarque. Cette expression suppyose que l'on connaisse le rayon OP de la sphère. Si le segment était donné détaché de la sphère , son rayon ne serait pas immédiatement connu. Mais on remarquerait que si l'on joint AP et AP' le triangle PAP' sera rectangle en A, et donnera
ÂP==PCxPP'=PCX2 0P=:2PCxOP.
D'un autre côté, dans le triangle rectangle ACP , on a ÂP' = PC' + ÂC'. En égalant ces deux valeurs de ÂP, il vient
2PCxOP = PC*+Â^; d'où 0P=?^^±^,
expression qui permet de calculer le rayon OP à l'aide de la hauteur PC du segment et du rayon AC du cercle qui le termine.
Application. Un bassin a la forme d'une defni'^phère, dont le diamètre est de 3°' ; il est rempli d'eau jusqu'à une hauteur de 1", 2, à partir du point le plus bas; quelle est la quantité d'eau contenue?
L'eau contenue forme un segment sphérique dont la hauteur est de'l^jî, et le problème se réduit à calculer le volume de ce segment. Or, Taire du cercle dont le rayon aurait 1"»,2 a pour valeur ^X(l",2)', ou 4'"%5267; multiplions cette aire par le rayon de la sphère dinrinué du tiers de la hauteur du segment, c'est-àdire par 1"",6 moins 0™,4, ou par !*",!, nous aurons pour produit 4"-^"^,978270 ou 4978'*'*^*'"*S270, qui représentent 4978"«'«,27, ou 49 hectolitres 78 litres et une fraction de litre.
Corollaire. On obtiendrait le volume d'une tranche sphérique, telle que mnpqm'n'p'^ (fig. 455), en remarquant qu'elle est la différence entre les deux segments kmnpq et km'n'p'q'.
705. Théorème. Le volume d'un coin sphérique est à celui de la sphère comme Vangle dièdre du coin est à 4 angles droits.
Môme observation que pour la proposition relative à l'aire du fuseau (667).
706. Pour évaluer approximalivement le volume d'un corps terminé par une ou plusieurs surfaces courbes quelconques, la méthode ordinaire consiste a le décomposer, au moyen de deux systèmes de plans parallèles, rectangulaires entre eux, en une série de parallélépipèdes rectangles tronqués, et de pyramides rectangulaires.
S*il s'agit d'évaluer le volume d'un monticule, on prend les deux systèmes de plans verticaux. L'intersection de chaque plan vertical avec le terrain s'obtient par une ligne jalonnée. Les arêtes verticales des parallélépipèdes ou des pyramides se mesurent à l'aide d'un nivellement ; et les arêtes horizontales de leurs bases sont les distances horizontales entre les plans verticaux consécuUfs, distances faciles à mesurer.
Pour les corps de petites dimensions qu'on ne peut pas assimiler a des corps géométriques I on emploie un autre procédé, fondé sur la considération de leur poids , et dont nous parlerons bientôt.
CHAPITRE IX
DE hk GOHPÀlUISOli DES TOLUHBS.
707. Théorème. Deux parallélépipèdes rectangles deméfnebase sont entre eux comme leurs hauteurs.
Faisons coïncider les deux parallélépipèdes par leur base égale; les arêtes perpendiculaires à cette base suivront deux à deux des directions communes. Soient AG et AL (fig. 532) les deux parallélépipèdes ainsi placés ; et supposons d'abord que les hauteurs AE et AI aient une coipmune mesure, qui soit contenue, par exemple, 5 fois dans AE et 8 fois dans AI. Divisons AI en 8 parties égales; AE contiendra ô de ces parties. Par tous les points de division menons des
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plans parallèles aux bases; nous formerons ainsi une suite de parallélépipèdes rectangles égaux entre eux; car, en vertu du théorème du n*" 012, leurs bases seront égales , et par suit« de la construction même ils auront même hauteur (621). Le parallélépipède AL en contiendra 8, et le parallélépipède ÀG en contiendra ô; ces deux parallélépipèdes sont donc entre eux comme les nombres 8 et 5. Mais leurs hauteurs AI et AE sont aussi entre elles comme 8 est à 5 ; les deux parallélépipèdes sont donc entre eux comme leurs hauteurs.
Si les hauteurs sont incommensurables, divisons AI en un certain nombre n de parties égales ; AE en contiendra un certain nombre m*
AE
et sera compris entre m et m -f- 1 de ces parties. Le rapport -rj sera
donc compns entre — et — • — .
Par tous les points de division de AI menons-lui des plans perpendiculaires ; nous formerons n parallélépipèdes rectangles égaux. AG en contiendra m^ et sera compris entre m et m -|- 1 de ces parallélépipèdes partiels ; ainsi le rapport -^ sera compris entre — et » ■ .
Les quantités -tt ^^ tt ^^^^ comprises toutes deux entre les
fractions — et "* qui ne diffèrent que de - , c'est-à-dire d'aussi
peu que Ton voudra, puisqu'on peut prendre n aussi grand qu'on le désire, diffèrent elles-mêmes d'aussi peu qu'on voudra : c'est-àdire qu'elles sont rigoureusement égales.
Applications. Une poutre, dont la forme est celle d*wi parallélépipède rectangle, a 3™,9 de longueur, et son volume équivaut à 24o^«!-«">>; quel sera le volume d'un morceau de cette poutre (coupée perpendiculairement à sa longueur)^ long de 2'",6 ?
Pour résoudre cette question , on a à comparer deux parallélépipèdes rectangles qui ne diffèrent que par l'une de leurs dimensions; on peut donc appliquer le théorème qui précède; et en nonunant x le volume cherché, on devra avoir :
X : 240***^'^ «"*' : : 2",6 : ^"",9 ; d'où x
708. Théorèmb. Deux parallélépipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs trois dimensions.
Soient A, B, D les trois dimensions d'un parallélépipède rectangle , ou les trois arêtes qui aboutissent à un môme sommet, et soit P le volume de ce parallélépipède. Soient de même a, 6, d les trois dimensions d'un second parallélépipède rectangle dont nous désignerons le volume par jp.
Concevons, en outre , deux autres parallélépipèdes rectangles : le premier, ayant pour dimensions A, B, (2, et un volume représenté par Q; le second, eyant pour dimensions A, 6, d, et un volume représenté par R.
Les deux parallélépipèdes P et Q auront deux dimensions communes, savoir : A et B; et si on leur donne pour base la face qui contient ces deux arêtes, ils auront même base, et seront, par conséquent , entre eux comme leurs hauteurs , c'est-à-dire comme leurs troisièmes dimensions , et on aura :
D est facile de voir que, par une raison analogue, on aura de même
et R :^ :: A: a.
Multiplions ces trois proportions terme à terme , en supprimant les deux facteurs Q et R qui deviendraient communs aux deux termes du premier rapport, il viendra :
P:p::DxBxA:(^XôXa.
Corollaire I. Deux parallélépipèdes rectangles qui ont une dimension commune sont entre eux comme les produits des deux autres.
Car si dans la proportion précédente on supposeD = d, les deux termes du second rapport auront un facteur commun que Ton pourra supprimer, et il restera
P:i>::BxA:ôxa.
Application. Les volumes de deux murs qui ont même épaisseur sont entre eux comme les produits de leur hauteur par leur longueur. Si , par exemple, le premier mur a 20" de long sur 2"»,5 de haut, et le second 15" de long sur 3" de haut, et que le volume du premier soit de 40"*~^, pour avoir le volume du second , il faudra poser la proportion
X : 40"-«^ : : 15« X 3" : 20» X 2",5 ; d'où X
700. Corollaire U. Si le second parallélépipède rectangle était un cube qui eût pour arête Tunité de longueur, le volume que nous avons désigné par p serait alors Tunité de volume ; et si Ton nomme u l'unité de longueur, on aurait à la fois a = 2/, ft = tt, rf=tt, et la proportion obtenue plus haut deviendrait
P:/)::DxBxA:t*xtfXw.
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On tire de là
P^DXBXA^D B A
p «XwXv « w tt ^^'
p Or, - , c'est-à-dire le rapport qui existe entre le volume du parallélépipède rectangle et Tunité de volume, c'est le nombre d'unités de volume contenues dans le volume de ce parallélépipède; -, ou le
rapport qui existe entre Taréte D du parallélépipède et Tunité de longueur, c'est le nombre d'unités de longueur contenues dans
cette arête ; de même - et - expriment le nombre d'unités de longueur contenues dans chacune des arêtes B et A. L'égalité [1] signifie donc que le nombre d'unités de volume contenues dans un parallélépipède rectangle équivaut au produit des nombres d'unités de longueur contenues dans ses trois dimensions , ou , en d'autres termes , que le volume d'u9i parallélépipède rectangle a pour mesure le produit de ses trois dimensions , ou des trois arêtes contiguês à un même sommet.
Nous retombons ainsi sur le théorème du n^ 690. Ce théorème , et par suite tous les théorèmes relatifs aux mesures de volume que nous en avons déduits, se trouvent ainsi démontrés d'une manière rigoureuse dans le cas de l'incommensurabilité. Mais nous avons préféré écarter d'abord ce cas purement théorique , afin de présenter les propositions d'une manière plus frappante.
7iO. Corollaire III. Si l'on voulait former un cube qui fût équivalent en volume au parallélépipède rectangle dont les trois dimensions sont A, B, D, il faudrait, en nommant x Taréte de ce cube, poser l'égalité
arXa?Xa:=AxBxD, ou a?»=AxBxD; d'où a?=V^AxBxD,
c'est-à-dire que pour obtenir l'arête de ce cube, il faut multiplier entre elles les trois dimensions du parallélépipède rectangle, et extraire la racine cubique du produit.
Application. Si, par exemple, un parallélépipède rectangle avait 2'",4 de longueur, 1"»,8 de largeur, et 0*»,4 de hauteur, son volume serait 2",4X1",8X0",4, ou l"-^"\728. La racine cubique de ce nombre est l'",2; ainsi un cube qui aurait pour arête l'°,2 serait équivalent en volume au parallélépipède proposé.
Remarque. L'opération qui a pour but de transformer un corps quelconque en un cube équivalent , se nomme cubature. Lorsque le volmne du corps proposé est réduit en nombre , sa cubature
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n'est plus qu'une opération d'arithmétique; car, en extrayant la racine cubique de ce nombre, on obtient l'arête du cube équivalent.
711. THÉORiniE. Deux prismes de même hauteur sont entre eux comme leurs hases; et deux prismes dont les bases sont égales ou équivalentes sont entre eux comme leurs hauteurs.
En effet, appelons P et P' les volumes des deux prismes, B et B' leurs bases, H et H' leurs hauteurs; chacun d'eux ayant pour mesure le produit de sa base par sa hauteur (687) , on a la proportion identique
P:P::BxH:B'xH' [ij.
Si les hauteurs sont égales, on a H' =H; on peut alors dans le second rapport supprimer le facteur conunun H ou H', et il reste
Si au contraire les bases sont équivalentes, on a B'=B; et l'on déduit de la proportion [1] , en supprimant dans le second rapport le facteur B ou B',
Les deux proportions [2] et [3] reviennent à l'énoncé du théorème.
Ck)ROLLAiRB I. Ce théorème s'étend aux cylindres ; en sorte que detêx cylindres de même hauteur sont entre eux comme leurs doses, ou , ce qui revient au même , comme les carrés des rayons de ces bases; et que deux cylindres de même base sont entre eux comme leurs hauteurs.
GoROLLiLiRE IL II résulte aussi du théorème précédent que si un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont même hauteur, leurs volumes sont entre eux comme les aires de leurs bases.
Supposons , par exemple , que deux réservoirs aient même profondeur, que le premier ait une base rectangulaire de 25*" de long sur 12"" de large, et que le second ait une base circulaire de H*^ de rayon ; les capacités de ces deux réservoirs seront entre elles comme 25"X12» est à ^^X 14-»X14", ou comme 300"-« est à 616°» •^
Remarque. Si Ton voulait construire un réservoir à base carrée, équivalent en capacité à un réservoir cylindrique de même profondeur, il fandrail que le carré qui sert de base au premier fût équivalent en superficie au cercle qui sert de base au second. On aurait ainsi l'exemple d'une circonstance où il devienl nécessaire d'opérer, du moins approximativement, la quadrature du cercle.
Corollaire ni. Si un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont des bases équivalentes, leurs volumes sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire IV, Si un prisme (ou un parallélépipède) et un cylindre ont des bmses équivalentes et même hauteur, ils sont équivalents en volume.
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On a eu l'occasion de faire un cylindre équivalent à un cube lorsqu'il a fallu déterminer les dimensions des nouvelles mesures de capacité. Gomme la forme cubique eût été incommode dans le commerce , on a adopté la forme cylindrique.
Pour les matières sècbes, le cylindre doit avoir une hauteur égale à son diamètre. Soit R le rayon de la base , le volume a donc pour expression icR' x 2R ou 2icR\ Supposons qu'il s'agisse du décalitre, on devra avoir
2wR*=l'-»»'-=t0--«*, d'où R^=aJl?4l56>
ou R'= 1<^-«*,&91650775.... ;
et en extrayant la racine cubique de ce nombre, on trouve
le double de ce nombre, c'est-à-dire 2<''*,335 ou 0^335 exprime la hauteur que doit avoir le décalitre.
S'il s'agissait de l'hectolitre , on trouverait de la même numière que sa hauteur doit être de 0",503.
Pour la mesure du lait, le litre doit avoir la même forme; en répétant le calcul qui précède, on trouvera que sa hauteur doit être de 108*'",38.
Pour les autres liquides , il faut que la hauteur du litre soit double du diamètre de sa base. En nommant R le rayon de la base, l'expression de son vo^ lume est donc nR^x4R ou 47cR^; et l'on doit avoir
4irR== l*»'*-*-^, d'où R'=4-x*j?ïfr^=0^,079677538..
En extrayant la racine cubique de ce nombre, on trouve R=0^,43; le double de ce nombre , c'est-à-dire (y'*',86 ou Q'^,0%6 exprime le diamètre de la base du litre; sa hauteur doit donc être de 0",n2.
7iS. iBiOktuE., Deux pyramides de même Jiauteur sont entre elles comme leurs bases , et deux pyramides de même base sont entre elles comme leurs hauteurs.
Car, soient P et P' les volumes de ces pyramides; B et B' leurs bases , H et H' leurs hauteurs ; chacune d'elles ayant pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur (69S), on aura identiquement :
P:P'::pxH-4B'XH', ou ::BxH:B'xH'.
Si H' = H, on en déduit, comme dans le théorème précédent:
et si B=:B^ on en déduit au contraire :
CoROLLAiRB I. Ce théorème s'étend aux cônes, en sorte que deux canes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases, ou , ce qui revient au même, comme les carrés des rayons de ces bases, et que deux cônes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire II. Si une pyramide et un cane ont même hauteur, leurs volumes sont entre e^ix comme les aires de leurs bases.
Corollaire III. Si une pyramide et un cône ont des bases équivalentes, ils sont entre eux comme leurs hauteurs.
Corollaire IV. Si une ptjramide et un cône ont d^s bases équivalentes et même hauteur, ils sont équivalents.
715. Théorème. Toutepyramide est le tiers d*un prisme de même base et de même hauteur.
Car, si Ton nomme B la base et H la hauteur, le volume du prisme aura pour mesure B xH , et celui de la pyramide ^ B xH.
Corollaire I. Tout cône est le tiers d'un cylindre de même base et de même hauteur.
Corollaire II. Toutepyramide est le tiers d'un cylindre qui a une base équivalente et même hauteur.
Corollaire III. Tout cône est le tiers d'un prisme qui a une base équivalente et même hauteur.
714. Théorème. Toute sphère est les deux tiers du cylindre circonscrit (674).
Car, si Ton nomme R le rayon de la sphère , son volume V aura pour expression f TcR*; et celui du cylindre que nous représenterons par V aura pour mesure lïR^ X 2R , ou 2irR^ Or, en prenant les J de V, on obtient pour résultat i7iR\ c'est-à-dire la valeur de V.
Remarque. L'aire de la surface de la sphère est aussi les f de celle de la surface totale du cylindre circonscrit, en y comprenant les deux bases; car celle-ci a pour mesure 2irR x2R 4- 2«R», ou 6itR», dont les | sont V^^S ou AnB?, c'està-dire l'aire de la surface de la sphère.
715. Théorème. Deux tétraèdres qui ont u% angle irièdre égal sont entre eux comme les produits des arêtes qui aboutissent au sommet de cet angle trièdre.
Soient SABD et OMNP (fig. 533) deux tétraèdres qui ont les angles trièdres égaux S et 0. Sur les arêtes correspondantes, prenons les longueurs Sfl, Sô, Sd, respectivement égales àOM, ON, OP, et joignons aô, M, ad. Nous déterminerons un nouveau tétraèdreSaôd, qui sera égal au tétraèdre OMNP, puisqu'ils auront trois faces égales chacune à chacune, et semblablement disposées (588).
Par les points A, 6, d, faisons passer un plan, les tétraèdres %abd et SAôd peuvent être considérés comme ayant pour sommet commun le point b\ leurs bases Sad et SAd étant situées dans un même plan , ces tétraèdres ont même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases (712). Or, ces bases elles-mêmes sont des triangles de même hauteur, qui sont, par conséquent, entre eux comme leurs bases. On a donc :
SaM:SABd::Sa:SA.
Parles points A , B , d , faisons passer un plan ; les tétraèdres SAW et SABdf ont pour sommet commun le point d; leurs bases SA 6 et SAB sont sur un même plan ; ces tétraèdres ont donc môme hau-
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teur, et sont entre eux comme leurs bases , qui elles-mêmes sont entre elles comme les arêtes SA et SB. On a donc :
SAM:SABe^::Sft:SB.
Si Ton compare enfin les tétraèdres SABd et SÂBD, on voit qu'ils ont pour sommet commun le point A ; leurs bases Sfid et SBD sont sur un même plan; ils ont donc même hauteur, et sont entre eux comme leurs bases, qui elles-mêmes sont entre elles comme les arêtes Sd et SD. On a donc :
SABd:SABD::Sd:SD.
Si Ton multiplie ces trois proportions terme à terme, en observant que les facteurs SA6d et SABdf deviendraient tous deux communs aux deux termes du premier rapport, et que, par conséquent, on peut les supprimer, on aura :
SaM-.SABD :: Sa-xSixSd: SAxSBx SD [1].
et, en remplaçant enfin les quantités SaM, Sa, Sft, Sd par leurs égales OMNP, OM, ON, OP, il vient :
OMNP:SABD::OMxONxOP:SAxSBxSD,
ce qui revient à Ténoncé du théorème.
716. Théorème. Deux tétraèdres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs arêtes homologues.
Soient SABC et sabc (fig. 475) deux tétraèdres semblables : les deux angles trièdres S et « étant égaux, on aura, d'après le théorème précédent,
SABC : sabc :: SAxSBxSG : saXsb>:.sc [1].
Or, à cause de la similitude des deux tétraèdres , on a
SB:sb::Sk:sa [2],
et se :*(?:: SA :«« [3].
Mais on a aussi la proportion identique
SA:*a::SA:5a [4].
Multiplions terme à terme les trois proportions [4], [2] et [3] , il viendra :
SKxSBxSC:saXsbXsc::SÂ!':'sa [5].
Les deux proportions [1] et [6] ayant un rapport commun , les deux autres rapports sont en proportion , et Ton a :
SABC:Môc::SÂ':7a.
Toutes les arêtes homologues étant proportionnelles , leurs cubes sont également proportionnels; les volumes des deux tétraèdres sont donc entre eux comme les cubes de deux arêtes homologues quelconques.
Corollaire. Les arêtes homologues étant proportionnelles aux hauteurs , les cubes des arêtes homologues sont entre eux comme les cubes des hauteurs; on peut donc dire aussi que deux tétraèdres sefnblables sont entre eux comme les cubes de leurs ïiauteurs.
7i7. Théorème. Deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes des arêtes liomologues.
En effet , deux pyramides semblables peuvent toujours se décomposer en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun et semblablement disposés. Soient Y le volume de Tune des pyramides , M , N , P, etc., le volume des divers tétraèdres dans lesquels cette pyramide est décomposée; A, B, C, etc., une arête quelconque de chacun de ces tétraèdres. Soient Vy m^n^p, etc., a, ft, c, etc., les parties homologues de la seconde pyramide. On aura , à cause de leur similitude,
A:a:: B: &::€:(?:: etc.;
d'où A«:a»::B»:ft»::(?:c«:: etc. [i].
On aura aussi , en vertu du théorème précédent,
[M:w::A»:a»; N:n::B»:ô»; P:|?::C«:c»; etc.; [i]
d'où il résulte, en vertu de la suite de rapports égaux [1],
M:m::N:n::P:j):: etc.
Mais, dans une suite de rapports égaux, la somme des antécédents est à la somme des conséquents comme un antécédent est à son conséquent; on peut donc écrire :
M+N + P+etc. rm + n+p+etc. ::M:m.
Or, M+ N+P+ etc. , exprime le volume V de la première pyramide, et »i+n+i? + ®tc. exprime le volume v de la seconde, on a donc :
ou, en vertu de la proportion [2],
puis enfin , en vertu de la suite de rapports égaux [1],
V:r::A»:a»::B»: 6»::C':c»:; etc
CoROLLAiius. Les hauteurs de deux pyramides semblables étant
prbportionDelles aux arêtes homologues, les cubes des hauteurs sont aussi proportionnels aux cubes des arêtes homologues ; on peut donc dire que deux pyramides semblables sont entre elles comme les cubes de leurs hauteurs.
7 18. Théorème. Les volumes de deux polyèdres semblables quelconques sont entre eux comme les cubes de leurs arêtes ou de leurs diagonales homologues.
En effet , deux polyèdres semblables pouvant se décomposer en un même nombre de pyramides semblables chacune à chacune, et, par suite , en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun, la démonstration du théorème énoncé rentre dans celle du théorème précédent.
Corollaire. Les corps terminés par des surfaces courbes pouvant être considérés comme des polyèdres dont les faces sont inflnimenl petites , il en résuUe que deux corps semblables quelconques peuvent être regardés comme des polyèdres semblables, et que, par conséquent, en vertu du théorème qui précède, les volumes de deux corps semblables quelconques sont entre eux comme les cubes de leurs lignes homologues.
Applications. I. Lorsque Ton a exécuté en petit le modèle d'une construction terrestre ou navale quelconque , on peut, pour obtenir le volume ou la capacité de cette construction, mesurer simplement le volume ou la capacité du modèle , et appliquer ensuite le théorème précédent.
Supposons , par exemple , que le modèle ait été exécuté à Téchelle d'un centimètre par mètre; les cubes des arêtes homologues seront entre eux comme 1 est au cube de 100, ou comme 1 esta 1000000. Après avoir mesuré le volume du modèle, on n'aura donc qu'à le multiplier par 1000000 pour avoir celui de la construction qu'il représente.
On peut remarquer que cette multiplication par 1000000 revient à regarder les centimètres cubes comme des mètres cubes ; car, puisqu'un mètre vaut 100 centimètres, un mètre cube vaut un million de centimètres cubes.
IT. On peut aussi , en s'appuyant sur ce théorème , déterminer dans quel rapport on doit augmenter les dimensions d'un modèle, pour que le volume soit augmenté dans un rapport donné.
Supposons, par exemple, que l'on ait exécuté, pour une fabrique, un modèle de filtre dont la capacité soit de 2 litres , et qu'il faille en construire un sur ce modèle , dont la capacité soit de 20 hectolitres, ou 2000 litres ; si l'on désigne par L et { deux lignes homologues quelconques de ce filtre et de son modèle, on devra avoir, d'après le théorème précédent,
2000»^'-: 2"'':: L^ : P, ou L» : P :: lOOO : 1 ;
mais lorsque quatre nombres sont en proporUon , leurs racines cubiques sont aussi en proportion ; on aura donc
L:l:: y/îm :y/t ou h:l
G'est-à-dire que toutes les dimensions homologues devront être rendues dix fois plus grandes.
En général , il faut que les dimensions homologues soient entre elles comme les racines cubiques des volumes. Ainsi, pour que le volume soit 3, 3, 4 fois, etc., plus grand, il faut que les dimensions homologues soient multipliées
par v^, v^, v^4,etc.
Bemakque. Le problème de la duplicoHon du cube eonsiste à trouver Tarête d'un cube dont le volume soit double de celui d'un cube donné. Les efforts que les géomètres anciens ont faits pour trouver une solution graphique rigoureuse de ce problème , lui ont donné jadis une grande célébrité; on le range aujourd'hui au nombre des questions oiseuses. Pour le résoudre arithmétiquement, avec telle approximation que Ton désire, il suffit de réduire en nombre l'arête du cube donné, et de multiplier ce nombre par la racine cubique de 2, expri* mée avec une approximation suffisante. Cette racine cubique de 2 est 1,2699.
7 19. Théorème. Deux cylindres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs hauteurs, ou comme les cubes des rayons de leurs bases.
Appelons V et v leurs volumes, H et 7* leurs hauteurs, R et r les rayons de leurs bases , nous aurons V=:7cR" X H ; t;= irr'xA ; d'où résulte la proportion identique
V:v::R»xH:f^xA [i
Les cylindres étant semblables , on a
R:r::H:A; d'où R*:r»::ff:A* [2].
On a aussi la proportion identique
Multiplions terme à terme les proportions [2] et [3], nous aurons
R*xH:f*xA::ff:A» [4].
Les deux proportions [1] et [4] ayant un rapport commun, les deux autres rapports forment une proportion , et il vient
V:t;::ff:A
ce qui démontre la première partie de l'énoncé. Or, la proportion R : r : : H : A donne
A cause du rapport commun entre les proportions [5] et [6] , on peut donc écrire
VivrrR»:/^;
ce qui démontre la seconde partie de l'énoncé.
720. Théorème. Les volumes de deux cônes semblables sont entre eux comme les cubes de leurs hauteurs, ou comme les cubes des rayons de leurs bases, ou comme les cubes de leurs côtés.
La démonstration est la même que pour le théorème précédent.
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791. Théohème. Les volumes de deux sphères sont entre eux comme les cubes de leurs rayons , ou comme les cubes de leurs diamètres.
Car si Ton nomme V et t; les volumes de deux sphères , R et r leurs rayons, D et (/leurs diamètres, on aura la proportion identique
d*où, en supprimant le facteur |?t commun aux deux termes du second rapport,
Les diamètres étant le double des rayons , leurs cubes sont proportionnels à ceux de ces rayons : on peut donc écrire également
Application. Le diamètre du soleil vaut à peu près 110 fois celui de la terre; dans quel rapport sont les volumes de ces deux corps ?
Les rayons étant proportionnels aux diamètres , les cubes des rayons sont entre eux comme les cubes des diamètres; les volumes des deux corps sont donc entre eux comme le cube de llO est au cube de 1 , c'est-à-dire comme 1331000 est à 1. Ainsi le volume du soleil vaut plus de treize cent mille fois celui et la terre.
722. On démontrerait par des moyens analogues que les volumes de deux secteurs sphériques setnblables, ou de deux segments semblables , ou de deux coins sphériqties semblables, etc. , sont entre eux comme les cubes des rayons des sphères auxquelles ils appartiennent, ou en général comme les cubes de leurs lignes homologues.
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MOTBnS DB dAdCIRB LB TOLVMB DBS GOBPS DB LBUB POIDS, BT BÉdFBOQVBMEElT.
723. Si Ton savait ce que pèse l'unité de volume de tous les corps dont on peut avoir besoin dans la pratique , on conçoit que le poids d'un corps suffirait pour faire connaître son volume; car pour obtenir le nombre d'unités de volume contenues dans ce corps, on n'aurait qu'à cbercher combien de fois son poids contient celui de l'unité de volume.
On sait, par exemple, qu'un litre d*eau pure, à la température de 4 degrés du thermomètre centigrade, et sous une pression atmosphérique de 0",76, pèse 1 Icilogramme. Supposons qu'un vase, dont la capacité ne peut être évaluée géométriquement, pèse 6^" quand il est vide, et 13^", quand il est rempli d'eau pure, sous les conditions ci-dessus indiquées. On en conclura que le poids de
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reau contenue est de 7^**, et que son volume , ou la capacité du vase esl de 7"*^, ou de T***'™»»,
Réciproquement : connaissant le volume d'un corps , c'est-à-dire le nombre d'unités de volume qu'il contient, en multipliant ce nombre par le poids de l'unité de volume, on aurait le poids total du corps , sans qu'il Tût nécessaire de le peser directement. On conçoit combien ce moyen doit être précieux dans une mulUtude de circonstances.
Le poids de l'unité de volume de diaque corps est ce qu'on nomme le poidf tpéci^que de ce corps. On donne aussi , au nombre qui représente le poids spécifique d'un corps, le nom de densité, en raison de certaines considérations physiques qu'il serait trop long d'exposer ici.
L'unité de volume adoptée pour évaluer le poids spécifique des corps est le décimètre cube. 11 en résulte que le poids spécifique de l'eau pure est i.
724. Les poids spécifiques des différents corps ont été déterminés avec l>eaucoup de soins par les physiciens; nous donnons ci-dessous le tableau de ceux de ces poids qui sont d'un usage fréquent.
Tableau des poids spécifiques de différents corps.
|d«e.e.b jjg pialine laminé pèse 22,069
— plaline forgé 20,387
— or forgé, 19,362
— or fondu 19,258
— mercure 13,598
— plomb fondu n,352
— argent fondu 10,474
— cuivre fondu 8,788
— acier 7,816
— fer en barre 7,788
— élain fondu 7,291
— fonte de fer 7,207
— zinc fondu 6,861
— marbre de Paros 2,837
— marbre ordinaire 2,7i7
— cristal de roche 2,653
— verre 2.488
— pierre meulière 2,484
— pierre à plâtre 2,168
— porcelaine 2,145
— brique trèfr-cuite 2,200
— tuile 2,200
— ivoire 1 ,917
— sable pur 1,900
— glaise pure 1,900
— albâtre 1,874
— terre ordinaire 1,700
— sable terreux 1,700
— chêne sec 1,670
— terre argileuse 1,000
— brique peu cuite 1,500
— terre végétale 1.400
— houille 1,329
— eau de mer 1,026
— eau pure i ,000
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kil.
!*«•«■*» de vin de Bordeaux pèse 0,994
— vin de Bourgogne 0,992
— huile de lin 0,940
— glace fondante 0,932
— chêne verl 0,930
— sel marin 0,920
— huile de navette 0,919
— huile d'olive 0,915
— eau-de-vie 0,800
— hèlre 0,862
— aubier 0,850
— frêne 0,845
— esprit-de-vin 0,837
— orme 0,800
— noyer 0,671
— tilleul 0,604
— cèdre 0,561
— sapin 0,550
— peuplier 0,383
— liège 0,240
kU. kil.
— maçonnerie de moellons , de l ,700 à 3,200
72S. Quelques exemples feront comprendre l'usage qu'on peut faire de cette table.
Problème I. Quel est le poids d*un bloc de marbre de Paros, dont la forme est celle d'un parallélépipède rectangle, ayant 15 décimètres de long, 12 décimètres de large, et 9 décimètres de haut?
Le volume de ce bloc est de 15x12x9, ou 1620 décimètres cuBes. Or, la table ci-dessus nous apprend que le décimètre cube de marbre de Paros pèse 2>^'\837; le bloc pèse donc 1620 fois 2"',837, c'est-à-dire 4595^",94.
Problème H. Que pèse un cylindre de sapin ayant 4",52 de longueur, et 0'',21 de rayon?
Le volume de ce cylindre est de 3,1416 x (OVO^x 4,52, c'est-à-dire, 0— *"'',62C220 ou 626'*«'-*'*,220. Or, d'après le tableau ci-dessus, le poids du décimèlre cube de sapin est de 0^'',55; le poids du cylindre proposé est donc 0»'",55x62C^-*-«-»»,220, c'est-à-dire 344^",421.
Problème 111. Une jarre d'huile d'olive pèse lO*"" ; la jarre vide pèse 7 ^'',2 ; quelle est sa capacité?
Le poids de l'huile contenue est de 16^** moins 7^",2, c'est-à-dire de 8^",8. Nous voyons dans la table que le poids du décimètre cube , ou du litre d'huile d'olive, est de 0^",915; pour savoir combien la jarre contient de litres , il faut donc diviser le poids total de l'huile, ou 8^",8, par le poids du litre, ou 0^",915. On trouve pour quotient 9,617.... La capacité demandée est donc de 9''"'*,617, ou de 9^—*"* ,617,
Problème lY. Quel est le volume d'un lingot d'or du poids de 4^",320?
Le poids du décimètre cube d'or fondu étant , suivant la table , de 19^",258 , on aura le volume demandé en divisant le poids du lingot , ou 4''",329, par le poids du décimètre cube , ou 19^'',258, On obtient pour quotient 0'«*<-^224789, ou bien 224*"»-"S789.
SECONDE PARTIE. -— GÊOMÊTRIB DANS L'ESPACE
Problème V. Un vase cylindrique, dont la base (intérieure) a 1***"*,3 de rayon, pèse 2^\bi jusqu'à quelle hauteur faudra4-il le remplir d*eau pure , pour que le tout pèse M kilogrammes?
La différence entre %^fS et 14^^ est de 1 1^*^,5. Le litre d'eau pure pesant 1 tdlogramme, ce poids de ll"',5 représente ll"''",5 d'eau pure, ou ll^*~*,500. La question proposée revient donc à celle-ci : Quelle hauteur faut-il donner à un cylindre, dont la hase a l****",3 de rayon, pour que son volume soit de i i***«"*,600 ? Or, le volume d'un cylindre ayant pour mesure le produit de sa base par sa hauteur , en divisant le volume par l'aire de la base , nous aurons la hauteur cherchée. L'aire de la base a pour mesure ^ x (1^,3/, ou b^-'^Zî ; le quotient de 1 1*«-~»',600 par 5*~'S31 est 2*^,16, en négligeant les fractions de millimètre; il faut donc remplir le vase d'eau pure jusqu'à une hauteur de 2*«,16.
Problème VI. Quel est le diamètre d'un boulet de 24 kilogrammes?
La fonte dont sont formés les boulets pèse, suivant la table ci-dessus, 7^^,207 par décimètre cube; en divisant les 24^" par 7''",207, nous aurons le volume du boulet. Si l'on effectue la division , on trouve pour quotient 3***»^,330095. Pour avoir le volume d'une sphère dont on connaît le rayon , nous savons qu'il faut multiplier le cube de ce rayon par 4,1888. En divisant donc Je volume 3'^'*'*~^,330095 par 4,1888, on aura pour quotient le cube du rayon; on obtient ainsi 0^*«**'**',795. La racine cubique de ce nombre est 0^,9263.... dont le double 1*^^,8526 ou 0",185, exprime le diamètre cherché, à moins d'un dixième de millimètre.
CHAPITRE PREMIER
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736. La Gnomonique est l'art de construire les cadrans solaires; cet art offre une des applications, sinon les plus utiles, du moins les plus inléressanles, de quelques-unes des notions précédentes.
On sait que , sur un cadran solaire , l'heure est indiquée par la position de l'ombre qu'y projette une ligne fixe nommée style» On donne à ce style, qui peut être considéré comme une ligne droite , une direction parallèle à l'axe de la terre; et l'étendue du globe terrestre , quoique immense par rapport à nous, étant négligeable par rapport à sa dislance au soleil , puisque celte dislance équivaut à environ 12000 fois le diamètre de la terre, on peut, sans qu'il en résulte d'erreur sensible , admettre que le mouvement diurne apparent du soleil s'exécute autour du style , ou du moins autour de son prolongement.
Les droites menées , à un instant donné , du soleil à tous les points du style , déterminent un plan dont l'intersection avec le plan du cadran est la direction de l'ombre projetée sur ce cadran par le style; les plans menés ainsi par le style et par le soleil aux différentes heures du jour sont ce que l'on nomme les plans horaires; et leurs intersections avec le plan du cadran forment les lignes horaires. Tout le problème de l'établissement d'un cadran solaire consiste donc : 1" à donner au style une direction parallèle à l'axe de la terre ; S"* à trouver les lignes horaires.
727. Toute parallèle à l'axe de la terre détermine avec cet axe un plan, lequel n'est autre chose qu'un plan méridien , puisqu'il passe par l'axe de la ' terre. 11 suit de là que le style doit être dirigé dans le plan méridien qui passe par le point où il doit être fixé.
La première chose à faire est donc de déterminer la direction de ce plan méridien. Or , tout plan méridien est un plan vertical ; car si par un de ses points on élève une verticale, elle passera par le centre de la terre, et aura, par conséquent, deux de ses points dans ce plan méridien , et y sera contenue tout entière ; mais tout plau qui contient une verticale est un plan vertical ; donc tout plan méridien est vertical. Pour déterminer la direction du plan méridien d'un lieu, il suffît donc de déterminer sa trace horisontale, que l'on nomme une ligne méridienne, ou simplement méridienne.
On peut employer pour cela plusieurs moyens :
D'abord , l'ombre d'un fil à plomb sur un plan horizontal , à l'instant de midi, est évidemment méridienne, puisque le soleil est alors, ainsi que le fil à plomb, dans le plan méridien. Si l'on n'a aucun moyen de déterminer l'instant précis où il est midi , on peut y suppléer de la manière suivante : on trace sur un plan horizontal plusieurs circonférences concentriques (fig. 534), au centre 0 desquelles on élève une tige verticale; on observe, avant midi, le moment où Textrémilé de l'ombre ée la tige vient passer sur l'une de ces circonférences , et l'on marque le point A où s'opère le passage; on observe, après midi, le
moment où rexlrémilé de l'ombre de la tige vient passer sur la même circonférence, et Ton marque le point M où le passage s'opère; on joint OA et OA'; et la droite OM , qui divise en deux parties égales l'angle AOA', est la méridienne cherchée; car la marche du soleil peut être considérée comme symétrique par rapport au méridien.
On peut encore, pour déterminer la méridienne, faire usage de la boussole. On dispose l'instrument de manière que l'aiguille marque 2y environ à l'ouest; comme cette valeur est précisément celle de la déclinaison de l'aiguille aimantée (à Paris du moîDs), on est assuré que la ligne de foi de la boussole est dirigée suivant la ligne nord et sud ; c'est-à-dire suivant la méridienne.
Dans tous les cas, lorsqu'on a déterminé une méridienne, si l'on a besoin de mener une seconde méridienne par un autre point , on peut se contenter de mener une parallèle à la première; car, dans une étendue même asseï grande, les méridiennes sont sensiblement parallèles.
728. Il s'agit maintenant de déterminer l'angle que le style doit faire avec la méridienne. Soient PAF (fig. 535) le méridien du lieu; A, le point du globe où l'on se trouve; AV, la verticale; AH , la ligne méridienne; AS, la direction du style parallèle à Taxe PP' du globe; enfin, OE l'intersection du méridien PAP' avec réquateur. Il est facile de voir que les angles SAH et AOE sont égaux , comme ayant leurs côtés perpendiculaires , chacun à chacun , savoir : AH perpendiculaire à AV, comme étant l'une horizontale, l'autre verticale; et AS perpendiculaire à OE , comme étant parallèle à PP' , qui est perpendiculaire à réquateur, et, par conséquent, à la droite OE, menée par son pied dans ce plan. Or, l'angle AOE, ou plutôt l'arc AË, qui exprime la dislance, comptée sur réquateur , entre l'équateur et le point A , est ce qu'on appelle la latitude de ce point. L'angle SAH , que doit faire le style avec la méridienne , est donc égal à la latitude du lieu.
729. Si le plan du cadran doit être horizontal , rien de plus facile , d'après ce qui précède, que de donner au style la direction convenable. On trace une méridienne; on fait passer par cette méridienne un plan vertical , et dans ce plan on mène une droite qui fasse avec la méridienne un angle égal a la latitude du lieu. Cette droite indique la direction du style.
Supposons maintenant que le plan du cadran soit vertical. Soit XY (fig. 536) la ligne de terre , c'est-à-dire l'intersection du plan de l'horizon avec le plan vertical du mur sur lequel le cadran doit être établi. Soit OS le style : du point 0, dans le plan du mur, abaissons OH perpendiculaire sur la ligne de terre, c'est-à-dire verticale. Soit HM la méridienne : du point S, abaissons SA perpendiculaire sur OH, et SB perpendiculaire sur le plan du mur. La droite SA sera horizontale , puisqu'elle est perpendiculaire è la verticale OH; la droite SB sera aussi horizontale , puisqu'elle est perpendiculaire au plan du mur, qui est vertical. Le plan des droites SA et SB est donc horizontal , et sa trace sur le plan du mur sera une droite AB, parallèle à la ligne de terre. Les droites OS et HM étant toutes deux dans le plan du méridien , la droite AS est aussi dans ce plan, puisqu'elle y a deux points; d'ailleurs, la verticale OH est perpendiculaire à la méridienne HM , qui est horizontale : les droites AS et HM , situées dans un même plan et perpendiculaires à une même droite, sont donc parallèles entre elles. 11 en résulte d'abord que l'angle OSA exprime l'inclinaison du style par rapport à la méridienne , et est, par conséquent, égal à la latitude du lieu. U en résulte ensuite que les angles BAS et YHM ont leurs côtés parallèles et dirigés dans le même sens, et sont, par conséquent, égaux; c'est-à-dire que Tangle BAS est égal à l'angle que fait la méridienne avec l'horizontale menée au pied du mur, angle que Ton nomme l'ajxtmut de ce mur, et que l'on peut mesurer directeifienL
Dans le triangle rectangle OÂS, on connaît l'hypoténuse OS, qui est la longueur du style, et Tangle aigu OSA ; on peut donc déterminer le côté AS. Dans
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Je triaugle BAS, qui est reclangle en B, puisque SB est perpendiculaire sur le plan du mur, on connaîtra alors Tliypoténuse AS et Tangle aigu BAS; on pourra donc aussi construire ce triangle. De Ta la construction suivante :
Au point 0 [fig. 537), sur le mur même, faites l'angle S'OH égal au complément de la latitude du lieu; prenez OS' égal à la longueur du style ; du point S' abaissez sur OH la perpendiculaire S'B. Au point A où elle coupe OH, faites, dans le plan du mur, l'angle BAS' égal à l'azimut du mur; prenez AS'=AS', et du point S*^ abaissez S'^B perpendiculaire sur AB. Imaginez maintenant que les deux triangles OAS' et ABS'' soient relevés de manière que les cAlés égaux AS' et AS" coïncident, le cdté OS' aura la direction qu'il faut donner au style.
Cbacun des triangles OA^ et ABS' peut être construit au moyen de trois lattes; on les fixera sans peine sur le mur, dans la position que nous venons d'indiquer et que représente la figure 536; on n'aura plus alors qu'à sceller le style dans le mur, de façon que sa direction coïncide avec celle de l'hypoténuse OS.
Dans le cas particulier où le plan du cadran serait parallèle à Téquateur, il suffirait que le style fut perpendiculaire au cadran. 730. Voyons maintenant comment on peut déterminer les lignes horaires. Imaginons d'abord , pour plus de simplicilé , que le plan du cadran soit parallèle à l'équateur : le style , étant perpendiculaire au cadran , les plans horaires qui passent par le style seront eux-mêmes perpendiculaires à ce style , et leurs traces sur te cadran , c'est-à-dire les lignes horaires, feront entre elles des angles qui serviront de mesure aux angles dièdres formés par les plans horaires.
Or, la marche diurne apparente du soleil étant uniforme , les angles dièdres formés par les plans horaires consécutifs sont égaux entre eux ; il en est donc de même des angles formés par les lignes horaires consécutives; et chacun de ces angles est la 24* partie de 4 angles droits.
Tout se réduit donc à trouver l'une des lignes horaires, la ligne de midi , par exemple. Pour cela, soient 0 (fig. 538} le pied du style, et ABune horizontale menée par le point 0 dans le plan du cadran : le plan méridien qui passe par le point 0 , étant perpendiculaire au cadran , puisqu'il l'est à l'équaleur qui lui est parallèle, et étant aussi perpendiculaire au plan horizontal qu'on mènerait suivant AB, puisqu'il est vertical, est perpendiculaire à l'inlerseclion AB de ce plan horizontal avec le cadran. La droite AB , étant perpendiculaire au méridien, est perpendiculaire à son intersection avec le cadran. Si donc, parle point 0, on mène OM, perpendiculaire à AB, celte droite OM sera l'intersection du plan du cadran avec le méridien , c'est-à-dire la ligne horaire qui correspond à midi.
Du point 0 comme centre , avec OM pour rayon , décrivons une circonférence; prenons, à partir du point M , à droite et à gauche de OM , une suite d'arcs égaux à la 24* partie de cette circonférence , et menons des rayons à tous les points de division : ces rayons seront les lignes lioraires. Les rayons OA , OB correspondront à 6 heures du matin et à 6 heures du soir, et tous les rayons placés au-dessous du diamètre AB correspondront aux heures Intermédiaires.
Suivant l'époque de l'année et la latitude du lieu , il pourra arriver que le soleil projette l'ombre du style sur le cadran avant 6 heures du matin et après 6 heures du soir ; on aura besoin alors de quelques-unes des lignes horaires placées au-dessus du diamètre AB. Il pourra arriver, au contraire , que l'on n'ait d'ombre qu'après 6 heures du matin , et qu'elle cesse avant C heures du soir; dans ce cas, quelques-unes des lignes horaires placées au-dessous de AB seront inutiles.
134. Supposons maintenant que le plan du cadran soit horizontal. Soient P (fig. 638) le pied du style, et PO la méridienne. Faisons l'angle OPS égal à la lati-
lude du lieu ; prenons PS égal à la longueur du style, et menons SM perpeDdiculaire à PS. Si l'on redresse verlicalement par la pensée le triangle PSM , il se confondra avec le méridien, et la droile PS aura la position du style. Imaginons, par le point S ainsi redressé, un plan perpendiculaire au style; il sera parallèle à Téquateur et perpendiculaire au méridien , par conséquent ; d'ailleurs , le plan horizontal est aussi perpendiculaire au méridien , la trace horizontale XY du plan dont nous parlons sera donc llntersection de deux plans perpendiculaires au méridien , et sera elle-même perpendiculaire à ce méridien, et, par suite, à la méridienne PO, ainsi qu'à la droite MS, qui passent par son pied M dans le méridien. De plus, la droile SM, perpendiculaire à PS, sera contenue dans le plan perpendiculaire à PS. Dans ce plan , qui est parallèle à l'cquateur, comme nous l'avons dit , traçons un cadran solaire dont PS soit le style , le pied de ce style étant alors le point S ; et , pour plus de commodité , rabattons ce plan sur le plan horizontal , en le faisant tourner autour de XY comme charnière. La droile SM , étant perpendiculaire à XV, viendra se rabattre sur la méridienne PO, et le point S tombera en un point 0, tel qu'on aitMS = MO.
Du point 0 comme centre, avec OM pour rayon, décrivons une circonférence ; le rayon OM , étant dans le méridien , représente la ligne horaire de midi. Prenons, à partir du point M , une série d'arcs égaux à la 24" partie de la circonférence , et menons des rayons à tous les points de division : ces rayons seront les lignes horaires du cadran parallèle à l'équateur, rabattues avec ce cadran sur le plan horizontal.
Prolongeons ces lignes horaires jusqu'à leur rencontre avec XY, les points I, 3, a, 4, 5 appartiendront aux plans horaires et au plan horizontal. Mais le point P, qui est le pied du style sur le plan horizontal, appartient aussi aux plans horaires et au plan horizontal. Les droites Pi, P2, P3, P4, PS sont donc les traces horizontales des plans horaires, c'est-à-dire les lignes horaires du cadran horizontal.
On n'a plus qu'à répéter, à la gauche de la méridienne, les constructions opérées à sa droite. Ces constructions, pour plus de commodité, s'opèrent ordinairement sur le papier, au moyen d'une échelle de réduction, et Von en rapporte les résultats sur le plan du cadran , en ayant égard à celte échelle.
Les lignes horaires extrêmes s'élendant à une distance assez grande du point M , on remédie à cet inconvénient en prenant une longueur MC proportionnelle à la moitié de largeur du cadran, et élevant au point C une droite CD perpendiculaire à XY. Cette droite coupe les lignes horaires extrêmes en certains points a, &, et l'on rapporte les longueurs Ca, Cb sur les c6lés du cadran lui-même, en les augmentant dans le rapport déterminé par l'échelle de réduction adoptée. On opère de même à la gauche de la méridienne , ou plutôt on ne fait que copier de ce côté ce qui a été fait de l'autre, attendu que la méridienne divise le cadran en deux parties symétriques (fig. 640).
Remarques. 1. Le diamètre AB (fig. 530} étant parallèle à XY, les lignes horaires du cadran parallèle à l'équateur qui correspondent à G heures «lu matin et à G heures du soir ne peuvent point rencontrer XY; et comme les lignes horaires correspondantes du cadran horizontal doivent être menées au point de concours de AB et de XY, il en résulte qu'elles doivent être parallèles 4 XY.
H. Les plans horaires qui sont à 12 heures d'intervalle l'un de Taulre sont évidemment sur le prolongement l'un de l'autre; il en est donc de même des lignes horaires correspondantes : ainsi (lig. &40), la ligne horaire qui correspond à 5 heures du matin est sur le prolongement de celle qui correspond à 7 heures du soir, et vice versa,
732. Supposons enûn que le plan du cadran soit vertical. Soient 0 ( fig. 541 ) le pied du style : XY, l'horizontale qui forme le pied du mur sur lequel le cadran doit être établi j OH une perpendiculaire abaissée du peint 0 sur XY,
c'est<%-^ire une verticale; et HM la méHdienne. Le pian du mur est supposé rabattu sur le plan horizontal ; les droites HO et HM sont les traces du piaa méridien.
Au point H, élevons HCK perpendiculaire è HM; prenons H(y=HO: au point (/, faisons l'angle HO^P égal au complément de la latitude du lieu. Lu point P ainsi déterminé sera le point où le style prolongé viendrait percer la plan horizontal; car il est facile de voir que le triangle O'HP n'est que le rabattement de celui que forme la verticale OH , la méridienne HP cl le sj^le prolongé; ce triangle est, en effet, rectangle en H, puisque OH étant une verticale est perpendiculaire à riiorizonlale HM.
Cela posé, traçons un cadran horizontal, en prenant le point P pour le pied du style. Les lignes horaires prolongées viendront couper la droite XY en certains points 1, 2, 3, etc., qui appartiendront aux plans horaires et au plan du mur; mais le point 0 appartient aussi aux plans horaires, puisqu'il appartient au style; et il appartient d'ailleurs au plan du mur. Les droites Of , 02, 03, etc., sont donc les traces verticales des plans horaires, c'est-à-dire les lignes horaires du cadran vertical.
Les constructions précédentes s'opéreront sur le papier, pour plus de facilité, et l'on en reportera les résultats sur le plan du cadran, en les augmentant dans le rapport convenable. Pour remédier à rétendue des lignes horaires, on emploiera le même moyen que pour le cadran horizontal (voy. la fig. 542).
Remabques. ]. Sur un cadran vertical, les lignes horaires ne sont point disposées symétriquement par rapport à la ligne de midi. Cela ne peut avoir lieu que quand ce plan est perpendiculaire au méridien , c'est-à-dire quand son azimut est de 90".
H. Si par le point P (fig. 541), on mène une droite vq, parallèle à XY, ou voit que toutes les lignes horaires qui seront situées au-dessous de pq ne pourront rencontrer XY. Or, ces lignes horaires étant deux à deux sur le prolonge* ment Tune de l'autre , il ne peut y en avoir que 12 au-dessus de pq. Ainsi, un cadran vertical ne peut marquer plus de 12 heures différentes^ quelles que soient la latitude et t'époque de Tannée.
En effet, ce plan vertical, passant par le centre du globe, coupe en deux parties égales le cercle que décrit le soleil dans son mouvement diurne apparent; cet astre ne peut donc être plus de 12 heures en avant de ce plan verticaU Au bout de ce temps il passe en arrière , et le plan du cadran se trouve dans l'ombre.
H est évident d'ailleurs que le cadran vertical peut être éclairé moins de 12 heures; cela dépend du temps que le soleil passe au-dessus de l'horizon.
733. On remplace quelquefois le style par une plaque disposée en avant du cadran et percée d'un trou circulaire. Au milieu de l'ombre projetée par la plaque, on aperçoit un point lumineux, qui, en passant sur les lignes horaires, indique l'heure correspondante. Cet appareil se nomme un gnomon.
Il est évident que le tracé des lignes horaires est toujours le même, puisque le trou circulaire dont nous parlons, et qu'on nomme le centre du gnomon, peut être considéré comme l'extrémité du style. Mais, au lieu d'avoir à déterminer la position du style , comme le gnomon se place arbitrairement, on a à déterminer le centre du cadran , ou, si l'on veut, le pied du style fictif dont le centre du gnomon est l'extrémité.
C'est ordinairement pour les cadrans verticaux que l'on emploie les gnomons; voici comment on déterminera dans ce cas le centre du cadran.
Du centre du gnomon , abaissons une perpendiculaire sur le plan vertical du cadran , et mesurons cette perpendiculaire. Soit B ( fig. 537 ) le pied de cette perpendiculaire. Menons par ce point la verticale BS' et l'horizontale 68'. Prenons BS* égale à la longueur de la perpendiculaire mesurée. Au point S', faisons l'angle B^A égal au complément de Tazimut du mur. A partir du point A
ainsi déterminé, prenons sur BS' une longueur AS' égale AS". Au point A, élevons une verticale indéfinie. Au point S', faisons un angle AS'O égal à la latitude du lieu. Le point 0 où la droite S'O rencontrera la verticale AO sera le pied du style fictif, ou le centre du cadran; car il est facile de voir que celte eonstruction est l'inverse de celle que nous avons employée pour déterminer la direction du style au n*» 729, et que les triangles ABS" et OAS' (fig. 536} ainsi construits sont les mêmes que ceux qui ont servi au numéro cité.
CHAPITRE II
DES MOYENS DE EEPEÂSEirTER LES COEPS SFR VU PLAM.
734. On emploie deux systèmes principaux pour représenter un corps sur un plan.
Le premier de ces moyens n*est autre que la méthode des projections, et c'est sous ce point de vue que l'on donne plus particulièrement à cette méthode le nom de Géométrie descriptive.
Si le corps à représenter sur un plan est terminé par des surfaces planes, on projette ses arêtes sur un plan horizontal et sur un plan vertical fixes; la position de ces arêtes dans l'espace se trouvant ainsi déterminée, le corps peut être regardé comme complètement défini , ou décrit géométriquement.
Si le corps est terminé par une surface courbe, celle-ci peut élre définie eu par ses traces sur les plans de projection , ou par une directrice et une génératrice , etc. Si le corps est de forme compliquée, on peut avoir recours à ces divers moyens à la fois.
Lorsque le corps que Ton veut représenter n'est pas susceptible d'une définition géométrique simple , le meilleur moyen d'en donner une idée précise est de tracer l'inlersecUon de sa surface par des plans horizontaux et par des plans verticaux , choisis de manière que les principaux détails de sa forme soient représentés sur ces intersections. Pour donner, par exemple, une idée complète d'un édifice, les architectes supposent cet édifice coupé par une série de plans horizontaux, un à chaque étage ordinairement, et par une série de plans verticaux convenablement choisis; puis ils représentent sur un plan les intersections ainsi obtenues , et y joignent la projection verticale des principales façades sur des plans parallèles à ces façades. Ces projections verticales des façades se nomment élévations; les coupes verticales sont parfois désignées sous le nom de profils; la coupe horizontale faite à chaque étage est le plan géométral de cet étage.
Les mots plan, coupe, profil, s'emploient dans le même sens dans toutes les branches des arts mécaniques , et le mode de représentation dont nous parions y est généralement adopté , soit par les architectes et les ingénieurs pour exprimer les idées qu'ils ont conçues ou celles qu'ils veulent reproduire, soit par les ouvriers pour mettre ces idées à exécution.
Ce que nous avons dit des projections en général nous dispensera d'entrer ici dans de plus grands détails; il nous suffira de donner quelques exemples à l'appui de ce qui précède , afin d'éclaircir par des faits ce que ces notions pourraient avoir de trop général.
738. La figure 543 représente une pyramide dont le sommet a pour projections S et 0, et dont la base ABCDE est située sur le plan horizontal de pro-
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jection , les droiles Sa et OA, S& el OB, Se et OC, Sd et OD, S^ et OE sont les projections de ses arêtes latérales. La hauteur de la pyramide est égale à la droite Sh.
La ûgure 544 représente un prisme droit dont la base inférieure est située sur le plan horizontal de projection. Les arêtes sont verticales , et égales à a'h,
U figure 545 représente un cylindre droit; la figure 546, un cône droit; la figure 547, une sphère.
La figure 548 offre la projection verticale et le profil d'une moufle.
La figure 549 donne la projection verticale et le plan d'une lanterne à f^ seaux, sorte de roue fréquemment employée dans les machines , et notamment dans le mécanisme des moulins.
La figure 550 présente la projection verticale, le profil et une coupe horizontale d'une porte de salon à deux vantaux et à grands cadres , c'est-à-dire à moulures saillantes.
La figure 551 donne la projection verticale et le profil d'un bureau.
La figure 552 représe la projection verticale d'un comble brisé, ou à la Mansard. On y remarque Ventrait AA ; le faux entrait BB ; le poinçon G ; les arbalétriers 0,0; les contre-fiches E, E; les jambes de force F, F; les aisse^ tiers G , G ; les chevrons H , H ; le faitage I; les panes L , L , soutenues par les tasseaux P, P. Les extrémités du faux entrait et le sommet du comble doivent être sur une demi-circonférence , qui a l'entrait pour diamètre ; et l'arête supérieure du faux entrait doit se trouver aux deux tiers de la hauteur du sommet du comble au-dessus de l'entroit , à partir de ce dernier.
La figure 553 représente en projection verticale el en profil la partie supérieure d'une façade en pans de bois, A est un poteau cornxer; B, B, sont des poteaux d'huisserie; C, G, des poteaux de décharge; DD est la sablière haute , EE, ta sablière de chambrée; F, F, des appuis de croisée; G , G, àthpotelets; la pièce H est un linteau.
La figure 554 représente le profil de l'ordre toscan.
Chaque ordre se compose de trois parties principales , Ventahlement M , la colonne N et le piédestal P. La hauteur de l'entablement doit êlre le quart de celle de la colonne , et celle du piédestal doit en être le tiers. Il en résulte que si l'on divise la hauteur totale de l'ordre en 19 parties égales , l'entablement en prendra 3, la colonne 12 et le piédestal 4.
L'entablement se divise en trois parties : la corniche A , la frise B et Varchi" trave G.
La colonne se divise également en trois parties : le chapiteau D, le fût E et la base F.
Enfin, le piédestal se divise en trois parties : la corniche G, le d^H et la base I.
L'ordre toscan se dislingue par l'absence des ornements; on l'emploie , pour celte raison et à cause de sa solidité , à la construction des casernes , des prisons , des arsenaux , etc.
Pour évaluer les proportions des diCférents ordres , les architectes prennent comme unilé de mesure le demi-diamètre inférieur de la colonne , auquel ils donnent le nom de module; ils divisent ensuite cette unilé en parties égales appelées minutes, qui sont au nombre de 12 pour les ordres toscan et dorique, et de 18 pour les autres ordres.
Dans l'ordre toscan , la hauteur de la colonne est de 7 fois son diamètre inférieur, ou de 14 modules.
X représente le plan du chapiteau et Y le plan de la base. Ventre -colonne* tnewt, c'esl-à-dire la dislance entre les axes de deux colonnes consécutives, doit êlre de six modules.
La figure 555 représente le profil de l'ordre dorique. Cet ordre se dislingue par les iriglyphes T, T, qui ornent sa frise ; son caractère esl sévère , mais plus
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léger que celui de l'ordre toscan ; on rapplique d'ordinaire aux palais de justice , aux maisons de banque , elc. Dans cet ordre, la hauteur de la colonne est de 8 fois son diamètre Inférieur, c'est-à-dire de 16 modules. L'enlre-colonnement est de 6 modules et 3 minutes. La partie de la frise comprise entre deux triglyplies porte le nom de métope; cetle partie esl quelquefois chargée d'ornements. Les saillies carrées D, D sont les denticules, les sculptures G , G sont les gouttes, X représente le plan du chapiteau , et Y celui de la hase.
La figure 550 représente le profil de l'ordre tonique. Cet ordre se distingue par sa volute que nous avons appris à tracer ; il esl à la fois élégant , gracieux et simple , et s'emploie de préférence dans les maisons de plaisance , dans l'intérieur des salles de spectacle ou de concert, etc. Dans cet ordre, la hauteur de la colonne est de 9 fois son diamètre inférieur, c'est-à-dire de 18 modules. L'entre-colonnement est de 6 modules 12 minutes. X représente le plan du chapiteau , et Y celui de la base.
La figure 557 représente le profil de Tordre corinthien. Cet ordre se distingue par les feuilles d'acantlie qui orneut son chapiteau ; sa richesse et son élégance le font choisir pour tous les monuments qui exigent de la magnificence et de la grandeur. Dans cet ordre, la hauteur de la colonne est de lO fois son diamètre inférieur, c'est-à-dire de 20 modules. L'entre-colon nement doit être de 7 modules. X représente le plan du chapiteau renversé. Pour en obtenir les quatre courbes principales, il faut construire un triangle équilaléral sur chacun des côtés du carré où le chapiteau est inscrit : le sommet de ce triangle équilatéral est le centre de l'arc à tracer. Y représente le plan de la base de la colonne.
La figure 558 représente le profil de l'ordre composite. Cet ordre se dislingue par la réunion du chapiteau corinthien aux volutes ioniques. Riche et grandiose, comme l'ordre corinthien, il s'emploie dans les mêmes circonstances. Les proportions principales de l'ordre composite sont celles de l'ordre corinthien.
La figure 559 représente l'élévation d'un fronton. Pour obtenir sa hauteur, OD divise sa largeur AB en deux parties égales. Au milieu 1 on élève une perpendiculaire 10. Du point I comme centre avec IB pour rayon, on décrit un quart de cercle; et du point 0 comme centre avec OB pour rayon, on décrit un arc qui vient couper en H le prolongement de 01. Ce point M est le sommet du fronton.
L'espace compris entre les corniches qui forment le fronton porte le nom de tympan; il est souvent orné de figures allégoriques.
Les figures 560 (A) et 560 (B) offrent le plan et l'élévation d'une maison d'après Palladio; la figure 561 représente une coupe verticale d'une autre maison d'après le même auteur.
REGLES PRINCIPALES DE LA PBRSPBGTITE
736. Le second moyen de représenter les corps sur un plan consiste à avoir égard à la perspective.
Après avoir placé le corps, par la pensée, derrière le plan sur lequel il s'agit de le représenter, on suppose que par l'œil du spectateur on fasse passer une surface conique, dont ce point soit le sommet et dont toutes les génératrices
soient tangentes li la surfaee du corps proposé , et Fenreloppent par conséquent. L'intersection de celte enveloppe conique avec le plan du tableau forme la perspective du contour apparent du corps. Par tous les poiiUs de ses arêtes visibles, droites ou courbes, et par l'œil du spectateur, on fait passer ensuite des rayons visuels; leur intersection avec le plan du tal)leau détermine une série de lignes , droites ou courbes , dont chacune est la perspective de l'une des arêtes visibles du corps. Les lignes tracées ainsi sur le tableau procurent à l'œil du spectateur une sensation enlièrement analogue à celle que lui procureraient le contour et les arêtes visibles du corps , parce que les rayons lumineux qui lui viendraient de tous les points de ce contour et de ces arêtes auraient précisément la même direction que ceux qui lui viennent des différents points de leur perspective.
C'est k la perspective aidée du prestige des couleurs que nous devons les illusions de la peinture; les peintres de paysages ou d'intérieurs, les peintres de décors surtout, sont obligés de tracer, au moins, les principales lignes de leur tableau , d'après les règles de la perspective. Mais il est rare que l'on ait à résoudre le problème dans toute sa généralité, el on le ramène presque toujours à un petit noml)re de constructions très^imples que nous allons exposer.
737. Nous avons démontré aux n*" 398, 421, 423 et 474 les principes fondamentaux de la perspective; il nous sutlira de les rappeler:
I. Toute ligne droite reste droite en perspective
II. Toute droite parallèle au plan du tableau reste parallèle à elle-même en perspective.
III. Les droites parallèles entre elles, mais qui ne sont point parallèles au plan du tableau, concourent en perspective ; el pour obtenir leur point de concours, il faut par l'œil du spectateur mener une droite parallèle aux premières et la prolonger jusqu'à la rencontre du plan du tableau«
lY. Enfin, toute droite qui passe par le pied du spectateur est Terticale en par* spective.
Soit XY (fig. 602] la ligne de terre, c'est-à-dire Tintersection du plan du tableau avec le plan horizontal de projection. Soient 0 et P les projections de Tœil du spectateur. Joignons OP qui coupera XY en H ; prenons Hm et Hn égaux à HP; joignons Pm el Pn. Elevons les verticales mD et nD', et menons par le point 0 une parallèle DIV à la ligne de terre.
Le point 0 est le pied de la perpendiculaire abaissée de Tœil du spectateur sur le plan du tableau ; si Ton imagine , par conséquent, au delà de ce tableau une droite quelconque qui soit perpendiculaire au plan de ce tableau, en vertu du principe 111, sa perspective passera par le point 0. Ce point se nomme \e point de vue, el la droite Diy menée par ce point parallèlement à la ligne de terre se nomme la ligne d*horixon ou simplement Vhorison,
Les droites OD et Pm sont les projections d'une droite menée par l'œil du spectateur parallèlement à Pm (S09); et d'après la construction, le point D est la trace verticale de cette droite (840). D'après le principe déjà cité , si Ton imagine au delà du tableau une droite parallèle à Pm, sa perspective passera par le point D. On ferait voir de même que si une droite est parallèle à Pn , sa perspective passera par le point IV. Les points D et ly se nomment les points de distance, parce que les distances OD et OW sont égales à PH , c'est-à-dire à la distance de l'œil du spectateur au plan du tableau.
Remarquons que le irianglePHm étant isocèle rectangle, l'angle HmP vaut 45*; H en est de même de l'angle HnP. Remarquons en outre que , si une droite est parallèle à Pm ou à Pn, et que par un point de cette droite on mène une parallèle à XY, l'angle compris sera égal à HmP ou à HnP (428) , c'est-à-dire vaudra 45*.
Ce que nous venons de dire se résume donc dans ces deux lois générales, qui
suffisenl à elles seules pour résoudre la plupart des problèmes ordinaires de la perspective :
Si une droite est perpendiculaire au plan du tableau, sa perspective va passer par le point de vue.
Si une droite fait avec la ligne de terre (ou avec une parallèle à la ligne de terre) un angle de 46^ sa perspective va passer à Vun des deux points de distance.
Voyons maintenant le parti qu'on peut tirer de ces deux lois.
Remarque. Les divers points dont nous aurons à cherclier la perspective étant situés derrière le plan du tableau , leurs projections horizontales seront situées au-dessus de la ligne de terre (oOé), c'est-à-dire précisément dans l'emplacement destiné à la perspective demandée. Pour éviter cet inconvénient, nous reporterons dorénavant la ligne de terre parallèlementà elle-même au delk des projections données , atin de pouvoir exécuter à part les constructions relalives aux données du problème , et celles qui se rapportent à la perspective demandée.
738. Problème. Mettre en perspective un point situé sur le plan honjKotitoi de projection.
Soit M [fig. Ô63) le point donné. Abaissons MA perpendiculaire sur XY ; rabattons MA en BA par un arc de cercle ; reportons les points A et B en a et 5 par des perpendiculaires li ^ry. La droite AM étant perpendiculaire au plan du tableau , sa perspective sera une droite aO dirigée vers le point de vue. La droite BM élant inclinée de Ab^ sur XY, puisque MAB est un triangle isocèle rectangle, sa perspective sera une droite 51) dirigée vers le point de distance; la perspective du point M est donc l'intersection m des droites aO et bD.
739. Problème. Mettre en perspective un polygone ABGDE (fig. 5G4) situé sur le plan horixontal de projection,
11 sufilt de répéter pour chaque sommet la construction que nous venons d'iudtquer, et de joindre les points obtenus par des droites. Le polygone abcde qui en résulte est la perspective du polygone proposé.
74#. Problème. Mettre en perspective un cercle situé sur le plan horixontal de projection (fig. 565).
Circonscrivez au cercle un polygone régulier. Mettez en perspective ce polygone, ainsi que les points de tangence, et tracez à la main une courbe qui passe par les perspectives de ces points de tangence et soit tangente aux côtés du polygone perspectif. Cette courbe sera la perspective du cercle projiosé.
Remarque. Quand le cercle proposé n'a pas de trop grandes dimensions, il suffit de lui circonscrire un hexagone régulier ; et si on le place , comme nous l'avons Tait dans la figure, de manière que deux de ses c6tés soient parallèles à la ligne de terre, il en résulte plusieurs simplifications que l'on découvrira sans peine.
Quand le cercle proposé est très-petit, on se contente de lui circonscrire un carré.
741. Problème. Mettre en perspective un parquet composé de carrés (fig. 56C). Toutes les lignes parallèles à XY resteront parallèles sl xy en perspective.
Toutes les lignes perpendiculaires à XY iront en perspective concourir au point de vue. La droite AC qui fait avec XY un angle de 45* ira en perspective passer par le point de distance. Pour obtenir la perspective demandée, il faut donc : par tous les points de division de ah mener des droites au point de vue; par le point a mener une droite au point de distance ; et par les points où cette dernière droite rencontre les premières, mener des parallèles à ab,
742. S'il s'agissait de mettre en perspective une figure située dans un plan horizontal quelconque , connaissant la hauteur de ce plan au-dessus du plan horizontal de projection, on se donnerait sa trace verticale (sur le plan du tableau-, et Ton répéterait les constructions précédentes en se servant de cette trace
omnme de la ligne de terre. La figure 567 représente la perspective d'un plafond obtenue de cette manière : ap est la hauteur du plafond.
143. Problème. Mettre en perspective une pyramide régulière à hâte carrée (flg. 568).
Supposons que sa base ABGD ait deux de ses cdtés parallèles à la ligne de terre. Mettons cette base en perspective , ainsi que la perpendiculaire PM abaissée du pied P de son axe sur la ligne de terre. Aux points m et p élevons des verticales. Prenons mS égal à la hauteur de la pyramide ; par le point S menons une droite au point de vue, le point où elle rencontrera la verticale du point p sera la perspective s du sommet de la pyramide , et Ton n'aura plus qu'à joindre «t», sb^se, sd. En effet : t« l'axe de la pyramide étant vertical, la perspective de cet axe est verticale aussi ; 2* les droites SO et mO étant les perspectives de deux droites parallèles , ps est la perspective d'une droite égale à mS , c'est-à-dire à la hauteur de la pyramide.
Problème. Mettre en perspective un cube (flg
Supposons que sa base ait deux côtés parallèles à la ligne de terre. Après avoir mis cette base en perspective , on remarquera que la face antérieure du cube reste carrée en perspective, puisqu'elle est parallèle au plan du tableau ; on achèvera donc le carré abef. Aux points c et d on élèvera des verticales , et par les points e et fon mènera des droites au point de vue; ces droites rencontreront les verticales cg et dh aux points g ti /i; on tirera gh qui devra être parallèle à la ligne de terre ; et la perspective demandée sera construite.
745. Problème. Mettre en perspective un cylindre droit à la génératrice verticale ( fig. 570).
Inscrivez le cylindre dans un prisme droit à base carrée , dont deux côtés soient parallèles à la ligne de terre ; mettez ces bases en perspective avec les cercles qui y sont inscrits ; menez ensuite deux tangentes communes extérieures aux perspectives de ces cercles; ces tangentes devront être verticales, et seront les perspectives des deux génératrices extrêmes visibles.
746. Problème. Mettre en perspective une allée d*arbres dirigée perpendiculairement au plan du tableau ( flg. 571 ).
Nous supposerons , pour plus de simplicité, que tous les arbres aient sensiblement la même hauteur , et soient équidistants. Soit AB la largeur de l'allée, on portera sur cette droite , à partir du point B , une série de longueurs égales à la distance mutuelle des arbres ; par tous les points de division on mènera des droites au point de distance, et par le point B une droite au point de vue. Les points d'intersection seront les perspectives des pieds des arbres. Par ces difTérents pieds on élèvera des verticales ; on élèvera aussi une verticale au point B , sur laquelle on prendra une longueur BG égale à la hauteur des arbres, et par le point G on mènera une droite au point de vue. Les points où cette droite rencontrera les verticales seront les sommets des arbres. On n'aura plus qu'à répéter ces constructions pour obtenir le second côté de l'allée.
747. C'est par des constructions de même nature qu'on obtient la perspective d'un portique dirigé perpendiculairement au plan du tableau ;flg. 572 . L'inspection de la figure suffit pour rendre compte des opérations principales.
Nous ne pousserons pas plus loin ces exemples , qu'il serait facile de multiplier. Us suffiront pour donner une idée des procédés les plus ordinaires de la perspective.
Nous ferons remarquer que la position attribuée à l'œil du spectateur n'est point entièrement arbitraire. Sa hauteur au-dessus du plan horizontal de projection est prise ordinairement égale au tiers environ de la hauteur du tableau, et sa distance au plan de ce tableau varie entre la largeur même d» tableau et la moitié de cetie largeur. G'est entre ces limites que le dessin offre plus de grâce et de clarté.
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148. C'etl encore d'après let règles de la pertpectlve que l'on trace les cartel de géo|;raphie ordinaires , dites projecti<m$ ttéréographiquei. On suppose le globe terrestre coupé par un méridien quelconque , par le méridien de l'Ile de Fer par exemple; le pian de ce cercle est celui que l'on prend pour le plan du talileau, et rœil du spectateur est supposé au pôle de ce cercle (non pas au pôle du globe). Les rayons visuels menés de ce pôle à tous les points des diUli^ rents cercles que l'on peut tracer sur la splière forment des surraces coniques , généralement oi)liques , qui ont ce pôle pour sommet et ces cercles pour directrices. Ces surraces coniques sont coupées par le plan du tableau suivant des courbes qui sont les perspectives des cercles correspondants de la spbère. Or , Il arrive, en raison du cboix que l'on a fait pour le plan du tableau et pour la position de rœil du spectateur, et à cause de cerlaines propriétés des surfaces coniques obliques à directrice circulaire, que toutes les intersections dont nous venons de parler sont des cercles, ou du moins des arcs de cercle. Celle circonstance permet de tracer, à Taide du compas, la perspective de tous les cercles de longitude et de latitude, et de déterminer, par conséquent, trèscommodément sur la carte la position de tous les points dont la longitude et la latitude sont connues.
La ligure 673 représente un bémisphère de mappemonde. La droite ££' est réquateur , la droite PP' est Taxe de la terre. Les points de division a, b, e, etc., de l'équateur , sont obtenus en menant des droites au point P par les points de division correspondants A , B , G, etc. , du méridien PEP^ET. L«s autres méridiens s'obtiennent en faisant passer des arcs de cercle par les points P, a, F, puisP, b, P', puisP, c, P', etc. Les points de division m,n,p et g de Taxe, sont obtenus en menant des droites au point E' par les points de division correspondants A, B, G, etc. , du méridien. Les cercles parallèles s'obtiennent en faisant passer des arcs de cercle par les points A, m, A', puis B , n, B' , puis G,p, G', etc.
Ges projections Btéréographiques, qu'il serait plus exact de nommer projeù^ lions perspectives^ sont souvent employées, parce qu'elles conduisent ^ des déformations moins grandes que les autres modes de projection. Néanmoins les parties qui bornent rbémisphère se trouvent un peu distendues, surtout aux environs de l'équalenr.
Cuire ce système de projections, on emploie encore des projections oHhogo^ nales, où tous les points du globe sont projetés par des perpendicualires sur un même plan méridien. Dans ce cas, les parties qui bornent lliémisphère se trouvent, au contraire, trop pressées.
Enfin , on fait usage d'un troisième système de cartes appelées projections de Mereaior. Dans ces cartes, les cercles parallèles sont représentés tout simplement par des droites borizontales et les méridiens par des droites verticales. Ce sont alors les régions polaires qui se trouvent les plus déformées.
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De la mesure des lignes droites. — Unités de longueur anciennes et nouvelles 2! 12
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Chapitre II. Des pyramides, ^ Définitions. Caractères d'égalité
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Prisme tronqué ; . . « ;....> 609et6uiv. 295
A. Divers exemples de prismes 618 297
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Chapitre IV* Des polyèdres. — Polyèdres égaux. Polyèdres
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Fronton; plan, élévation et coupe de maison d'après Palladio id. 374
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