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Explication des Traités de l Abacus , et particulièrement du Traité de Gerbert ;
Par M CHASLES.
N. jd
; Extrait des Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences , séances des a3 et 3o janvier, et 6 février ■ 843.)
Préliminaires historique ».
Un des documents les plus obscurs dans l'histoire des sciences et qui ont le plus occupé les érudits, est le fameux Traité de Gerbert sur les nombres , qu’on a coutume de désigner sous le titre De numerorum divisione , ou bien Rationes numemrutn abaci , ou simplement sous le nom à’ Abacus, terme qui signifiait alors Arithmétique. Cette pièce porte dans les manuscrits la suscription: Constantino suo Gerbertus scolasticus (l), parce quelle est adressée à Constantin, moine de l'abbaye de Fleury.
Guillaume de Malmesbury , chroniqueur du xtt“ siècle , fait mention de cet écrit. Il dit que Gerbert avait rapporté de chez les Sarrasins d’Espagne, entre antres connaissances merveilleuses, celle de l'Abacus : « Abacum certe primas a Saracenis rapiens , régulas dédit quts a sudantibus Abacistis vix intelliguntur (a) » ; puis il cite le Traité même adressé à Constantin. On a
(1) Plusieurs écrivains, notamment les auteurs de l'Histoire littéraire de la France (t. VI, p. 579 ), ont cru que ces divers titres appartenaient à des ouvrages différents que Gerbert aurait composes sur le même sujet. C’est une erreur.
( 2 ) tPîlliclmi monachi Malmcsburiensis, De Gestis regum Anglorwn lib. V (Pojr. 1. U, p. 64 et suiv.',.
conclu de là que Gerbert avait puisé scs connaissances arithmétiques chez les Arabes, et que c’était leur méthode de calcul qu’il avait enseignée sous le nom à'Abacus. Cette opinion acté admise généralement, et l'est encore aujourd’hui, bien qu’on ait voulu aussi, depuis un siècle, faire honneur à Fibonacci d’avoir, le premier, enseigné l'arithmétique arabe en l'an laoa , à son retour des côtes d’Afrique. Pour tout concilier, on suppose que les règles de Gerbert étaient tellement abstruses cl inintelligibles, quelles sont restées stériles et qu’il a fallu que Fibonacci réimportât de nouveau l’arithmétique arabe chez les Chrétiens, au commencement du Xlu“ f siècle (t). Guillaume de Malmesbury, en signalant lui-méine l'obscurité de ces règles, « q iuw a sudantibus Abacistis vix inlelliguntur », a paru favoriser cette interprétation.
Cependant , plusieurs érudits ont refusé d’admettre que le texte de Gerbert pût se rapporter à notre arithmétique (a); et l’on a fait diverses autres hypothèses. Ces uns y ont vu le calcul digital (3) ; d’autres la machine à * compter des Romains, appelée Abacus , et semblable au Siuin-pan des Chinois (4). Andrès, qui s’est beaucoup occupé de cette pièce, qui lui paraissait d'un puissant intérêt historique, y est revenu à plusieurs reprises dans son ffisloiie de toutes les Littératures , et a fini , après diverses autres conjectures, par émettre l'opinion qu elle pouvait rouler sur \ Algèbre (5).
Dans cet état d'incertitude et d’hypothèses si diverses, il est un point cependant sur lequel on s’est accordé. On a cru que cette pièce, écrite en termes inintelligibles , ou même, suivant quelques-uns, en termes mystérieux,
(*) « It wm probably owing to tliis obscurity of bis rules and manner of treating the Arabian, or rather Indian arithmetic, lhat it niade $o little progrès** bcelween lus Lime and that of the Pisan. » Colebrooke , Algcbra of Brahmegupta and Bhascara ; p. LUI.
(?.) Nortli , Observations on the introduction of arabir n unie rais into En gland. Voir Archaeologia , or Mi scella neo us tracts relating to antiquity, t. X, p. 367. — Peaeock; History of the Arithmetie. Voir Entyclopedia metropolitana ; daims of Pope Sylvester the second, p. 4 * 5 , ^ i£.
( 3 ) L'abbé Lebeuf dit « On voit (par le Traité de Gerbert) que les supputations se faisaient » alors par les doigts qu’on tenait tantôt droits, tantôt pliés, selon que les nombres étaient •» simples ou composas , et cette science passait pour avoir son mérite. » Recueil de divers écrits pour servir d'éclaircissement à l’Histoire de la France , 1738, t. II, p. 85 . — D. Ceillier, Histoire générale des auteurs sacrés et ecclésiastiques, t. XIX, p. 725. — Hervas; Aritmetica délie nation i, p. 54 - — Delambre, Histoire tic l'Astronomie, ancienne , t. I, p. 322 . — Cette opinion se trouve aussi au nombre des hypothèses diverses émises par Andrès.
( 4 'i Dell’ origine , de progressa e dello stato art utile d’ogni lette ratura ; Parme, 1 782 99, 7 ▼.
. in- 4 °, t. IV, p. 83 .
( 5 ) J. Leslie; The philosophy of Arithmetic, 2* édition, p. tu.
émanait, quel qn’en fût le sujet, des doctrines arabes qncGcrbert aurait rapportées de Cordoue ou de Séville.
J’ai exprimé dans mon A perçu historique une opinion toute nouvelle et très-différente de ces hypothèses , quant à l'objet du livre de Gerbert et quant à son origine. J’ai dit que , loin d’étre d’origine arabe , il sc rapportait précisément au système de numération que j’avais trouvé dans le passage de la Géométrie de Boèce, autre pièce non moins célèbre par son obscurité et les tentatives qu’on avait faites pour en deviner le sens.
Ce système de numération décrit par Boèce est identique, quant aux principe^, à notre arithmétique actuelle, et n’en diffère en pratique qu’en ce seul point, qu’on faisait usage d’un lahlenu à colonnes pour indiquer les différents ordres d’unités décuples, ce qui permettait de marquer par une place vide, l’absence d’un nombre, que nous marquons aujourd’hui par un signe figuré; c’est-à-dire, en d’autres termes, que, dans ce système, le zéro était une place vide (i).
C’est après avoir donné cette explication du passage de Boèce (a), fondée sur la traduction littérale du texte , que j’annonçai que le Traité de Gerbert roulait sur le même système de numération (3).
üne histoire des événements du x”® siècle, écrite par Richer, moine de Saint Rémi de Reims, ami de Gerbert, mise au jour en t83g, parM.Pcrtz (4), et comprise dans sa belle collection des Historiens d’Allemagne, contient un passage intéressant où s’est trouvée la confirmation de mon opinion.
Richer, après avoir dit que Gerbert a répandu, le premier, en France la connaissance de la musique, et qu’il excellait dans l’astronomie, ajoute qu'il s’était livré avec le même soin à la Géométrie, pour l’introduction de laquelle il fit faire par un ouvrier (un fabricant d éçus), un Abacus, c’est-à-dire , une tablette disposée pour le calcul; que cette tablette était divisée en vingt-
■ sept colonnes longitudinales dans lesquelles Gerbert plaçait les neuf chiffres
(i) J’ai trouvé depuis qu’on faisait usage parfois du zéro , sous la forme d’un rond, pour quelques opérations accessoires qu’on exécutait à côté du tableau à colonnes.
(a) Aperçu historique sur l'origine et te développement des méthodes en Géomètre ,- voir p. 414-467 et 557 - 558 .
( 3 ) « Nous persistons à le regarder (le Traité de Gerbert) comme imité du passage de Boèce , • et h penser qu’il roule sur un système de numération qui ne diffère de notre système actuel - qn’en un seul point , X emploi du zéro qui y a été introduit postérieurement et a permis de ■ supprimer les colonnes.» (Aperçu historique, p. 507.)
( 4 ) Richrri Ilistoriarum libri IIII, ex eodice seculi X autographo edidit G. H. Pertz serenissim* familise Welfue abhistoria srribenda. 1 vol. in- 8 °. Hanovre*, 1 8 3 c 1
là
qui lui servaient à exprimer tous les nombres; qu’il avait fait exécuter mille caractères en corne à l'effigie de ces chiffres, au moyen desquels il effectuait sur l’Abacus les multiplications et les divisions. « Pour prendre une entière » connaissance de cet art, ajoute Ilicher en terminant, il faut lire l'ouvrage » que Gerbert a adressé à l'écolâtre G. (i). « Il s'agit probablement ici , comme l’a pensé M. Pertz,du Traité adressé à Constantin.
Ainsi, d’après Richer, la méthode de calcul enseignée dans le Traité de Gerbert se pratiquait avec neuj caractères ou signes numériques , sur un tableau à colonnes; et ces neuf signes suffisaient pour exprimer tous les nombres (2).
Cette succincte description concorde parfaitement avec l’opinion que j’avais émise sur la doctrine de Gerbert, et peut paraître, jusqu'à un certain point, la confirmer.
On trouve de plus, dans Richer, ce fait intéressant, que Gerbert avait fait confectionner mille caractères en corne, probablement des espèces de dés, à l’effigie des neuf chiffres , et avec lesquels il faisait les opérations arithmétiques sur son tableau à colonnes. L’usage alors était d’exécuter les opérations aritlmiétiques sur le sable; il est donc à croire que le procédé mécanique employé par Gerbert avait pour but d’initier les plus jeunes enfants à la connaissance de ce mode de calcul. Aussi prouverai-je ailleurs que Ger-
(1) In geometria vero non minor in docendo labor expensus est, cujns introduction!, abacum, id est labulam dimensionibus aptam opéré scutarii effccit. Cujas longitudini, in 27 partibus diductae, novem numéro notas omnem nunicruin signifiantes disposait. Ad quarum etiam similitudinem mille 1 corneos effecit caractères qui per 27 abaci partes niutuati, cujusquc numeri multiplicationcrn sive divisionem designarent; tanto compendio numerorum multidinem dividentes vel inulliplicantes, ut pr* nimia mimerositate potins intelligi quam verbis valcrent ostendi. Quorum scientiam qui ad plénum scire desiderat, légat ejus librum quem scribit ad C. grammaticnm ; ibi enim hsec salis habundanterque tracta ta inveniet. (Monumenta Gcrmarticv historien ; scriptorum, t. III. Hannover*, i 83 o; vojr, p. 618.)
(a) Ce passage intéressant a etc remarque par M. Guérnrd , qui s’exprime ainsi dans un Rapport sur l'histoire de Richer , lu par cet académicien devant l’Académie des Inscriptions et Belles-Lettres : « Quoique de la Notice très-ample consacrée ici à Gerbert , il ne résulte pas » qu’il ait étudié les sciences chez les Arabes, néanmoins, entre les inventions qui lui sont u attribuées, il est (ait mention de neuf chiffres dont il se servait pour exprimer tous les nomm bres, novem numéro notas omnem numerum signijicantes disposuit, passage d’une grande ira- *• portance, et qui se rapporte évidemment au système numérique fondé sur la valeur décu- * pie d’un chiffre placé à la gauche d’un autre. • Cette analyse de l’ouvrage de Richer a été lue à l’Académie dans sa séance du 6 décembre i 83 q, et imprimée dans le Journal des Savants , année 1840, août et septembre. Voir p. 470-489 et 535 - 556 .
berta, en effet, contribué puissamment à rétablir dans les Gaules l’usage de cette ancienne méthode des Romains, et que c'est là seulement la part que lui faisaient ses contemporains; car ils n'ont jamais dit, comme Guillaume de Malmesbury et tant d’autres après lui, que Gerbert eût rapporté cette doctrine de chez les Sarrasins, ni même qu'il l'eût enseignée le premier en France.
Richer nous apprend encore que Gerbert considérait la méthode de YAbacus comme une introduction à la Géométrie, .l’ai trouvé cette même idée dans beaucoup d’autres ouvrages, où il est dit expressément que c'est par cette méthode que les géomètres faisaient leurs calculs : plusieurs auteurs même appellent le Tableau de l'Abacus, la Table des Géomètres. Cela explique pourquoi Boèce a enseigné ce procédé de calcul dans sa Géométrie, et à la fin de son premier livre : c'était comme introduction au second livre , qui roule sur la Géométrie pratique.
S’il ne nous est pas parvenu des exemples de l'usage pratique de cette méthode , ce fait, qu’on a cru pouvoir opposer à mes opinions , s’explique aisément. Le système de YAbacus n’était pas employé pour exprimer des nombres isolés ; la notation des sept lettres romaines I, V, X, L, C, D et M, suffisait pour cela ; il n’était considéré que comme une méthode de calcul, comparable en quelque sorte à notre Algèbre moderne ; et celte méthode se pratiquait sur la table couverte de poudres procédé qui ne pouvait laisser de traces. Je traiterai ailleurs avec les développements nécessaires ce point important de l’Histoire de notre Arithmétique.
Je reviens à l’ouvrage de Gerbert. Bien qu’il roule sur la même doctrine que le passage de Boèce, et que ces deux pièces présentent autant d'obscurité l’une que l’autre, néanraoius elles ne sont pas entièrement identiques; la partie la plus obscure dans chacune n'est pas la même; de sorte quelles se préteut un mutuel secours et quelles se complètent, aux veux de celui qui veut en pénétrer le sens.
En effet , le passage de Boèce contient deux choses: une description du système de numération, puis les règles de la multiplication et de la division.
Gerbert commence tout d’abord par ces règles, sans dire un mot du système de numération, ni de la manière de le pratiquer: deux choses qu’il suppose connues.
Dans Boèce, la partie principale était la description du système de numération : c’est celle que j’ai expliquée. Cette explication admise, les règles de la multiplication se comprennent d’elles-incmes sans difficulté. Mais les règles de la division conservent toute leur obscurité, parce que les quelques
mots relatifs à chaque règle ne la décrivent pas , et indiquent simplement le nom de la méthode qui s’y applique, ou bien quelques-unes des opérations partielles qui y entrent; et, ce qui ajoute aux difficultés 'de divination, c’est que ces règles, différentes de nos méthodes actuelles, sont aujourd'hui absolument inconnues.
.le me suis donc borné à donner l’explication littérale de la partie où Boèce décrit le système de numération, laquelle était la plus importante, sans expliquer alors ce qui se rapporte aux règles de la division.
Dans Gerbert ces règles, bien que d’un style très-obscur, sont néanmoins plus détaillées que dans Boèce, de sorte quelles ne présentent pas le même degré de difficulté. Le Traité de Gerbert complète donc en quelque sorte celui de Boèce, comme je l’ai dit.
Le passage de Bicher ne fait allusion , comme nous avons vu , qu’au système de numération, et conséquemment il ne répand aucune lumière sur le texte même de Gerbert.
C’est ce texte que je me propose d’expliquer. Je me suis aidé, dans ce travail, de différentes autres pièces semblables, notamment d’une de Bernclinus , l’un des disciples de Gerbert. Cet ouvrage est un Traité complet d’Arilbmétiquc en quatre livres , comprenant l’exposition du système de numération, les règles de la multiplication et de la division, et le calcul des fractions. U ne manque pas non plus d’une certaine obscurité, à tel point que, même après que j'eusse annoncé que cet ouvrage se rapportait au même système de numération que le passage de Boèce, quelques personnes ont refusé d'admettre cette opinion, par la raison, a-t-on dit, que les nombres y sont exprimés en chiffres romains , et qu’on ne saurait y voir le principe de la valeur de position. Mais ce sont précisément ces nombres écrits en chiffres romains qui facilitent l’intelligence de cette pièce, car ces nombres se rapportent à des exemples numériques qu’il suffit de suivre pas à pas pour découvrir le mécanisme du calcul, et comprendre ensuite plus aisément la partie abstraite où les principes eux-mêmes du système de numération sont décrits ; principes dont la base est bien la valeur de position.
Le secours de ces exemples numériques manque dans la lettre de Gerbert, qui , par cette raison et surtout par son style particulier, singulièrement laconique, est restée jusqu’ici d’une obscurité impénétrable.
Pour donner l’explication complète de cette pièce et ne laisser aucun doute dans les esprits, j’ai donc jugé à propos de produire d’abord un des écrits postérieurs où l’on trouve, comme dans celui de Bernclinus, indépendamment d’un style moins laconique et moins obscur que celui de Gerbert,
la description du tableau de l'Abaciis , l'exposition du système de numération , et des exemples numériques à l'appui des règles de calcul.
Si j’ai cité l'ouvrage de Bernelinus , c’est parce qu’il est connu et qiie plusieurs auteurs en ont parlé à diverses époques, sans qu’on ait su toutefois de quelle matière il traite véritablement. Mais il existe un très-grand nombre d’autres ouvrages semblables , c'est-à-dire d’autres traités d'arithmétique dans le système de l’Abacus; et même plusieurs de ces ouvrages, restés enfouis et ignorés au fond de nos bibliothèques, sont d'un style souvent assez clair, et sont plus propres que celui de Bernelinus à faire connaître, sans beaucoup d'efforts, les principes de ce système arithmétique et les méthodes qui y étaient en usage. En effet, depuis le X e siècle, d'où date le traité de Gcrbert, ce mode de calcul, enseigné dans les écoles, s’est répandu et a fait de grands progrès. Les auteurs se sont familiarisés avec ses règles, d’abord assez abstruses, très-diverses et manquant de généralité; ils les ont généralisées et en ont rendu en même temps l’exposition plus simple et plus claire; leur style, eu un mot, est devenu plus facile et leurs ouvrages plus intelligibles. On peut assigner à chacun une date assez probable, dans l’espace d’un siècle et demi qui sépare le x' siècle du commencement du XII e .
•le fixe cette limite du XII e siècle, parce que plus tard les traités d’arithmétique, sauf quelques exceptions, ne portent plus le nom d '/Obtiens; ils prennent presque tous celui d’ Algorisme. Et ce qui distingue alors les nouveaux traités des anciens, c’est qu'ou ne fait plus usage du tableau à colonnes et qu'on lui a substitué, en quelque sorte, l’usage exclusif du zéro. C’est a cette époque aussi qu’on a commence à introduire les chiffres dans l’écriture.
Le passage d'un système à l’autre marque une ère nouvelle, et forme un point très-curieux de l’histoire de notre arithmétique.
C’est donc au commencement du XII e siècle que j’attribue les derniers traités écrits dans le système de l’Abacus proprement dit. lesquels sont les plus clairs et les plus faciles à comprendre, .l'en citerai uotammcnl trois de cette époque : l’un est de Gerland, auteur d'un Traité du compiit dout il est fait mention souvent dans les ouvrages du moyeu âge; le second est de Ha— dulphe ou ltaoul, frère du célébré Anselme de Laon, et connu lui-méme pour avoir écrit sur la musique; enfin le troisième, intitulé: Régula' Abaci, est anonyme.
C’est ce dernier que je choisirai pour faire connaître avec facilité et évidence les principes du système de l’Abacus, ses règles de calcul, et la manière d'exécuter les opérations sur le tableau à colonnes. 11 me suffira d'en donner la traduction, eu n’y joignant que de courtes notes explicatives.
l-a connaissance préalable de ce Traité d’arithmétique facilitera ensuite lintelligence du texte de Gcrbert, qui, toutefois, exigera encore de fréquents commentaires.
Cet ouvrage de Gcrbert a joué jusqu’ici un grand rôle dans notre histoire littéraire, parce qu il a été à peu près le seul du même genre connu des érudits et sur lequel ils ont disserté. Quoique j’aie annoncé qu'il existe beaucoup d’autres ouvrages semblables dont je possède même déjà un assez grand nombre, néanmoins l’écrit de Gcrbert conserve une trèsgrande importance historique, comme étant le plus ancien de cette époque connu jusqu’à ce jour, et comme étant aussi celui qui se rapproche le plus, par le style, du passage de Boèce, et qui atteste le mieux l’origine et l’antiquité de ce système de l'Abacus. J'ai donc dû m’appliquer à pénétrer, dans toutes ses parties, le sens de ce texte singulier, depuis si longtemps énigmatique.
l/cxplication que j’en donnerai, jointe à mon explication du passage de Hoece, justifiera pleinement , j’espère, les opinions que j’ai émises dans mon Aperçu historique et que j’ai reproduites depuis devant l'Académie , au sujet île ce système de l’Abacus transmis par les Romains, cultivé au moyen âge, et qui marque la véritable origine de notre arithmétique vulgaire.
Mais de là naissent une foule de questions et un vaste champ historique tout nouveau. Car il faut suivre ce système de l’Abacus à partir du x 1, siècle, et étudier les modifications qu’il a subies dans sa forme et ses méthodes pour devenir précisément notre arithmétique actuelle; il faut rechercher notamment l’origine du zéro qu’on a substitué aux places vides, pour s'affranchir du tableau à colonnes; rechercher l’origine et le sens de quelques notions dérivées de l'arithmétique arabe, introduites au XII* siècle, et qui ont si complétèment induit en erreur les écrivains modernes qui ont cru y voir des preuves de l'origine orientale de notre arithmétique.
Après avoir suivi le système de l’Abacus dans ses propres développements et dans ses rapports avec l’arithmétique arabe, il sera intéressant de remonter nu delà du X' siècle, et de rechercher les plus anciennes traces de cette méthode chez les Chrétiens. Car si Gcrbert passe pour avoir été , à cette époque, le restaurateur des sciences, cela ne signifie pas que tout souvenir s'en était perdu; ce serait plutôt un indice que déjà, depuis longtemps, de louables efforts étaient faits pour réunir les vestiges de l'antiquité, et préparer le mouvement auquel Gerhert a donné une si lorle impulsion dans sa nombreuse et célèbre école de Reims.
Un sujet de recherches plus intéressant encore, sera de reprendre le
• système «le l'Abacus dans l'ouvrage de Boèce et d’en suivre les traces chez les Bornants eux-mêmes; de savoir s’ils l’ont réellement mis en pratique, ou si cette doctrine n’a été «[u'unc simple spéculation que Boèce aurait insérée dans sa Géométrie pour la sauver de l’oubli.
Enfin, il faudra chercher à remonter jusqu’à Pythagorc, à qui Boèce attribue l’invention de cette ingénieuse et si utile méthode.
Ces points principaux, et une foule de questions accessoires qui s'y rat- ’ tachent incessamment, forment un ensemble de recherches de nature a présenter d’autant plus d'intérêt, que les résultats y sont toujours nouveaux et contraires à toutes les id«tes admises jusqu'ici, non-seulement sur l’origine de notre système de numération, mais encore sur les méthodes arithmétiques des Itoinains et des Grecs, auxquels on s'est accordé à refuser la connaissance dit principe de la valeur de position, pour la réserver exclusivement aux Hindous et aux Arabes.
J’ai essayé de remplir ce cadre d’une Histoire nouvelle de l' Arithmétique chez les Occidentaux , dans un ouvrage à peu près terminé depuis longtemps, mais auquel diverses circonstances m'ont empêché jusqu’ici de mettre la dernière main. J’extrais aujourd'hui de cet ouvrage l’explication de la fameuse lettre de Gerbcrt. On concevra aisément ce qui peut me déterminer à cette communication partielle et en quelque sorte anticipée.
C’est sur la fin de 1 836 «pic j'ai donné l'explication du passage de Boèce. Depuis j'ai annoncé, notamment eu 1839 au sein de l’Académie, qu’un grand nombre de pièces sur cette doctrine de l'Abacus existaient encore, ignorées, dans les manuscrits du x'et du xi' siècle; que moi-même j’en avais déjà réuni un certain nombre, et qu’apres les avoir lues toutes, je pouvais assurer quelles roulaient bien réellement sur le système de numération que j’avais découvert dans Boèce (1). J’ai appelé ainsi l’attention des érùdits sur ces anciens traités, qui se trouvent dans les bibliothèques étrangères comme dans les nôtres. Il est doue a croire que plusieurs personnes auront pu les étudier et même en préparer l'explication. Quoi qu’il en soit, celte explication ne s’est point encore produitc; et si quelques érudits ont manifesté leur adhésion à mon système et ont puisé même dans des documents dune autre nature des exemples propresà le confirmer (a), d’antres ont continué de développer des systèmes contraires
( 1 ) Voir les Comptes rendus rte V Académie, t. IX , p. 4So; séance du 7 octobre t83g.
‘ (?) Je rappellerai que M. Halliwell, dans un écrit qu'il a bien voulu considérer comme un appendice au chapitre de mon Aperçu historique où j’ai donné l’explication du passage de Boèce, a cite, à l’appui de mon opinion sur ces anciennes pièces qui portent le nom il' A ha -
TjtoÇj'i*,'. An • i-, . ; , ’ a , ’ VféO/
aux résultats de mes propres recherches. Ou m'a invité à ne plus différer de produire des preuves décisives, moins encore pour ne pas perdre la priorité <pii pourrait m’appartenir, (pie pour influer dans le sens de la vérité sur les recherches des érudits qui s’occupent de cette matière , et pour faciliter à tous l'explication de ces textes si curieux et si féconds en conséquences historiques (i).
Je rappellerai , en terminant, que nos chiffres actuels sont différents des
ni. r, plusieurs manuscrits «les bibliothèques de Londres, d'Oxford et de Cambridge, qui contiennent de pareilles pièces et dans lesquelles cet érudit trouvait la valeur tic position clairement erp ri niée.
Depuis, M. Vinrent a découvert dans un passage obscur de Julius l'AfricAin une manière d’exprimer les nombres par des signaux avec valeur de position.
Enfin M. Boeekh , dans une dissertation au sujet d’une pierre trouvée à Athènes par M. Miiller, sur laquelle sont des nombres exprimes dans le système alphabétique des Grecs, avec un certain signe pour marquer l’absence des unités quand le nombre ne comprend que des dizaines; M. Boeekh, disons-nous, a considéré ce fait, intéressant comme tendant à prouver que les Grecs avaient connu , à une époque reculée , le principe de la valeur de position des rhifTres; et , à ce sujet , il a donné son assentiment à inon explication du passage de Bncee, qu’il adopte entièrement.
Cette explication repose , comme on sait , sur l’idée que ce n’est pas la table fie multiplication que Boéce décrit sous le nom A'Jbacns tea Mcnsa Pythagorica , ainsi qu’on l'avait cru, mais bien un tableau à colonnes préparé pour la pratique de l'arithmétique avec neuf chiffres prenant des valeurs de position. Voici en quels tenues M. Boeekh approuve cette partie de mon travail : - Bocthianns ubacus dtiodccim ordines complectitur. Ejus loco in editis Boethii libris tabula vu 1g a ris multiplications conspicitur, quam ejiciendam esse CgtQpe evicit Chasles, abacum restituons ex codire Carnutcnsi Boethii saec. XI scripto. * (Voir Index Içctionum tfuœ in unfversitatc litteraria Frid ♦ Guilelma per semestre tvstïvum A. i8.fi instituentur. Itcrolini , p. ii-xii.)
(i) Plusieurs personnes s’occupent dans ce moment d'un catalogue général des bibliothèques des départements, sous les auspices de M. le Ministre de l'Instruction publique. Je ne doute pas qu’on ne découvre beaucoup de pièces sur le système de l’Abacus. Il sera intéressant surtout de rechercher dans ces pièces les quelques notions historiques qui s'y trouvent parfois. O travail d’un catalogue général pourra procurer aussi la connaissance de quelques traités d'algorisme du xu 4 siècle. Car c’est bien de celte époque, et même du premier tiers de ce tiède, et non du xm r siècle seulement, comme on l'a cru jusqu’ici, que datent nos plus anciens traités d'algomnir. O terme nlgoHsme est le nom qu’on a donné à l’arithmétique de position, quand on n ivssé de M' servir du tableau à colonnes appelé Abacus. La transition a eu lieu dans le premier tiers du xn* siècle. C’est à celle époque aussi que se sont introduites les premières notions sur l'arithmetique arabe. On peut les trouver non -seulement dans 'es traités d'algorisme , mais aussi dans des traités de l'Abaeus; et dans ceux-ci, elles seront d’un grand intérêt, puisqu'elles pourront prouver la différence d'origine des deux méthodes. Je possède déjà un traite de l’ A bac us qui contient de pareilles notions : de sorte que ce n’est pas sur une simple con-
chiffres arabes, nonobstant leur dénomination vulgaire, et qu'ils ont uue ressemblance non douteuse avec les apiccs de lioèce , lesquels ont été aussi les chiffres eu usage an moyen âge dans les nombreux traités de l'Abacus. Ce fait n'a pu être méconnu, mais ou la expliqué en considérant ces apiccs comme d'anciennes notes tironicnncs servant à exprimer les grands nombres et que les Chrétiens auraient introduites dans l’arithmétique arabe. Aujourd'hui cette explication n'est plus possible. Il faut reconnaitrequc nos chiffres avaient dans Boéce la même signification qu’à présent. La vérité de l histotre, et l’esprit de justice euvers le moyeu âge qui a reuouveléde l'antiquité et nous a transmis cette ingénieuse méthode de calcul, detnaudent donc que nous renoncions à ces expressions fausses de chiffres arabes , arithmétique arabe reproduites journellement daus nos ouvrages. Assurément on dirait chiffres rie lioèce , où peut-être même de Pjthagore, ce qui est un point que j’examinerai plus tard (i), si la vérité n était parfois sacrifiée à l'usage.
Analyse d'an Traite de l’Abarni.
.le fais précéder d'une analyse le traité del'Abacnsqae je traduirai en-
jeclurv, seulement probable, cjue je me fonde |xmr recommander à toute l'attention des personnes qui explorent les manuscrits de nos départements, les anciennes pièces arithmétiques et tomes les traces subsistantes du système de l'Abacus.
(i) L’objection principale qu'on m'a opposée à ce sujet, c'est-à-dire contre l'idée que le système de l'Abacus ait été cunnu des Grecs , a été basée sur le traité d' Archimède De numern arrnar, désigné généralement sous le nom A'Jrcnaire. On a cm que ce livre avait pour objet de simplifier la numération des Grecs, et que l'auteur oc l'aurait pas écrit s'il avait connu le système de l'Abacus. J’ai combattu cette objection en présentant une analyse rigoureuse de cet ouvrage, analyse dont voici la conclusion : ’
. t* *. ("est une erreur de penser que le livre De numéro a renie n'a d'autre but que de simplifier la numération des Créés, parce que, en réalité, il a un but spécial tout différent ;
• a". 11 n'y a pas lieu de dire que si Archimède avait connu le système de l’Abacus, il n'aurait pas composé son livre nu qu'il l'aurait fait différemment;
.3”. Et enfin , ce qui est plus concluant encore , aucune des considérations arithmétiques cpii se trouvent dans cet ouvrage n'autorise à penser qu' Archimède n’a pas connu le système de l'Abacus. » (Voiries Comptes rendus des séances de t' Academie des Sciences; t-XIV, p. 547*559» séance du ■ i avril 1842 .)
l'ajouterai que, pour induire du livre d'Archimède que fauteur n'a pas eu connaissance du système tlel'Ahacus, il faudrait montrer f/ur! parti il eût tin 1 de ce système; — dans quels passages de son hure il en eût fait usage ; — quels avantages, quelles simplifications en seraient résultés. — Faute de répondre à ces questions, on ne peut être admis à m’opposer le livre dlArchiuiède.
suite littéralement. Cette analyse donnera une idée de la forme et du contenu de ces anciens traités d Arithmétique, en même temps quelle préparera à l’intelligence de l'ouvrage lui-méme.
I. L’auteur dit que l’art appelé Abacus traite de la multiplication et de la division des nombres.
C’est là le but que tous les autres traités de l’Abacus assignent aussi à cette méthode.
II. I /auteur explique la forme du tableau auquel s'applique proprement le terme Abacus , et qu’il appelle lui-même, dans la suite, Abacus. Ce tableau se compose de colonnes consécutives , au liant desquelles sont figurés les nombres i, X, C, M, XM, etc. I/autenr dit qu’on se sert sur ce tableau de neuf caractères représentant les nombres un, deux, trois, qiuUre, -, neuf lesquels suffisent pour faire toutes les multiplications et les divisions en nombres entiers, quand on les place dans les colonnes du tableau. A cet effet , les caractères placés dans In première colonne y représentent des unités simples, dans la deuxième colonne, des nombres décuples de ces unités; dans la troisième colonne, des nombres centuples; etc.
C'est , comme on voit , le principe de la valeur de position des chiffres ; comme dans notre arithmétique vulgaire.
L’auteur décrit les neuf caractères qui soûl, sauf quelques légères altérations produites par le temps , les apices de Boècc. Il donne aussi les noms igm, andins , ormis, arbas , ipiimas, calcus, zenis, temenias et celentis de ces caractères, mais il ne s’en sert pas.
Au contraire, quelques auteurs du même temps, notamment Gerland cl iiadulpbe de Laon, dénommaient par ces termes les neuf chiffres dans le texte même de leurs ouvrages, en décrivant les régies et les détails des opérations arithmétiques. Mais beaucoup d’autres ne font nullement mention de ces noms; ce qui nous porte à croire que ces noms igin, arulras, etc., quoique, dans plusieurs manuscrits, ils se trouvent au haut du tableau qui fait partie du passage de IJoèce, ont été introduits assez tard dans l’Abacus. .le reviendrai sur cette question qui serait ici prématurée et hors de propos.
L’auteur appelle les colonnes arcs ( arcus ). Il ne dit pas la raison de ce terme. Je la trouve dans beaucoup d’autres ouvrages : c'est que ces colonnes étaient surmontées d’arcs de cercle dans lesquels on plaçait les nombres i. X, C, M, etc. Plusieurs auteurs, Uernelinus notamment, parlent de ces arcs; en outre, on les voit dans des tableaux de l'Abacus, figurés soit isolément dans quelques manuscrits, soit dnns le passage de Boècc, ou bien fai-
sont partie de traités dans lesquels les calculs sont figurés eu chiffres dans des colonnes.
Quelques auteurs disent aussi qu'on décrit de plus grands arcs de cercle embrassant les colonnes trois à trois. Cela avait pour but principalement de faciliter lenonciation des nombres. C'est l’origine de la division des nombre-, en tranches de trois chiffres, par des points ou des virgules, qui a été en usage jusqu'à ces derniers temps.
III. I l’auteur sc sert des expressions digit, article ( digitus , articulas ). Il appelle digits les neuf premiers nombres naturels un, deux, trois,..., neuf, et articles les multiples de ces nombres par dix, cent, etc. Tous les autres nombres, tels que Xi , XII , etç., composés d’un digit et d’un on plusieurs articles , s'appellent nombres composés.
Ces expressions digits, articles, existent dans le passage de Boéce, et elles se trouvent dans tous les autres traités de l’Abacus du moyen âge. Elles paraissent avoir été inhérentes à ce système de numération. Elles ont passé dans les traités A'algorismc , où on les trouve sans interruption jusque dans ie cours du xvn’ siècle, avec la même signification. Ce n’est que dans les ouvrages plus modernes qu'on a cessé d’en faire usage; et insensiblement on a perdu le souvenir de la valeur de ces termes. De là l'erreur de plusieurs écrivains, qui ont cm qu’ils se rapportaient au calcul par les doigts, et qui eu ont conclu que le livre de Gerbert, notamment, roulait sur ce procédé.
IV. Toutefois l’auteur dit que ces expressions digits, articles, proviennent de la manière d’exprimer les nombres par les doigts; et, à ce sujet, il décrit cette manière tout au. long, telle qu’on la trouve enseignée par Bède, par llaban Manr, etc. On sait qu'une foule d'auteurs latins, de tous les âges, présentent des traces de cet ancien procédé.
Quant à savoir si les expressions digits, articles, en usage dans le système de l’Abacus, proviennent du calcul digital , la question est douteuse, car quelques auteurs, daus leurs traités de l'Abacus , donnent une autre explication de ces expressions.
V. I .'auteur passe à la multiplication et à la division. Il commence par la multiplication, dont il distingue quatre cas : la multiplication simple ou composée s continue ou avec intennission. Ces distinctions ne se rapportent qu'à la manière dont le multiplicateur est formé.
La multiplication est simple, quand le multiplicateur est exprimé par un seul caractère, étant par conséquent un digit ou un article; elle est composée , quand le multiplicateur est exprimé par plusieurs caractères. L’auteur dit alors qu'il y a plusieurs multiplicateurs , autant que de caractères. Ainsi , si
l<; nombre par lequel on doit multiplier est 34o5 , l'auteur dit que les multiplicateurs sont 3ooo, t\oo, et 5. U dit pareillement les multiplicandes, quand le nombre qu'on multiplie est exprimé par plusieurs chiffres.
La multiplication est continue quand les multiplicateurs se suivent sans interruption, c’est-à-dire sans qu'il y ait de colonnes vides entre eux. Elle est avec intermission quand il y a une ou plusieurs colonnes vides entre les caractères (pii expriment les multiplicateurs.
Du reste , l'auteur dit que la multiplication se fait dans tous les cas de la même manière.
Yl. Pour eu donner un exemple, il multiple 4 6oo par a3. On pose les multiplicandes 4 ooo et (ioo au haut des colonnes , les multiplicateurs ao et 3 au bas, et les produits au milieu du tableau
Ou commence l'opération parla droite; de sorte qu’on multiplie 6oo, puis 4 ooo , d’abord par 3, et ensuite par ao.
Les règles que l’auteur donne dans le cours de l'opération ont pour objet de faire conuaitre dans quelles colonnes on doit placer les deux chiffres dont se compose, en général, chaque produit partiel, et qui expriment, l’un un digit, et l’autre un article. Par exemple, la règle relative à la multiplication par un nombre de l'ordre des dizaines s’énonce ainsi : « Quand a un nombre de la colonne des dizaines multiplie un nombre d’une autre co- » louuc quelconque, placez le digit dans la deuxième colonne, a partir de » celle du multiplicande , et l’article dans la colonne suivante, a Ainsi, qu’on multiplie 6oo par ao , le produit est ta. Dans ce nombre, deux est le digit, et une dizaine l’article. On placera donc deux dans la colonne des mille, et l'unité daus la colonne de dix mille; de sorte que le produit véritable est i aooo.
VII. Due multiplication se compose de produits partiels dont il faut faire la somme : à ce sujet, l’auteur donne la règle de {'addition , tpi 'il appelle pui'gation (purgatio). Il dit qu’on purge les colonnes des divers caractères qui s y trouvent , en les remplaçant par un moindre nombre de caractères. La règle est ainsi: quand on ajoute plusieurs caractères placés dans la même colonne, s'il en résulte un digit. ce digit reste daus la colonne; s'il eu résulte un article, il passe dans la colonne suivante. Enfin, s’il provient un article et un digit, le digit demeure dans la colonne, et l'article passe dans la colonue suivante.
t VIII. L’auteur a énoncé, dans le Jj VI, les réglés pour la multiplication par un nombre de l’ordre des unités, puis par un nombre de l'ordre des dizaines. Maintenant il donne les règles pour la multiplication par un
nombre des centaines, puis des mille, etc.; et enfin, il exprime toutes ces régies sous ce seul énoncé général : « Autant la colonne qui multiplie est » éloignée de celle des unités, autant le digit sera éloigné de la colonne " du multiplicande : et l’article sera toujours placé dans In colonne ullé- » Heure. »
IX. De la division. Cette opération se fait de deux manières : sans différences et avec différences.
Le nombre à diviser s’appelle le dividende quand il s’exprime par un seul caractère, et les dividendes quand il s'exprime par plusieurs caractères. Il en est de même du nombre par lequel on divise: on l’appelle le diviseur ou les diviseurs. Ainsi, si l’on a à diviser 3 oa 5 par 407, on dit que les dividendes sont 3 ooo, ao et 5 , et les diviseurs 4 oo et 7. Le diviseur de l’ordre le plas élevé s’appelle le plus grand diviseur, et les autres, les diviseurs inférieurs. Il en est de mente des dividendes.
On distingue quatre sortes de divisions, de même que quatre sortes de multiplications : la division simple ou composée; continue ou avec intermission. La division est simple quand il n’y a qu’un diviseur, quel que soit le nombre des dividendes; comjioséc quand il y a plusieurs diviseurs; continue quand les diviseurs se suivent continûment sans interposition de colonnes vides ; et avec intermission quand il y a des colonnes vides entre les diviseurs.
La méthode sans différences est la même que notre méthode actuelle: seulement, A chaque division partielle, on déplace le diviseur (nous parlons de la division simple), pour le transporter sur le plus grand dividende, ou bien à un rang à sa droite, si ce diviseur est plus grand que le dividende. Ainsi, a-t-on A diviser *>46 par 3 , on transporte 3 sur le dividende 5 oo, datas la colonne des centaines, et l'on divise 5 par 3 ; le quotient est 1 , et il reste a qui demeure dans la colonne des centaines. Le diviseur étant plus grand que a, on le transporte dans la colonne à droite du dividende, c’est-à-dire dans la colonne des dizaines, et l'on regarde a comme exprimant l'article ao; 011 divise donc ao par 3 , et ainsi de suite. Notez que l'on divise ao et 11011 pas u 4 , ainsi que nous ferions aujourd'hui. Ou n’opérait alors que sur un di* videndc simple et non sur un dividende composé, ou, comme on aurait dit alors, sur deux dividendes à la fois. Il en résulte que l'opération était plus longue qu'à présent ; ù part cela elle était la même.
On trouve encore dans des traités d’Arithmétiquc du XVI e siècle, ce procédé pur le déplacement du diviseur. Dans quelques traités de l'Abacus on enseignait aussi à faire la division sans déplacement de diviseur, comme nous faisons actuellement.
I . auteur appelle dénomination chaque quotient partiel. En général, dans les traités de l'Abacus, le terme dénomination s'entend de la valeur absolue du caractère qui exprime un article. Ainsi, 3 est la dénomination de l'article 3 o ou 3 oo, etc. L’auteur emploie aussi le terme dénomination dans cette acception générale.
X. l’our donner un exemple de la division simple, sans différence, l'auteur divise 3 o par a; il place les diviseurs dans la partie supérieure du tableau, le dividende au-dessous, les dénominations dans la partie inférieure du tableau, et les restes au milieu. Il donne, dans le cours de l'opération, la règle de la soustraction ; car il faut soustraire du dividende le produit du diviseur par la dénomination. Cette règle de la soustraction consiste à prescrire dans quelles colonnes se placent les restes; elle s'énonce ainsi : u Si
d'un digit il reste un digit, il ne change fias de colonne; si d'un article il » reste un article, il ne change pas de colonne; si d’un article il reste un digit » et un article, l’article ne change pas de colonne, le digit en change. >■
XI. Du placement île la dénomination. Quand le diviseur est un digit, c’est-à-dire un nombre de l'ordre des unités, on place toujours la dénomination dans la colonne même où ce diviseur a été transporté, soit au-dessus, soit à la droite du dividende. Quand le diviseur est un article, dizaines ou centaines, etc., la dénomination se place à un ou à deux rangs, etc., apres le diviseur transporté. L’auteur énonce à ce sujet cette règle générale : « A
quelque rang, au delà de la colonne des unités, que soit primitivement le diviseur, ou place la dénomination a un pareil rang après le diviseur ■ . transporté. »
XII. De la division composée. Elle est continue ou avec irucrmission. La réglé est la même dans les deux cas. On transporte le plus grand diviseur (le diviseur de l'ordre le plus élevéj sur le plus grand dividend s'il est moindre que ce dividende , ou s’il lui est égal; ou bien a un rang avant lui (vers la droite), s'il est plus grand, de même que dans la division simple; et pour le placement de la dénomination, on suit la règle énoncée pour le cas-d'un diviseur simple appartenant .1 une colonne quelconque.
XIII. Exemple de la division composée, avec intermission. L auteur divise 100000 par aooa 3 . Ou transporte le plus grand diviseur a dans la colonne immédiatement inférieure a celle du dividende cent mille, c'est-à-dire dans la colonne des dix-mille, parce que a est plus grand que 1 . Ensuite on dit : eu 10 combien de fois a:' Il v est 5 fois; mais il ne faut pas prendre 5 pour dénomination, parce qu’on ne pourrait retrancher du dividende le produit des diviseurs inférieurs ao et 3 par la dénomination. Il faut prendre l\ . etc.
On voit que c’est notre procédé actuel , sauf le déplacement du diviseur, déplacement qui, comme nous l’avons dit, se trouvait encore dans les ouvrages du xvT siècle.
XIV. De la division avec différences. Cette méthode, qui n'est plus en usage, et qui même n’est plus connue de nos jours, paraît dans sa forme différer complétcmcut de notre procédé actuel , quoiqu au foud elle dérive du même principe et des mêmes considérations. L’auteur en expose les procédés , mais sans démonstration , et sans paraître en connaître le principe. 11 en est de meme dans tous les autres traités de l’Abacus que nous avons consultés. Voici comment on peut se rendre compte de cette méthode. Elle paraît avoir eu pour but d’éviter les incertitudes et les tâtonnements de la première méthode, et d’obtenir toujours un quotient admissible. Elle consiste à diviser le nombre proposé par un diviseur fictif, plas grand que le diviseur réel. Si celui-ci est un digit ou un article, on prend 10 pour diviseur fictif. De cette manière, la dénomination est simplement le dividende tout entier, c’est-à-dire le plus grand dividende; car on ne divise jamais, dans chaque opération partielle, qu’un nombre simple. Après cela, il faudrait multiplier le diviseur par la dénomination pour soustraire le produit du dividende. Au lieu de celte opération, on opère par les compléments arithmétiques; on multiplie par la dénomination le complément du diviseur, qu’on appelle sa différence à dix, et on regarde le produit comme un nouveau dividende. Ainsi, divisons 43 par 7; la différence du diviseur est 3 ; la dénomination répondant au diviseur fictif 10 est 4; le produit de la différence par cette dénomination est ta: on ajoute ce produit au dividende inférieur , et l'on a pour nouveau dividende 3 + ta = i 5 . C'est comme si l’on avait multiplié le diviseur réel 7 par la dénomination 4 1 et retranché le produit a8 du dividende 43 . Divisant de même i 5 par 10, on a 1 pour dénomination, 3 pour le produit de la différence par cette dénomination, et 5 -t- 3 = 8 pour nouveau dividende. Ici l ou 11e peut plus opérer par la même méthode , puisqu’il faudrait diviser par 10; alors on revient à la première méthode, c'est-àdire qu’on divise 8 directement par 7. La dénomination est 1 , et il reste 1. Les dénominations partielles sont doue 4 , t et 1 ; de sorte que le quotient total est 6 , et le reste est 1 .
On peut encore se rendre compte de cette manière de procéder, en remplaçant le diviseur par le binôme (10 — 3 ). On aura à diviser 4 ° par
(10 — 3 ); le quotient est = 4 > ct 1 ® reste x 3 = ta. Mais on peut douter que ce soit cette considération de la division par un biuome, qui ait
conduit les Anciens à cette méthode. Je dis les Anciens, car cette méthode se trouve dans le passage de Boècc.
On remarquera que ce procédé de calcul, qui consiste, au fond, à diviser par 10, conduisait immédiatement aux fractions décimales. Mais les auteurs n'ont pas eu l'idée de ces fractions. On ne trouve, dans tous les traités de l'Abacus, que la théorie et l’usage des fractions romaines.
XV. L’auteur donne un exemple de la division simple avec différence. 11 divise 900 par 8.
XVI. De la division composée, par les différences. Si l’on a à diviser par plusieurs diviseurs, par exemple par 35 a , on prend pour diviseur fictif l’article immédiatement supérieur au plus grand diviseur. Ici ce sera 4 °o. On divisera donc, dans chaque opération partielle, par 4 ; et, au lieu de retrancher du dividende le produit des diviseurs inférieurs, 5 o et 2, par la dénomination, on ajoutera le produit du complément arithmétique de ces diviseurs, savoir, 48 , par cette dénomination. Cela revient à remplacer le diviseur 35 a par le binôme ( 4 oo — 48 ).
Ce complément arithmétique 48 s’appelle les différences des diviseurs.
1 On dit que 8 est la différence entière ( differentia integra ) du diviseur 2 , et 4 la différence moins un ( differentia uno minus) du diviseur 5 o.
L’auteur applique cette méthode à la division de 7 800 par 166.
XVII. Quand, dans l’expression des diviseurs, il y a des colonnes vides, auquel cas on dit que la division est avec intermission , la méthode demeure la même : ainsi, a-t-on à diviser par 60402, on divisera par 7, et ou multipliera par la dénomination le complément arithmétique des diviseurs inférieurs, savoir, 9598. La manière dont l’auteur s’exprime pour former ce nombre g 5 g 8 mérite d'être remarquée : il dit que sur le dernier diviseur 2 on place sa différence entière, sur le diviseur 4 la différence moins un, et dans les colonnes vides des neuf, pour servir de multiplicateurs en même temps que les différences.
Pour donner un exemple de cette règle, l’auteur divise 8000 par 606.
XVIII. L'auteur observe que si l'on divise par un nombre qui contient des neuf (tel que 1994), on n'a à multiplier par la dénomination que la différence du dernier diviseur, et l’on se garde bien de multiplier les 9 comme ou le faisait dans l’opération précédente.
XIX. Enfin l’auteur cherche à expliquer pourquoi on prend , dans la division simple, le plus grand dividende tout entier pour dénomination, et dans la division composée, une partie seulement du dividende, laquelle partie est £ si le plus grand diviseur est 1 ; -J, s’il est a; -J-, s’il est 3 , etc. Voiei la singulière raison qu’il donne: Dans la division simple, c'est parce
que le diviseur, joint à sa différence , donne dix ; dans la division composée, c'est parce que les diviseurs inférieurs, joints à leurs différences et aux neuf placés comme multiplicateurs dans les colonnes vides, donnent une unité qui s'ajoute au plus grand diviseur, et forme une somme dont cette unité est la moitié quand le plus grand diviseur est i; le tiers quand il est a; le quart quand il est 3, etc. D’où il suit qu’on doit prendre la moitié du dividende quand le plus grand diviseur est i; le tiers quand il est a, etc.
J'ai cherché en vain une autre explication dans d'autres traités de l'Abacus : c’est toujours à peu près la même qu’on y trouve.
Traduction littérale du Traité de F Abacus dont F analyse précède.
« Jltr.LES di l’abaccs.
I. — Objet de l'Abacus O
L’art dont on va parler se nomme Abacus; ce nom est arabe *** et signifie table, parce que l'une et l'autre chose ont cela de commun qu'elles sont formées de planches. L 'Abacus traite de la multiplication et de la division des nombres. En voici l’objet et la méthode. Son utilité est de savoir multiplier et diviser les nombres d’une manière ingénieuse et abrégée. Si l'on ignore comment se fait l’Abacus, on le saura après avoir entendu ce qui va suivre.
TT. — Description du Tableau à colonnes. Usage de neuf caractères. Noms et formes de ces caractères. Valeurs déposition qu’ils prennent dans les colonnes.
On dispose plusieurs espaces, à côté Tun de l’autre, douze ou un plus plus grand nombre, qu’on appelle arcs ou colonnes.
Dans la première colonne, on écrit ïunité; dans la deuxième, le nombre qui est décuple de l’unité, c’est-à-dire dix ; et des autres nombres qui sont écrits dans les autres colonnes, chacun est décuple de celui qui lui est immédiatement inférieur
(O .Fai marque le» différentes parties de ce Traité par des numéros et des titres qui n’existent pas dans le texte latin, où l'on ne trouve même ni ponctuation ni alinéas, suivant l’état ordinaire des Mss. du xn* siècle. Ces numéros et ces titres faciliteront la lecture de l’ouvrage et l’intelligence des règles qui y sont décrites; ils tiendront lieu , jusqu’à un certain point , de commentaires.
C>) Le mot Abacus n’est point arabe. Il se trouve chez les auteurs latins les plus anciens; il a été formé du mot grec Dans plusieurs Traités de l’Abacus cette origine grecque est reconnue. Il est inutile de nous arrêter ici à cette prétendue origine arabe , à laquelle une simple assertion ne peut donner d’importance.
0) C’est-à-dire anterieur, car ces nombres I, X, C, M, etc. , sont écrits sur une même ligne horizontale, en allant de droite à gauche.
( ao )
La première colonne , qui contient l'unité, s’appelle clle-mémc singularis (colonne des unités); la deuxième, decenus (colonne des dizaines) ; la troisième, cenlcnus (colonne des centaines) ; la quatrième, millenus (colonne des mille) , etc. ; les suivantes prennent semblablement le nom des nombres qui y sont inscrits.
Dans ces colonnes, préparées pour multiplier et diviser, on place divers caractères, au nombre de neuf, qui suffisent pour faire toute multiplication et division en nombres entiers. Et ces neuf caractères appartiennent proprement à la première colonne.
Dans la première colonne on écrit l'unité, dans la deuxième deux, dans la troisième trois, dans la quatrième quatre, dans la cinquième cinq, dans la sixième six, dans la septième sept, dans la huitième huit, dans la neuvième neuf.
Ces nombres ont la forme et les noms décrits ci-dessous :
Igin Andras Ormis Arbas Quimas Calais Zen» Thrmenias Celentis
irfi-B <IbA8 v
Après avoir fait connaître les figures et les noms de ces caractères, je dirai qu’on devra mettre [ dans la colonne des unités pour exprimer une unité simple; ^ pour deux unités; et en continuant de cette manière on exprimera les autres nombres jusqu'à dix, en posant les autres caractères dans la même colonne.
Mais si vous voulez avoir X , posez [ dans la colonne des dizaines; pour exprimer XX, posez dans la même colonne. Bref, quelque caractère qu’on pose dans une colonne quelconque, il y marque autant de fois le nombre de cette colonne que ce caractère indique d'unités; de sorte que si ce caractère indique une unité, dans quelque colonne qu’il soit placé , il marque une fois le nombre de cette colonne; s'il indique deux, il marque deux fois ce nombre. Et ainsi des autres. D'après cela , les caractères exprimant ce qui n’est pas exprimé par les colonnes, et d'un autre côté les colonnes exprimant ce qui n’est pas exprimé par les caractères (,) , ces IX caractères placés convenablement dans les colonnes suffisent, comme nous venons de le dire , pour faire toutes les multiplications et les divisions.
W C'est-à-dire le nombre I, ou X , ou C , ou M , etc., inscrit au haut de la colonne.
W L'auteur veut dire que les caractères doublent, triplent, quadruplent, etc., les nombres I, X, C, M, etc., inscrits au haut des colonnes, et que les colonnes décuplent , centuplent , etc. , les nombres exprimés par les caractères.
III. — Définition des digits et des articles
Après cette succincte explication, il faut parler des nombres; car les uns sont digits, les autres articles.
Les digits sont tous les nombres jusqu’à dix ; dix est un article; les multiples de dix sont de même des articles.
Les autres nombres, comme XI, XII, et les suivants jusqu a XX, sont composes d’un digit et d’un article; en un mot , il en est de même de tous les nombres qui ne sont ni dix, ni des multiples de dix. Il faut remarquer que, de même que tous les nombres jusqu’à dix sont des digits par rapport à X , de même X et les autres articles jusqu’à cent sont des digits par rapport à cent ; cent et les autres centaines jusqu'à mille sont des digits par rapport à mille, et ainsi de toute unité inférieure par rapport à l'unité immédiatement supérieure.
Les nombres depuis un jusqu’à dix s'appellent digits, parce qu’on les exprime en fléchissant ou en étendant les doigts.
IV. — - Calcul digital
Par exemple, quand nous voulons exprimer un , nous courbons le petit doigt de la main gauche en l'appliquant sur le milieu de la main.... (, >
V. — Delà multiplication. Diverses espèces de multiplication : simple , composée , continue ,
avec intermission.
Traitons maintenant de la multiplication et de la division; et d'abord de la multiplication.
La multiplication est simple ou composée. Elle est simple quand il y a un seul multiplicateur, quel que soit le uonibre des multiplicandes. Elle est composée quand il y a plusieurs multiplicateurs, lors même qu’il n’y a qu’un multiplicande.
La multiplication composée est continue ou avec intermission. Elle est continue, quand les multiplicateurs se suivent continûment dans leurs colonnes, comme sile premier est placé dans la colonne des unités, le deuxième dans la colonne des dizaines , le troisième dansla colonne des centaines , le quatrième dans la colonne des nulle, s’ils sont en tel nombre; ou bien si plusieurs multiplicateurs sont placés de telle manière qu’il n’y ait entre eux aucune colonne vide. La multiplication est avec intermission quand, les multiplicateurs étant placés, il se trouve une ou plusieurs colonnes vides entre eux.
Je passe ici , pour accourcir cette traduction qui sera encore bien longue , la description du calcul digital , qu‘on trouvera dans le texte latin.
Mais, comme la multiplication composée ne présente pas plus de difficulté que la multiplication simple, ou Lieu la multiplication avec intermission que la multiplication continue, revenons à la multiplication en général; et , pour montrer la diversité de ses règles, commençons par la colonne des unités, en posant quelques multiplicateurs et un nombre à multiplier.
VI. — Exemple de la multiplication : 4<6oo à multiplier par 23 (').
Posons trois dans la colonne des unités et deux dans celle des dizaines, comme multiplicateurs; six dans la colonne des centaines et quatre dans celle des mille, comme multiplicandes ; les multiplicateurs étant dans les places inférieures (c'est-à-dire dans 1a partie inférieure des colonnes) et les multiplicandes dans les places supérieures, on posera dans l'espace du milieu ce qui proviendra de la multiplication : les multiplicateurs et les multiplicandes étant donc placés, disons en commençant par les unités : trois fois six font XVIII ; voici la règle : quand un nombre de la colonne des unités multiplie un nombre d’une autre colonne quelconque, posez le digit dans celle-ci, et l’article dans la colonne suivante. Posons donc VIII, qui est le digit, dans la colonne des centaines , et X , qui est l'article , dans celle des mille , et posonsles dans l'espace du milieu. Et comme il n’y a aucun caractère pour ce sombre X, pour que vous n’ignoriez pas comment vous devez l’exprimer, posez le nombre qui, seul dans la colonne des dizaines, fait X; savoir, l’unité. Et vous ferez de même partout où il faudra poser un multiple de X. Et pour que vous sachiez comment on place les autres articles, posez toujours deux pour XX; trois pour XXX; quatre pour XL; cinq pour I,; six pour LX ; sept pour LXX, buit pour LXXX; neuf pour XG. Mais, pour nous renfermer dans notre sujet, revenons à la multiplication annoncée. Ces nombres VIII et dix étant ainsi posés, il reste à multiplier quatre qui est dans la colonne des mille par trois qui est dans la colonne des unités; ainsi, trois fois IIII, XII. La règle énoncée ci-dessus reste la même ; posons donc ces nombres dans l’espace du milieu, en observant cette règle, c’est-à-dire posons deux dans la colonne des mille et dix dans celle de dix-mille; il nous reste à multiplier les deux multiplicandes par deux : deux fois VI, XII. Voici la règle: quand un nombre de la colonne des dizaines multiplie un nombre d’une autre colonne quelconque, placez le digit dans la a' colonne à partir de celle-ci, et l'arti-
On trouvera à la fin de ce Traité les calculs figurés dans des tableaux à colonnes, des differentes opérations décrites daDS le texte. Voir, pour la multiplication actuelle , le tableau A.
cle dans la colonne suivante. Ayant donc posé les deux nombres selon cette î^le, il reste à multiplier quatre de la colonne des mille par deux de la colonne des dizaines. Deux fois quatre VIII, la règle est la même. Qu'on pose doue VIII dans la a' colonne à partir de celle des mille, et l’on n'aura plus rien à multiplier.
Mais il nous reste à purger les colonnes du grand nombre de caractères qui s’y trouvent, et à exprimer enfin le nombre qui provient de la multiplication.
VII. — Règle de l' addition; application aux produits partiels de la multiplication précédente.
On purge une colonne quand, au lieu de plusieurs caractères, on en met un seul qui exprime la somme des nombres que marquent ces caractères. On place un seul caractère pour plusieurs, tantôt dans la même colonne, tantôt dans une autre : dans la même colonne, quand la somme des caractères n’excède pas un digit; dans une autre colonne, quand cette somme produit un article seul, comme X ou XX, ou un autre quelconque; et alors cet article se place dans la colonne voisine. Mais si cette somme s'exprime par un digit et un article, le digit reste dans la même colonne, et l'article passe dans la suivante; de sorte qu'alors plusieurs caractères se remplacent par plusieurs. Nous devons toujours commencer cette opération, dans la multiplication comme dans la division, par les colonnes inférieures (de droite), en marchant vers les colonnes supérieures (de gauche).
En suivant cet ordre, purgeons les colonnes. Dans la colonne des centaines il n'y a rien à purger, puisqu’il ne s’y trouve qu’un caractère qui est huit; passons donc à la colonne des mille, 1 dans laquelle se trouve l’unité et deux fois le caractère, deux; à leur place posons cinq. Dans la colonne des dix-mille on tronve huit et deux unités: il en résulte un article, savoir, X; c’est pourquoi , après avoir enlevé huit et les deux unités, on transporte une unité dans la colonne suivante , d’après cette règle par laquelle nous avons dit qu’on doit transporter l’unité pour dix, deux pour XX, et pour les autres articles les mêmes caractères qu’on pose dans la multiplication pour exprimer les articles. Dans de telles purgations, pour nous exprimer d’une manière générale , toutes les fois qu’il faudra poser des articles, on suivra l’ordre que nous avons dit ci-dessus , savoir, pour X , on posera l'unité dans l'autre colonne; pour XX, denx, et ainsi des autres.
Après cette opération nous avons l'unité dans la colonne des dix-mille; cinq dans celle des mille; huit dans celle des centaines. On peut donc dire avec sûreté que si IIII mille six cents sont multipliés par XXIII, le produit est cent cinu mille huit ceuts.
VIII. — Règles pour la multiplication par un nombre de la colonne des centaines, ou des
mille, etc. — Règle générale.
Nous avons ci-dessus les règles de la multiplication par des unités et par des dizaines ; voici celle des centaines : quand des centaines multiplient un nombre d'une colonne quelconque, placez le digit dans la troisième colonne à partir de celle-là, et l’article dans la colonne ultérieure. Pour des mille, placez le digit dans la quatrième colonne; pour des dix-mille, dans la cinquième colonne; et, en un mot, autant la colonne qui multiplie est éloignée de celle des unités, autant le digit sera éloigné de la colonne du multiplicande; et l'article sera toujours placé dans la colonne ultérieure.
IX. — De la division. Deux méthodes: i° Sans différences ; 2 ° Avec différences . — Règle de la
division sans différences.
Jusqu'ici il a été question de la multiplication: parlons maintenant de la division.
La division se fait sans différences ou avec différences. La division sans différences est celle où l’on ne pose aucune différence au-dessus des diviseurs. La division avec différences est celle où l’on pose des différences sur les diviseurs: une sur un, et plusieurs sur plusieurs, comme nous le dirons dans la suite.
Parlons d'abord de la division sans différences. Elle est simple ou composée. Simple , quand il n'y a qu'un diviseur, soit qu'il y ait un seul ou plusieurs dividendes. Ou donne aussi pour cette operation beaucoup de règles diverses, comme nous le dirons plus loin. Posons auparavant une règle générale pour tous les diviseurs : à quelque colonne qu’appartienne le diviseur, ’ s’il est plus petit que le dividende, ou s’il lui est égal, il se place au-dessus de lui; sinon, à un rang après lui. Cette règle doit être observée dans toutes les divisions. Maintenant parlons des règles différentes; mais auparavant faisons une division simple.
X. — j Exemple de la division simple sans différence. Diviser 3o par 2 ('K — Règle de la
soustraction.
Plaçons donc le diviseur deux dans la colonne des unités , et le dividende trois dans celle des dizaines. Cela fait, d'après la règle ci-dessus, placez le diviseur sur le dividende, savoir : deux sur trois, et dites : combien de fois
<■) Voir le tableau B.
deux est-il dans trois? Une fois, et il reste un. Une fois forme la dénomination, et, pour eette dénomination, placez une unité dans la partie inférieure de l'Abacus, sous ce diviseur lui-même, suivant la règle qui dit : quand le diviseur appartient à la colonne des unités , dans quelque colonne qu’on l'aura transporté, on placera sous lui, dans cette colonne, la dénomination. Quant à I unité qui forme le reste, on la place sous ce même diviseur, au milieu du champ de l’Abacus, d’après cette règle : si d’un digit il reste un digit, il ne change pas de colonne, il conserve la même ; si d’un article il reste un article, il ne change pas de colonne; si d’un article II reste un digit et un article, l’article ne change pas de colonne, le digit en change. Mais jamais il n’arrivera dans la division simple, que d’un article il reste un article et un digit (,) ; cela ne peut avoir lieu que daus la division composée.
La dénomination étant posée dans la partie inférieure, et l'unité restante, daus la partie du milieu, comme il a été dit, on doit maintenant placer le diviseur, c’est-à-dire deux, parce qu’il est plus grand que le dividende, dans la colonne antérieure. Cela fait, on demande derechef combien de fois le diviseur, c’est-à-dire deuj t, est compris dans le tjmdende, c'est-à-dire daus dix ; et on répond : cinq fois, sans reste. Qu'on place cinq comme dénomination, d’après la règle ci-dessus énoncée; et alors nous avons pour dénominations l’unité dans la colonne des dizaines et cinq dans celle des unités; et il ne reste rien à diviser, Nons pouvons donc dire que, si on divise XXX par deux , chaque part sera quinze, et il ne restera rien. Ce résultat peut se prouver par la multiplication.
XI. — Règle générale pour te pincement de la dénomination , nu quotient, dans la division
, * > simple.
Jusqu’ici il a été question de la division simple; et comme la itègle pour le placement de la dénohiinatiou dans le cas d un diviseur de l’crdre des unités est claire, disons quelques mots des autres règles relatives aux autres diviseurs. Pour un diviseur de l'ordre des dizaines, en quelque lieu qu’on l’ait transporté , on place la dénomination à un rang après lui; pour un diviseur de l'ordre des centaines, on la recule de deux rangs; pour un diviseur de l’ordre des mille, de trois rangs; et pour nous exprimer plus clairement : à quelque rang que se trouve un diviseur au delà de la colonne des unités, on
t't Dans chaque operation partielle de la division simple, on divise un nombre d'un seul chiffre , digit ou article , par un simple digit ; conséquemment te reste ne peut être qu'un
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place la dénomination à un pareil rang apres lui , en quelque lieu qu on l'ait transporté.
XII. — De la division composée , continue ou avec intermission.
(à ia étani dit, il nous reste à parler de la division composée.
I,a division est composée quand il y a plusieurs diviseurs, quel que soit le nombre des dividendes. Si le plus grand diviseur est moindre (que le plus grand dividende) ou s’il lui esterai, on le placera dessus. S'il est plus grand . ou le placera à un rang inférieur, comme il a été dit précédemment. On fera cette question : combien de fois le diviseur est-il contenu dans le dividende ? et, après avoir placé la dénomination, suivant la règle dite ci-dessus pour le placement des dénominations, on retranchera des dividendes les diviseurs inférieurs multipliés par la dénomination ; on placera les restes comme nous l'avons dit, au sujet de la règle des digits et des articles. Car, dans cette division, il y a souvent des digits et des articles; on les place toujours dan- la partie du milieu , comme étant des dividendes. Ou suivra celte maitche jusqu’à ce que les diviseurs soient revenus à leur propre place. Cela ayant lieu, si le nombre à diviser est plus grand que les diviseurs , ou leur est égal , ou continuera de diviser jusqu'à ce que les diviseurs soient plus grands que les dividendes.
Après celte courte «position, il faut ajouter que la division composée est continue ou avec intermission. Elle est continue quand les diviseurs se succèdent continûment , de quelque manière que soient placés les divi- • dendes. La division est avec intermission quand les diviseurs sont placés avec intermission d une ou de plusieurs colonnes, .quelles que soient celles *, .les dividendes."
XIII. — Exemple de la divisiop composée , avec intermission. Diviser 100O00 par 20 o ?_3 O,
Pour que ce que nous disons devienne plus clair, posons une division * avec intermission. Posons pour diviseurs trois dans la colonne des unités, ’ deux dans celle des dizaines, un. autre deux dans celle des dix-mille, en laissant deux colonnes vides, savoir, celle des centaines et celle des mille. , I .es diviseurs étant ainsi placés, posons limité , qui est le dividende, dans la colonne des cent-mille, de sorte qu'on a à diviser cent mille par XX mille XX trois. Maintenant , comme deux est plus grand que l imité, ou le place à
t'oir lo t.il>li-nii t:.
un rang inférieur, suivant la règle dite ci-dessus. Il reste à voir combien do fois deux est contenu dans X. Nous pourrions dire cinq fois; mais comme il ne resterait pas de quoi prendre par les diviseurs inférieurs, nous dirons quatre fois , et il reste II. Et comme ces deux restent d’un article , et qu'ils sont nndigit, nous les déplacerons, et nous poserons la dénomination au cinquième rang (à partir du diviseur), ainsi que le prescrit la règle. Cela étant fait, disons : quatre fois deux font VIII f "; nous pourrions aussitôt enlever cos VIII des XX mille; car une colonne quelconque supérieure de quatre rangs à une autre, exprime des mille par rapport à celle-ci, et en posant les restes, nous continuerions bien la division jusqu'à la tin. Mais opérons plus brièvement : posons un neuf dans chaque colonne vide, et Otant une unité do ce deux qui forme le reste ci-dessus, posons-la sur le dernier neuf 3I . Et alors ôtons de dix ce VIII, qui provient de la multiplication de deux * par la dénomination, il restera II : on les placera dans la colonne voisine, et on enlèvera l’unité placée sur le dernier neuf. Maintenant il nous reste à multiplier trois par la dénomination , c'est-à-dire par 1111. Quatre lois trois, XII. Il faut ôter Ces \ XII de XX , car XX est le nombre le plus voisin , et on sait qu'il taut ôter un » nombre de celui (pii lut est le plus voisin, on bien de celui qui est posé dessus, si celui-ci est plus grand. Disons donc : si l'on ôte XII de XX , combien restera-t-il ? VIII , et on les déplace. Alors la division est faite plus brièvement au moyen des neuf posés dans les colonnes vides , et* de l'unité placée sur le dernier neuf. Et aussi souvent qu.il y aura lieu, opérez delà manière suivante : enlevez une unité du nombre duquel il laut soustraire le diviseur inférieur quel que Soit ce nombre; loi* même qu’il se réduit à une seule unité, enlevez-la ; et , apres avoir placé des neuf dans les colonnes vides , pla-
cez cette unité sur le dernier Et souvenez-vous qu
dans cette division
o II s’agit du deux qui exprime des dizaine?, dans le diviseur 20 023 . L’auteur rom meure in la multiplication par la gaucher , m
0 > L’auteur veut retrancher de 20000 le produit de a 3 , diviseurs inférieurs, parle quo-
tient 4 - Il dit d’ècrirc 20 ooo de ceUe manière 19900.
< >J 11 s’agit toujours du 2 qui exprime des dizaines dans le diviseur 2002.3. to L’auteur veut dire Ir produit du dmtettr inférieur par la dénomination. Par diviseur. inférieur, il entend ici le diviseur qui vient immédiatement après les culonnes vides. Ainsi, dans le nombre 20 023 dont il s'agit , 20 est le diviseur inférieur dont parle l’auteur.
<*> C’est la règle générale pour soustraire d'un nombre exprimé par un caractère suivi de plusieurs colonnes vides, un autre nombre : on diminue le premier nombre d'une unité de son ordre, et l'on remplit les colonnes vides jusqu'au nombre à soustraire, par des nruf, en
comme dans toutes les autres, il faut soustraire le nombre à soustraire, du nombre supérieur qui eu est le plus voisin. Nous avons quatre pour dénomination, et il reste X et IX mille ueuf cent huit à diviser. Cette somme est plus petite que les diviseurs : ou voit donc combien de C mille poires, à partager entre XX mille XXI11 soldats, il en reviendra à chacun; ce nombre sera IIII avec le reste marqué ci-dessus. Et l'on pourra prouver par la multiplication qu'il en est ainsi.
Après cela , il nous reste à parler de la division avec différences.
XIV. — De la division par les différences. Règle générale de la division simple.
I.a division avec differentes est simple ou composée : simple quand il \ a un seul diviseur; composée quand il y a plusieurs diviseurs, soit qu'il n'y ait qu'un dividende ou qu'il y eu ait plusieurs.
En division simple se fait de cette manière : Un nombre quelconque est . • placé comme diviseur dans une colonne quelconque; au-dessus de ce divi-
• • seur, on place une différence telle que la somme du diviseur et de cette dif-
j , férence soit égale à dix. On pose un nombre quelconque pour dividende. I.e diviseur ne prend pas une partie du dividende pour former la dénomination , ' . mais il le prend tout entier comme dénomination, et I on multiplie la différence par cette dénomination même. Les nombres provenant de là sont placés comme le prescrit la règle de la multiplication ; et chaque fois qu il en résulte Du article, cet article retourne à la première dénomination, et il sert de nouveau multiplicateur. Et chaque fois que de la multiplication il résulte un digil , ce digit est placé dans la colonne intérieure d'un rang à la dénomination.
Il faut observer que dans ces sortes de divisions, je veux dire dans les divisions avec différences,' les diviseurs sont loujours des digits, et les dividendes des articles " ; et quand les dividendes sont ramenés sous les diviseurs, la division change de mode: de Jer elle devient d’or, c'est-à-dire qu'on
écrivant au-dessus du dernier une unité. Ainsi dans l'operation dont il s’agit, on a à sous-
IOO
Irâire Ho de ?o ooo; on écrit ce dernier nombre de celte manière 19900, savoir: 19000, 1)00 et 100; et on soustrait Ho de la centaine,
'' Ici l'auteur veut simplement opposer le mot article au mot digit, et exprimer par la que le dividende doit toujours être un article par rapport au diviseur considéré comme un digit , c'est-à-dire que le dividende est toujours d'un ordre plus élevé que le diviseur. Car celui-ci n’est pas nèressai renient un simple digit , il peut être un article d’un ordre quelconque.
passe de la division par les différences à la division sans différences
XV. — Exemple de la division simple par les différences. Diviser qoo par S (*).
Donnons un exemple de la division simple parles différences.
Posons VIII pour diviseur dans la colonne des unités, et au-dessus de lui sa différence à X , c'est-à-dire deux. Posons neuf pour dividende dans la colonne des centaines; et alors il faut dire : Si un diviseur simple, avec sa différence, est dans la colonne des unités, on descendra d’un rang la dénomination prise intégralement. Telle est la première règle. Prenez la dénomination, c’est-à-dire le dividende lui-même tout entier; mais pour «pie dans la suite vous n’ignoriez pas les autres règles, sachez que, de même que quand ledivi seur est dans la première colonne, on descend la dénomination d'un rang, pareillement quand le diviseur est dans la deuxième colonne, on la descend de deux rangs; dans la troisième colonne, de trois rangs, etc. D'après celte règle, prenez la dénomination, c’est-à-dire le dividende tout entier pour dénomination, et posez-la dans la deuxième colonne (w , c’est-à-dire, posez neuf dans la colonne des dizaines, dans la partie inférieure.’ Multipliez la différence par la dénomination, et dites cette règle ; Quand le multiplicateur est un nombre des dizaines, on pose le digit dans la deuxième colonne à partir du multiplicande, et l'article à un rang au delà. Posez doue VIII dans la colonne des dizaines et l'unité dans celle des centaines, et vous aurez ainsi le produit de la multiplication , savoir, un digit et un article. Reportez l’article sur la première dénomination, suivant la règle qui dit : S’il provient un article, il retourné à la dénomination. Multiplie*)» différence, c’est-à-dire deux, par cet article, c'est-à-dire l’unité: une fois deux fait II. Maintenant dites la règle du multiplicateur de l'ordre des dizaines„el posez le produit, savoir, deux dans la colonne des dizaiues. Ou a ainsi dans la colonne des dizaines. VIII et II. qui font X. Après avoir enlevé VIII I , on place une unité dans la colonne des centaines, puis on la reporte au-dessus des autres dénominations, d'après la règle de
f** Plusieurs auteurs appellent la division sans différences règfe d’or, divisin aurea, et la division par les différences, règle de fer, divisin ferrva. ïtcrnelinus, qui ne se sert pas dnars expressions, appelle la première méthode domina, et la seconde famuln. Adélard avait imaginé un troisième procédé mixte, qu’il appelle règle d’or et de fer.
• ** Voir le tableau D.
Dans la deuxième colonne à partir do dividende , c’est-à-dire à un rang après le dividende, vers la droite ; dans la colonne des dizaines, puisque le dividende est dans la colonne des centaines.
l’article. On multiplie la différence, c'est-à-dire deux , par celte unité : line fois deux fait II. D’après la règle pour un multiplicateur de l’ordre des dizaines, il faut placer ce produit deux dans la colonne des dizaines; et comme c’est un digit, ou le posera comme dénomination à un rang après les dénominations déjà calculées. Maintenant il faut dire :Deux fois II, quatre; et suivant la règle d'un multiplicateur de la colonne des unités, on pose cc II II lui- . même dans la colonne des unités , et après qu'on a enlevé la différence qui gouvernait ce diviseur VIII, il est manifeste que le diviseur, qui est plus grand, ne peut rien prendre dans quatre en nombres entiers. La division est donc terminée. Il faut actuellement, suivant la règle de purgation, reporter dans la eoloune des centaines une des unités qui sont dans la colonne des dizaines, en y en laissant une et en enlevant IX |,) . On a de la sorte deux unités, l’une dans la colonne des centaines, l’autre dans la colonne des dizaines , et le digit deux dans la colonne des unités. Et l’on voit clairement que neuf cents poires devant être partagées entre Luit militaires, chacun eu aura cent douze , et il en restera quatre en commun. On pourra vérifier par la multiplication si cela est exact. .Et il faut observer que cette multiplication ne se fait pas eu multipliant la différence . mais le nombre qui était placé sous la différence, c’est-à-dire VIII. Et ainsi des autres.
j t ar
XVI. — De la division composée, par les différences, continue ou avec intermission. —
Exemple de la division continue : diviser ^800 par 166
Il nous reste à parler de la division compos èc, par les différences.
La division composée est continue on avec intcmiission : continue, quand les diviseurs se suivent continûment; avec intermission, quand une colonne, ou deux, ou plusieurs, restent vides entre les diviseurs, dans quelque ordre que soient les dividendes. Pour que cela soit plus clair, donnons un exemple de division continue, et ensuite de division avec intermission.
Soient posés les diviseurs suivants: VI dans la colonne des unités, VI encore dans la colonne des dizaines, et l'unité dans celle des centaines ( a ) <**.
La règle pour poser les différences au-dessus des diviseurs est ainsi: audessus du dernier diviseur, on pose la différence entière, savoir, quatre au-
t'I On a trouvé pour dénominations, 9, 1 et 1 dans la colonne des dizaines et 2 dans (-.-lie des unités. C’est la somme de res nombres que l'auteur fait. t*l f'cir le tableau E.
(*> J’indique par les lettres a , 6 , c,.. ., les parties ou les langées du tabltau E qui présente l’ensemble des détails de l'opération.
dessus de six; sur le diviseur du milieu, on pose la différence entière moins un , savoir, trois au-dessus de six (b) ; et quel que soit le nombre des diviseurs intermédiaires, toujours on placera au-dessus d'eux les différences entières moins un ; mais le plus grand diviseur n'a jamais de différence.
Maintenant posons pour dividendes VIII dans la colonne des centaines, VII dans celle des mille (c) : cela étant fait, la nature de la division exige que le plus grand diviseur, qui est l'unité, prenne la moitié du dividende, c’est-à-dire de VII , et que l'unité qui restera après qu on aura pris la nioitié dc VII, c'est-à-dire trois, demeure dans la même coloune, et qu'on place la partie prise, c’est-à-dire III, dans la partie inférieure de la colonne des dizaines , suivant la règle que voici ; un diviseur conquise, placé au troisième rang avec sa différence, enverra au troisième rang à partir du dividende, la partie prise comme dénomination, si cette partie est prise comme d'un digit, et au quatrième rang , si elle est prise comme d'un article. Et pour que vous n'hésili^ point sur la manière de poser les dénominations, sachez que. de même que le diviseur placé au troisième rang envoie la dénomination au troisième rang, pareillement, placé au deuxième rang, "il l'envoie au deuxième rang; placé au quatrième rang, il fenvoie au quatrième rang, et aiusi de suite ; la partie, quand elle est prise dans un article, étant toujours descendue d'un rang. * * * , ' *
Pour que, vous compreniez quelle partie du dividende le plus grand diviseur doit prendre, sachez que si le plus grand diviseur est l’imité, il prend la moitié; s'il est deux, il prend le tiers; trois, le quart; quatre, le cinquième; de sorte que, la dénomination du diviseur 11 croissant, la partie prise diminue toujours. D'où il résulte que, si le diviseur est limité, il prend la moitié; s’il est deux, le tiers; et ainsi de suite. Nous dirons plus loin pourquoi, dans la division simple par la différence, on prend le plus grand dividende entier pour former la dénomination. Faisons d’abord la division annoncée.
Des nombres convenus étaul posés, disons: Quelle est la moitié de sept? III, et il reste I. Cela dit , posons cette moitié, c’est-à-dire III, dans la partie inférieure de la colonne des dizaines (d j, eu laissaut une unité pour dividende dans celle des mille (e); et alors il faut multiplier par cette partie, c’est-à-dire par trois, les différences des diviseurs : trois fois IlII, XII; et.
CO Ici dénomination du diviseur veut dire la valeur absolue du digit qui exprime le diviseur. Ainsi , quand le diviseur est 3uo, 3 est sa dénomination ; s'il est 4 ooo , q est sa dénomination. m •
d'après la règle de la multiplication par des dizaines, on pose deux dans la colonne des dizaines , et l'unité dans celle des centaines (J ) ; et ensuite nous disons: Trois fois trois, IX, que nous posons dans la colonne des centaines (g), suivant la règle. Nous avons donc deux dans la colonne des dizaines, neuf et huit et limité dans celle des centaines, et l'unité dans celle des mille. Maintenant enlevons le neuf, laissons le huit, et transportons l'unité dans la colonne des mille (A); et alors on dit : Quelle est la moitié de deux ? L'unité. Après avoir posé cette unité sur la partie précédente (i), c'est à-dire sur trois, et avoir enlevé l'autre unité de la colounc des mille multiplions les différences du diviseur par l'unité placée sur le trois. Cela fait, et les produits étant posés suivant la réglé de la multiplication (y ), vous avez 1 II I et II dans la colonne des dizaines, VIII et 111 dans celle des centaines. Purgeant les colonnes, on a VI dans la colonne des dizaines, l'unité dans celle des centaines, et l’unité dans celle des mille (À). Maintenant, comme on ne peut pas prendre la moitié de l'unité en nombres entie^j, et qu'il n'y a point d'autre digit exprimé par l’unité, nous devons prendre la moitié de X. Et notez que chaque fois que vous pourrez prendre la partie clierchée.en considérant le dividende. comme un digit, jamais vous ne la prendrez en le considérant comme un article. Mais, si vous ne pouvez la prendre d’un digit, prenez - la d’un article •**. Quand on prend la partie daus un article, on la place à un rang après celui qu'elle aurait si on l’eût prise dans un digit, suivant la règle donnée précédemment. Disons donc : Quelle est la moitié de dix ? V. Ayant donc posé cinq dans la colonne des unités (I), suivant la règle, multipliez les différences des diviseurs par V. Cela fait (m et n), et les colonnes étant purgées, il reste deux trois, l'un dans la colounc des dizaines et l’autre dans celle des centaines (o); et alors nous dirons : Quelle est la moitié de III? L'unité, et fl reste un. Retenant une seule unité dans la colonne des centaines (/>), on en pose une autre au-dessus du cinq (ÿ), suivant la règle précédente, on multiplie par cette unité les différences des diviseurs, et on pose les sommes du produit au milieu du tableau (r); on purge les colonnes, et alors il reste quatre daus la coloDue des unités, six dans celle des dizaines, l'unité dans celle des centaines (r), et l’on n’a plus
On a deux unités pour dividende dans la eolonne des mille; on divise par a; la dénomination ou quotient est i , sans reste. L’auteur exprime cette opération , en disant ; on prend l’une des deux unités pour la dénomination, et on supprime l’autre.
Je passe ici une phrase sur laquelle je reviendrai plus tard.
de division à faire ; ce qu'oil voit en enlevant les différences des diviseurs. Donc de VII mille huit cents poires à partager entre CI, XVI soldats, XI, VI reviennent à chacun (t), et il reste CLXIHI en commun (s), ce qui peut se prouver par la multiplication.
C’est ainsi que se fait la division continue par les différences.
XVII. — Exemple de la division avec intermission |»ar les différences. Diviser H ooo
par 606 O.
Parlons maintenant de la division avec intermissiou par les différences, et posons cet exemple : Plaçons pour diviseurs deux six, l’un dans la colonne des unités , et l’autre dans celle des centaines (a) ; sur l’inférieur, posons la différence entière (b); sur le plus grand, aucune différence : et soit placé huit pour dividende (c) (,) , et disons : quelle est la septième partie de huit? 1,'ttnité, et l’on pose l’unité dans la colonne des dizaines comme dénomination^/); l’unité restante n’est pas déplacée; elle demeure dans la même colonne (e), suivant la règle qui dit : ce qui reste d’un digit demeure , mais ce qui reste d’un article change de colonne, à moins que ce ne soit un article, parce qu’alors l'article demeure. Cela fait, il faut multiplier la différence par cette partie , c'est-à-dire par l'unité : une fois quatre fait quatre. Et après avoir posé ce digit , c’est-à-dire UH, dans la colonne des dizaines suivant la règle de la multiplication, il nous reste à placer dans la partie supérieure de la colonne des dizaines, neuf, comme multiplicande ( g ), et à dire ; une fois IX, neuf : et, posant IX dans la colonne des centaines [h), suivant la règle, nous avons III I dans la colonne des dizaines, IX dans celle des centaines , et l’unité dans celle des mille , au milieu du tableau (t ). Et il faut remarquer que . de même que ce neuf est placé comme multiplicande dans la colonne des dizaines, pareillement on placerait plusieurs neuf comme multiplicandes , s’il y avait plusieurs colonnes vides. On enlève toujours ces neuf avec les différences; cela distingue la division continue de la division avec intermission. Maintenant , comme limité n a pas de septième partie , on cherchera la septième partie de dix ; et on répondra, l’unité : et ou la placera à un rang inférieur, comme si on l’avait prise d’un digit (y) , et trois qui reste de X sera transporté (A) , suivant la règle. Et maintenant on multipliera la différence et neuf par la partie placée , c'est-à-dire par l'unité. Plaçant les nom-
Ci Pair le tableau F.
L'auteur, ou du moins le texte, ne dit pas dans quelle colonne on doit placer ce dm dende; mais la suite de l’opération fait voir que c’est dans la colonne des mille.
bres du produit dans In partie libre de l'Abacus(f), suivant la règle, nous avons üll dans la colonne des unités, IX et llll dans celle des dizaines, neuf et trois dans celle des mille. Purgeant les colonnes, on a quatre dans la colonne des uuités, trois dans celle des dizaiucs , un autre trois dans celle des centaines , et l’unité dans celle des mille (m). Et alors on demandera quelle est la septième partie de dix, on répondra l'unité (n) , et il reste III (o). Ayant placé l'unité et transporté trois, et multiplié la différence et neuf par l’unité ( p ) et purgé les colonnes, nous avons VIII daus la colonne des unités , deux dans celle des dizaines , sept dans celle des centaines (q). Enlevant la différence et le neuf qui n’a été pisé dans la colonne des dizaines que pour la multiplication, nous arrivons à la division d’or; car la somme à diviser est plus grande qqe les diviseurs. La suite est assez claire.
XVIII. — Remarque sur la division par un nombre qui contient des neuf, tel que 1994*
Il faut observer que si vous avez posé dans la colonne inférieure un nombre avec sa différence entière, et dans la colonne des mille l’unité, et dans les colonnes intermédiaires des neuf; si, dis-je, vous avez posé ces nombres comme diviseurs, vous diviserez, par la méthode précédente , tel nombre que vous voudrez, si ce n’est que pour reformer un dividende, jamais vous ne multiplierez les neuf placés l’un dans la colonne des dizaiucs, l’autre dans celle des centaines. C’est là la seule différence.
XIX. — Pourquoi dans ta division simple on prend le dividende entier , et dans la division composée urte partie du dividende.
Il nous reste à dire pourquoi dans la division simple, par la différence, on prend le tout pour dénomination; et ensuite pourquoi dans la division composée, par la différence, l’unité prend la moitié, deux le tiers, trois le cpart et ainsi de suite.
Dans la division simple, par la différence, le diviseur avec la différence fait X ; et dans la division sans différence, jamais on ne pose X comme diviseur; mais chaque fois que dans quelque culuunc les caractères font X, on en retranche neuf, et on transporte l’unité; et de meme que, suivant la loi de cette division par la différence , on prend une fois le plus graud dividende entier pour former la dénomination, semblablement ou prend le meme dividende ou entier, ou par partie, d’après la règle de la division sans différence , pour former la dénomination, ce qui sera assez clair pour un calculateur intelligent.
Mais dans la division composée, par la différence, comme on pose le
diviseur inférieur avec sa différence entière , et que les diviseurs du milieu ont leurs différences entières moins un , et que le plus grand n'en a aucune , l'unité passe du diviseur inférieur au supérieur, au moyen des diviseurs intermédiaires, non effectivement, mais parla pensée. C’est pourquoi si cette unité jointe au plus grand diviseur devient la moitié de cette somme, ou cherche quelle est la moitié du dividende , et la dénomination se place comme il a été dit ; si l'unité transportée devient le tiers de la somme , on cherche quel est le tiers du dividende; si elle. est le quart, on cherche quel est le quart ; si elle est le cinquième , on prend le cinquième ; et ainsi de suite.
Comme je crois que ce qui a été dit de la division en nombres entiers suffit , maintenant parlons des divisions par les fractions. Fin des réglés de l Abacus tl ’.
TABLEAUX DES OPÉRATIONS
A. MuWplitr 4 6 oO frfir 73.
Multiplicandes.
Produit de 600 par 3 Produit de 4 °oo par 3 .
Produit de 600 par 20.
Produit de ^êoo par 2o Produit total.
Multiplicateurs,
CM
XM
fr
-ÎÉ
(l> Quoique le texte se termine par les mots finite régule Abact, le traité n est pas termine , il y manque la partie des fractions annoncée dans la dernière phrase de l'auteur. Le calcul des fractions n’offre pas un aussi puissant intérêt historique que celui des nombres entiers, parce que c’est dans celui-ci qu'on trouve les principes du système de numération, et l'origine de notre arithmétique vulgaire. Toutefois ce calcul des fractions, qui diffère complètement du caleul actuel , mais qui ressemble à notre théorie des nombres complexes , mérité aussi d’être tiré de l'oubli, comme complétant un traité d'arithmétique des Anciens. Je le ferai connaître dans mon Histoire de V Arithmétique.
C. Diviser 100000 par 20 o
CM
XM
Diviseurs.
Plusgrand diviseur place à U droite du dividende.
Dividende.
Reste.
Autre expression du reste.
Produit du diviseur 20 par la dénomination 4 - Reste.
Produit du diviseur 3 par la dénomination 4 - Reste de la division .
Dénomination.
D. Diviser goo par 8.
Différence.
Diviseur.
Dividende.
Produit de la différence 2 par la dénomination 9.
Produit de la différence 2 par la dénomination 1 ♦
Somme des deux digits 8 et 2 provenus des multiplications.
Produit de la différence 2 parla 3 ° dénomination i.
Produit de la différence 2 par la 4 '' dénomination 2. Reste de la division.
Dénominations.
Somme des dénominations. Quotient total.
B. Diviser 3o par 2*
Diviseur
Diviseur transporte.
Dividende.
Reste; nouveau dividende.
Dénominations.
E. Diviser 7800 par 166.
Différences.
Diviseurs.
Dividendes.
Reste du plus giand dividende.
Produit de la différence 4 par la dénomination 3. Produit de la différence 3 par la dénomination 3.
Nouveau dividende. ff
Produit des différences par la dénomination 1.
Nouveaux dividendes.
Produit de la différence .{ par U dénomination 5.
Produit de la différence 3 par la même dénomination .
Nouveaux dividendes.
Reste du plus grand dividende.
Produits des différences par la 3 e dénomination 1 .
Nouv. divid. plus petits que les diviseurs. Reste de la divis. Dénominations.
Somme des dénominations. Quotient total.
R Diviser 8000 par 606.
9 pour tenir lieu de différence.
Différence.
Diviseur».
Dividende.
Reste du dividende.
Produit de la différence 4 par la dénomination 1 .
Produit du 9 placé avec la différence, par la dénomination.
Nouveaux dividendes.
Reste du dividende 10.
Produit de la différence 4 et de 9 par la dénomination
Nouveaux dividendes.
Reste du dividende to.
Produit de la différence 4 et de 9 par la dénomination.
Nouveaux dividendes.
Produit des diviseurs par la dénomination.
Reste de la division.
| Dénom i nations.
Somme des dénominations. Quotient total.
Recule Abaci(i).
I. Ars ista voeatur abacus : hoc nomen vero arabicum est et sonat mensa , hac affinitale
( 1 ) Ce Traite cil tiré d’un Ma. de la Bibliothèque royale, n° 533 du fond* de Saint. Victor , lequel paraît avoir etc écrit ver* Pan taoo. l)an» le même maau«erlt ae trouvent plusieurs autre» pièce* arithmétique» , la plupart sar PAbocua ; eu voici la Notice : 1 ® Trac ta tus Gerland i de Abaco. Dans ce Traité le* opérations front fluorées avec les chiffres mêmes de l'Abaeus ot dans de» tablcaur >t colonnes L’auteur donne de* valeurs de position même aux signes des fractions, a® Noms et ligures des neuf chiffres de PAbacus et de* vingt cinq fraction» romaines. 3° Notule de Arithmetica. Cette pièce roule sur l'arithmétique spéculative et le*
rerura quia ut ru nique de asseribus solet fieri. Ars ista agit de numéro, vel mulriplicatnmcin et divi&ionem. Ecce hujus materiam et niodum tractandi. Utilitas autem ejus est artificiose et eompendiose scire nuineiare multiplicando et dividende). Si quis vero quomodo liât abaci i s ignorât , liis sequentibus auditis cerlus efificiatur.
II. Disponuntitr quaedam spacia, XII vel plura lateraliter, quse spacia arcus nominantur Et in primo areu scribitur imitas; in secundo numéros ille qui decuplus est unitatis, scili* cet X; et cateri qui in aliis arcubus scribuntur, umisquisqiie suo inferiori proximo decuplus invendue. Et primus quidem arcus, quia unitatem quae singularis est continet, singularisai ritur ; sectindus vero, decenus; tertius, centenus; qiiarlus, millcmis; et nrteri qui seqmintui similiter ab introscriptis numeris nornen traxerunt. In liis arcubus ad multiplicandiini vei dividendum prseparatis, ponuntur diversi caractères numéro IX, qui ad otnnem multiplicationem divisionemque per integros sufficiunl; et illi IX proprie ad singularem arcum pertinent. Et in primo scribitur unitas, in secundo binarius, in tertio trinarius, in quarto quaternarius , in quinto quinarius, in sexto senarius , in septimo septenartiis , in octavo octonarius , in nono novenarius. Qui numeri his (i gu ris et nominihus subjectis inscribuntur et nomi- Dtntnr.
Figure karactenim cum nominibus.
Igin Andras Ortnis Arbas Quimas Calcus Zenis Themenias Olentis
His ita figurai» et nominibus désignât» , dicendum mihi videtnr quod , si ununrt in abaebo ponere volueris ponct 1 in singtdari areu ; si duo, poncs in endem areu ; et sic referas sumtnas numeri usque ad X exprimera poteris ponendo oeteros caractères in codent areu. S i vero X volueris habere, pone I in deceno ; si XX , ponc ^ in eodeni ; et ut breviter dicam, quilihet raracter positus in quolibet aren sommant illius arcus lociens notât , quntiens ille caracter unitadbus insignitur, ut, si caracter unitate inseribitur, in quocumqne areu ponatur, sumniam illius notât semel ; si binario , bis ; et sir jlc cseteris. Tunique ita sit qnod caractère» exprimunt quod minus est in arcubus et e con verso, scilicetin arcubus continealur quod minus est in caractrribus, isd IX caractères , ad onrncm miiltiplicadoncm divisionemque, conven irriter per arcus dis|Miatti , sicttl supra diximus, snffieiunt.
III. His breviter dictis , dtrendum primo mihi vidrtur de numéro , quia abus digitus, alius articulus.
Higiti snnt omnes usque ad X; decem vero articulus est , et quicumque drnario vel pluribus denariis additis numeri surgunt. Ceteri vero , sieut XI , XII , et reliqui usque ad XX ,
propriétés des nombre». 4° Duo sunl «eicnlie, Ionien et mathemalica... Dissertation sur l'arithmétique, et particulièrement »nr le* princii*** du système de l'Abatus. 5° Régulé Abaci C'est le Traité que je publie ici. fi* Dit vers, dont neuf sur le* neuf chiffres- /ÿjin, andras , etc., et un dixième sur Ig tèro nommé upos Régulé Abaci. Traité de l'Abacus «ans nom d'auteur, mais qui appartient è Adélard, le traducteur des Éléments d’Euclide, ainsi que je l'ai reconnu d'après un manuscrit delà bibliothèque de Le j du, où le mi ni ’ ouvrage se trouve sous le nom <T Adélard.
ex digito el articule corapositi sunt , et , ut breviter dirain , oeteri omnes qui non ex denario vej denariis denario additif consurgunt. Et notandum est quod sicnt omnes usquc ad decem ,
digiti ad ipsum X sont, sic X et ceteri articuli usque ad sont; Centura vero et eeteri
usque ad mille sunt digiti ad ipsum mille; et sic de qualihet infcriori unitate usque ad proximam siiperiorem unitatem.
• Numcri vero de unitate usque ad X digiti vocantur, en quod numeri illi per Bexuras vel exlrrisîoncs digitorum notentur.
IV. Verbi gratia, quando unum innuere volumus, flectimus minimum digitum levas in mediam paiinam ; quando duo eumdem et medicum; quando III prædictos et medium; quando IIII, medico el medio flexis supradicto modo , minimus erigitur; quando V medicus mm minimo erigitur, solo medio flexo supradicto modo; quando VI médius et minimus eriguntur flexo medico supradicto modo; quando VII minimus ad radicem palime llectitur; quando VIII minimus et medicus eodem modo flectuntur; quando IX médius quoque cnni supradictis inflectitur. Et quia toti digiti ad hos numéros notandos flectuntur vel eriguntur, ut dictumest, ideo numeri per eos denotati , digiti vocantur. Decem vero et quicumque denario vel denariis additis numeri surgu Ut, artimli vocantur» eo quod digitorum articulis soient notari sic : si X fcotare velimus, ungulam pollicis in summo articulo indicis inflgimus; si XX , summum artirulum indicis super ungulam pollicis ponimus; si XXX , ungulam pollicis atque indicis quasi ldando OSCulo lateraliter copulamus; si XL, sub medio areu indicis polliccm ponimus ut unguis ultra apparent ; si L, polliccm in inodum gamma flectimus, indice par uni inclinato ; si LX, pollicem in moduni gamma plicatum indice cingimus ; si LXX , aura mitatem pollicis inter inferiorem partein indicis atque niedii exponimus; si LXXX , ungulam' pollida in medio areu indicis figimus; si XC, summitatem indicis ad radicem polbeis in flectimus StC, a sinistra in dextram transiinus, et quod est in siniatra X, est C in dextra ; quod autem est XX in sinistra, sunt CC in dextra; quod est XXX in sinistra , sunt CCC in dextra; quod est XL' in sinistra, sunt CCCC in dextra; quod est L in sinistra, sunt D in dextra; quod LX in sinistra, sunt DC in dextra; quod est LXX in sinistra , sunt DCC in dextra ; quod «*st LXXX in sinistra, jtiint DCCC in dextra ; quod est XC in sinistra , sunt DCCCC in dextra ; quod est C in sinistra , est I in dextra ; quod autem est CC in sinistra, est duo millia in dextra ; et , ut breviter dicam , eodem modo crescunt millenarii in dextra quo imitâtes in sinistra. Srtl hoc hactcmis.
V. Nunc ad multiplicationem divisionemque tractandam redeamus ; et prius de multipli cationc dicâmus.
MulLiplicatio igitur alia simplex , alia composita. Simplex est quando unum «rat multipiirans, quotquot sint multiplicandi : composita quando plura multiplicanl, etsi muUiplirundum sit unum. Multiplicatio composita alia continua , alia intermissa. Continua est quando multiplicatores continue ponuntur in sedibus suis, veluti si primus in singulari, secundus ponatur in deceno, et tertius in centeno, quarliis in milleno, si lot fuerint; si ctiam plures ita disponantur quod nullus arcus intermittntur. Intermissa multiplicatio est quando positis multiplicatoribiis , unus arcus vel plures intermittuntur. Sed quia nulla major difficultas est in composita quam in simplici, aut intermissa quam in continua, redeuntes ad ipsum totum, ad multiplicationem scilicet, diversitatem regulanim illins , a singulari arc n inripientes ostendamus , aliquos multiplicatores summamque multiplicandam ponentes.
VI. Ponamus igitur trinarinm in singulari et binarium in deceno, multiplicafores , et senarium in ceriteno , et quaternarium in milleno, niultiplicandos; itaquod multipliratores in inferioribus sedibus, multiplicandi in sitperioribus, su mina qu* indeexcrescet in raediiscampis ponatur; et positis multiplicatoribus et multiplirandis, incipientes a singulari, dicamus: Ter sex , XVIII sunt; régula h*c est : singularis arrus qiiemeumqiie multiplicat , in eodem pone digitum , in ulteriore articulum ; ponamus igitur VIII qui digitus est in centeno, et X qui articulus est in milleno in raediis rampis, et quia nullus caracter X scilicet isto numéro inscribitur, ne dubites quod pro eo X débets ponere , pone numerum ilium qui solus positns in deceno areu facit, X scilicet unitatem ; et similiter faciès iibicumque X amis «rit poneudus. F.t ne deinceps de ceteris articulis ponendis du biles , semper |)one pro XX binarium , pro XXX trinarium , pro XL quaternarium, pro I, quinarium , pro LX senarium , pro LXX septena rium , pro LXXX oc tonarium , pro XC noveotrium. Sed ne nosler ex cursus rnodum excedat , ad predictam mullipluationein mita mus. Uis summis scilicet VIII et denario sic positis, restât ut quaternarium qui est in milleno, per ternarium qui est in singulari , multiplicemus sic : ter IIII , XII. Régula supradicta non niutattir Positis igitur illis summis in mediis ranipis sccundmn regulam, scilicet posito binario in milleno, et denario in deceno milleno, restât ut per binarimn duos multiplicandos multiplicemus; sic : bis VI, XII. Régula h*c est : Dccenus arcus quernrnmque multiplicat , in secundo ab eo multiplicato pone digitum, in ulteriore •irticuîum. Positis igitur summulis scrundum regulam , restât ut per binarium deceni arcus inultiplicetiir quaternarius milleni sic,; bis quatuor VIII ; régula non mutatur. Posito igitur VIH in secundo area a milleno, nicliil est multiplicanduin.
Sed restât ut a multititdinc caracterum arcus nostros ptirgemus , et tune demum summam multiplicationis colligamus.
VII. Purgare arcus est quando, pro multa caraeteribus, unus solus caracter ponitur
secunduin su m mu las mumerorura qui in eis cai*acleribus scribuntur. Ponitur alitera unus caracter pro mollis quandoque in eodem areu, quandoque iu diverso. Unus pro tnultis in eodem areu, quando tota somma qu* in mulffs continetur digitum non excedit; unus pro inultis in diverso areu, quando de stimma raultonim crescit articulus solus, ut X, vel XX, vol aliquis ali us. Et semper illc articulus ponitur in proximo sibi diverso. Si vero et sumina multorum crescit digitus et articulus, digitus manet et articulus transfeirtur. Et ita ponuntur iiiulti pro multis. Hanc purgationem semper et in multiplicalione et în divisione , ab inferioribus tendendo ad superiora, incipere debefnus. A *
Istum igitur ordinem sequentes ptirgemus eos; etqnia in centcno nirhil est purgandum , # ram unus solus caracter in eo sit, qui octooario inscribitur, transcamus ad ràülenum in quo sunt duo binarii et unitas, et pro illis quinarium ponamus. In XM est octnnarius et ducunitates; unde cfBcitur articulus, X scilicet, et idcirco illis remotis, scilicet VUT et duabus unitalibus, transfertur unitas, ea ratione qua supra diximus debere transferri unitatem pro denario , binarium pro XX , et carteris eosdem caractères qui in multiplicatione pro articulis ponuntur. In talibus purgationibus quoque et , ut genenliter dicatur, quotiescumquc articulis ponendis opus fuerit, pones ordinc supradicto scilicet ut pro X, ponatur unitas ad alium arcum translata; pro XX, binaritis; et caetera. His ita translata, ecce haberaus unitatem in CM ; quinarium , in M ; octonanum , in C. Potes igitur secure dicere quod si IIII milia et sexcen ta per XXIII roultiplicentur, surget h*c summa: centum quinque milia et octingenta.
VIII. Ecce baberaus régulas siogularis et deceni arcus; hacc autem est ccnteni : Contenus
qucincumque multiplical , 111 II 1 C, ° ab eo pone digiium , in ulteriore articulum. Millemis, in quarto ; decies millenus, in quinto, et, ut plane et breviter dicatur, qnoto loco quilibet arcus distat a singulari, loto loco reraovetur digitus ab eo quem multiplient , et semper in ulteriore ponitur articulus.
IX. Hactenus de inultiplicatiouc ; nunc «le divisione dira mu h.
Divisio alia sine differentiis , alia cuni different iis. Divisio sine differentiis est cum nulla difTerentia divisoribus supraposita ; cum differentiis vero est divisio, cum divisoribus difierentia siiperponiitir , una uni vel plures pluribiis, ut postea diretur. Scd prius de division** sine differentiis dira mus. Qu*, alia simplex, alia composi ta Simplex est cum divisor est omis, &ive dividrndum sit unum, sive multa sinl dividenda Hic quoque mult* divers* tra~ duntur régula?, ut postea diretur; scd prius quatmlam omnibus divisoribus generalem ponamus , sic : Divisor cujuscumqtie sit arcus , si minor vel equnlis fuerit summ* dividend* , susuprajHHiitur , si non, secundatur. IJav in omni divisinne servanda est. Nunc de diversis regulis dicamus qu*dam ; prius aliquam simplicem divisionem faciendam disponamus.
X. Poiumus igitur binarium divisoreni in singulari areu et ternarium dividendum in X. His ita positis, juxta régulant supradictam divisorem dividende) supra appones , scilicet binarium trinario , et dices : quociens est binarius in trinario? Semel, et remanet unus. Sente! est denominario, et pro ilia denominarione pones unitatem in inferioriaede abaclii sub codent divisorc, juxta regtilam <ju* dicit : singularis divisor quocumque translatus fuerit, sub rodent pone denominarioneni. Unitas vero que remanet sub eodetn divisor* in iDcdîo c amp*» ponetur, juxta haut* régulant : si digitus de digito remanet, non mutât locum sed manet ; si aitintlus de articulo, manet; si digitus et articulus de articulo, articulus ntanet, digitus transfert ur. Sed quod digitus et articulus de articulo romançant , si deinde dividende proeessi’rls , nimquain insimpliri divi&ione reperies, sed tantum in composita. Posita denominarione in inferiori sede et unitate rémanente in campo medio ,-ut dictum est , restât ut divisorem , scilicet binarium, *piia majores! dividende, un» areu inferius ponaimis. Quo facto, queritur itenwi : Quoties divisor , scilicet binarius, in dividendo sit, scilicet in denario? et respondc- •ur : quinquies , et nihil remanet. Ponatnr igitur quinarius ut denominario , juxta rcgulaiu predictam ; caque posita , habemus unitatem in X et quinarium in singulari areu ut denominarioncs, et nichil restât dividendum Possumus itaque dirvrequod, si XXX duobus dividentur, imicuiquc pertinet XV, et nichil remanet : et hoc |>otest probari per multiplicationem.
XL Haetriius de simpliri divisinne, et quia régula singularis divisons de ponenda clenominacione patet , nunc de ceteris regulis reliquorum divisorum breviter dirainus. Decenus divisor quocumque translatus fuerit, denominacioncm sccundabit; ccntenus terriabit; millenns quarlabit, et, ut plauius dicatur, quoto loco arcus quilibet a singulari discesserit, toto loco rétro ponetur denominario sui divisons , quocumque translatus fuerit.
His expeditis restât ut de composita divisione dicamus. *
Tfîomposita divisio est cum plures pnnunlur divîsores , quolqitot sint div idendi, et si maxinufs d ix’isor minor vel eqnalis fuerit , supraponitui; si non, secundatur, ut dictum est superins; et facta qtii'stione : quotiens divisor in dividendo continetur ? et posita dénomination* 1 , juxta regulam pnrdictam ponendarum dennminaeionum , restât ut minores divisores, per position denoiuinacionem multiplicati, a dividendis auferanliir, positis residuis, ut docuimus, pro ratioue articulorum et digitorum. lu bac vero divisione sepe rémanent digili et articuli , et sernper in nx'diis campis ponunter, ut dividend). Et hic ordo division is servabitur «juousque #
divisores ad proprias sedes referantur. Quibiis relatis, si su mm a dividcnda major vel cq lia iis divisoribus fuerit , tuoc qnoque «livide quoiisqnc divisores majores sint dividende.
His breviter dictis , direndum mihi videlur de composita divisiono, quod alia continua , aiia intermissa. Continua est, quando divisores continue ponuntur, positis quolibet modo dividendis; intermis&a est, quando divisores , intcrmisso uno areu vel pluribus , ponuntur, positis ubicumqae dividende.
XIII. Ut autem quod dicitur magis apparcat ponarnus quamdam intermissam sic : Po-
nantur igitur divisores in singulari teruarius, in X binarius , et in X.M . alius binarius , in-
tennissis duobus arcubus, C scilicet et M . Positis itaqne divisoribus, ponatur imitas dividenda in CM ; et ita centuni milia sunt dividenda XX milibus et XX tribus. Modo binarius , quia major est unitate, juxta supradictam régula m , secundatur. Nunc restât qmerere quociens est binarius in X. Possédais dicere quinquics ; sed quianicliil de somma rcmaneret quod inferiores divisores pussent capere, dicemus q lia ter, et rémanent 11°; et ilia Il v , quia rémanent de articulo et sunt digitus, transferemus, et denominacionem quintabiinus , sicut régula exigit. Hoc facto dicamus : quater duo, VIII sunt , modo possemus VIII auferre a XX milibus; «piilibetemm quartus amis superior ruilibet quarto inferiori millenus est; et positis residuis, bene procederemus ad finem divisionis; sed faciamus compendiosius, et ponamus siogulos novenarios in vacuis campis, et denipta unitate ab illo binario qui superiusremansit, superponanjus eam novenario inferiori, et lune illud VIII, qui de binario multiplicato per denominaçîonem supra sumptain cxcrevit, a denario aoferanms , et remanebunt II , et transterentur, et unitas supraposita novenario abicietur. Modo sequitur ut per denmuiriacionem suprapositam , scilicet per I1II , ternariurh multiplicemus sic : quater très, XII : modo restât ut XII a XX atiferamus ; XX enim propior est ei , et constat quod de propiore sibi drbet auferri et etiam de sibi subposito , si subpositus major est eo. Dicamus igitur : si XII auferatitur a XX, quot remancrent? VIII, et transferuntur. Ecce facta est divisio compendiosius per novenarios in vacuis campis positos , et perunitatem inferiori novenario superpositam. Et, qnotiens opus fuerit, tali' ponte sic facito : Deme unitatem somme a qua debes auferre inferiorem divisorem , quecumque sil somma ilia , et si su la unitas ibt fuerit , illarn solam stime , et positis novenariis in vacuis campis, superpone eam unitatem inferiori novenario. Et mémento auferre illud quod aufertur, et in hac divisione et in omnibus aliis, a superion numéro sibi proxirao. Ecce habeinus quaternariuin denominacionem , et X et IX milia et nongenta octo rémanent dividenda : qua» «mima divisoribus minor est ; palet igitur quod de CM piris pertineantXX milibus militibus et XXITT, unicuique III I pira, supradirtis remanentibus. Et quod ita sit multiplicatione probant poterie.
XIV. His t^cpeditis, de divisione cum dîfFerentiis (•> restât dicerc.
Divisio cum differentiis alia simplex , alia composita. Simplex quando unus soins divisor; composita quando plures divisores ponuntur, sivedividendum unum, sive plura sint. Simplex autem hoc modo fit : Ponitur quilibet numerus divisor in areu quolibet , et illi divisori posito
l*) Il y a dans !«• M*. au lieu de cum. C* mot sine a été ««rit par une main étrangère qui a rétabli quelques n.ma illisible*. Car la pièce que je pabtio ici est, en général, très-difficile à lire IVncre s'étant altérée et ayant blanchi.
superpouilur differentia Unix quantitatif qtmd sumina divisons et dilTticnliæ sit dcnarilisg atqiH* ponitur quolibet summa dividenda , et divisor non suniit partent de smnma dividende ad denominacioneni , sed ipsum totum ut denoniinationcm sumit , et per ipsam sumptani multiplicatur difterentia , et summe qu* inde excrcscunt , ponuntur sicut régula multiplicalionis exigit ; et quociens inde articulus excrescit , redit ad priorem donominationc m , et per ipsum iteruni multiplicatur; et quoties ex multiplicatione digitus excreverit, unoarru inferius ipsa denominacione ponetur.
Et notandum quod in t.ilibus divisionibus , scilicet in divisionibus eum difierentiis , sem- |»er divisores ponuntur in digitis, dividendi verd in articulis; et quoliens dividtndi iisquc sub divisoribus referuntur, nuitatur divisin, et de ferrea redit ad au rca m , scilicet de ista cum difierentiis ad illani quæ csl sine difterentiis.
XV. Gratin aiitem exempli ponatur quædam simplex divisio cum diPferenciis, sic :
■ Ponatur VIII divisor in singulari areu, et superponatur ci dilTerentia qo* cum co raldatX, scilicet binarius , et ponatur novenarius dividendus in Carre, et tune restât dicerc: simplex divisor cum difTercntia si primatus fuerit, denominaciom m sunipUin a loto secundabit. Hcc est prima régula. Sume denominacioneni, hoc est ipsum totum ; et ne deineeps de aliis inveniondis dubites , scias quod , sicut’ primatus secundabit, sic srcundatus terciabit, terriatus quartabit , quartatus qtiintabit, etc. Data superiori régula, sume denominacioneni, hoc est ipsum totum ut denominationem , et pone in secundo areu, scilicet novcnariutn pone in deceno areu in inferiori sede ; mulliplicata difTercntia per denominacionem, dites banc regulam : decenus arcus 9 . m. in secundo a. r. p. ri. i. «. a Pone ergo Vlil in X , et iinitatcm in C, et ita habes quod ex multiplicatione excrevit , digitus et articules. Refer igitur articulura super priorem denominacionem , juxla regulam qux dicit: si artimlus inde excreverit , ad eakndem denominacionem» redit ; et 'multiplies per ipsum articulum, scilicet per m.itatem, difTerenliam , scilicet binariuiu, sic : semel duo, II sont. Modo die regulam deceni amis, et pone summam quæ iode excreverit, scilicet binarium injdcccno, et ita habes VIII et H in deceno, onde surgit X. Remoto igitur V1III, transfertur imitas in C, et iteruni supra cèleras denomirtadones refertur lege articuli ; et per illani unitatem multiplica supradiclam diflerentiam , scilicet binarium , sic : semel II , II sunt. Data régula deceni arcus ; ccce restât ut binarius qui e\ multiplicatione crevil in X ponatur ; et quia digitus est, ultra di nominaciones supradictas in proximo areu, ut denominacio ponitur : et tune restât diccre * bis II quatuor, et juxta regulam singularis arcus ponitur ipsum 1111 in eodem singulari areu, et ablata diflVn m ia qua VIII ille divisor regebatur, manifestum est divisorein qui majores!, nichil in quatemario possecapere per intégras. Einem igitur hnbet divisio, et restât ut, secunduni pu rga lionis regulam , unam de unitatilms quæ sunt in X transferas , alia ibidem reliclaet remoto IX ; et ccce habes II imitâtes, unam in C, aliarn in X, et binas in singulari; et ita palet quod VIII militibus pertinent de nogentis piris unicuique C et XII , rcmanrntibus II1I in communi. Quod utrutn verum sit, multiplicatione poteritprobaii. Et notandum i^t quod isia nuiStipliratio non 1 nMnfîerentiani multiplicando , sed summam qrae dilfenntisr subirai, snlicel VIH; et sic de pi céleris»
XVI. Restât ut de composila divisione cuni difTercntia dicamus Composila div'sio, alia
t’î DeccniM nreu» qunmcumque multiplient r in icruivlo tbco pono digilum, in tillcriori articulum.
continua, alia intermissa. Continua est, quando divisorcs continue ponuntur; intermissa «|unndo unus a rcus, vel duo, vol pl tires intermittuntur positis di\isoribus, quoquo online dividendi ponantur. Ut autem quod dicitur clarius liquescat sub exemplo ostendatur continua, deinde intermissa.
Ponantur igitur divisorcs hii : VI in singulari ami, VI quoquo in deceno , unitas in C. Régula autem superponendariuu differentiarinn h*c est : Inferiori divisori superponetur integra differentia , scilicet senario superponetur quatemarius; medio vero su per point ur differentia minus uno integra , scilicet senario ternarius, et quotiens plures medios posueris , quotquot fuerint, semper differentias minus uno intégras cis superpi mes : major vero divisor milia gaudet differentia. liis ila positis, ponantur dividenda , scilicet VIII in C; VII in inilieno. Hoc facto, natura divisionis exigit ut major divisor qui est imitas, sumat médian* partent de dividenda sumiiia , scilicet de VII, et unitas quae remanebit, sumpta medietate VII , scilicet siiinplis tribus, ibidem maneat, et sumpta pars, scilicet III, in inferiori parte deceni an-us ponatur, juxta regulam tpiain dieam : Composons divisor mm differentia tcrciatus , jwirtem sumptam a dividendo ut denominacionem terciabit, si ipsa pars inde sumitur ut a digito; si inde sumitur ut ab articulo, quartabit; et nedeinrepsde talibus denoniiiiacionibus ponendis dubites , scito quod , sicut tereiatus ten iat, similiter seciindatus secundat , quartatus quurtat, et sic de celeris, semper parte que ut ab articulo sumitur uno areu inferiorata.
Ut autem quotani partem dividendi major divisor capere délicat intelligas , scias quod si imitas fuerit major divisor, smnit diinidittm ; si binarius , sumit terciarn partem; si ternarius, quartam ; si quatemarius, quintam, et ita creseente quantitate denotninaeionis divisoris, quantitas sumpta; partis semper minuitur. Unde autem hoc contingit quod , si est unitas , sumit diinidiain partem, si binarius, terciarn partem et sic de celeris; et quur in simplici division** cum iliflferentia Iota major su mrua dividenda ad dcnominacionem capiatur, posterius dicemus. S**d prius predictam divisionem exeqiiainur. Positis igitur supradictis summis dicamus. Quota est medietas septenarii ? III et rcmanct 1. Hoc dicto, ponatur ilia medielas, scilicet III, in inferiori parte X*areus, relicta dividenda uintate in milleno , et lune restât ut per illam partem , scilicet per ternarium differentias divisonun miiliiplicemus sic : ter 1III, XII; et secundum regulam multiplicationis deceni arcus, ponitur binarius in deccno , unitas in centeno, et jiostea diriiiius; tertres, IX. Hoc^qtioque posito in centeno areu, secundiim regulam, ercebabemus binariiim in deceno, novenarimn et octonariiim et unitatem in centeno, et unitatem in milleno. Modo restât ut reuioto novenario et manente oclonario, unitas transferatur in millenum. Kl tune iterum qusrritur : quota medietas binarii J unitas ; et ea unitate posita super priorem par tem, scilicet super ternarium , et alia unitate remota a milleno areu, |H*r unitatem super ternarinm positam'multiplica difTerentiasdiv isoru m. Hoc facto et pcaiüsexcrescenlibussuniim», secundum regulam multiplicationis, ecre babel 1111 et II in X, et VIII et III in C. Ptirgalis* igitur ami bus , remanel VI in deceno, uniras in centeno et imitas, in milleno. Modo quia medietas unitatis per intègres non potest sumi , nei aliquis digitus |>«r iinilateni notatur, restât ut inedietatcm X sumamus; et nota quoties poteris sumere ut de digito parient suinen J». nunqtiatn sûmes ut de articulo; si vero ut Je digito non pote ris, suine de articulo : quare stiriieiidam partent eontinentetn inferius per ilium numeruin notation inveneris , qiiotomtnqtie ami • listel a divisore. Et sumpta pars de articulo semper uno areu a sumpta parte a digito inferiorabilur, secundum regulam supradictam. Dicamus igitur : quota est medietas denarii? V; posito i faq ne quinario secundum regulam, in areu singulari, multiplira differentias divisor ion
per V. Hoc facto et purgatift arcubus , rémanent duo ternarii, unus in X areu, alius in centeno; et tune dicemus : quota est medietas III ? Cnitas, et remanet untim. Retenta igitur sola unitate in renteno , alia superponitur quinario, secnndtim regulam supradictam , et per eam unitatem multiplicatis difTerentiis divisortim , et positis summis excrescentibos in mediis campis» et purgatis arcubus , remanet quatemarius in singulari , senarius in deceno , imitas in centeno et nichil restât dividendum; quod palet remotis difTerentiis a divisoribus. Pertinent igitur de VII milibus et octingentis piris, CLXVI miltibus unicuique XL VI , remanentibus CLXHII mmmunibus ; qnod multiplicatione probari potest.
Ita fit romposita divisio cuni difTerentiis et conjuncta.
XVII, Nunc autem de intermissa cuin difTerentiis dicamus, inde exemplum ponendo, sic : ponantur duo senarii divisores, unus in singulari et alter in centeno , et inferiori super- |K>natur integra differentia, majori nulla, et ponatur octonarius dividendus et dicamus: quota est septima pars octonarii? imitas; et ponitur imitas in deceno areu ut denominacio, et unilas que remanet non transferatur, sed nianeat juxta regulam qute dicit : quod de digito remanet, manet; quod vero de articulo, transfertur, nisi arliculus de articulo remanserit, quia tune quoqiie manet artirtilus. Hoc facto restât ut per illam partent, sciliret unitatem, differentiam multipliceraus sic : semel quatuor, quatuor sunt; et posito ilfo digito, scilicet 1111, in X, secundum regulam multiplication», restât ut in superiori parte deceni arcus ponatur novenarius inultiplicandtis et dicemus: sernel IX , novem sunt; et posito IX in centeno, $eruiidum regulam, ecce liabemus 1111 in X , IX in C, unitatem in milleno in mediis cainpis. Et notandum est quod sicut ille novenarius in X multiplicandiis ponitur, similiter multi novenarii pnnerentur multiplicandi , si multi vacui campi iotermissione paterent; qui novenarii semper cuin difTerentiis renioventuç; et hoc interest inter continuant et interinissam divisionem. Modç quia uni tas septima parte caret , quærelur quota sit VU pars denarii, et respondebitur imitas, et poftetur uno areu inferius quasi de digito remaneret, et ternarius qui remanet de X transferetur juxta regulam, et tune per partent positam, sciliret per unitatem uiultiplieabitur differentia et novenarius; et po&itis suinmis excrescentibus in varuis campis, juxta regulam, ecce babemus HH in singulari areu, IX et 1111 in deceno, novenarium et ter- 4 narium in milleno. Quibus pur gatis , remanet quatemarius in singulari , et ternarius in deceno, et alius in centeno , et imitas in milleno ; et tune quoque qnseretur quota sit VU pars denarii , et respon débit u r : imitas, et rémanent III. Et posita unitate,^» translata temario, et multi pl ica ta differentia et IX per unitatem , et purgatis arcubus, ecce habenms VIII in singulari, hinarium in deceno, sçptenarium in centeno; et remota differentia et novenario, qui sola multiplication» causa in deceno areu posttus fuit, ad aureain divisionem venitur; sunnna enim dividenda divisoribus habundat. Cetera salis patent.
XVIII. Notandum autem est quod si in inferiori aren aliquem numerum cum integra differentia posueris, et in milleno unitatem , et inter cos in singulis arcubus singulos novenarios, si istosj inqitaiti, ut divisoro* posueris, supra dicto modo quæcimique volueris di vides, nisi quod nb'venarios quorum unus est in deceno areu, alius in centeno, nunquam in surnma re- . ' colligenda mnltiplicabis : atque hoc soluni interest.
XIX. His pcrtractatis , restât dicere quur in simplici divisione cum differentia , totum ad denominacionem capiatur; deinde quur in composita division? cum differentia unitas metliam parteni, binarius teriiam, ternarius quarlam capial; et ita singulis in ordine po-
sitis, singnlis luiitatibus tlenominacin pallium smnenilariuii crvscal. In simplici divisiont- l um differentia, diviser cum differentia faeit X, ci in divisionc sine differentia nun<|nam ponitur X diviser; scd qtiolies in aliquo areu invenitur X in caracteribus, reinolo novenario transfrrtur imitas, el, sirut lege liujus divisiouis cum difTerentia tota sumiua major ad denominacioneui semel suniitur, similiter eadem somma, vel tota simul, vel per partes, lege divisiouis sine differentia, ad denoininacionem sumilur; quoi! satis patebit diligeuti expérimente investiganli. In divisione autem composita cum differentia , rum inferior diviser cum integra differentia ponatur, et medii divisores habeant differentiam minus tino intégrant , major autem diviser millam habeat , imitas de inferiori divisore ad stiperiorum ilium mediis interposais , non sensibiliter sed intelligibiliter transit ; quare si ilia unitas juncta illi ntajori divisori medietas illius conjuncti fuerit, quatritur quota ait medietas dividendi , et ponitur denominacio supradicto modo; si vero translata unitas fuerit III pars conjuncti, quatritur quota ait terria pars dividendi ; si quarta, quseritur deqtiarta; si qtiinta, quæritur dequinta; et sic de ester». Quia vero hatc supradicta de integra divisionc sufficere existimo, deinceps de divisionihus pet tuinucias dicamus. Finite régulé Abaci.
Analyse et explication du traite de Gnbert.
Je vais d’abord présenter une analyse succincte de cet ouvrage et ensuite je l'expliquerai textuellement.
Dans une courte préface, qui forme la lettre d envoi à Constantin. Gcrbert annonce que les règles de l'Abacus sont un sujet très-ardu qui pécessitc l’étude des auteurs anciens. Car, sans cela, dît-il, comment saura-t-on ce qu’on entend par digilus , articulas, minutum? comment saura-t-on quand un même nombre devient simple ou composé , tantôt digit , tantôt article? Il ajoute qu’il exposera brièvement en paroles, mais longuement en préceptes» cet art qui sert à mesurer 'sûrement le ciel et la terre.
Apres celte courte préface, fauteur expose lé» réglés de la ftmltipliration, puis celles de la divisfe», sans parler des principes du système île numération, ni du tableau à colonnes sur lequel les calculs s'exécutaient. Il suppose tout cela connu. On ne voit donc pas tout d’abord à quel système de numération se rapportent les règles qu il décrirai par quels procédés matériels on les exécutait. Mais le sens dans lequel j’ai interprété ce text^pour le rendre intelligible, prouve qnc c’est bien sur un tableau à colonnes et avec des caractères numériques prenant des valeurs de port/ton queGcibefèexécittr ses calculs. Je 11 'aurai pas même besoin d'invoquer pour cela l'analogie de ses régies el défont son texte soit avec Je passage de Boéce, soit avec le traité de l Abarus que j'ai fait connaître précédemment. Il n'v aura donc aucun doute
a ce sujet, je I espère du moins, quand j’aurai expliqué et éclairci le texte de Gerbert.
Régir s tic la mullipliratinn .
L’auteur énonce, l'une après l'antre, les règles de la multiplication d'un nombre exprimant des unités, des dizaines ou des centaines, etc., par un nombre exprimant des unités, des dizaines ou des centaines, etc. Ces règles senties mêmes que celles que nous avons trouvées dans le traité précédent; mais elles ont ici une expression plus laconique, cor Gerbert ne donne pas un nom propre, tel que ai eus, aux colonnes, il les désigne simplement par les termes singularis, deeem, centum , mille , etc., c'est-à-dire par les nombres l, X, C, M,etc., écrits au baut des colonnes. Ainsi, pour la multiplication d’un nombre des unités par un nombre des unités, il dit : « Si multiplicaveris singularcm numerutn per singularem , dabisunicuique digito singularem et omni articulo „ decem. > Et pour la multiplication d’un nombre des unités par un nombre des dizaines : « Si singularem per decenum, dabis unicuiquc digito deeem et articulo centum; - c’est-à-dire, « -à l'on multiplie un nombre des unités par un nombre des unités, on donnera au diyit la colonne des unités et à 1 article la colonne des ' dizaines. Si l’on multiplie un nombre des unités par un nombre des dizaines, on donnera au digit la colonuedes dizaines et à l’article la colonne des centaines. « •
C’est probablement pour plus de brièveté que Gerbert désigne les colonnes simplement parles mots singulttris, deeem, etc.; car la plupart des auteurs avaient un terme spécial qu’ils joignaient à ces mots. Boèce appelait les colonnes pagina , paginula ; Bernelinus et d'autres les désignaient par le terme tinta. Ainsi linea singularis, linca deceni, etc., signifiaient colonne des unités, colonne, des dizaines , etc. Le terme le plus usité «lans tout le cours du xi* siècle a été arcus . Mais on s'est servi aussi de beaucoup d’antres expressions, qui toutefois, navaient pas un sens aussi particulier, telles que terminus, spatium, inlervaUum, sedes, locus, regio, ordo, etc. Je reviendrai sur cette partie de l’histoire du système de l'Abacusqni n’est pas sans intérêt , t où l’omretrouve le fij décidées par lesquelles lesCbrétiens, au moyen âge, ont passé pour donner à leur arithmétique sa forme actuelle.
Gerbert éfiénce l\inc après l’autre, et toujours dans les mêmes termes, vingt-et-un^ règles de la multiplication. I.a dernière est celle d’un nombre îles cent-mille par un nombre des cent-mille. Ccst aussi ce que Boèce avait fait, plus tard, on ^itfiplifié la classification de ces règles, et on est même
parvenu à les comprendre toutes sous un même énoncé, comme nous l'avons vu dans le traité précédent (i).
Règles de la division .
Si les règles de la multiplication sont faciles à comprendre, il en est tout différemment des règles de la division : celles-ci sont d’une parfaite obscurité; elles semblent ne rien présenter qui ait rapport soit à nos procédés actuels de calcul, soit même à notre système de numération. Cependant, c’est bien dans ce système qu’elles s’exécutaient ; mais elles diffèrent de nos règles actuelles , et elles ne nous sont plus connues, probablement depuis six siècles. F.lles ont aujourd’hui cela d’intéressant, qu’elles nous donnent une idée de la nature des spéculations arithmétiques qui ont occupé l'esprit des anciens géomètres , probablement dans l’école de Pytbagore ; car ces règles sont celles de Pytbagore même, s'il faut en croire Boèce, qui attribue cette doctrine à ce philosophe.
Les règles données par Gerbert , comme par Boèce , ne sont pas présentées dans toute la généralité qu’elles comportent. L’un et l’autre ne les appliquent qu’à des cas particuliers qui forment autant de chapitres. Elles se rattachent à deux méthodes distinctes. La première est celle où l’on opère par les différences , comme on l'a vu dans le traité précédent. La deuxième se rattache à notre méthode actuelle; mais Gerbert ne l’applique qu’à deux cas particuliers, où elle est compliquée d’opérations qui en obscurcissent le principe.
(t) L'auteur s’exprime ainsi : « Quoto loco quilibet arcus distat a singulari, toto loco rc- > movetur digitus ab eo quem multiplicat, et semper in uUeriore ponitur articulas. ■
Plusieurs autres traités contiennent des énoncés également généraux et qui prouvent que les auteurs s'étaient familiarisés avec ces régies de calcul. On y lit : • Quoto loco multiplicator in • Abaco positus fuerit , toto loco ab eo quem mq|ti plient ordinet digitos , in niteriore arti- » culos. — Quoto loco multiplicator steterit, toto loco a mulüplicando ponat digitos, et ul- - teriorc articules. > (Liber Radulfi Laiidunensis de Abaco; Ms. de la Bibliothèque royale, fonds de Saint-Victor, n” 534-) — «Quodcunque multiplieatorum adhibeantur, quisque eorum » quoto ioco a singulari distare cemitur, toto loco ab illo quem multiplicat digitum ponit, » alteri vero ab ipso articulum. » (Ms. 591 de la Bibliothèque de Rouen.) — « Quoto loco » multiplicator quisque distabit a primo areu Abaci , toto loco digitum seponet ab eu quem » multiplie abit, et articulum in ulteriori. • ( Ms. G. LXXIU de l'abbaye de Saint-Emmeran de Ratisbonne. Pièce commençant par ces mots : « Doctori et patri theosopho I. G. lilius » ejus... »)
Voici les divers cas de la divisiou sur lesquels roule le Traité de Gerbert :
i°. Diviser des unités par des unités. — On retranche simplement le diviseur du dividende , autant de fois qu'il se peut.
a°. Diviser des dizaines ou des centaines, etc., par des unités. — Méthode des différences.
3®. Diviser des centaines , ou des mille, etc., par des dizaines. — Méthode des différences.
4°. Diviser des dizaines, des centaines et des mille, simples ou réunis, par des unités jointes à des dizaines. — Méthode des différences.
5®. Autre manière de diviser des centaines, ou des mille, etc., par les mêmes diviseurs (des unités jointes à des dizaines). — Méthode des différences, qu’on applique de la manière suivante : On réduit le dividende à une seule unité de son ordre, puis on multiplie le quotient et le reste par la dénomination du dividende, c’est-à-dire par le nombre des unités qu'il contient.
6 *. Diviser des centaines par des dizaines jointes à des centaines, ou des mille par des centaines jointes à des mille, etc. — Méthode des différences, comme dans le quatrième cas.
<j°. Autre manière de diviser des centaines ou des mille par les mêmes diviseurs, simples ou composés. — Méthode des différences. C’est le même procédé qu'au deuxieme et au quatrième chapitre.
8 ®. Diviser des centaines par des centaines jointes à des unités, avec une place vide au milieu (uno medio numerorum intermisso), ou des mille par des mille joints à des dizaines, uno medio intermisso. — Procédé actuel, si ce n’est qu’on diminue le dividende d’une unité de son ordre, et qu’on conserve cette unité pour en retrancher le produit du diviseur inférieur par le quotient obtenu.
9 °. Diviser des mille par des centaines jointes à des unités, ou des dix mille par des mille joints à des dizaines. — Procédé analogue au précédent, mais plus compliqué. On divise seulement une unité de l’ordre du dividende, et on multiplie ensuite le quotient et le reste par la dénomination de ce dividende. Pour diviser l’unité en question, on la considère comme formant dix imités de l’ordre immédiatement inférieur; on divise ces dix unités par la rèfjlc précédente, c’est-à-dire qu’on divise en réalité neuf de ces unités, et qu'on en retient une de laquelle on retranche le produit du diviseur inférieur par le quotient.
io°. Combien de fois un dividende contient les diviseurs. — Dans ce dernier chapitre, Gerbert explique comment on forme les quotients : car il
n'cn a rien dit auparavant; il s’est borné à indiquer des calculs, sans en dire le résultat ni ce que ce résultat exprimera.
On voit par cette analyse que, bien que les deux méthodes auxquelles se rattachent les règles de Gerbert soient générales, il n’en a enseigné que des cas particuliers. Et si l’on recherche les causes qui ont pu déterminer le choix de la méthode à appliquer à chaque cas, on voit que l’auteur a eu en vue d’éviter le tâtonnement qui a lieu dans notre procédé actuel, et de déterminer à priori un quotient admissible. C’est à quoi convient toujours la méthode des différences ; mais aussi elle a le grave inconvénient de donner, à chaque opération, un quotient généralement trop faible, et d’exiger une deuxième opération ou même plusieurs, pour le compléter.
Il est essentiel de remarquer que ces règles «appartiennent point à Gerbert; ce sont celles que décrit Boèce, à peu près dans les mêmes termes. Gerbert n’a fait autre chose que de les présenter d’une manière un peu moins laconique.
On conçoit qu avec un tel système de méthodes différentes dans chaque cas particulier, l'arithmétique pratique était une science compliquée et subtile qui pouvait servir à exercer la sagacité des plus habiles mathématiciens. Ces méthodes ont formé probablement, au X* siècle, et peut-être chez les Romains , au temps de Boèce , les plus savantes spéculations des géomètres.
Traduction et commentaire du Traite de Gerbert,
J’ai expliqué ci-dessus, dans l'analyse de f ouvrage de Gerbert, les premières règles de la multiplication. Les autres sont absolument les mêmes , sauf la différence dans l’énoncé des ordres d’unités ; il est donc inutile ici de les reproduire. Je passe tout de suite aux règles de la division qui forment la partie obscure de l'ouvrage ; d'autant plus que la plupart de ces règles qui ne s'appliquent qua des cas particuliers dans la composition du diviseur, s'écartent des règles générales que nous avons trouvées dans le traité précédent. Après avoir traduit littéralement chaque paragraphe, je l'éclaircirai par un commentaire et des exemples numériques.
RÈGLES DE LA DIVISION
Chapitre I er . — Division d’un nombre des unités par un nombre des unités, ou d’un nombre des dizaines par un nombre des dizaines , etc.
Dans la division des nombres de l'Abacus, comme les unités sont aux unités, ainsi les dizaines sont aux dizaines, les centaines aux centaines, les
mille aux mille. D’après cela , pour diviser des unités par des unités , ou des dizaines par des dizaines, ou des centaines par des centaines, ou des mille par des mille , il faut retrancher les uns des autres, en les considérant comme de simples unités, c’est-à-dire suivant leur dénomination.
Commentaire . — Dénomination s'entend de la valeur absolue d’un chiffre , comme nous l avons vu précédent ment (p. 3 i).
L'auteur dit que, pour diviser un digit par un digit, il faut retrancher celui-ci du premier , autant de fois qu’il est possible ; et que pour diviser un article par un article du même ordre, par exemple, des centaines par des centaines, il faut considérer les deux nombres comme exprimant de simples unités, et retrancher le diviseur du dividende autant de fois qu’il se peut.
Ce nombre de fois marque le quotient. L’auteur ne le dit pas , parce que ce n'est que dans le dernier chapitre qu'il parle du quotient et de la manière de le former avec les nombres obtenus dans les opérations décrites auparavant.
Ch* pma II. — Comment un nombre des unités divise des dizaines , des centaines , des mille.
Dans la division des nombres de l’Abacus , comme les unités sont aux dizaines, aux centaines et aux mille, aiusi sont les dizaines aux centaines et aux mille, et les centaines aux mille et aux dix-inille, et les mille aux dixmille et aux cent-mille. D’après cela, pour diviser des dizaines, ou des centaines , ou des mille, réunis, ou avec intermission , par des unités, on prendra la différence du diviseur à dix; on la multipliera par la dénomination entière du dividende; s’il en résulte des articles, on continuera la division en opérant sur leur propre dénomination et avec la différence déjà posée. Quant aux digits, on les ajoutera aux digits; et .s’il en provient des articles, on divisera, comme ci-dessus, jusqu'à ce qu'on arrive à n’avoir que des digits.
Si l'on a des mille (pour dividende) les articles (provenant de la multiplication de la différence par la dénomination du dividende) seront placés dans les mille, et les digits dans les centaines ; si l’on a des centaines, on placera les articles dans les centaines et les digits dans les dizaines ; si l'on a des dizaines, on placera les articles dans les dizaines , et les digits dans les unités.
Commentaire. — Cette règle , exprimée en terme# laconiques , serait très-obscure si elle ne nous était déjà connue; mais si on se reporte à la division par les différences que nous avons expliquée précédemment, on la comprendra sans difficulté.
Un exemple va encore l’éclaircir. Divisons 86 par 7. La différence Au diviseur à dix, est 3 . Le nombre à diviser , 86 , doit être considéré comme formé de deux dividendes , savoir l’article 80 et le digit 6. Une division partielle ne se fait jamais que sur le premier des dividendes. Disisons donc 80 par 10 ; le quotient est 8. Le produit de la différence 3 par ce quotient, savoir 24 , est un nouveau dividende. Ce nombre est formé de l'article 20 et du digit 4 - On
divise l’article 20 par 10; le quotient est 2. On multiplie la différence par ce quotient; le produit est 6. On ajoute ce digit 6 au digit 4 du nombre 24 , et au digit 6 du nombre propose 8t», la somme est 16. On divise l'article 10 par 10; le quotient est 1 ; et le produit de la difféence par ce quotient est 3 , qu’on ajoutera aux 6 unités du nombre 16. La somme est q. Comme ce nombre 9 est un digit , on le divisera directement par le diviseur, suivant la règle du chapitre I e '; le quotient est 1 , et il reste 2.
Ajoutons les quotients partiels obtenus successivement , ona8-4-2-hi-l-i=i2. C’est le quotientdéfinitif , et il reste 2.
Telle est l’opération suivant la règle décrite par Gerbcrt. Toutefois , il ne dit pas de prendre les dénominations successives des dividendes , pour quotients partiels , dont la somme sera le quotient cherché ; mais il le dira plus tard dans le dernier chapitre.
Il ne dit pas expressément non plus que quand le dernier dividende est un digit, on cesse de faire usage de la différence , et qu’on suit alors la règle du premier chapitre , mais cela est compris implicitement dans ces expressions diminues usque ad solos digitos. Et d’ailleurs la nature de l’opération indique elle-même qu’on ne peut plus faire usage de la différence , car on ne peut diviser un digit par 10 (en nombres entiers , comme on l’entend ici). On voit bien , ce que nous avons déjà remarqué précédemment , que s’il n’avait pas été prescrit de s'arrêter aux digits, ce mode de division aurait conduit directement aux fractions décimales.
Chapitre III. — Comment on divise des centaines ou des mille par des disaines ; ou des mille par des centaines y etc.
Pour diviser des centaines ou des mille par des dizaines; des mille ou des nombres supérieurs par des centaines, ou des dix-mille et au delà par des mille, on prendra la différence à dix du diviseur considéré comme des unités ; on multipliera cette différence par la dénomination entière du dividende (1); on continueraéa division sur les articles et les digits (provenant de cette multiplication), jusqu’à ce qu’on arrive au dernier diviseur,' comme on fait dans la division par des unités.
Observation. — H est clair que la division par un article tel que 3 o ou 3 oo, etc., se fera comme la division par un digit. Ce chapitre est donc intelligible d’après ce qui précède. Seulement, il faut savoir que ce que l’auteur appelle le dernier diviseur s’entend du dernier quotient y lequel est celui qui provient d’un dividende du même ordre que le diviseur. Ce quotient ne peut se calculer par la méthode des différences : on le détermine de la manière indiquée dans le premier chapitre.
(1) Je néglige ici les mots * id est per vocabula singularis ac deceni, • qui me paraissent provenir d’une glose insérée dans le texte.
Ch * pmi IV. — Diviser des dizaines, des centaines, des mille , ensemble ou avec intermission, par des unités Jointes à des dizaines.
Pour diviser par des dizaines jointes à des unités, des dizaines seules ou réunies à des unités, voyez quelle partie (du dividende) comporte le chiffre des unités du diviseur; car a se rapporte à la moitié du dividende,
3 au tiers, 4 au quart , 5 au cinquième , et ainsi des autres ; c’est-à-dire prenez
la différence à dix du chiffre des unités du diviseur, et multipliez cette différence par la dénomination de la moitié, du tiers, du quart (du dividende); et ce qui excède cette moitié, ce tiers, ce quart, ajoutez-le (au produit ). Et si la somme est plus grande que le diviseur, on continuera la division par la même règle. On ajoutera semblablement les unités du (dividende) composé pour continuer la division. .
Ou divisera de même des centaines et des mille, si ce n’est qu'on convertira une centaine ou un mille en articles de l’ordre inférieur, ce qui n’a pas lieu pour une dizaine, et, de même qu’on convertira une centaine en dizaines, ou un mille en 'Centaines, on convertira aussi séparément les restes (de la division). Les articles provenant (de la division) d’une centaine ou d un mille seront placés à un rang inférieur, et les articles provenant (de la division) de plusieurs centaines ou mille seront placés dans la colonne des dividendes.
Commentaire. — Cette règle repose sur le meme principe que celles des deux chapitres précédents : elle consiste à diviser par un nombre plus grand que le diviseur propose; ce nombre est l'article immédiatement supérieur à ce diviseur. Ainsi, faut-il diviser par 2 $ , on divisera effectivement par 3o ou par le digit 3. Mais la manière dont Gerbert désigne ce nombre par lequel il faut diviser est fort obscure.
En effet, nous avons vu, dans le Traité précédent, que c’est le plus grand diviseur, augmenté d’une unité , qui forme le digit qui marque les parties à prendre. Dans le cas actuel , le plus grand diviseur est de l’ordre des dizaines; il semble donc qu’il eût été plus clair et plus conforme à la nature de l’opération que Gerbert dît : Voyez quelle partie ( du dividende ) prendra le diviseur des dizaines. Cependant il dit : Voyez quelle partie prendra le diviseur des unités. Voici, ce me semble, l’idée qui a porté Gerbert à s'exprimer ainsi. Nous avons vu que, pour expliquer la méthode, pour prouver, par exemple, que, quand on divise par 24 , il faut prendre le tiers du dividende, il est dit, dans le Traité précédent, que c’est parce que le diviseur des unités, c’est-à-dire 4 joint à sa difTerence G, forme une unité (de l’ordre des dizaines) qui, ajoutée au diviseur des dizaines, (ait une somme dont cette unité est le tiers. D’après cette considération, c’est donc le diviseur des unités, c’est-à-dire
4 , qui avec sa différence détermine la partie un tiers.
Yoilà l'explication, je pense, de la phrase obscure et tout à fait amphibologique de Gerbert. Du reste , sa règle se rapporte évidemment à la division par les différences ; et il
indique lui-même la marche de l'operation, en ajoutant sous forme d’explication : « Id est, - différente» divisons ad decenum multiplicabitur per denominationem wcundaruro, etc.; » c’est-à-dire , « on multipliera la différence à dix du diviseur des unités par la dénomination de la partie prise. > C’est là précisément la règle de la division composée , par les différences.
Ensuite Gerbe rt dit comment on divisera des centaines et des mille par les mêmes diviseurs , c’est-à-dire par des dizaines jointes à des unités. Le texte est encore assez difficile à comprendre. Du reste , il semble faire double emploi avec le chapitre suivant. Aussi ne le trouve-t-on pas dans quelques manuscrits [ims. n“ 4 « de Chartres et n° Ô91 de Rouen). La méthode indiquée par l’auteur consiste à diviser 10 imites de l'ordre inférieur au dividende propose et à multiplier le quotie nt par la dénomination «lu dividende. Comme la division se fait par la méthode des différences, on aiira\/tiHiltiplicr ht différence du diviseur des unités par ce quotient. Les articles du produit seront placés dans la colonne de l’ordre inférieur au dividende, puisque c’est 10 unîtes de cet ordre qu’on a divisées. C’est ce que Gerbcrt exprime en ces termes : ■ Et articuli quidein ah uno centen» vel roilleno secundabuntur. • Ce produit forme le reste de la division des 10 unités de l'ordre inférieur; il faudra le multiplier par la dénomination du dividende pour avoir le véritable reste de la division du dividende proposé. Les articles du produit seront placés dans la colonne même du dividende. C’est ce que l’auteur exprime par ces mots : « A pluribus divideodorum obtinebunt ( articuli ) sedes. *
Tout cela est , comme on le voit , fort obscur et énigmatique. Il faut croire que quand Gerbert a écrit ce Traité on était déjà familiarisé avec ces procédés de calcul, qui , du reste , sont ceux décrits par Boèce , encore plus laconiquement il est vrai.
Ca*riT»E V. — Autre division des centaines ou des mille, et au delà , par les mêmes danseurs.
Pour diviser des centaines ou des mille, ou au delà, par des dizaines jointes à des unités, on divisera une centaine comme ci-dcssus, en prenant la différence du div iseur à dix; et on multipliera le reste par la dénomination du dividende proposé.
Et si aux centaines sout jointes des unités pour former un nombre composé, ou bien des dizaines et des unités, dans le premier cas , on divisera , et daus le second, on les ajoutera , comme il a été dit ci-dessus dans la division par des dizaines jointes à des unités.
Les premiers articles sont placés dans la première colonne à droite du dividende ; les autres articles sout placés dans la colonne du dividende.
Commentaire. — Complétons d’abord les dernières phrases de l'auteur, qui, dan, leur laconisme actuel, ne peuvent présenter de sens. >ous dirons : > Si aux centaines sont join- > tes des unités pour former un nombre composé, ou bien des dizaines et des unités , dans » le premier cas , on divisera le produit , et , dans le second , on ajoutera S ce produit les • unités et les dizaines du dividende composé , et on divisera la somme.
> Les premiers articles, c’est-à-dire ceux qui proviennent de la multiplication de la difle- . rence par le quotient de la centaine , sont placés dan, la première colonne à droite du di-
» vidende. Les autres articles, qui proviennent de la multiplication des premiers par la » dénomination du dividende proposé , sont placés dans la colonne du dividende. »
Le principe de cette règle est de faire la division d’une centaine par le diviseur proposé, en se servant des différences par la règle du chapitre IV ; puis de multiplier le quotient et le reste par la dénomination des centaines proposées.
Par exemple, divisons 89$ par 43 . On divisera 100 par 43 , et on multipliera le quotient et le reste par 8 ; ce qui donnera le quotient cherché, et un nouveau dividende sur lequel on opérera de même.
La division devant se faire par la méthode des différences, comme dans le chapitre précédent, on prendra la différence du diviseur 3 , laquelle est 7 ; et on divisera par 5 , nombre égal au plus grand diviseur 4 plus • •
too, c'est-à-dire 10 dizaines, divisés par 5 donnent 2 pour quotient; le produit de la différence 7 parce quotient est 14 ; l’article 10 doit être placé dans la colonne voisine de celle du dividende. Ce sera donc dans la colonne des dizaines. Le produit de ce nombre 14 par la dénomination 8 du dividende est 1 12; le nouvel article 100 doit être placé dans la colonne du dividende.
Ainsi l'on a à diviser 112; il faut y ajouter les 95 du dividende primitif, il vient 207. C’est le nouveau nombre à diviser.
Si l’on eut eu seulement à diviser 8 o 5 , au lieu de 895, il eût été inutile d’ajouter 5 à 1 12, parce qu’on n’eût pas augmenté par-là le dividende 100. On aurait divisé tout de suite ce dividende 100. C’est là ce que Gerbert exprime en disant diminues , vel aggrrgabis.
Autre exemple. Divisons 874 par 35 . La différence est 5 . On divisera 100, c’est-à-dire 10 dizaines par 4 * Le quotient est 2. Le reste 20. On multipliera la différence par 2. Le produit est 10, qu’çn ajoutera à 20. De sorte que 100, divises par 35 , donnent 2 pour quotient et 3 o pour reste. On multipliera ce quotient et ce reste par 8. On aura 16 et 240 ; à ces 240 on ajoutera 74 ; ce qui fait 3 î 4 » qu’on divisera de nouveau. Divisant 100, on a, comme cidessus, 2 pour quotient et 3 o pour reste. Multipliant ces deux nombres par 3 , on a 6 et 90 ; ajoutant i4 à 90 , on a ro4 pour nouveau dividende ; le quotient est 2 , et il reste 34 *
Le quotient total est donc 16 + 6 -4- 2 = 24 , et le reste 34 -
Chapitre VI. — Comment des dizaines jointes à des centaines , ou des centaines jointes à des mille , divisent des centaines , ou des mille , ou au delà .
Pour diviser des centaines ou des raille par des centaines réunies à des dizaines, ou par des mille réunis à des centaines, on verra quelle partie comporte le chiffre des dizaines, ou des centaines, ou des raille du diviseur ; on multipliera la différence du diviseur par la dénomination de ces parties , comme on fait dans le cas des dizaines jointes à des unités.
Observation. — Cette régie est tout à fait la même que celle du chapitre IV.
CüAPiTfir Vil. — Autre division , de centaines ou de mi Ue ou au delà , par les mêmes diviseurs,
composes ou simples.
Pour diviser des centaines ou des mille par des dizaiues, ou des mille par des centaines, prenez la différence à dix du diviseur, comme s’il exprimait d< s unités: multipliez cette différence par la dénomination entière du dividende, si le diviseur est simple, ou par la moitié, le tiers, le quart, etc., si le diviseur est composé, d’après la règle qui indique quelle partie (du dividende) comportent les dizaines ou lesçentaiucs du diviseur composé.
Commentaire. — L’auteur suppose deux ras : i" que le diviseur est simple, soit des dizaines, soit des (entames ; 2" que le diviseur est compose, soit des dizaines avec des ceo tailles, soit des centaines avec des mille.
Dans le premier cas , la règle est la même qu'au chapitre II , où l’on divise par des unités simples ; et dans le second, elle est la même qu’au chapitre IV, où l’on divise par des unités jointes à des dizaines.
Dans 1 <- premier cas , où le diviseur est simple, comme 20, par exemple , ou deux dizaines, c’est sa différence à dix, savoir 8 . qu’on prend et qu'on multiplie par la dénomination du dividende; c’est alors comme si l'on divisait par 100.
Et dans le second ras , où le diviseur est composé , comme 520 , ce n’est plus parla dénomination entière du dis idende qu'on multiplie la différence 8, c’est par sa sixième partie , per serttts dividrndi ; alors on divise réellement par 600.
Cm i-i tsf Villa — Comment on divise par lieux diviseurs séparés par tute piper wdr.
Pour diviser des centaines ou des mille par des centaines ou des mille composés , une place intermédiaire étant vide, on prendra une unité de l'ordre du dividende ttd minuta componenda , et ou comparera le phts grand diviseur au dividende diminué de cette unité. S’il y a un reste, ou l’écrira comme étant un des restes de la division. On multipliera I e mirmtian par la dénomiualiou du nombre qui égale le diviseur au dividende (c’est-à-dire le quotient).
On posera dans la colonne du digit la différence entière (du digit du produit), et devant l'article sa différence moins un, comme se rapportant aux deux nombres juxtaposés, quand ils sont des digits et des articles. Car un article seul demande la différenee entière ; un digit seul demande aussi la différence entière. Et alors qu’il n’y a qu’un digit, on prend aussi \a différence entière du nombre réservé ad minuta componenda , et on la place a un rang après lui (c'est-à-dire qu'un écrira un 9 à la gauche de la différence du digit).
Ces différences et ce qui reste apres qu'on a enlevé (du dividende) le plus grand diviseur, formeront ce qui reste des dividendes.
Commentaire. — Jusqu'à présent les règles exposées par Gerbert ont toujours roule sur la méthode des différences , qui consiste principalement à diviser par un nombre plus grand que le diviseur. La méthode exposée ici est tout autre, quoiqu'il y soit encore question de différences , et elle rentre dans notre méthode actuelle.
Pour l'expliquer prenons un exemple : 900 à diviser par 3 « 4 * Ce nombre 3 o 4 est compose de deux diviseurs séparés par une place vide, cc qui est le cas de la question. 3 ooe$t le plus grand diviseur, et 4 le plus petit. C’est cc second diviseur que l'auteur appelle minutum. On partage le dividende 900 en deux parties, 100 et 800. On divise les 800 comme s'ils étaient le véritable dividende , parle plus grand diviseur 3 , et Ton réserve 100 pour en soustraire le produit du minutum, c’est-à-dire du diviseur 4 » par le quotient. Appliquons ces principes de calcul.
v 800 divises par 3 donnent 1 pour quotient et 200 pour reste. Le produit du diviseur 4 par ce quotient est 8; il faut retrancher 8 du dividende 100 réservé. On fait cette soustraction en écrivant le complément de 8 à 100, lequel est 92. Le reste de la division se compose donc de ’7oo et de 92, = 29?..
Telle est la marche «le l’auteur. Sa manière de s'exprimer pour dire qu’on retranchera 8 du dividende 100 réserve, mérite d’étre remarquée; il dit : On pose la différence entière du digit , laquelle est 2 ; puis on prend la différence entière du nombre réserve ad minuta componenda , lequel est 1, c’est-à-dire une centaine; cette différence est 9; onia recule d’une place, c’està-dire qu’on l’écrit dans Ja colonne des dizaines. On a ainsi 92.
Dans le chapitre suivant, nous donnerons un second exemple de cette méthode, en di - visant 1000 par 4°6-
(Iiuvtie IX. — Comment des centaines jnintt s a des unités divisent des mille et au delà, et comment des mille joints à des dizaines divisent des dix -mille et au delà.
Pour diviser des mille ou au delà , par des centaines jointes à des unités, on prendra un dos mille pour eu faire des centaines, et une de ces centaines ad minuta componcnda. On divisera l'excédant (c’est-à-dire neuf centaines) par le plus grand diviseur; et s'il y a un reste, ou le réservera. On multipliera le minutum comme dans le chapitre précédent. On rangera (on placera dans les colonnes convenables) ce qui a été réservé ( c'est-à-dire le reste des neuf centaines), et les différences (du produit). On multipliera ces différences et ce reste par la dénomination du dividende proposé. lût I on continuera ainsi jusqu'aux dernières différences.
On appliquera la même règle quand on voudra diviser des dix-mille ou au delà, par des mille joints à des dixaines.
Commentaire. — Cette règle repose , comme la précédente , sur notre méthode actuelle, mats celle-ci se trouve appliquée d’une manière particulière. Au lieu de faire directement la
division du divide.-le proposé , on divise seulement une unité de son ordre; on a un quotient et un reste. On multiplie ensuite ces deux nombres par la dénomination du dividende , c’esl-à dire par le digit qui exprime ce dividende. On a ainsi le quotient lu dividende propose , et un reste que l’on divise encore s'il est plus grand que le diviseur.
Quant à la division d’une unité de l’ordre du dividende, on la fait par la régi; précédente, en réservant une unité de l'ordre inferieur ad minuta campant rata . Par exempt- si l’on a des mille pour dividende, nn divise simplement t mille par le diviseur propose ; et pour faire «-ttc division on considère 1 mille comme i o centaines , et l’on ne divise - r tj centaines . piirre qu'on réserve une tvntainenr/ minuta eomponenda.
Prenons pour exemple 3 ooo à diviser par jo- . On divisera 1000 par q° 7 * Pour cela , on considérera tono pomme faisant 10 centaines; on réservera une centaine U '1 minuta cdmpnnenda ; on ne divisera donc que 900 ; le quotient est 2 , et il reste 1 00. Il faut multiplier le minutiim, c’est-à-dire le diviseur 7, par a, ce qui donne 1 ; , puis prendre les différences de te produit , savoir 86 , qu'on ajoute au reste 100 , ee qui fait 1 86. C’est le reste de la division du nombre 1000 par (07 Maintenant ii faut multiplier le quotient 2 , et le reste 186 par 3 , dix nnmiriation du dividende proposé. Les produits sont 6 et 558 . Ce vint les résultats de la divi von de 3 ooo par $07 ; 6 est le quorient et 558 le reste. Ce nombre est plus grand que le diviseur et le eonticnl une fois, avec t 5 i pour reste. On a donc enfin 7 pour quotient de 3 ooo diviv-s par {07, et i 5 i pour reste. «
Ch sim ru c X. — Combien de fois on dividende quelconque contient les diviseurs
1°. l'our connaître combien de fois un dividende contient les diviseurs , *
on reculera d'un rang vers les digits , les articles qui forment les dénominations de la multiplication (c'est-à-dire les dénominations par lesquelles ou multiplie les différences'! ; et si de la somme de ces dénominations il provient des articles, on les reportera an rang des itrticles.
Et si dans la colonne des unités il y a plusieurs dividendes égaux au diviseur, on ajoutera aux collections (des dénominations) autant d unités.
Cela concerne les dénominations par le tout (c'est-à-dirc les cas ou l'on prend les dénominations entières des dividendes).
2". Dans les divisions par les parties (a pttrtLhus, cest-à-diro où Von , prend les parties de lu dénomination du dividende), qui sunt la moitié, 011 litière, ou le quart, etc., on suit la môme règle, et au plus grand diviseur ou ajoute l’unité. > ,
3 °. Comme dans les centaines et les mille, ce qui reste (de la division) d'une centaine ou d’un mille, est multiplié par la dénomination de toute la somme (la dénomination entière du dividende); «le même les diviseurs (c’està-dire le nombre de fois que le diviseur esl contenu dans le dividende, ou , en . d’autres termes, le quotient), seront multipliés par la dénomination du ‘dividende entier, mais seulement dans les centaines et les mille.
4°. Quand des dizaines seules divisent des centaines , ou des mille ou au delà, on place les dénominations à la troisième colonne, c’est-à-dire au troisième ranfj à partir du dividende, pour former les diviseurs ^les quotients ).
5°. Quand des centaines ou des mille, composés avec intermission (une colonne vide), divisent des nombres semblables (des centaines ou des initie), on place les dénominations clans les derniers di{]its(dans la colonne des unités).
Commentaire. — Ce chapitre a pour objet d’indiquer quel est le quotient dans chacune des divisions enseignées d ois les chapitres précédents. Il est très-obscur, parce que les pliras* s qui sc succèdent n’ont pas de liaison entre elles, et se rapportent à des opérations différentes % que l’auteur n’indique pas, et qu'il suppose que l’on connaît parfaitement.
, i°. Le premier paragraphe s’applique à la règle II, relative à la division d’un nombre
par un digit. Nous avons vu qu'on divise par dix ; il faut donc placer la dénomination du dividende à un rang après lui. On fait ensuite la somme de toutes ces dénominations pour former le quotient définitif.
Toutefois, quand l’opération conduit à de simples digils pour dividendes, on n’opère , plus par la méthode des différentes , parce qu’on ne pourrait plus diviser par dis; alors on • suit la règle du premier chapitre : on soustrait le diviseur du dividende; et autant de fois !«• diviseur se trouve dans le dividende, autant d’unités il faudra ajouter au quotient. C’est ce que rauteur exprime par oes mots : Et si in singulari bus pares dimoribus provencrint , totidem un dates calfcctinnibus aggregabis.
Le § 7 . se rapporte aux chapitres IV et V, où l’on a à diviser par des dizaines jointes a des unités, la» dénominations se prennent a parti bus , puisqu’on divise par , ou par 3 o, ou par 4o f etc., et Se placent au second rang, c’est-à-dire après le 'dividende, comme dans la division par undigit.
L’auteur ajoute que pour le dernier diviseur on prend l'unité pour Quotient.
Un exemple va faire comprendre cette réglç. Divisons 8t> par I r . La différence du plus petit diviseur est 3 , et l'on divisera par a, c’est-à-dire par ao. Le quotient de 8 par a est Le produit delà différence par 4 est ia. A ce nombre il faut ajouter les six unités du dividende; on a i8. On ne peut pas se servir de la melliode des différences pourdièiscr 18 par 17; cependant ou peut retrancher 1 7 une fois de 1 8, et il reste 1 . Le quotient total est donc 4 * 4 - 1 = 5 . Les 17 qu’on retranche de 18 sont ce que Gerbert appelle le dernier diviseur, lequel donne une unité pour quotient.
Il est clair qup quand on ne peut plusse servir de la méthode des différences, le diviseur ne peut pas être contenu plus d’une fois dans le dividende. Gir s’ü y éUÎt deux fois, le dividende serait plus grand que l’article immédiatement supérieur au diviseur, et alors on se servirait de la méthode des différences. Ainsi , quand la division est arrivée au point où la méthode des différences n’est plus applicable, on ne peut obtenir tout au plus que l’unité pour quotient. De sorte que la règle est exacte.
3 °. 1.0 § 3 sc rapporte aux chapitres V et IX , où l’on a à diviser des centaines par des dizaines jointes à des unités, ou des mille par des centaines jointes à des imités. Dans le premier
<as, on divise une centaine, et dans le second un mille; il faut donc multiplier le quotient obtenu par la dénomination du dividende, c’est-à-dire par le digit qui exprime combien on avait de centaines ou de mille à diviser. C’est ce que dit Gerbert en ces termes : Divisons prr denaminationrm latins dbidendi multiplicabuntur. Ici le mot divisons doit s’entendre du qw>tient , et non pas des diviseurs. L’auteur a voulu entendre par cette expression les diviseurs . le nombre de fois que les diviseurs sont compris dans le dividende.
4 °. Le §4 rapporte au chapitre III et à la première partie du chapitre VII. L’auteur dit que quand on divise par un diviseur des dizaines, il faut placer la dénomination du divi dende dans la troisième colonne à partir de celle où se trouve le dividende. Cela est juste , puisque l’on divise dans le fait par ioo. L’auteur ajoute * pour faire la somme des diviseurs ; ici diviseur signifie quotient.
Par exemple , si l’on a à diviser üoo par 3 o , Gerbert aurait dit que tioo contient so diviseurs (vingt fois le diviseur .
5 °. La règle du § 5 est évidente. Car si des centaines, par exemple, divisent «les centaines , il est clair que le quotient exprimera des unités. Ce paragraphe se rapporte aux ,
chapitres VI et VIII , et à la deuxième partie du chapitre VIL
Texte du Truite de Gerbert .
Constantin» suo Gcrbertm scolasticus (i).
Vis amicitiæ jpene impossibilia redigit ad possihilia. Nam quomodo rationes numéro runi Atari explicare contendereimis , nisi te adhortantc, n mi dulce solamen î I laque cuni aliquot lustra jam transierint , ex quo nec librum liée exercitium liaruni reruni liabucrimus, qtuvdam repetita mémorisé eisdem verbîs proferimus, qusrdam eisdem sententiis. Nec putet phi losophu» sine literis h*c alicui arti vcl sibi esse contraria. Quid enim dicct esse digitos, articulos, minuta, qui auditor inajorum dedignatur fore? Vult tainen videri solus scire, (juod mecum ignorât, ut ait Flacons? Quid ciim idem numenis modo simplex, modo composât», nune digitus, nunc constituatur ut articulas? Habes ergo, tulium diligens investigator, viam
,i) l’ai iromv ce Train 1 Ji' (îfibert dan* rtertf Ms». dont vu)«t l'imlkniiv'i : 4 Mm. do la Bib. rujalf/ n°*6fiao, • 89 «1 ancien fonds , et fonds de Baluz.r, «tondre, paquet 6. — M*. n° .ft de la Bib.
de Chartres; — M Sgt de la bib. de Rouen, — N° G. LWItl de U Bib. de l'abbayc de Saint-oLmmer.'in d«- Ralisbonne; — N° 38 dan Mu. de Scaltqer appartenant à la Bib. de l'université de Leyde — M*. 100*8-9) de la Bib. royale de Bruxelles ’
M. Boeckh dit qu’il en existe une copie dans la Bib. royale de Berlin. ^ Index lecmmun. . , per semestre* 1 nurum A. 184I , p. Il ) * •
On sait que ce Traite a été imprime dans le» rentres de ftêde «ou» le nom de cel auteur. ( Edition de* . Bâle, I. I* r , p. • -***>.) *
Le» catalogue» Je Mm. citent des outragea de Gerbert »ur l'arithmétique , dont plusieurs, provenant «le» Bib. de l’étau eide la reine Christine, *e trouvent actuellement dans la Vnticanc. Peut-, ire ne #»*n« ce. sou» des titras divers, que dus copie» de la lettre à Constantin, il serait utile d’en faire la vérification.
Les auteurs qui ont parle des écrit» do Gerbert l’ont toujours fait avec confusion, et souvent d’une ma niérc fautive. On s'est trompé aussi en lui attribuant des pièces qui oe lui appartienneiu pas, noUnum nt le Traité de Bernelinus qu'on trouva dans le Ms. 7193 de la Bib. royale, et un autre Traité qui commence par cos mots; « üoetori cl patri tbcosopho I. G. fitius, etc., ». dans le Ms. G. LWIII de l'abbayr de Saint- Lnimcran de Ratisbonne. . •
rat omis brevera quidem verbis, scil prolixain son tendis et ad collectionetn intervallorura et distrihutionem in .ulualibui geometrici radii sceunduin inclinationem et ercctionem et iu *|m rulationihus et lualibu* simili ditmnsioilis cwli et terne plena fuie comparalam
De simplici. ^
Si rnultiplicaveris singularem nunieruin per singularem, dabis tinirniqiie digito singula rem et otnni articulo decem, directe scilicet , et conversim.
Si singularem per decenitm, dabis unicuique digito decem et omni articulo centum.
Si singularem per centenum, dabis unicuique digito centum et articulo mille.
Si singularem per millemim, dabis digito mille et articulo decem nrillia
Si singularem per derenum rnillenum, dabis digito decem millia et articulo eentuiu mil lia.
Si singulareni per centenum millcnurn, dabis digito centum millia et articulo mille
• millia.
De deceno.
Si derenum per decenum, dabis digito centum, et articulo mille.
Si decenum per centenum, dabis digito mille et articulo decem millia.
Sidecenum per millenuni, dabis digito decem millia et articulo centum millia
Si deccnum per decenum mülenum, dabis digito centum millia et articule» mille millia
Si dcceniini |»er centenum mülenum, dabis digito mille millia et otiam unicuique arti ciilo dccies mille millia.
De eeoleno.
Si centenum per rentenum, dabis digito decem millia et articulo centum millia
Si rentenum per millenuni, dabis digito centum millia et articulo decics centena milita.
Si centenum per decenum rnillenum, dabis digito mille millia et articulo. dec*es raille millia.
Si centenum per centenum mülcmiui, dabis digito dccies mille millia et articulo centum mille millia.
De milleno.
Si milleniuii per millenuni, dabis digito dccies centena millia et articulo millies mille millia.
* Si rnillenum per decenum rnillenum, dabis digito decies mille millia et articulo centies mille millia.
Si utillenum per centenum, dabis digito cendes mille millia et articulo rendes millies mille millia.
De deceno milleno.
Si decenum millenuni per decenum rnillenum , dabis digito centies mille millia et articnlo mellies mille milita.
Si decenum millenuni f>er centenum rnillenum, dabis digito nnllies mille millia et articulo decies millies mille millia.
De centeno rmlleno.
Si rentenum millenum per centenum millenum, dabis digilo décries millies mille milita el artictillo eentics millies mille millia.
I. Quomodo dividatur singularis per singularera , vel decenus per dceenui», vel eentenus |w*r centenum, vel millcnus per millenum.
In partiüonc numerorum abaci, sicut se liahent singulares ad singulares, sic c|uodani modo habentsc deceni ad decenos, centeni ad centenos, millcni ad millenos; hoc modo : si volueris dividere singulares per singulares, vel decenum per decenum, vel centenum per cen tenum, vel millenum per millenum , secundum denoiuinationcm eorum singulares singula* ribus siihti'ahes. «
II. Quomodo singula ris sua quantité roetiatur decenos , centenos, millenos.
In partitione numerorum abari, sicut se hahent singulares ad decenos et centenos et millenos, sic se hahent deceni ad centenos et millenos, et centeni ad millenos et decenos millenos, et millcni ad ultra se composons, decenos millenos et centenos millenos; hoc modo : si volueris |>cr singularr m nmnerum dividere decenum, aut centenum, mit millenum, vel simul vel intermisse, differentiam divisons a singulari ad deeenum per iotegram denoniinationem dividendi nmitiplicàbis ; et artirulos quidem propria dénomination# et posita ditTen ntia diminues; digitos verodigitis aggregabis; et si articuli provenient, ut supra diminues nsqtie ad snlos digitos: et rnillenus quideiu hahebit artirulos in millenis, digitos in centenis; eentenus * artirulos in centenis, digitos in derenis ; deeenus artirulos in décents, digitos in singularihus. *
III. Quomodo metiatur decenus centenum aot millenum, vel eentenus millenum, vel ninlc-
nus ulteriores. • ' .•
Si volueris per decenum nmnerum dividere centenum vel millenum, aut per centenum, millenum vel ulteriores , aut per millenum, sequentes, differentiam divisons quasi singularis ad decenum per integram denoniinationem dividendi multiplicabis , id <*st per voeahuhi singularis ac deeeni ; artirulos ae digitos diminues usque ad extremuna divisorem, sicut fiebàt in singularihus qurm libet nuiuemiu dividentihus-
IV. Quomodo singulares' jwirti deceni» metiantur decenos, centenos, millenos, vel simili,
vel i nt erra issc.
Si volueris per composituni decenum «min singulari dividere vel simplieem deeenum, vel cum singulari composition, considéra quotam partem divisons tencat singularis - nam sccundus singularis habet rationem ad sccundas dividendi, tertius ad tertia», quartus ad quartas, quintus ad quintas, et deinreps; id c?st, differentia a singulari 'divisons ad decenum multiplicabitur per denominationein secundarum , tertiarum, quartarum : Quod vero exuperat secundas, tertias, quartas, quintas aggregabis: et si multipliciores sunt divisore , eadem régula diminucnlur. Simili ter vero et singulares conipositi ad dividendum aggregabuntur.
Et in eentenis et milleni» idem faciès , id est, aient unum centemim vel millenum dissipabis in sodé denarii ae eentenarii, de proposito dividende, sir reliqnos singillatim tlissi^. niai qund unum eentenum vel millenum in espteros dissipa bis , guod in uno non evenit deceno; et articuli quidcin ab uno centeno vel niilleno secundabuntur; a pluribus dividende runt obtinebunt sedes.
V. Item alia divisio centeni vel milleni , et dcinceps, per cosdeni divisores.
. Si volueris dividerc eentenum vel millenum , et deineeps , per deeenum cum singulan compositum, primum eentenum veluli supra divides, sumpta differentia divisons a singulan ad deeenum: et quod superaverit per denominationem propos! ti centeni miiltiplieahis. Et si singularis centcno ad compositionem additur, aut decenus cum singulari, diminues, vel aggregabis , queiuadmodum superius dietum est in deccnis et singularibtis. Et primi quidem arlieuli sutlt in suinina dividende proxima ac minore ; augmentati vero in Articulos alios di videndorum obtinent sedes.
VI. Quomodo deceni juneti eentenis, vel centeni inillenis, metiantur ceutenos atif millenos
aut ulteriores.
Si volueris per compositum eentenum cum deetno , vel per compositum millenum cum reoteno dividere aut eentenum aut luilleuimi, considéra quotain parlent divisons teneat decenus, vel contenus, vel milieu us ; et per denorainationenr eamm partimn multiplie? differentiam divisons, sicut faciebas in singularibus junctis cum deccnis.
Vil. Item alia divisio centeni vel milleni , et deinceps . per eosdem compositos divisores et
por simplices.
Si volueris dividere eentenum vel millenum, per deeenum; aut millenum per cen teniiui , sûmes differeutiam divisons, seeunduoi radonem singularium ad deeenum, et multi plicabis , aut per totnm denominationem dividendi , si simplex devenus, vel contenus divisor est ; vel per secondas, vel per tertias, vel per quartas, per quintas, si coiupositus est habita videlicèt radone, quam parient compositi divisons teneat deeenus vel cent en us.
VIII Ûunmodn, uno tnedio numerorupi intermisso, juneti duo extremi cæteros metiantiii.
Si volueris di'ider»* eentenum vel millenum pei compositum eentenum vel millenum , uno intermisso, unum di videndorum sûmes ad minuta componenda, et maximum divisorem reliqua- parti cnmparabiv Et si qoid abundaverit . relinmtcndis repones. Minutum autem per denominationem ejus per quevn divisor coæquatur dividende, multiplicabis. Et in digitis quidem perfecta ponetur differentia : ante articules vero altéra differentia, tino minus, quasi rabotiem habens ad jnxta jtositos, quuirt sunt digiti et articuli. Nam solus ardcultis, id est sine digitis, intégrant sibi proponit difTerentiam. Solus digitus intégrant siqtponit : et tuni quum solus est digitus, ei qui ad minuta componenda seclusits est differentia integra secundabittir. Et ha» quidem differentia 1 , et si cpiis forte a maxinio divisorc serlnsus est, si* gnificabunt quod relinquiturex dividendi».
V1III. Quomodo contenus cum si n pu la ri metiatur miilenum et ulteriores, vel millenus cimi decenis deccnos millenos et ulteriores.
Si vol uc ris dividore miilenum vel ulteriores , per centenum cuni singulari cemposilum , unum millenum in centenos dissipabis; et rursus unum centenum ad minuta romponenda secludes, et maximum divisorem reliquw parti romperabis. Et si qtiid secliidetur, reünquendis repones. Minutum autem, ut in superiori capitulo, multiplicabis, reliquaqtte omnia vol* quse secludunlur vel qtia pro différentes adhibenttir, ordinabis. Rursnsque easdem diiTermtias, ac si qui forte seclusi sunt, per denominatinneni propos, t. dividenfli nutltiplirahiv Àc iterum eadem régula deduces, usque ad extremas difforentias- Et in millenis divisoribus cum decenis ad deceno» millenos et ulteriores quasi eandem ipsant rationem servabîs.
Quoi div isoles sint in quolibet dividende.
i i # ). Si volueris rn.sse quoi divisores sint in quolibet dividende, articules a qnibm de nomination* 1 » fiunt multiplic.itionis secundabis ad digitos: et, si augmente connu articoii
provenient, reflectes ad articules, bH si in
f« kl
donibus
singularité*' |w»res divismibn> provenerint , fol idem imitâtes Yollreüo
aggregab» i * s"' * • * #l 4**^
Igitur et in deUominaliombiis a toto. , . jjpjrV ^ »*• , * ^ *
( 2 "). Et a partihus, qti:«* sunt a second is , et tertii* , «t qu.irtis, ét deinceps, aemodum eandem rationem. Pn> extrenio divisore unitatem constitues. ■* ^
{3“). El sicut in oentenis et millenis, quod ah une exuperat per ^enominationem loties somma- multiplicatnr, sir diviser*^ per denominatinnem toi i us dividende imdlipli-4 cabuntur : sed in ips» tantum modo centeuis et millenis.
(4°V Simplex deceniis divisqi renteni, vel milleni et ultra conqiûtilorum , demni.nu tiones mittif ad tertias , id est ad teitinm Incuta ab eo quem dividit, sciliccl in coïlicendis diviviribixs. .,jÀ * V» t.
Centenns vel millenus divisons sui , et compositi une relit to , dénommai mues soins mit-
tnnt ad extremos digitos.
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