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AVANT-PROPOS
Ce deuxième volume diffère du premier par ta mdure des additions et la manière dont elles ont été introduites dans l'ouvrage.
M. Freund avait bien voulu ajouter à la fm du tome I quelques notes complémentaires.
M. de Montessus connu par ses beaux travaux mathématiques, a bien voulu se charger d'enrichir le second volume de notes intéressantes, qui seront certainement appréciées par le lecteur.
A l encontre de ce qui avcdt été fait par M. Freund pour le premier volume et par M. G. Loria pour l'édition italienne de cet ouvrage, les notes de M. de Montessus ont été interccdées dans le texte. Des astérisques les mettent en évi-
dence.
Ces notes se rapportent surtout aux mathématiciens décédés. Si parfois M. de Montessus parle des nmthématiciens vivants, c est seulement pour faire connaître les développements quils ont cqiportésàlœuvre de leurs devcmciers.
LA VIE ET LES TRAVAUX D'ISAAG NE"WTON
Aux savants ^dont il a été question dans le dernier chapitre, revient l'honneur d'avoir posé les fondements des mathématiques modernes.
Homme d'im extraordinaire génie, Newton parvint en quelques années à perfectionner considérablement les méthodes inventées par ses devanciers, à en créer de nouvelles, et à faire progresser chacune des branches des mathématiques étudiées de son temps.
Contemporain et ami de Wallis, d'Huyghens et de plusieurs autres savants mentionnés dans le chapitre précédent, il fit la plupart de ses découvertes entre les années iG65 et 1686 mais ne les publia dans leur ensemble — tout au moins sous forme de livre — que postérieurement à cette dernière date.
Ses écrits eurent pendant un siècle l'influence la plus considé-
(') La vie et les œuvres de Newton sont exposées dans l'ouvrage The memoirs 0/ Newton de D. Brewster (Edimbourg, 1860, 2 vol). Une édition en 5 volumes des Œuvres de Newton a été publiée par S. Housley (Londres, 1779-85) ; G. J, Gray en fait le résumé bibliographique (Cambridge 1888). Voir aussi le catalogue delà collection Portsmoulh des écrits de Newton (Cambridge, 1888). On peut encore consulter l'ouvrage de W. Rouse Ball Essay on thc cjencsis, contents and history of Newtons Principia (Londres, 1893).
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rable sur le mouvement scicnlifique, tant sur le continent qu'en Angleterre. C'est pour ce motif que nous lui donnerons une place d'honneur dans cet ouvrage et que nous étudierons son œuvre avec quelque détail.
Jsaac Newton naquit dans le Lincolnshire. près de Granlham, le 25 décembre i()'|2 ; il mourut à Kensington. village aujourd'hui englobé dans Londres, le r>o mars 1727. 11 fit ses études à Cambridge, au Trinit^-College, de 1661 à 16C9 et y professa de 1669 à 1(190, produisant durant celle période la totalité de ses travaux mathématiques. 11 représenta à partir de 1688 l'Université de Cambridge au Parlement. Un de ses anciens élèves, Charles Montagne, depuis lord Halifax, le fil nommer en 1G93, inspecteur de la Monnaie ; il en obtint la direction en 1 699, ce qui était imc charge considérable, et en cette même année il devint associé correspondant de l'Académie des Sciences de Paris. En 1703, la Société Royale réleva à la dignité de président. New ton vécut à Londres de 1G9G jusqu'à l'année de sa mort.
On ne le crut pas destiné à vivre, car il était né avant terme, comme Kepler. Sa mère, veuve avant sa naissance, se remaria lorsqu'il était dans sa troisième année et le confia à sa grand'mère. Son intention était de lui faire exploiter la ferme que son père lui avait laissée.
Dès qu'il eut atteint sa douzième année, on l'envoya à l'école à Granlham 011 sa vive intelligence et ses dispositions marquées pour la mécanique attirèrent bientôt l'attention de ses maîtres.
Comme exemple de l'ingéniosité précoce dont il faisait preuve, on ci le ce fait qu'il construisit alors une horloge hydraulique, marquant l'heure de façon très exacte pour son temps.
En i656, il revint à la maison paternelle oii il devait apprendre sous la direction d'un vieux serviteur de la famille, à gérer ses biens ; mais ses dispositions naturelles le portant bien plus à résoudre des problèmes, à faire des expériences de physique, à imaginer des appareils mécaniques qu'à s'occuper des travaux des champs, sa mère prit la sage détermination de l'envoyer, sur le
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•conseil de l'un de ses oncles, poursuivre ses études au Trinity- College. à Cambridge.
Ne^Yton entra donc en 1661 au Trinity-College et, là, il se sentit enfin dans un milieu favorable au développement de ses facultés. Cependant, comme il avait peu de goût pour la société et pour toute occupation ne se rattachant pas aux études scientifiques, il redoutait la turbulence de ses camarades et s'en plaignait à ses amis. Il a tenu, fort heureusement, un journal de ses occupations et nous pouvons ainsi nous faire une idée exacte du haut enseignement donné à cette époque dans les universités anglaises.
Avant son arrivé à Cambridge, il n'avait lu aucun ouvrage de mathématiques ; mais il connaissait la « Logic » de Sanderson, qui servait alors d'introduction ordinaire à l'étude des sciences exactes. Au commencement de son premier semestre, en octobre, il lui arriva de se rendre en flânant à la foire de Stourbridge et d'y trouver un traité d'astrologie, qu'il ne put comprendre, car il ne connaissait ni la géométrie, ni la trigonométrie. Il eut ainsi l'idée de se procurer un Euclide et constata avec surprise que les propositions de cet ouvrage lui paraissaient presque évidentes. Il lut ensuite le Clavis d'Oughlred et la Gcométrie de Descartes, mais il paraît qu'il €ut quelque difficulté à comprendre ce dernier ouvrage.
Le plaisir qu'il ressentit en venant à bout de ces premières études le confirma dans son intention de se consacrer à l'étude des mathématiques et il passa à VOptiqiic de Kepler, aux œuvres de Yiète, siuxMiscellanea de Van Schooten, et à Y Arithmetica Injînitonim de Wallis. Entre temps, il suivait à l'Université les cours de BarroAv.
Relisant plus tard Euclide avec attention, il se fit une haute idée de cet ouvrage d'enseignement et il lui arrivait d'exprimer ses regrets de ne s'être pas adonné à l'étude de la géométrie avant d'aborder l'analyse algébrique.
Il existe un manuscrit du journal de Newton, daté du 28 mai i665, année où il prit le grade de bachelier -ès-arts; c'est le plus ancien des documents tendant à prouver qu'il inventa le calcul des fluxions. C'est à peu près à la même é]3oque qu'il découvrit le Théorème du binôme (').
(') Voir plus loin.
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Par suilc d'une épidémie, le collège fut fermé pendant une iiarlie des années iGOj et 16GG et, à celte époque, Ne\N ton passa plusieurs mois dans sa famille. Ce fut une période de brillantes découvertes.
C'est alors qu'il eut la conception des principes fondamentaux de la gravitation, découverte qui eût sufli à l'immortaliser, et qu'il perfectionna sa méthode des fluxions; dans un manuscrit daté du iC) novembre iG65, il employait les fluxions à la détermination de la tangente et du rayon de courbure en un point quelconque d'une combe et, en octobre i6G5 il les appliquait à plusieurs problèmes relatifs à la théorie des équations. NcAvton communiqua ces résultats à ses amis et à ses élèves dès l'année iGGr)*, il y revint plus tard, mais il ne les imprima que plusieurs années après.
A la même époque, il imagina des instruments cai)ables de polir des lentilles ayant des formes spéciales autres que la forme sphérique ; et peut-être même commença-t-il alors ses études célèbres sur la décomposition de la lumière solaire.
La plus grande de ses découvertes est la loi de la gravitation universelle.
* La loi de la gravitation universelle s'exprime par la formule
/• p miiii
où C est un coefficient constant; m. in^ sont les masses des deux corps, /' leur distance, /la force attractive qu'ils exercent l'un sur l'autre. 11 est vraisemblable que NcAvton ne connut pas de façon bien approchée la valeur de C. Le calcul de C suppose en effet la connaissance du rayon cl de la densité moyenne de la Terre, nombres que ne connaissait pas Newton. C'est ù peu de chose près la quinze-millionième partie du milligramme. En d'autres termes, deux masses égales à un gramme placées à i centimètre l'une de l'autre s'attirent mutuellement avec une force qui est environ la quinze-millionième partie seulement d'un milligramme. *
Laissons de côté les détails et ne prenons que les chiiVrcs ronds, il semble bien que son raisonnement pour arriver au principe de la
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gravitation était le suivant. // supposait que la force qui relient la lune dans son orbite était la mcnic que la qravitc terrestre. Voici comment il procédait pour vérifier cette hypothèse. Il savait qu'une pierre abandonnée à elle-même, dans le voisinage de la surface de la terre, parcourt sons l'influence de l'attraction terrestre, (c'est-àdire de son poids) une distance de lo pieds par seconde. L'orbite lunaire est sensiblement un cercle dont la terre est le centre. En la considérant comme telle, il pouvait calculer la longueur du chemin parcouru par la lune, connaissant sa distance à la terre ; sachant aussi que la lune décrit son orbite dans l'espace d'un mois, il lui était facile de déterminer la vitesse de cet astre en un point quelconque de sa course, tel que M. Il pouvait alors calculer la longueur MT du chemin parcouru dans l'espace d'une seconde par la lune supposée soustraite à l'influence de l'attraction terrestre. Or, à la fin de cette seconde, sa position réelle étant M', il en résultait que, dans l'espace d'une seconde, l'attraction terrestre déplaçait la lune de la distance TM' (en supposant constante la di- pig. i.
rection suivant laquelle agissait la
terre . Newton, qui partageait les idées de plusieurs physiciens de l'époque, admettait, d'après la 3" loi de Kepler, que l'attraction exercée par la terre sur un corps devait décroître à mesure que le corps s'éloignait, et qu'elle variait en raison inverse du carré de la distance au centre de la terre ('). Si donc cette loi était vraie et si la gravitation était la seule force faisant décrire à la lune son orbite, le rapport de la distance TM' à lo pieds devait être égal à rinverse du rapport existant entre le carré de la distance de la lune au centre de la terre et le carré du rayon de la terre. En 167g, lorsque Newton reprit ses recherches, il trouva pour la longueur de la distance ÏM' une valeur en concordance avec l'hypothèse d'oii il était parti, et la vérification était dès lors complète. Mais en 166G, l'estimation usuelle de la distance à la lune n'était pas exacte, et
(') Nous donnerons plus loin, le raisonnement conduisant à ce résultat.
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lorsqu'il fit ses calculs, il trouva que la valeur de TM' était moindre-
d'environ o que celle qu'il aurait dû obtenir.
Cette dilTt'rcnce ne paraît guère avoir change la conviction oii il était que l'cllct de la gravité s'étendait jusqu'à la lune et qu'elle agissait en raison inverse du carré de la distance ; mais suivant les notes laissées parAVhislon, cl relatives à une conversation qu'il eut avec iNeAvton, il semblerait qu'il en ait conclu que d'autres forces — probablement les tourbillons de Descartes — faisaient sentir leur action sur la lune en même temps que la gravité. Ce fait est confirmé par le récit que nous a laissé Pemberlon desrcclicrches de Newton. Il semble d'ailleurs que Newton croyait déjà d'une façon absolue, à la vérité du principe de la gravitation universelle, c'est-à-dire que tous les points de la matière s'attirent mutuellement, et qu'il soupçonnait que cette attraction était directement proportionnelle au produit des masses des points en présence, et inversement proportionnelle au carré de leur distance ; mais il est certain qu'il ne se rendait pas compte alors de ce que pouvait être l'attraction d'une masse spliérique sur un point extérieur quelconque, et vraisemblablement il ne pensait pas qu'un point matériel était attiré par la terre comme si toute la masse de cette dernière était concentrée en son centre.
* C'est le propre des grands hommes d'être défigurés par leurs admirateurs. Aristote l'a été par les diseurs de bonne aventure du moyen-âge et Newton par les physiciens qui ont imaginé F a actio in distans ».
New ton avait découvert que les mouvements des corps célestes et la chute des corps à la surface de la Terre avaient lieu comme si tous les corps s'attiraient mutuellement avec une force exprimée par la formule
Il ne chercha pas à déterminer les causes de l'existence de cette force ; son assertion hypothèses non fingo, le prouve.
Côtes, élève de NcAvton, employa le premier le mot mallicuroux d''( aclio in distans » dans la préface de la deuxième édition des
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Principes (Cf. infra) que Newton ne lut point avant son impression ; dès lors, Vaclion à distance , bien qu'inexplicable, fut admise par les physiciens comme une réalité, jusqu'au jour où Faraday, revenant à l'idée propre de Newton, montra, qu'en vertu de l'impossibilité d'admettre qu'un corps puisse produire une force dans un endroit où il ne se trouve pas, la loi de la gravitation devait être regardée comme purement descriptive. *
A son retour à Cambridge en 1667, Newton fut agrégé au collège et y résida alors de façon permanente. Au commencement de l'année 1669, ou peut être en 1668, il fit pour Barrow une révision des cours de ce professeur. On sait que Newton a écrit la fin de la quatorzième leçon, mais il n'est pas possible aujourd'hui de déterminer ce qui lui revient en propre dans les autres. Aussitôt ce travail terminé, Barz'ow et CoUins l'engagèrent à préparer avec des notes additionnelles une traduction de ['Algèbre de Kinckhuysen ; il y consentit, mais à la condition de garder l'anonymat. 11 commença aussi, en 1670, un exposé systématique de son analyse par les séries infinies. 11 voulait donner l'expression de l'ordonnée d'une courbe au moyen d'une série algébrique infinie dont chaque terme pouvait s'intégrer par la règle de Wallis ; il avait communiqué dès 1669, les résultats auxquels il était arrivé à Barrow, à CoUins et à d'autres. Ce travail ne fut jamais terminé : l'ouvrage incomplet a été publié en 1711; mais dès 1704, il avait été donné en substance, comme appendice, à son (( Optique ». C'est pendant ses heures de loisirs que Newton produisait ses travaux ; la majeure partie de son temps, durant ces deux années, était consacrée à des recherches sur l'Optique.
Au mois d'octobre 1669, Barrow abandonna en faveur de Newton la chaire « Lfica^s/an » , dont il était titulaire au Trinity Collège. Désormais, Newton entrait dans la carrière du professorat. Pendant de longues années, il devait faire à ses auditeurs un cours semestriel d'une leçon par semaine, durant une demi-heure ou une heure à peu près.
Son cours comprenait 9 ou 10 leçons commençant chacune à l'endroit où s'était arrêtée la précédente.
Il dictait probablement de telle sorte que ses auditeurs puissent
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aisément prendre les notes nrccssaires, car jamais il ne reprenait les sujets déjà traités. Chaque semaine, il consacrait 4 heures aux étudiants désireux de discuter avec lui.
On a conservé les manuscrit des cours qu'il professa pendant les 17 premières années de sa carrière.
Lorsque iSeAvton fut agréé à la chaire Liicasian, il prit ro[)tique comme sujet de ses leçons et de ses recherches, et se borna à enseigner cette branche de la physique pendant les années 16G9, 1670 et 1671. Dès avant 1G69, il avait découvert que le prisme décomposait la lumière blanche en rayons de différentes couleurs. Il tira de ce phénomène une théorie remarquable de l'arc-en-ciel.
Les principaux résultats, inconnus jusqu'alors, auxquels il parvint, ont été exposés dans un mémoire communiqué en février 1672 à la Société Royale et furent publiés, par la suite, dans les (( Philosopliical Transactions ». Le manuscrit de ses leçons originales a été publié en 1729 sous le ùlre Lee liones Opiicœ. Cet ouvrage est divisé en deux livres dont le premier comprend quatre sections et le second cinq. Dans la première section du premier livre, il expose le phénomène de la décomposition de la lumière solaire au moyen d'un prisme, comme conséquence de l'inégale réfrangibilité des rayons qui la composent, et il fait la description de ses expériences. La deuxième section contient l'exposition de la méthode qu'il avait imaginée pour déterminer les indices de réfraction des différents corps. Il y arrive en faisant passer un rayon à travers un prisme constitué par la substance dont il cherche l'indice, de telle sorte que la déviation soit minimum ; il démontre qu'en désignant par / l'angle du prisme et par 0 la déviation du rayon, l'indice de réfraction est donné par l'expression
sm - i + 0) cosec /.
La troisième section traite des réfractions produites par les surfaces planes ; il montre que si un rayon traverse un prisme avec le minimum de déviation, l'angle d'incidence est égal à l'angle de sortie ; presque toute cette partie est consacrée à des solutions géométriques de différents problèmes. La quatrième section contient la discussion de la réfraction sur les surfaces courbes.
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Le second livre expose sa théorie des couleurs et de l'arc-enciel.
Un curieux concours de circonstances lit que Newton ne parvint pas à corriger l'aberration chromatique de deux couleurs au moyen d'un couple de prismes. Il abandonna dès lors l'espoir d'imaginer un télescope à réfraction qui aurait été achromatique ; pour le remplacer, il proposa un télescope réflecteur, probablement d'après le modèle de celui qu'il avait déjà construit en 1G6S, mais de dimensions moindres. Il lui donna la forme bien connue de l'instrument qui porte son nom, et dont l'idée lui avait été naturellement suggérée par le télescope de Grégory. En 1672, il inventa un microscope réflecteur, et, quelques années plus tard, le sextant qui fut découvert à nouveau en 1781 par J. Hadley.
De 1673 à i683^ son cours eut pour objet l'algèbre et la théorie des équations, nous en parlons plus loin ; mais durant ces quelques années, une grande partie de son temps fut consacrée à d'autres recherches. jNous devons faire remarquer que Newton s'est occupé pendant son existence, au moins autant de chimie et de théologie que de mathématiques, mais ses travaux sur ces sujets ne présentent pas suffisamment d'intérêt pour être étudiés ici. Sa théorie des couleurs et les conséquences qu'il tirait de ses expériences en optique furent attaquées avec une grande violence par Pardies en France, Linus et Lucas à Liège, Hooke en Angleterre et Huyghens à Paris ; mais ses adversaires furent finalement confondus. La correspondance que Newton entretint à ce sujet occupa à peu près tous ses loisirs de 1672 à 1670, et lui fut extrêmement pénible. Dans une de ses lettres en date du 9 décembre 1670, il s'exprime ainsi : « J'ai été tellement tourmenté avec les discussions relatives à ma théorie de la lumière que je me suis durement reproché d'avoir commis l'imprudence d'abandonner un bien aussi grand que le repos pour courir après une ombre. » Il écrivait encore le 18 novembre 1676 : « Je vois que je me suis rendu l'esclave de la physique, mais si je parviens à en finir avec le travail de H. Linus, je me propose résolument de lui dire un éternel adieu. Si je la cultive, ce sera pour mon propre plaisir ou dans le dessein que mes découvertes ne paraissent qu'après ma mort ; car je crois qu'un homme doit se résoudre à ne rien publier de ses idées nouvelles ou à se résigner à devenir esclave en les défendant. » Un des traits
distinctifs du caractère de >Je\\ ton était la répugnance déraisonnable qu'il éprouvait à voir ses conclusions mises en doute, ou à se trouver engagé dans une correspondance à leur sujet.
Une question qui intéressait profondément Newton était de savoir comment les ctlcts de la lumière se produisaient réellement et vers la fin de iGyô il avait mis en avant la théorie corpusculaire ou de l'émission — théorie à laquelle il avait été probablement conduit par ses recherches sur le [)rohlèmc de l'attraction. On a expliqué de trois manières dilVérenles la production de la lumière : Les uns (tels que les philosophes grecs) admettaient que l'œil émet quelque chose qui sent l'objet, si on peut ainsi parler ; d'autres, ce sont les partisans de la théorie de l'émission, pensaient que l'objet perçu envoie quelque chose qui frappe ou qui alTecte l'œil ; d'autres enfin comme Hooke et Huyghens croyaient qu'il existe entre l'œil et l'objet un certain milieu, et que l'objet peut provoquer dans la forme ou la manière d'être de ce milieu des changements qui impressionnent ra-il, et qu'ils ont nommés ondulations. Il nous suffira de dire ici que les mathématiciens des xvii*" et xviii" siècles ont dû expliquer, tant avec l'une qu'avec l'autre de ces deux dernières théories, les phénomènes de l'optique géométrique, tels que la réflexion, la réfraction, etc.
Au début du xix'' siècle, les physiciens ont imaginé des expériences propres à décider en faveur de lune des deux théories, telle la mesure de la vitesse de propagation de la lumière dans l'eau qui, d'après la théorie de l'émission devait être plus grande que dans l'air, tandis que, d'après la théorie des ondulations, elle devait être moindre.
Dans toutes ces expériences, les résultats se montrèrent conformes à ceux que prévoyait la théorie des ondulations et en désaccord avec ceux que nécessitait la théorie de l'émission. L'hypothèse de Newton fut dès lors rejetée. Il est juste de dire que c'est grâce aux travaux de Fresnel que la théorie des interférences parvint à prendre le pas sur la théorie de l'émission, malgré que les propriétés que les phénomènes ondulatoires supposent au milieu intermédiaire, l'éther, fussent en contradiction les unes avec les autres.
Il faut remarquer que Newton n'exprime nulle part cette opinion' que la Ihéoric de l'émission est vraie, mais qu'il la présente cons-
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tamment comme une hypothèse permettant de prévoir certains faits. Bien plus, il semblerait que la théorie des ondes lui parût préférable, et qu'il ne la rejeta qu'en raison de la difficulté qu'il éprouvait à expliquer avec son concours le phénomène de la dillraction : deux siècles plus tard seulement, Fresnel devait vaincre cette difficulté.
La théorie de Newton fut exposée dans des mémoires communiqués en décembre 1670 à la Société Royale et reproduite en substance dans son Traité d'Optique, publié en 1704. Dans ce dernier ouvrage, il expose de façon détaillée ses théories de la réfrangibilité, de la transparence et des phénomènes lumineux que présentent les lames minces. Il y ajoute (Livre III, part, fx) une explication de la coloration des lames épaisses et (Livre II) des observations sur la diffraction.
*0n peut dire que la science, comme l'histoire, est un perpétuel recommencement.
Des travaux sensationnels tendent depuis quelques années à faire revivre la théorie de l'émission .
II semble bien avéré que tout corps, quel qu'il soit, est formé d'atomes, chargés d'électricité positive, et de corpuscules, chargés d'électricité négative, circulant autour des atomes. Les atomes ainsi définis ont été appelés ions et les corpuscules électrons.
La masse de l'électron parait être extrêmement faible ; elle ne dépasserait pas 10^-' gramme; ses dimensions, io~^^ ou lo"''" centimètre, font qu'il est au centimètre ce que le centimètre est à 10 fois la distance de la Terre au Soleil. Enfin sa distance à l'atome (ion) autour duquel il circule, est évaluée à io~^ centimètre.
L'atome, lui, est de dimensions relatives beaucoup plus grandes ; aussi bien, on a pu comparer l'atome et les électrons qui circulent autour de lui au système du soleil et des planètes, encore que le rapport de l'atome à l'électron (rapport d'une église de 60 mètres de long, 3o mètres de large et i5 mètres de hauteur à celui d'un
des points de j de millimètre de diamètre figurés dans cette page) dépasse considérablement celui du Soleil à la Terre.
Les particules lancées par la cathode d'un tube de Crookes ne seraient autres que des électrons, séparés de leurs atomes, et se-
mouvant à l'énorme -vilcsse cle3oooo kilomètres à la seconde, loo fois plus vite que les étoiles douces du mouvement propre le plus rapide, mille fois ])lus vite que la Terre dans son mouvement autour du Soleil.
Il ne s'agit point là d'êtres de raison créés de toutes pièces par la théorie, car l'étude spectroscopiquc de l'arc voltaïque, combinée avec l'observation de l'usure des électrodes, révèle un transport cITectif de matière aux dépens de ceux-ci. De plus, M. Rowland a montré que, conformément à une idée émise par M. Lorcntz, les mouvements des ions peuvent être regardés comme la cause des mouvements électriques.
Yoilà donc que Tincessant bombardement d'ions qui aurait lieu dans l'Univers tout entier ressuscite la théorie de l'émission ! sous une forme nouvelle et diflerentc, il est vrai, et avec l'obligation de concilier cette notion avec celle de l'oscillation périodique qui avait échappé à NcAvton et dont la réalité est incontestable. Comment se fera cette conciliation ? C'est le secret de l'avenir ('). *
Deux lettres écrites par^^e^vton en 1676 sont suffisamment intéressantes pour que nous y fassions allusion ici. Leibnitz, qui avait séjourné à Londres en 1G73, avait communiqué à la Société Royale quelques résultats qu'il croyait nouveaux, mais qui, ainsi qu'on le lui fit observer, avaient déjà été établis par Newton. Ce fait donna lieu à une correspondance avec Oldenburg, le secrétaire de la Société. En 167.^1, Leibnitz annonça qu'il possédait « des méthodes analytiques générales reposant sur les séries infinies » . En réponse, Oldenburg lui fit connaître que Newton et Gregory avaient fait usage de séries semblables dans leurs travaux. Répondant à son tour à une demande de renseignements. Newton écrivait le i3 juin 1676 en donnant un bref exposé de sa méthode, mais en ajoutant son théorème du binôme et le développement de arcsina; en série ; de ce dernier, il déduisait celui de sin *-, ce qui semble être le plus ancien exemple connu d'une inversion de séries. Il donnait aussi la formule permettant d'exprimer un arc d'ellipse au moy^n d'une série infinie.
Leibnitz écrivit le r?7 août pour demander des détails complémen-
(') Pour une première ('tudc de ces questions, voir Science et Apologétique, par A. DE Lapp.viient et les I-Jleclrons, par Sir Oi.iviEn Lodge.
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laires, et NeAvton, dans une longue mais intéressante réponse, datée du ^4 octobre 1G7G et envoyée par l'intermédiaire d'Oldenburg,. exposa de quelle façon il avait été conduit à certains de ses résultats.
Dans celte lettre, Newton commençait par dire qu'il avait employé à la fois trois méthodes pour obtenir ses développements en séries. Il était parvenu à la première en étudiant la méthode d'interpolation à l'aide de laquelle AA allis avait trouvé les expressions de l'aire d'un cercle et d'une hyperbole. Ainsi, en considérant les séries correspondant aux expressions
il déduisait par interpolations la loi qui lie les coefficients successifs dans les développements de
et il obtenait alors, par analogie, l'expression du terme général dans le développement d'un binôme, c'est-à-dire le théorème du binôme. Il dit qu'il procéda à une vérification en formant le carré
du développement de (i — x) 2 qui se réduisit à i — a;^, etil opéra
de la même manière avec d'autres développements. Il vérifia
ensuite le théorème pour i — x-)^ en extrayant, more arithinetico, la racine carrée de i — x'K II employa également les séries pour déterminer les aires du cercle et de l'hyperbole en séries infinies, et il trouva que les résultats étaient les mêmes que ceux auxquels il était arrivé par une autre voie.
* Il est avéré, et c'est une constatation digne de remarque, que la plupart des mathématiciens ont découvert les propositions que leur ont été suggérées par l'examen attentif de cas particuliers aisément accessibles. C'est qu'il est bien plus aisé de généraliser un résultat acquis que d'apercevoir une proportion nouvelle, fùt-elle des plus simples. Halphen reprochait même aux généralisations faciles, aux généralisations sans objet, d'encombrer inutilement la science *.
Ce résultat une fois obtenu. Newton laissa de côté la méthode d'interpolation et employa son théorème du binôme pour exprimer
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(quand cela t'Liit possible) l'ordonace d'une courbe par une série infinie ordonnée suivant les puissances croissantes de l'abscisse, et il obtint ainsi, par la mélbode de A\ allis, des expressions en séries infinies pour les aires et les arcs de courbes de la manière qui est décrite dans l'appendice à son Traite d'Optique et à son De Analysi par Efjuationes Numéro Terininoruin Infinitas ('). Il signale qu'il avait employé cette seconde métliode avant les années 1660-66 et il continue en disant qu'il fut alors obligé de quitter Cambridge, et que par la suite (probablement à son retour à Cambridge) il abandonna ses premières idées : il s'était aperçu que ISicolas Mcrcalor avait déjà fait usage de certaines d'entre elle dans son ouvrage Lofjarihmolechnica, publié en 166S ; et il supposait que les autres avaient été ou seraient trouvées avant qu'il AU luimême prêta publier ses découvertes.
iSewlon explique ensuite qu'il était encore en possession d'une troisième méthode dont il avait (dit-il) envoyé vers 1669 un exposé à BarroAv et Collins avec des exemples d'applications aux aires, à la rectification, à la cubature, etc. C'était la méthode des fluxions ; mais Newton n'en fait pas l'exposition dans cette lettre, bien qu'il ajoute quelques exemples concernant son emploi. Le premier est relatif à la quadrature delà courbe représentée par l'équation
y = ax'" (6 -h ex")''
qui, dit-il. peut-être efl'ectuée comme étant la somme de /« + i
n termes, si représente un entier positif, el qui, dans le cas
contraire, ne peut pas être obtenue, si ce n'est sous la forme d'une série infinie (-). Il donne aussi une liste d'autres expressions pouvant être immédiatement intégrées et dont les principales sont :
^mn-i Cq ^ fcjr;n) 2 ; c -f- d. rr")-' , x'"" " " -'(a -h tx" ) (c -i- f/.r") ~ ^ ^
(') Voir plus bas.
(^) Cela n'est pas exact, l'intcgralion est possible si p -(- ^ "^ i est un entier.
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m étant un nombre entier positif et n un nombre quelconque. Enfin, il indique que l'aire approchée d'une courbe quelconque peut être aisément déterminée ; nous décrirons la méthode d'interpolation de NeAvton en analysant sa Methodus DiJJerentialis.
A la fin de sa lettre, Newton fait allusion à la solution du « problème inverse des tangentes » sujet sur lequel Leibnitz avait demandé des explications. Il donne des formules pour l'inversion d'une série quelconque, en ajoutant qu'indépendamment de ces formules, il possède deux méthodes pour résoudre les questions de ce genre, mais que pour le moment il ne veut s'expliquer qu'au moyen de l'anagramme que voici : « Una methodus consistit in extractione fluentis quantitatis ex jequatione simul involvente fluxionem ejus : altéra tantum in assumptione seriei pro quantitate qualibet incognita ex qua caetera commode derivari possunt, et in collatione terminorum homologorum œquationis resultantis, aderuendos terminos assumpta? seriei. »
Il fait comprendre dans cette lettre qu'il est obsédé par les questions qui lui sont posées et par les controverses qui surgissent à piopos de chacune de ses productions, ce qui lui fait voir combien il a été imprudent en les publiant « quod umbram captando catenus perdideram quietem meam , rem prorsus substantialem. »
Leibnitz, dans sa réponse datée du 21 juin 1O77, explique sa méthode pour tracer les tangentes aux courbes; elle procède, dit-il, « non par les fluxions des lignes mais par les différences des nombres », et il introduit sa notation dx et c/ypour les différences infinitésimales entre les coordonnées de deux points consécutifs sur une courbe. Il présente aussi une solution du problème consistant à trouver une courbe dont la sous- tangente est constante, ce qui montre qu'il pouvait intégrer.
En 1679, Hooke, à la requête de la Société Royale, écrivait à Newton, exprimant l'espoir qu'il ferait de nouvelles communications à la Société en lui faisant part de découvertes récentes. Newton répondit qu'il avait abandonné l'étude de la physique, mais il ajoutait que le mouvement diurne de la terre pouvait être démontré expérimentalement en observant la déviation de la verticale d'une pierre tombant d'une certaine hauteur — expérience qui fut réalisée plus tard, avec succès_, par la Société
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Royale. Hookc faisait mention dans sa lettre des recherches ^'éodésiques de Picard, dans lesquelles ce dernier em[)loyait une valeur du rayon de la terre sensiblement correcte. Ce fut ce qui conduisit Newton îi reprendre avec les doimées de Picard, ses calculs de i GGG sur l'orbite lunaire, et il vérilia ainsi son hypothèse: que TelTet de la gravité s'exerçait jusqu'à la lune et qu'elle variait en raison inverse du carré de la distance. Il passa ensuite à l'étude de la théorie générale du mouvement sous l'action de la force centripète, et il démontra :
(I) Le théorème des aires ; (II) que si une ellipse était décrite autour d'un foyer sous l'action d'une force centripète, la loi était celle de l'inverse du carré de la distance ; (III) et réciproquement, que l'orbite d'un point attiré [)ar une telle force était une conique (ou une ellipse seulement, comme il le pensait). Obéissant à la règle qu'il s'était imposée de ne rien publier de ses recherches, dans la crainte de voir s'élever une controverse scientifique, il se contenta d'inscrire ces résultats sur ses livres de notes et il ne les publia que cinq ans plus tard à propos d'une question spéciale qui lui avait été posée.
\J Arithmétique universelle, qui traite de l'algèbre, de la théorie des équations et de divers problèmes, contient la substance des leçons de Newton durant les années qui s'écoulèrent de 1670 à iG83. Son manuscrit existe encore ; à force d'insister, Whiston(') obtint de Newton la permission donnée un peu à contre cœur de l'imprimer, et il fut publié en 1707. Entre autres théorèmes nouveaux sur divers points de l'algèbre et de la théorie des équations. Newton y énonce les résultats importants suivants. Il explique que l'équation dont les racines sont les solutions d'un problème donné doit avoir autant de racines qu'il y a de cas possibles différents; et il fait voir comment l'équation à laquelle un problème conduit peut avoir des racines ne satisfaisant pas à la question initiale. Il étend la règle des signes de
(*) AViM.iAM WinsTON, né le () décembre iGfi- dans le Leicestersliire, instruil à Clare Collège, Cambridge, membre de ce Collège et mort à Londres le 22 août 1753, écrivit plusieurs oa\ rages sur l'Astronomie. Il fut le suppléant de Newton dans la cliaire Lucasian à partir de i(h)(), et en 1703, le remplaça comme [jrol'esseur, mais il fut renvoyé en 171 1, principalement pour des raisons Ihéologirpies. Il fut remplacé par >icoi.as S vi>DEnso\, le matbématicicn aveugle, qui naquit en iGSa dans le Yorkshire et mourut, le 19 avril ijSj). à Christ Collège, Cambridge.
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Descartes pour donner les limites du nombre des racines imaginaires. Il se sert du principe de la continuité pour expliquer comment deux racines réelles et inégales peuvent devenir imaginaires, en passant par l'égalité, el donne des exemples empruntés à la géométrie ; il montre ainsi cjue les racines imaginaires doivent se présenter par couples. Newton donne aussi des règles pour trouver une limite supérieure des racines positives d'une équation numérique, et pour déterminer les valeurs approchées des racines numériques. Il énonce de plus le théorème bien connu qui permet de calculer la somme des /?" puissances des racines d'une équation, et il pose les fondements de la théorie des fonctions symétriques des racines d'une équation.
Le théorème le plus intéressant contenu dans cet ouvrage est relatif à la tentative faite pour trouver une règle (analogue à celle de Descartes pour les racines réelles) permettant de déterminer le nombre des racines imaginaires d'une équation. Newton n'ignorait pas que le résultat auquel il était arrivé n'était pas général, mais il n'a pas fait connaître les cas où son théorème tombe en défaut. Son théorème peut se résumer comme il suit : supposons que l'équation soit du if degré et ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x (le coefficient de x" étant positif), et supposons formées les /? + i fractions
Il — lin — 2 2 n — y) p
2 II in — I '
écrivons les sous les termes correspondants de l'équation; alors, si le carré d'un terme quelconque multiplié par la fraction correspondante est plPiS grand que le produit des deux termes qui le comprennent, mettons le signe pliis au-dessus de ce terme ; dans le cas contraire, mettons le signe moins ; plaçons enfin le signe plus au dessus du premier et du dernier termes ; ceci fait, considérons dans l'équation initiale deux termes consécutifs et les deux symboles correspondants. Il peut se présenter un des quatre cas suivants :
{7.) les termes ont le même signe et les symboles le même signe; d^) les termes ont le même signe et les symboles des signes contraires; (y) les termes ont des signes contraires et les sym-
K. B. — Tome 11. a
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boles le nitinc signe ; (o') les termes ont des signes contraires et les symboles des signes contraires ; comme on a fait voir que le nombre des racines négatives ne peut surpasser le nombre des cas (a), et que le nombre des racines positives ne peut surpasser le nombre des cas (y), le nombre îles racines inini/inaires n'esl pas liift'-riciir an nombre des cas (j'S) et (o"). lui d'autres termes, le nombre des cbangements do signes dans la rangée des symboles écrits au-dessus de l'équation est une limite inléricuro du nombre des racines imaginaires. Gej>endant Nc>\ton s'exprimait ainsi : « vous pouvez presque savoir combien il y a de racines impossibles en comptant les cbangements de signes dans la série des symboles formés comme ci-dessus ». Il pensait donc qu'on pouvait généralement obtenir par sa règle, le nombre réel des racines positives, négatives et imaginaires ot non simplement des limites supérieures ot inférieures. Mais bien qu'il reconnut que la ivgle n'était pas générale, il ne put trouver (ou tout au moins il n'établit pas quelles en étaient des exceptions : ce tbéorème fut étudié plus tard par Campbell, Maclaurin, Euler et d'autres auteurs; cnliti en iSGô, Sylvestcr réussit à lui donner son vérilable sens.
Au mois d'août ifxS'i^ Ilalley vint à Cambridge afin de consulter NcAvton au sujet de la loi de la gravitation. Ilooke, Iluyglicus, Ilalley et Wrcn avait tous conjecturé que la force attractive du soleil ou de la terre sur un point extérieur variait en raison inverse du carré de la distance. Ces auteurs semblent avoir montré indépendamment l'un de l'autre que, si les conclusions de Kepler étaient rigoureusement exactes, ce dont ils n'étaient pas absolument certains, la loi de l'attraction devait être celle de l'inverse du carré. Leur argumentation était probablement îa suivante.
Si V est la vitesse d'une planète, /■ le rayon de son orbite considérée comme circulaire, et T la durée de sa révolution,
(') (>f. les l'nxcfiUwjs of Ihc Loinlvit MitlhciiKilirul >iiicirly. iS(\'k Vol. 1. n^a.
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Mais si /est l'accélération vers le centre du cercle, nous avons f=~. Par conséquent, substituant la valeur ci-dessus v, on a :
Mais, d'après la 3« loi de Kepler, T" varie comme /•» ; par suite/ est inversement proportionnelle à /"-.
Ils ne purent cependant déduire de la loi la forme de l'orbite des planètes. Ilalley expliqua que leurs recbercbes se trouvaient arrêtées par leur impuissance à résoudre ce problème, et il demanda à Newton s'il lui serait possible de trouver ce que pourrait être l'orbite dune planète, si la loi de l'attraction était celle de l'inverse du carré. Newton répondit immédiatement que c'était une ellipse et promit de publier la démonstration qu'il avait trouvée en 1679. Elle fut envoyée en novembre lOS/i-
Poussé par Halley, Newton reprit alors le problème de la gravitation ; et avant l'automne de 1O8/1, il avait mis sur pied les propositions 1-19, 21, 3o, 3-^-35 du premier livre des Princlpia. Ces propositions, avec des notes sur les lois du mouvement et divers lemmes furent indiquées dans ses conférences de i68i
En novembre Ilalley reçut la communication promise par Newton. Sur ces entrefaites il se rendit de nouveau à Cambridge et y vit «un curieux traité» De motu, préparé depuis le mois d'août », Très vraisemblablement ce Traité contenait les notes manuscrites de Newton relatives aux conférences dontil aélé question ci-dessus : ces notes sont actuellement à la Bibliothèque universitaire et intitulées : « De motiicorporam » Halley engagea fortement son ami à publier les résultats auxquels il était arrivé, et, finalement, réussit à lui arracher la promesse qu'ils seraient envoyés à la Société Royale. Ils furent donc communiqués à cette Société avant le mois de février i685, dans le mémoire De Molii, qui contient la substance des propositions suivantes des Princlpia. Livre I, propositions : I, II, G, 7, 10, II, i5, 17, 32 ; Livre II, propositions 2, 3 et /|, ' Il'semble aussi que c'est grâce à l'influence d'Halley et au tact dont il fit preuve dans sa visite du mois de Novembre i684, que Newton se décida à aborder le problème complet de la gravitation et s'engagea à publier ses résultats : ils sont contenus dans les Princlpia.
20 HISTOIRE DES MATIlÉMATlQl ES
Jusque là New ton n'avait pas délcrminô l'attraction d'un corps sphériquc snr un point extérieur, pas plus qu'il n'avait calculé les détails des mouvennents planétaires, même en supposant que les divers corps du système solaire pussent être assimilés à des points. Le premier problème fut résolu en lOS,"), probablement en janvier ou février. « Aussitôt » nous reproduisons le discours que jirononça le D' Cillaisber lors de la célébration du bicentenaire de la publication des Principia, « aussitôt que jNewton eut entrevu ce tbéorème admirable — et nous savons par ses propres déclarations, qu'il n'espérait nullement arriver à un si beau résultat jusqu'à l'instant où il surgit de ses recberclies matbématiques, — tout le mécanisme de l'univers apparut à ses yeux. Lorsqu'il découvrait les théorèmes qui forment les trois premières sections du Livre I, comme lorsqu'il les exposait dans ses cours de 168/4, il ignorait que le Soleil et la Terre exerçaient leurs attractions comme s'ils étaient de simples points. Combien ces propositions durent paraître différentes aux yeux de Newton quand il constata que les résultats auxquels il était parvenu étaient exacts, alors qu'il les croyait seulement approchés en tant que pouvant cire appliqués au système solaire. Jusqu'à ce moment il ne les avait considérés comme vrais qu'autant qu'il était possible de considérer le soleil comme un point comparativement à la distance des planètes, ou la terre comme un point relativement à la distance de la lune — distance égale seulement à environ (Jo fois le rayon de la terre — mais maintenant ils les savait mathématiquement exacts, en tenant compte seulement d'une faible dilTérence provenant de la sphéricité imparfaite du Soleil, de la Terre et des Planètes. Nous pouvons imaginer combien ce passage soudain de l'approximatif à l'exact poussa Newton à entreprendre des elTorts encore plus grands. Il était maintenant en son pouvoir d'appliquer l'analyse mathématique avec une absolue précision aux problèmes actuels de l'astronomie. »
Des trois ])rincipcs fondamentaux appliqués dans les Principia, Newton avait découvert celui qui est relatif à l'attraction mutuelle des divers points matériels de l'Univers, au moins dès iGdG ; la loi des aires, ses conséquences, et le fait que si la loi de l'attraction est celle de l'inverse du carré de la dislance, l'orbite que décrit un point aut(jur d'un centre de force doit être une conique, ont été établis
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Cil 1G79; enfin, le théorème prouvant qu'une sphère dont la densité en chaque point dépend seulement de sa distance au centre, attire un point extérieur comme si la masse tout entière était concentrée en ce centre, est de i68."j. Ce fut celte dernière découverte qui permit à Newton d'appliquer les deux premiers principes aux corps de dimensions finies.
La composition du premier Livre des Principia fut terminée avant l'été de i685, mais les corrections et les additions prirent quelque temps et il ne fut pas présenté à la Société Royale avant le 28 Avril 1G8G. Ce livre est consacré à l'étude du mouvement des points ou des corps dans l'espace libre suivant des orbites connues, soit sous l'action de forces connues, soit sous l'influence de leur attraction mutuelle. ÎNewton généralise également dans ce premier livre la loi de l'attraction et expose que dans l'univers chaque particule de la matière attire la particule voisine avec une force variant directement comme le carré de la distance qui les sépare ; il en déduit la loi de l'attraction pour les enveloppes sphériques de densité constante. Le livre est précédé d'une introduction à la science delà dynamique, qui définit les limites de l'investigation mathématique. Son objet, dit-il, est d'appliquer les mathématiques aux phénomènes de la nature ; parmi ces phénomènes, le mouvement est l'un des plus importants ; le mouvement à son tour est l'etTet de la force, et, bien qu'on ne sache pas quelle est la nature ou l'origine de la force, plusieurs de ses effets peuvent cependant être mesurés ; et c'est ce qui constitue le sujet de l'ouvrage.
Le second Livre des Principia fut complété pendant l'été de 1686. Ce Livre traite du mouvement dans un milieu résistant, de l'hydrostatique et de l'hydrodynamique ; on y trouve des applications spéciales aux ondes, aux marées et à l'acoustique. Newton montre, comme conclusion, que la théorie cartésienne des tourbillons est en désaccord à la fois avec les faits connus et avec les lois du mouvement.
Lesneuf ou dix mois suivants furent consacrésau troisième Livre. Son auteur commence par examiner quand et jusqu'à quel point il est admissible de construire des hypothèses ou théories pour rendre compte des phénomènes connus. Il continue en appliquant les théorèmes obtenus dans le premier Livre aux principaux phéno-
mènes du monde solaire ; il délermine les masses cl les dislances des planèles, cl (chaque lois qu'il a des données suffisanles de leurs salelliles. l'^n pailiculicr, il expose en dclail le nioiivon)enl de la lune, les inéj^-alilés qu'on y constate, et la théorie des marées. Il examine aussi la théorie des comètes; il montre que ces astres appartiennent au svslème solaire ; il explique comment l'orbite d'une comète peut être déterminée à l'aide de trois observations, et il élucide ses résultats en considérant certaines comètes particulières. Le troisième Livre tel que nous le possédons n'est qu'une esquisse de ce que NcAvton s'était proposé de faire ; son plan initial se trouve dans la Collection des u Mémoires de Portsmouth », et ses notes montrent qu'il continua d'y travailler encore quelques années après la publication de la première édition des Principia :
Les[)lus intéressantes de CCS notes sont celles où l'on trouve la démonstration géométrique des résultats que lui a donnés la méthode des fluxions.
Les démonstrations de cet ouvrage sont géométriques, mais l'absence de ligures et d'explications, ce fait aussi queNe\\tonne fournit aucune indication sur la méthode suivie, les rend d'un accès difhcile. La raison qui lui fit adopter la forme géométrique paraît être la suivante : le calcul infinitésimal était alors inconnu, et si Newton lavait employé pour obtenir des résultats en contradiction avec les idées philosophiques dominantes à cette époque, il pouvait craindre que sur la controverse relatixe à leur exactitude serait venue s'en grcITcr une autre concernant la validité des méthodes employées. C'est pourquoi il adopta dans tous ses raisonnements la forme géométrique, et si parfois ils présentent quelque longueur, ils sont dans tous les cas intelligibles pour tous ceux qui sont versés dans les mathématiques. Il s'inspira d'une façon si étroite de la géométrie grecque qu'il employa constamment la méthode graphique, représentant les forces, les vitesses et les autres grandeurs, à la manière euclidienne, par des lignes droites (ex. Livre I. Lenmic lo) et non par un certain nombre d'unités. La méthode moderne a été introduite par A\ allis et elle devait être connue de Newton. De ce qu'il s'est rigoureusement enfermé dans la géométrie alors classique, il
(') l'oiir une analyse complète des Piinàina, voir Essay on thc (jcncsis, conlrnts and lùsloiy of Nevlon's Princqna, par W. Rolse-Rali-, Londres, 189'}.
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résulte que les Principia sont écrits dans un langage archaïque et malaisément accessible.
L'adoption des méthodes géométriques dans les Principia, n'implique pas que Newton préférait la géométrie à l'analyse comme instrument de recherches, car il est aujourd'hui connu qu'il a employé le calcul des lluxions pour trouver quelques-uns de ses théorèmes, spécialement ceux qui figurent à la fm du Livre I et dans le livre II ; en fait, l'une des plus importantes applications de ce calcul est donnée dans le livre II, Lemuie 2. ^lais il n'est que juste de faire remarquer que, à l'époque de cette publication et presque un siècle après, le calcul diiTérentiel et celui des fluxions n'étaient pas complètement développés et ne possédaient pas la supériorité qu'ils ont actuellement conquis sur la méthode géométrique. Et c'est un sujet d'étonnement de constater que lorsque Newton employait le calcul des fluxions, il savait en tirer de si grands résultats.
L'habileté dont il a fait preuve en traduisant en quelques mois des théorèmes si nombreux et dune si grande complexité dans le langage de la géométrie d'Archimède et d'Apollonius est aussi, pensons-nous, un fait unique dans l'histoire des mathématiques.
L'impression de l'ouvrage fut lente. Il ne parut que dans l'été de l'année 1G87. La dépense fut supportée intégralement par Halley, qui corrigea également les épreuves et laissa même de côté ses propres travaux pour en presser davantage la publication. La concision, l'absence de figures et le caractère synthétique de l'ouvrage limitaient le nombre de ceux qui étaient capables d'apprécier sa valeur, et bien que la validité des conclusions fût admise par presque tous les critiques compétents, il s'écoula quelque temps encore avant que les idées courantes des hommes instruits fussent complètement modifiées. Nous inclinerions à penser (mais sur ce point les opinions sont très partagées) que dix ans après sa publication, l'ouvrage fut généralement regardé en Grande-Bretagne comme donnant l'exposé véritable des lois de l'Univers ; vingt ans plus tard, environ, les théories deNewton furent acceptées sur le Continent, sauf en France oi!i l'hypothèse cartésienne prédomina jusqu'à ce que Voltaire se fût fait, en 1788, l'avocat de la théorie newtonnienne.
Newton termina en 168G son manuscrit des Principia ; il consa-
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cra la fin de celle année à son mémoire sur l'opliquc i)liYsique, dont le principal objelcsl la dillVaclion.
En 1687, Jacques II ayant lente de forcer l'universilé ;\ admeltrc comme maître ès-art un prêtre catholique romain, qui avait refusé de prêter le serment de suprématie cl de fidélité, Newton prit vmepart dominante dans la résistance à rirUorvcnliorv illégale du Uoi, et fut un des membres do la dépjilalion envoyée à Londres pour défendre les droits de 1 Ujiivcrsilé. La [)arl active prise par Newton dans cette aflaire provoqua en i()8ç), son élection an parlement comme membre de l'Université. Ce parlement ne dura que treize mois, et, à sa dissolution, Newton se démit de son siège. Il y retourna de nouveau en 1701, mais ne prit jamais une pari active à la politique.
A son retour à Cambridge en 1690, il reprit ses études mathématiques et sa correspondance, mais il est vraiscmblal)lc qu'il interrompit alors ses cours. Les deux lettres à A\ allis, dans lesquelles il explique sa méthode des fluxions furent écrites en i'J<)2 et publiées en iG()3. ^ ers la fin de 1O92 et pendant les deux années qui suivirent, NcanIou fut atteint d'une longue maladie; il soulTrait d'insomnies et d'une irritabilité nerveuse générale. Peut-être ne recouvra-t-il jamais sa vivacité d'esprit, et bien qu'après sa guérison il ait montré la même puissance à résoudre toutes les questions qui lui étaient proposées, il cessa d'avoir la même initiative dans les recherches scientifiques ; et il devint alors quelque peu difficile d'éveiller chez lui le désir d'aborder des sujets nouveaux.
En iG()'i.« Newton commença à recueillir des données relatives aux irrégularités du mouvement de la lune, dans le but de reprendre la partie des Principia où il traitait celle question. Dans l'intention de rendre les observations plus exactes, il envoya à Elamslecd('), une table de corrections pour la réfraction qu'il avait précédemment dressée. Elle ne fut publiée qu'en 172 1 quand llalley la commu-
(') Jean l''j.vMsrEEu, ne à Dcrljy en i()4() et niorl h Grccnwicli on 171;), lut l'un fies astronomes les plus dislingnés de telte époque, et le j)rcinier Vslrononie Uo\al. ]',n dehors de nombreux ouvrages de valeur sur l'Astronomie, il imagina le sjstùiiie (publié en i()t<o) consistant à tracer les cartes par la projection (\v la surlace de la sphère sur un cône enveloppant, qui pouvait être ensuite dévelop|)é. Sa vie p;ir W. F. H.ui ^ l'ut pid^liée à Londres, en i,S3r>, mais divers récits <pii
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niqua à la Société Royale. Les calculs primitifs de Newton et les mémoires qui les accompagnent se trouvent dans la collection (( Portsmoulh » ; il obtint les réfractions en déterminant au moyen de quadratures la route suivie par un rayon. Comme exemple du génie de\e\vton, nous pouvons faire remarquer que, jusqu'en i~^\, Euler échoua dans la résolution du même problème. En 1782, Laplacc donna une llèglc permettant de construire une pareille table, et ses résultats concordent approximativement avec ceux de Newton. Il est probable qu'après sa maladie, et quelles que fussent les circonstances, Newton n'eût pas continué ses travaux. En 1696, il fut appelé au poste de recteur, et en 1699 nommé directeur de la monnaie, au traitement de * i5oo par an : il cessa alors ses recherches scientifiques. .Néanmoins plusieurs de ses œuvres antérieures furent publiées sous forme de livres après ces événements.
En 1O96 il se rendit à Londres, en 1701 il abandonna la chaire Liicasian, et en lyoS il fut élu Président de la Société Royale.
En lyo'i. Newton publia son Oplics qui contient les résultats des mémoires déjà mentionnés. A la première édition de l'ouvrage étaient annexés deux opuscules d'importance secondaire et n'ayant aucun rapport direct avec l'Optique : l'un traitait des cubiques et l'autre de la quadrature des courbes et des fluxions. Tous deux étaient de vieux manuscrits que ses amis et élèves connaissaient bien et que l'on publiait cependant pour la première fois.
Le premier de ces deux opuscules porte ce titre : Eniimeratio Lineariim terlii ordinis ('), il semble avoir pour objet de donner im exemple de l'emploi de la géométrie analytique ; comme l'application de cette science aux coniques était bien connue, Newton choisit la théorie des cubiques. Il commence par quelques théorèmes généraux, et classe les courbes d'après leurs équations, en algébriques et transcendantes, les premières étant coupées par une
s'y trouvent devraient être comparés avec ceux qu'on lit dans la vie de Newton de Bre\\steu.
Flamsteed fut remplace comme Astronome Royal par Edjiond Halley (voir plus loin.
(') Sur cet ouvrage et sa bibliographie, voir dans les Tninsactions of Ihr London Mathrnialical Society, i8()i. Vol. XXII, p. io4-i'j3, un mémoire de W. Rolse-Ball.
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Vi^ne ilroite en un nombre de points (réels uu imaginaires , égal au degré de la courbe, les dernières étant coupées par une ligne droite en un nombre infini de points. Newton montre alors que plusieurs des propriétés les plus importantes des coniques ont leurs analogues dans la lliéorie des cubiques, et il discute la tbéoric des asymptotes et des diamètres curvilignes.
Après ces tbéorcmes généraux, New ton aborde l'étude détaillée des cubiques en faisant ressortir que ces courbes doivent avoir au moins un point réel à l'infini. Si l'asymptote, ou la tangente en ce .point est à une distance finie, on peut la prendre pour axe des y. Celte asymptote coupera la courbe en trois points, dont deux au •moins sont à l'infini. Si le 3" point est à une distance finie, alors, (d'après l'un de ses tbéorèmes généraux sur les asymptotes) l'équalion peut se mettre sous la forme.
xy- -H hy = a.v ' -{■ h.r' + i\r -h d
OÙ les axes des x et des y sont les asymptotes de l'hyperbole, lieu des points milieux de toutes les cordes menées parallèlement à l'axe des y. Mais si le troisième point où l'asymptote coupe la courbe est 'lui aussi à l'infini, l'équation peut élrc écrite sous la forme
.TV = aa;^ 4- hx- -+- c.r -+- d.
11 prend ensuite le cas où la tangente au point réel à l'infini n'est i)as à une distance finie. Une ligne parallèle à la direction de la courbe vers l'infini peut élre prise pour axe des y. Une telle ligne coupera la courbe en trois points dont l'un est, par hypothèse, a l'inlini et un autre nécessairement à une distance finie. Il montre alors que si le troisième point d'intersection est à distance finie, l'équation peut être écrite sous la forme :
y- = ax' -h bx^ -+- ex -+ (/
'tandis cpic, s'il est à distance infinie, l'équation peut être écrite sous la forme :
y = a.r-' -+- hx- -I- ex 4- d.
Toute cubique est par conséquent réductible à l'une des quatre
formes caractéristiques précitées. Chacune des ces formes est alors
•examinée en détail, et la possibilité de l'existence des points doubles.
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■de lx)ucles îsoIl'cs, etc., est étudiée. Le résultat final est qu'une cubique peut prendre en tout 78 formes possil)les. ^'e\vton en énumère seulement 72 ; parmi les six restantes, quatre furent mentionnées par Stirling- en 1717, une autre par Nicole en 1701, et la dernière par Nicolas Bernoulli, à peu près à la même époque. Dans le corps de l'ouvrage, Newton énonce ce remarquable tbéorèmc <(ne : de même que l'ombre d'un cercle projetée par un point lumineux sur un plan donne naissance à toutes les coniques, de même les ombres des courbes représentées par l'équation
donnent naissance à toutes les cubiques. Cette proposition resta comme une énigme insoluble jusqu'en 1731 ; à cette date Nicole et Clairant en donnèrent des démonstrations. Une meilleure fut présentée par Murdoch en r7'jo. elle dépend de la classification de ces courbes en cinq espèces, suivant que leurs points d'intersection avec l'axe des x sont réels et distincts, réels deux d'entre eux étant confondus (deux cas), réels, et tous confondus ou deux imaginaires et un réel.
Dans cet opuscule Newton parle aussi des points doubles à distance finie et infinie, il donne la description des courbes remplissant certaines conditions spécifiées, et la solution grapbique de problèmes par l'emploi des courbes.
Le second appendice à YOptics est intitulé : De Qnadratura Curvaruin. Beaucoup des résultats qu'on y trouve avaient été communiqués à Barrow en 1G68 ou i665 et probablement étaient connus des élèves et amis de New'ton bien avant cette date. Il comprend deux parties.
La première dans son ensemble est un exposé de la méthode qu'employa NeAvtonpour etTectuer la quadrature et la rectification des courbes parle moyen des séries infinies: il faut noter qu'on trouve là le plus ancien emploi en imprimerie d'indices littéraux •et aussi la première exposition imprimée du théorème du binôme; mais ces nouveautés ne sont introduites que d'une façon incidente. Le principal objet est de donner des règles pour le développement d'une fonction de x* en une série ordonnée par rapport aux puissances croissantes de x, de façon à permettre aux mathématiciens •d'efTectuer la quadrature de toute courbe dans laquelle l'ordonnée
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V peut-être exprimée comme une fonction algébrique explicite de l'abscisse ./■. AN allis avait montré comment on pou\ait arriver à cette qiiadialnre lorsque y était donné par une somme d'un certain nombre de nndtiples de [)uissances de x ; les règles formulées [)ar Newton rendent celte méthode applicable à toute courbe dont l'ordonnée peut être exprimée par la somme d'un nombre iidini de pareils termes. 11 eflectue de cette manière la quadrature des courbes :
/ = ^ ■ y = ("= ± -' > ■..'• = (■'• - -' > vv = ( Hï-g) ' •■
naturellement les résultats sont exprimes en séries infinies. Il passe ensuite aux courbes dont l'ordonnée est une fonction implicite de l'abscisse, et il donne une méthode pour exprimer sous forme d'une série infinie procédant suivant les puissances croissantes de.c ; mais l'application de la règle à une courbe quelconque exige, en g('néral. des calculs numériques d'une telle com[)lication qu'elle perd ici beaucoup de sa valeur. 11 termine celte partie de son ouvrage en montrant que la rectification d'une courbe peut être effectuée d'une manière à peu près semblable. Son procédé est
équivalent à celui qui consiste à trouver l'intégrale par rapport
à rB de (i H- y'- 2 sous la forme d'une série infinie. Nous devons
ajouter que Newton fait ressortir combien il importe de déterminer si une série est convergente — observation bien avancée pour son temps — mais ilnavaitpour cela aucun critérium, et en fait, ce ne fut que lorsque Causs et Cauchy eurent entrepris l'examen de cette question, que la nécessité d'une telle restriction fut communément reconnue.
La partie de l'appendice que nous venons de décrire est pratiquement la même que dans le manuscrit de Newton ; De Analysi per Eqiialiones niimcro Tcrininoi'iuii in/liillus, qui fut inqirimé en 1711. Cet ouvrage aurait été,dil-on, composé en principe pour servir de complément à l'algèbre de Kinckhuysen, qu'il eut un moment le dessein de traduire, ainsi que nous l'avons déjà dit. Jl fut communiqué en substance à Barrovv, et par ce dernier à Gollins. dans des lettres du 3i juillet et du 12 août 1669; im résumé d'une partie de ce travail futinsércdans la lettre du al octobre idyC» adressée à Leibnitz.
CHAPITRE \VI. LA A'IE ET LES TRAVAUX DISVAC ^EWTOX
Cet ouvrage devrait cire lu parallèlement avec le suivant : McihoiliLs- Differentialis, qu'il publia aussi en 1 71 1 .Quelques tlicorcmes additionnels sont présentés dans ce dernier, et Newton y discute sa méthode d'interpolation qui avait été brièvement décrite dans la lettre du -i'a octobre iG-ti. En voici le principe : v = s {x) étant une fonction de x, si l'on connaît les valeurs 6,, b±, b^,... de y qui correspondent à des valeurs arbitraires a,, ao, a^,... de j?, i" on peut faire passer par les points (a,, 6,) (a^, t^),... une parabole
y = /> + qx H- ;•./••- -H . . , ;
2" l'ordonnée de cette courbe sera une valeur approchée de l'ordonnée de la courbe primitive. Si 11 est le nombre des points (a, h), le degré de la parabole sera, bien entendu, n — i. Newton fait observer que cette méthode permet l'évaluation approchée de l'aire d'une courbe quelconque.
La seconde partie de cet appendice à VOptics contient un exposé de la méthode des fluxions. Il est bon, pour le comprendre, de lire en même temps un résumé qu'en fit Newton et que publia Jean Colson en lySG.
Le calcul des lluxions et le calcul infinitésimal, tel que nous le connaissons, sont identiques à part les notations.
Newton admettait que toutes les grandeurs géométriques peuvent être considérées comme engendrées par le mouvement continu : ainsi une ligne peut être envisagée comme engendrée par le mouvement d'un point, une surface par celui d'une ligne, un solide par celui d'une surface, un angle plan par la rotation d'une lio-ne et ainsi de suite. Il définissait la quantité ainsi engendrée « la fluente» ou « la quantité fluente ». La vitesse de la grandeur en mouvement était définie comme « la fluxion de lafluenteo.ll semble que l'on trouve là, pour la première fois, l'idée de fonction continue, bien qu'on en puisse reconnaître des traces dans quelques-uns des mémoires de Napier (ou Néper).
Newton aborde le sujet comme il suit. Il y a deux sortes de ^voblêmes ; l'objet du premier est de trouver la fluxion d'une quantité donnée, ou plus généralement « la relation des fluentes étant donnée » il s'agit de trouver « la relation qui lie leurs fluxions. »
Ceci est équivalent à la différcntiation. L'objet du second, ou méthode inverse des fluxions, est de déterminer la fluente en par-
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tant de la fluxion ou de quelque relaliou la comprenant, ou plusffénéralenienl c étant donnée une équation montrant la relation des fluxions de certaines quantités, trouver les relations liant enlr(> elles ces quantités ou les fluentes » (') Le problème revient à l'intégration, que ^e^^ ton appelait quadrature, ou à la solution d'une équation dill'érentielle, qui pour lui était la mélliode inverse des tangentes. Les méthodes [)ropres à résoudre ces questions sont exposées avec beaucou[) do détails.
^c\vton chercha ensuite à ;ip[)liquer ses résultats à des questions concernant les niaxiuia el ininiiiia des quantités, au tracé des tangentes et à la courlxire des courbes (à savoir la détermination des^ centres de courbure, du rayon de courbure, et du rapport suivant lequel croît le rayon de courbure). Il envisagea de plus la quadrature el la rectifioalion des courbes (-). En cherchant le maximum et le minimum des fonctions à une variable, nous regardons le changement de signe de la dillérence de deux valeurs consécutives de la fonction comme le vrai critérium de la valeur de la variablequi rend la fonction maxima ou minima : mais l'argument de Newton est que lorsqu'une quantité croissante a atteint son maximum, elle ne peut avoir aucun autre accroissement, ou lorsqu'une quantité décroissante a atteint son minimum, elle ne peut avoir aucun décroissemenl ultérieur ; en conséquence la fluxion doit être nulle.
On a fait celle remarque que, ni New ton, ni Leibnil/., n'ont présenté leurs calculs en corps de doctrine, c'est-à-dire sous forme d'un ensemble de règles logiquement ordonnées, et que les problèmes discutés par eux sont traités en partant des premiers principes. C'est sans doute l'ordre usuel dans l'histoire de semblablesdécouvertes, bien que le fait soit fréquemment oublié par les historiens. Dans le cas qui nous occupe, colle observation en ce qui concerne l'exposé fait par Newton du calcul diflërentiel ou de la partie relative aux lluxions est inexacte, ce qui précède le montre suffisamment.
Représentant une quantité (luenle ou une fluenle par x, New ton désignait sa fluxion par c, la fluxion de x ou seconde fluxion de x par X el ainsi de suite, semblablomonl la fluenle de .'• était repré-
(' ) Manuscrit de Newton, ôdilioii Colson, pp. 21,. 22-. (-) Manuscrit de Newton, pp- 22, 23,
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sentéc par [x\, ou quelquefois par-r' ou [x\. L'accroissement infiniment petit qu'une fliien te telle que x prenait dans un petit inler- \a\\e de temps mesuré par o était appelé le moment de lluente, et il montrait qu'il avait pour valeur xo '). Newton ajoutait cette importante reniarfpic cjue, de celte manière, on peut dans tout problème négliger les termes multipliés par la seconde puissance et les puissances plus élevées de o, et trouver toujours une équation entre les coordonnées x et y d'un point d'une courbe et leurs fluxions J-, y. L'application de ce principe constitue l'un des principaux avantages du calcul ; car si l'on désire trouver l'effet produit sur un système par plusieurs causes, et si l'on peut évaluerl'effet produit par cliaque cause agissant seule dans un temps très petit, l'effet total produit dans ce temps sera égal à la somme des effets isolés. Nous devons observer ici que Yince et d'antres auteurs anglais employèrent au dix-buitième siècle la notation .h pour désigner l'accroissement de x et non la A'itessc avec laquelle croît cette variable ; c'est-à-dire que dans ces écrits x ala. même signification que le symbole xo de XeAvton ou dx de Leibnitz.
Nous n'avons pas besoin d'examiner en détail la manière dont Newton traitait les problèmes indiqués ci-dessus. Nous ajouterons seulement que malgré la forme de ses définitions, on parvint à se passer de l'introduction de l'idée de temps en géométrie, en faisant croître par degrés égaux l'une des quantités (par exemple l'abscisse d'un point d'vme courbe) ; les résultats cherchés dépendaient alors du rapport suivant lequel les autres quantités (par exemple l'ordonnée ou le rayon de courbure augmentaient par rapport à la variable choisie ("). Lafluente ainsi choisie était ce que nous appelons aujourd'hui la variable indépendante ; sa fluxion était appelée « la fluxion principale», et si elle était désignée par x, alors bien entendu x représentait une constante et on avait par conséquent x = o.
H est hors de doute que Ne^vton employait la méthode des fluxions en i66(j, et il est non moins certain qu'il l'avait communiquée en manuscrit à des amis et à des élèves de 16G9. Le manuscrit qui a servi à la rédaction de la majeure partie du résumé précédent a été écrit, pcnse-t-on, entre 1671 et 1677, et a été mis en circula-
(*) Manuscrit de Newton, p. :>'|.
(-) Manuscrit de ^^E^YTo.^, p. '^o.
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tlon à Cambridge avant celte époque, bien qu'il soit possible^ cela va sans dire, que certaines parties en aient été retouchées. Il est ■làcbeux qu'il n ait pas été publié aussitôt son apparition. Les étranircrs ju'^cioiil naturollenicnt la mélliode d'après la lettre écrite à \\ allis en iG()2 ou d'après le 'fraclaliis de Quadralara (Airi^arum sans savoir qu'elle avait déjà été développée d'une façon si complète à une date plus ancienne. Ce fut la cause de nombreux malentendus. On doit ajouter que toute l'analyse mathématique de celte époque conduisait aux idées et aux méthodes du calcul infmitésimal. On peut trouver des germes des principes et même du langage de ce calcul dans les écrits de Napier, Kepler, Cavalier!. Pascal, Fermai, Wallis et ]3arro\v. Newton eut le bonheurde venir à un moment ovi tout était mûr pour la découveric, et son génie lui permit de construire presque aussitôt un corps de doctrine complet.
La notation du calcul des fluxions est pour la plupart des usages moins commode que celle du calcul dillcrenliel. Ce dernier fut inventé par Leibnitz probablement en lOyS, certainement vers 1677 ; et sa découverte fut publiée en itiS^à peu près neuf ans avant le plus ancien exposé imprimé de la méthode des fluxions de New ton. Mais la question de savoir si l'idée générale du calcul traduit par cette notation fut empruntée par Leibnitz à Newton, ou si elle lui appartient en propre, donna naissance à une controverse longue et acharnée. Les faits principaux en sont exposés dans le chapitre suivant. C'est là une question sur laquelle il est bien dillicile de se prononcer, ■et nous nous contenterons ici de dire que d'après tout ce que nous avons lu de la volumineuse littérature publiée sur ce sujet, il ressort pour nous cetteopinion que Leibnitz a puisé l'idée du calcul diiïérenlicl dans un manuscrit de Newton qu'il eut l'occasion de
voir en 167.") ou peut être en i()7G. Nous devons cependant dire
que l'opinion la plus généralement admise est que les inventions de
Leibnitz et de Newton furent indépendantes.
* On ne peut que laisser à A^ . 1\ouse-Ball la responsabilité
de cette grave assertion, qui ne saurait être étayée d'aucune preuve. Il est même nécessaire de remarquer à ce propos que, dans la
longue et âpre discussion qu'il eut avec Leibnitz, New ton ne donna
point l'idée d'un grand caractère.
On peut considérer comme hors de doute que licibnitz et
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Newton ont l'un et l'autre, et simultanément jeté les bases de l'analyse moderne *.
Les dernières années de Newton ne prêtent point à un long commentaire.
Il fut anobli en lyoô. A partir de cette époque il consacra presque tous ses loisirs à l'élude de la théologie et il écrivit de longues rétlexions louchant les prophéties et les prédictions, sujet auquel il s'était toujours beaucoup intéressé. Son Arithmétique Universelle (Univcrsal Arilhmetic) fut publiée par Winston en 1707 et son Analysis by infmite séries en 171 1 ; mais Newton ne prit aucune part à la préparalion de l'impression de ces deux ouvrages. Sa communication à la Ghan»bre des Communes en 171^, au sujet de la détermination de la longitude en mer, marque une éj[)oque importaate dans riiisloirc de la navigation.
La polémique engagée avec Leibnitz pour savoir si ce dernier avait puisé l'idée du calcul dilîérentiel dans les écrits de Newton ou si elle lui appartenait en propre commença vers 1708 et absorba une grande partie de son temps, surtout de l'année 1709 à l'année 17 iG.
En 1709, Newton cédant aux sollicitations de Cotes, autorisa la ])réparalion de îa seconde édition des Principia dont on parlait depuis longtemps : elle parut en mars 1713. Lue troisième édition fut [)ubliée en 172G sous la direction de Henry Pemberton. La santé de Newton commença à chanceler en i-j-^b. Il mourut le ■20 mars 1727 et fut enterré avec pompe, huit jours après, à l'Abbaye de Westminster.
Ses principaux ouvrages pris dans leur ordredc publication, sont les /'rincipia, 1(38'] ;VOptirjue (avec appendices sur les cu6/^«e5, /a quadrature et la rectification des courbes au moyen des séries infinies, enfin la méthode des fluxions), 170/1 ; V Arithmétique universelle, 1707 ; l' Analysis per séries, Fluxiones, etc. et la Methodus Differentialis 171 1; les Lectiones Opticœ, 1729; la Method of Fluxions, etc., (c'est à-dire : le Manuscrit de Newton sur les fluxions), traduit par J. Colson, 1700 ; et la Geometria Analytica, imprimée en 1779 dans le premier volume de l'édition Horsley <les œuvres de Newton.
Physiquement, Newton était petit et vers la fin de sa vie, légère-
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nieiit corpiilnnl, mais de belle prcslancc, avec le bas du visage carré, les ypi'x bruns, un front larj^^c et une physionomie inlelligenle. Il devint gris avant trente ans et conserva jusqu'à sa mort une chevelure épaisse et blanche comme de l'argent.
Pour ce qui est de ses habitudes, il shabillail d'une façon peu recherchée, él.iil lent dans ses mouvemenls, et souvent si absorbé par ses pro[)res pensées que sa société n'était parfDis rien moins qu'agréable. On a conservé maintes anecdotes au sujet de ses distractions. Un jour, revenant de (jrantham à cheval, il avait mis pied à lerre pour soulager sa monture pendant l'ascension dune colline assez raide. Arrivé au sommet, comme il se retournait pour remonteren selle, il s'aperçut que sa bêle prolilanl de sa dislraclion. s'était dégagée et enfuie. Parfois recevant des amis à sa table, s'il lui arrivait de les quitter pour aller chercher ilu vin ou quelque autre chose, une fois sur deux on était sur de lo retrouver absorbé dans la recherche de quelque problème, ayant oublié ses hôtes et ce qu'il était allé chercher.
Il ne prenait aucun exercice, ne se livrait à aucun amusement, et travaillait constanuuent passant dix-huit ou dix-neid" heures sur vingt-quatre à écrire.
Newton était religieux, d'une moralité irréprochable ; il avait, dit l'évêque Burnet, « l'àine la plus pure » qu'il ait ,amais connue. Il fut toujours droit, honnête, mais, bien que scrupuleusement juste dans ses controverses avec Leibnilz, Hooke et d'autres, il ne s'y montra pas généreux. Il s'offensait souvent d'une expression risquée à laquelle [)ersonne n'attachait d'importance, llallribuait modesiement une grande piulie de ses découvertes aux aduiiiables travaux de ses prédécesseurs, et il expliquait un jour que s'il avait vu plus loin que les autres, c'était uniquement parce qu'il avait grimpé sur des épaules de géants. Sa propre appréciation de sonœuvre se résume dans cette phrase : « J ignore ce que je puis bien paraître* au monde, mais pour moi, je me ligure avoir été seulement comme un enfant jouant au bord de la mer, me réjouissant de trouver de temps en temps un caillou plus poli ou un coquillage plus joli que les autres, tandis que l'innuense océan de la vérité s'étalait devant moi en couvrant tout. » Le fait d'être engagé dans des discussions quelconques l'impressionnait au point de le rendre mnlade. Nous pensons;^quc, exception l'aile de ses notes sur l'optique, tous ses
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ouvrages ne furent mis au jour que sur l'insistance de ses amis el contre son propre désir. Dans plusieurs circonstances, il a fait pari de ses notes et des résidtals auxquels il «Hait arrive en imposant comme condition que son nom ne serait pas public : ainsi quand il eut, en i6G(), à la demande de (H)llins, résolu quelques problèmes sur les séries liarmonicpios et sur les annuités, dont les solutions avaient écha[)pé aux investigations de ses prédécesseurs, il n'eu atilorisa la publication qu'à la condition qu'elle lût (aile « de telle façon, dit-il, que mon nom ne paraisse pas : attendu que je ne vois pas ce qu'il y a de désirable dans l'estime publique ; si j'étais capable de l'acquérir et de la conserver, cela contribuerait peut-être ;\ étendre mes relations, ce que je m'étudie principalement à éviter. ».
Sa puissance mathématique n'a jamais été surpassée ; ses œuvres en sont le meilleur témoignnq'e.
Le trait le plus prodigieux de son extraordinaire génie est, sans doute, d'avoir composé dans l'espace de sept mois le premier livre des Principia. Gomme exemples typiques de son habileté, nous pouvons mentionner ses solutions du problème de Pappus, résultat d'un défi de JeanBernoulli et de la question des trajectoires orthogonales. Le problème de Pappus auquel nous faisons allusion ici consistait à trouver le lieu d'un point tel que le produit de ses distances à deux autres droites données soit dans un rapport donni' avec le produit de ses distances à deux autres droites données. Depuis le temps d'Apollonius plusieurs géomètres avaient chercli<' une solution géométrique de cette question, mais sans succès, etc«; qui avait été jugé insurmontable par tous ses prédécesseurs paraît avoir présenté peu de difficulté à Newton : il établit élégamment que le lieu était une conique. La géométrie, disait Lagrange, en recommandant l'étude de l'analyse à ses élèves, est un arc puissant. mais dont un Newton seul est capable de se servir. Comme autre exemple, nous rappellerons qu'en i6g6, Jean Bernoulli avait proposé en défi aux mathématiciens : (i) — de déterminer la brachistochrone, et (2) de trouver une courbe telle que, si par un point fixe O, on mèneune droite quelconque la coupant en P et Q, la somme OP" -I- OQ" soit constante. Leibnitz résolut la premièrede ces questions environ six mois après cl suggéra alors l'idée de les envoyer en défi à Newton et aux autres mathématiciens. Newton
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lorut l'énoncé des pr(»l)lémes le 9.9 janvier 1O97, ^^ '^ joursnivani donna la solution complète des deux problèmes, avec une générali sation de la seconde question. Un casù peu près semblable se présenta ci\ 171G quand on demanda à Nc\vton de trouveila liajcctoireorlho- "onalcd'unc famille de courbes. En cinq lieurcsil résolut la question telle qu'elle lui avait été proposée et énonça en même temps la règle pour trouver les trajectoires.
Il est presque impossible de décrire les conséquences des écrits de Newton sans être taxé d'exagération. Mais si l'on établit une comi)araison entre l'état des connaissances matliématiques en i66() ou à la mort de Pascal ou de Fermât, et ce qu'elle était en 1O87, on se rend compte de l'immense [)rogrès accompli. En fait, nous pouvons dire que les mathématiciens mirent plus d'un demi-siècle avant de s'assimiler complètement les découvertes que le génie de Newton avait produites dans un espace de vingt ans.
Ku géon.élrie pure. Newton ne créa pas de nouvelles méthodes, mais aucun écrivain moderne n'a montré la même habileté en utilisant colles de la géométrie classique, l'in algèbre et dans la Théorie des équations, il introduisit l'usage des indices littéraux, établit le théorème du binôme et ap])orta une conl,ribution importante à la théorie des équations ; une règle qu'il énonça à ce sujet demeura jusqu'à ces dernières années une énigme, que les mathéuiaticiens postérieurs cherchèrent vainement à expliquer. En géométrie analytique, il introduisit la classification moderne des courbes, en courbes algébriques cl courbes transcendantes ; il établit plusieurs des propriétés fondamentales des asymptotes, des points uudti[)les, des boucles isolées, éclaircissantle tout par une discussion des cubiques. Le calcul des fluxions ou calcul infinitésimal fut inventé par Newton en 1666 ou avant cette date, et dès iGOi), le manuscrit de sa découverte circulait parmi ses amis ; l'exposé de sa méthode, cependant, ne dut être imprimé qu'en 1693. Le fait que les résultats du calcul sont atijourd'hui exprimés à l'aide d'une notation dilîérente a eu pour conséquence de faire négliger les recherches de Newton sur ce sujet.
De plus. Newton fut le [)remier qui donna à la dynamique des bases satisfaisantes, et de la dynamique il déduisit les théories de la statique; ceci se trouve dans l'introduction des Principia publiés en 1O87. La théorie de l'attraction, l'application au système solaire.
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• dés principes fie la Tnccaïiitjùe; l'a création de l'aslronomie physique et l'clablissenient de la loi de la: gravitation universelle sont entièrement son œuvre et finent exposés pour la première fois dans le même ouvrage. En particulier, les (jueslions reUitives au mouvement de la terre et de la liuic lurent étudiées aussi complètement fpi'il était alors possible de le l'aire. 11 créa la théorie de l'hydrodynamique dans le sccoiul livre des Principin et perieclionna considérablement la théorie de l'hydrostatique étudiée, peut-on dire, pour la première fois, dans les temps modernes, par Pascal. La théorie de la propagation des ondes, et eu particulier, son application à la détermination de la vitesse du son, est due à Newton et fut publiée en 1687. En optique géométrique, il donna, entre autres choses, l'explication de la décompositon de la lumière et la théorie de l'arc en ciel ; il inventa le télescope réllecteur qui porte son nom et le sextant. En optique physique, il proposa et développa la théorie de l'émission de la lumière.
L'énuméralion qui précède ne contient pas la liste complète des sujets étudiés par Newton, mais elle suffit à montrer la place importante c[u'il occupe dans l'histoire des mathématiques. Quant à ses écrits et à leurs conséquences, il nous semble suffisant de citer les remarques faites par deux ou trois des savants qui, par la suite, abordèrent les sujets traités dans les Principin. Lagrange parlait des Principia comme de la production la plus remarquable du génie humain, et il disait qu'il était ébloui en présence d'un tel exemple de ce que l'intelligence humaine pouvait produire. En parlant de ses propres écrits et de ceux de Laplace, une de ses remarques favorites était que, non seulement Newton devait être considéré comme le génie le plus vaste qui eût jamais existé mais encore comme le plus fortuné ; et en effet, comme il n'existe qu'un seul univers, il n'avait pu être donné qu'à un seul houune, dans l'histoire du monde, d'interpréter ses lois. Laplace, qui est en général très peu prodigue de louanges, fait ime exception en faveur de Newton, et on a souvent reproduit ses paroles lorsqu'il énumérait les causes qui (( assureront toujours aux Principia le premier rang parmi toutes les productions du génie humain ». L'hommage rendu par Gauss est non moins remarquable : pour les autres grands mathématiciens ou philosophes, il se servait des épithètes maçjnus ou claras ou encore clarissinms; avec le nom de Newton seul il emploie
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lo mot snmmus. Enfin Blotqui a étudié d'une façon toute spécîaU. les œuvres de Newton résume ses remarques par ces mots « comme .^comètre et comme expérimentateur. Newton est sans égal ; par la réunion de ces deux genres de génie, à leur plus haut degré, il est sans exemple. »
CHAPITRE XVII
LEIBNITZ ET LES MATHÉMATICIENS DE LA PREMIÈRE MOITIÉ DUXVIIIe SIÈCLE (')
Nous avons brièvement exposé clans le dernier chapitre la nature et ictendue des découvertes de Newton. L'analyse moderne découle cependant directement des travaux de Leibnitz et des premiers Bernoulli ; il nous paraît d'ailleurs sans intérêt de savoir si les reclierclies de Newton leur fournirent les idées fondamentales de cetle nouvelle analyse ou si elles leur appartiennent en propre. Les mathématiciens anglais de la période que nous étudions dans ce chapitre conlinuèrentà employer le langage et la notation de Newton ; c'est ce qui les distingue de leurs contemporains du continent et c'est pourquoi nous les avons groupés à la fm de ce chapitre.
LEIBNITZ ET LES BERNOULLI
Leibnitz (-). — Gollfried IVilhelm Leibnitz (ou Leibniz) naquit à Leipzig le 2 1 juin i6/i6 et mourut dans le royaume de Hanovre le i4 novembre 1716. Il n'avait pas encore six ans à la mort de son père. L'instruction qu il reçut à l'école oîi il fut alors envoyé n'était pas très étendue ; mais grâce à son assiduité il fit des progrès rapides ; vers l'âge de douze ans, il était arrivé par ses
(') \oir Cantou, Vol. III ; d'autres références pour les inatliériialiciens fie celle [)ériotIc se trouvent mentionnées au bas des pages.
(^) Voir la vie de Leusnitz par (i. E. GuunAUEii, 2 vol. et un sufiplément Brcslau, i(S/|'i-46. Les mémoires matliématiques de Leuimitz ont été réunis et édités par G. J. Gerhaudt en j volumes, Berlin et Ilallc, i849-63.
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propres moyens à lire aisément le lalin el il avait commencé l'éUide du grec ; à peine âgé de vingt ans, il connaissait déjà les ouvrages classiques usuels sur les ma'.hématiques, la philosophie, la théologie et le droit. Jalousé à cause de son savoir prôcoce, on lui refusa à Leipzig le grade de docteur en droit et il se rendit à Nuremherg. lia, un essai qu'il composa sur l'étude du droit et qu'il dédia à l'Electeur de Mayencc, le lit choisir i)ar celui-ci pour travailler à la révision de quelques lois; il fut ensuite attaché au service diplomatique.
Dans rexcrcicc de ces dernières fonctions, il dél'rudit sans succès les prétentions du candidat allemand à la couronne de Pologne.
Louis XIV ayant fait en 1760 la conquête de (juelques petites places d'Alsace, l'Allemagne toute entière en ressentit une vive alarme. Ce fut alors que Leibnitz eut l'idée de suggérer à la l'rnnco de s'emparer de l'Egypte et de faire de celte contrée une hase dopérations contre les colonies que la Hollande possédait en Asie; le concours de l'Allemagne lui eût été assuré et, en retour, la France se serait engagée à ne plus inquiéter l'Allemagne.
N'y a-t-il pas lieu de faire ici un ciuicux rapprochement avec le plan identique que forma Bonaparte, lorsqu'il proposa d'attaquer l'Angleterre?
En 1O72, Ijcibnilz, invité par le gouvernement français, vint exposer ses idées à Paris mais son voyage n'eut aucun résultat.
A Paris il rencontra Huygens qui y résidait à celle époque elles entretiens qu'ils eurent le décidèrent à entreprendre l'éluile de la géométrie qui, dit-il, lui ouvrit un nouveau monde. Il avait cependant écrit antérieurement quelques mémoires sur diverses questions mathématiques d'un intérêt secondaire. Le plus important, composé en iGOS, est relatif aux combinaisons et à la description d'une nouvelle machine à calculer. \in janvier 1670, il fut chargé d'une mission diplomatique à Londres ; il y sc^ourna quelques mois, et ht connaissance d'Oldenburg, de Gollins et de divers autres savants. C'est à cette époque (]u'il communiqua à la Société Hoyale le mémoire à propos duquel on lui lit remarquer qu'il avait été devancé dans ses recherches par Mottten. A^v^^v^a
L'Elecleur de Mayence mourut en 1O70, et l'année suivante Lcibnilz en Ira au service du duc de Brunswick ; en i()7G il se rendit de nouveau à ï^ndres et de là en Hanovre, où il occupa jusqu'à
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sa mort, le poste bien rétribué de Conservateur de la Bibliothèque ducale. A partir de ce moment il prit part à toutes les questions politiques intéressant la famille de llanovreel les servicesqu'il rendit furent récompensés par des honneurs et des distinctions de toutes S()rles : ses notes sur les questions polilicpics, historiques d théologiques concernant cette dynastie duraul l(>s (juaranto années de 1670 à 1710, constituent des, documents inqiortants pour l'histoire de cette époque.
Les fonctions de Leibnitz à la bibliolhèque de Hanovre lui permirent de consacrer un temps considérable à ses recherches favorites.
H a toujours aftirmé qu'en raison de ces loisirs il était en possession, dès i07;'i, de sa magistrale invention du calcul dilTérentiel et intégral, mais les traces les plus anciennes que l'on trouve de l'emploi de ce calcul dans les notes qui nous restent de lui ne remontent pas aurdelà de lannéc 1675, et ce n'est qu'en 1677 qu'on le trou\c exposé d'une façon logique. Rien ne fut publié avant 168^1, Presque tous ses mémoires mathématiques parurent durant les dix années qui s'écoulent de 1682 à 1G9S. La plupart d'entre eux furent insérés dans un journal intitulé Acla Eniditorum, fondé en i68> en collaboration avec Otto Mencke, et qui était fort répandu sur le continent.
I^eibnitz occupe dans l'histoire de la philosophie une place aussi importante que dans l'histoire des mathématiques. La plupart de ses écrits philosophiques furent composés dans les vingt ou vingt-cin(j dernières années de sa vie; et la question do savoir si les idées qui! a développées lui appartiennent en propre ou si elle lui ont été inspirées par Spinoza, qu'il visita en 167G, est encore disculée par les philosophes, bien que la première hypothèse semble être la plus vraisemblable. Quant au système philosophique de Leibnitz il faudrait trop de développements pour l'exposer ici d'une manière intelligible. Il rendit également aux lettres des services presque aussi remarquables qu'à la philosophie ; nous pouvons citer en particulier ce fait qu'il parvint à détruire cette opinion alors courante que l'hébreu était la langue primitive de la race humaine.
En 1700, l'Académie de Berlin fut créée à son instigation, et il en prépara les premiers statuts. Lorsqu en 171/1 l'électeur d*^ Hanovre, son protecteur, monta sur le trône d'Angleterre sous le
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nom dci Georges 1*'. Lcihnilz lui lais>é de cùlc comme un inslrumciil inutile, cl délonse lui fui laile de venir en Anglolerrc ; lonibé en disgrâce, il passa dans roid)li les deux dornières années de sa vie. Il mourut en Hanovre en 17 lO.
Leibnilz recherchai lies distinctions. Ses manières séduisantes lui faisaient beaucoup d'amis, et tous ceux qui avaient cédé une première fois au charme de sa personne lui demeuraient sinccremeni allaciiés. lia position éminentc qu'il ticcupail dans la diplomatie, la piiilosopliie et les lotires, contrihua largement à auguienler sa réputation scienliliquc ; et l'autorité dont il jouissait lut encore considérablement accrue par la publication des Acta l'Jrudilorum-
Les dernières années de sa vie — de 1709 a 171G — furent attristées par sa longue controverse avec Jean Keill, Newton et d'autres savants sur la découvcric du calcul difîérentiel. Avait-il ciiunu les travaux antérieurs de Newton, ou avait-il puisé lidée lundamenlalc de sa découverte dans les écrits de ?s'e\vton, imaginant simplement un algorithme diflerentl'
Ce débat (') occu()o dans l'histoire scientifique des premières années du dix-huitième siècle une place qui n'est nullement en rapport avec son importance ; mais il a tellement marqué dans l'histoire des mathématiques de l'Europe occidentale, que nous nous croyons obligé d'en exposer les faits principaux. C'est à contrecoeur que nous consacrons co[)ondant tant de place à des questions présentant un caractère personnel.
Les idées sur lesquelles se trouvent basé le calcul infinitésimal peuvent se traduire soit au moyen de la notation des fluxions, soil en se servant de la notation des difTérenlicUes. Newton employa la première notation en iGOCi, cl conununitpia avant lOGf) ses manuscrits à ses amis et à ses élèves: mais jusqu'<Mi i(»9o, aucun traité
(') Le fail qui milite en laveur tic l'iiiAcnlioii porsoniiciio de F.EinMTz est cx- }>osé dans l'ouvrage de Geiuiauut, Lcibiiilzens iiHilrnudischc Sclirijïen cl dans le ■)« volume de Cwioii, GescliichlP der MaLcmulik. Les arguments opposés sont doiuiés dans l'ouvrage Lcïbii'Uzciis Amtprurh auf du: Brfindiiiig dcr DiJJerca- :iiitrcclinun(j de H. Sloman, Leipzig, iHGj, dont une Iraduction anglaise avec additions par le D"" Sloman, a clé publiée à Cambridge en 1860. On trouvera un résume des témoignages dans un mémoire de (i. A. Giuson inséré dans les l'riiver.diwjsof Ihc lidinbarrjh Malhcimdical Society, Vol. \IV, i8;)f), p.p. 1^18-17^1. L bistoirc de l'inverilion du calcul est développée dans un article inséré dans la if édition de V Encyclopédie ISritanitit/uc et dans l'ouvrage de l'. Mansion /is- 'luissc de l'histoire du Calcul injinilcsimul, (jiand, 1887.
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spécial ne fat publié sur ce sujet. Quant à la seconde notation, on peut avec beaucoup de probabilité lixor ù l'année 1G75 la date de sa première apparition. Leibnilz en fit usage dans la lettre envoyée cà Newton en 1677 ; elle est exposée dans le mémoire de i684 dont il est question plus loin. Le fait que la notation difFércn (ielle est due à Leibnitz n'est pas on question ; le seul point en discussion est de savoir si l'idée générale du calcul a été empruntée à Newton ou si elle appartient en propre à Leibnitz.
L'opinion en ffwcur d'une invention faite directement par Leibnitz s'appuie sur ce fait qu'il a publié un exposé de sa métbode quelques années avant que Newton ait encore rien publié ; qu'il a toujours parlé de cette découverte comme lui étant personnelle, et que cette affirmation est demeurée plusieurs années sans être contredite, d'où il semblerait résulter que sa bonne foi ne saurait être suspectée. Pour réfuter cette opinion il est nécessaire de prouver 1" Que Leibniz avait eu connaissance en 1675, ou avant cette date ou au plus tard en 1G77, de quelques notes de Newton sur ce sujet et 2'^ qu'il en avait tiré les idées fondamentales du calcul. Le fait que la revendication est restée plusieurs années sans soulever d'objections est de peu d'importance, étant données les circonstances particulières de cette affaire.
Que Leibnitz eût connu quelques manuscrits de Newton, cela a toujours paru fort probable ; mais lorsque G. J. Gerhardt (') examina en 1849 les papiers de Leibnilz, il trouva un manuscrit dont personne jusqu'alors n'avait soupçonné l'existence, contenant des extraits de la main même de Leibnitz du traité de Newton De Analysi per Equationcs Numéro Terminornin Injinilas (qui avait été imprimé en ièo4 dans le De Ouadratura Curvarum) avec des notes sur ïeur expression au moyen delà notation différentielle. La question qui devient alors essentielle est de préciser la date à laquelle ces extraits furent pris. On sait qu'une copie du manuscrit de Newton avait été envoyée à Tscbirnbausen en mai 1676, et comme cette même année ce dernier préparait un travail en collaboration avec Leibnitz, il n'est pas impossible que ces extraits datent de cette époque f ). Il est également possible qu'ils aient été pris en 1676, car à cette époque Leibnitz discutait avec Collins et
(') Gerhahdt, Lcibnizens matheinalischc Schrljlen, vol. i. p. 7. {*) Sloman, traduction anglaise, p. 8/4 .
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OldeiibiirLr'jlii (jiirslion de Tanalyso par les séries infinies : à priori, il est probable (jiiils lui auront inoiilré le inaniisciil de Newton concernant ce su[el, manuscrit dont l'un ou l'autre, ou peut être les deux, po.-.sédaient unecoj)ic. On peut supposer aussi, ilcsl vrai, que Lcil)nil/, lit les extraits en qucstit)n sur rcxenipiairc imprimé en 170 |. ou après cette date. Peut de temps avant sa mort Leibnil/. dans une lettreàConti, reconnaissaitque quelques écrits de Newton lui avaient été montrés, mais en laissant entendre qu'ils ne préscn tairnl (fue fort peu d'inti-rèl. il est à présumer qu'il faisait alors .allusiduaux lettres de Newton des i.'i juinct :>,/» octobre lOyô, et à la lettre du iodécend)re iCt/i? sur la méthode des tangentes dont des extraits accompagnaient (') celle du i3 juin — mais il est singulier (pie la réception de ces lettres n'ait pas provoqué de la pari deLeibnit/ de nouvelles demandes de renseignements, à moins ([u'il n'eut déjà connaissance, ])ar une autre source, de la méthode suivie par Newton.
Que licibnitz n'ait fait aucun usage du manuscrit dont il avait pris des extraits ou que l'invention du calcul ail été faite antérieurement par lui, ce sont là des questions sur lesquelles on ne peut aujourd'hui se prononcer avec certitude. 11 est à noter cependant que les mémoires de Portsmouth non publiés montrent que, lorsqu'en 1711, Newton prit sérieusement part à la discussion, il indiqua ce manuscrit comme étant celui qui était probablement tombé, d'une façon ou d'une autre, entre les mains de l^eibnitz (^). A celte époque aucun témoignage n'établissait que Lcibnit/. avait vu ce manuscrit avant son in>pression en 170/», c'est pourquoi la conjecture formulée par Newton ne fut pas publiée ; mais la découverte faite par Gerhardt de la copie prise par Leibnil/. vient à l'appui de l'hypothèse de Newton. Certains avancent que pour un homme ayant le talent de Leibnil/, le manuscrit, complété d'ailleurs par la lellre du 10 décembre 1679, donnait des éclaircissements suffisant à laisser entrevoir les méthodes du nouveau calcul ; l'invention d'une notation s'imposait, il est vrai, à quiconque aurait voulu s'en servir, attendu (pi'on n'y trouve pas trace de la notation des (luxions ; d autres écii vains s'élèvent contre une pareille affirmation.
Cj ("lEniiAnnT. Vol. I, p. 91.
(-) Cataloçjuc des mémoires dr. Portsmoittli, pj). \vi, x\ii, -, 8.
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On n'avait au début aucune raison de douter de la bonne foi de Leibnilz, mais lors de la pul)lication, en 170/1, sans nom d'auteur, d'une analyse du traité de Newton sur les quadratures, dans laquelle on laissait supposer que ce savant avait emprunté à Leibnitz l'idée du calcul des fluxions, tout malliématicien soucieux de la vérité (') putsedomaniler si Leibnitz avait réellement inventé le nouveau calcul. Il osl admis par tout le monde que les faits avancés dans l'analyse on question, attribuée avec vraisemblance à Leibnitz, ne sont appuyés d'aucune justification. Mais la discussion qui suivit eut pour conséquence de provoquer un examen approfondi et critique de la question, et on en vint alors à se demander si Leibnitz n'avait paseniprunté à Newton l'idée du calcul. Les faits militant contre Leibnitz, furent exposés tels que les voyaient les amis de Ne^yton dans le Commcvc'nim Epistoliciirn publié en i']i-2\ des références détaillées sur tous les points visés y étaient adjointes.
Les amis de Leibnitz ne lirent paraître, en sa faveur, aucun exposé semblable (avec faits, dates et références); mais ,Tean lîernoulli cbercba, d'une façon indirecte, à alTaiblir la force des témoignages des aniis de Newton, en attaquant la réputation de celui-ci dans une lettre datée du 7 juin 1713. Les accusations portées étaient fausses et Bernoulli mis en demeure davoir à en fournir une justification, renia solennellement la [)aternilé de la lettre. En acceptant cette dénégation, Newton ajoute dans imc lettre privée qu'il lui adresse les observations suivantes intéressantes à noter car elles expliquent pourquoi il fut enfin amené à prendre part à la controverse : « Je n'ai jamais chercbé à acquérir quelque renom auprès des étrangers, mais je suis très désireux de conserver ma réputaticn d'bonnôte liomme, que l'auteur de celte épitre, se posant en juge sujirême, a essayé de m'enlever. Maintenant que je suis vieux, je trouve peu de plaisir dans les études mathématiques; je n'ai jamais d'ailleurs tenté de propager mes idées à travers le monde ; j'ai plutôt pris soin de ne pas me laisser entraîner, à cause d'elles, dans des discussions, »
La défense de Leibnitz ou l'explication de son silence est donnée dans la lettre suivante, datée du () avril 17 iG, qu'il avait adressée
(1) Dm ILLIER en i6()9 avait accusé Leiiînitz de plagiat au préjudice de INewtom, mais Dhlillier ne jouissait, pas. d'une grande «lotoriélé.
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u Coiili : (I Pour répondre de point en point à l'ouvrage publi»' conlre moi, ii falloit un autre ouvrage aussi grand pour le moins que celui-là : ii falloit entrer dans un grand détail de quantité de minuties jxissées il y a Ironie à ((uaranle ans dont je ne me souvetiois guère ; il me falloit cliorclicr mes vieilles Icllros, dont plusieurs se sont perdues, oulrc que; le plus souvent je n'ai point gardé les minutes des mieimes : cl les autres sont ensevelies dans un grand las de papiers, que je no [)ouvois débrouiller qu'avec du temps et de la patience; mais je n'en avois guère le loisir, étant chargé [)résentemcnt d'occupations d'une toute autre nature. »
Seule la mort de Lcibnilz en 1716 suspendit momentanément la C(^nlroverse qui bicnlôt cependant reprit son cours et même donna lieu à des débals i)lutôt acrimonieux. La question est difficile à trancher, les lémoignagos sont conlradidoircs et dépendent des circonstances ; nous laissons le lecteur juger lui-uiéme et se prononcer suivant ce qui lui paraîtra le plus conforme à la raison. C'était essentiellement le cas pour Leibnitz de se faire entendre ol de réfuter nombre de détails suspects relevés contre lui. La possession ignorée d une copie d'un manuscrit de Newton, ou d'une partie de ce manuscrit pouvail s'expliquer; mais le fait que dans ])lus d'une occasion Leibnitz a altéré délibérément des documents inqioitanls et leur a apporte des additions (citons, par exemple, la lettre du 7 juin 1710 dans les Charla Volans, et celle du 8 avril 1716 dans les Acla Eruditorum) avant de les publier, et, ce qui est plus grave, qu'une date essentielle a été altérée dans un de ses manuscrils (') (le millésime 1G75 transformé en 1O70) donne [)eu de valeur à son propre témoignage. Quoiqu'il on soit, nous pensons que la majorité des écrivains modernes s'arrêteront à cette conclusion que, probablement, Leibni!/ et Newton ont invente le calcul inlinitésimal indépendamment l'un de l'autre ; mais tout bien considéré, nous pensons que vraisemblablement, Lcibnilz avait lu en partie ou pcnt-élre complètomeiil \t De Analysi {\c Newlon avant 1G77; jusqu'à quel point Lcibnilz a-l-il été influencé par cetle lecture, c'est ce qu'il est difficile de dire. On prétendait, rappolons-lo, (ju'il avait reçu non pas un exposé complet du calcul, mais bien un certain nombre d'ins-
(') Cantok qui dcfcml la cause de Li:iiimtz, jjciisc (Juc celle l'alsilicalion doil lui cire allribuée. Voir ses GcschiclUe, vol. 111, p. 176.
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piralions, et comme il ne publia pas avant iGS/j ses résnllats de 1677, et que la notation employée et les dcveloppemenls subséquents sont sans conteste de son invention, il est possible qu'il ail été conduit après une pi'iiodo de trente ans à regarder comme d<' peu d'importance les renseignements qu'il avait pu recueillir au début, et finalement à n'en tenir aucun com[)te.
Si nous devons nous borner à un seul système de notations, il n'est pas douteux que celui imaginé par Leibnitz se prêle mieux (pie celui des fluxions aux applications du calcul infinitésimal, et pour certaines questions (telles que le calcul des variations) il est certainement presque indispensable. Il est nécessaire cependant d'ajouter qu'au commencement du xvn° siècle les méthodes du calcul indéfinitésimal n'avaient pas encore été exposées systématiquement, et que les deux notations étaient également bonnes. Le développement de ce calcul tut l'œuvre capitale des mathématiciens de la première moitié du xvni'^ siècle. La notation dilTérentielle (ut adoptée par les mathématiciens du continent. Son application par Euler, Lagrange et Laplace aux principes de la mécanique posés dans les Principia constitua l'œuvre importante de la seconde moitié de ce même siècle et établit finalement la supériorité du calcul dilTérentiel sur celui des fluxions. La traduction des Principia dans le langage de l'analyse moderne et l'exposition détaillée de la théorie newtonienneà l'aide de cette même analyse, furent l'œuvre de Laplace.
On re<)-arda en Angleterre les réclamations de Leibnitz comme une tentative faite pourenlever à Newton la gloire deson invention ; de part et d'autre, les jalousies nationales intervinrent pour embrouiller la question. On s'explique alors naturellement pourquoi les méthodes géométriques et la méthode des fluxions, telles que les employait ÎNewton, furent seules, et cela malheureusement, étudiées et usitées en Anglelerre. De ce fait l'Ecole anglaise demeura plus d'un siècle sans contact avec les mathématiciens du continent. La conséquence en lût que, malgré la brillante cohorte d'élèves formés par Newton, les perfectionnements successifs apportés sur le continent aux méthodes d'analyse lurent presque ignorés en Grande Bretagne. La valeur de ces nouvelles méthodes analytiques ne fut complètement admise en Angleterre que vers 1820, et ce n'est qu'à partir de cette époque que l'on voit les compatriotes de
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Newton prendre de nouveau une large part aux progrès des malhénialiques.
Abandonnant maintenant cette longue conlniNersc, passons à {■('•lude des mémoires mathénialiques produits par I.oihnil/. et dont les plus importants furent publias dans les \cia l'iraditovam. Ils i-mdent principalement sur les applications du calcul infinitésimal ri sur diverses questions de mécanique.
J.es seuls mémoires ayant une importance de premier ordre
xtnt relatifs au calcul dilTérentiel. Le plus ancien fut publié en
octobre 1G8/1 dans le recueil précité. Leibnil/ y expose une métbode
::énéralc pour trouver les niaxiiua et les niininia. cl pour tracer les
tangentes aux courbes. Un [)rol)lruic inverse, à savoir : trouver la
cDurbc dont la sous-langenle est conslante y est également discuté.
La notation est celle que nous connaissons, les dérivées de x'",
des produits et des quotients sont calculés. Iji i (')8G il écrit un
mémoire sur les princijies du nouveau calcul. Dans ces deux, mc-
iiioircs le principe de continuité est explicitement admis, l'cxpo-
silion de la métbode est basée sur l'emploi des iulinimcnt petits
et non sur celui de la valeur limite des ra[)|)orts. I']n réponse à
(pielques objections présentées en iCg'i par Bernard TNieuwenlyt
dv . . . . , . c>
(pu avançait que ," représentait une quanlilc n ayant comme ^^
aucun sens, Leibnitz expliqua comme Barrow l'avait déjà fait, que,
géométriquement, la valeur de / pouvait être regardée comme le
iap])ort de deux quantités finies. Nous estimons que l'exposédu but cl des métbodes du calcul infinitésimal, tel qu'on le trouve dansées opuscules, quisontles trois plus importants mémoires que Leibnitz ait publiés sur ce sujet, est quelque peu obscur, cl (jue la tentative de l'auteur d'appuyer ses explications sur des bases métapbysiques, n'est pas de nature à remédier à ce défLiut ; mais le fait, cpie dans les matlicmatiques modernes, tous les résultais sont ex[)riniés au moyen de l'algorilbnie inventé par Lcil)iul/ doit être considéré comme un magnifique témoignage en faveur de son fi'uvre.
Ln 1O92, Leibnitz écrivit un mémoire dans. lequel il posait les fondements de la tbéorie des enveloppes. Otte ibéorie fut de nouveau développée en 169/1 dans un nouvel arlicleoù il inlrodui-
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sait pour la première fois les terme? de « coordoTmées » et a. d'axes des coordonnées i).
Leibnitz publia également un i; rand nombre de notes sur des questions de mécanique ; mais quelques-unes coutiennenl des erreurs montrant qu'il n'avait pas compris les principes de celte science. Ainsi, en i(J8j, il écrivit un mémoire pour déterminer la pression qu'exerce une sphère de poids P appuyée sur deux plans ; il supposait les plans inclinés sur l'horizon d'angles complémentaires, cl disposés de telle sorte que les hgnes de plus grande pente soient perpendiculaires à leur intersection. Il avance à ce propos que la pression sur chaque plan doit donner lieu à deux composantes (' unum quo decliviter descendere tendit, allerum quo planum déclive premit ». Il dit ensuite que, pour des raisons métaphysiques, la somme des deux pressions doit être égale à P. De là, si R
et R' sont les pressions demandées, et a et -- — a sont les inclinaisons des plans, il conclut que
R = - P (i — sin a -j- ces a^ et R' = - P (i — ces a + sin o.).
Les vraies valeurs sont
R =r Pcosa, et R' = Psinx.
Néanmoins quelques-unes de ses notes sur la mécanique ont de la valeur. Nous citerons les plus importantes; deux, en i68() et iGf)'i, où il résout le problème consistant à trouver une courbe isochrone; une en 1697, sur la courbe de plus rapide descente (c'était le problème envoyé en défi à Xeuton) ; et deux en 1694 et 1692 dans lesquelles il fait connaître l'équation intrinsèque de la courbe formée par une corde flexible suspenduelibrement par ses deux extrémités, c'est-à-dire de la chaînette, mais sans donner la démonstration. Ce dernier problème avait été, à l'origine, proposé par Galilée.
En 1689, c'est-à-dire deux ans après la publication des P/vnc;/)/a, il étudia les déplacements des planètes, qui, prétendait-il étaient R. B. — To.iic H. 4
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produits par le mouvement Je l'éther. Non seulement les équations (lu mouvement auxquelles il arriva sont erronées, mais les déductions qu'il en tirait ne concordaient même pas avec ses propres axiomes. Dans un autre mémoire publié en 1706, c'est-à-dire environ vingt ans après la composition des Principia, il reconnaissait que quelques erreurs s'étaient glissées dans sa première note, mais il maintenait ses conclusions précédentes, et résumait le sujet en disant u il est certain que la gravitation engendre à chaque instant une nouvelle force vers le centre, mais la force centrifuge également en engendre une autre éloignant du centre... La force centrifuge peut être considérée sous deux aspects, suivant que le mouvement est traité comme s'elTectuant sur la tangente à la courbe ou sur l'arc de cercle lui-même ». Il paraît évident, d'après ce mémoire, qu'il ne saisissait pas réellement les principes de la dynamique, et il est à peine nécessaire d'examiner plus complètement ses travaux sur ce sujet. Beaucoup de ses recherches sont rendues défectueuses parla confusion constante qu'il fait entre la quantité de mouvement et l'énergie cinétique. Quand la force est « passive » il emploie le premier algorithme qu'il appelle vis morliia, comme mesure d'une force ; quand la force est « active » il se sert du dernier, dont il appelle le double de la valeur « vis viva ».
Les séries étudiées par Leibnitz comprennent le développement de log (i H- x), sinx, arcsinx et arctgx, qui tous avaient déjà été donnés. Leibnitz (comme Newton) reconnut l'importance des remarques que Jacques Grégory avait faites concernant la nécessité de s'assurer de la convergence ou de la divergence des séries infinies, et il proposa une règle pour reconnaître si les séries alternées convergent ou non. En 1693, il expliqua la méthode de développement en séries par les coefficients indéterminés, mais les applications qu'il en donne contiennent certaines erreurs.
Leibnitz a fait preuve dans scsœuvresdunegrande habileté d'analyste, mais il a laissé beaucoup de sujets inachevés; cnlm il a commis fréquemment des erreurs lorsque, abandonnant ses symboles, il a tenté d'interpréter ses résultats. Il est hors de doute qu» les exigences
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delà politique, de la philosophie et de la littérature lui prirent beaucoup de temps et l'empêchèrent d'étudier d'une façon complète les problèmes qu'il abordait ou d'écrire un exposé systématique de ses vues ; à vrai dire, cela n'excuse pas les erreurs de principes qui se rencontrent dans ses écrits. Dans quelques-uns de ses mémoires se trouvent les germes de méthodes devenues de nos jours des instruments précieux d'analyse, telles que l'emploi des déterminants et des coefficients indéterminés : mais lorsqu'un écrivain d'un génie si varié queLeibnitz émet des idées sans nombre, on doit présumer que quelques-unes seulement d'entre elles seront heureuses, et, faire lenumération de ces dernières, sans mentionner les autres, ne pourrait laisser qu'une impression fausse de la valeur de son œuvre. Malgré cela, son titre à la renommée repose sur une base solide, car son nom se trouve lié d'une façon inséparable à l'un des principaux instruments de l'analyse moderne, le Haut calcul, de même que celui de Descartes — un autre philosophe — l'est à la Géométrie analytique.
Par ses mémoires dans les Acta Erudiloriim, Leibnitz fut un des auteurs du continent qui familiarisèrent les mathématiciens avec l'emploi du calcul différentiel. Parmi les autres, les plus remarquables furent Jacques et Jean Bernoulli, qui tous deux étaient amis et admirateurs de Leibnitz, et qui, par leur campagne dévouée, contribuèrent largement à sa réputation. Non seulement ils prirent une part proéminente à la discussion de presque toutes les questions mathématiques dont on s'occupait à cette époque, mais presque tous les mathématiciens en renom sur le continent, durant la première moitié du xvni° siècle, subirent directement ou indirectement l'influence de l'un ou l'autre ou même de l'un et l'autre.
Les Bernoulli (*) (ou Bernouilli comme on les appelle quelquefois, et peut-être plus correctement) descendaient d'une famille hollandaise qui, chassée de son pays parles persécutions espagnoles s'était établie à Bâle, en Suisse. Le premier membre de la famille qui se créa un renom de mathématicien, fut Jacques.
('; Voir IV'xposo donné dans Alhjemeine Deulsche Biograplde, vol. Il; Lciii/ig 1875. pp. 470-483.
5a UISTOIBE DES MATQÉM.VlIQtES
Jacques BernouUi {^ ). — Jacijiies Bernoulli naquit à Bàle le 27 dccenibre iGô i ; en iG8(j il fut chargé d'une chaire de mathématiques à l'Université de cette ville, et il l'occupa jusqu'à sa mort, qui survint le lOaoùt 170.").
L un des premiers, il sut apprécier le puissant instrument d'ana- Ivse qu'était le calcul infinitésimal et l'appliquer à i)lusieurs problèmes. Usant fort heureusement de sa grande inlluence, il préconisa avec succès l'emploi du calcul dilTérenliel ; ses leçons sur ce sujet, qui furent [)résentces sous la forme de deux essais composés en 1691 , et se trouvent insérées dans le second volume de ses œuvres, montrent combien il avait, dès cette époque, saisi complètement les principes de la nouvelle analyse. Ces écrits, où le mot inléirrale figure pour la première fois, constituent le plus ancien essai pédagogique de calcul intégral : car Leibnitz avait traité chaque problèuie indépendamment de résultats généraux établis par avance, cl n'avait posé aucune règle générale sur le sujet.
Les découvertes les plus importantes de Jacques Bernoulli sont sa solution du problème de la courbe isochrone, sa démonstration (le l'exactitude de la construction de la chaînette donnée par Leibnitz, et son extension à la construction de la courbe affectée par une corde extensible de densité variable, soumise en chaque point à l'action d'une force dirigée vers un centre fixe; la détermination de la forme que prend une tige élastique fixée par l'une de ses extrémités et dont l'autre est actionnée par une force (-) ; celle de la figure que prend un rectangle fait d'une substance llexlble dont deux côtés sont fixés horizontalement et qui est rempli d'un liquide pesant (^), et enfin la courbe dessinée par une voile enllée par le vent (*). En 1696, il proposa un prix pour la solution générale du [troblème des isopérimètres, c'est-à-dire des figures d'un périmètre donné présentant une aire minimum; sa propre solution, publiée en 1701, est exacte pour tous les cas qu'il examine. En i()98, il publia un essai sur le calcul dilTérentiel ek ses applications
(') Voir son Ehxjc par H. ue t'"oMEM:i.LE, l'arls 1760, et Moxncx.v Histoire, \ol. II. Une édition des œuvres de Jacoles Ber>ollli a été publiée^ en deux volumes à Genève, en ij'ii, et Ttiistoire de sa vie se trouve en tête du i*^"" volume.
{-) (j'esl VIClastica.
(■') C'est la Liiitcuriu.
('»j C'est la \ claria.
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à la géométrie. Dans ce traité, il étudie les propriétés principales de la spirale équiangle spirale logarithmique) et note spécialement la façon dont les courbes variées qui s'en déduisent reproduisent la courbe primitive; frappé de ce fait, il demanda, à l'exemple d'Ai'cliimcde, qu'une spirale équiangle fût gravée sur sa tombe avec cctteinscription : <.( eadein niuncro miilala resiirgo » . Il fit paraître également en i(')()5une édition de la Gcometrie de Descartes. Dans son Traité Ars conjeclandi, publié en 1710, il établit les principes fondamentaux du calcul des probabilités; dans le cours de l'ouvrage il définit les nombres qui portent son nom ( ') et explique leur usage ; il donne également quelques théorèmes sur les différences finies. Il fit aussi, sur la théorie des séries, des leçons qui furent publiées en 1713 par.Mcolas Bernoulli.
Jean Bernoulli (-). — Jean Bernoulli, frère de Jacques, naquit àBàlele 7 août 1GG7, et mourut dans cette ville le i'"' janvier 174!^. Il occupa la chaire de mathématiques à l'Université de Groningue de 1695 à i70."'>, pnis de 1700 à 174^, il remplaça son frère à Bàle. Il se comporta très injustement à l'égard de tous ceux qui n'admiraient pas son talent; il avait de lui-même une opinion fort avantageuse. Comme exemple de son caractère^ nous dirons seulement qu'il essaya de substituer à une solution erronée qu'il avait donnée du problème des courbes isopérimètres, une autre solution dérobée à son frère Jacques; en même temps, il chassait de sa maison son fils Daniel, parce que l'Académie des sciences lui avait décerné un prix que lui-même comptait obtenir. C'était cependant le professeur de son époque qui avait le plus de succès, et il possédait le talent d'inspirer à ses élèves le goiU passionné qu'il avait lui-même pour les mathématiques. L'adoption générale sur le continent de la notation différentielle et le rejet de la notation des fluxions fut grandement due à son influence.
(*) Une bililiogrraphie des nombres de Bernoulli a été donnée par G. S. Ely dans la pulîlication Anu-rican Journal of Matheinatics, 1882, Vol, V. pp. 228-
(-) D'Alemiœrt écrivit un article étogicux sur les œuvres et l'influence de Jean Bernoulli, mais en s'abstenant complètement de parler de sa vie privée ou de ses discussions. Voir aussi l'Hisloirc de Montucla, vol. II. Une édition des œuvres de Jean Hernoulli fut publiée en 4 volumes à Genève, en 1742. et sa correspondance avec Leiumtz, en 2 volumes parut également à Genève, en ly^ô.
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Nous laisserons tic côté les innombrables controverses engagées par Jean BcrnouUi pour arriver à ses principales découvertes. Elles comprennent : le calcul exponentiel, l'étude fonctionnelle et non plus géométrique de la trigonométrie, les conditions qu'une ligne doit remplir pour être géodésicpie, la détermination des trajectoires ortliogonalcs, la solution du problème de la brachistochrone, et renonciation du principe du travailjvirlucl.Co futlui qui le premier, croyonsnous, employa le signe algébri<pie 7 pour désigner l'accélération produite par la pesanteur, et il arrivait ainsi à la formule V^ = 2 f/li : le même résultat aurait été antérieurement exprimé parla proportion
En 1718, il remplaça la notation / ou c qu'il avait proposée en 1698 pour représenter une fonction ('), par le symbole '>a; : mais l'adoption générale des symboles tels que /, F, '>, '1» ... pour représenter les fonctions, paraît être principalement due à Euler et à Lagrange.
Plusieurs membres de la même famille, enrichirent plus récemment les mathématiques de leurs écrits. Les plus célèbres d'entre eux furent les trois fds de Jean : Nicolas, Daniel et Jean le cadet, et les deux fds de ce dernier, qui portèrent les noms de Jean et de Jacques. Pour compléter notre exposé, nous ajoutons ici les dates respectives les concernant : Nicolas Bernoiilli. l'aîné des trois fds de Jean, naquit le 27 janvier 1695 et se noya le 2(j juillet 1726 a Saint-Pétersbourg 011 il était professeur. Daniel BcrnouUi, le second fils, naquit le 9 février 1700 et mourut le 17 mars 1792 : il enseigna d'abord à Saint-Pétersbourg, puis à liàle, et eut le rare mérite de partager avec Euler^ et cela pas moins de dix fois, le prix proposé tous les ans par l'Académie des Sciences ; nous aurons l'occasion d'en parler de nouveau quelques pages plus loin. Jean BernoiiUi, le cadet, frère de Nicolas et de Daniel, naquit le 18 mai 17 10 et mourut en 1790 ; il fut également professeur à Bàlc. Il laissa deux fds, Jean et Jacques, dont le premier, né le \ décembre i7Victmortle lojuillcl 1807,
(') Sur la signification donnée à l'origine au mol fonction voir une note fie M. Cantor parue dans Vlnlcrinvdiaire des malliéniaticiens, 'pn\ier 189(5, ^ol. III. pp. r»3-a3.
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fut Astronome Royal et Directeur des Etudes mathématiques à Berlin; le second, né le [7 octobre- ijSq et mort en juillet 17S9, fut successivement professeur à Bàle, Vérone et Saint-Pétersbourg.
DÉVELOPPEMENT DE L'ANALYSE SUR LE CONTINENT
Négligeant pour le moment les mathématiciens anglais de la première moitié du xviii" siècle, nous nous occuperons ici d'un certain nombre d'écrivains du continent dont les travaux sortent de l'ordinaire. Pour quelques-uns, nous n'aurons que peu de mots à dire. Leurs écrits marquent les différentes étapes par lesquelles passèrent la géométrie analytique et le calcul intégral et différentiel avant qu'ils devinssent familiers aux mathématiciens. Presque tons furent des élèves de l'un ou l'autre des deux premiers BernouUi ; ils se suivent de si près, qu'il est difficile de les présenter suivant un ordre chronologique. Les plus remarquables parmi eux furent Cramer, de Gua, de Montmort, Fagnano, L'ilospital, Nicole, Parent, Riccati, Saiirin et Varignon.
L'HospitaL — Guillaume-François- A ntoine l'Hospital, marquis de Sainl-Mesme. né à Paris en 1 661, et mort dans la même ville le 2 février 170^, comptait parmi les plus anciens élèves de Jean BernouUi ; celui-ci avait passé en 1 69 1 quelquesmois chezl'Hospital, à Paris, afin de lui enseigner le Nouveau calcul. Il semble étrange, mais il n'en est pas moins réellement exact, que, seuls à cette époque, Newton, Leibnitz et les deux anciens BernouUi connaissaient le calcul infinitésimal et pouvaient s'en servir. — Et il faut noter qu'ils ont été capables de résoudre les plus difficiles des problèmes proposés alors en défi. * C'est ainsi que l'Hospital donna en iCtQÔ la solution du problème de la courbe le long de laquelle doit glisser le contre-poids d'un pont-Ievis pour qu'il y ait toujours équilibre (^) ; qu'il résolut en 1697, avec NcAvton, Leibnitz et Jacques BernouUi, le problème de la brachystochrone proposé par Jean BernouUi ; qu'enfin il traita en même temps que Jean BernouUi le problème du solide de moindre résistance, dont NeAvton avait
(') Maximflien Marie (Ilisl. des se. inalhctn.) a reproduit la curieuse solution de l'Hospital.
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donné \a solution dans <oii Ltrrc des Principia. mais sans a |>i)li cation à ra|)[)iii.
A celle r|)Of(ue, il n'cvislail aucun livre classique exposanl le Xourcaii calcul*, et le mérite d'avoir amassé les matériaux du premier traité expliquant les principes et l'usage de la Mclliodc revient à l'IIospital : ce traité fut publié en 169O sous le titre à'.Xnalyse des infiniment petits. Il renferme une étude partielle de la valeur limite du rapport de deux fonctions qui. pour une certaine
valeur de la variable prend la lurme indéterminée , problème
résolu par Jean HernouUi en 170'j. {' j Cet ouvrage se répandit à profusion; il provoqua l'usage général en France de la nolation diirérenlielle et contribua à la faire connaître en Europe. Un supplément, contenant une semblable exposition du calcul intégral, avec des additions relatives aux progrès du calcul dlirérenlicl faits dans la secoiule moitié tlu siècle, fut publié à Paris, en i~')'\-i'>, [lar L. A de iMiugainville.
L'Hospilal publia également en 1707, im traité concernant l'étude analytique des coniques qui fut considéré comme un ouvrage classique pendant près d'un siècle.
Varignon (-). — Pierre V<iri<jnon, né à Cacn en lOô'i membre de l'Académie des sciences et professeur au Collège de France, mourut à Paris le :>2 déccudjre i~'i:i\ il était lié avec Newton, Leibnitz, les Bernoulli, et, a[)rès l'IIospital, il lut en France le plus ancien et le plus zélé propagateur du calcul dillérentiel. Il comprit la nécessité de vérifier la convergence des séries, mais fut arrêté par les dillicultésanalytiques du problème. Il sim[)lilialcs démonstrations des principales propositions de la mécanique, et. en 1GS7, reprit l'étude de cette brandie des malliémaliqucs en la basant sur la composition des forces. Ses onivres furent [lubliées à Paris, en i7>5.
* Ses principaux ouvrages sont : la Noiwelle mécanique, V Eclaircissement sur l'analyse des infiniment petits ^\q Trnilr du moiwi'niciit et de la mesure des eaux courantes.
Son meilleur titre de gloire est d'avoir éclairci les principes et simplifié l'exposé de la Mécaaique *.
'(') Cette question, étudiée dans tous les Irailés d'analyse inlinitésimale [loilc le nom do règle de I'Hospital *.
(-] Elone lie Varitjnoit [)ar lî. ue Fontenei.i.e, Paris, i-jOd.
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De Montmort. Nicole. — Pierre Raymond dé Montmorl. nr à Paris le ay oclobrc 1G7S et mort dans celte ville le 7 octobre 17 1 <). s'intéressa à la question des dillércnces Unies. En lyiS, il détermina la somme de n termes d'une série Unie de la forme
lliéorème qui semble avoir été retrouvé d'une façon indépendante parCbr. Goldbach en 17 18.
*Il est surtout connu par ses travaux sur le Calcul des Probabililr.s. 11 fut le premier à résoudre complètement le problème des partis : deux joueurs, qui jouent l'un contre l'autre, se retirent du jeu sans acbever la partie ; à ce moment, il manque à chacun d'eux un certain nombre de points; on demande le yja/'// de chaque joueur, c'est-à-dire la manière dont doit être partagé l'enjeu (' 1 *.
François Nicole, qui naquit à Paris le 10 décembre i(383 et y mourut le 18 janvier 1738, publia en 1717 son Traité du Calcul des différences finies ; on y trouve des règles pour former les dilïérences et aussi pom- eiîectuer la sommation de séries données. Il écrivit en outre, en 1706, un ouvrage sur les roulettes, principalement les épicycloïdes sphériques, et en i7"?9 et 1731 il publia des mémoires sur les essais deNcAvton relatifs aux courbes du 3" degré.
Parent. — Saurin. — De Gua. —Antoine Parent, né à Paris le 16 septembre iCGG et mort dans la même ville le 2b septembre 171G, écrivit en 1700 sur la géométrie analytique à trois dimensions. Ses œuvres furent réunies et publiées en trois volumes à Paris en 171.').
Joseph Saurin, né à Courtaison en iGôc) et mort à Paris le 18 décembre 1737, montra le premier comment les tangentes aux points multiples des courbes pouvaient être déterminées par ranalvse.
J ean- Paul de Gua de Maires nac[uh à Carcassonne en 1713 et mourut à Paris le 1 juin 1783. Il publia en i7'|0 un ouvrage sur la géométrie analytique dans lequel, sans faire intervenir le calcul diflércntiel, il déterminait les tangentes, les asymptotes et divers
(') Encyclopcdie des Sciences inallicmaliijucs [Aires et appliijuées. tome I. vol. .j, p. i3.
poînis singuliers d'une courbe algébrique. Il montra de plus comment les points singuliers et 1rs boucles isolées étaient modifiés par la projection conique. II donna la démonstration de la règle des signes de Descartes que l'on trouve dans la plupart des livres modernes : il n'est pas clairement établi qu'elle ait été démontrée d'une façon rigoureuse par Descartes, et Newton semble l'avoir regardée comme évidente.
Cramer. — Gabriel (^rci/ncr, né ii (jcnève en lyo'i et mort à Bagnols en 17^2, enseigna à Genève, l/ouvrage par lequel il est le mieux connu est son Traité sur les courbes aUjébriques ('), publié en 1700, et qui passe pour le plus complet du genre. Cet ouvrage est encore consulté ; il contient la plus ancienne démonstration de cette proposition (ju'une courbe de n' degré est en général déterminée lorsqu'on en donne n (// -h 3) points. Il édita, en outre,
les œuvres des deux premiers Bcrnoulli, et écrivit sur la cause physique de la forme sphéroïdale des planètes, sur le mouvement de leurs apsides, 1780, et sur l'essai de Newton relatif aux cubiques, 1740.
Riccati, — Jacopo Francesco, comlc Riccali, né à Venise le 2.') mai 1G76 et mort à Trêves le i5 avril \~'>\, fit beaucoup pour répandre en Italie la connaissance de la physique Newtonienne. En dehors de l'équalion qui porte son nom et qu'il parvint à intégrer dans certains cas, * équation qui a fait l'objet de travaux récents fort remarquables*, il examina la question de la possibilité d'abaisser l'ordre d'une équation difTéronticllc donnée. Ses oeuvres, qui forment quatre volumes, furent publiées à Trêves en 17.58. Il eut deux fils qui écrivirent sur différents points moins importants touchant le calcul intégral et les équations dilTércnlielles : l'aîné Vincenzo naquit en 1707 et mourut en 177!), le second Giordano naquit en 1709 et mourut en 1790.
Fagnano. — Ginlio Carlo, Comlc Faijnano, et Marclwsc di Tosctii, né à Sinigaglia le G décembre 1O82 et mort le 26 septembre
(') Voir Cantor. Chap. cxvi.
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1766, peut être considéré comme le premier écrivain ayant attiré l'attention sur la théorie des fonctions elliptiques. N'ayant pas réussi à rectifier rellipsc ou l'hyperbole, Fagnano chercha à en déterminer des arcs dont la différence fût rectifiable. Il signala également l'analogie remarquable qui existe entre les intégrales représentant l'arc d'un cercle et l'arc d'une lemniscate. Enfin il établit la formule
lo"-
dans laquelle /représente \' — i. Ses écrits furent réunis en deux volumes et publiés à Pesaro en lyôo.
Il était à prévoir que quelques mathématiciens feraient de l'opposition aux méthodes d'analyse fondées surle calcul infinitésimal. Les plus renommés d'entre eux furent Vivian! , De la Ilire et Rollc, dont les noms ont été mentionnés à la fin du Chapitre X\ .
Jusqu'ici on ne voit apparaître aucun élève de Leibnitz et des deux premiers BernouUi qui ait un talent exceptionnel, mais vers 17^10 et sous l'influence d'un certain nombre d'écrivains de second ordre, les méthodes et le langage de la géométrie analytique et du calcul différentiel s'étaient vulgarisées. Nous allons parler maintenant de Clairaut, d'Alembert et Daniel BernouUi. Chronologiquement, ces savants appartiennent à la période qui fait l'objet du chapitre suivant, mais bien qu'il soit difficile de tracer nettement une ligne de démarcation entre les mathématiciens que nous rencontrons dans le chapitre en question et ceux dont nous avons examiné les écrits jusqu'ici, nous pensons, tout bien considéré, qu'il est préférable de parler ici des œuvres de ces trois écrivains.
Clairaut. — Alexis-Claude Clairaut, naquit à Paris le i3 mai 1710 et y mourut le 17 mai 1765. Il appartient à ce groupe peu nombreux d'enfants qui, doués d'une précocité exceptionnelle, accroissent encore en grandissant leur puissance intellectuelle. Dès l'uge de i:î ans, il composa un mémoire sur quatre courbes géométriques, mais son premier écrit important fut un Traite sur les courbes à double courbure qui le fit entrer à l'Académie des
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sciences. Dans ce niéinoire. ("lairaul étend aux courbes gauchos certaine? propriétés alors connues des courbes planes concernant leurs tangentes et leur rectification ; il (tudic aussi la quadrature des cylindres qui les projettent sur les plans coordonnés. Les si»lulions qu'il donne sont encore enseignées aujourd'hui. En ly.'ii, il démontra cette proposition indiquée par Newton : que toutes les courbes du .'>" ordre étaient les nrojeclions d'une courbe fai-ant partie d'un grou[)e de cinq paraboles cubiques déterminées.
En 17^1, Clairaul fit partie d'une e\[)édition scientifique chargée de mesurer la longueur d'un dei.'^n'- du méridien terrestre, et à son retour, en ly^S, il i)ublia sa Thconc ilc la fifjiire de la terre. Ce travail est basé sur une note de Maclaurin où ce dernier établissait qu'une masse fluide homogène, animée d'un mouvement de rotation autour d'une droite passant par son centre de gravité, doit prendre la l'orme d'un sphéroïde sous l'action de l'attraction mutuelle de ses points. Dans son ouvrage, Glairaut traite la question des sphéroïdes hétérogènes, et il donne la valeur de la pesanteur en un point de latitude /, à savoir :
{ - m — t] sm- / ;
G est la valeur de la gravité à l'équateur. m le rapport de la force centrifugea la gravité à l'équateur, et; l'excentricité d'une section méridienne de la terre. En i^\ç), Slokes{') montra qu'on arrivait au même résultat, quelle que soit la constitution intérieure ou la densité de la terre, à la condition que la surface soit un sphéroïde d'équilibre de parfaite cUiplicilé.
Captivé par la puissance de la géométrie tciîe qu'elle ap[)araissait dans les écrits de Newton et de Maclaurin. Glairaut abandonna l'analyse: l'ouvrage quil [)ul)lia en lyô», la Théorie de la Lune, est composé dans un esprit com[)lè[cmenl newtonien. On y trouve l'explication du mouvement de l'apside, qui avait jusqu'alors embarrassé les astronomes ; Glairaut l'avait tout d'abord tenu pour si mystérieux qu'il était sur le point d'admettre une nouvelle hypo- Ihcse relative à la loi de l'attraction, quand ayant eu l'idée de pousser ra[)proximation jusqu'au 'A" ordre, il constata que le résultat obtenu était en concordance avec les observations.
(I) Voir Caiiibriihjc PltilDSoiiltical Traiisnrlions, vol. ^IIi, pp. Gja-fig').
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Gomme suite à cet ouvrngo. il [niblia en ijô'i des Tables de la Lune. Clairaul composa en outre ditlërents mémoires sur Torbite lunaire, et s«r l'influence perturbatrice des planètes sur le mouvement des comètes, et en particulier sur le passage de la comète de Halley. L'un d'eux obtint le grand prix propose à ce sujet par rAcadémie de St-Pélersbourg. Sa grande popularité dans le monde entrava ses travaux scientifiques : « engagé, dit Bossul, à des soupers, à des veilles, entraîné par un goût vif pour les femmes, voulant allier le plaisir à ses travaux ordinaires, il perdit le repos, la santé, enfin la vie à l'âge de cinquante deux ans. n
D'Alembert ('). — Jean-le-Roiid d'Alcmbert naqu'd à Paris le iG novembre 1717 et mourut dans cette même ville le 21) octobre 1 7^3. Fils naturel du Chevalier Destouches, * général d'artillerie, et de M'"" de Tencin, chanoinesse et sœur du futur cardinalarchevêque de Lyon*, il avait été abandonné par sa mère, qui avait réservé à son père le moyen de le retrouver, sur les marches de la petite église de Saint-Jean-le-Rond, située à cette époque à l'angle septentrional du grand porche de >«otre-Dame. Recueilli là, il fut porté chez le commissaire paroissial qui_, suivant l'usage adopté pour les cas semblables, lui donna le nom chrétien de Jean-le-Rond. Nous ignorons pourquoi il sannoblit parla suite. La paroisse le confia aux soins de la femme d'un vitrier ayant un petit fonds de commerce non loin de la cathédrale, où il semble avoir trouvé un intérieur agréable bien que modeste. Son père, paraît-il, s'en serait occupé à un certain moment; il aurait fait les frais de ses études; il reçut dès lors de bons principes mathématiques. * Il lui légua en mourant, d'Alembert était alors âgé de neuf ans, une pension de 1 200 livres et le recommanda à ses proches, qui ne le perdirent jamais de vue.
Tout enfant, on le plaça dans le pensionnat de Bérée, au faubourg St-Antoine ; il profita beaucoup des leçons de ce maître qui. dès l'âge de dix ans, déclarait n'avoir plus rien ù lui apprendre.
(') CoîraoHCET, BERTH.OiD et s. B.\STiE>" ont laissé des esquisses de la vie de d'ALEMBERT : SCS œuvres littéraires ont été publiées, mais il n'existe pas encore une édition complète de ses écrits scientifiques. Quelques notes et lettres découvertes à une époque relativement récente, furent publiées par C. He:«ry à Paris, en 1887.
Agé de l'i ans, il fut admis, par grande faveur, au collège des Quatre-Nations fondé par Mazarin; on n'y recevait que des boursiers choisis par la famille du cardinal, de préférence de familles nobles, et originaires de l'une des provinces récemment annexées à la France. Jean Lerond y fut admis comme gentilhomme.
Ses études y furent brillantes, mais il n'y apprit point léquitation, l'escrime et la danse, comme l'eût voulu Mazarin ; l'Université de Paris refusa toujours de se conformer sur ce point aux volontés du cardinal. Et dAlenibert, qui n'apprit pas les belles manières dans son enfance, ne les connut jamais.
A la fin de l'année lyS."), le jeune écolier, alors âgé de i8 ans. fut reçu bachelier ès-arts. 11 était devenu excellent latiniste, il savait assez le grec pour lire plus tard dans le texte Archimède et Ptolémée, il savait tourner une phrase en excellent français... sans plus : là se bornait l'instruction des d honnêtes gens « de son temps.
Ses maîtres, presque tous prêtres, et jansénistes fervents, auraient voulu l'enrôler sous leur bannière ; il s'y refusa, ciTrayé qu'il fût d'une [)ieuse ferveur qui n'engendrait que la haine, et se livra tout entier aux études qui l'attiraient, médecine, droit et surtout mathématiques qui devaient bientôt l'absorber tout entier ' *.
Un essai qu'il composa en 1739 sur le calcul intégral et un autre sur les ricochets, paru en 1 7/10, attirèrent sur lui l'attention, et deux ans plus tard, il entra à l'Académie des sciences, grâce en partie à l'influence de sa famille. Trait qui lui fait honneur, il refusa absolument d'abandonner sa mère adoptive. avec laquelle il demeura jusqu'à sa mort, en 1757. Sa mère adoptive ne voyait pas d'un bon œil ses succès car, lorsqu'il fut parvenu au faîte de la renommée, elle lui reprochait de perdre ses facultés dans des recherchesinutiles : « vous ne serez jamaisqu'unphilosophelui disait- « elle, et qu'est-ce qu'un philosophe ? c'est un fou qui se tourmente « pendant sa vie, pour qu'on parle de lui lorsqu'il n'y sera plus ». Il produisit presque toutes ses oeuvres mathématiques au cours de la période qui va de 17^3 à 175/i. La première fut son Traite de dynamique publié en 17/13 ; on y trouve énoncé le principe qui porte son nom, à savoir que « les forces internes d'inertie » (c'està-dire les forces qui s'opposent à l'accélération) doivent être égales et opposées aux forces produisant l'accélération. 11 pouvait être
(') Nous empruntons ces détails à M. Beutivanu. Loc. cU.
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déduit du second texte de la 3<= loi de Newton sur le mouvement, mais les conséquences complètes de cette loi n'avaient pas été envisagées jusqu'alors. L'application de ce principe permet d'obtenir les équations différenliclles du mouvement de tout système rigide. * Cet ouvrage plaça immédiatement son auteur au nombre des premiers géomètres de l'Europe. La matière, difficile et nouvelle, était traitée de main de maître, Lagrangc en a dit :
(( Le traité de dynamique de d'Alembert, mit fin à ces espèces de défis (que se posaient les matliématiciens du temps sur diverses questions de mécanique) en offrant une méthode directe et générale pour résoudre ou du moins pour mettre en équations tous les problèmes de dynamique qu'on peut imaginer. Cette méthode réduit les lois du mouvement des corps à celle de leur équilibre et ramène ainsi la dynamique à la statique. »
Les idées de d'Alembert ont subsisté dans la mécanique actuelle. C'est dire quelle valeur leur doit être attribuée*.
En 174A, d'Alembert publia son Traité de VÉquilibreet du mouvemcnl des Jlaides dans lequel il appliquait son principe aux fluides. Il obtint ainsi des équations aux dérivées partielles qu'il ne pouvait pas intégrer. En 1745 il développa dans sa Théorie générale des vents, la partie du sujet qui se rapporte aux mouvements de l'air, et, là encore, il fut amené aux dérivées partielles. C'est à propos de ces deux questions qu'il jeta les bases de la théorie si féconde des équations aux dérivées partielles. Une seconde édition de cet ouvrage, dédiée en 17^63 Frédéric-le-Grand, roi de Prusse, lui valut l'invitation de venir s'établir à Berlin et l'offre d'une pension ; il déclina l'une et l'autre, mais dans la suite, cédant aux sollicitations, il fit taire sa fierté et accepta la pension. En 17^7, il appliqua le calcul différentiel au problème des cordes vibrantes, et arriva encore à une équation différentielle partielle.
Son analyse l'avait par trois fois conduit à une équation de la forme :
d t'^ dX-
et il réussit alors à piouver qu'elle était satisfaite pour
çj et 'b étant des fondions arbitraires Nous croyons devoir re-
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produire ici sa solution, qui parut dans les Mémoires de F Académie de Berlin pour 17 '17.
Il commence par due qu en represenlanl - par// et ^ par q,
on a
du = tjiU -r pdx
Mais d'après Téquation donnée
Zifl _ f>p , dl o.r'
j)ar conséquent
pdt + '/(/./•
est une diiTérenliclie exacte. Si on la rc]irésenlc par dv,
11 résulte delà
du -\- dv = (pdx -+- qdl) -r- (pdl 4- qdj-) = (/) H- 7) (<,.r — dt),
du — dv = (pdx -h qdt) — (/)(// 4- qàx) = (p — q) (dx -hdl).
Ainsi u + v doit être une fonction de x -+■ t e[ n — r, une fonction de x — /. Nous pouvons par conséquent poser
Il -^ V = 2 o (x -h t),
et
n — i' = 2 tl- (x — /) ;
d'où
D'Alcmbert ajoutait que les conditions du problème i)li\siquo des cordes vibrantes exigent que pour x o, u s'annule pour toutes les valeurs de /. On a donc identiquement
En admettant que les deux fonctions puissent-être dévelop[)ées
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suivant les puissances entières de l, ce qui exige qu'elles ne contiennent que des puissances impaires de celte variable, on a
et parconséqucnt
Euler, à son tour, aborda le sujet, et montra que l'équation de la ligure de la corde était
-75- = « — T, ai- dX^
et que l'intégrale générale de cette équation avait la forme
Il = a (.r — at) -+- 'li [x -}- at)
où 'v et 6 sont des fonctions arbitraires :
Les principales recherches mathématiques de d'Alembert sont surtout relatives à l'astronomie ; il s'est occupé spécialement de la précession des équinoxes et des variations de l'obliquité de lécliptique. Ses éludes sur ces questions ont été réunies dans son Système du monde publié en trois volumes en i-~)f[.
*Le peu que nous avons dit des écrits scientifiques de d'Alembert, écrits de la plus haute valeur et en lort grand nombre, montre qu'il fut l'un des plus grands mathématiciens de son temps.
Il exerça donc à juste litre une inlluence considérable sur les esprits scientifiques du xviii'' siècle, mais là ne se bornent passes titres à la célébrité*.
Dans ses dernières années il s'occupa tout particulièrement de la Grande Encyclopédie. Il en composa l'Introduction, et y collabora par de nombreux articles philosophiques et mathématiques ; les meilleurs sont ceux relatifs à la géométrie. Son style est brillant mais un peu libre, et reflète fidèlement son caractère hardi, honnête et franc. Il défendait un jour une critique sévère qu'il avait présentée d'un ouvrage médiocre par cette remarque ; «j'aime mieux être incivil qu'ennuyé » ; et, avec le mépris qu'il éprouvait pour les adulateurs elles fâcheux, il n'est pas surprenant qu'il ait
R. n. — Tome II. 5
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eu, penilanl sa \\q, plus d'ennemis que d'amis*, el (luo son t'iection à l'Acadûmie française ait élé foii disputée.
D'Alembert ne se maria point. On ne sait si c'est pour ce molif que M"" GeofTrin et la célèbre M'"" du Delland, qui l'une et l'autre étaient ses aînées de vingt ans, s'intéressèrent à lui au point de lui accorder pleinement leur puissante protection.
8a liaison avec M"^ de Lespinasse, fdle illégitime de la comtesse d'Albon, qu'il rencontra cliez M"'" du DofTand, est restée célèbre*.
Daniel Bernoulli ('). — Daniel Bcrnoulli, dont il a été déjà fait mention plus haut, était de beaucoup le mieux doué des deux jeunes Bernoulli; il était contemporain et ami intime d'Euler dont il sera question dans le chapitre suivant.
Daniel Bernoulli naqnit le 9 février 1700 et mourut le 17 mars i7S:> à BAle, où il enseignait l'histoire naturelle. En ly'-^ii, il se rendit à Saint-i'étersbourg, pour y occuper une chaire de mathématiques, mais il ne put se faire à la rudesse de la vie sociale dans ce pays et, saisissant en i~3'6 l'occasion d'une maladie temporaire, il quitta la Russie en donnant comme excuse 1 état d3 sa santé. Il revint alors à Bàle oi'i il professa successivement la médecine, la philosophie et enfin l'histoire naturelle.
Son premier ouvrage mathématique ïui\cs E.rercilalioncs pnhVics en 1721 et qui contiennent une solution de l'équation dilTérentielle proposée par Riccati. Deux ans après, il signala pour la première fois l'avantage fréquent que l'on trouveà transformerunmouvementcomposé en mouvements de translation (;t en mouvements de rotation. Son œuvre principale est son //)'f//'0(()7îam;(yH(' publiée en 1788; ce traité, comme la Mécanic/iie analytique de Lagrange, est disposé
(') Le seul aperçu de la vie de Dvmel Beuxoliii dont nous ayons eu connaissance est son l'ioffc par son ami Conoorcet. Maric-Jcan-Antoine-'S kolas Caillai, marquis de Condorcet, naquit en Picardie le 17 sopicnibrc 17^8 cl pi'rit le •jS mars I7ij'i, victime de la Terreur, il était secrétaire de l'Académie des Sciences el composa de nondjreux Ehijrs. 11 est peut-être plus célèbre par ses études pliilosopliifpies, littéraires et politirpics que par ses travaux mathématiques, mais son exposition de lu théorie des prohahilités et la discussion qu'il a présentée de* équations dKTérentielles cl aux dill'ércnccs finies, prouvent un talent qui aurait [)u l'amener au premier rang, si toute son attention s'était concentrée sur Ifs mathémalifpics. Il tenta sans succès d'arrêter le torrent réxoiulionnaire pour arriver à élahiir une conslitution.
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de telle sorte que tous les résultats ressortent comme conséquences d'un seul principe qui, dans le cas actuel, est celui de la conservation de l'énergie. Il fut suivi d'un mémoire sur la Théorie des marées qui, conjointement avec des mémoires d'Euler et de Maclaurin sur la môme question, eut les honneurs d'un prix décerné par l'Académie des sciences de Paris : ces trois opuscules contiennent tout ce qui a été fait sur le sujet dans la période qui va de la puhlication des Prliicipia de Newton aux recherches de Laplace. Bernoulli composa également un grand nombre de notes sur diverses questions de mécanique, principalement sur des problèmes relatifs aux cordes vibrantes et sur les solutions données par Taylor etd'Alembert. C'est le plus ancien écrivain qui ait tenté de formuler une théorie cinétique des gaz ; il s'en servit pour expliquer la loi qui porte les noms de Boyle et de Mariotte.
LES MATHÉMATICIENS ANGLAIS DU XVllP SIECLE.
Nous avons consacré un paragraphe spécial aux mathématiciens Anglais qui vinrent après Newton, afin de pouvoir examiner sans discontinuité les travaux de l'Ecole anglaise. Naturellement, les Anglais adoptèrent tout d'abord la notation de NcAvton pour le calcul infinitésimal, de préférence à celle de Leibnitz ; en conséquence, le développement de l'Ecole anglaise suivit nécessairement une route un peu différente de celle du continent, oii le calcul infinitésimal était propagé uniquement par Leibnitz et les Bernoulli. Mais cette séparation en deux Ecoles distinctes ne devint très accentuée que grâce à l'intervention de Leibnitz et de Jean Bernoulli. Les amis de Newton en éprouvèrent quelque ressentiment et, pendant quarante ou cinquante ans, au grand désavantage de tous, la querelle fut très vive de part et d'autre.
Les principaux représentants de l'Ecole anglaise furent Cotes, de Moivre, Ditton, David Gregory, Ilallcy, Maclaurin, Simpson et Taylor.
Rappelons encore à nos lecteurs que plus nous approchons des temps modernes, plus le nombre des mathématiciens remarquables en Angleterre, en France, en Allemagne et en Italie devient considérable ; mais dans un exposé sans prétention tel que celui-ci, nous nous bornons à mentionner les hommes les plus marquants.
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Nous ne consacrerons donc que quelques li<,mes ùGregory, llalley elDilton.
David Gregory. — Daviil Grcijory, le neveu de Jacques CiregurN dont il a cK'jà tlô parlé, n(' à Aberdeen le l'x juin iGOi et mort à Maidenhead le lo oclobrc lyoS. fui noniMU' professeur à Edinhourg en i68/i; en lOiji il fut choisi sur la reconimandalion de Newlon pour occuper à Oxford la chaire Savilian. Ses principaux ouvrages sont : un Traité du géométrie paru en i6S4; un Traité d'Optique publié en i(m)5. dans lequel (p. ()8) est envisagée pour la première fois la possibilité de former une combinaison achromatique de lentilles ; et une étude parue en i 702 sur la géométrie phvsique et l'astronomie ne\v Ionienne.
Halley. — ICtlnuiiul Uallcy. né à Londres en iliT^G et moit à GreenAvich en \~k'2, lit ses éludes à Saint-Paul de Londres, et au Collège de la R(;ine, à Oxlord ; en 1 708 il succéda à Wallis, ([ui occupait la chaire Savilian. et en i7'io, il fut nommé astronome Royal après Flamsteed dont il édita en 171.2 VHistoria (Àelcslis Brilannica (première édition : on y constate quelques imperfections). On ne doit pas citer le nom de ce savant sans rappeler la façon généreuse dont il assura en 1687 la publication des l^rincipia de Newton. La majeure partie de son n'uvre personnelle est relative à l'astronomie et à d'autres sujets ne rentrant pas dans le cadre de cet ouvrage ; il faut ajouter cependant que ses travaux sont excellents ; Lalande et Mairan en parlent tous ileux dans les meilleurs termes.
llalley restitua le 8'' livre perdu d'Apollonius et fit paraître en 17 10 une édition superbe de l'ouvrage complet; il édita également les œuvres de Serenus, deMenelauset quelques-uns des ouvrages peu im[)ortanls d'Apollonius.
11 fut, à son tour, remplacé à Greenwich. comme Astronome Royal, par Bradley. (')
C^.Iamls BiiAui.LV. né en li'nj.i à (iliallord dans le (jlûiiccslersliirc, et mort ;i Slierboiiic en 17O2, l'ut l'aslrononic lo [iliis dislingue de la première nioilié du xviii® siècle. Parmi ses plus importantes découvertes il faut citer : l'cxplitalion de l'aberration de la lumière (i-ju\)), la découverte de la causi' de la niitaticjn i i7'|8) et sa lormulo empirique pour les corrections de la réfraction. ( )ii peut dire sans lro[) s'avancer qu'il fui Ir premier à faire île l'art des observations une soience métliodique.
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Ditton. — JJumpliry Dillon naquit à Salisbury le 19 mai 167.") cl mourut à Londres en 1710 à CLuisl's Hospital, où il enseignait les mathématiques. Jusqu'à son arrivée à Londres vers 1705, il ne parait pas avoir attaché une grande attention aux mathématiques, et sa mort prématurée fut une perte réelle pour la science anglaise. Il publia en 170(1 un Traité classù/iie sur les Fluxions qui eut, en Angleterre, avec un autre ouvrage du même genre de Wilham .Tones, paru en 171 1, à peu près la même influence que le traité de riIospitaJ en France. En 1709 Ditton fit paraître une Algèbre, et en 17 12, un Traité de perspective. Il écrivit également de aombreux articles dans les u Philosofthical transactions ». Il est le plus ancien auteur qui ait tenté d'expliquer le phénomène de la capillarité en sappuyant sur des principes mathématiques, et il a imaginé pour la détermination de la longitude, une méthode qui depuis a été employée dans diverses occasions.
Taylor (')• — Brook Taylor, né à Edmonton le lo août i685 et mort à Londres le 29 décembre 1701, fit ses éludes au collège Saint-Jean à Cambridge, et fut l'un des admirateurs les plus enthousiastes de Newton. A partir de l'année 17 12, il fit paraître dans les « Philosophical transactions » de nombreux mémoires parmi lesquels on trouve : une discussion sur le mouvement des projectiles, une note sur le centre d'oscillation et une autre sur les formes prises parles liquides qui s'élèvent par capillarité. En 1719, il se démit de ses fonctions de secrétaire de la Société Rovale et abandonna létude des mathématiques. Son premier travail lui procura une grande célébrité et fut publié à Londres en 1715, sous le titre Methodas Incrementorum Directa et Inversa. 11 contient iprop. 7) une démonstration du théorème bien connu, et qui porte son nom,
f(x - h^ =f'x) + hf (:r) + ii/' Çr)^
au moyen duquel une fonction d'une seule variable peut être développée suivant les puissances de cette variable. Une considère
(' ) Un exposé de sa vie par Sir William Youxg se trouve en tète de l'ouvrage : « Conlrmplatio philosophlca » qui, imprimé à Londres en 1793 à un très petit nombre d'exemplaires pour un public réserve, est aujourd'hui extrêmement rare.
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pas la convergence de la série et il est inutile de reproduire sa dénionslralion cpii repose sur de nombreuses livpollicses. Cet ouvrage contient également plusieuis théorèmes sur rinlcr[)olalion. Tavlor fut le premier à s'occu|)er des théorèmes concernant le changement de variable indépendante ; il a peut-être aussi été le premier à envisager la possibilité d'un développement svmbolique, et de même qu'il représente la n^ dérivée de y par y„, il se sert aussi du svmbole v -, pour désigner l'intégrale de y. Il est enfin regardé connue le créateur de la théorie des dilïërences finies.
Les applications du Nouveau calcul à diverses questions présentées dans son ouvrage Mclhodas ont à peine attiré l'attention qu'elles méritent. La plus importante est la théorie des vibrations transversales des cordes, problème qui avait dérouté ceux <\u'\ s'en étaient occupé jusqu'alors.
Dans son étude, Taylor montre que le nombre des demi-vibrations exécutées dans une seconde est donné par l'expression
DP NL
dans laquelle L est la longueur de la corde, N son poids, P le poids qui la tend et D la longueur du pendule à seconde. La formule est exacte, mais, pour l'obtenir, il suppose que tous les points de la corde passeront au même moment par leur position d'équilibre : plus tard, d'Alembert montra que cette restriction n'était pas nécessaire. Taylor détermina également la forme que prend la corde à un instant quelconque.
La (( Mclhodas n contient encore la détermination la plus ancienne de l'équation dilïérentielle donnant la route suivie par un rayon lumineux qui traverse un milieu hétérogène tel que l'aii ; et en supposant que la densité de l'air dépend seulement delà dislance à la surface de la terre, Taylor obtient au moyen de quadratures la forme approximative de la courbe. Il s'est également occupé dans le même ouvrage de la chaînette et de la détermination des centres d'oscillation et de percussion.
Un traité de perspective qu'il publia en 171 9 contient le plus ancien énoncé général du principe des points de fuite, bien (pic
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ridée de ces points pour les lignes horizontales et parallèles d'ua tableau vertical, ait été émise par Guïdo Ubaldi dans son Per:peclivœ Lihri (Pise iGoo) et par Stcvin dans sa Scia(jraphia, publiée à Leyde en i()()(S.
Cotes. — Roijer Croies naquit près de Leicester le lo juillet 1682 et mourut à Cambridge le 4 j'iin 1716. Il fit ses études au Trinity Collège de Cambridge, dont il devint membre, et en lyoO il fut choisi pour occuper la chaire d'astronomie nouvellement créée à l'université de cette ville, la chaire Plumian. De 1709 à 1713, il se consacra presque entièrement à la préparation de la seconde édition des Principia. Cette réflexion de \eAvton « si seulement Cotes eût vécu, nous aurions appris bien des choses de plus » montre l'excellente opinion que la plupart de ses contemporains avait de son talent.
Les écrits de Cotes furent réunis et publiés en 1722 sous les ûtresHarmonia Mensuraram et Opéra Miscellanea. Ses leçons sur l'hydrostatique furent publiées en 1788. Lue grande partie du premier ouvrage, Harinonia Mensuraram, est consacrée à la décomposition et à l'intégration des expressions rationnelles algébriques; la partie qui traite de la théorie des fractions composantes, laissée inachevée, a été complétée par Molvre. Le théorème de Cotes en trigonométrie, qui repose sur la formation des facteurs du second degré de £c" — i, est bien connu. La proposition suivante est également due à Cotes : « Si par un point 0 on trace une droite coupant une courbe en Qi, Q^, Q3, ..., Qn, et si on prend sur cette ligne un point P tel que OP soit la moyenne arithmétique des inverses de OQi, OQ^, OQ3, ..., 0Q„, le lieu du point P est une droite 0 ; c'est ce théorème qui lui a suggéré le titre de son livre.
Dans ses Opéra Miscellanea on trovive une note sur la méthode propre à déterminer la valeur la plus probable résultant d'un certain nombre d'observations : c'est le plus ancien essai tenté pour créer une théorie des erreurs. On y trouve également des essais sur l'ouvrage deNe^vlon « Methodiis Differentialis ». sur la construction de tables par la méthode des dilTércnces, sur la chute des corps abandonnés à l'action de la gravité, sur le pendule cycloïdal et sur les projectiles.
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Moivre. — Alira/idin de Mnivrc naquit en France à Vilrv. le 2G mai iGCiy cl mourut à Londres le 27 novembre \~ô\. Lorsqu'il clait encore enfanl, ses parents vinrent s'établir en Anj^lclerre ; il y fit ses études. On raconte que son goût pour les matbématiques supérieures eut pour origine la lecture faite par basard d'un exemplaire des Principia de Newton. D'après son éloffc, lu en 1 -~^\ devant l'Académie des sciences de Paris, il paraîtrait qu'étant précepteur cbez le comte de Devonsbirc. il s'y était rencontré un jour avec -Newton qui venait faire bomraage au comle de ses l^rinciina.
Saisi, en parcourant le livre, de l'immense portée des conclusions cl de la simplicité apparente du raisonnement, Aluivre pensa que rien n'était plus facile que de l'étudier^ mais il constata avec surprise qu'H n'était pas en mesure d'en suivre les démonstrations. Il se procura cependant un excnn)lairc de l'ouvrage et, comme ses occupations lui laissaient peu de loisir, il en déchira les pages de façon à en avoir toujours une ou deux dans sa poche ; il les étudiait dès que SCS fonctions lui laissaient un instant de loisir. Plus tard, il devint membre de la Société Royale et se lia intimement avec Newton, Halley et d'autres mathématiciens de l'Ecole anglaise. La façon dont il mourut n'est pas sans intérêt pour les psychologues.
Dans les derniers jours de sa vie il avait déclaré qu'il lui était nécessaire de dormir chaque nuit dix minutes ou un quart d'heure de plus que la nuit précédente ; le lendemain du jour où il était arrivé ainsi à dormir im total d'environ vingt-trois heures, il reposa jusqu'à la limite des vingt-quatre heures et mourut sans reprendre connaissance.
Ce qui l'a fait le mieux connaître est la création, avec Lambert, de cette partie de la trigonométrie tjui traite des quantités imaginaires. Deux théorèmes relatifs à ce sujet, portent encore son nom : l'un établit que sin iij: h- / cos nx est l'égal à (sin X -h /cos x)". et l'autre donne les divers facteurs du second degré de x^" — 2 />x" H- i .
Ses principaux écrits en dehors des nombreux articles insérés dans les Philosophical Transactions, sont Tlie Docirine ofChancca, publiée en 1718, et les Miscellanea Analytica publiés en \-?n^. Dans le premier ouvrage, on trouve exposé pour la première fois la
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tliéoric des 'séries récurrentes. La règle permettant de calculer la probahilité d'un événement composé s'y trouve également énoncée. Le second ouvrage, outre les propositions trigonométriques '[rappelées plus haut, contient quelques théorèmes d'astronomie: mais ceux-ci sont traités comme exercices d'analyse.
Maclaurin ( ') . — Colin Maclaurin, né en février 1 698 à Kilmodan, dans le comtéVl'Argyll et mort à \ork le i4 juin 17/16, fit ses études à l'Université de Glasgow. En 1717, il fut admis, bien qu'âgé de dix-neuf ans seulement, comme professeur de mathématiques à Aberdeen ; en 1725 il fût désigné pour suppléer le professeur de mathématiques à Edimbourg, puis il lui succéda. Il était difficile de garantir le traitement d'un suppléant, et Newton écrivit d'une façon discrète, offrant de prendre la dépense à sa charge, afin de permettre à l'Université de s'assurer des services de Maclaurin. Maclaurin prit une part active à la lutte engagée pour arrêter en 1 7/».") le jeune Prétendant dans sa marche en avant ; à l'approche des Highlanders il] dut fuir jusqu'à York, mais les fatigues endurées dans les retranchements autour d'Edinbourg et les privations qu'il eut à supporter dans sa fuite curent pour lui une issue fatale.
Ses principaux ouvrages sont sa Geometria Orcjanica, Lonch-es i-j^o ; ses De Lineariun Geometricariim proprietatibiis , Londres, 1721.) ; son Trealise on Fluxions, ^dànhoxxT^. 17^2; son Algèbre, Londres, 1748, et son Account of Newton s Discoveries, Londres,
La première section de la première partie de la Geometria organica traite des coniques ; la seconde des cubiques nodales ; la troisième des autres cubiques et des 'quartiques ; dans la quatrième section, il envisage les propriétés générales des courbes. Newton avait montré que si deux angles limités par des droites tournent autour de leurs sommets respectifs de telle sorte que le point d intersection des deux autres côtés sa déplace sur une droite, le point d'intersection des deux autres cotes décrira une conique, et que si le premier point d'intersection se déplace sur une conique, le second décrira une quartique. Maclaurin présenta la discussion analytique
(') l,"ne autobiographie de Maclaurin se trouve en tète de son exposé postiiume des découvertes de ISewtox, Londres 174^.
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du tliôûiomc général cl fil \oir comment diverses courbes pouvaionl être prallquemcnl tracées par celte méthode. Gel ouvrage contient aussi une discussion bien étudiée des courbes et de leurs podaires, branche de la géométrie quil avait créée et exposée dans deux mémoires insérés en 1718 el 171;) dans les Pli'dosojililcal Transactions.
La seconde partie de IduMage comprend trois sections avec un a[ipendice. La [iremicre contient une démonstration du théorème de Cotes dont il a été question plus haut, et de plus ce théorèmo analogue (qui lui est du) : si on mène par un point donné o une ligne droite OP, Po,... coupant une coubre de n" degré en n points P,, P,,.., P„, et si les tangentes menées en ces points à la courbe coupent en A,, A^, ...une ligne fixe ()x, la somme des inversos des distances OAj, OAo, ... est constante pour toutes les positions delà droite OP, P,...P,„
Ces deux théorèmes sont des généralisations de ceux présentés par Newton sur les diamètres et les asymptotes ; ils s'en déduisent tous deux et réciproquement. Dans la seconde et la troisième sections, ces propositions sont appliquées aux coniques et aux cubiques ; la plupart des propriétés harmoniques du quadrilatère inscrit dans une conique y sont indiquées, cl, en particulier, le théorème sur l'hexagone inscrit qui porte le nom de théorème de Pascal en est déduit. L'essai de Pascal n'a pas été publié avant 1779 et le plus ancien énoncé imprimé de ce théorème est celui qu'on lit dans Maclaurin. Entre autres propositions, il montra que si les points d'intersection des côtés opposés d'un quadrilatère inscrit dans une cubique se trouvent sur cette même courbe, les tangentes aux deux sommets opposés du quadrilatère se couperont également sur la courbe. Dans la quatrième section il considère quelques propositions sur les forces centrales. La cinquième contient quelques théorèmes sur la description des courbes passant par des points donnés. L'un d'eux (qui comprend comme cas particulier, le théorème de Pascal) s'énonce ainsi : si un polygone se déforme de telle sorte que, chacun de ses côtés passant par un point fixe, ses sommets (sauf un) décrivent respectivement des courbes de degré m, n, p, ... ; le sommet restant décrira une courbe de degré •2mnp ..., mais si les points donnés sont en ligne droite, celle dernière courbe ne sera que du ?nnp ...^'"'<' degré. Cet essai a
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été réimprimé avec des additions dans les Philosophical Transactions de 1735.
Le Traite des Fluxions, publié en 17 '12, fût la première exposition logique et systéniali([ue de la méthode des fluxions. Sa publication fut une réponse à une attaque de Berkeley au sujet des principes du calcul inlinitésimal. Dans cet ouvrage (art. 751, p. 610 . Maclaurin donne une démonstration de la formule
f{x) =f{o) + xf (o) + ;'^-l/" (o) + ...
Il l'obtenait, comme on le voit exposé dans plusieurs livres classiques modernes, en supposant que y (ce) peut être développé sous une forme telle que
alors, en dilTérentiant et en faisant x =- o dans les résultats successifs, on obtient les valeurs de A^, A,, A^... ; mais il n'étudia pas la convergence de la série. Ce résultat avait été donné antérieurement en ijoo, par Jacques Slirling dans sa Mcthodiis Differentialis (p. 102), et bien entendu se déduit immédiatement du théorème de Taylor. Maclaurin énonçait également dans son Traité (art. 35o, p. 289) cet important théorème : si la fonction o {x) est positive et décroît lorsque x croit de x = a à x = c^^, la série
? ('^O -+-«?(«-!- i) 4- œ (rt -+- 2) •+ ...
est convergente ou divergente suivant que l'intégrale
ce
cp (ce) dx
est finie ou infinie. Il donnait encore la théorie exacte des maxima et des minima, et des règles pour trouver et distinguer les points multiples.
Ce traité est fort précieux, car il renferme des solutions de nombreux problèmes sur la géométrie, la statique, la théorie de l'attraction et l'astronomie. Pour y arriver, Maclaurin était revenu aux méthodes classiques, et la façon dont il les employait en fait tellement ressortir la puissance que Clairaut, après avoir lu cet ouvrage, abandonna l'analyse et attaqua de nouveau par la
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géomélrie pure le problème relatif à la lig-iirc de la terre. A \ine époque plus moderne. Lagraii^^e parlant de cette partie du livre de Maclaurin disait que c'était « un chef-d'œuvre de géométrie qu'on peut comparer à tout ce qu'Archimède nous a laissé de jîlus beau et de plus ingénieux ». Maclaurin détermina également l'attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point intérieur et donna quelques théorèmes relatifs à son attraction sur un point extérieur ; il introduisait à cet oITel la conre[)li(tn des surfaces telles qu'en chacpic point ratlraclion résultanlc s'exerce suivant la normale. Aucun progrès ne survint dans la théorie de l'attraction jusqu'à ce que Lagrangc eût introduit en 1773 l'idée du potentiel. Maclaurin montra encore qu'un s|)héroïde était une forme possible d'équilibre d'une masse liquide homogène tournant autour d'un axe passant par le centre de gravité. Enfin il examina le phénomène des marées : cette dernière partie avait été pid^liée antérieurement en I7-'|0 et avait valu à l'auteur un prix décerné par l'Académie des Sciences de Paris.
Parmi les ouvrages de Maclaurin ayant une importance moindre nous citerons son Ahjcbrc, publiée en 17/4S et fondée sur r.-lr///tw<'lique Universelle de NeAvton. Elle contient les résultats énoncés dans quelques notes anciennes de Maclaurin, en particulier dans deux qui furent écrites en 172G et 1729, et qui se rapportent au nombre des racines imaginaires d'une équation ; elles avaient été inspirées par le théorème de Neuton. L'Algèbre de Mac-Laurin reproduit encore une autre note de i 729, qui contient la règle bien connue pour trouver les racines réelles d'une équation au moyen de l'équation dérivée. Dans cet ouvrage, les quantités négatives sont traitées et considérées comme présentant le môme caractère de réalité que les quantités positives. A ce livre était ajouté en appendice un traité intitulé : De Lincanim Geomelricanim Proprietalibns Generalibiis, qui, outre la note de 1720 dont il a été question [)lus haut, renferme quelques nouveaux théorèmes élégants. Maclaurin Ht également paraître en 1728 une exposition de la philosophie newtonienne ; on la trouve dans l'ouvrage posthume imprimé en T7/18. Une de ses dernières notes fut celle insérée dans les l*hUoso/)hlral Transactions pour I7'|3, 011 il examine, au point do vue mathématique, la forme des alvéoles des abeilles.
Maclaurin hit un des mathématiciens les plus éminents du
CllAPITUE XVII. LES MATIIE.MATICIE.NS ANGLAIS
xviii" siècle, mais on peul dire que soninlluence sur les progrès des malhématiques en (irande-Brelagnc a été plutôt néfaste. En négligeant personnellement à la fois l'analyse et le calcul infinitésimal, il amena ses compatriotes à se limiter aux méthodes de Newton, et ce ne fut que vers iS-u), lors de l'introduction dans les cours de Cambridge du calcul dilTérentiel, que les mathématiciens anglais commencèrent à employer d'une façon générale les nu''tliodes [)lns [)uissantes de l'analyse moderne.
Stewart, — Machuuin fut remplacé dans sa chaire à Edimbourg par son élève Mallhew Slewarl, né à Rolhesay en 1717 et mort à Edimbourg le 20 janvier 1780. Ce fut un mathématicien de talent, que nous citons en passant à propos de ses théorèmes sur le problème des trois corps et de sa discussion des propriétés du cercle et de la ligne droite fondées sur les transversales et l'in- Yolulion.
Simpson ('). — Le dernier membre de l'Ecole anglaise que nous croyons devoir nommer ici est Thomas Simpson, qui naquit dans le Leicestershire le ■>.o août 1610 et mourut le 10 mai 1761. Son père était tisserand, et Simpson ne dut son instruction qu'à lui-même. Il s'intéressa pour la première fois aux mathématiques lors de l'éclipsé solaire qui survint en 172 'i, et avec l'aide d'un colporteur diseur de bonne aventure, il étudia V Arilhméllqiie de Cocker et les éléments de l'Algèbre. Il abandonna alors le métier de tisserand et entra comme sous-maître dans une école, où par des elTorts constants et laborieux il perfectionna son insUuclion ; il en vint à pouvoir résoudre en 173Ô plusieurs questions qui avaient été proposé.^s récemment et qui exigeaient l'emploi du calcul infinitésimal. Plus tard il vint à Londres et, en I7'i3, il fut nommé professeur de malhématiques à ^^ool\vich, poste qu'il occupa jusqu'à sa mort.
Simpson était non seulement un homme éminent, mais en outre, un travailleur infatigable. Les plus importants de ses ouvrages sont ses Fluxions [i-'o'-j l\ \-^o où l'on trouve de nom-
(') Un exposé de la vie de Simpson avec la bibliographie de ses écrits, par J. Bevis et C. HuTTOx, a été publié à Londres en 176'i. Lne courte notice se trouve également en tête des dernières divisions de son ouvrage sur les fluxions.
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brciises applications à la [)h\ siquc et à raslronoinic ; ses Laws oj Chances et ses Essays \']'\o; sa théorie des Anmùlics and Reversions (branche des mathématiques due à James Dodson, mort en 1757, et qui enseigna à Chrisl's Ilospital à Londres avec des tables de mortalité, 1742: ses Disserladons, i-!i3, ouvrage dans lequel il discute la forme de la terre, la force d'allraction à la surface d'un corps à peu près sphérique, la théorie des marées et la loi de la réfraction astronomique; son Ah/cbre, I7'|5; sa Gcomèlrie 1 747; sa TrKjonoinétrie, 1 7 '|S. dans laquelleil inlroduisitlesabrévialions courantes concernant les fonctions trigonométriques; ses Select Exercises, i']7)'2, qui renferment les solutions de nombreux preblcmes, et une théorie du tir ; et enfin ses Miscelluneons Tracts. 1 7.") '1 . Dans cet ouvrage, on rencontre une collection de huit mémoires renfermant ses recherches les plus connues. Les trois premiers ont trait à divers problèmes d'astronomie, le quatrième est relatif à la théorie des observations ; le cinquième et le sixième sont consacres à des problèmes sur les fluxions et sur l'algèbre ; le septième contient une solution générale du problème des isopérimètres ; dans la huitième se trouvent discutées les troisième et neuvième sections des Principia et l'application de ces théories à l'étude de la Lune. Dans ce dernier mémoire, Simpson obtenait une équation (liiTérentielle pour le mouvement de ra[)side de l'orbite lunaire identique à celle que Clairaut avait obtenue, mais au lieu de la résoudre par approximations successives, il en donnait une solution générale par les coefficients indéterminés. Le résultat concorde avec celui donné par Clairaut. Simpson avait résolu pour la première fois ce problème en 17^7, deux ans après la publication du mémoire de Clairaut, mais il était arrivé à sa solution indépendamment des recherches de ce dernier, dont il entendit parler pour la première fois en 1748.
LAGRANGE, LAPLACE ET LEURS CONTEMPORAINS
(de 17^10 A i83o)
Le chapitre précédent contient l'histoire de deux Ecoles distinctes — l'Ecole continentale et l'Ecole britannique. Dans les premières années du xviii" siècle, cette dernière se montre féconde et pleine de vigueur; mais elle tombe rapidement en décadence et, après la mort de Maclaurin et Simpson, on ne voit apparaître aucun mathématicien anglais pouvant être comparé aux géomètres du continent de la seconde moitié du même siècle. Ce fait s'explique en partie par l'état d'isolement de l'Ecole anglaise, et en partie par sa tendance à adopter d'une façon trop exclusive les méthodes géométriques et la méthode des fluxions. Les applications scientifiques attirèrent cependant un p?u l'attention; mais, en dehors de quelques observations présentées à la fin de ce chapitre, nous ne pensons pas qu'il soit nécessaire d'étudier en détail les mathématiciens anglais antérieurs à 1820, époque à laquelle les méthodes analytiques reprirent vigueur en Grande-Bretagne.
Sur le continent, sous l'influence de Jean Bernoulli, le nouveau calcul était devenu un instrument d'une grande puissance ; grâce surtout à son admirable notation : pour les applications pratiques, une bonne notation est sans prix. Cependant les recherches
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mécaniques s'claiciil iiiaiiitcmies au [miiit où Ne\\ Ion ks avait laissées, jusqu'à ce que d'Alcmijert en eut étendu les limites au niovendu calcul dilTérentiel. La ^'lavitation universelle, telle qu'elle se trouvait énoncée dans les Principia, était acceptée comme un lait établi, mais les méthodes géométriques adoptées pour les démonstrations étaient difficiles à suivre ou à employer dans les problèmes analogues ; Maclaurin. Simpson cl Cllairaut peuvent être regardés connue les derniers nialhénialiciens en renom qui ■en firent usage. Enfin la tlii'(»ric Ncwlnnienne de la Imuirrc était généralement adoptée.
Les principaux matlu-maliciens de la période dans hicpicllc nous -allons entrer sont Euier, Lagrange, Laplacc cl Legendre. Dune façon succincte, nous pouvons dire qu'Eulcr étendit, résuma et cum[)léta l'œuvre de ses prédécesseurs; et que Lagrange, avec un talent presque sans égal, développa le calcul inlinitér^imal et la mécanique théorique en leur donnant la forme sous laquelle nuus les connaissons actuellement. En même temps, Laplace apporta quelques additions au calcul infinitésimal et l'appliqua à la théorie <le la gravitation universelle ; il créa également le calcul des probabilités. Enfin Legendre créa l'analyse des sphériques harmoniques, les intégrales elliptiques, et compléta la théorie des nombres. Les œuvres de ces géomètres sont encore classiques. Nous nous contenterons de présenter un simple aperçu des principales découvertes qu'elles renferment, renvoyant au\ ouvrages mêmes ceux qui désireraient étudier leurs travaux de manière plus -approfondie.
Lagrange, Laplace et Legendre ont créé une Ecole française dont nous ré[)artirons les membres en deux groupes : l'un (comprenant Poisson et Fourier) commença à appliquer l'analyse mathématique à la physique; l'autre (comprenant Monge, Garnot et Poncelet) créa la géométrie moderne. Rigoureusement parlant, quelques-uns des grands mathématiciens modernes, tels que Gauss et Abel, furent contemporains des géomètres dont nous venons de citer les noms; nous avons pensé cependant qu'il était préférable ■de renvoyer au chapitre suivant létude de leurs travaux.
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DÉVELOPPEMEM DE L'AN.VLYSE ET DE L.V MÉC.VMQUE
Euler '). — Léonard Ealer naquit à Bàle, le i5 avril 1707 et mourut à Saint-Pétersbourg le 7 septembre i7(S.*>, Fils d'un ministre luthérien qui s'était fixé à Bàle, il lit ses études dans sa ville natale sous la direction de Jean Bernoulli et s'y lia avec ses fds Daniel et Nicolas pour toute sa vie. Lorsque, sur l'invitation de l'impératrice, ceu\-ci se rendirent en Russie, en 1725, ils lui procurèrent dans ce pays une situation qu'il échangea en 1783 pour la chaire de mathématiques laissée vacante par Daniel. La rigueur du climat lui causa une maladie des yeux et, en 1735, il perdit complètement l'usage d'un œil. En 1741 il se rendit à Berlin à la requête, ou plutôt sur Tordre de Frédéric-le-Grand ; il y séjourna jusqu'en 176G, y fut remplacé par Lagrange et revint en Russie. Deux ou trois ans après son retour à Saint-Pétersbourg, il devint aveugle; malgré cette infirmité et. bien que sa maison et beaucoup de ses mémoires eussent été brûlés en 1771, il y refit et perfectionna la plupart de ses anciens écrits. Il mourut d'apoplexie.
On peut résumer l'œuvre d'Euler en disant : qu'en analyse il créa beaucoup, qu'il reprit l'élude de presque toutes les branches des mathématiques pures alors connues, les complétant dans leurs détails, et dans leurs démonstrations, les disposant sous une forme bien ordonnée. Un pareil travail est très important et c'est une bonne fortune pour la science qu'un homme du talent d'Euler le mène à bonne fin.
Euler mit au jour un nombre immense de mémoires sur toutes sortes de sujets mathématiques. Voici ses principales a^uvres.
En premier lieu il écrivit en 17^8 son Inlrodaclio in Analysin Injînitorum, ouvrage composé pour servir d'introduction aux mathématiques pures. Il est divisé en deux parties.
(•) Les principaux événements de la vie (I'Eller sont exposés par N. Ftss, cl une liste de ses écrits se trouve en tête de sa Correspondance, 2 vol. Saint- Pétersbourg, 1843. Voir aussi Index Operum Eulcri par J. G. H\ges, Berlin, 1896. Les premiers travaux d'EuLER sont examinés par Cantou ; cliap. cxi, cxni, cxv et cxvii. Une édition complète des œuvres d'Euler n'a pas encore été publiée, bien qu'à deux reprises différenles on ait tenté de le faire.
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La picmlèrc renferme rcnscmblc des malièrcs que l'on peut trouver dans les classiques modernes sur l'algèbre, la théorie des équations et la trigonométrie. En algèbre, il s'occupe particulièrement de développer en séries diverses fonctions et de sommer des séries données ; il montre explicitement qu'une série inlinie ne peut être sûrement employée si elle n'est convergente. Dans sa Trigonométrie, inspirée en grande partie de l'ouvrage de Maycr, Arilhmelic of Unes, qui avait été [)ublié eu 1727, Eulcr développe cette idée de Jean Bernoulli que la trigonométrie est une branche de l'analyse et non un simj)le ai)pendice à l'astronomie ou à la géométrie. Il y introduit (en même temps que Simpson) les abré^ vialions courantes pour les fonctions trigonométriques, et montre que ces dernières et la fonction exponentielle sont liées par la relation
cos6 + i sin 0 = e' .
Nous rencontrons ici le symbole «.' qui désigne la base des logarithmes Népériens, c'est-à-dire le nombre incommensurable 2,71828..., et le symbole tt qui représente le nombre incommensurable 3,1 'u 5g... L'emploi d'un symbole pour désigner le nombre 2,718-28... semble dû à Cotes, qui se servait de la lettre M; Euler, en 1781, le représentait par e. Autant que nous le sachions. Newton a été le premier à user de la notation littérale exponentielle, et Euler, employant la forme a-, a pris a comme la base de tout système de logarithmes : il est probable que le choix de e pour une base particulière a été adopté parce que c'est la voyelle qui suit a. L'usage d'un simple symbole pour représenter le nombre Oji/iiog... ne paraît ]ias être antérieur au commencement du xviii* siècle. En 1706, W. Jones représentait ce nombre par ;:, symbole qui avait été employé par Oughtred en 1647 ^^ par Barrow quelques années plus tard pour désigner la périphérie d'im cercle. Jean Bernoulli se servait de la lettre c ; Euler en i73'i employait p et, dans une lettre de 1706, où il énonçait ce théorème que la somme des carrés des inverses des
nombres naturels est ^rr^, il utilisait la lettrée; Chr. Goldbach
employait - en 17/12; après la publication de V Analyse d'Euler, le symbole n fut généralement usité.
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Les nombres e et r. doivent entrer dans l'analyse malhcmaiique de quelque cùté que l'on aborde le sujet. Le dernier, entre autres choses, représente le rapport de la circonférence d'un cercle à son dianièlrc, mais ce n'est qu'accidentellement que cette propriété a été prise pour sa définition. Dans son Bmhjet of paradoxes, De Morgan cite une anecdote qui montre combien la définition usuelle du nombre - rappelle peu son origine réelle. Il expliquait à un actuaire quelle chance une fraction déterminée d'un groupe de personnes avait d'être encore en vie à la fin d'un temps donné, et il indiquait la formule actuelle dans laquelle figure tt qui, expliquait-il, représente le rapport de la circonférence d'un cercle à son diamètre. Son auditeur qui, jusque là, l'avait écouté avec intérêt, l'interrompit alors en ces termes: « Ce doit être une erreur, mon cher ami ; que peut bien faire un cercle aA^ec le nombre de personnes encore en vie à une époque déterminée ? »
La seconde partie de VAnalysis Infinitoram roule sur la géométrie analytique. Euler commence par diviser les courbes en algébriques et transcendantes, puis il démontre une série de propositions concernant toutes les courbes algébriques. Il les applique alors à l'équation générale du second degré à deux variables, montre que celle-ci représente les diverses sections coniques, et établit la plupart de leurs propriétés à l'aide de l'équation générale. Il s'occupe également des courbes algébriques, cubiques, quartiques et autres. Il examine ensuite quelles sont les surfaces représentées par l'équation générale du second degré à trois variables et comment on peut les distinguer entre elles : quelques-unes de ces surfaces n'avaient pas encore été étudiées. Dans le cours de cette analyse, il donne les formules pour la transformation des coordonnées dans l'espace. Là encore nous trouvons la première tentative faite pour introduire la courbure des surfaces dans le domaine des mathématiques, et la première discussion complète des courbes à double courbure.
UAnalysis Iiifiiiilorani fut suivie en lyôô des hutiliilioiies Calculi Dijferenlialis auquel il devait servir d'introduction. C'est le premier livre classique sur le calcul différentiel qu'on puisse considérer comme complet, et l'on peut dire qu'il a servi de modèle à beaucoup de traités modernes concernant le même sujet. Il est regrettable que l'exposition des principes soit souvent prolixe et . obscure, et parfois même peu rigoureuse.
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Celle série d'ouvrages fnl complélôe par la publicalion en Irois volumes, de 17O8 à 1770, des Insliliiliones Calcnli Inlccjrnlis ; on y trouve insérés les résultats de plusieurs anciens mémoires d'Eulor sur le calcul intégral et sur les équations différentielles.
(]et ouvrage, de même que le traité sur le calcul dilTérenliel, résume tout ce que l'on savait alors ; Eulcr y complète beaucoup de théorèmes connus de son temps et en améliore les démonsi rations. C'est ici que les fonctions Jièta et Gamma (') sont pour la première fois introduites en analyse, mais Eulcr s'en sert seuleiiu'nl pour la réduction et la transformation des intégrales. L'exposé que lait l'auteur des intégrales olli[)liques est superficiel : il lui lut suggéré par une relation entre les arcs d'une liyperbole et dune ellipse qu'indiqua Jean Landon dans les Pliilosnpliical iransncliom; pour 1775. Les ouvrages d'Euler précités eurent de nombreuses éditions.
Les problèmes classiques des courbes isopérimètres, de la brachistocbrone dans un milieu résistant et la théorie des géodésiques (qui tous avaient été proposés par son maître Jean lîernoulli) avaient attiré de bonne heure l'altcnlion d'Euler ; c'est en les résolvant qu'il fut amené au ddlrnl 'les purialions. 11 en exposa l'idée générale dans son Curvaram nta.i:inii inintmcvc propriclalc (jaiulciitium inventio nova ac fdcilis, publiée en 17^1/1. mais le développement complet du nouveau calcul fut l'cpuvre de Lagrange, i7r)(). La méthoâe employée [)ar Lagrange est décrite dans le calcul intégral d'Euler; on la reneonire dans ia |)lii[tarl des ouvrages modernes.
En 1770 Euler publia son lù'nicilitn'/ :nr Mijcbraon deux ^olllmes. Une traduction française, avec des additions nombreuses et im[)orlantcs de Lagrange, parut en 1791 : on y annexa un traihd'arithmétique d'Euler.
Le premier volume traite de l'algèbre ortlinaire. Il contient l'un des plus anciens essais tenté pour ('-tablir les opérations fondamentales sur des bases rationnelles : le même sujet avait altiié l'attenlion de d'Alend)ert. Cet ouvrage renferme ('gaiement la démonstration du llu'orèmc du binôme pour un exposant (luelconque, llirorèine qui porte encore le nom d'Euler ; la d('mons-
(•) I^'liisloirc de la fonction (îamma est donnée dans une monograiiliie ilc Hiu ^EL parue dans les Mémoires de la soriété des Sciences, l'ordeaux, iSIHJ.
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lialion, fondée sur le principe de la permanence des formes équi vaientes est convenable, mais Euler ne chercha pas à étudier la convergence de la S('ric. Il est sur[)rcnant (pi'il ait omis ce point essentiel, car il avait lui-même reconnu lu nécessité d'examiner la convergence des séries infinies. La démonstration de Yandermon. donnée en i'](')\, présente le même défaut.
Le second volume est consacré à l'analyse indéterminée ou algèbre de Diophantc. 11 contient les solutions de quelques questions proposées par Fermât et qui n'avaient pas encore été résolues.
* Sa traduction française est suivie d'une note célèbre où Lagrangc ex[)ose les très remarquables résultats qu'il obtint au sujet des fractions continues arithmétiques *.
(domine exemple de la simplicité et de la rigueur des méthodes d'Euler nous résumons sa démonstration (') de ce théorème : que tous les nombres parfaits pairs sont compris dans la formule d'Euclide i"-^ p, p étant un nombre premier de la forme 2" — i (-). Soit N un nombre parfait pair. N étant pair peut être écrit sous la forme 2"-' a, a représentant un nombre impair. N est parfait, c'est-à-dire égal à la somme de tous ses diviseurs entiers ; par conséquent, (en considérant le nombre N lui-même comme un de ses diviseurs) il est égal à la moitié de la somme de tous ses diviseius entiers, somme que nous pouvons représenter par ^N.
De l'égalité 2N = iN on déduit :
2 X 2"-' a = X2"-^ a = S3"-i X -« et
2"a =r (i -h 2 -f- ... -h 2"-^) la = (2" — \) yia;
par conséquent
Xrt 2" p -h l'
Dès lors a = Ip et la = ).(p + 1 ) et, puisque la fraction " ~~
est irréductile, ). doit être un entier positif. Les facteurs de Ap sont I , }., p et "/.p, abstraction faite de l'hypothèse X = i ; et de plus,
(') Coniinenlatioiies Arithim'licn' Collccl;r, Saint l'étcrsbourg, i84(), Vol. H. p. r>i4, art. 107 : Sylvester a fait paraître une analyse de celte démonstration dans le journal Nature, déc. i.'), 1887, Vol. XXXVII, p. lôa.
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SI p n'est pas un nombre premier, il y aura encore d'autres facteurs. Ainsi, à moins que). = I et que p soit premier, nous avons
Zip = I + ). 4- /J + )./) -h ... = (À -{- i) [p -i- i) -h ...
Mais cette dernière relation est en contradiction avec le résultat
1)./) — In ■= l(p -f- i).
Donc nécessairement ). = i et p est un nombre premier. Par suite
a — /) et N = 2"-' a = 2"-'(3" — i).
Nous pouvons ajouter ce corollaire que, puisque/) est un nombre premier, il en résulte que /} est premier, et la détermination des valeurs de n (moindres que iî-jj) qui rendent /; premier, ressort de la règle de Merscnne.
Les quatre ouvrages que nous venons d'indiquer renferment la majeure partie des travaux d'Euler sur les mathématiques pures. Il écrivit également de nombreux mémoires sur presque toutes les branches des mathématiques appliquées et de la physique mathématique. Nous signalerons quelques-unes des nouveautés qu'ils renferment.
Dans les applications de la mécanique à un système rigide, il détermine les équations générales du mouvement d'un corps autour d'un point fixe ; ces équations sont ordinairement écrites sous la forme :
A|-h(C-B)ryr = L:
il donne aussi les équations générales du moiivemcnl d'un corps libre.
Enfin, il défend et étudie le principe de la « moindre action » que Maupertuis avait proposée en lyôi dans son Essai de Cosmologie (p. 70).
En hydrodynamique, Eulcr établit les équations générales du mouvement, qui sont communément exprimées sous la forme
fin II
IIY (IZ
I dp ,- du du
p dx ^ (// (/.(■
Peu de temps avant sa mort, il s'occupait de la préparation d'un traité d'hydrodymanique. où il se proposait de reprendre complètement l'exposé du sujet.
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Ses ouvrages d'astronomie les plus importants sont : sa Theoria Moliiiim Planetanim et Comelanim , publiée en 17/44 ". sa Theoria Moins Liinaris. publiée en 1733; et sa Theoria Motaiim Liinœ, publiée en 177^.
Dans ces traites, il abordait le problème des trois corps : il supposait que le corps considéré (par exemple, la lune), entraînait dans son mouvement trois axes rectangulaires se déplaçant parallèlement à eux-mêmes et il rapportait tous les mouvements à ces axes. Cette méthode n'est pas avantageuse, mais c'est d'après les résultats obtenus par Eulcr que Mayer construisit ses tables lunaires, qui Aalurent à sa veuve, en 1770, un prix de 5. 000 livres, accordé par le Parlement ; les services d'Euler lurent également reconnus par une somme de 3oo livres.
Euler s'intéressa beaucoup à l'étude de la lumière. En 17^6 il examina les mérites relatifs de la théorie de l'émission et de la théorie des ondulations ; le tout bien considéré, cette dernière avait ses préférences. En 1770-71 il publia ses recherches sur l'optique, sous le titre Dioptrica. Elles comprennent trois volumes.
Euler composa également un ouvrage élémentaire sur la physique et les principes fondamentaux de la philosophie mathématique. L'origine de ce travail fut une invitation qu'il reçut, lors de son premier voyage à Berlin, de donner des leçons de physique à la princesse de Anhalt-Dessau. Ces leçons furent publiées en trois volumes, en 1 768-1 772, sous le titre : Lettres sur quelques sujets
de physique et pendant un demi-siècle elles furent considérées
comme constituant un livre classique.
Il va sansdire que les admirables productions d'Euler nefurentpas les seuls ouvrages contenant des notions nouvelles qui parurent à cette époque. Parmi les nombreux écrivains ayant contribué au développement des mathématiques nous signalerons en particulier Daniel BernoulU, Lambert, Bezout, Trembley et Arbogast. Nous avons déjà parlé des deux premiers dans le chapitre précédent.
Lambert ('). — Jean-Henri Lambert naquit à Mulhouse le 28 août 1728, et mourut à Berlin, le 25 septembre 1777. H était
(t) Voir Lambert nacli seinem Lchen iind Wirhen par D. IIcnER, Bàlc, 1829. La plupart des mémoires de Lambert sont réunis dans ses Bellrcigc Zum Ge~ brauche dcr Mathematik, publiés en /j volumes, Berlin 170.5-177:1.
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fils d'un polit laillcur et ne dut coniptcr que sur ses propres efforts pour s'instruire. Lu employé dans une usine métallurgique lui procura une place dans le bureau d'un journal : par la suite, sur la recommandation du jrérant il réussit à entrer comme précepteur dans une famille, où il oui à sa disposition une bonne bibliothèque et des loisirs suffisants pour étudier. En lyôcj il s'élablil à Aupfsbourg et, en lyd.'î, il se rcmlit à Berlin, où il obtint une [)elilc pension et fut onlin nummé rédacteur do l'almanacb astronomicpie prussien.
Les ouvrages les plus importants de Lambert sont un Traité d'optique paru en lyôi), qui suggéra à Arago l'idée de la marche qu'il suivit plus lard dans ses recherches; un trailé de perspective, publié en 17Ô9 (auquel il ajouta en 17G8 un appendice donnant des applications praliquesl ; un ouvrage sur les comètes, imprimé en lyGr, qui contient Toxpression bien connue de l'aire d'un secteur focal d'une conique en fonction de la corde et des rayons veclcurs aboutissant aux extrémités. 11 adressa en outre de nombreux mémoires à l'Académie de Berlin. Les plus importants d'entre eux sont une note de lyOcS sur les nombres transcendants, dans laquelle il démonlrcquc -est inconmiensurablc; cette démonstralion se trouve dans la (îcoim'lrie de Legcndre, et elle est étendue à tt'); un mémoire sur la trigonométrie de 1768, oîi il développe les théorèmes do Moivre sur la trigonométrie des variables complexes, et introduit les sinus et cosinus hyperboliques que représentent les symboles .S/ja:, C/ix (') ; un essai intitulé observations analytiques, publié en 1771", qui constitue la plus ancienne lenlalive faite [)our former des équations fonctionnelles en exprimant les données au moyen de l'algorithme du calcul différentiel, puis en intégrant; enfin une noie sur la force vive, publiée en 1 788, où le premier il exprime au moyen des notations différenliellcs la seconde loi de Newton sur le mouvement.
Bezout. — Trembley. — Arbogast. — Disons ici quelques mots des autres mathématiciens dont les noms viennent d'être rappelés.
(') Ces fonctions auraient élô, dit-on, proposées anti'ricurcmcnt i)ar 1"'. C Mayeu, voir Die Lelire von dcii llypt-rbrlfuiiklioncii par S. Guntiieh, llallo, kSSi, et Bcitrtifje :ur Geschichte der ncucren MaLlieinatili, .Vnsbacli, 1881.
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Etienne BezouL ne à Nemours le oi mars 1700 et mort le 27 septembre 1788, composa, outre de nombreux ouvrages do faible importance, une Théorie (jcncrale des équations algébriques, publiée à Paris en 1779 ; on y trouve en particulier beaucoup do considérations nouvelles et im[)ortanlos concernant la ibéorie de l'élimination et les fonctions symétriques dos racines d'une équation. Il employa les déterminants dans son Histoire de Vacadéniie royale, 17O4, mais sans en présenter une tliéorie générale.
Jean Trctnbley, né à Genève en 17^9 et mort le 18 septembre 181 1, s'occupa de la théorie des Equations difterentielles, de la Théorie des ditïérences finies et du Calcul des probabilités.
Louis-Franrois- [nloine Arbot/ast, né en Alsace le /i octobre i7r)9 et mort à Strasbourg, où il était professeur, le 8 avril t8o3, perfectionna la théorie des séries, et fut le créateur du calcul des dérivations, auquel son nom est resté attaché.
Nous pensons inutile de grossir ce volume en mentionnant les noms de tous ceux qui n'ont pas contribué d'une façon effective aux progrès des mathématiques, et nous n'avons parlé des auteurs précédents que parce que leurs noms sont bien connus. Nous pouvons dire cependant que les découvertes d'Euler et de Lagrange dans les diverses branches qu'ils abordèr'^'iit furent si complètes et s'étendirent si loin, que ce qui a été ajouté par leurs contemporains moins bien doués ne présente guère une importance telle qu'il soit nécessaire d'en faire mention dans un livre tel que celui-ci.
Lagrange (')• — Joseph Louis Lagrange, le plus grand mathématicien du xviii" siècle, naquit à Turin le 25 janvier 1736 et mourut à Paris le 10 avril 181 3.
Son père, qui occupait la charge de trésorier de l'armée sarde, avait de la fortune et occupait une bonne situation sociale, mais il perdit la plupart de ses biens en spéculations, lorsque son fils était encore tout enfant ; le jeune Lagrange ne dut donc compter que sur
Cj Des résumés de la vie et des œuvres de La(;ra>(îe sont donnés dans l'Enijlisrh Cyclopaedia et VEiicyclopacdia Britannica fg" édition); nous en avons fuit largement usage. La première contient une bibliographie de ses écrits. Les œuvres de Lagrange éditées bar J. A. Seuret et G. D.vuuoux, ont été publiées, à Paris en i4 volumes, 1867-1892. L'histoire de sa vie par Delambre se trouve dans te premier volume.
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SCS propres moyens pour se créer une position. Il fit ses études au collège de Turin et ce ne fut que vers l'âge de dix-sept ans qu'il montra du gaût pour les mathématiques ; son attention fut attirée sur ce sujet par un mémoire de Hallcy ('), qui lui était tombé par hasard entre les mains. Seul et sans aide, il se plongea dans l'étude des mathématiques et après un an de labeur incessant, il était déjà un mathématicien accompli pour son temps ; il fut alors nommé professeur à l'école d'artillerie.
Le premier travail de Lagrange fut une lettre à Euler, écrite lorsqu'il n'avait encore que dix-neuf ans ; il y résolvait le problème des isopérimètres, qui pendant plus d'un demi-siècle avait été l'objet de diverses recherches. Pour arriver à la solution, il cherchait à former une fonction telle qu'une formule où elle figurait devait satisfaire à ime certaine condition et il énonçait là les principes du calcul des variations. Euler reconnut la généralité de la méthode adoptée, et sa supériorité sur celle qu'il avait luimême employée ; avec une rare courtoisie, il laissa de cùté un mémoire qu'il avait composé antérieurement et dans lequel il abordait le même ordre d'idées ; il voulait ainsi donner au jeune savant italien le temps de compléter son œuvre et de revendiquer sans conteste possible l'invention du nouveau calcul. Le nom donné à cette branche d'analyse fui proposé par Euler. Ce mémoire plaça aussitùt Lagrange au premier rang des mathématiciens de l'époque.
En l'bS Lagrange créa avec l'aide de ses élèves une société privée, qui devint dans la suite l'académie des sciences de Turin ; la plupart de ses premiers mémoires se trouvent insérés dans les cinq volumes des comptes-rendus des travaux de cette société, généralement connus sous le titre de Miscellanea Taiirinensla. Le premier volume contient un mémoire sur la théorie de la propagation du son : il y signale une erreur commise parXeAvton, obtient l'équation différentielle générale du mouvement, et en effectue l'intégration pour le mouvement en ligne droite. Ce volume contient aussi la solution complète du problème de la corde vibrant transversalement ; dans sa note, il fait ressortir le manque de géné-
(') Sur la supérioriU' de l' Algèbre mojornc dans certains problèmes d'optique Pltilosophical Transactions, lOy'i, Vol. W III. p. 9G0.
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ralilé de? solutions donnccs antérieurement parTaylor, d'Alembert et Eiiler, et arrive à la conclusion que la forme de la courbe à un instant quelconque /est donnée par l'équation y = a sin mx sin ni.
L'article est terminé par une discussion, faite de main de maître., des échos, des battements et des sons composés. D'autres articles du même volume traitent des séries récurrentes, des probabilités et du calcul des variations,
T.e second volume renferme un long article dans lequel se trouvent rappelés les résultats de plusieurs mémoires du premier volume sur la théorie et la notation du calcul des variations ; comme applications, il en déduit le principe de la moindre action et les solutions de divers problèmes de dynamique.
Le troisième volume comprend encore la solution de plusieurs problèmes de dynamique au moyen du calcul des variations ; quelques notes sur le calcul intégral ; une solution de ce problème de Fermât déjà signalé : trouver un nombre x tel que l'expression {x-n -\- i)dans laquelle n représente un nombre entier quelconque non carré, soit un carré parfait ; et enfm les équations différentielles générales du mouvement de trois corps se déplaçant sous l'influence de leurs attractions mutuelles.
En 1761, Lagrange occupait sans rival le premier "rang parmi les mathématiciens de l'époque; mais le labeur incessant auquel il s'était astreint durant les neuf années précédentes avait sérieusement affecté sa santé, et les médecins déclaraient ne pouvoir répondre de sa raison ou de sa vie s'il ne voulait consentir à prendre du repos et de l'exercice. Bien qu'il eut recouvré temporairement la santé, son système nerveux ne se remit jamais complètement et, depuis cette époque, il eut constamment des attaques de profonde neurasthénie.
Dans le premier ouvrage qu'il produisit ensuite, en 1764, il s'occupe de la libration de la lune, et explique pourquoi c'est toujours le même hémisphère de cet astre qui est tourné du côté de la terre, problème qu'il traite à l'aide du principe du travail virtuel. Sa solution est particulièrement intéressante ; elle contient en germe l'idée des équations du mouvement généralisées, équations qu'il établit le premier d'une façon rigoureuse en 1780.
Il quitta alors son pays pour se rendre à Londres, mais il tomba maladeà Paris. Là il fut accueilli avec tous les honneurs possibles.
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et il abandonna à ic^rcl la hrillaiilc sociélé de celle ca[)Ilale, pour reprendre sa vie de province à Turin. Son séjour dans le l'iriunni fut cependant de courte durée. En i^dO Euler quitta Berlin, et l-'rédéric-le-(jrand ('crivit ininjédiatement à Lagrangc en exprimant le désir « que le plus grand roi de llMuope » eut à sa cour u le {)lus grand nialliématicien de l'Europe )>. Lagrangc accepta l'olTre ((ui lui était l'aile, et il passa les vingt années (pii suivirent en Prusse, où il composa, non seidemcnt la longue série de mémoires insi'rés dans les comples-rentlus des A( ;uléiuies de Ikilin et de lurin, mais encore son o'uvre monumenlalo, la Mccaiiujuc diiulylifjiw. Son séjour à lierlin débuta par une l'àcbeuse méprise. Avant trouvé la plupart de ses collègues mariés, et les épousesde ces messieurs lui ayant assuré que c'était la seule manière (.l'èlre heureux, il se maria à son tour; sa femme nniutiil peu après, mais son union ne fut pas beureuse.
Eagrange avait la fa\enr du roi, (pii souvent dans ses conversations, l'entretenait des avantages résullanl d'une vie parfaitement réglée. Il prit note de l'observation, et, à partir de ce moment étudia son corps et son intelligence comme s'il s'agissait de machines, et détermina par expérience la somme totale de travail (pi'il pouvait produire sans être épuisé. Chaque nuit il se fixait pour le jour suivant une tache définie et, en terminant une partie quelconque d'im sujet, il en écrivait une courte analyse, pour voir (juels points dans les démonstrations ou dans le sujet traité élaienl susceptibles de perfectionnement. Il préparait toujours dans son esprit le sujet d'un mémoire avant d'en commencer la rédaction, et il avait l'babitudc de l'écrire d'un seul jet sans aucmie ralure ni correction.
Son activité mcnlale durant ces \lngt aimées fut surprenante. Non seulement il produisit son admirable Mécanique analytique, mais il fournit aux Académies de Berlin, de Turin elde Paris entre cent et deux cents mémoires. Quelques uns sont de véritables Iraités et tous, sans exception, sont d'une grande valeur. En dehors d'une courte période de temps pendant laquelle il fut malade, sa production moyenne était d'un mémoire i)ar mois. Parmi les plus importants nous noterons les suiNants.
Tuut d'abord, ses articles insérés dans les quatrième et cinquième volumes, i jGfi- i 77.'?, des Miscellanca Taurinensia ; le plus im-
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poilnnt ost celui, daté de 177 i. où il examine le nombre des obsciviilions aslronomiqnes qu'il est nécessaire de l'aire pour obtenir le r(''siill;>,t le plus ])rn!;al)le. Et pins tard, ses articles dans les deux premiers volumes, i7S'|-i785, des comptes rendus de l'Académie d' Turin : dans le premier il inséra une note sur la pression exercée par les lluides en mouvement, et dans le second une autre note sur l'intégration par séries infinies, avec le genre de problèmes auxquels cette métbode est applicable.
La [iluparl des mémoires qu'il envoya à Paris traitent de questions astronomicpies ; ici, nous devons [)arliculièrement citer: ses rerbercbes sur les inégalités des satellites de Jupiter, en 1 7GG ; son essai sur le problème des trois corps, en 1772; son travail sur l'équation séculaire de la lune, en 1776, et son traité sur les perturbations des comètes, en 1778. Tous ces écrits roulent sur des sujets proposés par l'Académie des sciences et cbaque fois ses mémoires furent couronnés.
La plupart des travaux qu'il mit au jour au cours de cette période, allèrent cependant à l'Académie de Berlin. Plusieurs d'entre eux ont trait à des questions d'algèbre. Nous pouvons indiquer en particulier les suivants : Sa discussion de la solution en nombres entiers des équations du second degré indéterminées, 1769, et plus généralement des équations indéterminées, 1770; son traité sur la tliéorie de l'élimination, 1770 ; ses mémoires sur un procédé général de résolution d'une équation algébrique d'un degré quelconque, 1770 et 1 771 ; il donne toutes les solutions de ses prédécesseurs et les déduit d'un môme {Principe ; mais sa méthode est en défaut pour les équations d'un degré supérieur au quatrième, parce qu'elle suppose alors la résolution d'une équation dontle degré surpasse celui de l'équation proposée ; puis, la résolution complète de l'équation binôme d'un degré quelconque ; enfin, en 177.'), son exposition de la théorie des déterminants du second et du troisième ordre, et des invariants.
IMusieurs de ses premiers mémoires traitent de questions relatives à la théorie des nombres, sujet négligé mais présentant cependant un singulier attrait. Nous citerons entre autres : la démonstration de ce théorème que tout nombre entier non carré peut toujours être décomposé en deux, trois, ou quatre carrés entiers, 1770 ; sa démonstration du théorème de Wilson dont voici l'énoncé : si n
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estunnoinblc premier quelconque, le nombre i.-i.'S ... {n — j -t- i est toujours un multiple île n, 1771 ; ^cs mémoires de 1773, 1770 et 1777 qui donnent les démonstrations de plusieurs résultats énoncés par Fermât et non encore démontrés ; et enfin sa méthode pour déterminer les di\iseurs des nombres de la forme .r- -+- ay-.
On a également (le hii île nombreux articles sur divers points de ij-éomélric anal\ tique. Dans deux d'entre eux, écrits dans les dernières années de sa vie, en 1792 et 1793, il réduisait les équations des quadriques à leurs formes canoniques.
De 1772 à 1785 Lagrangc rédigea une longue série de mémoires qui créèrent la science des équations dilférentielles partielles. >ul, à notre connaissance, ne l'a devancé en ce qui concerne les équations de cette forme. La majeure partie des résultats obtenus furent insérés dans la seconde édition du calcul intégral qu'Eulcr publia en 179'!.
^ous ne parlerons pas ici des noies de l.agrange sur la mécani(jiie : les résultats auxquels il est arrivé se trouvent dans la Mécaaique analylùjiie dont il est question un peu plus loin.
Ses mémoires sur ï Astronomie sont nombreux. A oici les plus importants : sur l'Attraction des ellipsoïdes, 1773 : ce mémoire est basé sur un travail de Maclaurin ; sur l'équation séculaire de la lune, 1773, notice remanjuable parce qu'on y trouve, introduite pour la première fois, l'idée de potentiel. Le potentiel d'un corps en un point quelconque est la somme de la masse de chaque élément du corps divisée par sa dislance au point considéré. Lagrange montra que si le potentiel d'un corps en un point extérieur était connu, l'attraction suivant une direction quelconque pouvait cire immédiatement obtenue. La théorie du potentiel fut étudiée dans une noie envoyée à licrlin en 1777 ; sur le mouvement des nœuds de l'orbite d'une planète, 177'! : sur la stabilité des orbites planétaires, I77() ; deux mémoires dans lesquels il étudia complètement une méthode permettant de déterminer l'orbilc d'une comète au moyen de trois observations, i778eti7(So; en réalité cette méthode n'a pas été reconnue pratique, mais la manière de Lagrangc de calculer les perturbations à l'aide des quadratures mécaniques a servi de base à la plupart des recherches ultérieures sur ce sujet ; sa détermination des variations séculaires et périodiques des éléments des planètes, 1781 1784. 1-es hmltes
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extrêmes qu'assignait Lagrange concordent exactement avec celles obtenues plus tard par Levcrrier, et il alla aussi loin que le lui permettait la connaissance que l'on avait alors des masses des planètes ; trois mémoires sur la méthode d'interpolation, 1788, i~()'2 et 1783 ; la partie relative aux différences finies est encore aujourd'hui dans l'état oi!i Lagrange l'a laissée.
Outre ces divers mémoires, Lagrange composa son grand traité de Mécanique analytique. Dans cet ouvrage, il établit la loi du travail virtuel, et de ce seul principe fondamental il déduit, à l'aide du calcul des variations, toute la mécanique des solides et des fluides.
L'objet du livre est de montrer que la mécanique entière est implicitement comprise dans un simple [>rincipe, et de donner des formules générales permettant d'obtenir un résultat particulier quelconque. La méthode des coordonnées généralisées dont il fit usage est peut-être le résultat le plus brillant de son analyse.
Au lieu de suivre le mouvement de chaque partie individuelle d'un système matériel, comme l'avaient fait d'Alembert et Euler, il montre que si la configuration du système est déterminée par un nombre suffisant de variables, nombre précisément égal à celui des degrés d'indépendance que possède le système, les énergies cinétique et potentielle de ce système peuvent être obtenues en fonction de ces variables, et alors les équations difTérentielles du mouvement s'en déduisent par une simple difTérentiation.
Parmi les autres théorèmes, d'importance moindre, donnés dans cet ouvrage, nous pouvons citer cette proposition : que l'énergie cinétique communiquée par des impulsions données à un système matériel soumis à des liaisons données, est un maximum; enfin, le principe de la moindre action. L'anahse est présentée d'une façon si élégante que sir ^^ illiam RoAvan Hamilton appelait cet ouvrage un poème scientifique. Il peut être intéressant de noter cette idée de Lagrange, que la mécanique était en réalité une branche des mathématiques pures comparable à la géométrie à quatre dimensions, à savoir : le temps et les trois coordonnées d'un point de l'espace ; et on raconte que lui-même se vantait de n'avoir pas introduit une seule figure dans l'ouvrage. Tout d'abord aucun éditeur ne voulut se charger de publier le traité de Lagrange ; mais enfin Legendre réussit à persuader une maison de Paris d'entreprendre cette publication, et l'ouvrage parut en 1788.
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l-"n''iléric mourut en 1787, et Lagrangc qui a\all trouvé dur le cliinal de Hcrliii. accepta de grand cœur l'olTre que lui faisait Louis \VI de \enir s'établir à Paris. Il reçut en nièiue temps des inNÏtations semblables de l'Espagne et de Naples mais les refusa. Il fut accueilli en France avec de grands bonneurs et on lui ménagea un appartement spécial au Lcjuvre. Au début de son séjour il cul une attaque de neuraslbéuie telle, cju'il laissa pendant plus de deux ans sur sou biuTau, sans luémc l'ouviir, un exciu[)laire imprimé de cette mécanique qui lui avait coûté prés d'un quart de siècle de labem'. I.e désir de connaître les résultats de la Révolution le fit s(,)rtir de celte Ictbargic, mais sa curiosité ne tarda pas à se cbanger en fraveur quand il \il le développement qu'elle avait pris. Ce fut vers cette époque, i~\)>., que l'inconcevable tristesse de son existence et sa timidité excitèrent la compassion d'une jeune personne (|ui nuuIuI se marier avec lui ; elle fut pour lui une femme dévouée, à qui il s'attacba profondément. Bien que le décret d'octobre 1793, qui ordonnait à tous les étrangers de quitter la France, til ime exception nominale en sa faveur, il se préparait à fuir, quand on lui offrit la présidence de la Commission cbargée de la réforme des poids et mesures. Il contribua grandement au cboix des unités finalement adoptées et c'est grâce à son influence que la subdivision décimale fut acceptée par la Commission de 1799.
liien que Lagrange ait eu l'intention de quitter la France lorscjuil en était encore temps, il ne courut jamais aucun danger, et les différents gouvernements révolutionnaires, puis l'Empire, le comblèrent d'honneurs et de distinctions. Comme témoignage frappant du respect dont il était entouré, rappelons qu'en 179O le Commissaire français d'Italie reçut l'ordre de se rendre en grand apparat auprès du {)ère de Lagrange et de le remercier, au nom de la llépubrujue, des œuvres de ce (ils u qui faisait l'honneur de rbumaiiilé par son génie, et que le Piémont avait la gloire spéciale de le compter parmi ses enftints ». Il faut ajouter que Napoléon, lorsqu'il parvint au pouvoir, encouragea fortement les études scientifiques en France et fut pour la science un généreux bienfaiteur.
En 1795, Lagrange fut désigné pour occuper une chaire de mathématiques à l'I'^cole normale nouvellement créée, et qui n'eut qu'une courte existence de quatre mois. Ses cours étaient absolu-
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menl élémentaires ; ils ne renferment rien présentant une importance spéciale. Ils furent recueillis au moyen de la sténographie et publiés, pour que les députés puissent être ainsi en mesure de se rendre compte de la façon dont les professeurs s'acquittaient de leurs fonctions.
Lors de la création de l'Ecole polytechnique, en 1797, Lagrange y fut nommé professeur ; les mathématiciens qui eurent la bonne lortune de suivre alors son enseignement disent qu'il était absolument parfait quant à la forme et quant au fond. Partant des principes les plus simples, il conduisait ses auditeurs aux limites du sujet sans même qu'ils s'en aperçussent : par-dessus tout, il insisliiil auprès de ses élèves sur l'avantage d'employer toujours des méthodes générales et d'user de notations symétriques.
Ses leçons sur le calcul différentiel forment la base de sa Théorie des fonctions analyti<jucs, publiée en 1797. Cet ouvrage est le développement d'une idée contenue dans une note qu'il avait envoyée en 177^ aux Mémoires de Berlin, et son objet est de substituer au calcul dilTéienliel un groupe de théorèmes basés sur le développement en séries des fonctions algébriques. Une méthode à peu pics semblable avait été antéticurement employée par Jean Landen dans Sun Residiial Analysis, publié à Londres en i-')8. Lagrange pensait pouvoir ainsi éviter les difficultés que les philosophes croyaient voir dans l'exposition alors admise du calcul dillérenticl, et qui avaient trait à l'emploi des quantités infiniment grandes et infiniment petites. Le livre est divisé en trois parties : dans la première, il traite de la théorie générale des fonctions, et donne une démonstration algébrique du théorème de Taylor ; on a longtemps discuté la rigueur de cette démonstration ; dans la seconde, se trouvent exposées des applications à la géométrie et, dans la troisième, des applications à la mécanitjue. Un autre traité composé dans le même ordre d'idées, ses Leçons sur le calcul des fondions, parut en iSo/i. Ces ouvrages peuvent être considérés comme les points de départ des recherches de Cauchy, Jacobi et AVeiersliass. Plus tard, Lagrange renonçant à fonder le calcul différentiel sur l'étude des formes algébriques (' revint aux infini-
* f) I^ôcemmenl, M. Mkiiay. dans sou Trailc dWna'ysc, a liante d<> rcMiioUre en lioniieur la mûlliodc algéljiimiu. Les résullals modernes ont nroinL" ciiTunc I\. B. — Tome 11. -
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ment potil> : et dans la préface de la seconde édition de la Mccaniouc, qui parut en iSii, il en justifia reni[)loi et conclut en disant que u lorsqu'on a bien conçri l'esprit de ce système, et qu'on s'est convaincu de l'exactitude de ses résultats par la méthode géométrique des premières et dernières raisons, ou par la méthode analytique des fonctions dérivées, on peut employer les infiniment petits comme un instrument sûr et commode pour abréger et simplifier les démonstrations ».
Sa licsolulion des équations niinu'-n'tjncs. publiée en 1798, fut également le résultat de ses leçons à l'Ecole polytechnique. Dans cet ouvrage, il donne la méthode permettant d'obtenir des ^aleurs approchées des racines réelles d'une équation au moyen des fractions continues, et il énonce plusieurs autres théorèmes. Une note, qui se trouve à la fin, montre comment le théorème de Fermât, exprimé par lacongruencc a''~' — 1^0 (modyj) où/) est un nombre premier et a un numbre premier avec y), peut servir à donner la solution complète de toute équation binùuie algébrique. Il y explique aussi comment l'équation, ayan t pour racines les carrés des dillérences des racines de l'équation primitive, peut être utilisée pour fournir des indications précieuses sur la position et la nature de ces racines. La théorie des mouvements des planètes avait fait l'objet de quelques-uns de ses plus remarquables Mémoires de Berlin. En 1806^ le sujet fut repris par Poisson qui, dans une note lue devant l'Académie des Sciences, montra que les formules de Eagrange conduisaient à certaines limites pour la stabilité des orbites. Lagrange. ^ qui était présent, discuta alors la question de nouveau et d'une f, façon complète, et, dans un mémoire communiqué à l'Académie, en 1808. il expliqua comment on pouvait déterminer par la variation de constantes arbitraires les inégalités périodiques et séculaires de tout système de corps agissant mutuellement les uns sur Icsautres. , En 1810, Lagrange entreprit une revision complète de la mécanique analylifjuc, mais il mourut axant d'avoir pu achever son travail, dont il u'axail fait que les deux tiers environ.
Au physique, Lagrange était de taille moyenne, d'une constitution faible, avait des yeux bleus pâles et un teint très coloré. Gomme
telle tcnlallve était vainc. Elle est d'ailleurs sans objet depuis que les malliéinaliciens contemporains ont réussi à dégager l'analyse iiillnilésinialc de l'inluiliou géométrique. *
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caraclrre il ëlait nerveux et timide, il détestait la conlroverse, et pour l'évilcr, il autorisait volontiers les autres à prendre [)our eux le mérite d'un travail que lui même avait fait.
I.agrange s'intéressa d'une façon toute spéciale à l'élude des mathématiques pures : il chercha et obtint des résultats abstraits d'un ordre supérieur, et fut heureux d'en abandonner les applications aux autres. En fait, une part relativement importante des découvertes de son grand contemporain, Laplace, résulte de l'application des formules de Lagrange aux phénomènes de la nature ; [)ar exemple, les conclusions formulées par Laplace sur la vitesse du son et l'accélération séculaire de la lune, sont implicitement comprises dans les travaux de Lagrange. La seule difficulté pour comprendre Lagrange est de bien saisir le sujet qu'il traite et l'extrême généralité de ses procédés ; mais son analyse est « aussi lucide et lumineuse que symétrique et ingénieuse ».
Un écrivain récent parlant de cet illustre savant dit, avec raison, qu'il prit une part proéminente au progrès de presque toutes les branches des mathématiques pures. Comme Diophante et Fermai, il possédait un génie spécial pour ce qui touche à la théorie des nombres ; il donna les solutions de plusieurs problèmes proposés par Fermât, et fit connaître quelques théorèmes nouveaux. Il créa le calcul des variations. C'est lui qui fît de la théorie des équations différentielles une véritable science, et non une collection d'artifices ingénieux pour la solution de problèmes particuliers. Il perfectionna le calcul des différences finies en donnant la formule d'interpolation qui porte son nom. Mais, par-dessus tout, il dota la mécanique (qu'il considérait, nous l'avons déjà dit, comme une branche des mathématiques pures) de cette généralité et de celle perfection qui furent l'objet constant de tous ses efforts.
Laplace ('). — Pierre-Simon Laplace naqu'il en Beaumont -en-
(i) L'exposé que nous donnons de la vie et des écrits de Laplace est basé principalement sur les articles parus dans VEngllsch Cvclopœdia ci Y Encvclopedia Britannica.
Les œuvres de Laplace ont été publiées en 7 volumes, par le gouvernement français en i843-'i7; une nouvelle édition soigneusement revue a été publiée à Paris, en i3 vol. 1878-1905.
* Nous ferons remarquer que cet ouvrage est une traduction, nous laissons à M. Rouse Bail Tapprécialion qu'il fait du caractère et de la conduite de Laplace •.
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Auge, en Norin;iiulie. le i>3 mars i~\\) et niourul à Paris, le 5 mars i8i?-. Il élail lilstrmi i)LiJl villagoois, pciil-ctre simple laboureur, on ne sait, cl il dut son inslruclion à quel([ues riches voisins que son inlcUigcncc et sa gentillesse intéressèrent. On ne sait rien de son enfance, car lorsqu'il eut acquis la célébrité, il eut la petitesse de caractère de fuir ses proches et ceux qui lui étaient venus en aide. 11 paraîtrait que d'clè\e il devint sous-maître à l'école de lieaumont : mais s'étant [)rocuré une lettre d'introduction auprès de d'Alcudjert. il \inl à Paris p^ur louler la l'oitune. Une note de Laplace sur li's principes de la mécanique attira l'attention de d'Alembert et. sur sa recommandation, il entra comme professeur de mathématiques à l'Ecole militaire.
Son existence étant assurée^ Laplace se lança dans des recherches nouvelles et dans les dix-sept années qui suivirent, 1771-1787, il fit paraître la plus grande partie de ses travaux sur l'Aslronou)ie. 11 débuta pai- un mémoire lu devant rAcadémic des Sciences de Paris, en 1773, dans lequel il montrait que les mouvements des planètes sont stables ; il y poussait ses calculs jusqu'aux cubes des excentricités et des inclinaisons. Plusieurs notes suivirent, traitant du calcul intégral, des différences finies, des é(piatlons différentielles et de questions d'astronomie.
Durant la période de 1784 à 1787, il produisit quelques travaux révélant un génie exceptionnel. Le [)lus remarquable lui mis au jour en 1781 et inséré dans le troisième volume de la Mcrani(jac céleste ; il y détermine d'une façon conq)lètc l'atlraclion d'un sphéroïde sur un point extérieur. Ce mémoire est célèbre, car c'est ;
là que Laplace introduisit en analyse les coefficients qui portent son f,
nom et fit enqjloi du potentiel ; le nom de potentiel a été introduit dans la science par Green, en 1838.
Si les coordonnées de deux points sont (/•, y., o)) et (/•'. u.'. %)'), et si /•' <C /■, l'inverse de leur distance peut être développée
r suivant les puissances de , et les coefficients respectifs sont les
coefficients de Laplace. Leur utilité lient à ce que chaque fonction des coordonnées d'un point sur une sphère peut être dé\elo[)péeen
une série ordonnée suivant les puissances de — . Il faut noter ici (pie
des coefficients semblables, mais pour l'espace à deux dimensions seulement, avaient déjà été signalés par Legendre, avec quelques-
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unes de leurs proprirtcs, clans un mémoire envoyé à l'Académie des Sciences de Paris en 17S.'). Legendrc avait donc de bonnes raisons de se plaindre des procédés de Laplace à son égard, puisqu'il n'est pas nommé dans ce mémoire.
La note signalée plus haut est encore remarquable à cause du développement de l'idée de potentiel empruntée à Lagrange ('), qui en avait lail usage dnns ses mémoires de lyy.'), 1777 et 1780. Laplace montra que le potentiel satisfait toujours à l'équation différentiel le
dx^ ôv' ô;- '
et le travail qu'il entreprit plus tard sur l'attraction est basé sur ce résultat. La valeur de la quantité A^'Y en un point quelconque indique l'excès de la valeur de V en ce point sur sa valeur moyenne dans le voisinage du point. L'équation de Laplace, ou sa forme plus générale A'V = — ^Tto, apparaît dans toutes les branches de la physique mathématique.
Ce mémoire fut suivi d'un autre sur les inégalités planétaires, formant trois parties publiées en 1774» 1785 et 1786. Son objet principal est l'explication de la « grande inégalité » de Jupiter et de Saturne. Laplace montre, par des considérations générales, que l'action mutuelle de deux planètes ne peut jamais grandement affecter les excentricités et les inclinaisons de leurs orbites ; et que les particularités du système de Jupiter tiennent à ce que les mouvements moyens de Jupiter et de Saturne sont presque proportionnels ; de nouveaux développements sur ces considérations astronomiques firent l'objet de ses deux mémoires de 1788 et de 1789. (i'est avec ces données que Delambre a calculé ses tables astronomiques.
En [787, Laplace donna l'analyse et l'explication de la relation qui existe entre l'accélération lunaire et les changements séculaires de l'excentricité de l'orbite terrestre : cette magnifique étude complétait la démonstration de la stabilité de tout le système solaire, en partant de l'hypothèse qu'il est formé de corps rigides se déplaçant dans le vide.
(1) Voir le Bulleliii de la Société mathématique de New- York, 1892, Vol. i. pp. ()6-7'i.
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* Laplacc. cl surtout Lagrangc, puis Poisson, ont démonliv la stabililt' 'lu SYslane solaire. D'aulvQs, démonstraliims sont \enuos ensuite, d'aulres viendront encore. Peut-être uiruic uiontrcra-l-on que le système solaire est instable. Et cependant les démonstrations de stabilité ne seront pas convaincues d'erreurs, car elles sont approximatives. Elles n'ont pas la prétention d'enfermer les cléments des orbites planétaires en des limites infrancbissables, mais seulement de montrer que certaines causes paraissent à tort devoir entraîner des variations rapides de ces éléments.
Telle est, comme l'a montré Lagrange, l'action de Jupiter. Lagrangc et Laplacc ont montré, de plus, que les excentricités et les inclinaisons des orbites planétaires ne peuvent qu'osciller de façon limitée autour de leiirs valeurs moyennes.
Poisson a fait voir ensuite que les lents changements éprouvés par CCS valeurs moyennes se réduisaient encore à des oscillations autour d'une valeur moyenne n'éprouvant que des variations mille fois plus lentes.
Delaunay, Tisserand et Gylden ont été plus loin encore que Poisson.
M. Poincaré a fait voir que, enfin de compte, le système solaire fùt-il mathématiquement stable, les lois de la thermodynamique entraîneraient sa ruine dans un avenir plus ou moins lointain*.
Tous les mémoires de Laplacc auxquels nous venons de fiiire allusion furent présentés à l'Académie des Sciences de Paris et ils ont été insérés dans les Mémoires présentés par divers savants.
Laplacc se proposa alors d'écrire un ouvrage qui devait « donner une solution complète du grand problème de mécanique présenté par le système solaire, et amener la théorie à coïncider d'une façon si étroite avec l'observation que les équations empiriques se trouveraient exclues à jamais des tables astronomiques. )> 11 arriva à ce résultat dans son Exposition du système du monde et sa Mécanique céleste.
Le premier ouvrage, publié en 179^, donne une explication exacte des phénomènes en négligeant tous les détails. Il contient un sommaire de l'histoire de l'astronomie. Cet ouvrage lui ouvrit les portes de l'Académie Française. On le considère généralement comme un chef-d'œuvre, bien que les dernières parties ne soient pas irréprochables.
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L" hypothèse des nchuleuses s'y trouve énoncée. D'après celte hypothèse, le système solaire émane d'une masse glohulaire de gaz incandescents tournant autour d'un axe passant par son centre de gravité, A mesure qu'elle refroidissait, cette masse se contractait et des anneaux se détachaient de la périphérie. Ces anneaux à leur tour se refroidirent, et finalement se condensèrent sous forme de planètes, tandis que le noyau central restait et formait le soleil. Certaines corrections imposées par la science moderne ont été apportées à ce système par M. Roche et récemment R. ^^^olf a présenté une exposition critique de cette théorie. Faye a donné quelques arguments contre l'hypothèse des néhuleuses, dans son ouvrage Oritjine du inonde, Paris, iS84- Il y propose une ingénieuse modification ayant pour hut d'expliquer les particularités des rotations de Neptune et d'Lranus, et le mouvement rétrograde des satellites de cette dernière planèle, La question, d'ailleurs, présente de grandes difficultés ; mais l'opinion moderne incline à accepter l'hypothèse des nébuleuses comme un fait certain ; on reconnaît toutefois que d'autres causes (et principalement les agrégations météoriques et le frottement des marées) ont contribué au développement du système planétaire. L'hypothèse de la nébuleuse avait été esquissée par Kant, en 1705, qui avait également suggéré, comme causes ayant influé sur la formation du système solaire, les agrégations météoriques et le frottement des marées : il est probable que Laplace avait connaissance de la théorie de Kant.
D'après la règle donnée en 1766 par Titius de Wittemberg — mais connue généralement sous le nom de loi de Bodc, parce que c'est Johann Elert Bode qui^ en 1778, attira l'attention sur elle — les distances des planètes au soleil sont entre elles à peu près dans le rapport des nombres oH- 4, 3-4-4, 6-h4, 12-I- 4, etc, le n -+- 2iènie terme étant (2" X 3) h- 4. Il eût été intéressant de savoir si cette loi peut ètie déduite de l'hypothèse de la nébuleuse ou de toute autre, mais à notre connaissance, un seul écrivain aurait tenté quelques essais sérieux de vérification, et sa conclusion serait que la loi n'est pas suffisamment exacte et ne peut être regardée que comme un moyen commode de se rappeler le résultat général.
Dans sa Mécanique céleste, qui forme cinq volumes, Laplace a fait l'étude analytique du système solaire. Les deux premiers volumes,
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publiés en 1790» contiennent des niélhodes pour calculer les mouvements des [)lant'les, pour déterminer la configuration de leurs orbites, et pour résoudre les proijlèmcs des marées. Le troisième el le quatrième, publiés en i(S()) et 180."), domiont l'application de ces méthodes à la construction de plusieurs tables astronomiques. Le cinquième, publié en iS>.'}, est principalement réservé à la parlie historique ; il présente cependant en appendices, les résultats des dernières recherches de Laplace. Les découvertes appartenant en propre à Laplace el exposées dans cet ouvrage sont très nombreuses et des plus importantes , mais nous devons dire que beaucoup des résultats donnés sont empruntés à des auteurs qui ne sont pas, ou à peine, mentionnés, et que les conclusions — fruit d'un siècle de patient labeur — sont Iréquemment citées comme si elles étaient dues à Laplace seul.
La Mécanique céleste est une n>uvro admirable, mais l'ou- , vrage n'est rien moins que facile à lire, liiot, qui aidait Laplace dans la correction des épreuves, raconte que Laplace lui-même était fréquemment dans l'impossibilité do reconstituer les détails reliant la chaîne des raisonnements ; il se contentait quand le» conclusions étaient correctes, d'insérer cette formule qui se reproduit constamment : « Il est aisé à voir ». La Mécanique céleste n'est pas seulement la traduction des Principia dans le langage du calcul différentiel, elle complète, en outre, les parties que Aevvton n'avait pu qu'esquisser. L'ouvrage récent de F. Tisserand l)eut être considéré comme l'exposition moderne et classique de l'astronomie, mais le Traité de Laplace restera toujours un modèle el une autorité.
Laplace vint un jour faire hommage à Napoléon d'un exemplaire de son ouvrage, et le récit suivant, absolument authentique, de 1 entrevue, peint d'une façon si caractéristique les caractères des deux hommes que nous le donnons en entier. On avait dit à Napoléon que l'ouvrage ne faisait nulle pari monlion du nom do Dieu et, comme Napoléon aimait à poser des questions embarrassantes, il fit, en acceptant l'ouvrage, cette remarque, « M. Laplace, <>n médit que vous avez écrit ce volumineux ouvrage sur le système de l'Univers sans faire une seule fois mention de son Créateur ». Laplace, bien que souple courtisan, avait sur tous les points qui louchaient à sa philosophie, l'obstination du martyr ; il se redressa
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aussitôt et répondit brusquement : •' Je n'avais pas besoin de cette liypotbèsc-là. » Napoléon, grandement amusé, fit part de cette réponse à Lagrange, qui s'écria : « Ah ! c'est une belle hypothèse ; elle explique beaucoup de choses. »
En i8ir), La{)lace lit paraître sa Tlu'orie analylitjue des prohahllili's. Cette théorie est tout simplement l'expression, en langage mathématique, des lois du sens commun. On sait que la probabilité d'un événement est le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des cas possibles ; la méthode de Laplace revient à traiter les valeurs successives d'une fonction quelconque comme les coefficients du développement d'une autre fonction avec renvtii à une variable différente.
Cette dernière est appelée, par conséquent, la fonction génératrice de la première. Laplace montre comment ces coefficients peuvent être déduits de la fonction génératrice au moyen de l'interpolation. Puis il aborde le problème inverse et des coefficients, il déduit la fonction génératrice, ce qui exige la solution d'une équation aux dilTérences finies. La méthode est lourde et, par suite des progrès de l'analyse, elle est rarement employée aujourd'hui.
Ce traité renferme une exposition de la méthode des moindres carrés, qui témoigne avec quelle maîtrise Laplace maniait l'analyse.
La méthode des moindres carrés, qui a trait à la combinaison des observations répétées avait été donnée, mais sous forme empirique, par Gauss et Legendre ; on trouve, dans le quatrième chapitre du Traité de Laplace, la démonstration exacte du principe qui a depuis servi de base à toute la théorie des erreurs. Elle repose sur une analyse des plus compliquées, imaginée spécialement dans ce but, mais la forme sous laquelle elle est présentée est si peu satisfaisante que, malgré la constatation de l'exactitude constante des résultats, on s'est demandé si Laplace avait réellement triomphé des difficultés d'une question qu'il traite si brièvement et même si peu correctement.
En 1819, Laplace publia im exposé populaire de son ouvrage sur les probabilités. Ce !i\re rem|)lit, par rapport à la Théorie des probabilités, le même rùle que le Système du monde, par rapport à la Mécanique céleste.
Parmi les découvertes de moindre importance que fit Laplace en
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mathématiques pures, nous pouvons rappeler sa discussion (en même temps que Vandermonde, en 1772), delà théorie générale des déterminants ; sa démonstration de ce théorème que : toute équation de degré pair doit axoir au moins \ui farteur réel du second degré, sa méthode pour ramener 1 inlégralion ties équaliuns dillérenlielles linéaires au calcul d'intégrales délinies. sa mélhode pour rintégralion de l'écpialidu différentielle linéaire du second ordre. Il a été également le premier à examiner les prohlèmes dilliciles im[)liquant les équations aux différences mêlées, et à démontrer que la solution d'une équation aux différences fmies du premier degré et du second ordre pouvait toujours être obtenue sous la forme d'une fraction continue. Outre ces découvertes originales, il détermina, dans sa théorie des probabilités, les valeurs d'un certain nombre d'intégrales définies les plus communes ; et dans le même ouvrage, il donna la démonstration générale du théorème énoncé par Lagrange pour le dé\eloppement en série de toute fonction implicite au moyen de dérivées.
En physique théorique, la théorie de l'attraction capillaire est duc à Laplace. Il accepta l'hypothèse émise par Ilauksbce. dans les Philosopliical transaclions pour 1709, que le phénomène est la conséquence d'une force d'attraction insensible aux distances sensibles. L'action d'un solide sur un liquide et l'action mutuelle de deux liquides n'a pas été étudiée à fond par Laplace, mais par Gauss : Neumann en dernier lieu s'occupa de queUpies détails. En 1862, Lord Kelvin (Sir ^^'illiam Thomson) ht voir qu'en admettant la constitution moléculaire de la matière, les lois de l'attraction capillaire peuvent se déduire de la loi (le Neuton sur la gravitation.
Laplace, en 1816, fut le premier à expliquer pourquoi la théorie du mouvement vibratoire de jNewlon donnait pour la ^ilesse du son une valeur inexacte. La vitesse réelle est [)lus grande que celle calculée par Ne^vton : la chaleur développée par la compression subite de l'air en augmente l'élasticité et augmente, par conséquent, la vitesse du son transmis. Les recherches de Laplace en physique expérimentale sont limitées aux expériences qu'il fit, de concert avec Lavoisier, de 1782 a \j^]. sur la chaleur spécifique de différents corps.
Il semble que Ln[)laceait considéré l'analyse uniquement comme un moyen d'aborder les problèmes de la physique, encore que
CHAPITRE WIII. DEVELOPPEMENT DE L ANALYSE, ETC
riiabilelé donl il fit preuve pour créer des mélliodes analyliqncs se prêtant aux queslious qu'il étudiait soit en quelque sorte phénoménale. Quand les résultats trouvés étaient reconnus exacts, il ne prenait pas la peine d'expliquer la marche suivie pour y arriver ; dans ses calculs il ne s'attachait ni à l'élégance ni à la symétrie, et il trouvait suffisant d'arriver, par n'importe quelle voie, à la solution de la question particulière qu'il étudiait.
La réputation de Laplace n'aurait pas eu à souffrir s'il s'était contenté de son œuvre scientifique ; mais il convoitait les honneurs de la vie politique. La rapidité avec laquelle il changeait d'opinion politique quand l'occasion l'exigeait, et le talent dont il faisait preuve en la circonstance prêteraient à rire s'il n'avait pas été si servile. A mesure que la puissance de Napoléon croissait, Laplace abandonnait ses principes républicains (qui avaient d'ailleurs passé par bien des nuances, depuis qu'ils reflétaient fidèlement les opinions du parti au pouvoir) et il pria le Premier Consul de lui confier le poste de Ministre de l'Intérieur. Napoléon qui désirait l'appui des savants accueillit favorablement sa requête ; mais la carrière politique de Laplace prit fin au bout de six semaines environ. Le mémorial de Napoléon porte cette mention : « Géomètre de premier rang, Laplace ne tarda pas à se montrer administrateur plus que médiocre ; dès son premier travail nous reconnûmes que nous nous étions trompés. Laplace ne saisissait aucune question sous son véritable point de vue : il cherchait des subtilités partout, n'avait que des idées problématiques, et portait enfin l'esprit des infiniment petits jusque dans l'administration. » Bien que Laplace ne fut plus ministre, il était avantageux pour le gouvernement de conserver son attachement ; il fut donc nommé sénateur et en tète du troisième volume de la Mécanique céleste il inséra une note pour dire que, de toutes les vérités exposées dans l'ouvrage, la plus précieuse, pour l'auteur, était la déclaration qu'il faisait en ce moment de son dévouement povu' le puissant protecteur de la paix de l'Lurope. Cette note disparut des exemplaires vendus après la Restauration. En iSil, la chute de l'empire était imminente ; Laplace se hâta d'offrir ses services aux Bourbons, et lors de la Restauration, il tut récompensé par le titre de Marquis : on peut se rendre compte, en lisant Paul-Louis Courier, du mépris que ses collègues plus loyaux ('prouvèrent pour sa conduite.
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Sps connaissances servirent nlilemenl les nonii)reuses commissions scicnlifiqnes dont il (it partie et conlrihuèrcnt jirobablemcnl à faire oublier son peu de fidélité politique ; la petitesse de son caractère ne saurait cependant nous l'aire perdre de vue les services immenses qu'il rendit à la science.
Que Laplace ait été vain et égoïsie, ses plus cbauds admirateurs eux-mêmes ne le nient pas ; sa conduite à l'égard des bienfaiteurs de sa jeunesse et de ses amis polilicpies fut in<,'rate et méprisable ; mais le fait de s'être approprié les résultats obtenus par ceux qui étaient relativement peu connus, et qui paraît parfaitement établi, est absolument sans excuse. Trois de ceux qu'il traita ainsi se firent plus lard im brillant renom f Legcndre et Fourier en France, "N ouug en Angleterre) et n'oublièrent jamais Tinjuslice dont ils avaient été victimes. D'un autre côté, on |i('nt dire que dans certaines circonstances Laplace lit preuve d'iiidéjjcndance de caractère, et qu'il ne dissimula jamais ses idées religieuses, pbilosopbiques ou scientifiques, si blâmables qu'elles pussent paraître aux yeux des détenteurs du pouvoir. Ajoutons encore que sur la fin de sa vie, et surtout pour ses élèves. Faplacc se montra à la fois généreux et juste ; il lui arriva même une Ibis de détruire une note pour laisser à un de ses élèves le mérite d'one découverte.
Legendre. — Adrien-Marie Legendre naquit à Toulouse le i8 septembre 1702, et mourut à l^aris le 10 janvier i8.33. Les principaux événements de sa vie sont très simples et peuvent se résumer brièvement. Il fit ses études au Collège Mazarin, à Paris, et fiit nomme, en 1777, professeur à l'Ecole militaire de Paris; cboisi ensuite pour faire partie de la Commission anglo-française de 1787, cbargée de relier géodésiquemont Croonvvicb et Paris ; devenu membre de plusieurs des commissions publiques qui fonctionnèrent de 1799 à 1810. il fut nommé professeur à l'Ecole normale en 179") ; pbis tard, il occn|>a quelques emplois gouvernementaux de peu d'importance.
Ea|)lace s'employa avec acbarncuuMil à l'empêcher d'oblcnir un emploi ])nblic quelconque et f^egendre. (pii était un timide, accepta l'obscurité à laquelle l'hostilité de son collègue le condamnait.
Les travaux de Legendre sont d'un ordre supérieur ; ils se classent immédiatement après ceux de Lagrange et de Laplace, bien qu'ils
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ne préscnlent pas le même caractère d'originalité. Ses principaux ouvrages sont : sa Géomelrie, modèle du genre * mais déligurée par d'obscurs commentateurs *, sa T/tcorie <lcx nombres, son Calcul Inlcijral et ses Fondions elllpti<jucs. Ils renferment la substance de divers ménu)ircs (]u'il présenta sur ces sujets. 11 écrivit, en outre, un traité où il donna la règle des moindres carrés, et deux groupes de mémoires, l'un sur la théorie des attractions et l'autre sur les opérations géodésicjues.
Les mémoires sur les attractions eont analysés et discutés dans l'ouvrage de Todliunter, IJlslory of Ihc llicories oj Allractlon. Le plus ancien, qui fut présenté en 17S0, traite de l'attraction des sphéroïdes. On y trouve introduits les coefficienls de Legendre qui sont des cas particuliers des coefficients de Laplace ; il contient également la solution d'un problème oii il fait usage du potentiel. Le second mémoire parut en 1784, et traite de la forme d'équilibre d une masse liquide à peu près sphérique, animée d'un mouvement de rotation. Le troisième, écrit en 1786, traite de l'attraction des ellipsoïdes de mêmes foyers. Dans le quatrième, il étudie la forme que prendrait une planète fluide et la loi de variation de sa densité.
Ses notes sur la géodésie sont au nombre de trois et furent présentées à l'Académie en 1787 et 1788. Le résultat le plus important auquel il arrive est celui qui permet de traiter un triangle sphérique comme un triangle plan, sous condition d'apporter aux angles certaines corrections. En corrélation avec ce sujet, il s'occupe beaucoup des lignes géodésiques.
La méthode des moindres carrés se trouve énoncée dans ses Nouvelles Mélhodes publiées en 1806, ouvrage auquel des suppléments ont été ajoutés en i8io et 1820. Gauss était arrivé indépendamment au même résultat, l'avait utilisé en 1790, et l'avait publié en 1809. Laplace est le plus ancien auteur qui en ait donné une démonstration, en 1812.
Des autres ouvrages de Legendre, le plus connu est celui intitulé : Eléments de (/éométri'', qui fut publié en 1794^ et qui, à une certaine époque, était très répandu sur le Continent où il avait remplacé Euclide. La dernière édition contieat les éléments de la trigonométrie et des démonstrations de l'incommensurabilité de ir et de ~^ Un appendice sur la question difficile de la théorie des pa-
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ralli'les. paru en i^io.'i, a été incorporé il;ins la plupart tics éditions qui suivirent.
Sa Théorie des nombres fut j)ul)liéo en 1798 et des appendices v lurent ajoutés en 181 (i et 18).") : la troisième édition parut en deux volumes en 1800 : elle contient l'ensemble de ses recherches sur ce sujet; elle est resiée toujours classique 0). On peut dire que Legendre a conduit la théorie des nombres aussi kiiii qu'il était pi lisible de le faire au moven de l'aliièbre ordinaire ; la création d'une arithmétique supérieure, formant mie branche distincte des mathématiques, devait être l'd'uvre do ses successeurs.,
La loi de réciprocité quadratique, qui établit une relation entre doux nombres premiers impairs quelconques, se trouve démontrée j)our la première fois dans cet ouvrage, mais ce résultat avait déjà été énoncé dans un mémoire de 178J. CJauss appelait cette proposition « le joyau de l'arithmétique » et on n'en trouve ])as moins de six démonstrations difiorcntes dans ses œuvres. ^ oici le théorème en question.
Si/) est un nombre premier et n un nombre premier avec p,
nous savons que l'expression na '""' divisée par/> donne pour reste H- I ou — I . Legendre représentait ce reste par f - 1. Quand le reste
est -H I, il est possible de trouver un nombre carré parfait qui, divisé par }), donne pour reste n, c'est-à-dire que n est un résidu quadratique de y). Quand le reste est — i, un tel nombre carré parfait n'existe pas, et n est un non-résidu de p. La loi de réciprocité quadratique est exprimée par ce théorème que, si a et h sont deux nombres premiers impairs quelconques, on a :
Ainsi^ si b est un résidu de a, a est également résidu de b, à moins que les nombres preir.iers a et 6 soient tous les deux de la forme A m -H 3. En d'autres termes, si a et b sont des premiers impairs, nous savons que
(à^^~''^ = ± i(mod. //), et 62-^""') = ± i(mod. a); et (luc, par la loi de Legendre, les doux signes seront ensemble
(1) Rcimprimûc en lyoo. Paris, Ilcnnanii, 2 vol. in 4».
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plus ou moins, hors le cas où a et h seraient tous deux de la forme /( m -i- 3. Dès lors, si ini nombre premier impair est un nonrésidu d'un autre, ce dernier sera à son tour un non-résidu du premier. Gauss et Kummer ont, plus lard, démontré des lois semblables de réciprocité cubique et bicpiadraticpic : on a basé sur leurs recherches une branche importante de la théorie des nombres. L'ouvrage de Lcgendre contient encore cette utile proposition qui permet, quand la chose est possible, de réduire une équation indéterminée du second degré à la forme ax^ -\- by- + ce- = o. Leg-endre examine aussi les nombres qui sont les sommes de trois carrés ; et il démontre enfin (art. ''|o4) que le nombre des nombres premiers moindres que n est approximativement.
log,, n — I .oSoGG ' Les Exercices de calcul intégral parurent en trois volumes en 1811. 1817 et 182G. Le troisième volume est consacré aux fonctions elliptiques ainsi que la plus grande partie du premier ; toutes ces matières se trouvent finalement reproduites dans les Fonctions elliptiques. Le reste de l'ouvrage se rapporte à des sujets de caractères variés. On y trouve, entre autres, l'intégration par séries des intégrales définies et, en particulier, une discussion bien étudiée des fonctions Bêta et Gamma.
Le Traité des Jonctions elliptiques fut publié en deux volumes en 1825 et 1826 ; et c'est le plus important des ouvrages de Legendre. Quelques semaines avant sa mort, il compléta l'œuvre par un troisième volume qui contient trois mémoires sur les recherches d'Abel et de Jacobi. Les premières études de Legendre sur ce sujet se trouvent dans une note écrite en 178G, sur les arcs elliptiques, mais là, comme dans plusieurs autres notes, il traitait simplement la question comme problème de calcul intégral, sans voir qu'elle pouvait être considérée comme une trigonométrie supérieure, constituant une branche distincte de l'analvse. Il construisit des tables d'intégrales elliptiques. L'exposition moderne du sujet est basée sur les travaux d'Abel et de Jacobi. La supériorité de leurs méthodes fut reconnue de suite par Legendre, et l'un des derniers actes de sa vie fut de préconiser ces découvertes malgré qu'elles dussent avoir pour elTet, il s'en rendait bien compte, de faire oublier ses propres recherches.
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Ce que nous venons do dire doit nous rappeler, et nous insislons à dessein sur ce [)oint, que (iauss, Ahel. .lacobi et quelques autres des mathématiciens mentionnés dans le clia])itre suivant iuri-nl contemporains de l'Ecole Française.
"' Meusnier. — Jean-Baplislc-Mar'w ( Iharles Meusnicr de In Place, naquit à l'aris le ii) juin i7."j'i cl mourut à Gassel le 17 juin i7<j3. 11 lui oKicierdu génie cl entra en 17SI à l'Académie lies sciences. On lui doit d'inq^ortants travaux géométricpics et tout particulièrement un théorème bien connu qui conq^lète les recherches d'Eulcr sur la courbure des sections normales à une surface : le rayon de courbure d'une section oblique d'une surliice est la projeclion sur le plan de celle section du rayon de courjjurc de la section normale faite par la lan^cenle à la section oblique. Il a fait de beaux travaux sur la navigation aérienne qui d(,)ivenl ètic prochainement mis en lumière par un savant français *.
' Lhuillier. — Siinon-Anloine-Jcan Lluiillicr, uiminl à (jenè\c le -j'i a\ril 1700 et mourut le 28 mars iS'io. Il fut d'abord précepteur en Pologne des enfants du prince Czartoriski et obtint en 1786 un prix sur un sujet propose ])ar l'Académie de licrhu; il s'agissait de donner une définition claire et précise de l'inlini mathématique.
On lui doit un nombre considérable de mémoires concernant la théorie des polygones et des polyèdres, les séries, les questions de probabilité, la géométrie du cercle et de la sphère et aussi deux ouvrages remarquables ; Elêinenls (ranlliiiHiniuc et de (jcuiuclru', Elémenls c/V/na/v.vt' yconictrifjne *.
Pfaff. — (liions encore un autre savant dont les travaux se rap|)()rlenl smtoul au calcul intégral, Jean-Frederic Pfn[f\ né à Sliillgart le 22 décembre 17(»Ô, et mort à Halle, le ■> 1 avril iS>r», I^aplacc en [larle connue du ni;Uli(''mali(ien le plus ('■miiiciil dr rAllemagnc au commencement du xix'' siècl(>, appréciation (pii aurait été assez exacte si Gauss n'avait pas existé.
l'faff fut le précurseur de l'Ecole allemande cpii, avec Gauss et ses successeurs, ouvrit de nouvelles voies au développement îles mathématiques au xix" siècle. 11 était ami intime de Gauss, cl en
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fait, CCS deux lualhcmalicicns vécurent ensemble à Ilclnistad pendant l'année 1798, lorsque Gauss, eut fini ses cours universitaires. L'œuvre capitale de PfafTfut ses Disqnisiliones Analyticii', ouvrage inachevé sur le calcul intégral publié en ly^y ; et ses plus importants mémoires traitent soit du calcul dilVércntiel, soit des équations difTérenliellcs : sur ce dernier sujet, sa note lue devant l'Académie de Berlin, en iSi'i, est remarquable.
* Agnesi. — Maric-Gaétane Atjntsi naqjit à Milan en 17 18 et mourut en i7»)9. Elle était douée d'une remarquable facilité pour les mathématiques. Elle suppléa son père dans sa chaire de mathématiques à Bologne. Elle publia plusieurs ouvrages qui furent traduits en français *.
* Lacroix. — Sylvestre-François Lacroix naquit à Paris en 1760 et y mourut en 1741. 11 obtint à dix-sept ans une chaire à l'école des gardes de marine à Rochefort et devint, en 1799, professeur à l'Ecole polytechnique. Il a laissé divers ouvrages estimés, entre autres un Traité de calcul différentiel et intégral en 3 volumes, où il expose la science de son temps *.
*"Waring. — Edouard ^Tarm^/ naquit en 1784 et mourut en 1798. 11 fut nommé, à vingt-sept ans à la chaire Lucasian, que Newton avait illustrée. 11 continua avec bonheur l'œuvre des Bernouilli et d'Euler. Ses principaux travaux sont : les Miscellanen analylica (1762), Proprietates aUjebricaruni ciirvarum (1762), Medilaliones (dgebraïcœ (1772), Medilaliones analyticœ (1776). Il donna une formule, qui porte son nom et qui exprime la somme x"- -+- y" en fonction, x -+- y et de xy *.
* Malfatti. — Jean-François-Joseph Malfalli naquit à Trente en 1781 et mourut à Ferrare à 1807. Il a laissé plusieurs travaux importants : De œquationibus qiiadralocubicis diquisilio analylica, où il introduisit l'idée des résolvants ; Menwria sopra uno problenta stereon\eirico, où il s'agit de pratiquer dans un prisme triangulaire trois cavités cylindriques, telles que les trois cylindres aient même hauteur que le prisme et que leurs volumes soient maximum *.
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CRÉATION DE L.V (itOMKTRŒ .MOUEllNE
Tandis que Euler, Lagrangc, Laplace et Legendre perfectionnaient l'analyse, d'autres membres de l'Ecole française étendaient le champ de la géométrie par des méthodes semblables à celles employées antérieurement par Desargues et Pascal. La renaissance de l'élude de la géométrie synthétique est due surtout à Poncelet, mais il ne faut oublier ni Carnot ni surtout l'illustre Monge. Son grand développement dans des temps plus récents est principalement dû à Steincr, von Staudt etCremona.
Monge (^). — Gaspard Moikjc, comte de Péluse, naquit à Beaune le 10 mai 17^16, et mourut à Paris le 28 juillet 1818. Il était (ils d'un petit marchand ambulant, et fit ses études chez les Oratoriens, où plus tard, il revint comme sous-maître. Un plan de la ville de Beaune qu'il avait fait tomba entre les mains d'un officier et celui-ci usa de son influence auprès des autorités militaires pour le faire entrer à l'Ecole de Mézièrcs, destinée à former les officiers du génie. Cependant sa naissance s'opposant à ce qu'il reçut une commission d'officier, on l'autorisa à suivre les cours de l'Ecole annexe où on enseignait l'arpentage, le nivellement et le dessin. Il eut enfin un jour l'occasion de se faire connaître. Ayant eu à dresser le plan d'une forteresse d'après des données résultant de certaines observations, il fit son travail en se servant de constructions géométriques. Tout d'abord l'officier de service refiisa de l'accepter, parce qu'il n'avait pas fait usage des méthodes usitées, mais la supériorité de la méthode de Monge parut si évidente qu'il revint sur sa première décision. Plus lard, en 1768, Monge fut nommé professeur mais il était entendu que son enseignement de la géométrie descriptive devait rester secret et limité aux officiers d'un certain grade.
En 1780, il fut désigné pour une chaire de mathématiques à Paris, ce qui lui procura, avec les fonctions qu'il exerçait en pro-
(1) Voir Essai liistDrùjue sur les Iraraux... th' Muixjc, par F. P. G. Dlpim Paris 1819; également la Notice lùstoriquc sur Monge par B. Brisso:*, Paris,
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vince, un honnête revenu. Le plus ancien mémoire ayant quelque Importance qu'il ait comnumiquc à l'Académie des sciences de Paris, date de 1781 et a pour objet la discussion des lignes de courbure d'une surface. Elles avaient été étudiées pour la [)remièrc fois en j 760 par Euler, qui les délinissait comme « les sections normales dont la courbure était un maximum ou un mininmm ». Mongc les considérait comme le lieu des points de la surface où les normales successives se rencontrent, et en obtenait ainsi l'équation dilTércntielle générale. En i~[)ô, il appliqua ses résultats aux quadriques à centre. En 1786, il publia son ouvrage bien connu sur la statique.
Monge fat un ardent partisan des doctrines de la révolution. En 1792, il devint ministre de la Marine et aida le Comité du Salut public en utilisant sa science pour la défense de la République. Dénoncé quand les Terroristes arrivèrent au pouvoir, il n'échappa à la guillotine que par une fuite hâtive. A son retour, en 179'!, il fut nommé professeur à l'Ecole normale, dont l'existence fût si éphémère, et où il enseigna la géométrie descriptive ; ses leçons furent pubhées conformément au règlement de l'école. Il se rendit en Italie en 1796 comme membre de la Commission chargée de visiter les diverses villes de ce pays pour les conti-aindre à offrir à la République française, au lieu de contributions, les tableaux, les sculptures et les autres ouvrages d'art qu'elles pouvaient posséder. En 1798,11 accepta une mission à Rome et, l'ayant remplie, il rejoignit Napoléon en Egypte. Enfin, il se réfugia en France après la victoire navale de l'Angleterre.
Monge s'établit alors à Paris et fut nommé professeur à l'Ecole polytechnique où il fit des cours sur la géométrie descriptive ; ses leçons turent publiées en 1800. Cet ouvrage contient des jHopositions sur la forme et la position relative des figures géométriques obtenues à l'aide des transversales. La théorie de la perspective y est étudiée ; elle comprend l'art de représenter, suivant deux dimensions, les objets géométriques à trois dimensions, problème résolu ordinairement par Monge au moyen de deux figures, le plan et l'élévation. Il montra également que la solution d'un problème subsiste, même si certaines quantités introduites subsidiaircment deviennent imaginaires. A l'avènement de la Restauration, on lui enleva toutes ses fonctions et il fut privé des honneurs qui
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lui avaient été accordés ; celte disgrâce agit profondément sur sa santé et il n'y svirvécnt pas longtemps.
La plupart de ses mémoires sont insérés dans son ouvrage \pplîcalion de l'algèbre à la (/l'omclnc, publié en iSc") et dont la quatrième édition, do 1819. avait été revue par lui peu do temps avant sa mort. Il contient do beaux travaux sur l'intégration des équations aux diflerentieiles partielles du second ordre, et sa détermination des lignes de courbure de l'ellipsoïde qui faisait l'admiration de Lagrangc.
Carnet ('). — La:are-Aicolas-Margiierite Carnol, né à iNolay le I.*) mai i-o'A et mort à Magdebourg, le aa août icSaS, fit ses études en Bourgogne, et obtint une Commission dans le corps du génie à l'armée de Gondé. Tout en étant à l'armée, il continuait ses études mathématiques, qui avaient pour lui l)eaucoup d'attrait. Son premier ouvrage, publié en 178^1, traite des machines. Le principe de l'énergie appliqué à la chute des corps y est entrevu, et la [)lus ancienne démonstration de ce théorème, quo l'i'nergie cinétique est perdue dans le choc des corps mous, y est donnée. Lorsque la Révolution éclata en 1789, il se lança dans la politique. En 1793, il fut élu membre du Comité du Salut public et les victoires de l'armée française sont en grande partie dues à l'organisation puissante et à la discipline qu'il sut développer dans l'armée. Il continua à faire partie de tous les gouvernements, jusqu'en 1796 ; s'étant alors opposé au Coup d'l']tat de Napoléon, il dut quitter la France. Il se réfugia à Genève, et fit paraître en 1797 La Mclaphysiqiie du calcul injinitcsimal. En 1802, il prêta son concours à Napoléon, mais ses convictions républicaines ne lui permirent pas de conserver ses fonctions. En i8o3, il publia sa Géomclrie de position. Cet ouvrage est plutôt un traité de géométrie projectivc que de géométrie descriptive; il contient aussi une discussion approfondie ds la signification géométrique des racines négatives d'une équation algébrique. En 181/1, il oiTrit ses services pour défendre la France, mais non l'Empire ; et lors de la Hestauration il fut exilé.
(') Voir son Ehfje par Araco, qui, comme la plupart Jcs notices nécrologiques, est plutôt un j)an('girl(juc qu'une biographie impartiale.
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Poncelet ('). — Jcaii-Viclor Poncclct, ne à Mclz le i" juillet 1788 et mort à Paris le -22 décembre 18G7, était officier du génie. Prisonnier de guerre lors de la retraite de Moscou en 181 2, il occupa ses loisirs forcés à reti'ouver les éléments de géométrie qui, bien des années auparavant lui avaient été enseignés, et à approfondir quelques idées neuves que ce travail lui avait suggérées. Ses très remarquables découvertes furent exposées plus tard dans son Traite des propriétés projeclivcs des Ji (jures, publié en 182'^, et qui fut pendant de longues années le seul ouvrage propre à initier les matliématiciens à cette géométrie moderne que Poncelet a la gloire d'avoir fondée.
* L'objet principal de ce grand ouvrage est d'établir certaines relations entre deux figures qui sont la perspective l'une del'aulre, ce qui permet de ramener la reclierche des propriétés d'une figure à celle des propriétés d'une figure plus simple. Par exemple, deux cercles donnent par projection conique deux courbes du second ordre, dont les propriétés découlent de celles des cercles.
En perspective, ces figures sont situées dans deux plans différents. 11 est plus simple de supposer l'un des plans rabattus sur l'autre. Les deux figures sont alors dites homologiques l'une de l'autre ; le point de concours des droites qui joignent les points correspondants est le ce/î//"c' d'bomologie et l'arête commune l'axe d'ho/nologie. Le centre et l'axe d'homologie définissent la figure liomologique d'une figure donnée.
Les principales propriétés des coniques que Poncelet découvrit au moyen de l'homologie sont celles-ci : les foyers d'une conique peuvent être considérés comnie des cercles de rayon nul ayant un double contact avec la conique, définition qui a permis à Plûcker de généraliser la notion de foyer ; lorsque plusieurs coniques ont mentes sécantes communes, si l'on inscrit dans l'une de ces courbes un polygone dont tous les côtés moins un soient tangents aux autres courbes puis que l'on déforme le polygone en faisant glisser ses sommets sur la première conique et ses côtés sur les autres coniques, le côté libre et toutes les diagonales du polygone rouleront sur d'autres coniques ayant mêmes sécantes communes avec les proposées. Jacobi
(') Voir La vie cl les ouvrages de Poncelet, par I. Didion et C. Dupin, Paris. 18C9.
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a lait une lieiueusc opplicalion de ce ihéorème aux fonctions elliptiques.
Luuvrage de Poncelet lenlernic en outre l'exposé do la théorie (les polaires réciproques, fondée sur une loi qui reçut de Gergonne le nom de principe de dualité.
Poncelet publia dans la suite plusieurs mémoires destinés à compléter son grand traité "^.
Dans un ordre d'idées tout dilVérent. on lui doit encore un traité de Mécanique pratique, i8y() ; un mémoire sur les moulins ù eau, 182G; et un rapport sur les machines et les instruments exposés par l'industrie anglaise lors de l'Exposition internationale ouverte à Londres en i85i. 11 fit paraître de nombreux articles dans le Journal de Crelle : le j)lus remarquable d'entre eux donne l'explication, à l'aide du principe de continuité, des solutions imaginaires qui se présentent dans la résolution des problèmes de géométrie.
* La vie intime de Poncelet peut, sur plusieurs points, être rapprochée de celle de d'Alembert. 11 serait toutefois prématuré de s'appesantir sur ce sujet *,
DÉVELOPPEMENT DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE
Lagrange, Laplace et Legendre se sont principalement occupés d'analyse, de géométrie et d'astronomie. Gaucby et les mathématiciens français de notre époque nous paraissent appartenir à une autre Ecole et nous les classons parmi les mathématiciens modernes ; mais nous croyons que l'ourier et Poisson sont, avec la majorité de leurs contemporains, les successeurs directs de Lagrange et de Laplace. Si notre appréciation est exacte, il semblerait que les derniers membres de l'Ecole française dirigèrent principalement leurs recherches vers l'application de l'analyse mathématique à la physique. Mais, avant de nous en occuper, nous devons parler des savants anglais, leurs conteniporains, qui se sont distingués par leurs travaux sur la physique expérimentale, et doiil la \aleur n'a été ap[)réciée d'une façon écpii table que tout réccniinent. Les plus lomarquables sont Cavendish et ^oung.
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Cavendish (' i. — Henry CavendisJi naquit à Nice le lo octobre 1 781, et mourut à Londres, le 4 février 1810. Son goût pour les recherches scientifiques et mathématiques prit naissance à Cambridge, où il résida de 1 7 '19 à 1703. 11 est surtout célèbre par les expériences qu'il lit eu 1798 pour délernilner la densité de la terre par la comparaison de l'attraction terrestre avec celle de deux balles de plomb : il trouva ainsi que la densité de la terre vaut environ cinq lois et demie celle de l'eau. Ces expériences réalisèrent une idée de Jean Michell (1734-1793), membre du collège de la Reine à Cambridge, qui mourut avant d'avoir pu la mettre à exécution.
Rumford (-). — Sir Benjamin Thomson, Comte Rumford, né à Concord le 26 mars 1753 et mort à Auteuil le 21 août iSi5, était de descendance anglaise et combattit avec les royalistes dans la guerre de Sécession, en Amérique. La paix une fois conclue, il s'établit en Angleterre, mais il entra dans la suite au service de la Bavière, oi^i son talent d'organisation le fif grandement apprécier dans les affaires civiles et militaires. Plus tard, il résida de nouveau en Angleterre et y fonda l'Institution Royale. Ses notes ont été communiquées en majeure partie à la Société Royale de Londres ; la plus importante est celle où il montre que la chaleur se convertit en travail, et réciproquement que le travail engendre de la chaleur.
Young ('). — Thomas Yoiing, qui naquit à Milverton le i3 juin 1773 et mourut à Londres le 10 mai 1829, est un des physiciens les plus éminents de son époque. Il fut un enfant prodige versé dans les langues modernes et la littérature, aussi bien que dans les sciences; il conserva toujours ses goûts littéraires et ce fut lui qui, en 18 19, donna le premier l'idée de la méthode permettant de déchiffrer les hiéroglyphes égyptiens ; on sait
(*) Un récit de sa vie par G. Wii.son se trouve dans le premier volume de la publication de la société Cavendish, Londres, i85i.
Seii Elcclrical Rcsearches furent éditées par J.-C. Maxwell et publiées à Cambridge en 1879.
(*) Une édition des œuvres de Rumford, préparée par George Ellis et accompagnée d'une biographie, fut publiée par l'Académie américaine des sciences à Boston en 1872.
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quoi honronx usaire en fil .I.-F. Cli.impollion. ^oung- so destinait à Il iiK'decine et, après avoir suivi des cours à Ediinbourir et à (î(Utinirue, il entra au Collège Emmanuel à Cambridge, où il prit ses grades en 1701). Sa carrière comme médecin im fut pas particulièrement heureuse et sa maxime favorite k ([uuii diagnostic médical est simplement une balance de probabilité » n'était pas très goûtée de ses malades, qui demandaient une certitude en érliange des lionf>rnires payés. Fort lievueusement pour lui, il possédait une grande Ibriune. Plusieurs mémoires, adressés à diverses sociétés savantes en i79«S et les années suivantes, prouvent qu'il a été un mathématicien de grand talent ; mais les recherches qui l'ont rendu célèbre sont celles où il établit la loi de l'interférence des ondes lumineuses. 11 suggéra ainsi le moyen de surmonter les principales difficultés qui s'étaient opposées jusqu'alors à l'adoption de la théorie des ondulations.
Dalton (-). — Un autre savant renommé de la même période fut Jean Dallon, qui naquit dans le Cumborland le 5 septembre lyGC) et mourut à Manchester le 27 juillet \8'\\. Dallon étudia la tension des vapeurs et la loi de dilatation des gaz soumis à des changements de température. En chimie, il est le créateur de la théorie atomique.
On peut conclure de cet aperçu qu'au commencement du xix" siècle rEcole_, des physiciens anglais s'intéressait surtout à la science expérimentale. En réalité, aucune théorie satisfaisante ne pouvait être établie sans une observation soigneuse des faits. Les plus éminents physiciens français de la même époque furent Fourier, Poisson, Ampère et Fresnel.
Fourier('). — Le premier de ceux-ci fut Jcan-Baplislc-Josepli J'\juriei\ qui naquit à Auxerrc le 21 mars 17G8 et mourut à Paris,
f) Ses œuvres réunies a^cc 1111 inrinoire sur sa vie furent publiées [)ar G. Peacock, /) volumes, Londres, i855.
(2) Voir Vouxragc Mcinoir of Dalton, par H. A. Smiiii, T^ondrcs, i856 ; et la notice de AV.-(^. Henry dans les ('(weinlisli Socirly transactions, Londres, iSS'j.
(^) Une édition de ses œuvres, préparée par G. Dauhovx, a élc publiée en 2 volumes, Paris 1888-1890.
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le i(i mai i83o. Il était fils d'un tailleur et fit ses études cliez les Bénédictins. A cette époque, comme c'est encore le cas en Russie, les commissions des corps scientifiques de l'armée étaient réservées aux fils de famille ; l'ourier ne pouvant, parle fait de sa naissance, aspirer à un pareil emploi, accepta une chaire de mathématiques à l'Ecole militaire. Il prit une part active au mouvement révolutionnaire, et fut récompensé par sa nomination en lyç).") comme professeur à l'Ecole normale et, dans la suite, à l'Ecole polytechnique.
Fourier accompagna Napoléon dans son expédition d'Egypte, en 1798, et fut nommé gouverneur de la Basse-Egypte. Les communications avec la France étant coupées par la flotte anglaise, il organisa des ateliers oii l'armée française pouvait s'approvisionner de munitions de guerre. Il adressa également plusieurs mémoires mathématiques à l'Institut d'Egypte, que Napoléon avait fondé au Caire. L'Angleterre étant victorieuse après la capitulation du général Menou en 1801, Fourier revint en France, où il fut nommé préfet de Grenoble, et c'est là qu'il fit ses expériences sur la propagation de la chaleur. Il se rendit à Paris en iSiO. En 182:?, il publia sa Théorie analytique de la chaleur basée sur la loi de refroidissem.ent dcNcAvton : à savoir, que la diffusion de la chaleur entre deux molécules adjacentes est proportionnelle à la différence infiniment petite de leurs températures. Il montre dans cet ouvrage, * mais avec une rigueur contestable *, que toute fonction continue ou discontinue d'une variable peut être développée en une série des sinus des multiples de la variable, résultat qui est constamment utilisé dans l'analyse moderne. Lagrange avait donné des cas particuliers du théorème, et avait laissé entendre que la méthode était générale, mais il n'avait pas poursuivi l'étude du sujet. Dirichlet, le premier, donna une démonstration satisfaisante de cette proposition.
Fourier laissa un travail inachevé sur les équations, qui fut repris par Navier et publié en i83i ; il contient beaucoup de questions originales et on y trouve, en particulier, un théorème important sur les racines d'une équation algébrique. Lagrange avait montré comment les racines d'une équation algébrique pouvaient être séparées à l'aide d'une équation ayant pour racines les carrés des dilïérences des racines de l'équation primitive. Budan,
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en iSoyeliSii, avait énoncé le théorème généralement connu sous le nom de Fourier, mais sa démonstration n'était pas absolument satisfaisante. La démonstration de Fourier est généralement donnée dans les livres classiques sur la théorie des écinations. La solution définitive du problème fut donnée en iN>() [lar Jacques— Charles-François Sturm ( iNoo-uS.").")).
Sadi Carnot ('). — Parmi les contemporains de Fourier qui s'occupèrent de la théorie de la chaleur, le plus remarquable lut Sadi Carnot, fils du géomètre éminent dont il a été question [)lus haut, Sadi Carnot na(|uit à Paris en 1796 et y mourut, en i832, d'une attaque de choléra ; il fut oflicicr dans l'armée française. En 182 '1, il fit paraître un ouvrage peu étendu intitulé Rcjlexions sur la puissance motrice du feu dans lequel il cherchait à déterminer de quelle façon la chaleur produisait son effet mécanique. Il commit l'erreur d'admettre la matérialité de la chaleur, mais son essai peut être considéré comme une introduction à la thermodynamique moderne.
Poisson (-). — Siméon-Dcnis Poisson, né à Pithivicrs le ai juin 1771 et mort à Paris, le 20 avril iS'io, est presque aussi remarquable que Fourier pour les applications qu'il sut faire des mathématiques, soit à la mécanique, soit à la physique. Son père, qui avait été simple soldat, fut chargé, en se retirant du service, d'un petit emploi administratif dans son village natal ; quand la révolution éclata, il semble s'être chargé de l'administration du pays. Il ne fut pas inquiété, et jouissait même d'une certaine importance locale. L'enfant fut placé en nourrice, et il avait l'iiabitude de raconter que son père étant venu un jour le voir, le trouva suspendu à une corde attachée à un clou ; la nourrice, pour aller se promener, s'en était ainsi débarrassé. En rentrant, elle expliqua que c'était une précaution indispensable, pour l'empêcher d'être dévoré par les porcs qui erraient sur le plancher. Poisson ajoutait en plaisantant que les elîorts qu'il fiiisait le balançaient conslamment d'un
(') Un réel t (le sa vie et une tradiK llnn anglaise de ses R^flt'.vions ont élc' publiés par U.ll. Tiiuusio.N, I^ondrcs cl ^e^v-\ork, i8()U.
(-) .\rago a publié une biographie do Poisson, à la suite de laquelle se trouve la liste de ses mémoires.
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Coté et d'autre et qu'il avait ainsi comnienrc'. dos sa plus tendre enfance, ses études sur le pendule qui devaient tant l'occuper pendant son ciye mûr.
Son père commença son instruction. Son oncle oiïrit de l'initier à l'art de la médecine, et comme début lui apprit à piquer les veines de feuilles de choux avec une lancette. Quand il eut acquis une habileté suffisante, on l'autorisa à poser des vésicatoires ; mais une des premières fois qu'il lui arriva d'opérer seul, le patient mourut au bout de quelques heures et, bien que tous les praticiens de l'endroit lui aient donné l'assurance que « l'événement était des plus fréquents », il déclara qu'il ne voulait plus exercer cette profession.
A son retour chez lui après cette aventure, Poisson découvrit parmi les papiers officiels envoyés ù son père une copie des questions posées à l'Ecole polytechnique, et aussitôt il entremit sa voie. A l'âge de dix-sept ans, il entra à l'Ecole polytechnique et son intelligence excita l'intérêt de Lagrange et de Laplace qui restèrent toujours ses amis. Un mémoire sur les différences finies qu'il composa lorsqu'il n'avait que dix- huit ans, donna lieu à un rapport si favorable de Legendre, qu'on en ordonna la publication dans le Recueil des savants étrangers. Aussitôt qu'il e"t terminé ses études, il fut nommé professeur à l'Ecole et durant sa vie il continua à occuper div^ers emplois scientifiques officiels sans négliger pour cela l'enseignement. Il était quelque peu socialiste, et demeura républicain rigide jusqu'en i8i5, époque à laquelle il se rallia au parti légitimiste. Cependant il ne prit aucune part active à la politique et fit de l'étude des mathématiques à la fois l'amusement et l'occupation de toute sa vie. Ses ouvrages et mémoires sont au nombre d'environ trois ou quatre cents. Les principaux sont : un Traité de mécaniqae, publié en deux volumes, 1811 et i833, et qui longtemps fut classique ; sa Théorie nouvelle de l'action capillaire, i83i ; sa Théorie mathématique de la chaleur, i8o5 ; un supph'nient y fut ajouté en 1887 ; enfin ses Recherches sur la probabililé des jugements, 1887. 11 avait l'intention, s'il avait vécu, d'écrire un ouvrage embrassant toute la physique mathématique et dans lequel il aurait inséré la substance des trois livres que nous venons de citer.
De ses mémoires mathématiques, les plus importants sont ceux
f|ui Irailent des intégrales définies et des séries de Fouricr ; leur application aux problèmes de la physique constitue un de ses plus beaux litres à la célébrité. Rajipelons encore son Kss<d sur le calcul des variations ; et ses notes sur la probabilité des résultats moyens des observations (').
Ses mémoires les plus remarquables de matbémaliques appliquées sont peut-être ceux qui concernent l'électrostatique el le magnétisme; ils donnèrent naissance à une nouvelle branche de la physique mathématique. Il v supposait que les résultats observés étaient dus aux attractions et aux répulsions de particules impondérables. Les plus intéressants qu'il ait écrits sur l'Astronomie physique furent mis nu jour eu i.So(3 et imprimés en 1809 ; il y est question des inégalités séculaires des mouvements moyens des planètes et delà variation des constantes arbitraires, qui s'introduisent dans les solutions des questions de mécanique ; dans ces mémoires. Poisson discute la question de la stabilité des orbites planétaires, que Lagrange avait déjà élal)lie au premier degré d'approximation pour les forces perturbatrices, el montre que le résultai pcul être poussé jusqu'aux inlinimenl petits du troisième ordre : ce furent ces mémoires qui inspirèrent celui de Lagrange, de i(So(S, qui est resté célèbre. Poisson publia également, en i8:u, une note sur la libration de la' lune ; et une autre, en 1827, sur le mouvement de la terre autour de son centre de gravité. Ses plus importants mémoires sur la théorie de l'allraction sont : l'un, de 1829, sur l'attraction des sphéroïdes et un outre, de 1830, sur l'altractidii d'un ellipsoïde homogène : la substitution de l'équation exacte relative au potentiel, à savoir : A-V = — '|7:o, à la forme A' V = o, qui avait été donnée par Laplace, parut pour la première fois en 181 3 dans le Bulletin des sciences de la Société pliilomaiirjue. EnCm, nous mentionnerons son mémoire de 1825 sur la théorie des ondes.
Ampère ("S — André-Marie Anipcre naquit à Lyon, le 22 janvier 1770. A 18 ans, il perdit son père, victime du tribunal révo-
(') Voir le Journal âc l'EcoIr poljtcchniiiue de 181 3 à 1823 cl les Mémoires de IWcadénilc pour i823 ; les Minnoirrs de rAcadihnic, i833 ; et Im Connaissance des Tenqis, année 1827 et suivantes.
(•) Voir C.-A. Valso.n, Elude sur la vie ri les ouvrages dWinpcrc, L^on, i88.").
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lutionnairc. Cotte mort fut pour lui un cou[) terrible dont il resta pour ainsi dire anéanti. Ses facultés intellectuelles, si actives, si ardentes, si développées, firent subitement place à un véritable idiotisme qui, heureusement, ne fut que momentané. Nous ne voulons pas nous étendre ici sur la vie d'Ampère si bien racontée par Arago et nous ne parlerons que de ses recherches scientifiques. Comme géomètre, on peut le placer à côté des plus grands mathématiciens ; comme pliysicien, il occupe un rang hors pair : il a presque égalé Newton. Son premier ouvrage, paru en 1802, est intitulé : Considérations sur la théorie niatliématique du Jeu, mais ses travaux mathématiques importants sont relatifs à l'intégration des équations diflerentielles du premier et du second ordre. 11 publia sur ce sujet doux mémoires remarquables parus dans le 17° et le 18" cahier du Journal de l'Ecole polytechnique.
La découverte capitale d'Ampère est celle qui lui a permis de créer pour ainsi dire à lui seul une science nouvelle : « l'électrodynamique. 0
Cette science, il la fit surgir comme corollaire de la mémorable expérience d'OErsted. Nous n'avons pas à l'exposer ici. Elle se trouve dans tous les traités de Physique ainsi que la description des appareils ingénieux qu'il a imaginés pour démontrer les lois qu'il avait découvertes. Il fit plus encore : il montra que l'analyse mathématique était assez puissante pour en rendre compte, dans un ouvrage célèbre, publié en 1826, et qu'on peut placer à coté du livre des principes de Newton.
Ampère aurait certainement fait d'autres découvertes s'il avait pu se vouer entièrement à la science, mais la nécessité de gagner sa vie le força à accepter des fonctions multiples dans l'enseignement. II passa aussi beaucoup de temps à composer un ouvrage sur la pliilosophie des sciences, ouvrage qui n'est pas sans mérite, mais dont l'absence aurait peut-être été compensée par des découvertes nouvelles en électricité ou en optique.
Fresnel-Biot. — Augustin-Jean hresnel, né à Broglie, le 10 mai 1788, et mort à A^ille-d'Avray, le 1 4 juillet 1827. était ingénieur des ponts-et-chaussées ; il consacra ses loisirs à l'étude de l'optique [)liysique.
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La lliéoric onJulaloirc de la lumière, que Ilooke, lluyg-ens et Eiilcr avaient appuyée sur des raisonnements à ijriori, a été fondée sur l'expérience par les recherches de Young. hrcsnel déduisit les conséquences malhéinatiqucs de ces expériences et expliqua le phénomène de l'interlérencc delà lumière ordinaire et polarisée.
Nous devons dire quelques mots, en passant, de l'ami et du contemporain de Fresnel, Jean-Baptiste Diot, né à Paris, le 21 avril i~']k, et mort dans la même ville en 18G2. La majeure partie de ses recherches mathématiques roulent sur l'optique et s|)écialemcnt sur la polarisation de la lumière. Ses travaux datent de la période iSuâ à 1S17 : un choix de ses mémoires les plus remarquahles fut puhlié à Paris, en i8jS.
Arago('). — J-^ranrois-Jc'an-Doinini(jne Arar/o naquit à Estagel, dans les Pyrénées, le :<('» février 178G, et mourut à Paris, le 2 octohre i8j3. Il suivit les cours de l'Lcolc Polytechnique et, en ]8o4, il fut attaché à rOhscrvatoire comme secrétaire du hureau des longitudes ; de i8o5 à iSoj), il s'occupa de la mesure dim arc de méridien pour arriver à la détermination exacte de la longueur du mètre. Il fut ensuite chargé d'un emploi important à rOhservatoire, et nommé professeur à ri:iCole Polytechnique 011 ses cours eurent heaiicoup de succès. Plus lard, il fit sur l'astronomie des leçons po[)ulalrcs qui étaient à la fois claires et exactes, ensemhle de qualités plus rare à celte époque que de nos jours. 11 réorganisa rOhservatoire national, qui laissait depuis longtemps à désirer. Il demeura jusqu'à la fm de sa vie républicain ardent et, après le Coup dElat de 1802, bien qu'à demi aveugle et mourant, il se démit de son poste d'astronome j)lutôt que de prêter serment à l'empire. Il faut dire, à la louange de Napoléon III, qu'il donna des ordres pour que le vieillard ne fut pas inquiété et fût maintenu dans ses fonctions.
Les plus anciennes recherches physiques d'Arago ont trait à la pression des vapeurs à dilTérentes températures et à la vitesse du son, 1818 à 1822. La phi[)art de ses observations magnétiques lurent faites de 182^ à 182G. Il découvrit ce qui a été appelé le
(') Les Œiic/rs d'AuACiO ont ("le ûdiU'es par .l.-A. Bauhai. tt publiL'cs en 17 volumes, Paris, i8r)G-7. Le premier volume est précédé d'une autobiographie.
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magnétisme de rotation et le fait que la plupart des corps pou- Aaieiit ctie aimantés : ces découvertes furent complétées et expliquées par Farada} . Il soutint énergiquement les théories optiques de Fresnel et les deux savants dirigèrent ensemble ces expériences sur la polarisation de la lumière, qui conduisirent à celle conclusion : que les vibrations de l'étlicr luminifère sont transversales à la direction du mouvement et que la polarisation consiste dans la décomposition d'un mouvement rectiligne suivant deux composantes à angle droit. L'invention subséquente du polariscope et la découverte de la polarisation rotatoire sont dues à Arago. 11 suggéra, en i838, l'idée générale de la détermination expérimentale de la vitesse de la lumière d'après la méthode suivie, plus tard, par Fizcau cl Foucault ; mais par suite de l'afTaiblissement de sa vue, il ne put en étudier les détails et faire les expériences.
On remarquera que quelques-uns des derniers membres de cette Ecole française ont vécu jusqu'à une époque relativement récente, mais ils produisirent presque tous leurs travaux mathématiques avant l'année i83o. Ils ont été les successeurs directs des savants français qui fleurirent au commencement du xix" siècle et paraissent n'avoir eu aucun contact avec les grands mathématiciens allemands dont les recherches ont inspiré beaucoup des meilleurs travaux du siècle C'est pourquoi nous les avons placés ici, bien que leurs écrits soient, dans quelques cas, d'une date postérieure à ceux de Gauss, Abel, Jacobi et d'autres mathématiciens des temps récents*. On peut leur adjoindre Delambrc, Moniucla et Poinsol*.
* Delambre. — Jean- Baptiste- Joseph Delamhre naquit à Amiens, le 19 septembre 17^9 et mourut le 19 août 1822 ; il a laissé des travaux astronomiques de Aaleur : Tables de Jupiter et de Saturne, Mesure de l'arc méridien, Histoire de l'astronomie. Astronomie ancienne, du Moyen Age et moderne^ etc.. ; certaines formules de trigonométrie sphérique portent son nom *.
* Montucla. — Nous ne saurions oublier ici Jean-Etienne Montucla, né à Lyon le 5 septembre 1726, mort à Paris, le iS décembre 1799, et auteur de la célèbre Histoire des mathématiques, ouvrage fort remarquable pour l'époque *.
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* Poinsot. — Louis Poinsol iiaquil à Paris, en 1777, cl niourul en iS3(). ]^l(ve à l'i-xole l'olvlcchniquc, professeur au lycro lionaparlo, puis examinaleur à l'Ecole Polytechnique, il succéda à Lagrange, à l'Académie des Sciences. 11 a publié des travaux remarquables concernant la mécanique rationnelle : citons sa Tliéone des coup/es, sa Théorie de la rolalioii des corps et son Mémoire sur les cônes circulaires roulants *.
IMllODLCTION IJK F.AN VLYSE EN A.NCLETEURE
L'isolement complet de l'Ecole anglaise et son atlaclicment aux méthodes géométriques constituent les faits les plus saillants de son histoire durant la dernière moitié du wiu' siècle ; comme conséquence naturelle, cette Ecole ne contribua que fort peu aux progrès de la science matliémalicpic. Un autre résultat fut que les savants anglais se consacrèrent j)rinci[)alement à la physique et à l'astronomie pratique, qui firent peut-être plus de progrès en Angleterre que dans les pays du continent.
Ivory. — Ivory, à qui l'on doit le célèbre théorème sur l'attraction, est presque le seul mathématicien anglais du commencement de ce siècle qui ait euqjloyé les mélhodes analytiques et dont les travaux uK'rilenl Je figurer ici. Sir Janws Icory naquit h Dundee, en 1765, et mourut le ai septembre i84'i. Après avoir pris ses grades à Saint-André, il devint directeur gérant d'une lilature de lin, dans le Forfarshirc, mais il continua à consacrer aux uialhéiiiali(iiK'S la majeure [)artie de ses loisirs. En i8o4, il hit nomni(' [jrofesseur au Collège Royal militaire dc^lnrlow, transféré plus lard à Sandhurst ; il hit annobli eu 1801 . Il fournil de nombreux mémoires aux Philosophical Transactions, et les plus remarquables sont ceux qui conccrnonl l'altraclion. Dans l'un d'eux, en 1809, il montra que l'attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point extérieur est mulli[)le de celle d'un autre ellipsoïde sur un pctiul intérieur : et celte dernière peut être obtenue aisément. Il critiqua la solution de la méthode des moindres carrés donnée par Laplace, avec une sévérité inutile et dans des termes (pii muniraient qu'il ne l'axait pas bien comprise.
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L'Ecole analytique de Cambridge. — Vers la fin du dernier siècle, les membres les plus éminents du Collège mathématique de Cambridge commencèrent à reconnaître que l'état d'isolement dans lequel ils se maintenaient à l'égard de leurs contemporains du continent, présentait de sérieux inconvénients. Le mérite du plus ancien essai tenté en Angleterre pour expbquer la notation et les méthodes du ^calcul telles qu'elles étaient employées sur le Continent revient à Woodhouse^ qui doit être considéré comme l'ajjotre de ce mouvement. Il est douteux qu'il eût pu, de lui-même, mettre en vogue les méthodes analytiques ; mais ses idées furent adoptées avec enthousiasme par trois étudiants, Peacock, Babbage et Herschel, qui réussirent à faire triompher les réformes qu'il avait suggérées.
"Woodhouse. — Robert Woodiiouse naquit à iSorAvicli, le 28 avril 1770 ; fit ses études au Collège Caius, à Cambridge, en devint membre par la suite, occupa la chaire Plumian à l'Université et continua à -sivre à Cambridge jusqu'à sa mort, qui survint le 20 décembre 1827,
Le plus ancien ouvrage de Woodhouse, intitulé Principlcs of Analytical Calculatinn, fut publié à Cambridge, en 1800. Il y expliquait la notation difTérentielle et en recommandait fortement l'emploi, mais il y critiquait sévèrement les méthodes employées par les écrivains du Continent et l'usage continuel qu'ils faisaient de principes non évidents. Cet ouvrage fut suivi, en 1809, d'une trigonométrie plane et sphérique et, en 18 10, d'un Traité historique sur le calcul des variations et le problème des isopérimètres. Il composa ensuite une astronomie, dont le premier volume. Astronomie pratique et descriptive, parut en 181 2 ; le second qui contenait une exposition de l'astronomie physique, d'après Laplace et d'autres écrivains du continent, parut en 1818. Tous ces ouvrages se distinguent par une sévère critique scientifique.
Un homme tel que \Yoodhouse, d'une honorabilité scrupuleuse, universellement respecté, logicien exercé, d'un esprit caustique, était bien celui qui convenait pour introduire un nouveau système ; le fait qu'en appelant pour la première fois l'attention sur l'analyse continentale, il exposait les faiblesses de quelques-unes de ses méthodes plutôt en adversaire qu'en partisan, était aussi
II. B. — Tome II
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politique qu'lionni'lc. AA oodliouse n'exerça pas beaucoup dinllucncc sur la majorité de ses contemporains, et le mouvement aurait échoué à ce moment, s'il navait été soutenu par Peacock, Babbage et Ilerscbel, qui créèrent une Société analytique avant ]>our objet de préconiser l'usage général dans l'Université anglaise de? inélhodes analytiques et de la notation dillérentiellc.
Peacock. — George Pcacùch, qui fut le plus influent des premiers membres de la nouvelle Ecole, naquit à Denton, le 9 avril 1791. Il fit ses études au Collège de la Trinité, à Cambridge, oîi il devint répétiteur, puis professeur. T/établisscment de l'Observatoire de l'Université fut en grande partie dû à ses cfl"orls et, en i83(). il fut chargé de la chaire Lowndeau d'astronomie et de géométrie. En 1839, il fut nommé doyen d'Ely, oii il résida jusqu'à sa mort, le 8 novembre i858. Bien que l'influence de Peacock sur les mathématiciens anglais fût considérable, il a laissé peu de traces de ses travaux : nous ferons observer cependant que son rapport sur les progrès récents de l'analyse, i833, fut le début de ces résumés précieux sur les progrès de la science qui enrichissent plusieurs des volumes annuels des Transaclions de l'Association Britannique.
Babbage. — Un autre membre important de la Société Analytique fut Charles Bnlharje, qui naquit à Totnes, le 26 décembre 1792; il entra au Collège de la Trinité, à Cambridge, en 1810. occupa ensuite à l'Université la chaire Uucasian, et mourut à Londres, le 18 octobre iSyr. Ce fut lui qui dénomma la Soci<'té Analytique, qui, déclarait-il. était constituée pour soutenir « les principes du pur f/-ism en opposition au dot-age de l'Université ('). »
La fondation de la Société Astronomique, en 1820, est, en grande partie, due à ses efforts ; plus tard, en i83o et i83.2, il prit une part prééminente à la création de l'Association Hritannique. Babbage est l'auteur de divers mémoires sur le calcul des fonctions et l'inventeur d'une machine analytique qui. non seule-
(') Il est impossible de rendre en français le jeu de mois contenu dans celle jilirase. C'est une opposilion entre la notation de Lcibnilz cl celle de >e\vloii au moyen d'un point, dol.
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ment permet d'elTectuer tontes les opérations ordinaires de l'arithmétique, mais encore peut calculer les valeurs d'une fonction quelconque et imprimer les résultats obtenus.
Herschel. — Avec Peacock et Babbage, Sir John Frederick William Herschel chercha à répandre en Angleterre l'usa^-e des méthodes analytiques. Il naquit le 7 mars 1792, fit ses études au Collège Saint-Jean, à Cambridge, et mourut le 11 mai 187 1. Son père était Sir A\'illiam Herschel (1708-1822), astronome le plus illustre de la dernière moitié du dernier siècle et créateur de l'astronomie stellaire moderne. J. F. ^^ . Herschel débuta dans ses travaux mathématiques par une note sur le théorème de Cotes, qui fut suivie par d'autres sur l'analyse mathématique ; mais son désir de compléter l'œuvre de son père, le conduisit finalement à s'occuper exclusivement d'astronomie. Ses mémoires sur la lumière et l'astronomie contiennent une exposition claire des principes qui servent de base à la théorie mathématique de ces sujets.
En i8i3, la Société Analytique publia un volume de mémoires, dont la préface et le premier article (sur les produits continus) sont dûs à Babbage ; trois ans plus tard elle fit paraître une traduction de l'ouvrage de Lacroix: Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral; la notation différentielle fut employée dans les examens universitaires en 181 7 et encore en 181 9 ; après 1820 elle fut définitivement adoptée. La Société Analytique compléta sa rapide victoire par la publication, en 1820, de deux volumes d'exemples d'applications de la nouvelle méthode ; l'un par Peacock, sur le calcul différentiel et intégral, et l'autre par Herschel, sur le calcul des différences finies. Depuis, la notation des fluxions ne figure plus d'une façon exclusive dans les ouvrages anglais sur le calcul infinitésimal. Il faut noter, en passant, que Lagrange et Laplace, de même que la majorité des autres écrivains modernes, employaient à la fois les notations fluxionnelle et différentielle, et c'était l'usage exclusif de la première qui présentait tant de difficultés.
Parmi ceux qui contribuèrent de façon importante à étendre en Angleterre l'usage de l'analyse nouvelle, on doit compter William Whewell (1794-1866) et George Biddell Airy (1801-1802), tous deux membres de Trinité Collyge, à Cambridge.
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Le premier publia, en 1S19, nn ouvrage sur la mécanique et le second. cK-vc de Peacock, fit paraître, en iS-jG, ses Traites, où il appliquait, avec beaucoup de succès, la nouvelle métbode à divers problèmes de physique. La Société fut aidée dans ses efforts par la rapide publication de bons ouvrages classiques dans lesquels la métbode analytique de Loibnitz était franchement adoptée. L'emploi des nouvelles méthodes analytiques s'étendit de Cambridge à toute la Grande Bretagne et, vers i83o, ces méthodes étaient devenues d'un usage général dans le pays.
CHAPITRE XIX
LES MATHÉMATIQUES AU XIXe SIÈCLE
Le xTx*" siècle a vu surgir, en mathémathiques pures, de nombreuses branches nouvelles. Xotamment la théorie des nombres ou arithmétique supérieure ; la théorie des formes et des groupes ; la théorie des fonctions de périodicité multiple ou trigonométrie supérieure ; enfin la théorie générale des fonctions, embrassant les vastes régions de l'analyse supérieure. Les développements de la géométrie analytique et synthétique ont également engendré de nouveaux sujets d'études. Enfin l'application des mathématifjiies aux problèmes de la physique a révolutionné les fondements et l'exposition de cette science.
Une pareille extension peut, à juste titre, être considérée comme ouvrant une nouvelle période dans l'histoire, ; un futur écrivain, qui envisagerait l'histoire comme nous l'avons fait, aurait tout lieu de traiter les mathématiques des xvii'' et xviii" siècles comme formant une période distincte, et de considérer le xix" siècle comme l'origine d'une nouvelle période. Une pareille division impliquerait alors une étude à peu près complète et systématique des mathématiciens du xix" siècle. Mais il nous est évidemment impossible de discuter d'une façon impartiale les œuvres mathématiques d'une époque aussi rapprochée et les travaux de mathématiciens dont quelques-uns vivent encore et dont d'autres nous sont personnellement connus. C'est pourquoi nous n'avons pas la prétention de faire l'histoire complète des mathématiques au cours du xix" siècle ; nous nous contenterons de mentionner les faits les plus saillants de l'histoire contem^joraine des mathématiques pures en y compre-
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nanl la dynamique lliéoiiquc et rasliononiie ; nous ne nous occuperons qu'incidemment des récentes applications des mathématiques à la physique.
Dans quelques cas seulement nous donnons des détails sur la vie et les œuvres des mathémaliciens, et nous complt'tons par quelques courtes notes nos renseignements sur ceux d'entre eux qui ont étendu quelque hranclie nouvelle, en précisant la [)arlie sur laquelle leur attention sest particulièrement fixée. Même en nous renfermant dans ces limites, il nous a été très difficile de faire un exposé bien ordonné des mathématiques contemporaines ; nous répétons intentionnellement et en insistant : que nous ne prétendons pas (nos lecteurs ne doivent pas l'oublier), donner ici les noms de tous les principaux savants qui ont écrit sur les mathématiques. En fait, la quantité de matériaux produits a été si grande que personne ne peut espérer faire plus qu'étudier les ix>uvres relatives à une certaine branche ou à quelques branches spéciales. Nous pouvons ajouter à l'appui de cette remarque que la Commission nommée par la Société Royale pour préparer un catalogue des publications sur ce genre de littérature, a trouvé, en 1900, qu'il se publiait actuellement par an plus de 1 5oo mémoires de mathématiques pures et plus de 4o 000 sur des sujets scientifiques.
La plupart des histoires des mathématiques ne parlent pas des ouvrages parus dans le courant du xix*" siècle; nous connaissons cependant quelques exceptions dont voici les principales : une courte dissertation par II. llankel, intitulée : Die Enlwichclan>j (1er Malhemalih in den lelzleii Jahrkunderlen, Tubingue, iSSÔ ; les onzième cl douzième volumes de VJIisloire des sciences de M. Marie, dans lesquels on trouve quelques notes sur les mallit'inaticiens qui naquirent dans le dernier siècle ; l'ouvrage de Gerliardl, Geschichte der Malhemalih in Dealschland, Munich, 1877 ; un Discours de C. Ilermile sur les professeurs, de la Sorbonne, dans le liuUetin des sciences mathématiques, 1890 ; les LccUu\s on Malhemalics de F,-C. Klein (Evanston Colloquium), New-\ork et Londres, 189,^1 ; et Die reine Malhenialik in den Jahren, iSS'i- 1899, de E. Lampe, lierlin, 1899.
Quelques ouvrages ont été écrits sur le développement de certains sujets particuliers, tels ceux d'Isaac ïodhunter sur les théo-
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ries de rattraclion et sur le calcul des probabilités ; on trouve aussi dans les volumes annuels de l'Association Britannique, nombre de rapports sur les progrès faits dans diverses branches des mathématiques modernes ; un ou deux rapports semblables ont été présentés à l'Académie des Sciences de Paris. La neuvièiue édition de Y Encyclopédie Bnlannique contient également quelques mémoires importants. Citons encore l'ouvrage du professeur G. Loria, Die haupisachlicJisten Theorien der Géométrie, Leipzig, 1888 ; * le Rapport sur les progrès de la Géométrie de Chasles, le Rapport sur les progrès de Fanalyse mathématique et les Eloges académiques de J. Bertrand; V Œuvre mathématique du xix" siècle de R. d'Adhémar ; les sciem^es mathématiques au xix® siècle, de ^L Painlevé*. L'Encyklopadie der mathematischen Wissensrhaften, en cours de publication, *tant en Allemagne qu'en France* cherche à décrire l'état actuel des connaissances en mathématiques pures et appliquées et, sans aucun doute elle complétera heureusement les rapports précités.
Toutes ces références et ces lapports nous ont été utiles^ mais pour la composition de ce chapitre nous nous sommes également beaucoup servi des notices nécrologiques parues dans les Comptes rendus des diverses Sociétés savantes, à l'étranger aussi bien qu'en Angleterre. Nous sommes encore redevables à nos amis de tous les renseignements qu'ils nous ont gracieusement fournis ; si nous n'insistons pas davantage sur ce point, c'est que nous ne voulons pas paraître les rendre responsables de nos eri'eurs et de nos omissions.
Généralement, à une période d'activité intellectuelle intense, succède un état de repos. Après la mort de Lagrange, Laplace, Legendre et Poisson, l'Ecole française, qui avait occupé une situation si prépondérante au commencement de ce siècle, ralentit pendant quelques années sa production d'œuvres nouvelles. *Dans ces derniers temps, par contre, elle devait briller d'un vif éclat.* Quelquesuns des mathémaciciens que nous nous proposons d'étudier en premier lieu, Gauss, Abcl et Jacobi, ont été les contemporains des dernières années des savants français cités ci-dessus, mais leurs travaux nous ayant semblé appartenir à une nouvelle école, nous avons cru devoir les placer plutôt en tète d'un nouveau chapitre.
De tous les mathématiciens de ce siècle, il n'en est aucun dont
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les écrits aient eu plus d inllucncc que ceux de (iauss, influence qui s'est fait sentir d'une façon permanente sur plusieurs branches de la science. Nous ne pouvons donc mieux commencer notre histoire des mathématiques contemporaines qu'en exposant très brièvement ses recherches les plus importantes.
Gaups ''). — Cliarlcs-Fi'cdcric G aiis s, naqu'il à Bruns\Nick le ■j3 avril 1777 et mourut à Gottingue le 2.) lévrier iSôT). Son père ('lait un simple maçon et Gauss dût l'instruction qui lui fut donnée (contre le désir de ses parents, (jui auraient vouki proliter de son salaire ouvrier) au Duc régnant, qui avait su deviner ses rares facultés. En i~Q', il fut envoyé au Collège Caroline et, vers lyc)"), professeurs et élèves étaient d'accord pour déclarer qu'il connaissait tout ce que les maîtres du collège pouvaient lui enseigner ; c'est pendant son séjour dans cet établissement qu'il publia sa méthode des moindres carrés et qu'il établit par induction la loi de réciprocité quadratique. Il alla ensuite à Gotlinguc où il étudia sous la direction de Kiistner ; plusieurs découvertes qu'il lit dans la théorie des nombres datent de l'époque où il était ('ludiant à cette Université. En 1798, il retourna à I5runs\viclv où il vécut d'une façon assez précaire en donnant des leçons particulières.
En 1709, Gauss publia une démonstration de ce théorème : que toute équation algébrique a une racine de la forme a -\- hi; il en donna à la fois trois preuves distinctes. Ses Disqiiisiliones Arithmeiic;v suivirent en 1801 ; elles forment le premier volume de ses œuvres complètes. La plus grande partie de ce travail avait été envoyée l'année précédente à l'Académie des sciences de Paris qui l'avait dédaignée avec un sans gène injustifiable, même au cas où l'ouvrage eut été sans valeur, conmie le pensaient les arbitres chargés de l'examiner. Gauss en fut péniblement affecté et sa rcpu-
(') Les œuvres de Galss, éditées en sept volumes par E.-J. ■ Scheking, 1868-71, ont été publiées par la Société Royale de Gotlinguc. Une grande quantité de travaux additionnels ont paru depuis et il y a lieu d'espérer que la collection n'est pas épuisée ; une nouvelllc édition publiée par Félix Klein, est en cours de publication, neuf volumes ont paru ; le septième paru en 1907 contient comme la précédente édition la « Theoria molus » et en outre de très iioniljrcuses additions, ducs à la découverte de nombreux et importants manuscrits ii)édits de Gauss.
' Sartobils \on WAi.TEnsn.vusEN a fait la biograpliie de Galss : Gauss ziim Geddchtniss, Leipzig, i85(3.*
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gnance à publier ses travaux peut en partie être attribuée à ce malheureux incident.
La d('couverte suivante de Gauss se rapporte à une branche tout à fait diiTérentc des niaihéuialiques. On avait depuis longtemps remarqué l'absence de toute planète entre Mars et Jupiter oîi cependant, d'après la loi de Bode, les observateurs devaient s'attendre à en trouver une, mais ce fut en 1801 seulement que la présence de planètes secondaires y fut constatée. La découverte que lit G. Piazzi, de Palerme, d'une petite planète située entre Mars et Jupiter était d'autant plus intéressante qu'elle concordait avec la pubhcation d'un opuscule d'Hegel dans lequel ce dernier critiquait sévèrement les astronomes qui négligeaient trop la philosophie ; cette science, disait-il, leur aurait fait voir de ^uite qu'il ne peut exister plus de sept planètes ; son étude leur aurait évité de perdre d'une façon ridicule un temps considérable à rechercher ce qui, dans la nature des choses, ne pouvait exister. La nouvelle planète reçut le nom de Cérès, mais elle avait été aperçue dans de telles conditions que le calcul préalable de son orbite paraissait impossible. Les observations faites furent heureusement communiquées à Gauss ; il calcula les éléments de la planète et son analyse prouva qu'il méritait d'être regardé aussi bien comme le premier des astronomes théoriciens que comme le plus grand des (( arithméticiens ».
Ces recherches curent pour effet d'attirer l'altenlion et lui valurent, en 1807, l'olTre qu'il déclina, d'une cbaire à Saint- Pétersbourg. La même année il fut nommé Directeur de l'Observatoire de Guttingue et professeur d'Astronomie à l'université de cette ville. Il exerça ces fonctions jusqu'à sa mort et, depuis sa nomination, ne coucha jamais ailleurs que dans son Observatoire, sauf en une seule occasion où il dut se rendre à Berlin pour un congrès scientifique. Ses leçons étaient d'une lucidité remarquable, et parfaites quant à la forme ; on prétend qu'il les consacrait à l'exposition de l'analyse qui l'avait conduit aux divers résultats obtenus dans ses recherches, et qui fait si visiblement défaut dans ses démonstrations écrites ; mais de crainte que ses auditeurs ne perdissent la suite de son exposé, il ne les autorisait pas volontiers à prendre des notes.
Nous avons dt-jà rapporté les publications de Gauss en 1799,
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iSoi et iSoa. Ail cours des années qui suivirent 1807, son temps fut princi[)alcment pris par les travaux de son Observatoire. En 1809, il puljlia à Hambourg sa « Tlienria Moins corpornni Cwlcstiiiin », traite- qui contribua largement au perfectionnement de l'Astronomie pratique et dans lequel ligure le principe de la triangulation curviligne ; sur le même sujet, nous avons son mi'moire : « Theoria Combinationis Ohservalionum Errorilnis Minlmis Obnoxia, dont il donna une suite et un supph'ment.
Un peu plus tard, il s'occupa de gc'odésie ; de 1821 à 1848, il lut conseiller scientifique du Danemark et du Hanovre pour les opérations du cadastre alors en cours dans ces pays. Ses notes de i8'|3 et 186G, Uebcr Gerjcnslande (1er hohern Gcodasic, exposent ses travaux sur ce sujet.
Les recberches de Gauss sur l'électricité et le magnétisme datent d'environ i83o. Son premier mémoire sur la théorie du magnétisme, intitulé : Inlcusitas vis maijnctlcrv Terreslris ad mcnsnmm absohitam revocata, fut public en i833. Quelques mois après il inventa avec W.-l"]. AVebcr l'héliotrope et le magnétomètre à deux fds ; dans le courant de la même année, ces deux savants firent construire à Goltingue un observatoire magnétique, en s'arrangeant de façon à éviter complètement l'emploi du fer (comme cela avait déjà été fait, mais sur une plus petite échelle, par llumboldt et Arago) ; ils y firent des observations magnétiques et établirent, en particulier, la possibilité pratique d'envoyer des signaux télégraphiques. Gauss fonda en même temps une association dans le but de recueillir des séries continues d'observations à des époques déterminées. Les volumes de leurs comptes rendus, Resullate aus der BeobadikiiKjen des Marjnelischcn Vcreins pour i838 et i83g contiennent deux importants mémoires de Gauss, l'un sur la théorie générale du magnétisme terrestre, l'autre sur la théorie des forces exerçant une action attractive inversement proportionnelle au carré de la distance.
De même que Poisson, Gauss considérait les phénomènes d'électro-statique comme dus à des attractions et à des répulsions entre particules impondérables. Lord Kelvin, alors AVilliam Thomson, montra en i8'|() que les ell'ets pourraient également être comparés à ceux produits par im (lux de calorique émanant de sources d'électricité convcnabloiuent distribuées.
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En élcclrodynamlque, Gauss parvint en i835 à nn résultat équivalent à celui donné par ^^ .-E. A\ eber, de Gottinguc, en i84G, à savoir que l'atUaction entre deux particules électrisées e et e' , placées à la dislance /• lune de l'autre, est liée à leur position et à leurs mouvements relatifs par la Ibrnmle
Vdr _ I /drfV
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Gauss cependant était d'avis qu'on ne pouvait regarder comme satisfaisante une hypothèse reposant uniquement sur une formule et sans base physique; et comme il ne put en imaginer une représentation physique plausible, il abandonna le sujet.
De telles hypothèses ont été proposées par Riemann en i858, par G. Neumann de nos jours à Leipzig, et par Betti (1823-1892)^ de Pise, en 1868 ; mais Helniholtz montra, en 1870, 1878 et 187/1, qu'elles étaient insoutenables. Une conception plus simple, dans laquelle on considère tous les phénomènes électriques et magnétiques comme des tensions et des mouvements d'un milieu matériel élastique, a été émise par JMichael Faraday (1791-1867) et étudiée, en 1878, par James Clerk Maxwell, de Gambridge (i83i- 1879). Ce dernier, en employant un système de coordonnées généralisées, réussit à déduire des conséquences physiques de cette théorie et à établir son accord avec les faits. Maxwell concluait en montrant que si ce milieu était le même que le prétendu éllier luminifère, la vitesse de la lumière serait égale au rapport des unités électromagnétique et électrostatique ; des expériences faites ultérieurement tendraient à confirmer cette conclusion. Les théories antérieurement admises supposaient l'existence d'un simple solide élastique ou une action entre la matière et l'éther.
Dans un rapport à l'Associalion Britannique, en 1880, J.-J. ïhomson, de Cambridge, a classé la théorie précédente ainsi que d'autres théories de la façon suivante :
a) Celles qui ne sont pas fondées sur le principe de la conservation de l'énergie (telles que celles d'Ampère, Grassmann, Stefan el Korteweg) ;
b) Celles qui s'appuient sur des hypothèses ayant rapport aux vitesses et aux positions des particules électrisées (telles que celles de Gauss, \V.-E. W eber, Biemann et R.-J.-E. Glausius) ;
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c) Celles qui exig^ent l'existence d'une espèce d'énergie dont nous n'avons pas autrement connaissance (telles que la lliéorie de C. Neumann) ;
fi) Celles qui s'appuient sur des considérations d\naMiiques, mais sans tenir compte de l'aclion diélectrique (telles que la théorie de F.-E. Ncumann) ;
e) et enfin celles qui s'appuient sur des considérations dynamiques, mais en tenant compte de l'action diélectrique (telles que celle de Maxwell).
Dans l'ouvrage précité, ces diverses liiéorlos snnt exposées, critiquées et comparées avec les résultats des expériences.
Les recherches de Gauss sur l'optique, et spécialement sur les systèmes de lentilles, furent publiées, en i8/|0, dans son ouvrage Diojtlri.srlie Vntersiichangen,
()ii \(iil d'après l'esquisse que nous venons de donner (pie le chanqi des Investigations de Gauss présentait une étendue considérable ; tlans beaucoup de cas, ses recherches servirent à amorcer de nouvelles voies. C'est le dernier des grands mathématiciens ayant eu des connaissances presque universelles : depuis cette époque, la littérature scientifique a pris un tel développement que les mathématiciens ont été forcés de se spécialiser et de s'attacher particulièrement à une branche ou à (juclqucs branches particulières. Nous allons maintenant étudier brièvement les plus importantes découvertes que fit Gauss en mathémalujuos pures.
Son ouvrage le plus célèbre dans ce genre est les Disquisitlones, Aritlimclicœ, qui a été le point de départ de plusieurs études importantes sur la théorie des nombres. Ce Traité et la Théorie des Nombres de Legendre sont toujours classiques ; mais de même que de sa discussion des fonctions eHi[)tlques Legendre ne sut point dégager un algorithme nouveau, de même aussi Gauss traita la théorie des nombres comme un simple chapitre de l'algèbre. Il sut comprendre cependant que la théorie des grandeurs discontinues, ou arithmétique supérieure, était tout autre que celle des grandeurs continues, ou algèbre, et il introduisit une nouvelle notation et de nouvelles méthodes d'analyse, dont les auteurs qui le suivirent ont généralement fait usage. La théorie des nombres peut se diviser en deux [)artles principales, à savoir : la tliéoriedescon^rruences et la théorie des formes. L'une et l'autre
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furent l'tiuliécs par (iauss. Kn parliculicr, dans les Dis'/nisitiones Arithmcticœ, * il donne la grande loi de la rcciprocilé quadratique, qu'il démontre jusqu'à six fois, tant cette loi lui paraît, et avec raison, importante; ce sujet fut repris par Jacobi, Eisenslein, Liouville, l.ebesgue Genocclii, Kummcr, Kronecker etïli. Pépin*; puis il mit au jour la théorie moderne des congrucnces du premier et du second ordre : c'est à celle-ci qu'il ramenait l'analyse indéterminée. Il étudiait également dans le même ouvrage la solution des équations binômes de la forme x" = i ; son exposé comprend le théorème célèbre dans lequel il établit la possibilité de construire par la géométrie élémentaire des polygones réguliers dont le nombre des côtés est 2'" (2" + i), m et n représentant des nombres entiers et 2" + i un nombre premier : il avait fait cette découverte en 1796. * La question fut reprise avec bonheur par ]\'anl:el en 1807 *. C'est là que Gauss a développé la théorie des formes quadratiques ternaires comprenant deux indéterminées. Gauss fit encore porter ses recherches sur la théorie des déterminants et ses résultats servirent de bases aux travaux de Jacobi qui concernent ce sujet.
La théorie des fonctions de périodicité double eut pour origine les découvertes d'Abel et de Jacobi dont nous parlons plus loin. Ces deux mathématiciens obtinrent les fonctions Thêta qui jouent un si grand rôle dans cette théorie. Cependant Gauss avait découvert indépendamment, et même à une date beaucoup plus ancienne, ces fonctions et quelques-unes de leurs propriétés ; il y avait été conduit par certaines intégrales qui se présentaient dans la Determinalio Attractionis, et il imagina, pour les évaluer, la transformation liée aujourd'hui au nom de Jacobi. Bien que Gauss en eut fait part anciennement à Jacobi, il ne publia pas ses recherches : elles se trouvent dans une série de cahiers de notes ne remontant pas à une date antérieure à 1808, et font partie de ses œuvres complètes.
De ses autres mémoires sur les mathématiques pures, les plus remarquables ont pour objet la théorie des résidus biquadratiques (oîi la notion des nombres complexes de la forme a -l- bi se trouve introduite pour la première fois dans la théorie des nombres) ; on y rencontre plusieurs tables, une en particulier sur le nombre des classes des formes binaires quadratiques ; son mémoire relatif à la démonstration du théorème que toute équation algébrique a
une racine n'cllc ou iiua^Mnairo, celui sur la sommation des séries, un autre cnlin sur l'interpolation sont aussi fort beaux. Son introduction de critériums rigoureux pour vérifier la convergence des séries infinies mérite l'attention.
Ses recherches sur les séries hypergéomélriques sont également d'un haut intérêt; elles contiennent une discussion de la fonction Gamma, sujet cpii a pris une importance considérable et a été traité, entre autres, par Kununer et Rlemann. Enfin nous avons ses théorèmes sur la courbure des surfaces et son important mémoire sur la représentation conforme, oii les résultats donnés par Lagrange pour les surfaces de révolution sont étendus à toutes les surfaces. * Ajoutons que dans un célèbre mémoire, intitulé : Disr/nisitiones générales circa superficies curvas, Gauss démontre ce théorème très remarquable que : Quand une surface est applicable sur une autre par déformation, sans rupture ni dupliralure, le produit des deux rayons de courbure principaux est le même pour les deux surfaces en deux points corespondants *. II paraît que Gauss aurait aussi découvert quelques propriétés des quatcrnions.
Une de ses notes concerne l'allraclion des ellipsoïdes homogènes ; de plus, son mémoire de i83(j, déjà cité, Allfjcmeine Lehrsatze in Beziehunrj auf die im verkehrlen Verhaltnisse des Quadrals der EntfernwKj, traite de la théorie des forces attractives suivant l'inverse du carré de la distance; Gauss y établit que les variations séculaires éprouvées par les éléments de l'orbite d'une planète sous l'iniluencc de l'attraction d'une autre planète, exer(;ant une action perturbatrice, sont les mêmes que si la masse de cette seconde planète était distribuée au delà de son orbite et suivant un anneau elliptique, cela de telle sorte qu'à des arcs de l'orbite décrits dans le môme temps correspondent des masses égales de l'anneau.
Les grands maîtres de l'analyse moderne sont Lagrange, Laplace et Gauss qui furent contemporains, et il est intéressant de noter le contraste marqué qui existe dans leurs écrits. Lagrange est parfait à la fois dans la forme et dans le fond, il est soucieux de donner la voie qu'il a suivie et ses écrits sont d'une lecture facile. Laplacc par contre n'cx[)llquc rien ; la forme le laisse indifférent, et une fois assuré de l'exactitude des résultats trouvés, il se con-
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tente de les présenter sans démonstration ou quelquefois avec une démonstration imparfaite. Gauss est aussi correct et aussi élégant que Lagrange, mais encore plus difficile à suivre que Laplace, car il ne donne aucun renseignement sur la marche de ses idées et se borne à donner des démonstrations, il est vrai, rigoureuses, mais aussi synthétiques et aussi concises que possible.
Dirichlet 0)- — Nous pouvons citer ici, l'un des élèves de Gauss, Lejeune Dirichlet. L'exposition, faite de mains de maître, qu'il a donnée des découvertes de Jacobi, qui était son beau-père, et de Gauss, a peut-être trop fait oublier ses propres recherches sur des sujets similaires. Pierre Gustave Lejeune Dirichlet naquit à Diiren, le i3 février i8o5, et mourut à Guttingue, le 3 mai iSôg. Il enseigna successivement à Breslau et à Berlin, et à la mort de Gauss, en iS55, il futjdésigné pour lui succéder comme professeur de mathématiques supérieures à Guttingue. 11 se proposait de terminer les œuvres inachevées de Gauss, mais sa mort prématurée ne lui permit pas de conduire à bonne fin ce travail pour lequel il était admirablement préparé ; il produisit cependant quelques mémoires qui ont considérablement facilité la compréhension de quelques-unes des méthodes les plus obscures de Gauss. Quant aux recherches originales de Dirichlet, les plus célèbres sont celles où il établit le théorème de Fourier, et celles, dans la théorie des nombres, sur les lois asymptotiques, c'est-à-dire, les lois dont l'exactitude est d'autant plus grande que les nombres auxquels elles s'appliquent deviennent plus grands.
LA THÉORIE DES NOMBRES OU ARITHMÉTIQUE SUPÉRIEURE
Les recherches de Gauss sur la théorie des nombres furent continuées ou complétées par Jacobi, qui démontra le premier la loi
(*) Ses œuvres ont été publiées en deux volumes. Berlin, i8Sf)-i897. Ses leçons sur la théorie des nombres furent éditées par J.-NV.-R. Dedekind, 3^ édition, Brunswick, i87ç)-8i ; ses études sur la théorie du potentiel ont été éditées par F. fiRLiiE, seconde édition, Leipzig, 1887. C.-^^ . Boiiciiardt a fait paraître une note sur quelques-unes de ses recherches dans le Journal de d'elle vol. LVTI, 1859, pp. 91-92.
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de réciprocilr cubique, discuta la llit'orie des résidus et, dans son Canon A rilhniclicus, donna une table des résidus des racines primitives.
* Diricldet publia aussi, en iiS25, un mémoire concernant la célèbre équation indéterminée x" -+- y" = :", que Fermât avait annoncée ne pouvoir être résolue en nombres entiers, et montra qu'il en était bien ainsi pour n = ."). I^ulcr et Lagrange avaient démontré la proposition jwur n =^ o et n = 1, Lamé la prouva i)lus lard pour n -^ '-. D'autres travaux concernant cette question ont été publiés depuis, mais on n'a pu arriver encore à une démonstration absolument générale.
Les travaux de Dirichlet concernant les nombres premiers sont intéressants. Après Gauss et Legendrc, Diricblet donna des expressions approcbées du nombre des nombres premiers inférieurs à une limite donnée, mais il était réservé à Ricmann, dans le mémoire Uchcr die Anzahl der Prini:alilcn uiilcr eincr (/e</ehencn Grosse, 18.59, ^^ résoudre vraiment la question. Plus tard. II. Poincaré, Sylvester et lladamard la reprirent et poussèrent l'approximation plus loin encore que ce dernier.
Il n'est pas inutile de dire à ce propos que, à défaut de méthode permettant de reconnaître si un nombre premier est donné, la British Association entreprit en 1877 la construction de tables étendues de facteurs premiers et confia la direction de ce travail à J.-AN . -L. (Ilaislier.
Burkliardt avait construit une table des diviseurs des trois premiers millions. Glaisher construisit les tables des fi", T)" et 6'' million, et Dase celles pour les 7^, 8° et 9'' million *.
Eisenstein ('). — La haute arithmétique fut également dévelop[)('e [)ar Ferdinand Gotlhold Eisenstein, professeur à l'université de Berlin, né à Berlin le i(i avril 182a et mort dans la même ville, le 1 1 octobre 1802. La solution du problème de la représentation des nombres par des formes quadratiques binaires fut une des plus grandes entreprises de Gauss : il a donné dans ses Disrjiiisiliones Arithinedcie les principes fondamentaux sur lesquels
(1) Pour riiistoirc de sa vie cl de ses recherches, voir : Abluutdlangcn :ur Cescliiclile der Mathemalilc, iSçiS, ]>. i/|3 el scq.
CHAPITRE XIX. LA. TIIEOUIE DES NOMBRES, ETC. l'i
repose la solution du problème, (iauss y ajoutait quelques résultats concernant les lornics quadratiques ternaires, mais l'extension générale de deux à trois indéterminées est l'œuvre d'Eisenstein. qui, dans son mémoire Noue théorème dcr hiiheren Arillimctik, déduit les caractères génériques des formes quadratiques ternaires d'un déterminant impair et, dans le cas des formes définies, en assigne la valeur d'un ordre ou d'un genre quelconque ; mais il ne considère pas les formes à déterminant pair. Malheureusement les résultats trouvés ne sont accompagnés d'aucune démonstration.
Eisenstein s'occupa aussi du théorème relatif à la possibilité de représenter un nombre par une somme de carrés et montra que lo théorème général (Hait limit('' à huit carrés. Les solutions pour les cas de deux, quatre et six carrés peuvent être obtenues au moyen, des fonctions elliptiques, mais les cas relatifs à un nombre impair de carrés impliquent des procédés spéciaux particuliers à la théorie des nombres. Eisenstein donna la solution pour le cas de trois carrés. Il laissa également un aperçu 'de lo solution qu'il avait obtenue pour le cas de cinq carrés (') ; ses résultats furent donnés sans démonstration et s'appliquent seulement à des nombres nondivisibles par un carré.
Henry Smith (-). — Aux mathématiciens de l'Ecole de Gauss qui se distinguèrent le plus par leur originalité et leur puissance, il faut ajouter Henry Smith. Henry John Stephen Sniilh naquit à Londres, le 2 novembre 1826, et mourut à Oxford, le 9 février, i883. Il fit ses études à Rugby et au collège Balliol, à Oxford, et devint membre de cette Université. En 1S61, il fut nomm»'professeur de géométrie, chaire Savilian, et résida à Oxford jusqu'à sa mort.
Le nom de Smith reste spécialement attaché à la théorie des, nombres. 11 y consacra dix années, de i854 à i864- Le principaL résultat de ses recherches est compris dans deux mémoires insérés dans les Philosophical transactions pour 1861 et 1867 ; le premier,
(1) Journal de Crelle, vol. \XXV. 1847, P- 368.
Q) La collection des œuvres malliématiques do Smith, éditées par J.-W.-L, Gl.visher, avec une préface contenant une notice biographique et d'autres notes, fut publiée en deux volumes, à Oxford, 1894.
L'exposé qui suit est extrait de la notice nécrologique insérée dans les nolices mensuelles de la Société astronomique, i884, pp. iSS-iAg.
R. B. — Tome H. lo
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est rclalll aux t'qualions indéterminées linéaires et aux congruences, cl le second aux ordres et aux genres des formes quadratiques ternaires. Dans le dernier mémoire, Smith fournit les démonstrations des résultats trouvés par Kisenstein et donne leur extension aux formes quadratiques ternaires à déterminant pair ; il donne aussi ime classification complète des formes quadratiques ternaires.
Cependant Smith ne se limita pas au cas de trois indéternûnées ; il sut établir les principes sur lesquels repose l'e.x tension au cas général de n indéterminées et obtenir des formules générales, faisant faire ainsi à la (pieslion le plus grand pas en avant depuis la publication des travaux de Gauss. Dans l'exposé de ses méthodes et de ses résultats, parus dans les Proceedings de la Société Royale ('), Smith faisait remarquer que les théorèmes concernant la représentation des nombres |)ar quatre carrés et par d'autres formes quadratiques simples, se déduisent à l'aide d'vmc méthode uniforme des principes qu'il exposait, comme aussi les théorèmes relatifs à la représentation des nombres par six et huit carrés. Il continuait en disant que, puisque la série des théorèmes concernant la représentation des nombres par des sommes de carrés s'arrêtait, pour la raison assignée par Eisenstein, quand le nombre des carrés surpassait huit, il était désirable qu'elle ne présentât pas de lacimes. Les résultats pour les nombres pairs do carrés étaient connus. Les principaux théorèmes pour le cas de cinq carrés avaient été donnés par Eisenstein, mais il avait considéré seulement des nombres non divisibles par im carré, et n'avait pas examiné le cas de sept carrés. Smith complétait dans son mémoire l'énoncé des théorèmes pour le cas de cinq carrés, et ajoutait les théorèmes relatifs au cas de sept carrés.
Ce mémoire fut l'occasion d'un incident curieux dans l'histoire des mathématiques. Quatorze ans plus tard, l'Académie des sciences de Paris, n'ayant pas connaissance des travaux de Smilh, jtroposa comme sujet du « Grand prix des sciences mathématiques )),la démonstration et le complément des théorèmes d'Kisenslein pour le cas de cinq carrés. Smith envoya la démonstration des théorèmes généraux nécessaires pour établir les résultats dans le cas spécial de cinq carrés, et un mois après sa mort, en mars 1883,
(') Voir vol. XIII, i8G4, pp. i!)y-^o3, et vol. XVI, i868, pp. ty7-ao8.
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le prix lui fut décerné ; un autre prix fut également accordé à H. Minkowski de Bonn. Aucun fait ne saurait mieux mettre en pleine lumière l'étendue des recherches de Smith; une question, dont il avait donné la solution en 1867 comme corollaire de formules générales régissant une classe entière de questions de même nature, avait éli- considérée par ri\cadémie de Paris comme présentant assez de difficulté et d'importance pour mériter les honneurs du grand prix. Le même incident a provoqué cette réiloxion que les Académiciens français du temps devaient connaître hien peu les recherches de leurs contemporains anglais et allemands, pour ignorer qu'ils avaient dans les recueils de leur bibliothèque la solution du problème qu'ils proposaient.
Parmi les autres travaux de Smith, nous pouvons mentionner spécialement son mémoire de géométrie sur quelques problèmes cubiques et biquadratiques, pour lequel l'Académie de Berlin lui décerna, en 18GS, le prixSteiner. Dans une note envoyée aux Atti de l'Académie dei Lincei pour 1877, il établissait une relation analytique très remarquable reliant l'équation modulaire d'ordre m €t la théorie des formes quadratiques binaires appartenant au déterminant positif n. Dans cette note, la fonction modulaire est représentée analytiquement par une courbe qui donne une image géométrique des systèmes complets des formes quadratiques réduites, appartenant au déterminant ; il donne aussi une interprétation géométrique des idées de « classe », d' « équivalence », et de u forme réduite ». Smith est également l'auteur de notes importantes étendant aux formes quadratiques complexes plusieurs des résultats de Gauss relatifs aux formes quadratiques réelles. Ses recherches sur la théorie des nombres le conduisirent à la théorie des fonctions elliptiques, et les résultats auxquels il parvint, spécialement en ce qui concerne les fonctions Thêta et Oméga, sont importants.
* Ernest Edouard Kunimer '1 810-1893), professeur a l'université <lc Berlin, s'occupa, lui aussi, de la théorie des nombres et particulièrement des nombres complexes généralisés de la forme Oj A, -I- «> Ao H- «3 A3 +... où a, sont des nombres réels et A, les racines de l'équation x" — i = o. La théorie du plus grand commun diviseur n'est pas applicable à ces nombres, et leurs facteurs premiers •doivent être définis d'une façon spéciale, ce qui conduisit Kummer
à la notion des nombres idéaux. Ces nombres paraissent être d'un intérêt restreint.
Jules G nillaiime Richard DedcLind, né en i8.)i, à lirunswick, a donné dans la seconde édition des Vorlesangen iiher Zahlentheoric de Dirichlet une nouvelle théorie des nonibres com[)lexes, où il complî'te les résultais de Kummer tout en évitant l'emploi des nombres idéaux.
Lcopold Kronecher (1823-1891), élève de ce dernier, s'est plutôt intéressé aux équations algébricjues. Citons enfui Panl Bacltmann, né à Munster *.
On peut dire (pic la Théorie des nombres, toile qu'elle est traitée aujourd'hui , date de (iauss. Nous avons déjà rnppclé de faron trèsbrève des travaux de Jacohi, Dirichlet, Eisensicin, Henry Smith. Nous nous contentons d'ajouter quelques notes sur les développements postérieurs de certaines branches de cette théorie.
La distribution des nombres premiers a été étudiée en particulier par G.-F.-B. liiemann, J.-J. Sylvester, et P.-L. Tchebycheff {^) {182 i-iSç)!i), de Saint-Pétersbourg^. Le court traité de Riemann, sur le nombre des nombres premiers qui existent entre deux nombres donnés, olVre un e\cm[)lc remarquable de sa puissance analytique. Legendre avait antérieurement montré que le nombre des nombres premiers moindres que n était approximativement
loge " — i,o83(>0'
mais Riemann est allé plus loin ; son traité contient, avec un mémoire de Tchcbycheff, à peu près tout ce qui a été fait jusqu'ici concernant un problème d'un intérêt tel qu'il s'imposait à l'esprit de tous ceux qui ont abordé la théorie des nombres et qui, cependant, a dépassé la puissance même de Lagrangc et de Gauss.
La partition des nombres, question qu'avait spécialement étudiée Euler, a été traitée [vàv 1. Cayley, J.-J. Sylrester, et P. -A. Mac Mahon.
(') Les œuvres réunies de TciiEnvciiEFF, éditées par il. Maukoff cl \. Son, sont en cours de publication à Saint- Pélersbourg ; le premier volume a été publié en 1899. '
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La représenlation des nombres par des formes spéciales, les diviseurs des nombres de formes déterminées, les théorèmes généraux relatifs aux diviseurs des nombres sont des questions qui ont •été étudiées par ./. Lioiinille (i8()()-i8S2), directeur, de i836 à 1874, du « Journal de mathématiques » et par J.-W.-L. Glaischer, de Cambridge.
La conception des nombres premiers idéaux est due à E.-E. Kiimmer de Berlin (i8io-ï8()3) et ses recherches ont été poursuivies par J.-AV.-R. Dedekind, l'éditeur des œuvres de Dirichlet. E. F. Kainnier étendit également les théorèmes de Gauss sur les résidus quadratiques aux résidus d'un ordre plus élevé.
La question des formes quadratiques binaires a été étudiée par A.-L. Caiichy \ L. Kronecker (') de Berlin (1823-1891) s'est occupé des formes ternaires et quadratiques ; et C. H ermite de Paris (182 2-1 901) des formes ternaires.
Les ouvrages classiques les plus communs sont peut-être celui de G.-B. MathcAvs, Cambridge, 1892 ; celui de E. Lucas, Paris, 1S91 ; et celui de E. Cahen, Paris, 1900. L'intérêt qui s'attache aux problèmes relatifs à la théorie des nombres semble avoir récemment diminué : peut-être aurait-on avantage à aborder ce sujet par des voies nouvelles.
LA THÉORIE DES FONCTIONS DE PÉRIODICITÉ DOUBLE^ ET MULTIPLE
La théorie des fonctions de périodicité double et multiple constitue une branche des mathématiques qui, dans la seconde moitié du xix" siècle, a attiré particulièrement l'attention. Nous avons déjà fait remarquer que Gauss avait découvert, dès 1808, les fonctions Thêta et quelques-unes de leurs propriétés ; mais ses études demeurèrent plusieurs années enfouies au milieu de ses notes et le développement moderne du sujet est dû aux recherches faites par Abel et Jacobi de 1820 à i83o. L'exposition qu'ils en présentèrent a complètement remplacé celle de Legendre, et ils sont
(') Voir le DaUeiin de la Société malliématiquo de New- York, vol. I, 1891-a, pp. 173-184.
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considérés, à jusle litre, comme les créateurs de cette nouvelle branche des mathématiques.
Abel i'). — Nicls Ilenrick Abel naquit à Findoë en Norvège, le 5 août 1802, et mourut à Arcndal. le <» avril iS'iQ. à Tàge de vinufsix ans.
*Il entra en novembre itSi 5 à lEcole cathédrale de Christiania, où il eut en i(Si8 llolmoe comme professeur de mathématiques. Celui-ci ne tarda point à reconnaître les dispositions toutes spéciales de son élc\c ; il lui apprit rapidement les éléments, lut avec lui Vlntrodiirlio d'Euler, les Instiluliones calciili dijferenlialis et les Inslitaliones calculi inh'i/ralis ; il l'initia à la méthode de f.agrange, « qui consiste à ne lire qu'un seul ouvrage à la fois, à le lire tout d'abord sans s'attacher aux difficultés, à revenir ensuite sur ces difficultés, s'aidant alors, s'il est nécessaire, d'autres ouvrages ».
Après s'être initié aux œuvres de Lacroix, Francœur, Poisson. Gauss, Garnier et surtout de Lagrange, Abel entra, en 1821, à l'Université en qualité de boursier, aidé par une cotisation des professeurs.
C'est en 1826 qu'il eut l'idée de Vinvcrsion de l'intégrale elliptique.
Historiquement, c'est la théorie des fonctions elliptiques qui ouvre l'ère des mathématiques contemporaines et oriente les recherches des géomètres vers la haute analyse.
Les analystes reconnurent vite que l'intégrale cUipliijue de première espèce
p dx
où k- est une constante, dite modale, ne peut s'exprimer à l'aide des fonctions élémentaires. C'est donc une transcendante nouvelle, généralisation de Varc sinus qui correspond à k = o, transcendante à laquelle se ramènent les intégrales
dx
Jo \/oL -h ^x -\- '(X^ -t- oa;' -+- ex*
(I) La vie (l'AiiKL par C.-A. lijuiiKNEs a ('té publiée à Stockholm en iH^c. Deux éditions des œuvres d'AiiEi, ont été publiées, dont la deriiièro, due à Sylow et Lie et parue à Christiania, en deux volumes, 1891, est plus complète.
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Euler fit connaître au sujet de l'intégrale elliptique de première espèce un théorème important, analogue à l'addition des arcs sinus ; d'autres gc'-omètres, comme Landcn et Lagrange, y ajoutèrent quelques résultats ; mais c'est Legcndrc (|ui eut le mérite de deviner là (( le germe d'une branche importante de l'analyse ». Pendant quarante ans, il étudia l'intégrale de première espèce et aussi les intégrales, peu différentes de deuxième et de troisième espèce, et mit au jour leurs propriétés, à vrai dire sous forme compliquée et fragmentaire, comme il arriverait (') si l'on étudiait les fonctions trigonométriques en partant de la relation
arc sin x = I ■
Jo V I —
Pour faire apparaître une théorie générale des intégrales elliptiques, il fallait introduire la fonction inverse, qui est à l'intégrale ce que le sinus est à l'arc sinus ; il fallait écrire
r-"' dx
et étudier non plus ii comme fonction de x, mais x comme fonction de a.
C'est ce que fit Abel, tout en introduisant les valeurs imaginaires de la variable ii.
La nouvelle fonction x fut désignée plus tard parle symbole sn ii.
Grâce au théorème d'addition d'Euler, Abel découvrit cette propriété capitale de la fonction sn ii d'être doublement périodique relativement à u, c'est-à-dire de ne pas changer quand on augmente a de l'une ou l'autre de deux quantités fixes, irréductibles l'une à l'autre, dites périodes, et dont l'une au moins est imaginaire : de même sin u est une fonction simplement périodique de u, où la période est ^r,. La même propriété, de double périodicité, appartient aux deux autres fonctions ellijDtiques cnu = v^i — sn^u^ dnu = \/ 1 — k'^sn-u, dont l'étude se lie à celle desnu, comme l'étude du cosinus est liée à celle du sinus *.
(*) * Voir l'exposé sommaire de cette question Jans le Traité des fondions elliptiques de Appell et Lacoar^ Paris 1897 *.
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Les premiers mémoires d'Abel concernant les fonctions ellipliqiics furent publiés dans le Journal de Crel/e. Abel traite le sujet .ui point de vue de la tbéorie des équations et des formes algébriques, exposition à laquelle ses recherches l'avaient naluielle ment conduit.
Le résultat important et très général connu sous le nom de théorème d'Abel, appliqué, par la suite, parRicmann, à la théorie des fonctions transcendantes, fut envoyé en 1826 à l'Académie des sciences de Paris, mais jjrincipalement à cause de l'inaclion de Cauchv il ne fut pas imprimé avant i8/i 1 .
* Dans ce mémoire, Abel introduit le premier les difTérenliclles algébriques les plus générales, auxquelles Jacobi, par un juste honmiage, a donné le nom d'abélicnnes *.
Sa publication est due aux recherches de Jacobi, à la suite d'une citation sur la question, faite par H. Ilolmbœ dans son édition des (ouvres d'Abel parue en i83(). Il n'est pas très facile de présenter le théorème d'Abel d'une façon à la fois inlelligible et concise; on peut cependant dire que ce théorème permet d'évaluer la somme d'un certain nombre d'intégrales ayant le même intégrant, mais diiTérentes limites. Ces limites sont les racines d'une équation algébrique. Le théorème donne la somme des intégrales en fonction des constantes qui se présentent dans cette équation et dans l'intégrant. Nous pouvons regarder l'inverse de l'intégrale de cet intégrant comme une nouvelle fonction transcendante, et ainsi le théorème fournit une propriété de cette fonction.
Par exemple, si on applique le théorème d'Abel à (i — x'') a
il fournit le théorème d'addition pour les fonctions circulaires ou trigonométriques. Le nom de fonctions abéiiennes a été donné aux transcendantes supérieures de périodicité multiple qui furent tout d'abord étudiées par Abel.
* En empruntant le langage géométrique, les intégrales abéiiennes appartenant à une courbe plane/ {x,y) = 0, sont celles du type J'^j{x, y) d xoii 'b désigne une fonction rationnelle de x, y et où y est lié à ./• par l'équation mèma de la courbe.
Soient maintenant (i, h, c les points d'intersection de la
courbe primitive avec une courbe quelconque ; soient A, li, C,... les points oîi viennent a, b, c,... quand cette dernière courbe varie ;
CHAPITRE \l\. I.V TIIlioRIE DES lO^CTIONS, ETC
prenons une intégrale ahc'lienne quelconque et donnons-lui successivement pour limites les coordonnées des points a et A, b et |{,...; le célèbre théorème d'Abel peut s'énoncer : la somme des intégrales ainsi définies est une fonction rationnelle et logaritlimique des valeurs initiales et finales des coefficients servant à délinir la courbe mobile.
La théorie des fonctions abéliennes, qui a fait l'objet de remarquables travaux de Neumann, de F. Klein, avec ses formes premières, de MM. Pick, Burckhardt, Ritter, Nother, Prym, Web^r, Frobenius, Schotlkv, Weierstrass, Picard, Poincaré, est encore en voie de formation. Comme dans les fonctions hyperelliptiques, le problème principal est celui de la transformation. Nous en reparlerons à propos de l'œuvre d'Hermite *.
Abel critiqua l'usage des séries non convergentes et découvrit le théorème bien connu qui donne le critérium de la validité du résultat obtenu en multipliant une série infinie par une autre. Comme exemple de la fécondité de ses idées nous pouvons citer en passant sa célèbre démonstration de cette proposition : il est impossible d'exprimer la racine de l'équation générale du cinquième degré en fonction des coefficients au moyen d'un nombre fini de radicaux et de fonctions rationnelles ; ce théorème est très important puisqu'il limite définitivement un champ de recherches qui avait attiré autrefois l'attention de nombreux géomètres. Nous devons ajouter que ce théorème avait été énoncé en 1798 par Paolo Ruffini, médecin italien qui exerçait à Modène ; mais nous croyons que la démonstration qu'il en donnait manquait de généralité.
* La vie d'Abel fut courte et remplie de difficultés matérielles. On ne saurait oublier non plus qu'il eut avec Crelle l'honneur de fonder le célèbre recueil qui porte le nom de ./o/i/vm/ de Crelle (') *.
Jacobi (-). — Charles-Gustave -Jacob Jacobi, né à Postdam, le
(') * Voir à propos (I'Abel un article de G. Bulnel dans le Bulletin des sciences m itttématifiues (i885j et aussi le tome XXIII des Ac/»( inatematica * .
(') Voir C. J. Gerhardt, Gcschichte der Matliematilc in Dcalsehland, Munich, 1877. Les œuvres complètes de Jacobi ont été éditées par Dirichlet, 3 volumes, Berlin, i8i()-7i, et accompagnées d'une biographie, 1853; une nouvelle édition par C. A\ . Borchaut et E. Weierstrass a été publiée à licrlin, eu 8 volumes, 1881-87.
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10 décembre i<So/i, de parents israëlites, cl mort à Berlin, le 18 février iiSâi, fit SCS études à ri nivcrsité de Berlin, où il obtint en 182Ô, le grade de docteur en philosophie. En 1827, il devint professeur suppléant de niathématicpies à Kœnigsberg et, en 1829, il fut promu professeur ordinaire ; il occupa cette chaire jusqu'en i8V<, époque où le gouvernement Prussien lui accorda une pension ; il se rendit alors à Berlin où il résida jusqu'à sa mort en 1 85 1 .
11 a été, pour l'enseignement des mathématiques, le plus grand maître de sa génération, et ses leçons, bien que parfois peu correctement ordonnées, étaient un stimulant puissant pour les élèves capables de le comprendre.
Les recherches les plus célèbres de Jacobi ont trait aux fonctions eUiptiques ; il a ('tabli leur théorie avec Abel mais indépendamment des travaux de ce dernier. Les résultats de Jacobi se trouvent dans son traité sur les fonctions elliptiques, publié en 1829, et dans quelques notes plus anciennes parues dans le Journal de Crelle ; ils sont antérieurs à ceux de Weierstrass dont nous parlons plus bas. La correspondance entre Legendre et Jacobi sur les fonctions elliptiques a été réinqirimée dans le premier volume de la collection des œuvres de Jacobi. De même qu'Abcl, Jacobi reconnaissait que les fonctions elliptiques ne touchaient pas simplement aux théories de l'intégration, mais constituaient des types de nouvelles transcendantes; il s'occupa ensuite d'une façon toute spéciale de la fonction Thêta. Le passage (') suivant dans lequel il explique ses idées est assez intéressant pour mériter une reproduction textuelle.
<( E quo, cum univcrsam,qu» fingi potest, amplctactur periodicitatem anah ticam elucet, functiones ellipticas non aliis adnumerari debere, transcendentibus, quîe quibusdam gaudent elegantiis, fortasse pluribus ilhis aut majoribns, sed speciem quandam ii^; inessi perfecti et absoluti ».
* On doit à Jacobi l'expression des fonctions eUiptiques 5aî, en. dn sous forme de quotients de séries ou de produits infinis, découverte déjà nettement indiquée dans le premier mémoire d'Abel ; Jacobi créa à cette occasion la théorie des fonctions 6, qui sont des séries d'exponentielles et qui jouent un grand nMc dans la
(^) Voir la collection de ses œuvres, vol. I, 1881, p. 87.
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théorie des fondions elliptiques. Gomme le montra Jacobi, les fonctions sn, en, dn s'expriment en effet chamme par le quotient de deux fonctions 0. Enfin, Jacobi exprima les intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèces à l'aide des (onctions 0 et de leurs dérivées ; il montra ainsi que les dilTérentielles ellij)tiques les plus générales pouvaient s'intégrer par les transcendantes nouvelles, conquête non moins précieuse pour la théorie que pour l'application.
D'autres surprises étaient réservées aux mathématiciens par les relations curieuses qu'établit Jacobi entre les séries 0 et l'arithmétique, et qui lui donnèrent d'intéressantes propositions sur la décomposition des nombres entiers en sommes de quatre carrés. Après lui, Ilcrmile et Ivronecker ont approfondi ce sujet *.
Parmi les autres recherches de Jacobi, nous pouvons signaler spécialement ses notes sur les déterminants, qui contribuèrent beaucoup à en généraliser l'usage ; et en particulier son invention du Jacobien, c'est-à-dire du déterminant fonctionnel formé par lï^ coefficients différentiels partiels du premier ordre de n fonctions données de n variables indépendantes. Nous devons aussi mentionner ses notes sur les transcendantes abéliennes ; ses recherches sur la théorie des nombres, auxquelles nous avons déjà l'ait allusion ; ses importants mémoires sur la théorie des équations difrérentielles, ordinaires et partielles ; son développement du calcul des variations ; ses mémoires sur le problème des trois corps et sur d'autres problèmes particuliers de dynamique. Les résultats auxquels il était parvenu dans ces dernières recherclies se retrouvent dans ses Vorlcsungen iiber Dynamlk.
Riemann (*). — Gcorgcs-Frédcric-Dernhaid Riemann naquit à Breselenz, le 17 septembre iSi^O, et mourut à Selasca le 20 juillet 1866. Il étudia à Gottingue avec Gauss, et ensuite à Berlin avec Jacobi, Dirichlet, Steiner et Eisentein, qui tous étaient professeurs dans cette ville à la même époque. Il eut à lutter contre la pau-
(*) Les œuvres de Riemann, édictées parti. Weber et précédées de l'histoire de sa vie par DedekInd, turent publiées à I^eipzig, seconde édition, 1892.
Une autre courte l'iograpliic de Riemann a été écrite par E. J. Sgherinu, Gottingue, 1867.
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vreté cl la maladie pour terminer ses ('tutles. En 1857 il fut nommé professeur à Gottinguc ; son lalcnt fui bientôt généralement reconnu, mais en 1862 sa santé commença à décliner et il mourut quatre ans plus tard, travaillant jusqu'à la fin avec autant d'artleur que de courage.
liiemann doit être considéré comme l'un des mathématiciens les plus profonds et les plus brillants do son temps. 11 produisit peu mais son originalité et son talent sont manifestes ; ses recherches sur les fonctions et sur la géométrie, en particulier, furent l'origine de dévelop[)ements forts importants de ces sciences.
Sa note la plus ancienne, écrite en iS'x), traite des fonctions algébriques d'une variable complexe, et donna naissance à une nouvelle méthode pour traiter la théorie des fonctions. Le développe ment de cette méthode est spécialement le fail ^\^} l'Iicole de (lutlingueà laquelle les noms de Riemann et de Klein sont élroitenienl liés. En i854, Riemann écrivit son célèbre mémoiic sur les hypothèses servant de fondement à la géométrie ; nous y faisons allusion plus bas. Ce mémoire fut suivi par d'autres sur les fonc tions elliptiques et sur la distribution des nombres premiers qui ont déjà été mentionnés. Enfin, en ce qui concerne les fonctions de périodicité multiple, on ne s'avance pas trop en disant (jue, dans son mémoire paru dans le Journal de lionhardt, année 1857, il a fait pour les fonctions abélienncs ce qu'Abcl avait fiiit pour les fonctions elliptiques.
* Le problème fondamental de la théorie des fonctions algébriques est celui de l'inversion, dont il a été parlé à propos des travaux d'Abel.
Il fallait définir, d'une manière générale, les intégrales ou les diirérentiellcs algébriques propres à remplacer dans les équations d'inversion les dillcrcnlicUes elliptiques ou hypcrelliptiques étudiées par Abel.
C'est ce que fit Riemann.
Représentant, comme Gauchy, la >ariablc imaginaire sur un plan, mais sur un plan composé d'autant de fcuillels superposés (juc la fonction algébrique à étudier a de \alours distinctes, soudant ces feuillets le long de certaines sections, déterminées j)ar les points critiques de la fonction, passant d'un feuillet à l'autre, selon des lois bien définies, quand la variable traverse une section. Rie-
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mann parvint à rendre uniforme, les fonctions algébriques et avec celles-ci les intégrales abéliennes qui en dépendent (').
La théorie de Riemann conduit à un ensemble de propositions généralisant les fonctions elliptiques et faisant pénétrer fort avant dans la nature des fonctions algébriques.
Son œuvre a été simplifiée par Lurotli, Clcbsch, et ClilTord qui a montré que l'ensemble de ses feuillets, peut être transformé en une surface à Trous.
Aux idées de Riemann sur les fonctions analytiques, se lie le problème de la reprcscnlilion conforme de deux aires l'une sur l'autre, problème qui consiste à trouver une fonction uniforme Z ==/(;), telle qu'à un point du plan de la variable ::, situé dans une aire donnée, corresponde un point du plan Z, situé aussi dans une aire donnée et inversement. Ce problème, abordé par Riemann, a été résolu par M. Schwarz pour des aires limitées par un seul contour par M. Schottky dans le cas de plusieurs contours '^.
Fonctions elliptiques et abclicnncs (-). — Nous avons déjà fait allusion aux recherches de Lc(/cn(lre, (kuiss, Ahel, Jacobi et Bic~ mann sur les fonctions elliptiques et abéliennes. Le sujet a également été traité, entre autres auteurs, par J.-(L Rosenhain (1816- 1887) de Kœnigsberg, qui écrivit, en i844, sur la fonction hyperelliptique ou double 9 et sur les fonctions de deux variables avec quatre périodes; A. Gopel {1812-18I1']) de Berlin, qui discuta (•') les fonctions hyperelliptiques ; L. Kronecker (*) (i823- 1891), de Berlin, qui écrivit sur les fonctions elliptiques; L. Koni(jsber(jcr {), de lleidelberg, qui discuta la transformation de la fonction double 6 ; F. Brioschi (1824-1897), de Rome, qui écrivit sur les fonctions elliptiques et hyperelliptiques ; Henry Smith,
(') A propos des variables imaginaires, voir l'exposé des travaux de Cauchy.
(•2) Voir l'inlroduction à l'ouvrage EUiptische Fimrlioiwn, par A. Enxeper, seconde édition (éd. par F. Mûller), Halle, 1890 ; et Geschichte dcr Thcorir (1er EHiptisvhrn Transcendfnlen, par L. Ivunigsberger, Leipzig, 1870. Sur l'histoire des fonctions abuliennes, voir les Transactions of Ihr British Associatiaii vol. LXVII, Londres, 1897, pp. 246-286.
(■') Voir Journal de Crclle, vol. XXXV, 1847, PI'- 377-3i2 ; une notice nécrologique par Jacobi s'y trouve, pp. 3i3-3i7.
(^) Ses œuvres réunies en 4 volumes, éditées par K. IIensel, sont en ce moment en cours de publication, à Leipzig, 1895.
(^) Voir ses leçons publiées à Leipzig, en 187/1.
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d'Oxlord, qui éliidia la théorie de la transformation, les fonctions 5 et oj, et certaines fonctions modulaires ; .1 . (layley, de Cambridge, qui le premier, en i845, étudia la théorie des produits doublement infinis et détermina leur périodicité, et qui écrivit Ion gucmenl sur la relation existant entre les recherches de Legendre et de Jacobi ; et C //e/v/j/'/c (182:? i()()i ). do Paiis. dont les travaux se rapportent principalement à la théorie de la transformalion et du développement supérieur des fonctions 0.
* Lamé. — Gabriel Lamé naquit à Tours, le 22 juillet 1790. Sans fortune, il eut la plus grande peine à faire ses études, entra cependantà l'Ecole polytechnique. Sa promotion fut licenciée pour cause d'indiscipline, et il fut alors sur le point de partir pour le Brésil. Heureusement admis à passer ses examens de sortie, il fut nonuné ingénieur des mines et envoyé en Russie, avec Clapeyron, sur la demande du Tsar qui désirait faire construire des routes.
11 fut, dans la suite, professeur à l'Ecole polytechnique, et c'est là qu'il médita ses plus beaux travaux.
Peu après son retour en France, il avait j)uhlié un beau mémoire sur les surfaces isothermes. Mais c'est plutôt vers la physique mathématique qu'il dirigea ses elVorts, car il eut à enseigner cette branche des sciences en Sorbonne. On lui doit cependant un remarquable travail sur l'équation de Fermât et l'étude d'une équation diflérentielle importante reprise par Hrioschi cl liermitc *.
"Weierstrass ('). — darl Wcicrslrass, né en Wcstphailc, le 'A\ octobre i8i5, et mort à lierlln, le i() février i8()"y, a été l'un des plus grands rMaihématiciens du xix" siècle.
Son nom est lié d'une façon inséparable à deux branches des mathématiques pures : les fonctions elliptiques et abélicnnes, et la théorie des fonctions. Ses plus ancieimes recherches sur les fonctions elliptiques sont relatives aux fonctions 'j, (ju'il étudia sous
Cj La collcclion «Jcs œuvres de W'eieustuass est aclnellemcnl en cours de publicalion, Berlin, i8()4. et suiv. Des récits de sa vie, i)ar G. MmAC-Liiii-LEu et II. PoiNCAUi':. sont donnés dans les Acta Matliemalica, 181)7, vol. X\I, pp. 79- Ha et i8()(j, vol. XXII, pi). 1-18.
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une forme modifiée permettant de les exprimer suivant les puissances du module. A une époque récente, il inventa une méthode permettant de traiter toutes les fonctions elliptiques d'une manière symétrique. Il fut conduit naturellement à cette méthode par ses recherches sur la théorie générale des fonctions, dans lesquelles il cmhrassait, en les coordonnant, les diverses voies suivies antérieurement.
* Aux fonctions d'Ahel et de Jacobi, sn^ en, dn, 0, Weierstras's a substitué d'autres éléments elliptiques, les fonctions/), £, 7, qui simplifient les formules et les applications. Après Abel, Jacobi et AVeierstrass, on appelle aujourd'hui fonctions elliptiques les fonctions à deux périodes d'une seule variable ; leur théorie est aussi achevée que celle des fonctions circulaires. Leurs applications sont des plus nombreuses : en analyse pour les équations de M. Picard, dont la plus simple, intégrée par Hermite, est une équation célèbre que Lamé avait rencontrée dans ses recherches de physique mathématique ; en mécanique rationnelle aussi *.
En particulier. ^^ eierstrass construisit une théorie des fonctions analytiques uniformes. La représentation des fonctions par des produits infinis et par des séries attira également d'une façon toute spéciale son attention. En dehors de ses travaux sur les fonctions, il écrivit encore ou fit des leçons sur la nature des hypothèses faites en analyse, sur le calcul des variations, et sur la théorie des surfaces minima. Ses méthodes sont remarquables à cause de lem* grande généralité. Des recherches récentes faites sur les fonctions elliptiques sont en grande partie basées sur les méthodes deAA eierstrass.
* Weierstrass s'est préoccupé toute sa vie des fonctions abéliennes ; dans la première période de sa carrière, il applique à ces transcendantes, et en particulier aux fonctions hyperelliptiques, les propriétés connues de sn, en et dn ; à cette époque survint le premier mémoire de Riemann. qui relégua au second plan les fonctions hyperelliptiques : les fonctions abéliennes engendrées par les courbes algébriques les plus générales venaient à l'ordre du jour.
C'est alors que Weierstrass se posa ce problème : rechercher les fonctions périodiques les plus générales. Un premier problème déjà résolu par Jacobi, se posait : combien une fonction de n
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variable pcul-elle avoir de périodes ? 2n, démontra lui aussi Wcierslrass et plus simplement que son devancier. Puisa son tour il dirigea ses recherches vers les fonctions de n variables à 2/i périodes les plus générales et parvint à montrer qu'elles jouissent d(^ propriétés analogues à celles dos transcendantes cllipticjucs, tliéo rèmes d'addition notamment, résultats importants s'il en lût.
Mais la principale découverte de ^^ eierstrass est celle des Ja<- U'urs primaires.
Les transcendantes les plus sinq)les sont les fonctions entières, qui n'ont de point singulier (ju'à l'inlini. Ces transcendantes sont toujours des produits de facteurs primaires, composés chacun du produit d'un polynôme du premier degré j)ar une exponentielle dont l'exposant est un polynôme de degré (/ : 7 est dit genre du facteur primaire. Une fonction est de genre 'j «juand tous ses fadeurs primaires sont de genre (/ au plus.
A cette découverte se rattaclie la classification des fonctions entières en genres, dont l'importance arithmétique a été récemment mise en évidence par M. lladamard. AA eierstrass a trouvé là également le moyen de construire une fonction entière ayant des zéros, ou racines, donnés.
\\ eierstrass a de plus trouvé dans la notion des facteurs primaires le moyen de représenter toute fonction méromorphe, on nomme ainsi les fonctions à singularités simplement polaires, par un quotient de fonctions entières, propriétés que M. Poincaré a étendues aux fonctions de deux variables.
Le domaine ainsi ouvert aux géomètres était immense. MM. Runge et Mittag-LcHler peuvent désormais effectuer la représentation des fonctions uniformes par des séries d'éléments simples ; M. Picard peut montrer qu'une fonction entière peut rendre toutes les valeurs finies, sauf une peut-être ; M. Poincaré peut faire voir que si y est une fonction analytique non uniforme de X, on peut toujours exprimer x et y en fonction unilorme d'une variable z, ramenant ainsi l'étude des fonctions non uniformes à celles des fonctions uniformes ; MM. Appell et (ioursat étudient les fonctions à espaces lacunaires, M. Painlcvé les lignes singulières des fonctions analytiques, MM. Horcl et lladamard donnent d'importantes propriétés des séries de puissances.
C'est enfin VVeierstrass qui, le premier, a donné rexem[)le d'une
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fonction continue sans dérivée, à laquelle correspond une courbe où la tangente en un point quelconque est indéterminée... exemple frappant de la rigueur qu'il voulait voir en tout, de sa logique inflexible *.
\u nombre des continuateurs et des émules de ^^eierstrass, nous citerons G. -II. Halphen (-) (i84-i-it^î^9), officier dans l'armée française, dont les recberches sont largement fondées sur les travaux de A\ eierstrass et F.-C. Klein, de Gœttingue. Les travaux de ce dernier sont relatifs aux fonctions abéliennes, aux fonctions elliptiques modulaires, et aux fonctions hyperelliptiques. Nous devons citer encore II.-A.Scliwarz, de Berlin; //. \\ eber, de Strasbourg; M. Nother, d'p]rlangen ; \V. Stahl, d'Aix-la-Chapelle; F. -G. Frobenias, de Berlin et J.-]] .-L. Glaisher, de Cambridge, qui a développé, en particulier la théorie de la fonction zêta.
Les ouvrages les plus répandus de nos jours sur les fonctions elliptiques sont peut-être ceux de J. Tannery et J. Molk, 4 volumes, Paris 189.3-1901 ; de P.-E. Appell et E. Lacour, Paris, 1896; de H. Weber, Brunswick, 1891 ; et de G. -H. Halphen, 3 volumes, Paris, 1 886-1 891.
La théorie des fonctions. — Nous avons déjà dit que la théorie moderne des fonctions est due pour une grande part à W eierstrass. C'est un sujet présentant un attrait singulier et qui promet d'être une branche féconde et vaste de la science mathématique. Au point de vue historique, elle doit le jour à _l. Cniichy, qui posa les fondements de la théorie des fonctions synectiques dune variable complexe. Ces recherches furent continuées par /. Liourille, qui écrivit principalement sur les fonctions doublement périodiques. Ces travaux, étendus et reliées entre eux par .4. Briot (1817-1882) et/.-C. Bouquet (1819-1885), reçurent parla suite de nouveaux développements de C. Ilevmite (181Î2-1901 .
Les recherches sur la théorie des fonctions algébriques ont leur origine dans une note de G.-F.-B. Riemann, qui date de i85o ; H. -A. Schivarz, de Berlin, établit d'une façon rigoureuse plusieurs théorèmes qui laissaient place à quelques objections après
(') Un exposé de la vie et des travaux d'HALPUES a été donné dans le Journal de LiouvUle, 1889, pp. 'i!\ô-35g, et dans les Comptes Rendus, 1890, vol. GX, pp. 489-497.
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les travaux deRiemann. Dans la suite, F.-C. Klein, de Gœtlingue, relia In tliéorie des fonctions de Riemann à la théorie des groupes, et s'occupa des fonctions aulomorphes et modulaires ; //. I^oincaré, de Paris, s'occupa également des fonctions automorphes, de la théorie générale des fonctions et de son application spéciale aux équations dilTérentiellcs ; tout récemment, (t. Painlevc, de Paris, a écrit sur les fondions uniformes, et K.-II . Ilensel, de Rerlin, sur les fonctions algébriques.
Nous avons déjà dit que les travaux de >\ eicrslrass eurent pour effet de jeter une grande lumière sur ces questions. Sa théorie des fonctions analytiques a élé développée par M.-d. Millnfj-LcJfJcr, de Stockholm, l'un des plus distingués mathématiciens contemporains. C. Hermifc, P.-F Appell, C -F. Picard et E. Goursat, ont également écrit sur des branches spéciales de la théorie générale des fonctions.
Comme ouvrages d'étude, nous pouvons mentionner les suivants : Tlicory of Fanctions oj a complcx variable, par A.-R, Forsvth, seconde édition, Cambridge, 1900; Die Fimklionstheorie, par J. Petersen, Copenhague, 1898 ; Abcl's Theorem, par II. -F. Baker, Cambridge, 1897 ; Des Fondions algébriques, par P.-E. Appell et F. Coursât, Paris, 1895 ; The Jheory oJ fanclions, par J. Harkness et F. Morley, Londres, 1893; et peut-être l'ouvrage de ?Seumann, Vorlesungen ilber Ricnianns Théorie der Abel'schen Intégrale, seconde édition, Leipzig, 188^.
Algèbre sapérienrr. — La théorie des nombres peut ctre considérée comme une arithmétique supérieure, et la théorie des fonctions elliptiques et ahéliennes comme une trigonométrie supérieure. Les théories de l'algèbre supérieure (en y comprenant celle des équations) ont également été l'objet de travaux importants ; elles étaient les sujets favoris des études des mathématiciens dont nous allons parler, bien que leurs recherches ne se soient pas bornées à ce sujet.
Cauchy ('). — Angaslin-Louis Canclty est, pour l'analyse, le
(*) Voir La vie et 1rs travaux de CaiichY, par L. Vvlson, 2 volumes, Paris, i8G8. Une ('dilion complète de ses œuvres est aclucllemont en cours de publication aux frais du gouvernement français.
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•principal représentant de l'Ecole française au xix'= siècle, il naquit -à Paris, le 21 août 17S9, et mourut à Sceaux, le 25 mai 1807. * Esprit universel, il fut initie par son père à la connaissance de toutes les branches des connaissances humaines*. Il entra à l'Ecole polytechnique, le berceau de tant de mathématiciens français de celte époque, et devint ingénieur des ponts et-chaussées. Son premier travail est une note de 181 1 sur les polyèdres. Des mémoires sur l'analyse et la théorie des nombres, présentés en i8i3, i8i4 et i8i5, montrèrent l'étendue de son savoir qui était loin d'être limité à la géométrie : dans une de ces notes, il généralisait quelques résultats établis par Gauss et Legcndre ; dans une autre, il donnait un théorème sur le nombre des valeurs qu'une fonction algébrique peut admettre quand les constantes littérales qu'elle contient sont échangées. C'est ce dernier théorème qui permit à Abel d'établir, qu'en général, une équation algébrique d'un degré supérieur au quatrième ne peut être résolue au moyen d'un nombre fini d'expressions purement algébriques.
Nous devons à Cauchy et à Gauss l'étude scientifique des séries ayant un nombre infini de termes ; mais c'est Cauchy qui a établi des règles générales permettant de s'assurer, dans des cas très étendus, de la convergence ou de la divergence de telles séries.
* Plus tard, Bertrand a donné le moyen de construire des ensembles de séries convergeant ou divergeant de moins en moins rapidement, ce qui permet, dans tous les cas pratiques, de décider de la convergence ou de la divergence d'une série donnée *.
Peu d'ouvrages de date plus ancienne font allusion aux restrictions que comporte l'emploi de ces séries. Lorsque Cauchy lut sa première note sur celte question, Laplace, dit-on, fut si impressionné par les exemples cités du danger d'employer de telles séries sans en avoir rigoureusement vérifié la convergence, qu'il mit de côté un travail auquel il était occupé, et ferma sa porte à tous les visiteurs, afin de s'assurer que toutes les démonstrations données dans les premiers volumes de sa Mécanique céleste étaient correctes ; il eut la bonne fortune de constater qu'aucune erreur importante ne s'était glissée dans sa rédaction par suite de 1 emploi des séries. L'exposition de la théorie des séries et des conceptions fondamentales du calcul infinitésimal
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était alors basée, dans la plupart des ouvrages classiques, sur les travaux d'Kuler, et n'était pas sans soulever quclcpies objections de la part de ceux qui avaient conservé riiabitudc des raisonnements rigoureux. C'est l'un des principaux mérites de Caucliv d a\oir établi cette brandie de l'analyse sur un fondement logique.
*Dans les dernières années du xix" siècle, la question des séries a été reprise par les géomètres français, MM. Borel et Servant notamment, qui ont réussi à résoudre ce problème : sommer les séries divergentes, dans des cas très étendus. Il s'agissait en l'espècede substituer à une série
convergente pour les seules valeurs de j: comprises entre deux limites données a et h, une série convergente également entre a et 6, ayant dans cet intervalle même somme que la pro|)oséc et de plus, convergente pour x compris entre A et B, l'intervalle AB comprenant l'intervalle ah *.
Lors de la Restauration, en 1816, l'Académie des sciences fut renouvelée et, malgré l'indignation que manifestèrent les membres de cette société savante, Caucby ne craignit pas d'accepter le siège laissé vacant par l'expulsion de Monge ('). Il fut également, et en même temps, nommé professeur à l'Ecole polytcclmique. Les leçons qu'il y fit sur l'analyse algébrique, le calcul iidinitésimal et la théorie des courbes furent publiées et devinrent classiques. A la révolution de iSoo, il quitta la France et fut d'abord professeur à Turin, d'oii il se rendit à Prague pour faire l'éducation scientifique du comte de Chambord. Il retourna en France en 1807 ; en iSAS" d'abord, puis de nouveau en iSôi, [)ar dispense spéciale de l'empereur, il fut autorisé à occuper une cliaire de mathématiques sans être dans l'obligation de prêter le serment exigé de tons les fonctionnaires.
Son activité était prodigieuse et, de i83(j à i85ç), il publia dans les Comptes /?e/?'/u.v de l'Académie plus de 600 mémoires originaux et environ ir)o rapports. Ils embrassent un nond^re extraordinaire de sujets, mais sont de mérite très inégal.
Parmi les plus importantes de ses recherches, nous pniirrions
(') M. liouse Bail cxayèrc qucl(|iic' peu ; Caucli}' royaliste convaincu, nommé par ordre du roi, ne crut pas dc\oir désobéir à cet ordre. {Note de l'cditeur).
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citer ses travaux sur la convergence des séries; la détermination du nombre des racines réelles et imaginaires d'une équation algébrique quelconque ; sa méthode pour le calcul approché des racines d'une équation ; sa théorie des fonctions symétriques, des coefficients des équations d'un degré quelconque ; son évaluation a priori d'une quantité moindre que la plus petite différence entre les racines d'une équation ; ses notes de iS'ii sur les déterminants, qui permirent d'en généraliser l'usage, et ses recherches sur la théorie des nombres. Cauchy perfectionna beaucoup la théorie des intégrales définies, inventa le calcul des résidus. Il a également donné une méthode analytique directe pour déterminer les inégalités planétaires de longue durée. Ses travaux en physique consistent en mémoires sur les ondes et sur la quantité de lumière réfléchie par les surfaces métalliques, et en diverses autres notes relatives à l'optique.
* Avant Cauchy, les imaginaires avaient été employés en analyse, souvent avec succès, jamais sans appréhension; Cauchy, et c'est déjà une véritable découverte, commence par définir ce qu'on doit entendre par fonction de la variable imaginaire z = x -h iy. P (x, y) -+- f Q -x, y) est fonction de r = x H- iy si elle admet une
1, . , . , . ,->P ôQ ftP ôQ dérivée par rapport r, ce qui nécessite que — = — et — - = -; ;
les deux fonctions P et Q des variables réelles x et y vérifient dès lors l'équation de Laplace —.2 -+■ - 2 = o; de telles fonctions sont
dites harmoniques. Très effacées dans la théorie de Cauchy, on verra ces notions passer au premier plan dans celle de Riemann.
L'intégrale dune fonction de variable imaginaire n'est point déterminée, comme l'est celle d'une fonction de variable réelle, quand on se donne les valeurs initiales et finales de la variable z. Il faut donner en outre les valeurs que prend z, ou les valeurs que prennent x,y, entre les valeurs initiales et finales. Géométriquement, en représentant la variable 2: = £C + ij sur un plan par le point de coordonnées x, y si a, h sont les points qui correspondent aux limites, l'intégrale doit dépendre de la ligne &' intégration qui suit le point z entre a et 6 : le théorème fondamental de Cauchy est qu'en général elle n'en dépend pas. En général, pour deux chemins quelconques joignant les points a et h, l'intégrale a la même valeur, sauf quand ils comprennent un point critique de la
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l'onction, un point où la fonction est infinie ou indéterminée, et aussi dans le cas d'une fonction à valeurs multiples, comme un radical, les points où quelques-unes de ces valeurs deviennent égales,. distinction qui n'a été nettement faite que par Puiseux.
De là, GaucliY, dans une série de mémoires parus de iSaô à i85i, et que complètent sur plusieurs points importants les tra- \aux de Puiseux (i85o-i85i) déduit une série de propositions qui forment la base de la science mathématique actuelle.
Voici lune des plus importantes : une fonction analyti/juc, c'està-dire une fonction d'une variable imaginaire au sens de Cauchy, est développable en série, ordonnée suivant les puissances croissantes de c — a, et qui converge lorque z reste dans un cercle ayant pour centre le point a, supposé non critique, et pour rayon la distance de ce point au point critique le [)lus voisin : c'est l'extension au domaine imaiiinairc de la série classique de Taylor.
Sur la circonfércnco du cercle de convergence, ainsi défini, il existe au moins un point critique a, un point où la fonction n'est j)lus analytique. Prenons un point b situé dans le cercle de convergence : nous pourrons partir de ce point et développer la fonction en série suivant les puissances de r — h, cela dans un cercle ayant pour centre le point h et pour rayon la distance de h à a ; on conçoit que certains points de ce second cercle seront extérieurs au premier cercle, que le second développement sera valable pour despoints, pour d(>s valeurs de z, où le premier ne l'était pas. On dit que l'on a prolonge la fonction analytique en dehors du premier cercle. D'importants résultats concernant ce sujet sont dus à AAeierstrass et à M. Méray, notamment que parfois les cercles ne peuvent s'étendre indéfiniment dans tout le plan. Alors, par une série de cercles se recoupant mutuellement, on définit dans le plan une certaine aire, dont la frontière, la courbe enveloppe des circonférences extrêmes, limite le domaine d'existence de la fonction.
Dans le domaine d'existence, l'on peut avoir des points singuliers isolés qui sont des pôles si autour de ces points a la fonction est de la forme :
]~_Si ■+- ..• •+■ — -— . -+- série ludciniie en r — a
et des points essentiels si, dans le développement précédent, ni est
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infini. La fronlièrc contient un ensemble de points singuliers autres que des pôles.
Weierstrass a exclu de son étude les frontières, tandis que MM. Iladamard, Painlevé, Borel étudient les frontières; M. Borel les franchit même et dans les espaces lacunaires, aires dont tous les points seraient singuliers d'après la définition de Weierstrass, il définit, dans certains cas, un prolongement de la fonction.
De là, le rôle immense de la série de Taylor, des travaux de Cauchy et de ses continuateurs dans l'analyse moderne.
Autre point de vue nouveau, du encore à Cauchy. Entre deux points donnés, l'intégrale d'une fonction analytique à points critiques située entre les deux chemins prend des valeurs qui diiVèrent entre elles de quantités constantes, dites périodes de l'intégrale et qui ne dépendent pas de la position des deux points primitifs : la fonction inverse de l'intégrale est donc une fonction périodique. Ainsi se retrouvent et s'expliquent cette propriété des fonctions circulaires et elliptiques d'être périodiques et certaines particularités des fonctions abéliennes.
Rappelons encore à ce propos que dans toute fonction algébrique u de z, c'est-à-dire dans toute fonction définie par une relation ffii, z) = 0 où y est un polynôme entier en u et z, certaines des valeurs de u s'échangent les unes dans les autres, suivant des lois déterminées, lorsque le point z tourne autour des points critiques a de la fonction, et sont développables autour de a en séries convergentes ordonnées suivant certaines puissances fractionnaires de z — a.
C'est de ces principes que découlent, entre autres conséquences remarquables, le calcul des résidus, la détermination du nombre des racines situées à l'intérieur d'un contour, étendue au cas de plusieurs variables par Kronecker et M. Picard, la recherche de la valeur d'intégrales définies, etc...
A Cauchy encore, on doit des théorèmes très généraux concernant l'existence des solutions d'une équation clitTérentielle donnée. Soit donnée une relation :
... ( dv d"Y\
en peut-on déduire une relation équivalente y =f(x) ?
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Les géomètres du xviu" siècle a\aient inlé<,Mc un grand nombre d'équations ilillércntielles. Caucliy a scinde la question, et sous son influence, l'on clierche d'abord des théorèmes d'existence, c'està-dire des conditions auxquelles '^ doit satisfaire pour (|ue l'on puisse avoir une véritable fonction r.
Après Gauchy, MM. Lipschitz et Picard ont donné des lliéorèmes d'existence sous des conditions plus larges.
Briot et liûuquet. AIM. Poincaré et Picard, Bendixson et llorn ont publié de remarquables mémoires concernant des formes particulières de ç.
Plus récemment. M. Painlevé, dans ses leçons faites à Stoekhlom, a fait ime étude profonde des équations dillérentielles, envisagées au point de vue fonctionnel. Il se propose de reconnaître les singularités de l'intégrale, de savoir si elle est uniforme, algébrique, ce qui est au sens moderne du mot intégrer réf|nation.
Pour les équations linéaires, où r et ses dérivées n'entrent qu'au premier degré, l'on trouve immédiatement les points singuliers de l'intégrale et la forme de l'intégrale autour de ces points, comme l'ont montré MM. Fuchs, Poincaré, Darboux, Autonne, Tliomé, dans le cas des équations du premier ordre. Au contraire, pour les équations d'ordre supérieur à an, les points singuliers essentiels de la fonctions}' peuvent varier avec les constantes arbitraires qu'introduit l'intégration. Il y a là un fait capital, analogue à rimjiossibilité de résoudre par radicaux les équations algébriques de degré supérieur à 4» fait mis en évidence d'abord par M. Picard, puis par M. Painlevé.
M. Painlevé a su de plus déterminer toutes les équations du deuxième ordre à points critiques fixes, indépendantes des constantes arbitraires. Il a entrepris la même recherche pour les équations du troisième ordre, et a été conduit ainsi à la découverte de transcendantes nouvelles.
jNous parlerons plus loin, à propos de (Jalois, de la théorie des groupes. Disons simplement ici, au sujet des équations diflërentielles, que cette notion intervient dans les méthodes de Sophus Lie et de Jacobi concernant la recherche effective des intégrales. Sophus Lie a su donner l'unité et la cohésion à ces théories et mettre en évidence les relations étroites qui existent entre les équations
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difTércntielles et les groupes. Les travaux de Soplnis Lie sur les groupes continus sont fort importants. Il en est de même des travaux de M. H. Poincai'é sur ces groupes discontinus qu'il appelle Fuclisiens et qui engendrent les fonctions fuchsiennes. Ces fonciions donnent l'intégrale de toutes les équations linéaires à coefficients algébriques, c'est-à-dire des équations différentielles linéaires à coefficients irrationnels en x. On sait que les fonctions fuchsiennes généralisent les fondions elliptiques, en ce sens que si celles-ci permettent la représentation paramétrique des courbes de genre un (dans les courbes de genre zéro les coordonnées sont fonctions rationnelles d'un paramètre) les fonctions fuchsiennes donnent la représentation paramétricjue de courbes de genre quelconque, comme l'a encore montré iNL Poincaré.
La découverte de pareilles fonctions, dont le rôle est capital dans toutes les branches de l'analyse, est un des titres de gloire de M. Poincaré.
Enfm, sous l'influence des écrits de M. Poincaré, l'étude au point de vue réel des équations dilTérentiellcs a fait récemment de grands progrès.
Dès l'apparition dans la science du concept de dérivée, les équations différentielles s'introduisaient dans la science.
Aussitôt après se présentaient les équations aux dérivées partielles, qui posaient ce problème : d'une relation donnée
,,. , du du d'hi î>"« \
tirer, si possible, une relation
(II) a=f(x,y).
Dès le début du xix" siècle, Gauchy, suivi par Jacobi, a ramené aux équations différentielles les équations iï) du premier ordre,
c'est-à-dire celles de la forme simple ci (x, y, u, — » — ) = o.
Pour les équations d'ordre quelconque, Gauchy se proposa l'étude des conditions d'existence de la fonction ii et démontra ce théorème : on peut trouver un développement de a en série de x, y ayant, sur une courbe gauche donnée, des valeurs données, cela pour le cas de deux variables x, y. Le théorème s'étend au cas de n variables.
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Le iht'OiTiiie de Cauchy a été rcj)i is par M"" de Kowaleski, par M. Darbûux, par M. 11. Poincaré qui en a examiné les cas d'exception.
L'équation -=0, qui admet p^ur Inlé^nale la fonction
Il = F(.x') -h G(y), où F et G sont arbitraires, mon Ire combien l'intégrale d'une équation donnée est indéterminée.
Citons sur le sujet Mong-c, Ampère, Laplace, MM. Moutard, Darboux, Mayer, Sophus Lie, von Weber, Uiquier, Delassus, Beudon. Cosserat, Kimig, Biicklnnd, Hamburger, Sonine.
Dans tous ces travaux se retrouvent les transformations de contact, déjà employées par Ampère, et des applications d'un baut intérêt intéressant les surfaces.
En même temps que se développait la théorie analytique des équations aux dérivées partielles, le point de vue réel, avec conditions aux limites faisait l'objet de travaux d'autant plus remarquables que la physique mathématique y avait une part importante. La plus célèbre des équations ainsi étudiées est celle de Laplace :
d-a d'^ii
dx^ dy-
II ayant des valeurs données sur une courbe fermée. Celte étude,, cajîilale en mécanique, en électricité, en thermodynamique, porte le nom de problème de Dirichlet. Au point de vue analytique, aucune distinction n'est à faire entre l'équation de Laplace (type
elliptique) et l'équation — o — 1 ,2 ^^ ° l^yP'^ hyperbolique) et cependant, au point de vue réel, ces deux équations, affectées d'un second membre, présentent les différences les plus essentielles.
M. Picard a complètement intégré ces équations par sa belle méthode des approximations successives. Il a montré que, pour les équations de Laplace, on peut donner les valeurs de u sur une courbe fermée du plan et que pour les autres on peut donner a et l'une de ses dérivées sur un certain arc de courbe seulement.
Les belles méthodes de Laplace. de M. Darboux, de M. Coursât, de M Coulomb, de M. d'Adhémar, on doit à ce dernier l'importante notion de conormale, permettent d'alleindre des catégories plus générales d'équations, mais non poini d'oj)l(Miir des résultats aussi précis, aussi achevés.
Les travaux de M. Schvvarlz, la célèbre méthode du balayage
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de M. Poincaré pour la résolution du problème de Dirichlet dans le plan ou dans l'espace, les mémoires de M. Le Roy sur les équations de la chaleur, ceux de M. Yito Volterra sur les équations de l'élasticité, de MM. LiapounofT, Ilorn, SteckloIT, Ilarnack, Almansi, Bianchi, doivent encore être cités ici, d'autant plus qu'un fait important ressort de cet ensemble de travaux : tout comme pour les fonctions algébriques, les complications se multiplient quand on passe, au point de vue réel, de deux à trois variables, et plus.
Certaines lignes, dites caractéristiques, jouent un rôle fondamental dans les équations dilTérentielles à deux variables indépendantes, rôle étudié surtout par MM. Picard et Goursat. Dans le cas de trois variables indépendantes Beudon, le premier, a trouvé les surfaces caractéristiques qui correspondent aux lignes caractéristiques. Il se présente ici un fait nouveau : pour avoir des surfaces caractéristiques, il faut connaître une intégrale particulière de l'équation, sauf pour les équations linéaires.
Tel est l'ensemble et des travaux de Cauchy et des travaux qu'il a inspirés *.
Argand. — Nous pouvons mentionner ici le nom de Jean-Robert Argand, qui naquit à Genève le iS juillet 17G8, et mourut le i3 août 1S22. Dans son Essai, paru en 180G, il donnait la représentation géométrique d'un nombre imaginaire et s'en servait pour montrer que toute équation algébrique aune racine : cet opuscule, antérieur aux mémoires de Gauss et Cauchy sur le même sujet, n'attira pas beaucoup l'attention lorsqu'il fut publié.
Une démonstration plus ancienne de ce fait, que [/ — i peut être interprétée comme indiquant la perpendicularité dans l'espace à deux dimensions, et même Textension de cette idée à l'espace à trois dimensions par une méthode laissant pressentir l'usage des quaternions, a été donnée dans un mémoire de C. Wessel, présenté en mars 1797, à l'Académie des sciences de Copenhague ; d'autres mémoires sur le même sujet ont été publiés dans les PJiilosophical transactions pour 1806, et par II. Kfdm, en 1700, dans les Procès-verbaux de l'Académie de Saint-Pétersbourg (').
(•) Voir W.-W. Beman dans les Pron-cdinns of thc Amcriran Associa lion for the Ailvanceinent of Science, vol. XLVI, 1897.
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* Gôpel. — Atlolplie Ciipcl naquit à Hostock, en SaXv% en 181 2.
On lui doit un mémoire concernant les éqjiations indéterminées du deuxième degré et surtout la solution d'un beau problème : donner une expression des fonctions inverses des intégrales abéliennes de première espèce, problème dont une solution plus sinij)lc fut obtenue peu après par Roscnbaiu *.
Hamilton (') — Suivant l'opinion de quelques écrivains, la théorie des quaternions sera envisagée un jour comme l'une des plus grandes découvertes du \i\* siècle en mathématiques pures : cette découverte est due à Sir William Jiowan Hamilton, qui naquit à Dublin, de parents écossais, le \ août iSoj et mourut, dans cette même ville, le 2 septembre i8G5. L'instruction qui lui fut donnée dans sa famille, paraît avoir été singulièrement décousue ; sous rinHucncc d'un oncle bon linguiste, il se consacra tout d'abord à l'étude des langues ; vers l'Age de 7 ans, il pouvait lire avec facilité le latin, le grec, le français et l'allemand ; à i!> ans, il pouvait se vanter d'être familier avec autant de langues qu'il avait vécu d'années. Vers cette époque, il eut l'occasion de parcourir un exem[)\oiïrc de V Arithmétique Universelle de Neuton ; ce fut son initiation à l'analyse moderne, et il étudia bientôt les éléments de la géométrie analytique et du calcul infinitésimal. 11 lut ensuite les Principes et les quatre volumes alors publiés de la Mrcanit/iie céleste de Laplace. Dans le dernier, il découvrit une erreur et sa note sur le sujet, écrite en 1823, attira considérablement l'attention. L'année suivante, il entra au collège de la Trinité, à Dublin : sa carrière universitaire est sans exemple, car la chaire d'astronomie étant devenue vacante en 1827, lorsqu'il n'était encore qu'étudiant, les électeurs lui demandèrent de se mettre sur les rangs, et il fut élu à l'unanimité. Il était entendu qu'on le laisserait parfaitement libre de poursuivre en même temps ses propres études.
Son plus ancien mémoire fut écrit en i82.'> et publié en 1828, sous le titre Tlteory of Systems of Rays ; deux su|)pléments écrits en i83i et 1802, furent ajoutés après C(iu[); dans
(')Voir la \ie d'IIainilton (avec luic Ijibliograjihic de ses écrits), par R. P. fînAMis, en trois volumes, DiiMin, 1882-8;) : les faits principaux sont donnés dans un article de la \orlh liritish lirv'ww, pour 188G.
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le dernier, il annonçait le phénomène de la réfraction coniqne. Ce mémoire fut suivi d'une note, en 18:^7, sur le principe de la ]aryiwj Action et, en i83/i et i835, par des mémoires sur une General Melhod in Dynamics, où il traitait, ainsi qu'il convient, la dynamique théorique comme une hranche des mathématiques pures. Ses leçons sur les Qualcrnions furent publiées en i87)'3 ; quelquesuns de ses résultats auraient été, semble-t-il, découverts antérieument par Gauss, mais ils ne furent connus et publiés que longtemps après la mort du dernier. Parmi ses autres écrits, nous devons rapporter : une noie sur la forme de la solution de l'équation générale algébrique du cinquième degré, qui confirmait la conclusion d'Abel' que les racines ne pouvaient être exprimées au moyen d'un nombre fini d'expressions purement algébriques ; une note sur les fonctions ; un travail sur l'hodographe ; et enfin un mémoire sur les solutions numériques des équations diflerentielles. Ses Eléments of Qaaternions furent publiés en 18G6 : parlant de cet ouvrage, une autorité compétente dit que les méthodes d'analyse qui s'y trouvent énoncées présentent sur les procédés de la géométrie analytique un perfectionnement aussi grand que ces derniers sur ceux de la géométrie euclidienne. Aune époque plus récente P. -G. Tait, d'Edinbourg, a, de nouveau, développé le sujet.
Ilamilton est d'une lecture pénible ; il a laissé une collection nombreuse de manuscrits que possède aujourd'hui la bibliothèque du collège de la Trinité, à Dublin, et dont quelques-uns, il faut l'espérer, seront un jour publiés.
* Laurent. — Pierre-Alphonse Laurent, né à Paris le 18 juillet 1810, entra à l'Ecole polytechnique en i83o et mourut à Paris en i8."J'|. Il fit sa carrière dans le génie, mais ne dépassa point le grade de commandant. Il ne fut membre d'aucune société savante, publia peu et se montra cependant mathématicien de valeur.
On lui doit une théorie importante sur la variation des intégrales multiples et une note sur le développement des fonctions, qui contient un théorème classique portant son nom; il est à regretter qu'il n'ait pas poursuivi ses travaux d'analyse et qu'il leur ait préféré les théories de la physique mathématique *.
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* Gournot. — \ntoine- Aur/nslc ('ournnl naquità Grayen 1801 et mourut à Paris en 1877.
M. Poincaré, dans ses Lerons sur le cnlrul des probabilités^ est d'avis qu'il n'est iruère possible de donner une définition satisfaisante de la probabilité.
Cournol, cependant, avait développé une série de considérations conduisant à une définition convenable de la [)robabilité. Si sur m épreuves ou observations, faites dans des conditions constantes déterminées, un événement E se produit n fois et si le rapport ^^^
tend vers une limite quand le nombre m croît, cette limite, selon Cournot, est la probabilité de l'événement E dans les conditions considérées.
Quand à la question du basard, plutôt pbilosopbique que matbémalique, Cournot s'en est aussi préoccupé, et, après lui nombre d'auteurs que cite Y Encyclopédie des sciences nialtténiatitjues.
Hasard et probabilité sont des notions à peu près élucidées aujourd'liui et notamment les idées de Laplace. voulant que la probabilité soit relative en partie à nos connaissances, en partie à notre ignorance, celles de Hume, que le basard est l'ignorance oii nous sommes des véritables causes, sont complètement abandonnées.
Le calcul des probabilités est d'origine française. Il a été étudié tout d'abord par Pascal et Fermât, à propos d'une question relative aux jeux de hasard. Parmi les premiers mathématiciens qui s'en sont occupés on compte encore Galilée, Hierosme Cardan, Montmorl, Huygens, Jacques Ikrnoulli, Leibniz, d'Alcmbert. Laplace fut le premier à en composer un corps de doctrine.
Moivre, Lagrange, Laplace ont appliqué les équations aux dilTérences finies au calcul des probabilités, Boolc a simplifié les méthodes de ces derniers. Ampère, puis M. Rouché ont étudié le problème de la ruine des joueurs, Euler et les BernouUi celui de la loterie, Bertrand et M. André celui du scrutin, BufTon, Cesaro, M. Poincaré, M. Czuber et d'autres auteurs que nous ne saurions nommei', la question de la probabilité géométrique où il s'agit de problèmes tels que celui-ci : on jette une aiguille sur une table, sur laquelle on a tracé des parallèles équidistantes ; quelle est la [)robabililé pour que l'aiguille rencontre Tune des parallèles;' On peut aussi ■rappeler à ce sujet : Laplace, Lamé, Barbier, Croflon, Sylvester.
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Poisson s'est occupé de certaines probabilités concernant un très grand nombre d'épreuves.
Laplace, Bayes, Morgan, Condorcet ont attaché leurs noms à la probabilité des causes.
Divers auteurs, CondorcetetTcbcbuhof surtout, se sont préoccupés de l'Espérance malhémo tique, ou évaluation objective de l'attente d'un gain attaché à la réalisation d'un événement incertain.
Comme on le voit par cette très rapide élude, le calcul des probabilités est surtout dû aux mathématiciens français. Il a d'ailleurs fait peu de progrès depuis Laplace.
Cournot s'est aussi préoccupé d'une question qui divisait les philosophes et les mathématiciens de son temps : les principes du Calcul Infinitésimal. M. Poincaré a exposé les idées de Cournot dans la Rcriic de Métaphysique et de Morale. Aujourd'hui, où le nombre incommensurable a été défini de façon satisfaisante par Kronecker, où l'analyse mathématique a été arithmétisée, les diffi- ■cultes qui se trouvaient à la base du calcul différentiel ont disparu. Tout au plus est- il permis de se demander si les procédés du calcul ■différentiel et intégral, actuellement complètement justifiés au point de vue logique, peuvent être légitimement appliqués à l'étude des phénomènes naturels, ou plutôt à préciser sous quelles conditions une telle application est légitime.
Revenant à notre premier sujet, nous devons ajouter que Cournot, puis Westergaard ont produit des travaux classiques concernant les tables de mortalité *.
Grassmann ('). — L'idée des opérations non commutatives et ■des quaternions semble s'être présentée à l'esprit de Grassmann et de Boole à peu près à l'époque où Ilamilton s'en occupait. Hermann Giinther (Grassmann naquit à Stettin, le i5 avril 1809 et y mourut en 1877. Il était professeur au gymnase de cette ville. Ses recherches sur les algèbres non commutatives sont contenues dans l'ouvrage Ausdehnungslehrc, publié en iS^^i, et augmenté en 1862. L'exposition scientifique des principes fondamentaux de l'algèbre créée par Hamilton et Grassmann fut poursuivie p^r de Morgan et Boole et reçut plus tard de nouveaux développements de
(1) Ses œuvres, réunies en trois volumes, éditées par F, Engel, ont été paillées k Leipzig, iSg^-
II. Ilankel clans son ouvrage sur les complexes, 1867, et de G. Canlor, qui suivit une marche quelque peu dilTérenle, dans ses mémoires sur la théorie des grandeurs irrationnelles, 1871 ; l'examen de ces questions est si technique que nous devons nous contenter d'y faire allusion dans un livre tel que celui-ci. Grassmann a également étudié les propriétés de l'hyperespace homoloïdal.
Boole. — (jcon/e lindlc, né à Lincoln le 2 novembre 181 5 et mort à Cork le 8 décembre i8G'i, imagina, indépendamment des travaux de Grassmann, un syslème d'algchrc non commutalive. De ses ménioircs sur les transformations linéaires, la partie relative à la théorie des invariaiils a pris un certain développement.
Galois (') — Un nouveau dévcl(.)p[)enicnt de l'algèbre, la théorie des groupes de substitutions a été imaginée par Kuarislc Cialois, né à Paris le 26 octobre 181 1 et qui s'annonçait comme un des mathématiciens les plus originaux du xix" siècle, lorsqu'il fut îué dans un duel, le 3o mai iS.'û), à l'Age de 20 ans.
La théorie moderne des groupes est née des recherches de Galois, Gauchy etJ.-A. Serret qui se sont surtout préoccupés desgroupes de substitution finis discontinus. Cette branche de recherches a été poursuivie par M. G. Jordan, de Paris, et E. Netto, de Strasbourg. Le problème des opérations avec les groupes discontinus, avec applications à la théorie des fonctions, a été abordé de nouveau par F. -G. Frobcnius, de Berlin, F. -G. Klein, de Gœttingue, et W. jjurnsidc, anciennement à Cambridge et aujourd'hui à Grecnwich.
* La théorie des équations a fait au \ix" siècle des progrès décisifs. C'est d'abord le théorème de Sturm, qui permet de calculer le nombre de racines réelles qu'une équation algébrique possède entre deux limites données, théorème qui, étendu aux racines imaginaires par Gauchy et Laguerre, olVre encore im vaste champ de recherches. D'autre part, Gauss a donné une théorie complète des équations binômes. 11 a étudié aussi les équations j)riuiilivcs et les équations non primitives. Ces dernières sont celles ([ui. étant de
(') * Sur sus rcclicrclics, voir l'édilion de ses œuvres avec une introduclion par E. l'icvF.u, l'aris, 1897 *.
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degré mn se décomposent en m facteurs de degré n, au moyen de la résolution d'une seule équation de degré m.
Mais la découverte la plus profonde, celle qui a fait pénétrer au cœur de la question est celle de Galois. Le premier, Galois met en évidence l'importance du (jroape de l'équation, qu'il définit ainsi. Il appelle ralionnclle toute quantité qui s'exprime en fonction rationnelle des coefficients de l'équation et d'un certain nombre de quantités arbitraires adjointes à l'équation. Soient alors a, u,c..., les racines : il y a toujours un groupe de permutation des lettres a, b, c,... tel que toute fonction des racines invariable numériquement par les substitutions de ce groupe soit rationnellement connue et, réciproquement, que toute fonction des racines, déterminable rationnellement, soit invariable par les substitutions.
Une autre notion très importante est celle des sous-groupes dits invariants, contenus dans le groupe primitif. Un groupe est composé ou simple, selon qu'il renferme ou non un sous-groupe invariant. Galois tire de ces principes des résultats très remarquables, qui sont actuellement la base de la tliéorie des équations et qui furent complétés dans la suite par Belti, Kronecker, Serret et surtout par M. Jordan, qui s'est attacbé à l'étude des groupes composés, des groupes transitifs, des groupes primitifs et a considérablement étendu à leur aide le champ de la théorie des substitutions. Il a montré que les équations à groupe composé peuvent se résoudre à l'aide d'équations auxiliaires, il a construit tous les groupes d'équations d'un degré donné résolubles par radicaux, problème à la fois très important et très difficile posé par Abel.
La notion de groupe de substitution ou de transformation, dont Galois a, le premier, révélé la fécondité, est aujourd'hui fondamentale dans bien des parties de l'analyse, caria science mathématique étudiant essentiellement les transformations de diverses natures doit toujours rechercher ce qui demeure constant et inaltéré dans ces transformations. Partout elle étudie des rjroiipes au moyen des invariants. La géométrie projective offre les relations les plus étroites avec la théorie des substitutions linéaires, de même que la géométrie élémentaire avec celle des substitutions orthogonales.
Halphen a étudié le groupe des substitutions linéaires, c'est-àdire des changements projectifs de coordonnées ; il a nommé invariants différentiels certaines fonctions des dérivées que ces substitu-
R. H. — Tome II la •
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lions n'altèrent pas; il a fait la théorie complète de ces invariants et il a déterminé les plus simples et les plus remarquables d'entre eux. Laguerre, à son tour, a introduit en analyse l'importante notion des invariants des équations différentielles linéaires, mais c'est encore Halphen qui reconnut l'analogie de ceux-ci avec ses invariants différentiels et basa sur ce l'ait son célèbre travail sur le problème de l'intégration des équations différentielles.
La notion de groupe de substitutions ou de transformations, dont Galois a, le premier, révélé la fécondité, est aujourd'hui fondamentale en analyse, où la géométrie projective, les fonctions modulaires et fuchsiennes, les fonctions elliptiques, abéliennes et autres ont au fond pour objet l'étude d'un groupe particulier, et celles des fonctions qui demeurent invariables par les substitutions de ce groupe. Aujourd'hui, la théorie des groupes est une immense théorie autonome que divers géomètres. Lie et AI. Klein. M. Poincaré et M. Picard, Frobenius et Sylou, M. Maillet et M. dcSéguier ont développé à divers points de vue *.
De IVorgan (*). — Aiujiisle de Morgan, né à Madras en juin 180G et mort à Londres, le 18 mars 1871, fit ses études au collège de la Trinité, à Cambridge, mais dans l'état de la législation d'alors, il ne pouvait (étant unilarien) être membre agrégé. En 1828, il devint professeur à l'Université nouvellement créée à Londres et qui est la même que l'institution désignée aujourd'hui sous le nom de Collège de l'Université. Une fois là. il exerça, par ses propres lra\aux et ceux de ses élèves, une grande inllucncc sur les mathématiciens anglais. La Société malhématicpie de Londres lui doit en grande partie, sa création, et il prit une large part aux actes de la Société astronomique royale. Il était très au courant de la philosophie et de l'histoire des mathématiques, mais ses aperçus à' ce sujet sont donnés dans des articles disséminés un peu partout ; nous en avons fait largenient usage dans ce livre. Ses niénioires sur les principes fondamentaux de l'algèbre, son traité sur le calcul différentiel, publié en i8V^ sont des œuvres de talent où l'on remarque une exposition rigoureuse de la ihéoiie des séries infinies ; ses articles sur le calcul des fonctions et sur la théorie des proba-
(*) Sa vie a été écrite par sa veine, S. E. de Morga>-, Lonilrcs, 1882.
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bilités, méritent d'être spécialement notés. L'article sur le calcul des fonctions contient l'étude des principes de la dialectique symbolique, mais les applications concernent plutôt la solution des équations fonctionnelles que la théorie générale des fonctions.
*Genocchi. — Angclo (7e/20cc/// naquit à Plaisance le 5 mars 1817 et mourut à Turin le 7 mars 1889. D'abord avocat et professeur de droit à Parme et à Plaisance, il abandonna bientôt ces premières études et, après avoir étudié à Turin, il publia, en i85i, un premier mémoire concernant la théorie des nombres et, en i852, une note sur les résidus quadratiques.
En 1837, il avait déjà publié plus de quarante mémoires, et fut nommé professeur d'algèbre supérieure et de géométrie à l'Université de Turin, où il fit toute sa carrière.
Ses travaux ont eu pour objet les séries, le calcul intégral et surtout la théorie des nombres, où il se montra passé maître. La théorie des nombres complexes, la loi de réciprocité quadratique, la résolution en nombres entiers des équations indéterminées ont été de sa part l'objet de mémoires remarquables. La grande loi de réciprocité quadratique donnée par Gauss et démontrée une seconde fois par ce grand mathématicien, à la suite des recherches d'Euler et Legendre sur le même sujet, puis une quatrième, une cinquième, une sixième fois, toujours par Gauss, fut de nouveau l'objet des travaux de Jacobi, Eisenstein, Liouville, Lebesgue, Kummer, A. Stern, Zeller, Kronecker, Bouniakowsky, Shering, Petersen, Voigt, Busche, Th. Pépin. Tout spécialement, le mémoire de Genocchi sur le même sujet, Sur la théorie des résidas quadratiques, fut couronné par l'Académie des sciences de Bruxelles,
Genocchi s'intéressait aussi à l'histoire des mathématiques comme le montrent ses publications sur Léonard de Pise, la correspondance de Lagrange et d'Alembert, l'histoire de l'algèbre, et les manuscrits de Fermât *.
* Betti. — Henri Betti naquit près de Pistoie le 21 octobre 1828 et mourut le 11 août 1892, près de Pise.
Ses premiers travaux concernent la théorie des équations. Dans une célèbre lettre écrite à Chevalier, la veille de sa mort, Galois, à l'exemple de Fermât, avait énoncé toute une suite de théorèmes sans
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en donner les démonstrations; cet te lacune fut comblée par Hetli. Entre autres, il démontra que l'éqnatio.i modulaire dont (lé|)end la transformation des fonctions elliptiques peut être abaissée d'un degré et n'est pas résoluble par radicaux pour les depfrés .'), - . i i . Sur plusieurs points, il se rencontra avec Ilermitc et Kronecker. 11 était sur la voie de la résolution de l'équation du cinquième degré parles fonctions elliptiques, mais il fut devancé par Ilermite et Kronecker. On peut citer sur ce sujet les travaux de Sohnke, Mathieu, Konigsberger, Joubert, Hrioscbi, Srbliifli. Scluotor. Gudermann, niilzlalT. Les leçons sur l' claslicilc <\q Belli, publiées en iSy-j, constituent une œuvre très importante et font date dans l'histoire de celte théo rie. Le théorème qui porte son nom et qui concerne l'équilibre des solides élastiques, a pour beaucoup contribué à le faire reconnaître comme un mathématicien de valeur *.
Cayley ('). — \rlhiir Cayley est un des plus grands mathématiciens anglais ; il naquit dans le comté de Surrey, le 16 août 1821 et, après avoir fait ses études au collège de la Trinité, à Cambridge, il fut inscrit au barreau; mais ses goûts le portant vers les mnlhématiques, il fut nommé, en i863, à la chaire Sadlerian, à Candjridge, où il passa le reste de sa vie. Il mourut le 26 janvier i8()j.
Les écrits de Cayley se rapportent surtout aux mathématiques pures. Nous avons déjà fait mention de ceux cpii se rapportent à la partition des nombres et aux fonctions elliptiques envisagées au même point de vue que Jacobi. Ses dernières notes sur les fonctions elliptiques visent principalement la théorie de la transformation et l'équation modulaire. Ce sont cependant ses recherches sur la géométrie analytique et sur l'algèbre supérieure qui constituent ses principaux titres de gloire.
En géométrie analytique, la conception de ce qu'on désigne (d'une l'açon peu heureuse, peut-être) sous le nom d' It.vo/a est due à Cayley. Comme il l'établit d'ailleurs lui-même u la théorie, en effet, est que les propriétés métriques d'une figure ne sont pas les propriétés de la figure considérée per se... mais ses propriétés quand on les considère en connexion avec une autre figure, à savoir la conique nommée Asbola » ; par suite, les propriétés métriques
(•) La collection de ses œuvres en treize volumes a été publitc à Cambridge, 1S89-98.
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peuvent être soumises aux méthodes descriptives. 11 contribua largement à la théorie générale des courbes et des surfaces ; son travail est basé sur la supposition d'une liaison nécessairement étroite entre les opérations algébriques et géométriques.
En algèbre supérieure, on doit à Cayley la théorie des invariants ; SCS dix mémoires classiques sur les formes binaires et ternaires, ses recherches sur les matrices et sur les algèbres non commutatives font époc[ue dans le développement du sujet.
Sylvester. — James-Joseph Sylvester, né à Londres le 3 septembre iSi4 et mort le i5 mars 1S97, est contemporain de Cayley. Lui aussi fit ses études à Cambridge où il se lia d'amitié avec Cayley ; leur liaison dura toute leur vie. Comme Cayley, il fut inscrit au barreau et cependant ses goûts le poussaient vers les mathématiques. Il professa successivement à AA oohvich, Baltimore et Oxford. Personnalité puissante, il fut un professeur entraînant, mais il est difficile de résumer ses écrits, car ils sont nombreux et sans liens les uns avec les autres.
Sur la théorie des nombres, Sylvester a écrit des notes importantes concernant la distribution des nombres premiers et la partition des nombres. En analyse, il s'occupa du calcul infinitésimal et des équations ditîérentielles. Mais son étude favorite était peut-être l'algèbre supérieure ; parmi ses nombreux mémoires sur ce sujet, nous pouvons citer en particulier ceux qui se rapportent aux formes canoniques, à la théorie des contrevariants, aux réciprocants ou invariants difîérentiels, à la théorie des équations (notamment à la règle de Xewton). Il créa la langue et la notation de la majeure partie des sujets qu'il traita.
Les écrits de Cayley et de Sylvester présentent un contraste marqué ; ceux de Cayley sont méthodiques, précis, réguliers et complets ; ceux de Sylvester sont vifs, inachevés, mais non moins vigoureux ni moins stimulants. L'algèbre supérieure surtout a vivement intéressé ces deux mathématiciens et sa forme moderne leur est due pour une grande part.
- Lie ('). — Un autre grand analyste du xix^ siècle, est Mariiis-
(*) Voir la notice nécrolofrique par A.-R. Forsyth dans le Year book of the j{oy(^l socicty, Londres, 1901.
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Sopliiis Lie, né le 12 décembre 18 '12, et mort le iS février 1899. Lie fit ses études à Christiania, puis il obtint une bourse de voyages qui lui permit de faire la connaissance de Klein, Darboux et Jordan. C'est linlluence de ces trois hommes qui décida de sa carrière.
En 1870, il découvrit la transformation au moyen de laquelle on peut faire correspondre une sphère à une ligne droite et dont l'emploi permettait de transformer les théorèmes sur les assemblages de lignes en théorèmes sur des assemblages de sphères. Puis suivit une thèse sur la théorie des transformations tangentielles pour l'espace.
En 1872, il devint professeur ù Christiania. Les premières recherches qu'il fit alors concernent les relations entre les équations dilTérentielles et les transformations infinitésimales. 11 fut ainsi naturellement conduit à la théorie générale des groupes continus finis de substitutions ; les résultats de ses études sur ce sujet sont contenus dans son ouvrage Théorie der transformations griippen, Leipzig, 3 volumes, 1888-93. H poursuivit ses travaux par l'étude des groupes continus infinis, et il faut espérer que ses découvertes sur ce sujet seront publiées d'ici peu. ^ ers i>'^79, Lie porta son attention sur la géométrie dilïérentielle ; on publie actuellement l'exposition systématique de ses recherches sur cette question, sa Géométrie der Beruhran<js-transformalioncn.
Il fallut un certain temps pour que les travaux de Lie fussent estimés à leur juste valeur. Il en éprouva un vif désappointement. Laréputalion lui vint, mais lentement. En 1886, il se rendit à Leipzig, et en 1898 il retourna à Christiania, où un poste venait d'être créé pour lui. Malgré sa nouvelle situation, il conserva toujours un souvenir pénible du temps où il avait été méconnu, et les dix dernières années de sa vie en furent attristées.
h'Alf/èbre supérieure (en y comprenant la théorie des (ormes et la théorie des équations) a été traitée partant d'autres auteurs qu'il est difficile de résumer les conclusions auxquelles ils sont arrivés ou de les signaler individuellement.
La convergence des séries a été étudiée par ./.-/.. Huabe (1801- 1809) de Zurich ; J.-L.-F. Bertrand (1822-1900), qui fut secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences de Paris ; E.-E. Ku/nmer (i 810-1893) de BerUn ; U. Dini de Pise ; .1. Pringslieim de
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Munich (M ; et Sir Geor<jes-G(ibvicl Slokes (^) de Cambridp-e, auquel on doit le théorème bien connu sur les valeurs critiques des sommes de séries périodiques.
Quant à la théorie des groupes de substitutions, nous avons déjà signalé, d'une part, les travaux de Galois, Cauchy, Serret, Jordan, J.-A. de Séguier et Nette, puis ceux de Frobenius, Klein et Burnside pour les groupes discontinus, enfm ceux de Lie pour les groupes continus.
Nous pouvons encore mentionner les auteurs suivants : C.-W. Borchardt i^) 1 817-1880) de Berlin, qui examina en particulier le rôle des fonctions génératrices dans la théorie des équations ; C. Hermitc (182 2-1 901) qui envisagea la théorie des covariants associés dans les formes binaires, la théorie des formes ternaires, et qui appliqua les fonctions elliptiques à la détermination d'une solution de l'équation du cinquième degré et de l'équation différentielle de Lamé.
Enrico /}6'///(i 828- 1892) de Pise et F. 7i/705c/«' (182/1-1897) de Rome, s'occupèrent tous deux de formes binaires. S. -H. Aronhold (18 19-1 884), développa les méthodes symboliques pour la théorie des formes invariantes.
R.-A. Gordan (*) d'Erlangen, écrivit sur la théorie des équations, sur les théories des groupes et des formes, et a montré qu'il n'y a qu'un nombre fini de formes adjointes. B.-F.-A. Clcbsch [=) 1833-1872; de Gottingue étudia, indépendamment de toutes recherches déjà faites, la théorie des formes binaires dans quelques notes, réunies et publiées en 1 871 ; il écrivit également sur les fonctions abéliennes. P. -A. Mac-Mahon, officier dans l'armée anglaise, a écrit sur la relation des fonc-
(') Sur les recherches de Kaare, Bertrand, Kummer, Dini et I^rincsiieim, voir le Bulletin de. la SocirU' mathémaligiie de New-Yoric, Vol. II, 1892- 1898, p. I-IO.
(*) La collection des notes mathématiques et physiques de Stokes, a été publiée en deux volumes, à Gamhridge, 1880 à i883.
(■') Une édition de ses œuvres réunies, préparée par (i. IIettner, a paru à Berlin en 1888.
('') Une édition de son travail sur les invariants (déterminants et formes ■binaires) préparée par G. Kerschensteiner, a été publiée à Leipzig en trois volumes, i885, 1887, i8g3, le troisième volume n'est pas paru.
(^) Un compte rendu do sa vie et de ses travaux se tiouve dans les Mathc- .malische Amialen, 1878, vol. VI, pp. 197-203, et 1874, vol. VII, pp. i-55.
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lions svnu'lriqiics, los invariants et covariants, les formes adjointes binaires, et l'analyse coniiiinaloiie. F.-(]. Klein, de Gôttingue, comme suite à ses recherches déjà mentionnées, sur les foncliiins et sur les groupes finis discontinus, s'est occupé des équations diflërentiellcs. A.-B. Forsyth de Cambridge, a développé la théorie des invariants et la théorie générale des équations dilîérentielles, lernariants et quaternariants. (]. Painlcrc, a écrit sur la théorie des équations difTérenticUes. Et enfin D. IlHhcrt de Gœttingue, a traité la théorie des formes homogènes.
Un exposé des écrits contem[)orains se rapportant à ralgèbrc supérieure ne serait pas complet, si nous ne faisions pas mention des admirables ouvrages classiques : Ilujher Ah/chra, de G. Salmon, proviseur du Collège de la tiinilé à Dublin, Ahjcbra de AN eber ,run et l'autre traduits en français, et Cours d'ahicbrc supérieure de J.-A. Serret (i8iq-i885) professeur à la Sorbonne. dans lesquels se trouvent exposées les principales découvertes modernes. Un superbe résumé historique de la théorie d'une variable complexe est donné dans l'ouvrage de II. llankel }'(trlesuni/('u lilicr die coinplexen Zahlen, Leipzig, 1867.
* Puiseux. — Victor Puiscux naquit à Argenteuil le 16 avril i8i>o et mourut à Fontenay, dans le Jura, en i883. Elève à l'Ecole normale, il débuta comme professeur à Rennes et passa de là à Besançon, où son mémoire sur /es fonctions (th/ébri'/ues, venant en suite des beaux théorèmes de Cauchy sur le même sujet, le plaça au premier rang des jeunes géomètres d'alors, ^ommé professeur en Sorbonne, il put s'adonner à son goût pour la mécanique céleste et prêta un précieux concours au liureau des Longitudes et à l'Observatoire, 11 eut la rare sagesse d'abandonner cc^ fonctions le jour où il se sentit incapable de les remplir.
Membre de l'Académie des sciences, Puiseux y laissa le souvenir d'un tiavailleur toujours prêt à prendre à sa charge les études qui s'imposaient au savant corps dont il faisait partie *.
* Bouquet. — Jean-Claude Bouquet naquit à Morteau en Franche-Comté le 7 septembre 1819 et mourut à Paris le 9 septembre 188.").
Après ses lienitwrjues sur les syslènws de droites dans l'espace^
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il publia une note sur les surfaces orthor/onales qui fut l'origine de savantes recherches de Bonnet, Cdyle;y, M. Darboux et M. Lévy.
En collaboration avec Albert Briot, Bouquet résolut de mettrede l'ordre et de la précision dans l'œuvre immense de Cauchy ; ils surent en tirer une œuvre originale, concernant la nature des fonctions aux points singuliers. Fuchs a donné postérieurement le développement en séries des intégrales des équations linéaires. M. Poincaré a fait de même pour le cas d'équations non linéaires. Cauchy et M'"" de Kowalewski avaient résolu le problème pour les points ordinaires. Bientôt suivit le Traité des fonctions elliptir^ues de Briot et Bouquet, fondé sur la théorie des imaginaires, œuvre considérable, qui eut le plus légitime succès.
C'est à Briot seul qu'on doit le Traité des fonctions abéliennes.
Bouquet entra à l'Académie des sciences en iSyj *.
* Godazzi. — Dclfuio Codazzi naquit à Lodie le 7 mars 1824 et mourut à Pavie le 21 juillet 1873.
Professeur d'algèbre supérieure et de géométrie à l'Université de Pavie, il publia plusieurs travaux concernant la théorie des surfaces et les coordonnées curvilignes. En 1861, l'Académie des sciences de Paris lui accorda avec éloges une mention honorable au sujet d'un mémoire présenté pour le grand prix des sciences mathématiques, et concernant la théorie des surfaces applicables sur une surface de révolution. On y rencontre d'importantes formules, à dire vrai rencontrées déjà par Mainardi, et qui portent le nom de formules de Codazzi*.
* Faà di Bruno. — François Faà di Bruno, issu d'une noble famille, naquit à Alexandrie le 7 mars 1826 et mourut à Turin le 26 mars 1888.
D'abord capitaine au service de la maison de Savoie, il vint étudier à Paris, démissionna et suivit les cours de Cauchy, de Leverrier^ se liant entre temps avec l'abbé Moigno et Ilermite. De retour à Turin, il entra dans les ordres, mais il professa jusqu'à sa mort, dans la chaire d'analyse supérieure de l'université.
Plus important que ses travaux sur la théorie de l'élimination,, sur le calcul des erreurs, est son Traité des formes binaires, écrit en français et traduit en allemand.
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Faà di Bruno voulait composer égalonient un grand traite en trois voliuiics sur la théorie et les applications des fonctions elliptiques ; malheureusement il ne put en écrire qu'environ la moitié. Deux importantes erreurs de l'auteur (les Fandafitenln nova y sont relevées*.
* Catalan ('). — Eugcnc-Cjiarles Catalan naquit à Bruges en i8i4 et mourut à Liège en iî^()'|.
Elevé à Paris, il entra à lEcole polytechnique et fut nommé à sa sortie professeur au Collège de Cliàlons-sur-Marne ; il passa de là au collège Sainte-Barbe, à Paris.
Les premiers travaux de Catalan concernent le calcul des probabilités et la théorie des combinaisons reprises par tant d'auteurs, particulièrement .MM. Bouché et André ; citons aussi ses remarques sur la théorie des nwimlrcs carrés, procédé conventionnel de résolution d'équations linéaires dont les coefficients sont entachés de légères erreurs, mais dont le nombre surpasse celui des inconnues. Etudiée par Gauss, Laplacc et beaucoup d'autres, cette méthode passe pour la meilleure en l'espèce, mais est fort compliquée. Catalan a le mérite de l'avoir simplifiée. MM. Mansion et Goedseels se sont occupés récemment du même sujet.
Catalan a publié un remarquable mémoire sur la transformation des intégrales multiples, se rencontrant sur ce point avec Jacobiet Laurent, puis une méthode de détermination des intégrales multiples, enfin divers travaux d'analyse.
Ses notes concernant les surfaces minima, où Plateau s'est illustré, la courbure de la transformée plane d'une courbe tracée sur une surface dévcloppable, les trajectoires orthogonales des sections circulaires d'un ellipsoïde, sur la projection stéréographique, ont une réelle valeur.
Ses publications sur la série harmonique, sur la transformation des séries, sur certaines lignes de courbure, sur les polyèdres lui valurent une chaire à l'université de Liège et d'être élu à l'Académie de Bruxelles. Dès lors, il se livra de plus en plus à ses travaux favoris, principalement la théorie des nombres, les polynômes de Lcgendre, les fonctions elliptiques et surtout les j)ro(luils infinis, où il se rencontra encore avec Jacobi *.
{*) V. Mansion. — Discoure! sur /(•.•; Iravaux iHath(hiiatii]iirs de M. E.-(",. Catalan.
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* Brioschi. — François Briosclii naquit à Milan le 2 2 décembre 1821 et mourut le i3 décembre 1897. l^i'olesseur à l'Université de Pavic, secrétaire général de l'Instruction publique, député, sénateur, fondateur de l'Institut technique supérieur de Milan, membre de la plupart des grands corps savants, il eut une carrière des plus brillantes.
Dans l'espace de cinquante années, il publia environ deux cents cinquante mémoires, concernant l'algèbre, la géométrie, le calcul intégral.
En géométrie supérieure, on peut citer ses travaux sur les lignes ■de courbure, sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou circulaires, sur l'intégration des équations diiTérentielles auxquelles on est conduit par la considération des lignes géodésiques, sur les tangentes doubles de quelques lignes du quatrième ordre à points doubles.
Pour l'analyse, il y a lieu de rappeler ses mémoires sur les équations aux dérivées partielles du deuxième ordre, sur la distinction des maxima et minima dans le calcul des variations, sur une propriété des équations aux dérivées partielles du premier ordre, sur la réduction des intégrales elliptiques.
En algèbre, ses principales publications se rapportent à la théorie des dé 1er minants cl leurs applications, ouvrage qui eut les honneurs de nombreuses traductions, et surtout à la théorie des formes algébriques, qui fut l'objet de toute sa prédilection. A propos de l'ouvrage dictatique de Brioschi sur les déterminants, citons ceux de SpottisAvoode, Baltzer, Giinther, Dostor, Scott, Muir, Mansion. La théorie de l'élimination doit de nombreux progrès à Brioschi, et aussià Sylvester, Cayley, Salmon, Jacobi, Hesse,Cauchy, Gordan.
Brioschi fut moins un esprit original qu'un habile calculateur ; il sut mettre au point nombre de théories importantes, et c'est à ce titre surtout qu'il a laissé, et justement, un nom dans la science *.
* Casorati. — Félix Casorati naquit à Pavie le 1 7 décembre i835 et y mourut le 1 1 septembre 1890. En i858, il fut nommé professeur d'algèbre et géométrie analytique, puis en i803 de calcul infinitésimal, à l'université de sa ville natale.
Il fut ensuite membre de la plupart des académies italiennes et étrangères.
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Les travaux de Casorali se rapportent presque uniquement à l'analyse ; les plus importants concernent la théorie des tondions d'une variable complexe et comprennent sept mémoires parmi les quarante-sept qu'il a publiés; ce sont : cjuclqucs réilexions relatives à la théorie générale des lonclions d'une variable, théorème fondamental dans la théorie de la discontinuité des fonctions, théorie des fonctions d'une variable complexe, relations fondamentales entre les modules de périodicité des intégrales abéliennes de première espèce, autour du nombre des modules des équations ou des courbes algébriques d'un genre donné, sur les fonctions analytiques, sur de récents travaux de Weierstrass^t Mittag-Lelfler au sujet des fonctions d'une variable conqjlexe *.
* Halphen ('). — (ic(H'(/i\s-llcnri Ud/jilicn iwujuil à iiouen le 3o octobre i844 et mourut à Paris en 1889. Entré à l'Ecole polytechnique en 1863, il s'y fit bientôt remarquer par un incontestable talent d'algébristc. 11 prit part à la campagne de 1870, puis fut nommé en 1870 répétiteur à TEcole polytechnique. 11 put dès lors se consacrer entièrement aux sciences mathématiques.
Un de ses premiers travaux se rapporte à cet important [)roblème de géométrie : une conique est définie par cinq conditions, en sorte que l'équation générale d'un système de coniques assujetties à quatre conditions renferme un seul paramètre ; combien un i)areil système contient-il de coniques satisfaisant à une cinquième condition ? l>'amiral de Jonquières avait indiqué une solution simple mais incom[)lète dti problème. Ghasles l'axait coni[)létée, sans donner la démonstration de son résultat, (|ui était erroné. l']n 187^ seulement, Glcbsh, l'un des savants les plus justement célèbres de l'Allemagne, et Halphen résolurent définitivement la question. 11 se trouvait même que la solution d'nali)hen était susceptible d'extension à une conrbe quelconque, plane ou gauche, et aux surfaces.
En ce premier travail, apparaît nettement l'esprit méthodique d'Halphen, qui se préoccupait bien plus de trouver effectivement les solutions des problèmes poses et d'en tirer toutes les conséquences
(') II. PoncAnii. — Journal de l'Ecole Polyleclinlque, 1890.
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que d'étendre indéfiniment et superficiellenncnt les frontières de la Science.
Une autre question de pure géométrie, étude des points singuliers des courbes algébriques, retint longtemps Halphen. Cette question est analogue à la précédente et n'olTre pas moins d'importance pour l'Analyse que pour la (Géométrie. D'une part, en cfTet, elle touche aux travaux classiques de Puisoux sur la théorie générale des fonctions et, d'autre part, elle se rattache aux transformations birationnelles des courbes algébriques et, par conséquent, aux propriétés fondamentales des transcendantes abéliennes.
C'est à ce dernier point de vue que se plaça Halphen. U sut montrer entre autres résultats intéressants, qu'une courbe plane quelconque peut être considérée comme la perspective d'une courbe gauche admettant un point singulier unique à tangentes séparées.
Le chef-d'œuvre d'Halphen est son Mémoire sur les courbes gauches algébriques, couronné en 1881 par l'Académie de Berlin. Les courbes gaviches ne peuvent être définies par un nombre unique, comme les courbes planes, qui le sont par leur degré. Le genre des courbes gauches n'est pas non plus lié à leur degré par une relation algébrique, comme il se fait pour les courbes planes. La classification des courbes gauches présentait donc des difficultés spéciales et considérables, que sut vaincre Halphen, A titre d'applications, il donna dans son mémoire la classification des courbes des vmgt premiers degrés et des courbes de degré i'?o.
Rappelons à ce propos les travaux de NOther, bien qu'ils soient d'ordres tout différents, en ce sens surtout qu'ils se rapportent à des problèmes ayant leurs analogies, en géométrie plane.
Les travaux géométriques d'Halphen se rattachent tous à la géométrie énumérative, qui a pour but de déterminer le nombre des points, des droites, des courbes ou des surfaces qui satisfont à certaines conditions données. Cette branche de la géométrie a été fondée par Chasles. Nombre de géomètres s'y sont intéressés dans la suite. Halphen a le mérite d'y avoir introduit la rigueur bien à tort négligée par ses devanciers.
C'est au moyen des invariants de Laguerre, dont nous avons parlé à propos de Galois, qu'Halphen réussit à intégrer une classe très remarquable d'équations différentielles, travail qui lui valut.
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en 1880, le frrand [)iix des sciences mathématiques proposé par l'Académie des sciences de Paris.
Deux notes mémorables de cet éminent géomètre (|uo lut Laguerre avaient appelé l'attonlion des géomètres sur les invariants des équations dillérentielles linéaires. Halphen \ trouva de suite ua rapport avec ses recherches antérieures et y vit un moyen d'édifier une théorie complète des invariants des équations linéaires. Le nombre des invariants absolus distincts d'une équation linéaire étant inférieur de deux unités à son ordre, et ces invariants pouvant être elTectivement obtenus en ramonant l'équation à une forme dite canonique, on peut reconnaître par un j)rocédé déduit de ces données si une équation dincrenliellc linéaire est susceptible d'être ramenée, au moyen d'un changement de variable et de fonction n'altérant pas sa forme, à certains types connus déjà intégrés. Les relations entre invariants absolus jouent dans colle question un rùle capital et c'est de la nature de ces relations qu'Halphen déduisit la solution du beau problème qu'il s'était posé.
C'est ainsi qu'Halphen élargit considérablement le champ des formes intégrables connues à son époque, et qui étaient les équations à coefficients constants, certains cas particuliers de l'équation de Gauss, certaines équations du second ordre à quatre points singuliers et les équations à coefficients doublement périodiques d& M. Picard.
Halphen avait entrepris dans ses dernières années une œuvre de longue haleine que la mort ne lui laissa pas le temps d'achever : son Traite des fondions elliptitjues ei de leurs applications. Le but de ce grand ouvrage, dont les trois quarts ont vu le jour, était de mettre au service des astronomes ces belles théories, jusqu'alors restées dans le domaine de la science pure. Les notations employées sont celles de W eierstrass. Le rôle des fonctions pu, aa y est prépondérant et les fonctions (j. sn. dn, en y sont reléguées au second plan. L'avantage des notations nouvelles est incontestable. Par exemple, il n'est plus nécessaire dans les questions de physique ou de mécanique, où interviennent les fonctions elliptiques, de distinguer trois cas : une seule analyse suffit.
Halphen a été prématurément enlevé à la science ; géomètre éminent alors qu'il était relativement jeune, il se fut classé dans la suite parmi les mathématiciens illustres.
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Herinite(')*. — Charles Ilcrmile naquit à Dieuzc, en Lorraine, le a'i décembre 1823 et mourut le i4 janvier 1901 à Paris. 11 fit ses études au collège de Nancy, puis à Paris, au collège Henri IV et au collège Louis-le-Grand, où sa vocation de mathématicien s'affirma : déjà il lisait à la Bibliothèque Sainte-Geneviève le Traité de la résolution des é(juations miinériqiies de Lagrangc et achetait avec ses économies la traduction française des Recherches arith?nétiques de Gauss.
Ses premières recherches, concernant l'impossibilité de résoudre algébriquement l'équation du cinquième degré, furent publiées en 18/12 dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. 11 donne une démonstration fort simple de la proposition découverte par Abel.
La même année, il entrait à l'Ecole polytechnique et menait de front les études classiques qui lui étaient imposées et ses recherches personnelles. Dès le mois de janvier 18/48, il écrit à Jacobi pour lui faire part de ses recherches sur les fonctions abéliennes. Retendait aux fonctions abéliennes un théorème important des fonctions elliptiques, découvert par Abel. En août i844, il écrit de nouveau à Jacobi, cette fois au sujet de la transformation des fonctions elliptiques : il énonce alors les principes de la théorie des fonctions 0. Jacobi s'intéressa vivement à ces recherches, au point d'insérer les deux notes d'IIermite dans l'édition complète de ses œuvres.
Plus tard, en i855, Hermite étend aux fonctions abéliennes le problème de la transformation, résolu pour les fonctions elliptiques par Abel et Jacobi. Etant données les deux équations différentielles, qui pour un radical portant sur un polynôme arbitraire du cinquième ou du sixième degré, définissent les fonctions abéliennes, Ilcrmite considère simultanément les quinze fonctions uniformes quadruplement périodiques introduites par Gopel et Rosenhaïn, et qui sont les analogues de snx, cnx, dnx. Le problème de la transformation est dès lors ainsi posé : Pour un polynôme donné, déterminer un nouveau polynôme tel qu'en formant des combinaisons linéaires convenables des équations différentielles relatives à ce polynôme, les quinze fonctions abéliennes cor-
(') Cf. Vœmre scientifique de Charles IIermite par E. Picard, <( Acta mattiematica» , lome XXV.
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respondanlcs s'expriment rationnellement à l'aide des (|iiin/e pre- ■mières.
Pour résoudre ce problème algébrique, Ilcrmilc ^c place au point de vue transcendant et cherclie d'abord à étendre aux fonctions 0 de deux variables l'analyse qu'il indiquait jadis à Jacobi au sujet des fonctions 0 d'une variable. De grandes difficultés se présentaient aussitôt, difficultés qui furent plus tard l'occasion de remarquables travaux de MM. Clebscli, NcUber, Enriques, Caslelnuovo, Ilumberl, Picard. Nolons en passant que si les courbes algébriques possèdent un seul invariant, le genre, les surlaces en possèdent plusieurs. MM. Picard et Siniart ont résumé les questions de cette nature dans un beau traité, actuellement en cours de publication.
Les difficultés qui se présentaient à Ilcrmilc étaicul surtout de nature arithmétique et n'avaient pas leur analogue dans la théorie des fonctions elliptiques. De là, la nécessité de fonder en quelque sorte une branche d'analyse nouvelle, ce que sut faire llermite en un admirable travail, bien souvent commenté, et qui a ou\crt la voie à d'importants mémoires de Laguerre et de M. Jordan.
llermite n'abandonnait point pour cela la théorie des fonctions elliptiques, dont les belles formules, disait-il, remplissaient de joie son âme d'algébriste. En 1808, il reprend l'élude de leur transformation et y rencontre entr'autrcs une solution de l'équation du cinquième degré, solution non-algébrique, cela va sans dire, et analogue à la solution trigonométrique de l'équation du troisième degré. Celle solution s'elTectuc n l'aide des fonctions modulaires, dont le rôle important en arithmétique et en géométrie s'accentue en ce sens qu'elles ont conduit aux célèbres fonctions fuchsiennes découvertes par M. Poincaré,
Dès sa jeunesse, llermite fut séduit par la théorie des nombres. La lecture d'un théorème de Jacobi, démontrant l'impossibilité d'une fonction d'une variable à trois périodes, des Jh'clurclics arillimcli(ju('s de Gauss, l'amenèrent à étudier les formes quadratiques, c'esl-à-dire les polynômes homogènes du second degré, et à introduire dans cette théorie la considération de variables continues ; il en devait tirer nombre de résultats intéressants, ceux notamment qui concerne leur réduction. Citons encore ses beaux travaux relatifs à leurs invariants, où il devait se rencontrer avec Cayley el Sylvesler.
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Mais passons à un autre genre d'études qui eussent suffi à immortaliser le nom d'IIermite : les fractions continues algébriques.
Déjà la théorie des fractions continues arithmétiques, c'est-àdire la représentation approchée d'un nombre incommensurable par un nombre rationnel, avait été étendue aux fonctions d'une variable. Etant donnée une fonction d'une variable x développée en série de Taylor suivant les puissances entières, positives ou négatives, de X, on avait étudié les fractions rationnelles dont le développement suivant les puissances de x restituait, aux termes de degrés supérieurs près, le développement de la fonction, étude qui devait former plus tard le sujet de beaux mémoires contemporains. Ce mode de représentation conduisit Hermite à l'une de ses plus belles découvertes : la transcendance du nombre e, base des logarithmes népériens. Son point de départ, dans ce mémoire célèbre Sur la fonclion exponen/iel/e, publié en 1878, est l'approximation simultanée d'un certain nombre d'exponentielles de la forme c" au moyen de fractions rationnelles. Les différences entre ces exponentielles et les fractions rationnelles, ou fractions continues, qui les représentent approximativement, sont évaluées à l'aide d'intégrales définies ; faisant x = l dans les formules, puis supposant que a est un nombre entier, il en résulte cette conclusion : que t' ne peut satisfaire à aucune équation algébrique à coefficients entiers. L'intérêt qui s'attache à un nombre aussi fondamental que e, donnait un prix immense à cette découverte. Neuf ans plus tard, M. Lindemann, s'inspirant des études d'tlcrmite, faisait à son tour, et dans le même ordre d'idées, une découverte capitale : il démontrait la transcendance du nombre ~. Ainsi était établie rigoureusement et définitivement l'impossibilité de la quadrature du cercle, l'impossibilité de construire avec la règle et le compas un carré ou rectangle d'aire équivalente à celle d'un cercle donné : problème qui tenta les plus grands mathématiciens d'autrefois, et que, dit-on, s'entêtent encore à résoudre de vains chercheurs.
Weierslrass a donné en 1890 une démonstration directe de la transcendance de ces deux nombres c et ~, qu'Hilbert, en 189.3, réduisit encore, si bien que celte belle question est devenue classique.
Après son mémoire sur la fonclion exponentielle, Ilermile con- R. B. Tome II. ' i3
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tinua ses recherches sur les fractions continues algébriques. On connaissait depuis Gauss le rôle des polynômes de Legendre dans le développement de loi? on fraction continue, et les recherches
de MM. Heine et Christoffel avaient montré lesra[)porls qui existent entre la théorie des fractions continues et certaines équations diilVrentielles linéaires du second ordre. Ilcrmile étend tous ces résultats en montrant comment imc certaine équation d'ordie n -t- i , généralisant l'équation de Gauss, se lie aux modes d'approximations simultanées dont il avait donné une np[)Hcation dans son mémoire Sur la fonction exponentielle.
La théorie des fractions continues algébriques, qui semble devoir réserver tant de surprises aux géomètres est encore à peine ébauchée. Elle comprend deux [iroblèmes distincts : développer une fonction donnée en fraction continue, étudier la convergence du développement.
Il n'existe pas encore de méthode générale, analogue au théorème de Taylor, pour le développement en série, permettant de développer une fonction en fraction continue. Seules quelques fonctions fort simples ont été jusqu'ici développées et les mémoires que Laguerre a publiés à ce sujet font autorité.
Le problème de la convergence, éludié incidemment par Laguerre et Riemann, repris dans un cas étendu par Stieltjes, élève d'IIermite enlevé prématurément à la science, mis au concours en 1906 comme sujet du Grand Prix des Sciences mathématiques par l'Académie des Sciences de Paris, est loin d'avoir livré tous ses secrets. Une conclusion semble cependant se dégager de l'ensemble des travaux récemment publiés sur ce sujet, travaux tout particulièrement encouragés par MM. Appell et Mitlag-Lerncr : les fractions continues permettent de représenter les fonctions dans tout le plan de la variable, sauf sur certains arcs de lignes qui sont parmi les coupures voulues par la théorie des fonctions analytiques.
Les fractions continues seraient ainsi un instrument d'étude des plus puissants, dépassant comme valeur les séries de puissances et même les séries de polynômes, étudiées récemment par MM. Mittag- Lefller et Painlevé.
Hermite s'est aussi occupé de généraliser les fractions continues algébriques, mais bien qu'il en ait tiré des conclusions intéressantes, il semble que ce genre d'études doive attendre pour pro-
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presser que l'étude des fractions continues algébriques ordinaires soit plus avancée.
Parmi les travaux originaux d'Hermitc figurent aussi ses études sur la décomposition des fonctions doublement périodiques de troisième espèce. M. Appell devait y apporter des compléments très importants, qui contribuèrent à illustrer son nom.
Ilermite a joué un rôle des plus importants dans la science mathématique moderne, non seulement par ses écrits originaux, mais encore par son enseignement.
En 1869, il fut nommé professeur en Sorbonne et débuta par la théorie des équations. En 18-5, il devait abandonner l'exposé de l'algèbre et se consacrer au calcul intégral et à la théorie des fonctions. Son enseignement, fait de causeries merveilleuses, prononcées d'un ton grave, où des horizons immenses s'ouvraient tout à coup, a laissé un souvenir impérissable. Vrai directeur scientifique, il répondait par ailleurs à toute question, avec une bienveillance exquise, donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé qu'un savant ne contribue pas seulement aux progrès de la science par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils donnés, particulièrement à ceux qui entrent dans la vie scientifique. Sa correspondance avec Slieltjes, récemment publiée, en est la meilleure preuve.
L'enseignement d'Hermite à la Sorbonne a exercé une très grande influence. Ses cours ont été lithographies et tous les géomètres contemporains les ont lus et médités. C'est lui qui fit connaître en 1880, les idées du grand mathématicien A\ eierstrass et qui vulgarisa la théorie des fonctions analytiques, lui aussi qui illustra d'exemples classiques les propositions générales de Weierstrass et de Mittag-Lelllcr.
Par contre, Ilermite se sentait peu d'intérêt pour les raffinements de rigueur qu'on a voulu depuis quelques années introduire dans les fondements des mathématiques. Surtout il s'opposait à ce qu'on attirât l'attention des débutants sur ces sujets délicats et, sur ce dernier point, il avait raison, a L'admiration est le principe du savoir ; je m'autoriserai de cette pensée pour exprimer le désir qu'on fasse la part plus large, pour les étudiants, aux choses simples et belles, qu'à l'extrême rigueur aujourd'hui si en honneur, mais bien peu attrayante, souvent même fatigante et sans profit pour Iç
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commençant qui n'en peut comprendre rinlérèt. » Toute la méthode d'enseignement d'Iiermile, dit M. Picard dans sa belle monographie, tient en raccourci dans ces quelques lignes : personne plus que lui ne sut exciter Taduiiralion pour les choses simples et belles *.
* "Wrcnski. — Ifœnc }] ronshi, que nous citons à dessein ici, car il semble avoir été l'un des précurseurs de la science actuelle, naquit à Posen en 177S, ol niouiul à >'euilly en i83,'î. Il rut une existence fort agitée, combatt:inl dans les rangs de l'armée polonaise, puis s'engageanl au service de la Russie ot plus tard à celui de la France.
\Yronski a laissé une œuvre mathématique, médiocrement exposée par Montferrier, qui paraît importante, mais qui est mal connue. Ses travaux sur la résolution numérique des équations, sur certaines questions de l'analyse, ont une haute valeur.
11 s'est préoccupé de satisfaire l'ormcllemcnt aux systèmes algébriques ou différentiels par des développements en séries dont la convergence serait utilement étudiée *.
* Bertrand. — Joseph- Loiii.'i-François Bertrand naqu'ii h Var'is le II mars 1822 et y mourut le 3 avril 1900. Il fut enfant prodige au plus large sens du mol, connaissant dès l'âge de neuf ans les principes de l'algèbre et de la géométrie. A dix-sept ans, il était docteur es sciences mathématiques et fut reçu [)remier à l'Ecole polytechnique. In an plus lard, il fut admis à l'agrégation des facultés, puis à celle des lycées. Il sortit élève-ingénieur des mines de l'Ecole polytechnique. 11 quitta la carrière d'ingénieur pour professer au lycée St-Louis. tout en étant agrégé des facultés ('). Dans la suite, il enseigna l'analyse à l'Ecole polytechnique et la physique malhémaliquc au Collège de France.
(') * On sait que l'agrcgalion des Iclires cl l'agrcpalion des sciences confèrent un droit spécial à une chaire, non pas de rEnseigncnienl supérieurs, mais de rEnseignement secondaire. Au contraire, l'agrégation de médecine et l'agrégation de droit ouvrent les portes des facultés de médecine et do droit. Vers i85o, une agrégation des Sciences, spéciale aux professeurs de facultés, fût de même instituée ; mais elle tomjja bicnlùl en désuétude, lîertrand fût l'un des rares savants à se pourvoir de ce diplôme et, bizarrerie, il n'enseigna jamais dans les facultés. *
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Xous citerons ses mémoires sur les systèmes orthogonaux, sur la théorie des surfaces, sur une classe de courbes dont les normales principales sont aussi les normales principales d'une autre courbe, sur le nombre des valeurs cjue peut prendre une fonction quand on y permute les lettres qu'elle renferme, question étudiée déjà par Lagrange, Ruffini et Cauchy. puis par Tchebychef et le prince de Polignac.
En mécanique, Bertrand a publié une note intéressante sur la similitude en mécanique (question déjà abordée par Newton et [ ar Reech), sur les courbes tantochrones, un remarquable travail sur les intégrales communes à plusieurs problèmes de dynamique, un mémoire important sur un théorème de Poisson^ un autre sur le mouvement d'un point matériel, une note concernant les polyèdres réguliers étoiles, dus à Poinsot, enfin un Traité de Calcul différentiel et intégral justement apprécié.
Ses critères concernant la convergence des séries sont importants, nous l'avons dit.
On ne doit pas oublier que Bertrand a publié nombre d'articles de science vulgarisée et d'histoire des sciences, oii des faits du plus haut intérêt sont exposés dans un langage digne des maîtres de la littérature française. "'
* Laguerre. — Edmond Lagucrre naquit à Bar-leDuc le 9 avril i834 et mourut le l'i août 1886. Nous avons déjà parlé de ses travaux et nous n'y reviendrons pas, mais nous devons une courte notice à ce mathématicien de grand talent qui n'eut qu'un seul défaut : être trop modeste.
Son œuvre se compose de i4o notes ou mémoires se rapportant à l'emploi des imaginaires en géométrie, aux applications du calcul intégral et de la théorie des formes à la Géométrie, à la Géométrie infinitésimale, à la Géométrie de direction, aux méthodes d'approximation pour certaines fonctions analytiques, à la résolution numérique des équations, aux équations dilTérentielles et aux fonctions elliptiques, aux fractions continues algébriques. Ses travaux ont été publiés par les soins de l'Académie des sciences et on ne peut que regretter que cet esprit original et fécond ait été enlevé à la science si prématurément. Laguerre, officier d'artillerie, était répétiteur et examinateur à l'Ecole polytechnique, professeur
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suppléant au Collège de France. Il mourut peu après son admission h l'Académie des sciences. *
* Stieltjes. — Tliomas-Jean Sliclljes naquit à Zwolle, en Hollande, le 29 décembre i856 et mourut à Toulouse en i8()3. Fils d'un ingénieur distingué, il lit de brillantes études scienlifiqurs et entra en 1877 à lObservaloire de Leyde, où il se consacra pendant six ans à une étude approfondie de l'Astronomie. En même temps, il se livrait à des recberclies bistoriques concernant cctto brancbo de la science, et l'on sait aujourd'hui quel intérêt s'attache aux découvertes qu'il y fit. En 1880, il demandait, mais en vain, une chaire de mathématiques à l'univcrsilé de Groningue. 11 vint alors étudier à Paris et fut appelé en 1886 à la faculté des sciences do Toulouse.
La période la plus féconde de sa trop courte vie scientifique commençait.
Son principal travail a trait aux fractions continues algébriques et à la convergence de certaines de celles ci : Le premier peut-on dire, il fit quelques pas dans celte voie difficile de l'analyse, qui semble réserver tant de surprises aux malhémaliciens, encore qu'elle ait à peine été étudiée. Citons aussi ses recherches d'arithmétique supérieure.
Sa correspondance, avec Ilcrmilc a été récemment publiée et montre à l'évidence que Stieltjes doit être considéré comme l'un des grands mathématiciens des temps moderne s. Nous avons eu l'occasion d'analyser plusieurs de ses travaux et ceux de ses continuateurs : nous n'y reviendrons pas.*
Géométrie analxtu/iie. — Il est utile maintenant d'attirer l'attention sur une autre division des mathématiques pures, la géométrie analytique, qui a reçu, ces dernières années, de grands développements. Le sujet a été étudié par une foule d'auteurs modernes, mais nous ne nous proposons pas d'exposer leurs recherches ; nous nous contenterons simplement de mentionner les noms des mathématiciens suivants.
.htmcs Boolh {^) {i8oQ-i8']S) clJames Mac CliIIckj/i (-) (1809-
(') Voir son Trcalisc on soinc new Geonu-lriral mctiiofh, Londres, 1878.
(^) Voir la collcclion de ses œuvres ôdiléc [lar Jeli.ettcI IIa>(;ton, Dublin, 18G0.
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i8/i()) tous deux de Dublin, ont été, au xix" siècle, deux des premiers écrivains de la (irande Bretagne qui se soient occupés de géométrie analytique; mais leurs éludes concernent surtout des sujets déjà étudiés avant eux. Jnlius Plticker i') fi8oi-i868), de Bonn, introduisit de nouveaux développements dans cette science; il se consacra spécialement à l'étude des courbes algébriques, à une géométrie dans laquelle la droite est l'élément de l'espace, à la théorie des congrucnces et des complexes. * On lui doit encorel'importante méthode des notations abrégées, les coordonnées tangenlielles, les coordonnées trilinéaires, l'emploi des formes canoniques. On doit aussi à Plïickerdes recherches concernant les singularités dites ordi/iaires des courbes planes algébriques, recherches auxquelles la notion de clas.se, introduite par Gergonnc, donna naissance.
Gergonnc\ né à Nancy en 1771, mort à Montpellier en iSSg, professeur à l'Ecole Centrale de iNîmes, professeur d'astronomie à Montpellier, recteur de l'Académie de celle ville, exerça une grande influence sur la Géométrie de son temps par ses Annales de Mathématiques, pvxhViées à Nîmes de 1810 à i83i, et qui furent pendant plus de quinze ans la seule publication du monde entier exclusivement consacrée aux mathématiques. Il sut reconnaître la valeur des méthodes de Poncelet et les perfectionner même par le principe de dualité.
Les célèbres formules de Pliickcr, auxquelles nous avons fait allusion plus haut, ont été généralisées par Salmon et surtout par Gayley qui, ajouterons-nous à ce propos, a contribué pour une bonne part à la théorie des surfaces du 3° et du \'' ordre *.
En 18/^7, Pliicker échangea sa chaire de mathématiques pour une chaire de physique ; ses nouvelles recherclics se rapportent au spectre solaire et au magnétisme.
La majeure partie des mémoires qu'écrivirent .1. Cayley et Henry Smith sur la géométrie analytique concernent la théorie des courbes et des surfaces; les plus remarquables de L.-O. //e5.?e (1811-187/1) de Munich, sont relatifs à la géomélrie plane dos courbes; * mieux que Pliicker, il sut développer la méthode des homogènes; il enrichit, ainsi que PaulSerret, la théorie des surfaces
(') I^es œuvres n'unies de Plucker, en trois voliuncs, éditées par A. Sguckm- FLiEs et F. PocKELs, Ont été publiées à Leipzig, 187:), 1896.
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du 2" ordic d'une l'oulc de propriétés cléfranles* ; ceux de M. Da/boux, traitent de la géométrie des surfaces ; ceux de G.-JI. Halphen et de M. Appell s'occupent des particularités des surfaces cl des courbes gauches. Les singularités des courbes et des surfaces ont également été étudiées par IJ.-C. Zeutlwn, de Copenhague, et par II.-C.-IJ. Schubert ('),de llandiourg. La théoriedes courbes gauches a été discutée par M. N<ilhei\ d'Krlangen ; cl li.-F. A. Clehsrh, a appliqué à la géométrie le théorème d'Ahel.
* Mobiiis 1790-18G8, a délrrminé les formes des dilTéronlcs cubiques au moyen de considérations purement géoméiriques et Zcnlhen a discuté celles des courbes planes du quatrième ordre ; F. Klein a relié les résultats de Zeulhen à ses recherches sur les surfaces cubiques, Kohn s'est occupé des surfaces du quatrième ordre, Dych a représenté au moyen de surfaces les fonctions d'une \ariablc complexe, Schnn flics et ]an \'leck ont étudié les polygones tant rectilignes que curvilignes *.
Parmi les plus récents classiques sur la géométrie analytique, nous citerons : l'ouvrage de Clebsch VorleswKjcn tibcr (]comctric, édité par F. Lindemann ; les Conic sections, la Geometry oj three Dimensions, cl Ilifjher plane Cames, de G. Salmon ; * les principales découvertes de ces savants sont respectivement reproduites dans ces traités dont les éditions françaises ont eu une grande vogue *.
Enfin, nous pouvons faire allusion à l'extension apportée à la géométrie analytique par II. -G. Grassnuinn, en i8/|'i et 18G2, G.- F.-B. Jiiemann, en i8j'i, .1. Cay/ey et plusieurs autres, à qui on doit l'idée de l'espace à n dimensions.
* Clebsch (-) Rudolf Friedrich Alfred Clebsch, naquit à ]\<)nigsberger, en Prusse, en i833 et mourut en 1872. De iSjS à i8(>3, il occupa la chaire de Mécanique rationnelle au Polytcchnicum de Garlsruhe, et passa de là à l'Université de Giessen, puis à celle de Gotlingue. Nous allons compléter ici ce que nous avons dit précédemment à son sujet. Ses travaux concernent la physique mathématique, le calcul des variations, les équations aux dérivées partielles du premier ordre, la théorie analytique générale des courbes et
(•j Les leçons de SciauEnTonl clé puljliccs, Leipzig, 1879. (-) * Nous cmiiriiiiloiis ccUc (uldllimi, cl plusieurs aulrcs, à VEltuIr sur le dévehiiiiicmrnl ilcs nu'tltmles iiroiitrlriijitcs tic M. D\niiOLX,jG.-V., à Paris, igo.'i.*
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des surfaces, les fonctions abéliennes et leurs applications géométriques, les invariants. Il sut faciliter l'accès de l'œuvre de Kiemann et y ajouter un intérêt concret par ses considérations géométriques. La manière dont il a généralisé tonte la théorie des fonctions abéliennes a une grande valeur et a donné lieu à de remarquables travaux de Nother, de MM. Picard, Poincaré et Appell.
Dans le dernier mémoire que Clebsch a écrit, il est question de l'application des fonctions abéliennes aux équations différentielles, aux transcendantes que définissent de telles équations. De même que les intégrales abéliennes peuvent être classées d'après les propriétés de la courbe fondamentale qui reste inaltérée pour une transformation rationnelle, de même Clebsch classe les transcendantes définies par les équations différentielles, d'après les propriélés invariantes des surfaces correspondantes pour des transformations rationnelles bi-uniformes. Ce point de vue a été repris, et de très-pénétrante façon, par M. Painlevé.
L'œuvre de Clebsch se relie surtout à celles de Gordan, Salmon, Cremona, Steiner et Riemann. On peut dire de lui qu'il a introduit dans la science des idées vraiment nouvelles et fécondes, en généralisant comme il l'a fait la théorie des fonctions abéliennes, et que le manque de rigueur dont il a parfois fait preuve tient plutôt aux usages de son temps qu'à sa propre tournure d'esprit.
Il montra, le premier, dans une longue série de travaux, toute l'importance de la notion de genre d'une courbe, en développant une foule de résultats et de solutions élégantes que l'emploi des intégrales abéliennes paraissait, tant il était simple, rattacher à leur véritable point de départ. L'étude des points d'inflexion des courbes du 3" ordre, celle des tangentes doubles des courbes du 4" ordre et, en général, la théorie de l'osculation, sur laquelle s'étaient si souvent exercés les anciens et les modernes, furent rattachées au beau problème de la division des fonctions elliptiques et des fonctions abéliennes. Dans un de ses mémoires, Clebsch avait étudié les courbes rationnelles ou de genre zéro ; cela le conduisit, vers la fin de sa vie trop courte, à envisager ce qu'on peut appeler aussi les surfaces rationnelles (') *.
Cj * Cf. F. In.lei>-, Conférences sur les maUiémaliques, Hermann, à Paris,
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Annlvse. — * Nous sommes loin aiijourd'hui sur la route qu'ont ouverte Leihnilz et Newton, ces deux inventeurs du Calcul inlinitrsimal. si loin que non seulementon embrasse avec peine le chemin parcouru, mais encore qu'on distingue malaisément les nombreux embranchements créés dans la dernière moitié du \ix" siècle.
Même il est de simples mots, tels que celui de fonction, auxquels nous n'attachons plus du tout le même sens que les mathématiciens d'il y a cent ans.
Pour eux, une l'onclion était ce qu'est aujomd'luii une fonction pour les débutants. Si nous devons laisser ceux-ci à leur illusion,, de crainte de décourager leur bonne volonté, il n'empêche que le vocable a profondément changé de sens.
Quel en est le sens actuel 1' L'expliquer ici sera résumer l'histoire des mathématiques récentes et donner un aperçu, en son lieu, de ce qu'elle est. Les développements qui viendront dans la suite en seront singulièrement éclaircis.
Nous n'admettons plus qu'une fonction d'une variable soit simplement l'cnlité qu'on peut représenter par une courbe formant un trait continu.
Aux fonctions continues sans dérivées, découvertes par Riemann et Weierstrass, ne correspond en effet aucune courbe ; à certaines fonctions x '=/{!), Y = '-^(0' correspondent des aires et non plus des courbes, comme l'a montré M. Peano : quand / varie de a h h, le point X, y peut prendre des positions quelconques dans un certain rectangle. Si F(x, y) est continue par rapport à x et par rapport à y, V {x, y , nous apprend M. Dini, peut ne pas être continue par rapport à l'ensemble de x et de y. M. Lebesgue montre à son tour que les surfaces développables ne sont pas seules applicables sur un plan, car on peut, à l'aide de fonctions continues, obtenir des surfaces correspondant à un plan, de telle sorte que toute ligne rectifiable du [)Ian ait pour correspondante une ligne rectifiable de même longueur de la surface, la surface n'étant pas réglée.
Le conce{)t de fonction est donc quelque chose de plus complexe qu'on ne se l'imaginait autrefois.
On tend de plus en plus à définir, en général, les fonctions par une collection de fonctions simples : séries de monômes, séries de polynômes, séries trigonométriques ; et c'est l'élude approfondie de ces collections qui a changé l'idée qu'avaient nos ancêtres du mol
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fonction. Il se trouve, en effet, qu'on ne peut, par exemple, traiter une série de monômes comme un simple polynôme.
C'est l'idée des séries trigonométriques qui a ouvert la voie nouvelle.
Daniel Bcrnoulli montre le premier qu'on peut satisfaire à certaine équation dilfércntielle par une série trigonométrique. Fourier affirme ensuite que toute fonction peut être représentée entre les va leurs 0 et 2- de Fargumentpar un développement de cette nature et qu'un même développement peut, entre ces limites, représenter des fonctions correspondant à des arcs de courbes différents. Plus tard, Dirichlet soumet à un examen sévère les séries trigonométriques. 11 précise la condition suffisant à ce qu'un développement trigonométrique représente une fonction donnée dans l'intervalle de 0 à 27r, Du Bois ReymondetM. Jordan montrent qu'une fonction continue n'est pas toujours développable en série trigonométrique. Par contre, Riemann cherche les conditions nécessaires au développement; M. Lerch aussi, apporte une importante contribution à ce chapitre de l'analyse.
Fourier a ainsi posé le problème des séries trigonométriques^ élément analytique aussi capital que la série de Taylor en relation étroite avec lui (').
Tout particulièrement, les expressions des fonctions elliptiques par des séries simples de sinus et de cosinus, telles que les donne la formule de Fourier, ont, à bien des points de vue, une grande importance en Analyse et dans ses applications à la Physique, à l'Astronomie, à la théorie des nombres. Dans un mémoire justement célèbre Sur les intégrales des fonctions à maltiplicateur, M. Appell a donné des développements analogues des fonctions quadruplement périodiques de deux variables inverses des intégrales hypcrelliptiques de première classe.
Nous aurions beaucoup à dire encore sur ce sujet. Nous devons nous borner et passer à d'autres ordres d'idées.
La classification des équations aux dérivées partielles, intégrées au point de vue de la Physique mathématique, dépend de la théorie des caractéristiques^ avec Monge, Cauchy, Backlund,. MM. Goursat, Beudon.
(') Cf. Les ouvrages et mémoires récents de MINI. Lebescle et Fatou.
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Tenons-nous en au second ordre. Avec les caraclérisliques imaginaires, on a alTaireau type c/li/ili^/iieel au problème de Diriclilct : l'on donne, sur un contour rermé, une donnée, soit la fonction, soit la dérivée normale. C'est ici que se placent les admirables travaux do Uicmann, Lamé, C. et V. Neumann, Scbwarlz, Uobin, Al M. Poincaré, Liapounof, Slocklof, Korn, Zarcmba, Ilarnak, Pockels.
Tout récemment, M. Frcdbolm a obtenu une forme, à peu près définitive, delà solution, par sa magnifique résobilion des équations fonctionnelles contenant une fonction inconnue, au premier degré, sous le signe de quadratures. Il y a là un progrès éminent, qui n'en laisse pas moins subsister l'essentiel des travaux plus anciens. Déjà, MM. Ililbert, Picard, Scbmidt ont ajoul(' d'importants résultats à ceux de jM. Frcdliolm. En particulier. M. Hilbcrt part du problème fini, discontinu, pour retrouver les transcendantes de M. Fredliolm, ce qui est très intéressant. Et toutes les fonctions fondamentales de Laplace, Lamé, Poincaré, etc.. sont retrouvées, aves ces fonctions intégrales, d'une manière nalurelle.
D'autre part, à la suite de M. Hilbert, plusieurs auteurs ont étudié les problèmes deDiricblet, comme le faisait Riemann, c'està-dire au point de vue du calcul des variations, et avec les précisions que Ion apporte ici depuis \A'eierslrass.
M. Picard, par la méthode des approximations successives, a d'ailleurs intégré des équations plus compliquées encore ; il a apporté des résultats fondamentaux au sujet de la nature analytique des solutions, suivi, en tout cela, par MM. Zaremba, Le Roy, Bernstein, etc. Ces approximations successives ont été appliquées, avec un égal bonheur, par M. Picard, aux équations hyperboliques, aux équations fonctionnelles (et ici se place un travail intéressant de M. Leau) aux équations différentielles ordinaires. Enfin, ]\L Coursât les a appliquées à la recherche des fonctions implicites. Il y a là une méthode des plus fécondes, et dont l'importance a été reconnue à l'occasion des équations de la Physique, traitées constamment, il est vrai, à un point de vue qui dépasse en généralité celui de la Physique matliémaliquc, et qui diffère du point de vue Cauchy-Kowalewski.
Passons au type hyperbolique, c'est-à-dire aux équations qui ont leurs caractéristiques réelles.
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On a alors affaire au problème de Gaucliy, sauf que les données ne sont pas forcément analytiques, comme le suppose la démonstration de JM""' de Ko^^ale^vski.
Riemann avait donné une méthode célèbre pour l'intégration dela plus simple des équations hyberboliques, à deux variables indépendantes. Pour l'équation des ondes spliériques, à quatre variables indépendantes, on avait les beaux travaux de Poisson et de KirchliofT: on pourra consulter à ce sujet les belles leçons de M. P. Duliem. Récemment, M. Vito Volterra a renouvelé la question, par son étude de l'équation des ondes cylindriques, à trois variables indépendantes.
Ses travaux ont été suivis de ceux de ^I. 0. Tedone, de M. J. Coulon, quia donné d'intéressantes interprétations plnsiques de ses résultats, de M. R. d'Adhémar, qui a introduit la notioa très objective de conormale et qui, en même temps que M. Hadamard, a fait usage des parties finies d'intégrales infinies. M. Iladamard publie, en ce moment, d'importants travaux sur ces questions, dont on commence à apercevoir la solution générale.
On possède ainsi de beaux ensembles de résultats sur les problèmes elliptiques et hyperboliques et, suivant l'expression de M. Hadamard, des problèmes nouveaux, qu'on peut qualifier de mixtes, se poseront : en des régions différentes de la frontière donnée, les données seront de nature différente.
Nous ne saurions oublier ici que M. Delassus^ qui a étendu les résultats de MM. Méray, Riquier, Bourlet, sur le théorème de Cauchy-KoAvalewski, a aussi fait l'extension de la méthode de Riemann aux équations hyperboliques à deux variables. M. Le Roux a apporté une contribution importante à l'étude de ces questions, ainsi que MM. Blanchi, Nicoleili ('). Nous devons encore citer, au sujet des équations différentielles, les études de M. Appell sur certaines équations spéciales, celles de M. Cotton sur les formes associées, de M. Hedrick sur la nature analytique des solutions, les théorèmes d'existence de M. Holmgren, les travaux de MM. Bocher, Levi-Civita, Lauricella, Arn. Sommerfeld.
On voit assez combien l'étude des équations différentielles peut
(*) * Cf. IIadamamd, Leçons sur la théorie des ondes, Paris, 1902, ce R. d'ADuÉMAR, Les équations aux dérivées partielles, Paris, 1907 *.
2()G HISTOIKE DES MATHÉMATIQUES
se faire à des points de vue diiïércnts, el quel a été, là comme ailleurs, le grand rôle de Cauchy.
11 faut dire, cependant, que Cauchy et ses disciples français n'ont point étudié les points singuliers dénommés essentiels, dont le
point : =^ o pour la fonction c- donne l'exemple le plus simple. C'est AYeierslrass qui montra, par la considération des facteurs primaires, que dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé, une fonction uniforme peut se représenter par le quotient de deux fonctions uniformes n'ayant pas de pôle de ce point^singulier et que, dans le voisinage d'un tel point, la fonction s'approche autant qu'on veut de toute valeur donnée.
M. Picard cl, longtemps après lui, AI. Schottky, a élahli ce très important résultat : que dans le voisinage d'un point singulier essentiel isole, la fonction prend rigoureusement une infinité de fois toute valeur donnée, sauf pour deux valeurs particulières, au plus. Après M. Picard, M. Borel a approfondi et généralisé ce théorème.*
Signalons maintenant les travaux de M. Iladamard sur le genre des fonctions entières et l'application qu'il en a faite à l'élude de la distribution des racines d'une fonction qui se rencontre dans l'élude des nombres jiremiers, ceux de M. Borel sur les zéros des fonctions entières, ceux de M. Darboux sur Tapproximalion des fonctions de grands nombres, ceux enfin de M. Lindelof sur le prolongement analytique, renvoyant pour cette dernière question à ce que nous avons dit précédemment, mais nous ne saurions oublier ici que M. Appell, M. Picard aussi, a fait une magistrale élude de fonctions généralisant certaines intégrales abéliennes, qui se présentent dans la recherche des coefficients des fonctions abéliennes de deux variables, quand on les développe en séries trigonométriques.
Nous aurions encore à énumérer diverses découvertes importantes concernant les fonctions de deux variables cl à [)arler à ce propos des travaux d'Ilcrmile, de M. Picard (' . de M. Bourget, de M. llumbert, qui ont attaché leurs noms aux groupes hyper-
P) * Nous nous sommes larironicnl iiisjiircs dans celle noie cl dans plusieurs autres des Gonfûrenccs faites par ^!. Picard en Améri(juc ((jautliior-\ iiiars .'i Paris, içjob) *.
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fuchslens et hyperabélicns, aux fondions ubéliennes singulières, mais nous sortirions peut-être du cadre de cet ouvrage.
Nous ne saurions trop insister cependant sur la théorie des groupes, fondamentale aujourd'hui_, car les groupes sont à la base de l'algèbre toute entière, théorie des formes, des invariants, etc., et de l'analyse. Ils définissent des transcendantes, telles que les fonctions fuchsiennes de M. Poincaré, nommées automorphes par MM. Klein et Fricke : ici se placent de remarquables travaux de MM. Humbert, Lerch, Picard, Stouff, Alezais.
Avec MM. Klein, Jordan, Poincaré, Painlevé, Boulanger, les groupes discontinus finis interviennent dans la théorie des équations différentielles linéaires. Les groupes continus sont à la base de la théorie généralisée de lintégration des équations aux dérivées partielles, de S. Lie.
M. Picard, suivi par MM. Drach et Vessiot, a inauguré la classification générale des transcendantes par les groupes. La considération des groupes de transformation à un nombre fini de paramètres a conduit enfin ^L Vessiot à une théorie complète de l'irréductibilité des systèmes différentiels, couronnée par l'Académie des Sciences.
C'est dire quelle place Galois et Lie tiennent dans la science actuelle. De ce dernier savant, dont le rôle n'a pas été complètement mis en lumière par M. Rouse-Ball, citons encore la Géométrie des sphères, développée par M. Darboux, et qui fait correspondre les lignes de courbure d'une surface aux lignes asymptotiques d'une autre surface, ses travaux sur les transformations de contact, dont bien des cas parlicuUers avaient déjà attiré l'attention des géomètres, telle la variation du paramètre, exposée par Lagrange dans le problème des trois corps ; une des plus importantes applications des transformations de contact se rencontre dans la théorie des équations aux dérivées partielles qui, à ce nouveau point de vue, acquiert un degré de profondeur jusqu'alors inconnu ; la véritable signification des mots solution, solu lion fjéncrale, complète, sing litière, introduits par Lagrange et Monge, devient tout-à-fait claire. Nous aurons à revenir sur ces questions et il apparaîtra alors que Lie tient l'une des premières places dans la science actuelle.
Peut-être est-il bon de rappeler ici qu'avec ALM. Fuchs et Poin-
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carc. M. Painlevé a montré quel grand rôle jouail dans l'inlénfration d'importantes équations dilTérentiellcs non linéaires la célèbre équation de liiccati en tant qu'élément de réduction.
Puis, ce sont les conditions déterminant les intégrales des équations dilTércntielles qui prennent de nos jours des formes très diverses. Ainsi certaines données peuvent remplacer les conditions usuelles de continuité.
Bien dilTércntes de cet ordre d'idée sont les questions qui concernent la rcclierciic effective des intégrales. Après Kulcr, Lagrange et Mongc (Mongc dont de beaux travaux sur des questions de minimum ont été heureusement repris par M. Appell, Monge, cette gloire de la science française dont, croyons-nous, M. Rouse-Ball n'a point assez fait ressortir le mérite, qui ne connaît son admirable ouvrage sur les applications de l'analyse à la Géométrie après Ampère encore, M. Darboux a publié un mémoire fondamental sur les équations du second ordre. AI. fiom'sat a rassemblé dans un ouvrage considérable les méthodes proposées, en y ajoutant ses belles découvertes personnelles.
MM. Lerch, Appell, Picard, Goursat ont étudié aussi les séries hypergéométriques à deuxct plusieurs variables, M. Appell enfin, l'inversion des intégrales doubles, les fonctions abélicnnes, les fonctions qui généralisent les fonctions circulaires et Eulérienncs, le développement en série de fonctions holomorphes et d'importantes équations dilïérentielles qui se rencontrent en mécanique.
Nous devons rai)pclcr ici que plusieurs mathématiciens contemporains, ceux que nous venons de citer surtout, ont ouvert celle belle voie qui généralise la notion d' in h';/ raie abélienne.
Les intégrales de fonctions rationnelles attachées à une courbe algébrique donnent les propriétés essentielles de cette courbe ou. si l'on veut, de l'irrationnelle algél)rif(uc à un paramètre. L'élude des surfaces, ou irrationnelles algébriques à deux paramètres par les intégrales doubles complexes attachées à la surface est non moins intéressante. Elle a été remarquablement abordée par M. Picard. Le problème est d'ailleurs lié à VAiialysis siliis, où viennent se placer de beaux travaux de M. Poincaré.
Rappelons encore à propos de ce dernier paragraphe les noms de MM, Enriques. Gastelnuovo, lluiubert, Séveri, Lacazc. Traynard, Belti, lleegard.
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A l'occasion de Caucliy, enfin, nous avons vu combien, aujouril'luii, l'idée de fonction analytique est fondauienlalc encore que dérivée de son sens piiniilif, puisque MM. du Bois Reyniond, Pringsheiui, Leich. lîorcl ont fait connaître des fonctions non analytiques ayant toutes leurs dérivées jusqu'à l'infini. En ces dernières années, et après A\ cierstrass, toutes les questions de principe ont été élucidées. C'est ainsi que la théorie des Ensembles, fondée par M. Cantor, est venue se placer à la base des plus larges classifications, et a permis d'en faire un corps de doctrine d'une harmonie parfaite. Citons à ce propos les travaux de M. Baire sur les fonctions discontinues, ceux de Riemann^ de MM. Jordan, Darboux, Lebesgue, de la Vallée-Poussin, sur les fonctions intégrables et sommables, ceux de M. Osgood sur la convergence des séries^ uniformes ou non.
Toujours dans le même ordre d'idées, Weierstrass, MM. Poincaré, Borel, Pringsheim,Lcrch, Zoretti ont heureusement étudié les prolongements analytiques, avec ou sans espaces lacunaires, Laguerre, MM. Borel, Lindeluf et P. Boulroux ont lié la croissance des fonctions aux notions de genre et d'ordre, jM. Painlevé enfin a étudié les équations différentielles à ce même point de vue, fondamental, de la croissance.
M. Appell, dans son mémoire sur les fonctions périodiques de deux variables, ainsi que MM. Picard, Poincaré et Ivœnigs, ont abordé le problème extrêmement dilficile de définir les fonctions par des relations fonctionnelles. Ce problème du plus haut intérêt offre un champ des plus vastes aux mathématiciens de l'avenir.
D'autre part, on a vu combien les travaux concernant les fonctions spéciales, elliptiques, abéliennes, fuchsiennes, hyperabéliennes, hyperfuchsiennes. Zêta et autres ont pris d'importance dans ces dernières années.
Plus haut, nous avons assez longuement parlé de la Théorie des nombres et de l'Algèbre. Une mention spéciale doit cependant être accordée aux travaux récents de M. Lerch sur certains théorèmes d'Arithmétique et les formes quadratiques et à P. Tchébychcf, qui naquit le 2G mai 182 1 à Borovsk, en Russie, et mourut à Pétersbourg le S décembre iSg'i. Nommé professeur à l'université de cette ville en i853, il y professa des cours fort estimés sur les intégrales définies, sur les équations différentielles,
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sur la théorie des nombres et sur le calcul des probabilllt's. En 1874, il fût élu associé de l'Académie des sciences de Paris. Tcliébvchef est un arithméticien de valeur, bien qu'il se soit surtout occupé de l'application des mathématiques aux sciences expérimentales : questions de maximum et de minimum d'un genre dilTércnt de celles qui conduisirent à l'invention du calcul dillérentiel et du calcul des variations, recherches des valeurs approchées des nombres, des fonctions, des intégrales, recherches sur los fractions continues et, surtout : théorie des probabilités, où il se montre analyste de talent. Peut-être pourrait-on regretter qu'il n'ait point poursuivi ses premières recherches sur la théorie des nombres, où il ('tudia avec bonheur In loi de distribution des nombres premi:'rs.
Rappelons en dernier lieu que Fourier a le premier envisagé un svstémc d'équations du premier degré en nombre infini, les inconnues étant elles-mêmes en nombre infini. De tels systèmes se présentent dans plusieurs systèmes d'analyse, quand on veut développer le quotient de deux séries trigonométriques, quand on veut intégrer une équation dilTérenticlle linéaire à coefficients périodiques au moyen d'une fonction périodique ou au moyen du produit d'une telle fonction par une exponentielle, problème qui se pose en m'canique céleste.
M. Poincaré a fait de ces systèmes d'équations une magistrale étude et a montré que, fait singulier, des égalités en nombre infini peuvent, dans certains cas être remplacées par des inégalités en nombre infini, aussi.
L'analyse se limiterait donc singulièrement en se bornant à l'étude des systèmes d'équations en nombre fini, algébrique ou non, encore que les premières, et parmi celles-ci les phis simples seules, soient bien connues.
Ajoutons qu'en ces Aingt dernières années, de remarquables traités classiques d'Analyse ont vu le jour, ceux de MM. Jordan, Picard, Humbert, Goursat, de la Vallée Poussin, Appell, pour ne citer que les auteurs français *.
Géomclvic SYnllu'tiijuc. — Les écrivains que nous venons de citer se sont, pour la plupart, intéressés à l'analyse.
Nous allons maintenant parler de quelques-uns des travaux les
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plus impoilanls du siècle concernant la géométrie synthétique ('). On peut dire (juc la géomélric synthétique moderne a son origine dans les travaux de l'illustre jNlonge, en icSoo^ de Garnot, en iSo3, et de Poncelet, en 1822 ; mais les œuvres de ces savants laissent seulement entrevoir la grande extension que cette hranche des mathématiques devait recevoir en Allemagne et en France et dont Steiner, Von Staudt et Chaslcs sont peut-être les auteurs et les propagateurs les plus connus.
Steiner (-\ — Jacoh Steiner, « le plus grand géomètre depuis Apollonius », naquit à Utzensdorf, le 8 mars 1796, et mourut à Berne, le i*" avril i863. Son père était campagnard et jusqu'à làge de quatorze ans, l'enfant n'eut aucune occasion d'apprendre à lire et à écrire. Dans la suite, il se rendit à Ileidelberg, puis à Berlin, subvenant à ses besoins en donnant des leçons. Son ouvrage, Systemalische Entwickelwigen, fut publié en i832 et sa réputation fut aussitôt faite : il contient une discussion complète du principe de dualité, des relations projeclives et homographiques des points en ligne droite, des faisceaux de droites, etc., basée sur les propriétés métriques. Grâce à l'influence de Grelle et Jacobi, qui furent frappés de la puissance de cet ouvrage, une chaire de géométrie fut créée pour Steiner, à Berlin, et il l'occupa jusqu'à sa mort. Les plus importantes de ses autres recherches sont contenues dans des notes parues à l'origine dans le Journal de Crelle, et sont comprises dans sa Synthelische Géométrie : elles traitent principalement des propriétés des courbes algébriques et des surfaces, des podaires et des roulettes, des maxima et minima ; la discussion est purement géométrique. Les ouvrages de Steiner peuvent être considérés comme une autorité classique en ce qui concerne la géométrie synthétique récente. * Steiner se rencontra avec Cayley, Salmon, Gremona, dans l'étude des surfaces
(') Les œuvres réunies de Steiner, éditées par Weieustrass, ont été publiées en deux volumes, Berlin, 1 881 -8a. Un récit de sa vie se trouve dans Erinneriinfj (in Steiner, par C.-F. Geiser, Schaffhausen, 1874.
(^) UAperçii historique sur Voricjine et le développement des inéllioiles en géométrie, par M. CuASLES, Paris, seconde édition, 1873, et Die synthelische Géométrie in Alterlltum und in der Neuzcil, par Th. Reye, Strasbourg, 1886, contiennent d'intéressants résumés de l'histoire de géométrie ; mais l'ouvrage de Ch.vsles est écrit à un point de vue exclusivement français.
du 3" ordre, devenue aussi simple et aussi facile que celle des surlaces du second ordre. On ne saurait en dire autant des surfaces du Ix" ordre, étudiées aussi par Stciner, kumuier, Cayley, Moutard, Laguerre, Gremona, pour ne citer que les plus anciens. Sleiner, avec Pliicker, a apporté d'importants développements à la théorie des polaires *.
Von Staudt- — Ln système de géométrie pure, complètement distinct de celui mis au jour par Steiner*et Chasles*, fut proposé par Cliarles-Geori/es-Chrislidii van SIhikII, né à Rothenburg, le '.>J[ janvier i7(S8, mort en 18G7, et qui occu[)ait la chaire de malhéniatiques, à Erlangcn. Dans sa Géométrie (1er Lnije, il proposait un système de géométrie construit sans aucune référence au nombre ou à la grandeur et, malgré sa forme abstraite, parvenait à établir les propriétés projectives non-métriques des figures, envisageait les ])oints imaginaires, les lignes et les plans et même obtenait une définilion géométrique du nombre : ses vues furent encore étendues dans son ouvrage Be'dru<je zur Géométrie der LcKje, iSôG-iiSGo. Celte géométrie est curieuse et brillante ; elle a été utilisée par Culmann, dans sa statique graphique dont elle forme la base.
Gomme ouvrages classiques sur la géométrie synthétique, nous citerons : le Traité de fjéomdtrie supérieure, de Ghasles, 1802 ; Vorlesungen iiber synthelische Géométrie, de Steiner, 1867 '■> ^^^ Eléments de géométrie projective, de Gremona, et la (Géométrie der Lage, de Th. Reye, Hanovre, 18G6-18G8. Une bonne exposition des méthodes modernes de la géométrie pure se trouve dans l'ouvrage Introduzione ad uiia teoria geometrica délie curve piane, 18G2, continué par Preliminari di una teoria geometrica délie superficie, de Luigi Gremona, dé l'Ecole polytechnique de Rome,
Les différences dans les idées et dans les méthodes anciennement observées entre la géométrie synthétique et la géométrie analytique tendent à disparaître avec leur développement ultérieur.
* Dupin. — Pierre-Charles-Franrois baron Dupin, naquit à Varzy près Nevers, d'une famille d'ancienne bourgeoisie, en 1784, et mourut à Paris en 1873. Il entra à l'Ecole polytechnique et en sortit à dix-huit ans avec le litre d'ingénieur des constructions navales.
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Ses travaux sur \cs surfaces cycUdes, en suite de ceux de Fermât, Eulcr et jMonge, et avant ceux de M. Darboux, sont justement célèbres ; mais sa carrière très active d'ingénieur, à Anvers, à Corfou, à Toulon, ne lui laissait guère le loisir de se livrer à ses études favorites. 11 put cependant tirer d'intéressantes conclusions, concernant les lignes de courbure, de l'étude des déblais et remblais. Son nom reste aussi attaché à la notion de V indicatrice, qui devait renouveler après Euler et Meunier toute la théorie de la courbure, celle des tangen'.es conjuguées, des lignes asymptotiques, qui ont pris une place si importante dans les récentes recherches. L'élude de la lumière enfin et les principes fondamentaux de la résistance des matériaux, lui doivent de notables progrès.
Professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, ingénieur (*t économiste distingué, membre de l'Académie des sciences, Dupin fut nommé, en 1826, député du Tarn, et conserva ces fonctions jusqu'en 1870 *.
*Chasles. — Michel Chas/es naquit à Chartres, en 179.3, et mourut à Paris en 1880. Elève à l'Ecole polytechnique, il publia trois notes de géométrie qui ne furent point alors appréciées à leur valeur, devint, sur le désir de son père, associé d'agent de change, se lança dans la vie mondaine et ne revint qu'après des revers de fortune à ses études premières. C'était en 1827. Dix ans plus tard, grâce surtout à son Aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en géométrie, il avait mérité et acquis une grande notoriété.
L'Aperçu historique fut publié en i834. L'année suivante, Chasles publiait plusieurs beaux mémoires sur la théorie de l'attraction, puis découvrit, après Gauss et Green, le théorème qui porte le nom de ce dernier mathématicien; en i843, il obtint la chaire de géodésie et de machines à l'Ecole polytechnique et, peu après, la chaire de géométrie supérieure, créée spécialement pour lui, en Sorbonne. Son Traité de Géométrie supérieure et son Traité des sections coniques, malheureusement inachevé, ont une haute valeur. Ses beaux théorèmes sur le déplacement d'un corps solide ont apporté une contribution précieuse à la Cinématique.
Chasles, avecCayley, Cremona, Salmon, La Gournerie, a étudié encore les surlaces réglées algébriques, dont certaines applications sont fort importantes.
Chasles n'entra à rAcadémic des sciences qu'à l'àgc de 38 ans. Un illustre géomètre anglais a cru pouvoir dire de lui qu'il était « l'empereur de la géométrie » *.
*Bellavitis. — (]iuslo licllnrilis, de pauvre, mais noble famille, naquit à Bassano, le 22 novembre i8o3, et mourut à Padoue, le 9 novembre 1880, Son père fit son éducation. En i84o, il lut nommé membre pensionné du Royal Institut \ énitien des sciences et, en i84."J, professeur à l'Université de Padoue. Son premier travail, où il réfutait certaines erreurs du traité de mécanique de Yentaroli, parut en i836. On lui doit quelques mémoires concernant le calcul dillérenticl, entre autres la détermination de l'aire des polygones et celle du volume des polyèdres en fonctions des distances respectives des sommets, formules retrouvées par Staudt, en 1842 ; une étude sur les fonctions inverses; une élude sur des séries se rapportant aux factorielles et aux intégrales eulériennes ; une classification des courbes du 3" et du /i" ordre. Il fit aussi des recborchcs concernant la partition dos nombres, l'analyse indéterminée, les imaginaires, les nombres de Bernoulli, les déterminants et les substitutions linéaires.
Son œuvre originale est le Calcul des éqiiipoUences . Carnot, dans sa Géométrie de position, publiée en i8o3, avait déjà parlé de l'importance qu'aurait l'introduction en géométrie d'un algoritbme représentant à la fois la grandeur et la position des diverses parties d'une figure. Ce fut en iS.'î.j que Bcllavitis sut réaliser le vœu du géomètre français. Son calcul des équipollences jouit d'avantages incontestables qui sont les suivants : à cliaque propriété de points en ligne droite, répond une propriété de points du plan ; les solutions grapbiqucs des problèmes sont aisées à obtenir ; la tbéorie des courbes peut se faire indépendamment de tout système de coordonnées, et les formules en sont à la fois simplifiées et généralisées ; la ibcoric des imaginaires se présente sous un aspect nouveau.
C'est en vain que Bcllavitis voulut étendre à l'Espace sa tbéorie des équipollences. Il n'y put réussir. lïamilton, seulement, avec ses qiiateniions, devait vaincre la difficulté.
Bcllavitis résolut nombre de problèmes au moyen des équi|?ollenccs, et en obtint parfois des solutions brè\es et élégantes. Ses
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<;ontemporains ne le suivirent guère dans cette voie. Seul, M. Laisant parvint à manier, à l'égal du maître, cet instrument. Il semble, en eflet, que le Calcul barycenlrirjiic, de Mobius, et les qualernions d'IIamilton aient quelque peu éclipsé l'algorithme de Bellavitis*.
*Gremona. — f.oiu's Cremona naquit à Pavie, le 8 décembre t83o, et mourut à Rome, le lo juin 1903. Il fit ses études à l'Université de Pavie, sous la direction de Briosclii. II professa à Crémone, Milan, Bologne et Borne.
On lui doit de très nombreux mémoires de géométrie.
En 1818, Steiner, reprenant la théorie des polaires d'un point par rapport à une courbe, montra comment elle pouvait servir de fondement à une théorie des courbes planes, indépendamment de tout système de coordonnées. De cette simple donnée, do certains travaux aussi de Chaslos et de Jonquières sur la géométrie projective, Cremona sut tirer sa remarquable Introduction à la théorie (jéonièlrique des courbes planes où figurent non seulement les résultats alors acquis, mais encore nombre de faits nouveaux et intéressants. Il Y est question du rapport anharmonique, de l'involution, de la génération des courbes planes, de la détermination des courbes, des polaires, des Steinériennes, des Hessiennes, des formules de Pliicker, des courbes du troisième ordre.
Cremona étudia les courbes gauches, les surfaces réglées du troisième et du quatrième ordre, et surtout les transformations géométriques ; ses travaux à ce sujet sont des plus remarquables. Mieux que Magnus, il sut en donner ime théorie générale, dont les applications à l'analyse sont nombreuses et importantes. C'est grâce à cette théorie, surtout, qu'il a laissé un nom dans la science.
Citons, parmi ses principaux ouvrages, ses Eléments de calcul (jraphiquc et ses Eléments de (jcométrie projective*.
* La Géométrie infinitésimale. — Quelques-uns des discqjles de Monge, citons parmi eux Lancret et Dupin, s'attachèrent à développer les notions mises au jour par leur maître, sur les courbes à double courbure, sur la génération des surfaces, notions dont le germe se rencontre dans V Application de l'Analyse à la Géométrie de leur illustre précurseur.
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A la suite tics Disrjiiîsilioncs (jciicralcs circa superficies currasdo Gauss (1S27), la môlliode inlinilésinialo, l'applicalion du Haut Calcul à la Géométrie, prit en France un cssort remarquable. Ce sont Frenel, Bertrand, Molins, J.-A. Serret, lîonquet, Puiseux, 0. Bonnet, Paul Serret qui développent la théorie des courbes, Jacobi qui intègre l'équaliun dilTérentielle dos lignes géodésiques de rellipsoïdc, Lamé qui loiide la ibéoric des coordonnées curvilignes dans l'espace, Hibaucour qui rend luobilcs les axes usuels de coordonnées et tire le plus heureux parti, comme la montré M. Darboux, de cette idée si simple.
On doit à Bonnet et Liouville la notion de courbure géodésique, que Gauss possédait, mais n'avait pas fait connaître. Ribaucour^ Halphen cl Lie ont étudié les surfaces dont les rayons de courbure sont fonctions l'un de l'autre, iionnet a donné la notion des surfaces associées, A\ eicrslrass a établi un lien étroit entre les surfaces minima et les fonctions d'une variable complexe et a montré que certaines formules de Monge peuvent servir de base à l'étude des surfaces minima.
On sait déterminer, depuis Uiemann, les surfaces minima qui passent par des contours déterminés, les plus simples, et, pour le contour général, l'étude a été Ijrillammcnt commencée.
Les surfaces à courbure constante ont fait l'objet de beaux travaux. Leur équation générale n"a pu être intégrée, malgré sa simplicité apparente, mais on a pu obtenir en termes finis les équa lions de quelques-unes d'entre elles.
Minding et Bour ont étudié la déformation générale des surfaces. La théorie des lignes de courbure et des lignes asymptotiques a fait de grands progrès. Diipin, Bertrand, Ilamillon, Kuunucr, liibaucour ont attaché leurs noms aux congruences, Cayley, Lamé aux systèmes triples orthogonaux, Jacobi et Ossian Bonnet aux lignes géodésiques, qui sont, sur les surfaces, les plus courts chemins d'un point à un autre.
Sophie Lie se place au premier rang des mathématiciens qui ont cultivé cette branche de la Géométrie. On lui doit une transformation célèbre (jui fait correspondre une s|)hère à une droite et permet, par suite, de rattacher toute proi)osilion relative à des droites à une pro[)osition relative à des sphères ; il a étudié les congruences et les complexes de courbes, transformations de contact
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surtout, qui ont jeté un jour si vif sur la théorie des équations aux. dérivées partielles d'ordre supérieur.
M. Darboux a fait la synthèse de la plupart des découvertes précitées dans deux ouvrages justement appréciés, où se retrouvent aussi ses propres travaux : ses Lcrons sur la théorie générale des surfaces et ses Leçons sur les systèmes orthoijonaux.
Fort intéressantes sont les courbes définies par une équation différentielle ordinaire. Les points singuliers des courbes correspondant à l'équation très simple
Y^ = Y (^ tît Y polynômes en x, y),
se partagent en trois types, que M. Poincaré appelle cols, nœuds et foyers. Les travaux les plus récents sur les points singuliers des courbes intégrales de cette équation sont dus à M. Bendixon ; le savant géomètre suédois a établi en particulier que s'il existe pour cette équation une courbe intégrale allant à l'origine avec une tangente déterminée, toutes les courbes intégrales allant à l'origine y parviendront avec des tangentes déterminées. Les courbes intégrales peuvent être fermées ; elles peuvent avoir un foyer comme point asymptote, elles peuvent être asymptotes à une courbe fermée, solution elle-même de l'équation dilïérentielle, courbes fermées que M. Poincaré appelle cycles limites et qui jouent un r(Me capital dans celte étude.
Nous avons jusqu'ici parlé des courbes intégrales des seules équations linéaires et du premier ordre.
Les dillicultés s'accroissent quand on passe aux équations du premier ordre et de degré supérieur.
Là, l'étude des points singuliers a été poussée fort loin, mais ce fait qu'une courbe intégrale recouvre parfois une aire, complique fort l'étude des courbes dans l'ensemble du plan. Il arrive aussi que certains développements en série, utilisables pour le premier ordre, ne donnent rien qui vaille quand on passe aux ordres supérieurs.
M. Iladamard a étudié les lignes géodésiques de surfaces à courbures opposées. 11 a établi que là existent des lignes géodésiques se rapprochant d'une géodésiquc fermée déterminée, puis l'aban-
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■ilonnant pour se rapprocher d'une autre, puis passant à une troisième, et ainsi de suite indélininient.
C'est à l'aide de faits particuliers de ce genre qu'on étaljjit les bases des théories générales. Nous l'avons déjà dit et nous le répétons à dessein *.
La Gcoinclric non-euclidienne. — Les études relati\es au\ l'ondemcnts de la géométrie ont donné lieu récemment à des travaux très remarquables.
La question de l'exactitude des hypothèses généralement Alites en géométrie avait déjà été examinée par J. Saccheri, vers lySS ; et elle a été discutée à des époques plus récentes par N.-l. LuhatscheAvsky (1793-1856^ de Kasan, en 1826 et encore on i84o ; par Gauss, peut-être en 1792, mais certainement en iS3i et en i8'|G ; et par J. Bolyai (1002-18G0), en i8.')2, dans l'appendice, au [)remier volume de son père, Teslamen ; mais le mémoire présenté, en i8j4> pai" Riemann, attira l'attention générale sur la question d'une gLométrie non-euclidienne et, depuis, la théorie a été développée et simplifiée par divers écrivains, notamment par A. Cayley, de Cambridge, E. Beltrami (') (1835-1900), de Pavie ; II.-L.-F. von Ilelmholtz (1821-189'!). de Berlin; F.-C. Klein, de Gut- ■tingue, et A.-N. W hitehead, de Cambridge, dans son L'niversal Algebra. Le sujet est si technique que nous nous contenterons de présenter un simple aperçu du concept (-) d'où l'idée est dérivée.
Pour qu'un espace a deux dimensions possède les [)roi)riétés géométriques qui nous ont été rendues familières par l'étude de la géométrie élémentaire, il est nécessaire que l'on puisse construire, en un point quelconque de cet espace, une iigure congruenle à une figure donnée. Lorsque le produit des rayons principaux de courbure
(') Une liste des écrits de Bei.thami est donnée dans les Aiinali di iwilciimlica, mars 1900.
{^) Comme références voir nos Mallu-iiialidl lircrfcilions ami Problcms, Londres, 1896, cliap. x. Une histoire sommaire de la géométrie non-cucliilicnnc est donnée dans les ouvrages de V. Encel et P. Stackel, Leipzig, i<*^95, 1899,, etc. ; voir aussi .T. Fiuscuai i-, I^h'inenls der abxohitcn Geomclrû', I^cipzig, 1870; et un rapport de G.-B. Mai.sted, sur les progrès de la question, a été inséré dans le journal Science, IS'. S., vol. X, .New-Vork, iSyy, pp. ôf^b'uf].
CHAPITRE XIX. LA THEORIE DES FONCTIONS, ETC. 21 g
on chaque point de l'espace ou de la surface est constant, et seulement dans ce cas, on le peut. Trois sortes de surfaces jouissent de cette propriété, ce sont : i" les surfaces sphériques pour lesquelles le produit est positif; 2" les surfaces planes, qui nous conduisent à la géométrie euclidienne, et pour lesquelles le produit est zéro ; et ce que Bellrami a appelé surfaces pscudo-sphériques, pour lesquelles le produit est négatif. De plus, si une quelconque de ces surfaces est déformée sans déchirure ni duplicature, la mesure de sa courbure demeure constante. Ainsi, ces trois sortes de surfaces représentent trois types distincts sur lesquels on peut construire des figures congruentes. Par exemple, une surface plane peut être enroulée de façon à former un cône, ou un cylindre, et le système de géométrie correspondant à une surface conique, ou cylindrique, sera identique à celui correspondant à vin plan.
Une simple particularité distingue les unes des autres ces trois espaces à deux dimensions. D'un point d'un espace sphérique, ou d'une autre surface quelconque à une courbure positive constante, on ne peut mener aucune ligne géodésique parallèle à une ligne géodésique donnée, la ligne géodésique étant définie comme (( la plus courte distance entre deux points ». Par un point de l'espace euclidien, ou d'un plan, on peut mener une ligne géodésique, c'est-à-dire une ligne droite, et une seulement, parallèle à une ligne droite donnée. Par un point de l'espace pseudosphérique, on peut mener plusieurs lignes géodésiques parallèles à une ligne géodésique donnée.
On pourrait croire que nous sommes en mesure de démontrer que notre espace est plan, puisque par un point donné nous ne pouvons mener qu'une seule ligne parallèle à une droite donnée. Mais cela n'est pas, car on conçoit fort bien que nos moyens d'observation ne nous permettent pas d'avancer avec une certitude absolue que deux lignes sont parallèles ou non ; par suite, il ne nous est pas possible d'utiliser celte proposition pour affirmer que notre espace est ou n'est pas plan. Une meilleure preuve pourrait être basée sur cette proposition que, dans tout espace à deux dimensions de courbure constante, si la somme des angles d'un triangle diffère de deux angles droits, la difl'érencc est une quantité proportionnelle à l'aire du triangle. 11 est dès lors possible que, bien que cette différence soit imperceptible pour les triangles que nous pouvons me-
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surcr, * même les plus grands, les triangles gcotk'siqucs, par exemple*, elle puisse être sensible pour les triangles présentant des dimensions \m million de fois plus grandes.
Si l'espace considéré est spliérique ou pseudo-spliérique, son étendue est limitée ; si l'espace est plan, il s'étend à l'inlini, * géométriquement et non [)liilosopliiqucment parlant *. Pour ce qui regarde l'espace pseudo-spliérique, nous ajouterons que, s'il csl construit dans l'espace à quatre dimensions, son étendue peut être infinie.
Dans l'aperçu que nous ^enons de présenter des fondements dela géométrie non-euclidienne, nous avons admis tacitement que la mesure d'un même segment était indépendante de sa situation. M. Klein a montré qu'il n'en est pas ainsi; on peut, sous condition de choisir de façon convenable la lui suivant laquelle varie la mesura d'une distance, obtenir trois systèmes de géométrie plane analogues aux trois systèmes mentionnés ci-dessus et qui sont respectivement : la géométrie elliptique, la géométrie parabolique et la géométrie hyperbolique.
Ce qui précède s'applique seulement à 1 hypcrespace à deux dimensions. La question de savoir s'il n'y a pas plusieurs sortesd'hyperespace à trois ou plus de trois dimensions, se présente alors naturellement ici. Riemann a montre qu'il existe trois sortesd'hyperespace à trois dimensions ayant des propriétés analogues à celles des trois sortes d'hyperespace à deux dimensions déjà étudiées. Ces espaces se distinguent les uns des autres par ce fait que, par un point donné on ne peut mener aucimc surface géodésiquc parallèle à une surface donnée, ou qu'on en {leut faire passer une seule, ou encore qu'on en peut mener un faisceau; une surface géodésique étant telle que toute ligne géodésiquii joignant deux de ses points est tout entière sur la surface.
* Beltrami. — Eiujhie Bellrami naquit à Crémone le iG novembre 180.") et mourut à Home le 18 février 1900. Divers travaux lui valurent d'être nommé on i8(i2. juofesseur d'algèbre et de géométrie analytique à l'université de Bologne. C'est à Home qu'il acheva sa carrière, membre de la plupart des académies savantes et comblé d'honneurs.
L'ouvrage qui le mit en vue est ses Rcclicrclics sur les appUra-
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■fions de r analyse à la (jéométrie. Dans son mémoire classique sur rinl.erprctalion de la cjcomctvie non- euclidienne, il arriva à cette conclusion si importante : que les théorèmes de la géométrie non Euclidienne trouvaient 1(hu' réalisation sur L^s surfaces à courbure constante négative. A propos de l'étude qu'il fit des surfaces à courbure constante positive, il démontra que l'espace à courbure constante positive est contenu dans l'espace à courbure constante négative.
M. Hilbert, il est vrai, dans un mémoire postérieur, Ucber Flachen von Konstunler Gausscher Krammung a démontré qu'il n'existe pas de surfaces à courbures constantes négatives absolument régulières, ce qui limite singulièrement l'interprétation de la géométrie îlon-Euclidienne imaginée par Beltrami.
Beltrami publia aussi plusieurs mémoires sur diverses questions de physique mathématique.
Comme plusieurs mathématiciens, il était musicien distingué *.
Mécanique. — Nous terminerons ce chapitre par quelques notes, plus ou moins décousues, sur les branches des mathématiques d'un caractère moins abstrait, qui traitent les problèmes se présentant dans la nature. Nous commencerons par la mécanique, qui peut être étudiée graphiquement ou analytiquement.
Méthodes graphiques, — Dans la science graphique, on a établi des règles pour résoudre les divers problèmes au moyen d'épurés : les procédés utilisés sont étudiés dans la géométrie projcctivo et le «ujet est étroitement lié à la géométrie moderne. Cette façon d'aborder les questions, mise en œuvre déjà par Newton ('), a été jusqu'ici •appliquée principalement à des problèmes concernant la mécanique, l'élasticité et l'électricité. Elle est particulièrement utile dans l'art de l'ingénieur et, dans cette partie, un bon dessinateur doit être capable d'obtenir approximativement les solutions de la plupart des équations, différentielles ou autres, qu'il pourrait \raisemblablcment rencontrer, cela sans faire des erreurs dépassant celles qui proviennent de notre connaissance imparfaite de la structure des matériaux employés.
On peut dire que cette théorie a pris naissance avec les travaux
(*) Cf. pp. i2-23 de ce volume.
de Poncelet, mais nous pensons que c'est seulement au cours do ces vingt dernières années que des exposés systématiques du sujet ont élé publiés. Parmi les traités les mieuxconnus nous pouvons ciler : ]a (irapliische Slatih, Y>^T C. Ciilmann, Zurich, iS;."), récemment éditée par W. Ritler ; les J.ezioni di Slatica f/rafica, par 1 . Fararo, Padoue, 1877 (une traduction française annotée par P. Terrier, a élé publiée en deux volumes, 1879-1885) ; le Calcolo (jrafico par />. Crcmona, Milan, 187g (une traduction anglaise par T. H. Beare. a élé publiée à Oxlbrd, en i88()\ qui est fondé en grande partie sur l'ouvrage de Mobius ; la stalit/ue fjrnphifjue, par M. Lcry, Paris, '1 volumes, 188G-1888 (') ; la slalica (jraphica, par C Sairotti. Milan, 1888; * la Nomofjrai>liic [)ar M. d'Ocaijne. Paris*.
La note suivante, résumant le travail de Culuiann, donnera une idée suffisante du caractère général de ces ouvrages. Culmann commence par la description des procédés donnant la représentation géométrique des quatre opérations fondamentales : addition, soustraction, multiplication et division ; il passe ensuite à l'extraction des racines et à l'élévation aux [)uissances, cette dernière opération étant elTectuée au moyen de la spirale logarithmique. Il montre alors comment des quantités, telles que les volumes, les moments et les moments d'inertie, peuvent être représentées par des lignes droites : il en déduit les règles pour combiner les forces, les couples, etc. Puis il explique la construction et l'usage de l'ellipsoïde d'inertie^ et de S(>s éléments. Le reste de l'ouvrage, c'est-à-dire sa majeure partie, montre comment les tracés géométriques, faits d'après les principes exposés, donnent les solutions de nombreux problèmes pratiques relatifs aux cintres, ponts, charpentes, à la pression des terres sur les murs et sur les voûtes, etc.
Le sujet a été traité durant ces vingt dernières années par de nombreux mathématiciens surtout en Italie et en Allemagne, et a été a^ipliqué à un grand nombre de questions. Mais comme nous avons déclaré au commencement de ce chapitre que nous éviterions, autant que possible, de discuter les ouvrages des auteurs vivants, nous n'en dirons pas plus long sur ce sujet.
* Poinsot. — Louis /^oinsol naquit en 1777 à Clermont-en- Ikauvaisis, où son père était épicier, et mourut à Paris en 1859. ('; • Une 3'"" ôdllion csl en cours de publication*.
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Elève aticolIôg-0 Loiiis-le-Grand, il fut reçu en 1795a l'Ecole polytechnique, passa de là à l'Ecole des Ponts et Chaussées et débuta dans renseignement comme professeur dans un lycée de Paris, La théorie des équations l'attira tout d'abord, puis il dirigea ses réflexions sur la mécanique théorique et bientôt ses Elc/nenls de staliquc^ publiés en i8o3, attirèrent sur lui l'attention des mathématiciens. Le livre sut intéresser l'Académie des Sciences : tout y était nouveau ou présente de manière nouvelle. Ses mémoires sur la composition des moments et des aires dans la nu'canique, sur la théorie générale de l'équilibre et du mouvement des systèmes, sur la précession des équinoxes, suivirent de près et lui valurent à 3i ans la situation d'inspecteur général de l'Université. Peu après il publiait un excellent mémoire sur les polygones et les polyèdres où se trouvaient décrits quatre polyèdres réguliers nouveaux. Broscius, en 1662, avait déjà décrit les polygones étoiles de Poinsot, mais ce travail était resté dans l'oubli.
En 182'!, lors de l'avènement de Charles X, Poinsot, alors membre de l'Académie des sciences, fut privé de sa charge d'inspecteur général de l'Univ'ersité. Sa fortune personnelle le rendait indifïérent à une telle mésav^enture. Bien plus, il n'en eut que plus de temps à consacrer à l'étude et c'est alors qu'il élabora d'importants travaux concernant la dynamique des corps solides, parmi lesquels la Théorie nouvelle de la rotation des corps, que les recherches de d'Alembert, Euler et Lagrange semblaient avoir épuisée, et la théorie des cônes circulaires roulants, travaux qui sont restés classiques *.
Clifford ('). — Nous pouvons ajouter ici une courte note sur Clifford qui fut l'un des premiers mathématiciens anglais de la dernière moilié du siècle à préconiser, de préférence à l'analyse, l'usage des méthodes graphiques et géométriques. ]Mlliam Kingdon Clifford, né à Exeter, le \ mai i845, et mort à Madère, le 3 mars 187g, fit ses études au Collège delà Trinité, Cambridge, et en fut un des membres. En 1871, il fut nommé professeur de mathématiques appliquées au Collège de l'Université, à Londres, et
(') l^our de plus amples détails sur la vie de Clufoud et ses travaux voir les aulorilés citées dans l'article qui lui est consacré dans le Dklionary of National BioqrapliY, vol. XI.
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occupa ce posle jusqu'à sa mort. Son remarquable talent dans le choix de ses exemples et sa faculté à saisir les analogies firent de lui un des plus brillants interprètes des principes mathématiques. Il tomba malade en 187G, et l'auteur de ce hvre entreprit de le remplacer dans ses cours pendant quelques mois ; Clilford se rendit alors en Algérie d'oi^i il revint à la fin de l'année, mais il eut une rechute en 1878. Ses plus importants ouvrages sont : sa Tlieory of Biquaternions, on tlie classijicallon o/Loci (inachevé) et Tlw thcory 0/ Graphs (inachevé). Sa Canonical Disseclion of a Hiemauii's surface, et les Elemcnls of Dynamics contiennent également beaucoup de choses intéressantes.
Mécani(jiic analyll(jne. — devenons maintenant à la mécanique envisagée au point de vue analytique. On peut dire que toutes les connaissances des grands mathématiciens du XYllI^ siècle, relatives à la mécanique mathématique des solides, ont été résumées dans l'admirable Mécanique analytique de Lagrange, dans le Traité de mécanique de Poisson, * et surtout dans le Traité de Mécanique de M. P. Appell ''■ , et que l'application à l'astronomie des résullats obtenus forme le sujet de la Mécanique céleste de Laplace et de l'ouvrage analogue de Tisserand.
Nous avons déjà parlé de ces ouvrages. * La mécanique des systèmes à frottements a reçu de M. Painlevé des développements importants ; elle montre la complication de la dynamique des solides naturels. Quant à la mécanique des fluides, qui présente plus de difficultés encore que celle des solides, la théorie en est encore à peine ébauchée avec les travaux de MM. Boussinesq, Boulanger, Masoni, Lallin. Maillet, AUievi, Joukowsky, (luvon, llelmholtz, Brillouin, Polncaré, Duhem.
Un long chapitre serait à écrire sur la Mécanique analytique. Nous n'avons pas cru devoir le faire, de crainte que l'édition française de l'ouvrage de M. Rouse-Ball n'en fut surchargée. Le même motif nous a empêché de compléter comme il aurait convenu le trop court aperçu qu'il donne de l'Astronomie théorique moderne et de la Physique mathématique * .
La statii/ue théorique, spécialement la théorie du potentiel et de l'attraction, a attiré d'une façon très marquée l'attention des mathématiciens du siècle dernier.
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Nous avons déjà dit que l'idée de potentiel est due à Lagrangc et qu'elle apparaît dans un mémoire remontant à 1773. L'idée fut aussitôt saisie par Laplace qui l'introduisit franchement dans son mémoire de 17S4 ; on lui en attril)ua parfois, bien qu'un peu injustement, le mérite de l'invention.
Nous avons parlé des travaux de Gaiiss sur la question de l'attraclion. La théorie des surfaces de niveau et des lignes de force est surtout due à Chasics qui détermina également l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur quelconque. Rappelons également ici le Darycentrisches calcul, publié en 1826, de A. -F. Mobius (') (1790-1868), l'un des élèves les plus connus de Gauss.
Green (-). — George Greeii fut l'un des premiers géomètres de ce siècle qui fit avancer l'étude des propriétés du potentiel. Né près de Nottingham, en 1798, dans une humble condition, il mourut à Cambridge, en i8ii. Il s'instruisit lui-même en étudiant dans quelques livres de mathématiques qu'il avait réussi à se procurer. En 1827, il écrivit une note sur le potentiel, le mot s'y trouve introduit pour la première fois, dans laquelle il en établit les principales propriétés, et applique les résultats aux théories de l'électricité et du magnétisme. On y rencontre l'important théorème qui porte aujourd'hui son Jiom. Ce remarquable mémoire, lu par quelques voisins, qui surent en apprécier tout le mérite, fut publié par souscription en 18:28, mais ne paraît pas avoir tout d'abord attiré beaucoup l'attention. Des résultats semblables furent établis indépendamment, en 1839, par Gauss à qui ^^ en doit la vulgarisalion.
En i832 et i833, Green présenta à la Société de physique de Cambridge^ des mémoires sur l'équilibre des fluides et la théorie des attractions dans l'espace à n dimensions ; dans la dernière de ces années, sa note sur le mouvement d'un fluide sous l'inlluence des vibrations d'un ellipsoïde solide, fut lue devant la Société royale d'Edinbourg. En i833, il entra au collège Caïus, à Cambridge, et
(0 La collection de ses œuvres a été publiée, à Leipzig, eu quatre volumes, j885 7.
(^) Une édition des œuvres complètes de Green a été publiée h Cambridge, en 1871, et a été réimprimée à l'aris, A. Hermann, lyoS.
a. B. — Tome 11. i5
en devint, plus tard, mcmbic agrégé. Il se lança alors dans dcsrcehcrclies nouvelles et produisit, en iSSy, ses notes sur le mouvement des ondes dans un canal, et sur la réflexion cl la réfraction du son et de la lumière. Dans la dernière, il déduit au moyen du principe de l'énergie, les lois géométriques de la propagation du son et de la lumière à la théorie des ondulations, il explique le phénomène de la réllexion totale et certaines propriétés d'un milieu vibrant. Il étudia également la propagation de la lumière dans un milieu cristallin quelconque.
La Dynamujac iJu'oriqur, que Jacobi avait mise sous sa forme moderne, a été étudiée par la plupart des auteurs mentionnés cidessus. Nous pouvons également répéter ici que le principe delà M moindre action », fut étudié par Sir AVilliam llaniilton en 1827, et que les a équations d'Hamilton » furent données en i83j. Nous signalerons encore les recherches dynamiques de J. Bour et de J. Bertrand. L'usage des coordonnées généralisées, introduites par Lagrange, est devenu maintenant d'un emploi courant dans les questions de dynamique, de même que dans beaucoup de problèmes relatifs à la physique.
Gomme classiques usuels, nous pouvons indiquer les ouvrages de E.-J. Routh, de Cambridge, '■' ceux de M. P. Appell, de Paris *, sur la dynamique moléculaire et les corps rigides ; les Leçons sur t inlèijralion des équations différentielles de la mécanique, par Painlevé, Paris, i8()5, QiVlntétjralion des équations de la mécanique, par J. Graindorge, Bruxelles. 1881). Nous pouvons également faire allusion ici au traité de Philosophie naturelle, de sir ^^ illiani Tbomson, aujourd'hui lord Kelvin, et P. G. Tait.
Nous passerons sous silence la mécanique des fluides, liquides et gaz, considérée indépendamment des théories physiques sur lesquelles elle repose ; nous nous référerons simplement aux mémoires de Grcen, sir George Stokes, lord Kelvin, mieux connu sous le nom de sir \\ illiam Thomson, et von llehiihollz. La théorie attrayante, mais difficile des tourbillons est duc aux écrivains cités en dernier heu. Un des problèmes relatifs à cette théorie a été également envisagé par J.-J. Thomson. La question de la propagation du son peut être traitée comme une conséquence des principes de l'hydrodynamique, mais sur ce point, nous rcnvoNonslc lecteur désireux
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d'avoir de plus amples renscigiienients à Touvrage publié en 1877, à Cambridge, par lord Uayleigh.
LWstrononiic théorique est comprise dans la Dynamujue tlicoriqae, ou tout au moins, est étroitement liée à cette dernière. Parmi •ceux qui, dans ce siècle, se sont consacrés à l'étude de l'astronomie théorique, Gauss occupe un des premiers rangs ; nous avons déjà parlé de ses travaux.
Bessel ('). — Des contemporains de Gauss, le plus connu est Friedrich-Wilhdin Bessel, qui naquit àMinden, le 22 juillet 178^, et mourut à Kœnigsberg, le 17 mars i846. Bessel débuta comme emplové dans une maison de commerce, mais, en 180G, il fut pris comme aide à l'Observatoire de Lilienthal. De là, il fut appelé à la direction du nouvel Observatoire prussien de Kœnigsberg, où il résida jusqu'à sa mort. Bessel a introduit, en mathématiques pures, les fonctions qui portent aujourd'hui son nom ; le fait date de 182^, bien que l'usage de ces fonctions soit indiqué dans un mémoire antérieur de sept ans. Mais ses travaux les plus remarquables consistent dans la réduction (donnée dans ses Fandamenta Asironomiœ , Kœnisberg, 1818), des observations de 3 222 étoiles faites à Greenwiclî par Bradiey, et sa détermination de la parallaxe annuelle de l'étoile Gi du Cygne. Les observations de Bradiey ont été, de nouveau, récemment réduites par A. Auwers, de Berlin.
Leverrier (-). — L'un des événements astronomiques les plus marquants de ce siècle a été la découverte de la planète Neptune par Leverrier et Adams. Urbain- Jean-JosepJi Leverrier, fils d'un petit employé de Normandie, naquit à Saint-Lô, le 11 mars 1811, et mourut à Paris, le 28 septembre 1877. Elève de l'Ecole polytechnique, il y fut nommé professeur d'astronomie en 1837. Dans ses premières recherches astronomiques, communiquées à l'Acadé-
(') Voir l'ouvrage [lislory of Astroiiomy,j)aT A. -M. Gleuk, Ediiibourg, 1887, j)p. 3G-53. La collection des œuvres de Bessel avec sa correspondance a été éditée par R. Exuelmanx et publiée en quatre volumes à Leipzig, iSy.i-Sa.
(-) Pour de plus longs détails sur sa vie voir YElogc, de BcnTRAxn, insérée dans le vol. XLI des Mémoires de l'Académie : et pour un exposé de son œuvre voir l'adresse d 'Adams dans le vol. XXXYI des Monthly .\otices de la Société astronomique royale.
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mie des sciences en i^oq, il calculait avec une approximallon beaucoup plus grande que Laplace rûlonduc des variations des inclinaisons et des excentricités des orbites planétaires. La découverte faite en i8'iG, simultanément par Leverrier et Adams, de la planète Neptune, au moyen des perturbations que sa présence provoquait dans l'orbite d'Lranns, attira l'attention générale sur l'astronomie pbysique et contribua à augmenter la confiance des savants dans le principe de la gra\itation universelle. En i835, Leverrier succéda à Arago comme directeur de l'Observatoire de Paris, qu'il réorganisa conformément aux. exigences de l'astronomie moderne. Leverrier s'imposa alors la tâcbe de discuter les recbercbes tbéoriques relatives aux mouvements des planètes et de reviser toutes les tables dressées à cet usage. Il vécut juste assez pour signer la dernière épreuve de ce travail.
Adams (*). — Le savant anglais à qui revient la gloire d'avoir découvert, en même temps que Leverrier, la planète Neptune, est John Couch Adams qui naquit dans le Corn\vall, le 5 juin iSkj, fit ses études au Collège Saint Jean, à Cambridge, fut nommé plus tard professeur de la cbaire Lowndeau, à cette Université, puis directeur de l'Observatoire et enfin mourut à Cambridge, le 21 janvier i8()'>.
Le nom d'Adams rappelle particulièrement trois problèmes importants. Le premier est relatif à la découverte de la planète Neptune, comme conséquence des jicrlurbations que sa présence produisait sur l'orbite d'I ranus : la découverte d' \dams est très peu antérieure à celle de Leverrier, '" mais son travail ne fut pas publié en temps utile, et la priorité appartient sans conteste à Leverrier, * qui n'eût pas connaissance de son travail.
Le second est son mémoire de i855 sur l'accélération séculaire du mouvement moyen de la Lune. Laplace l'avait calculée en partant de l'iiypotlièse qu'clie était causée par l'excenlricité de l'orbite terrestre et il avait obtenu un résultat 'concordant, en grande partie, avec la valeur déduite de la comparaison des documents relatifs aux éclipses anciennes et modernes. Adams montra que certains termes avaient été négligés, et que si on en.
(') La collection des mcmoircs d'Au.vMs, avec une biograiiliic, a |»aru ea 2 volume!^, Cambridge, i8()6-i9oo.
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tenait compte, le résultat ne serait que la moitié, environ, de celui trouvé j)ar Laplacc. Plana, Pontécoulant et d'autres astronomes du Continent, nièrent l'exactitude des calculs d'Adams, mais son travail lut vérifié et reconnu exact par Delaunay en France et Cayley en Angleterre.
La troisième question liée au nom d'Adams, est sa détermination, en 1867, de l'orbite des Léonides ou étoiles filantes qui furent particulièrement visibles en novembre i865, et dont la période est d'environ trente-trois ans. H. A. Newton et \ale 1800- 1896) avaient montré qu'il n'y avait que cinq orbites possibles. Adams calcula la perturbation que produiraient les planètes sur le mouvement du nœud de l'orbite d'un essaim de méléores dans chacun des cas, et trouva que ses résultats concordaient avec l'observation pour une seule des orbites possibles et qu'il y avait désaccord pour les autres. Comme conclusion l'orbite était déterminée.
* Tisserand. — Félix Tisserand naquit le 1 1 janvier iS'iJ à Nuits- Saint-Georfies, en Bourgogne, et mourut à Paris en 1899. Son père était tonnelier. Elève à l'Ecole normale, il entra bientôt à l'Observatoire de Paris et s'adonna dès lors entièrement à l'étude de l'Astronomie. En 1868, il alla observer à Malacca l'éclipsé totale de soleil, puis fut nommé peu après directeur de l'Observatoire de Toulouse, où il eut comme élèves MM. Bigourdan et Perrotin. Après la mort de Leverrier, Tisserand entra à l'Académie des sciences, obtint en Sorbonne la chaire de mécanique céleste et fut appelé à la direction de l'Observatoire de Paris. Il y résolut, à l'aide de formules de Jacobi, un difficile problème concernant les comètes, et y écrivit son célèbre Traité de mécanique céleste, qui est son œuvre capitale. *
Les autres astronomes bien connus de ce siècle sont C A. A. Plana (1781-1894 , dont le travail sur le mouvement de la lune a été publié en 1802 ; le comte P. G. D. Pontécoulant (1790-1871); C. E. Delaunay (18 [6 1872), dont les travaux sur la théorie de la lune tracent la meilleure méthode qui ait été encore indiquée pour les recherches analytiques concernant le problème dans son en-
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semble el dont les Tables lunaires, incomplètes, figurent parmi les belles œuvres astronomiques du siècle; /\ l. Ilniiscn (') ( 1795-187'!), directeur de l'Observatoire de fJotba, qui calcula les tables de la Lune publiées à Londres en i S57, tables qui sont encore employées pour la préparation du N;intical Almanac, el qui établit les mélliodes employées pour la détermination dos perturbations lunaires et planétaires.
Parmi les astronomes vivants, nous pouvons citer : d. ^^ . /////qui figurait encore tout récemment dans le personnel de V American Eplicmcris et qui, en iSS'i, détermina les inégalités du mouvement de la lune dues à la non-spbéricilc de la terre, recbcrcbe qui complétait la tbéorie de la lune de Delaunay(-). llill s'est également occupé du mouvement séculaire du périgée de la lune et du périgée des planètes sous certaines conditions, et a écrit sur la tbéorie analytique du mouvement de Jupiter et de Saturne, en vue delà préparation de tables donnant leurs positions à un instant quelconque donné. Simon .\ewconib, directeur de VAmerican Epiiemeris, reprit les observations faites depuis les premières années à Grecn- Avich, appliqua les résultats à la théorie de la Lune et revisa les tables d'IIansen.G.//. Darwin de Cambridge, a étudié l'cITet des marées sur les spbéroïdes visqueux, l'cfl'ct du frottement des marées sur les orbites planétaires, la mécanique des essaims météoriques, etc.. 77. Poincarc de Paris, qui a discuté le dilTicilc problème des trois corps et la forme prise par une masse lluidc sous l'influence de sa propre attraction. Le traité sur la théorie de la lune de E. TV. Broirn, Cambridge, 1896, et un rapport inséré dans le Report of Ihc British Association. Londres, 1899, vol. LXIX, pp. 111-109) par ^. T. ]]'ltittalccr sur la. solution du problème des trois corps, contiennent des exposés importants sur les progrès récents des théories lunaires et planétaires.
Dans la dernière moitié du siècle, les résultats de l'analyse spectrale ont été appliqués à la détermination de la constitution des corps célestes et de leurs mouvements dans la direction du rayon les joignant à la Terre. L'histoire des débuts de l'analyse spectrale
(') Pour une exposition do ses nombreux mémoires voir les Transactions nf ihe Royal Society of London. pour 1876-77.
(2) Pour le développement récent de la Théorie lunaire, voir les Transarlions (ij thc British Association, vol. LXV, Londres, if^j)"», p. Oi'i.
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sera toujours associée aux noms de G. R. Kîrchoff (i82^-ï88j) de Berlin, de .1. ./. Anijslrom (181/4- 187^ d'Upsal, et de sir Geort/e G. Stokes de Cambridge, mais elle appartient à l'optique plutôt qu'à l'astronomie. Pour montrer combien était inattendue cette application à l'astronomie, rappelons ce fait que A. Comte, discutant en 18^2 l'élude do la nature, regrettait le temps que quelques astronomes perdaient à observer les étoiles fixes, puisque, disaitil, on ne pouvait rien apprendre par elles ; et réellement, aurait-on pu croire, il y a un siècle, qu'il serait possible d'étudier la constitution cbimique de ces corps?
Durant ces dernières années, l'art de la photographie a permis d'étendre encore plus loin le champ des observations astronomiques.
Physique malhématiqnc. — Notre exposition de l'histoire des mathématiques et des autres sciences dans ce siècle, ne serait certainement pas complète, si nous ne faisions allusion aux applications des mathématiques aux nombreux problèmes concernant la chaleur, l'élasticité, la lumière, l'électricité, et tant d'autres sujets se rattachant à la physique. L'histoire de la physique mathématique est d'ailleurs si vaste que nous ne pourrions prétendre l'exposer, lors même qu'elle serait de nature à figurer dans une histoire des mathématiques. Quoiqu'il en soit, nous la considérons comme dépassant les limites que nous nous sommes tracées dans ce chapitre. C'est à regret cependant que nous abandonnons ce sujet parce que l'Ecole de Cambridge a largement contribué à son développement ; à l'appui de ce que nous avançons, et pour ne donner seulement que deux ou trois exemples, citons les noms de sir George G. Stokes, professeur depuis i848. Lord Kelvin (sir William Thomson), J. Clerk Max^vell, iSSi-iSyg, professeur de 1871 à 1879, Lord Rayleigh, professeur de 187g à i884, et J.-J. Thomson, professeur depuis i884. Il est toutefois intéressant de noter que le progrès de nos connaissances en physique est en grande partie du à l'application des mathématiques et qu'il devient de plus en plus difficile à l'expérimentateur de laisser une trace dans l'histoire de la science, s'il n'est en même temps mathématicien.
* Comme nous l'avons dit à propos de la Mécanique Analytique,
nous bornons nos additions aux Mallicmaliques pures, de crainte de défigurer l'ouvrage de M. llouse-Ball.
?sous ne saurions nous empêcher de dire Ici, cependant, que des hommes comme Gaucliy, comme Fourler, ont joue un rôle aussi considérable dans la Physique mathématique que dans l'Analyse pure : nous lavons vu précédemment.
Et de même, les Mathématiques pures ont joué un rùle important dans les travaux des grands physiciens modernes qu'ont été Green, Stockes, KirchholV, Helmlioltz, Riemann, Beltrami, Polncaré, Christoffel, Hugoniot, lijœrknes, Dini, Bettl, Cari et Frantz >ieumann, F. Klein, Boussinesq, Gibbs. Duhem, Brillouln, Lord Kelvin. *
PAR
Gaston DARBOUX
(') Pour bien se rendre compte des progrès que la Géométrie a faits au cours du siècle qui vient de finir, il importe de jeter un coup d'oeil rapide sur l'état des Sciences mathématiques au commencement du xix" siècle. On sait que, dans la dernière période de sa vie, T.agrange, fatigué des recherches d'Analyse et de Mécanique, qui lui assurent pourtant une gloire immortelle, avait négligé les Mathématiques pour la Chimie qui, d'après lui, devenait facile comme l'Algèbre, pour la Physique, pour les spéculations philosophiques. Cet état d'esprit de Lagrange, nous le retrouvons presque toujours à certains moments de la vie des plus grands savants. Les idées nouvelles qui leur sont apparues dans la période féconde de la jeunesse et qu'ils ont introduites dans le domaine commun leur ont donné tout ce qu'ils pouvaient en attendre; ils ont rempli leur tâche et éprouvent le besoin de tourner vers des sujets tout nouveaux l'activité de leur esprit. Ce besoin, il faut le reconnaître, devait se manifester avec une force toute particulière à l'époque de Lagrange. A ce moment, en efl'ct, le programme des recherches ouvertes aux géomètres par la découverte du Calcul in-
(') Bien que M. de ^lontessiis ait déjà fait quelques emprunts à cette étude, nous croyons devoir la reproduire intégralement, à cause de la grande lumière qu'elle projette sur le développement de la géométrie depuis un siècle.
INOTE DE l'EdITÎELR.
finilésimal paraissait bien près tlèlre épuisé. Des équations diiTércntielies plus ou moins compliquées à intéj.'rer, quelques chapitres à ajouter au Calcul intégral, et il semblait qu'on allait toucher aux bornes mêmes de la Science. Laplace achevait l'explication du système du monde et jetait les bases de la Physique moléculaire. Des voies nouvelles s'ouvraient pour les sciences expérimentales et préparaient l'étonnant développement qu'elles ont reçu au cours du siècle qui vient de iinir. Ampère. Poisson, Fourier et Cauchy luimême, le créateur de la théorie des imaginaires, se préoccupaient avant tout d'étudier l'application des méthodes analytiques à la Mécanique, à la Physique moléculaire et semblaient croire qu'en dehors de ce nouveau domaine, qu'ils avaient hâte de parcourir» les cadres de la Théorie et de la Science étaient délinilivement fixés.
La Géométrie moderne, c'est un titre que nous devons revendiquer pour elle, est venue, dès la fin du wai"^ siècle, contribuer dans une large mesure au renouvellement de la Science mathématique tout entière, en offrant aux recherches ime voie nouvelle et féconde, et surtout en nous montrant, par des succès éclatants, que les méthodes générales ne sont pas toutes dans la Science et que, même dans le sujet le plus simple, il y a beaucoup à faire pour un esprit ingénieux et inventif. Les belles démonstrations géométriques de Iluyghens, de NeAvton et de Clairaut étaient oubliées ou négligées. Les idées géniales introduites par Desargues et Pascal étaient restées sans développement et paraissaient être tombées sur un sol stérile. Carnot, par VEssai sur les transversales et la Géomélrie de position, Monge surtout, par la création de la Géométrie descriptive et par ses belles théories sur la génération des surfaces, sont venus renouer une chaîne qui paraissait brisée. (Jràce à eux, les conceptions des inventeurs de la (iéométrie analytique. Descartes et Fermât, ont repris auprès du Calcul infinitésimal de Leibniz et de NcAvton la place qu'on leur avait laissé perdre et qu'elles n'auraient jamais dû cesser d'occuper. Avec sa Géométrie, disait Lagrange en parlant de Monge, ce diable d'homme se rendra immortel. Et, en eiTct, non seulement la Géométrie descriptive a permis de coordonner et de perfectionner les procédés employés dans tous les arts, « oi"! la précision de la forme est une condition de succès et d'excellence j)our le travail et ses pro-
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diiits » ; mais elle est apparue comme la traduction graphique d'une Géoniclrie générale et purement rationnelle, dont de nombreuses et importantes recherches ont démontre l'heureuse fécondité. A côté de la Géométrie descriptive nous ne devons pas d'ailleurs oublier de placer cet autre chef-d'œuvre qui a nom Y Application (Je ranalyse à la Géoniclrie ; nous ne devons pas oublier non plus que c'est à Monge que sont dues la notion des lignes de courbure et l'élégante intégration de l'équation différentielle de ces lignes pour le cas do l'ellipsoïde, que Lagrange, dit-on, lui enviait. Il faut insister sur ce caractère de l'ensemble de l'OEuvre de Monge. Le rénovateur de la Géométrie moderne nous a montré, dès le début, ses successeurs l'ont peut-être oublié, que l'alliance de la Géométrie et de l'Analyse est utile et féconde, que cette alliance est peut-être une condition de succès pour l'une et pour l'autre.
A l'école de Monge se formèrent de nombreux géomètres : Hachette, Brianchon, Chappuis, Binot, Lancret, Dupin, Malus, Gaultier de Tours, Poncelet, Ghasles, etc. Parmi eux, Poncelet se place au premier rang. Négligeant tout ce qui, dans les travaux de Monge, se rattache à l'Analyse de Descartes ou concerne la Géométrie infinitésimale, il s'attacha exclusivement à développer les germes contenus dans les recherches purement géométriques de son illustre devancier. Fait prisonnier par les Russes en i8i3 au passage du Dnieper et interné à Saratoff, Poncelet employa les loisirs que lui laissait sa captivité à la démonstration des principes qu'il a développés dans le Traité des propriétés projectives des^Jigures, paru en 1822, et dans les grands Mémoires sur les polaires réciproques et sur les moyennes harmoniques, c[ui remontent à peu près à la même époque. C'est donc à Saratoff qu'est née, on peut le dire, la Géométrie moderne. Renouant la chaîne interrompue depuis Pascal et Desargues, Poncelet introduisit à la fois l'homologie et les polaires réciproques, mettant ainsi en évidence, dès le début, les idées fécondes sur lesquelles la Science a évolué Jpendant 5o ans.
Présentées en opposition avec la Géométrie analj^ticjue, les méthodes de Poncelet ne furent pas favorablement accueillies 'par les
analystes français. Mais telles étaient Jour importance et leur nouveauté qu'elles ne tardèrent j);is à susciter, de divers cotés, les rccherclies les plus approfondies. Poncelct avait élé seul à découvrir les principes ; plusieurs iréomètres. au contraire, apparurent presque en même temps pour les étudier sur toutes leurs faces et pour en déduire les résultats essentiels qui y étaient implicitement contenus.
A cette époque, Gergonne dirigeait avec éclat un Recueil périodique qui a aujourd'hui pour l'histoiie de la Géométrie un prix inestimable. Les Aniui/cs <lc Mnllirnuilif/ncs, publiées à Nîmes de 1810 à iS'Ai, ont élé pendant [)lus de quinze ans le seul journaldu inonde entier exclusivement consacré aux recherches de mathématiques. (Jergonne, qui nous a laissé à bien des égards un excellent modèle du directeur de journaux scientifiques, avait les défauts de ses qualités ; il collaborait, souvent contre leur gré, avec les auteurs des Mémoires qui lui étaient envoyés, remaniait leur rédaction et leur faisait dire quelquefois plus ou moins qu ils n'auraient voulu. Quoi qu'il en soit, il fui vivomcnl frappé de l'originalité et de la portée des découvertes de Poncelct. On connaissait déjà en Géométrie quelques méthodes simples de transformation des figures; on avait même employé l'homologic dans le plan, mais sans l'étendre à l'espace, comme le fit Poncclel, ni surtout sans en connaître la puissance et la fécondité. D'ailleurs toutes ces transformations étaient ponclncllcs. c'est-à-dire qu'elles faisaient correspondre un point à im point. En introduisant les polaires réciproques, Poncelct faisait au plus haut degré œuvre d'inventeur; car il donnait le premier exemple d'une transformation dans laquelle à un point corrrespondait autre chose qu'un point. Toute méthode de transformation permet de multiplier le nombre de théorèmes, mais celle des polaires réciproques avait l'avantage de faire correspondre à une proposition une autre proposition d'aspect tout difïérent. Il y avait là un fait essentiellement nouveau. Pour le mettre en évidence, Gergonne inventa le système, qui depuis a eu tant de succès, des Mémoires écrits sur doubles colonnes, avec les propositions corrélatives en regard ; et il eut l'idée de substituer aux démonstrations de Poncelct, qui exigeaient l'intermédiaire d'une courbe ou d'une surface du second ordre, le fameux principe de daalilc, dont la signification, un peu vague
d'abord^ fut suffisamment cclaircie par les discussions qui s'établirent à ce sujet entre Gergonne, Poncelct et Plûcker.
Bobillier, Chasles. Steiner, Lame, Sturm et bien d'autres que j'oublie étaient, en même temps que Plûcker et Poncelet, les collaborateurs assidus des Aiiiki/cs de Malhc/iialif/iics. Gcrgonne, devenu recteur de l'Académie de Montpellier, dut interrompre, en i83i, la publication de son journal. Mais le succès qu'il avait obtenu, le goût des rechercbes qu'il avait contribué à développer avaient commencé à porter leur fruit. Quételet venait de créer en Belgique la Correspondance mathématique et physique. Crelle, dès 1826, faisait paraître à Berlin les premières feuilles de son célèbre journal, où il publiait les Mémoires d'Abel, de Jacobi, de Steiner. Un grand nombre d'Ouvrages séparés allaient aussi paraître, où les principes de la Géométrie moderne devaient être magistralement exposés et développés.
C'est d'abord en 1827 le Calcul harycentrique de Mubius, œuvre vraiment originale, remarquable par la profondeur des conceptions, la netteté et la rigueur de l'exposition; puis en 1828 les Analylisch-tjeometrische Entunckelumjen de Pliicker dont la seconde partie parut en i83i et qui furent bientôt suivis du System der analytischen Géométrie du même auteur, publié à Berlin en i835. En i832, Steiner faisait paraître à Berlin son grand ouvrage : Systematische Entwickclung der Abhiingigkeit der geometrischen Gestalten von einander, et, l'année suivante, les Geometrische Constructionen ausgefiihrt mittelst der geraden Linie und eincs feslen Kreises, où se trouvait confirmée par les exemples les plus élégants une proposition de Poncelet relative à l'emploi d'un seul cercle pour les constructions géométriques. Enfin, en i83o, Cliasles envoyait à l'Académie de Bruxelles, qui, beureusement inspirée, avait mis au concours une étude des principes de la Géométrie moderne, son célèbre Aperçu historique sur Forigine et le développement des méthodes en Géométrie, suivi du ^Mémoire sur deux principes généraux de la Science : la dualité et l'homographie,. qui fut publié seulement en 1837.
Le temps nous manquerait pour apprécier dignement ces beaux Ouvrages et pour faire ici la part de cbacun d'eux. A quoi d'ailleurs pourrait nous conduire une telle étude, sinon à une vérification nouvelle des lois générales du développement de la Science'. Quand"
les temps sont miirs, quand ics principes fondamentaux ont clé reconnus et énoncés, rien n'airéle la marche des idées ; les mêmes découvertes, ou des découvertes à peu près équivalentes, se produisent à [icu près au même instant, et dans les lieux les plus divers. Sans entreprendre une discussion de ce genre qui pourrait d'ailleurs paraître inutile ou devenir irritante, il importe cependant que nous fassions ressortir une différence fondamentale entre les tendances des grands géomètres qui, vers i83o, vinrent donner à la Géométrie un essor inconnu jusque-là.
Les uns, comme Chasles et Steiner, qui consacrèrent leur vie entière aux recherches de pure Géométrie, opposèrent ce qu'ils ap[)elaient la synllicsc à Wtnalyse et, adoptant dans l'ensemble sinon dans le détail les tendances de Poncelet, ils se proposèrent de constituer une doctrine indépendante, rivale de l'analyse de Descartes.
Poncelet n'avait pu se contenter des ressources insuffisantes fournies par la méthode des projections ; pour atteindre les imaginaires, il avait dû imaginer ce fameux priHcipc de conliiiuilc qui a donné naissance à de si longues discussions entre lui et Cauchy . Convenablement énoncé, ce [)rinci[)e est excellent et peut rendre de grands services. Poncelet lui faisait du tort en se refusant à le présenter comme une simple conséquence de l'Analyse ; etCauchy, d'autre part, ne voulait pas reconnaître que ses propres objections, applicables sans doute à certaines figures transcendantes, demeuraient sans force dans les applications faites par l'auteur du Tniilc des propriclcs projcclivcs. Quelque opinion que l'on se fasse au sujet d'une telle discussion, elle montra thi moins de la manière la plus claire que le système géométrique de Poncelet rej)osait sur une base analytique et nous savons du reste, par la publication malencontreuse des cahiers de Saratoff, que c'est à l'aide de l'analyse de Descartes qu'ont été établis les principes qui servent de base au Traité des propriclcs prop'divcs.
Moins ancien que Poncelet, qui d'ailleurs abandonna la Géométrie pour la ^lécanique où ses traAaux ont eu une iniluence prépondérante, Chasles, pour qui fut créée en iS'iy une chaire de
Géomclrie supérieure à la Faculié des Sciences de Paris, s'efforça de consliluer une doctrine géométrique entièrement indépendante et autonome. Il l'a exposée dans deux ouvrages de haute importance, le Traité de Gcomêlric supérieure, qui date de 1802, et le Trailé des sections coniques, malheureusement inachevé et dont la première partie seule a paru en i865.
Dans la préface du premier de ces ouvrages, il indique très nettement les trois points fondamentaux qui permettent à la nouvelle doctrine de participer aux avantages de 1 analyse et lui paraissent marquer un progrès dans la culture de la science. Ce sont :
1" L'introduction du principe des signes, qui simplifie à la fois les énoncés et les démonstrations, et donne à l'analyse des transversales de Carnot toute la portée dont elle est susceptible;
2° L'introduction des imaginaires, qiii supplée au principe de continuité et fournit des démonstrations aussi générales que celles de la géométrie analytique ;
3° La démonstration simultanée des propositions qui sont corrélatives, c'est-à-dire qui se correspondent en vertu du principe de dualité.
Chasles étudie bien dans son Ouvrage l'homographie et la corrélation ; mais il écarte systématiquement dans son exposition l'emploi des transformations des figures, lesquelles, pense-t-il, ne peuvent suppléer à des démonstrations directes parce qu'elles masquent l'origine et la véritable nature des propriétés obtenues par leur moyen. Il y a du vrai dans ce jugement, mais la marche même de la science nous permet de le trouver trop sévère. S'il arrive souvent que, employées sans discernement, les transformations multiplient inutilement le nombre des théorèmes, il ne faut pas méconnaître qu'elles nous aident souvent aussi à mieux connaître la nature des propositions mêmes auxquelles elles ont été appliquées. N'est-ce pas l'emploi de la projection de Poncelet qui a conduit à la distinction si féconde entre les propriétés projectives et les propriétés métriques, qui nous a fait aussi connaître la haute importance de ce rapport anharmonique, dont la propriété essentielle se trouve déjà dans Pappus, et dont le rôle fondamental n'a commencé à apparaître après quinze siècles que dans les recherches de la géométrie moderne ?
L'introduction du principe des signes n'était pas aussi nouvelle
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que le croyait Chasles au moment où il écrivait son Traite de Gcoinélrie snpcrieiirc. Déjà M<)hiiis, dans son Calcul liaryccntrirjue, avait donné suite à un ilcsiilcraliim de Carnet, et employé les signes de la manière la plus large et la plus précise, en définissant pour la première fois le signe d'un segment et même celui d'une aire. Il a réussi plus tard à étendre l'usage des signes à des longueurs qui ne sofât pas portées sur la même droite et à des angles qui ne sont [)as formés autour d'un même point. D^iilieurs Grassmann, dont l'esprit a tant d'analogie avec celui de Mobius, avait du nécessairement employer le princi[)e des signes dans les définitions qui servent de base à sa méthode si originale d'étude des propriétés de l'étendue.
Le second caractère que Chasles assigne à son système de géométrie, c'est l'emploi des imaginaires. Ici sa méthode était réellement nouvelle et il a su l'ilhistrer [)ar des c\om[)les de haut intérêt. On admirera toujours les belles théories qu'il nous a laissées sur les surfaces homofocalcs du second degré, où toutes les propriétés connues et d'autres nouvelles, aussi variées qu'élégantes, dérivent de ce principe général qu'elles sont inscrites dans une même développable circonscrite au cercle de l'infini. Mais Chasles n'a introduit les imaginaires que par leurs fonctions symétriques et n'auraiî pu, par conséquent, définir le rapport anharmonique de quatre éléments lorsque ceux-ci cessent d'être réels en tout ou en partie. Si Chasles avait pu établir la notion du ra[)port anharmonique d'éléments imaginaires, une formule qu'il donne dans la Gcomélrie supérieure (p. ii8 de la nouvelle édition) lui aurait immédiatement fourni celte belle définition de l'angle comme logarithme d'un rapport anharmonique qui a permis à Laguerre, notre confrère regretté, de résoudre d'une manière complète le prohlème, si longtemps cherché, de la transformation des relations qui contiennent à la fois des angles et des segments dans l'homographie et la corrélation.
Comme Chasles, Steiner, le grand et le profond géomètre, a suivi la voie de la géométrie pure ; mais il a négligé de nous donner un exposé complet des méthodes sur lesquelles il s'appuyait. On peut toutefois les caractériser en disant qu'elles reposent sur l'introduction de ces formes géométriques élémentaires, que Désargues avait déjà considérées, sur le développemenl qu'il a su
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donner à la théorie des polaires de Bobillier, et enfin sur la construction des courbes et des surfaces de degrés supérieurs, à l'aide de faisceaux ou de réseaux de courbes ou de surfaces d'ordres moindres. A défaut des recherches récentes, l'Analyse suffirait à montrer que le champ ainsi embrassé a l'étendue même de celui dans lequel nous introduit sans elTort l'analyse de Descartes.
Pendant que Chasies, Steiner, et plus tard, comme nous le verrOiAs, v. Staudt, s'attachaient à constituer une doctrine rivale de l'Analyse et dressaient en quelque sorte autel contre autel, Geigonne, Bohillier, Sturm, Plûcker surtout, perfectionnaient la géométrie de Descartes et constituaient un système analytique en quelque sorte adéquat aux découvertes des géomètres. C'est à Bobillier et à Plûcker que nous devons la méthode dite des notations abrégées. Bobillier lui a consacré quelques pages vraiment neuves dans les derniers volumes des Annales de Gergonne. Pliicker a commencé à la développer dans son premier Ouvrage, bientôt suivi d'une série de travaux oii sont établies d'une manière pleinement consciente les bases de la géométrie analytique moderne. C'est à lui que nous devons les coordonnées tangcntielles, les coordonnées trilinéaires, employées avec des équations homogènes, et enfin l'emploi des formes canoniques dont la validité se reconnaît par la méthode, si trompeuse quelquefois mais si féconde, dite de V é numération des constantes. Toutes ces heureuses acquisitions allaient infuser un sang nouveau à l'analyse de Descartes et la mettre en mesure de donner leur pleine signification aux conceptions dont la géométrie dite synthétique n'avait pu se nmdre complètement maîtresse. Pliicker, auquel il est sans doute équitable d'adjoindre Bobillier, enlevé par une mort prématurée, doit être regardé comme le véritable initiateur de ces méthodes de l'Analyse moderne où l'emploi des coordonnées homogènes permet de traiter simultanément, et sans que le lecteur s'en aperçoive [pour ainsi dire, en même temps qu'une figure, toutes celles qui s'en déduisent par l'homographie et la corrélation.
R. B, — Tome II. i j
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A partir de ce moment s'ouvre une période brillante pour les recherches frcométriques de toute nature. Les analystes interprètent tous leurs résultats (>t se préoccupent de les traduire par des constructions. Les g-éomètres s'attachent à découvrir dans ciiaquc question quelque princi[)(' général, le plus souvent indémontrable sans le secours de l'analyse, pour en falvr découler sans effort une foule de conséquences particulières, solidement reliées les unes aux autres et au principe d'où elles dérivent. Otto liesse, brillant disciple de Jacobi, développe d'une manière admirable cette méthode des homogènes à latpiclit' PliicLer peut-être n'avait pas su donner toute sa valeur. Boolc découvre dans les polaires de Bobillier la première notion du covariant ; la théorie des formes se crée par les travaux de Cayley, de Sylvester, d'Ilermite, de Brioschi. Plus tard, Aronhold, Clebsch et Gordan et d'autres géomètres encore vivants lui fournissent ses notations définitives, établissent le théorème fondamental relatif à la limitation du nombre des formes covariantes et achèvent ainsi de lui donner toute son ampleur.
La théorie des surfaces du second ordre, édifiée principalement par l'école de Monge, s'enrichit d'une foule de propriétés élégantes, établies principalement par 0. liesse, qui doit trouver plus tard en Paul Serret un digne émule et un continuateur.
Les propriétés des polaires des courbes algébriques sont développées par Pliicker et surtout par Steiner. L'étude déjà ancienne des courbes du troisième ordre est rajeunie et enrichie d'une foule d'éléments nouveaux. Steiner, le premier, 'étudie par la Géométrie pure les tangentes doubles des courbes du quatrième ordre, et liesse, après lui, applique les méthodes de l'algèbre à cette belle question, ainsi qu'à celle des points d'inllexion du troisième ordre.
La notion de classe introduite par Gergonne, l'étude d'un paradoxe en partie élucidé par Poncelet et relatif aux degrés respectifs de deux courbes polaires réciproques l'une de l'autre, donnent naissance aux recherches de Pliïcker relatives aux singularités dites ordinaires des courbes planes algébriques. Les célèbres formules auxquelles Pliicker est ainsi conduit sont plus tard étendues par Cayley et par d'autres géomètres aux courbes algébriques, par
Cayley encore et par Salmon aux surfaces algébriques. Les singularités d'ordre supérieur sont à leur tour abordées par les géomètres ; contrairement à une opinion alors très répandue, Halpben démontre que chacune de ces singularités ne peut être considérée comme équivalente à un certain groupe de singularités ordinaires et ses recherches closent pour un temps cette difficile et importante question.
L'Analyse et la Géométrie, Steiner, Cayley, Salmon Cremona se rencontrent dans l'étude des surfaces du troisième ordre ; et conformément aux prévisions de Steiner, cette théorie devient aussi simple et aussi facile que celle des surfaces du second ordre.
Les surfaces réglées algébriques, si importantes pour les applications, sont étudiées par Chasles, par Cayley dont on retrouve l'influence et la trace dans toutes les recherches mathématiques, par Cremona, Salmon, La Gournerie ; elles le seront plus tard par Plûcker dans un travail sur lequel nous aurons à revenir.
L'étude de la surface générale du quatrième ordre paraît être trop difficile encore ; mais celle des surfaces particulières de cet ordre avec points multiples ou lignes multiples est commencée, avec Plûcker pour la surface des ondes, avec Steiner, Kummer, Cayley, Moutard, Laguerre, Cremona et bien d'autres chercheurs. Quant à la théorie des courbes gauches algébriques, enrichie dans ses parties élémentaires, elle reçoit enfin, par les travaux d'Halphen et de Nœther qu'il nous est impossible de séparer ici, les plus notables accroissements. Une théorie nouvelle de grand avenir naît avec les travaux de Chasles, de Clebsch et de Cremona ; elle concerne l'élude de toutes les courbes algébriques qui peuvent être tracées sur une surface déterminée.
L'homographie et la corrélation, ces deux méthodes de transformation qui ont été l'origine lointaine de toutes les recherches précédentes, en reçoivent à leur tour un accroissement inattendu : elles ne sont pas les seules qui fassent correspondre un seul élément à un seul élément, comme aurait pu le montrer une transformation particulière brièvement signalée par Poncelet dans le Traité des propriétés projectives. Pliicker définit la transformation par rayons vecteurs réciproques ou inversion dont Sir W. Thomson et Liouville ne tardent pas à montrer toute l'importance, tant pour la Physique mathématique que pour la Géométrie. Un
contemporain de Mobius et de Pluckcr, Magnus, croit avoir trouvé la transformation la plus génc'rale qui fasse correspondre un point à un point, mais les recherches de Cremona nous apprennent que la transformation de Magnus n'est que le premier terme d'une série de transformations blrationnelles que le grand géomètre italien nous apprend à déterminer méthodiquement, au moins pour les fleures de la Géométrie plane. Les transformations de Cremona conserveront longtemps un grand intérêt, bien que des recherches ultérieures nous aient appris qu'elles se ramènent toujours à une série d'applications successives de la transformation de Magnus.
Tous les travaux que nous venons d'énumérer, d'autres sur lesquels nous reviendrons plus loin, trouvent leur origine et, en quelque sorte, leur premier moteur dans les conce[)tions de la Géométrie moderne; mais le moment est venu d'indiquer rapidement une autre source de grands progrès pour les études de Géométrie. La théorie des fonctions elliptiques de Legendre, trop négligée par les géomètres français, est développée et agrandie par Abel et Jacobi. Avec ces grands géomètres, bientôt suivis de Riemann et de Weierstrass, la théorie des fonctions abéhennes que, plus tard, l'Algèbre essaiera de suivre a\ec ses seules ressources, vient apporter à la Géométrie des courbes et des surfaces une contribution dont l'importance ne cessera de grandir.
Déjà Jacobi avait employé l'analyse des fonctions elliptiques à la démonstration des célèbres théorèmes de Poncelet sur les polygones inscrits et circonscrits, inaugurant ainsi un chapitre qui s'est enrichi depuis d'une foule de résultats élégants ; il avait obtenu aussi, par des méthodes se rattachant à la Géométrie, l'intégration des équations abéliennes.
Mais c'est Clebsch qui, le premier, montra dans une longue série de travaux toute l'importance de la notion de fjenre d'une courbe, due à Abel et à Riemann, en développant une foule de résultats et de solutions élégantes que l'emploi des intégrales abéliennes paraissait, tant il était simple, rattacher à leur véritable point de départ. L'étude des points d'inflexion des courbes du troisième ordre, celle des tangentes doubles des courbes du quatrième ordre et, en
DIÎVFXOPPEMENT DES METHODES GEOMETRIQUES 243
général, la théorie de rosculation sur laquelle s'étalent si souvent exercés les anciens et les modernes, furent rattachées au beau problème de la division des fonctions elliptiques et des fonctions abélienncs.
Dans un de ses Mémoires, Glebsch avait étudié les courbes rationnelles ou de genre zéro ; cela le conduisit, vers la fin de sa vie trop courte, à envisager ce qu'on peut appeler aussi les suriaces rationnelles, celles qui peuvent être simplement représentées par un plan. Il y avait là un vaste champ de recherches, ouvert déjà pour les cas élémentaires par Chasles, et dans lequel Glebsch fut suivi par Cremona et beaucoup d'autres savants. C'est à cette occasion que Cremona, généralisant ses recherches de Géométrie plane, fit connaître non plus la totalité des transformations birationnelles de l'espace, mais quelques-unes des plus intéressantes parmi ces transformations. L'extension de la notion de genre aux surfaces algébriques est déjà commencée ; déjà aussi des travaux de haute valeur ont montré que la théorie des Intégrales simples ou multiples de différentielles algébriques trouvera, dans l'étude des surfaces comme dans celle des courbes, un champ étendu d'applications importantes ; mais ce n'est pas au rapporteur de la Géométrie qu'il convient d'insister sur ce sujet.
YII
Pendant que se constituaient ainsi les méthodes mixtes don.t nous venons d'indiquer les principales applications, les géomètres purs ne restaient pas inactifs. Poinsot, le créateur delà théorie des couples, développait, par une méthode purement géométrique, « celle, disait-il, où l'on ne perd de vue, à aucun moment, l'objet de la recherche », la théorie de la rotation d'un corps solide que les recherches de d'Alembert, d'Euler et de Lagrange semblaient avoir épuisée ; Chasles apportait une contribution précieuse à la Cinématique par ses beaux théorèmes sur le déplacement d'un corps solide, qui ont été étendus depuis par d'autres méthodes élégantes au cas où le mouvement a des degrés divers de liberté. Il faisait connaître ces belles propositions sur l'attraction en général, qui figurent sans désavantage à côté de celles de Green et de Gauss. Chasles et Steincr se rencontraient dans l'étude de l'attraction des
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ellipsoïdes et montraient ainsi une fois de plus cpie la Géométrie a sa i)lacc marquée dans les questions les plus hautes du calcul intégral.
Steiner ne dédaignait pas de s'occuper en même temps des parties élémentaires de la Géométrie. Ses recherches sur les contacts des cercles et des coniques, sur les problèmes isopérimétriques, sur les surfaces parallèles, sur le centre de gravité de courbure excitaient l'admiration de tous jiar leur simplicité et leur profondeur.
Chasles introduisait son princi[)e de correspondance entre deux objets variables qui a donné naissance à tant d'applications ; mais ici l'analyse reprenait sa place pour étudier le principe dans son essence, le préciser et le généraliser. Il en fut de même en ce qui concernait la fameuse théorie des caractérisliques et les nombreuses recherches de de Jonquières, de Chasles, de Cremona, d'autres encore qui devaient fournir les bases d'une branche nouvelle de la Science, la (Jconu'Irie cniimcrative. Pendant plusieurs années, le célèbre postulat de Chasles fut admis sans aucune objection ; une foule de géomètres crurent l'avoir établi d'une manière irréfutable. .Mais, comme disait alors Zeuthen, il est bien difficile de reconnaître si, dans les démonstrations de ce genre, il ne subsiste pas toujours quelque point faible que leur auteur n'a point aperçu; et, en effet, Halphen, après des essais infructueux, venait couronnnor définitivement toutes ces recherches en indiquant nettement dans quels cas on peut admettre le postulat de Chasles et dans quels cas il faut le rejeter.
Tels sont les principaux travaux qui ont remis en honneur la synthèse géométrique et lui ont assuré, au cours du siècle dernier, la place qui lui revient dans la recherche mathémali'pie. De nombreux et illustres travailleurs ont [)ris part à ce grand mouvement géométrique, mais il faut reconnaître qu'il eut comme chefs et comme conducteurs Chasles et Steiner. Tel était l'éclat jeté par leurs merveilleuses découvertes qu'elles ont rejeté dans l'ombre, au moins d'une manière momentanée, les publications d'autres géomètres modestes, moins préoccupés peut-être de trouver des applications brillantes, propres à faire aimer la Géométrie, que de
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constituer cette science elle-même sur une base absolument solide. Leurs travaux ont reçu peut-être une récompense plus tardive, mais leur influence croît chaque jour ; elle s'accroîtra sans doute encore. Les passer sous silence serait sans doute négliger un des principaux facteurs qui joueront leur rôle dans les recberches futures. C'est surtout à v. Staudl que nous faisons allusion en ce moment. Ses travaux géométriques ont été exposés dans deux Ouvrages de grand intérêt : la Cicomelric dcr Lagc, parue en lS^'], et les De il rage ziir Gcoinclric dcr Lage, publiées en i85G, c'est-àdire quatre ans après la Géométrie supérieure.
Ghasles, nous l'avons vu, s'était préoccupé de constituer un corps de doctrine indépendant de l'analyse de Descartes et il n'y avait pas complètement réussi. Nous avons indiqué déjà un des reproches que l'on peut adresser à ce système : les éléments imaginaires n'y sont définis que par leurs fonctions symétriques, ce qui les exclut nécessairement d'une foule de recherches. D'autre part, l'emploi constant du rapport anharmonique, des transversales et do l'involulion, qui exige des transformations analytiques fréquentes, donne à la Géométrie supérieure un caractère presque exclusivement métrique qui l'éloigné notablement des méthodes de Poncelet. Revenant à ces méthodes, v. Staudt s'attacha à constituer une géométrie affranchie de toute relation métrique et reposant exclusivement sur les rapports de situation. C'est dans cet esprit cju'a été conçu son premier Ouvrage, la Géométrie dcr Lagc de 1847. L'auteur y prend pour point de départ les propriétés harmoniques du quadrilatère complet et celles des triangles homologiques, démontrées uniquement par des considérations de géométrie à trois dimensions, analogues à celles dont a fait un si fréquent usage l'Ecole de Monge.
Dans cette première partie de son œuvre, v. Staudt a négligé entièrement les éléments imaginaires. C'est seulement dans les Beitrage, son second Ouvrage, qu'il est parvenu, par une extension très originale de la méthode de Chasles, à définir géométriquement un élément imaginaire isolé et à le distinguer de son conjugué. Cette extension, bien que rigoureuse, est pénible et très abstraite. On peut la définir en substance comme il suit : deux points imaginaires conjugués peuvent toujours être considérés comme les points doubles d'une involution sur une droite réelle ; et de même
qu'on passe d'une imaginaire à sa conjuirucc par le cliangement de /en — i, de même on distinguera les deux points imaginaires en faisant correspondre à chacun l'un des deux sensdilTérents que l'on peut attribuer à la droite. Il y a là quelque chose d'un peu artificiel ; le drveloppement de la théorie élevée sur de telles bases est nécessairement compliqué. Par des méthodes purement projectives, V. Staudt établit toute une méthode de calcul des rapport* anharmoniques des éléments imaginaires les i)lus généraux. Comme toute géométrie, la géométrie pvojcclive emploie la notion de l'ordre et l'ordre engendre le nombre ; on ne saurait donc s'étonner que V. Staudt ait pu constituer sa méthode de calcul ; mais il faut admirer l'ingéniosité qu'il a du déployer pour y parvenir. Malgré les elTorts des géomètres distingués qui ont essayé d'en sinq)lifier l'exposition, nous craignons que cette partie de la géométrie de Y. Staudt. pas plus que la géométrie d'ailleurs si intéressante du profond penseur Grassmann, ne puisse prévaloir contre les méthodes analytiques qui ont conquis aujourd'hui la faveur presque universelle. La vie est courte, les géomètres connaissent et pratiquent aussi le principe de la moindre action. Malgré ces craintes qui ne doivent décourager personne, il nous paraît que, sous la forme première qui lui a été donnée par v. Staudt, la géométrie projcclive doit devenir la compagne nécessaire de la géométrie descriptive, qu'elle est appelée à renouveler celte géométrie dans son esprit, ses procédés et ses applications. C'est ce qui a déjà été compris dans plusieurs pays, et notamment en Italie oii le grand géomètre Cremona n'avait pas dédaigné d'écrire, pour les écoles, un Traité élémentaire de Géométrie projectivc.
Dans les articles qui précèdent, nous avons essayé de suivre et de faire apparaître nettement les conséquences les plus lointaines des méthodes de Monge et de Poncelct. En créant les coordonnées tangentiellcs et les coordonnées homogènes, Phickcr avait [)aru épuiser tout ce que pouvaient fournir à l'analyse la méthode des projections et celle des polaires réciproques. 11 lui restait, vers la fin de sa vie, à revenir sur ses premières rechercbes pour leur donner une extension qui devait élargir dans des proportions inattendues le domaine de la Géométrie.
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Précédée par des recherches innomhrables sur les systèmes de hgnes droites, dues à Poinsot, Mobius, Ghasles, Dupin, Malus, Hamllton, Kummer, Transon, surtout à Cayley qui a introduit le premier la notion des coordonnées de la droite, recherches qui ont leur origine, soit dans la statique et la cinématique, soit dans l'optique géométrique, la géométrie de la ligne droite de Pliicker sera toujours regardée comme la partie de son œuvre où l'on rencontra les idées les plus neuves et les plus intéressantes. Que Pliicker ait constitué le premier une étude méthodique de la ligne droite, cela est déjà important, mais cela n'est rien à côté de ce qu'il -a découvert. On dit quelquefois que le principe de dualité met en évidence ce fait que le plan, aussi bien que le point, peut être considéré comme un élément de l'espace. Gela est vrai; mais, en ajoutant la ligne droite comme élément possible de l'espace au plan et au point, Pliicker a été conduit à reconnaître que n'importe quelle courbe, n'importe quelle surface peuvent aussi être considérées comme éléments de l'espace, et ainsi est née une Géométrie nouvelle qui a déjà inspiré un grand nombre de travaux, qui en suscitera plus encore à l'avenir. Une belle découverte dont nous parleronsplus loin a déjà rattaché la géométrie des sphères à celle des lignes droites et permis d'introduire la notion des coordonnées d'une sphère. La théorie des systèmes de cercles est déjà commencée; elle se développera sans doute quand on voudra étudier la représentation, que nous devons à Laguerre, d'un point imaginaire dans l'espace par un cercle orienté.
Mais avant d'exposer le développement de ces idées nouvelles qui ont vivifié les méthodes infinitésimales de Monge, il faut que nous revenions en arrière pour reprendre l'histoire des branches de la Géométrie que nous avons négligées jusqu'à présent.
Parmi les travaux de l'École de Monge, nous nous sommesbornés jusqu'ici à considérer ceux qui se rattachent à la Géométrie y^/n'e ; mais quelques-uns des disciples de Monge s'attachèrent surtout à développer les notions nouvelles de géométrie infinitésimale apportées par leur maître sur les courbes à double courbure, sur les lignes de courbure, sur la génération des surfaces, notion»
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qui sonl exposées au moins en partie dans r.l/)/>//ca//o/j de /'ana/y.sv à la Gconiclrie. Parmi eux, nous devons citer Lancret, auteur de beaux travaux sur les courbes gauches et surtout Charles Dupin, le seul peut-être qui ait suivi toutes les voies ouvertes par Plonge.
Entre autres travaux, on doit à Dupin deux ouvrages que Monge n'aurait pas hésité à signer : les Dcccliippcmcnls fie (i corn et rie /3H/Y, parus en iSi3, cl ]cs A pplicallons de Géométrie et de Mécliaiii(pie, qui datent de 1822. C'est là qu'on trouve cette notion de l'indicatrice qui devait renouveler, après Euler et Meunier, toute la théorie de la courbure, celle des tangentes conjuguées, des lignes asymptotiques qui ont pris une place si importante dans les recherches récentes. Nous ne saurions oublier la détermination de la surface dont toutes les lignes de courhurc sont des cercles, ni surtout le Mémoire sur les systèmes triples de surfaces orthogonales où se trouve, en même temps que la découverte du système triple formé de surfaces du second degré, le célèbre théorème auquel le nom de Dupin demeurera attaché.
Sous l'influence de ces travaux et de la renaissance des méthodes synthétiques, la géométrie des infiniment petits reprenait dans toutes les recherches la place que Lagrange avait voulu lui arracher pour toujours. Chose singulière, les méthodes géométriques ainsi restaurées allaient recevoir la plus vive impulsion à la suite de la puhlication d'un Mémoire qui, au premier abord tout au moins, paraît se rattacher à la plus pure analyse ; nous voulons parler de l'écrit célèbre de Gauss : Disquisitioncs générales circa superficies ciirras qui fut présenté en 1S27 à la Société de Gœttingue et dont l'apparition marque, on peut le dire, une date décisive dans l'histoire de la Géométrie infinitésimale.
A partir de ce moment, la méthode infinitésimale prit en France un essor jusque-là inconnu. Frenct, Bertrand, Molins, J.-A. Scrret, Bouquet, Puiseux, Ossian Bonnet, Paul Serret développèrent la théorie des courbes gauches. Liouville, Chasles, Minding se joignirent à eux pour poursuivre l'étude méthodique du i\Iémoire de Gauss. L'intégration faite par.Tacobi de l'équation diirércntielle des lignes géodésiques de l'ellipsoïde suscita un grand nombre de recherches. En même temps, les problèmes étudiés dans VAppliralion de FAnalyse de Monge, furent largement développés. La détermination de toutes les surfaces ayant leurs lignes de courbure
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planes ou spliériques vint compléter, de la manière la plus licureuse, quelques-uns des résultats partiels déjà obtenus par Monge. A ce moment, un géomètre des plus pénétrants, suivant le jugement de Jacobi, Gabriel Lamé, qui, comme Charles Sturm^ avait commencé par la Géométrie pure et avait déjà apporté à cette science les contributions les plus intéressantes par un petit Ouvrage publié en iSijetpar des Mémoires insérés dans les Aitiialcs de Gergonne, utilisait les résultats obtenus par Dupin et Binet sur le système des surfaces homofocales du second degré et. s'élevant à la notion des coordonnées curvilignes de l'espace, il devenait le créateur de toute une théorie nouvelle destinée à recevoir dans la Physique mathématique les applications les plus variées.
Ici encore, dans cette branche infinitésimale de la Géométrie, ■on retrouve les deux tendances que nous avons signalées à propos de la Géométrie des quantités finies. Les uns, au nombre desquels il faut placer J. Bertrand et 0. Bonnet, veulent constituer une méthode autonome qui repose directement sur l'emploi des infiniment petits. Le grand Traité de Calcul différentiel, de Bertrand, contient plusieurs Chapitres sur la théorie des courbes et des surfaces qui sont, en quelque sor'«3, l'illustration de cette conception. Les autres suivent les voies analytiques usuelles en s'attachant seulement à bien reconnaître et à mettre en évidence les éléments qui doivent figurer au premier plan. Ainsi fait Lamé en introduisant sa théorie des paramètres différentiels. Ainsi fait Beltrami en étendant avec beaucoup d'ingéniosité l'emploi de ces invariants différentiels au cas de deux variables indépendantes, c'est-à-dire à l'étude des surfaces.
Il semble qu'aujourd'hui on se rallie à une méthode mixte dont l'origine se trouve dans les travaux de Ribaucour, sous le nom de périmorphie. On conserve les axes rectangulaires de la Géométrie analytique, mais en les rendant mobiles et en les rattachant de la manière qui paraît la plus commode au système que l'on veut étudier. Ainsi disparaissent la plupart des objections que l'on a adressées à la méthode des coordonnées. On réunit les avantages de ce que l'on appelle quelquefois la Géométrie intrinsèque à ceux
qui résultent de l'emploi de lanalyse régulière. Cette analyse d'ailleurs n'est nullement abandonnée ; les complications de calcul qu'elle entraîne presque toujours, dans ses applications à l'étude des surfaces et des coordonnées rectilignes, disparaissent le plus souvent si l'on emploie les notions sur les invariants et les covariants des formes quadratiques de diil'érentielles que nous devons aux recherches de Lipschitz et de Ghristoffel, inspirées par les études de lliemann sur la (jéuniélric non euclidienne.
Les résultats de tant de travaux ne se sont pas fait attendre. La notion de la courbure géodésiqiie que Gauss possédait déjà, mais sans l'avoir publiée, a été donnée par Bonnet et Liouville, la théorie des surfaces dont les rayons de courbure sont l'oncllons l'un de l'autre, inaugurée en Allemagne par deux propositions qui figureraient sans désavantage dans le Mémoire de Gauss, a été enrichie par Ribaucour, Halphen, S. Lie et par d'autres, d'une foule de propositions. Parmi ces propositions, les unes concernent ces surfaces envisagées d'une manière générale ; d'autres s'appliquent aux cas particuliers où la relation entre les rayons de courbure prend une forme particulièrement simple : aux surfaces minima, par exemple, et aussi aux surfaces à courbure constante, positive ou négative.
Les surfaces minima ont été l'objet de travaux qui font de leur étude le chapitre le plus attrayant de la Géométrie infinitésimale. L'intégration de leur équation aux dérivées partielles constitue une des plus belles découvertes de Monge ; mais, par suite de l'imperfection de la théorie des imaginaires, le grand géomètre n'avait i)u tirer de ses formules aucun mode de génération de ces surfaces, m même aucune surface particulière. Nous ne reviendrons pas ici sur l'historique détaillé que nous avons présenté dans nos Leçons sur la théorie des surfaces ; mais il convient de rappeler les recherches fondamentales de Bonnet qui nous ont donné, en particulier, la notion des surfaces assoriées à une surface donnée, les formules de ^^ eierstrass qui établissent un lien étroit entre les surfaces minima et les fonctions d'une variable complexe, les recherches de Lie par lesquelles il a été établi que les formules mêmes de Monge peuvent
aujourd'hui servir de base à une étude fructueuse des surfaces minima. En cherchant à déterminer les surfaces minima de classes ou de degrés les plus petits, on a été conduit à la notion des surfaces minima doubles qui relève de VAnalysis silus.
Trois problèmes d'inégale importance ont été étudiés dans cette théorie.
Le premier, relatif à la détermination des surfaces minima inscrites suivant un contour donné à une développabic également donnée, a été résolu par des formules célèbres qui ont conduit à un grand noudore de propositions. Par exemple, toute droite tracée sur une telle surface est un axe de symétrie.
Le second, posé par S. Lie, concerne la détermination de toutes les surfaces minima algébriques inscrites dans une développable algébrique, sans que la courbe de contact soit donnée. Il a été aussi entièrement élucidé.
Le troisième et le plus difficile est celui que les physiciens résolvent par l'expérience, en plongeant un contour fermé dans une solution de glycérine. Il concerne la détermination de la surface minima passant par un contour donné.
La solution de ce problème dépasse évidemment les ressources de la Géométrie. Grâce aux ressources de l'Analyse la plus haute, il a pu être résolu pour des contours particuliers dans le Mémoire célèbre de Riemann et dans les recherches profondes qui ont suivi ou accompagné ce Mémoire. Pour le contour le plus général, son €tude a été brillamment commencée, elle sera continuée par nos successeurs.
Après les surfaces minima, les surfaces à courbure constante devaient attirer l'attention des géomètres. Une remarque inoénieuse de Bonnet rattache les unes aux autres les surfaces dont l'une ou l'autre des deux courbures, courbure moyenne ou courbure totale €st constante. Bour avait annoncé que l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courbure constante pouvait être complètement intégrée. Ce résultat n'a pu être retrouvé ; il paraît même plus que douteux si l'on se reporte à une recherche où S. Lie a essayé en vain d'appliquer une méthode générale d'intégration des équations aux dérivées partielles à l'équation particulière des surfaces à courbure constante. Mais, s'il est impossible dedétermineren termesfinis toutes ces surfaces, on a pu du raoinsen obtenir quelques-unes, ca-
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ractérisées par des propriétés spéciales, telles que celle d'avoir leurs li;.'nes de courbure planes ou sphériques ; et l'on a montré, en employant une méthode qui réussit dans beaucoup d'autres problèmes, que l'on peut faire dériver de toute surface à courbure constante une infinité d'autres surfaces de même nature, par des opérations nettement définies qui n'exigent que des quadratures.
La théorie de la déformation des surfaces dans le sens de Gauss a été aussi beaucoup enrichie. On doit à Mindinget à Hour l'étude délaillée de celte déformation spéciale des surfaces réglées qui laisse rectilignes les génératrices. Si l'on n'a pu, comme nous venons de le dire, déterminer les surfaces applicables sur la sphère, on s'est attaqué avec plus de succès à d'au 1res surfaces du second degré et, en particulier, au paraboloïdc de révolution. L'étude systématique de la déformation des surfaces générales du second degré est déjà entamée ; elle est de celles qui donneront prochainement les résultats les plus importants.
La théorie de la déformation infiniment petite constitue aujourd'hui un des chapitres les [)liis achevés de la Géométrie. Elle est la prcmièie application un peu élendue d'une méthode générale qui parait avoir beaucoup d'avenir.
Étant donné un système d'équations différentielles ou aux dérivées partielles, propre à déterminer un certain nombre d'inconnues, il convient de lui associer un système d'équations que nous avons api)elé syslhne auxiliaire et qui détermine les systèmes de solutions infiniment voisins d'un système donné quelconque de solutions. Le svstèmc auxiliaire étant nécessairement linéaire, son emploi dans toutes les recherches fournit de précieuses lumières sur les propriétés du système proposé et sur la possibilité d'en obtenir l'intégration.
La théorie des lignes de courbure et des lignes asymptotiques a été notablement élendue. Non seulement on a pu déterminer ces deux séries de lignes pour des surfaces particulières telles que les surfaces lélraédrales de Lamé ; mais aussi, en développant les résultats de Muutard relatifs à ime classe particulière d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, on a pu généraliser tout ce qui avait été obtenu pour les surfoces à lignes de courbures planes ou sphériques, en déterminant complètement toutes les classes de surfaces pour lesquelles on peut résoudre le problème
do la reprcscnhilioii sphcriqite. On a résolu de même le problème corrélatif relatif aux liyncs asymptotiqucs en faisant connaître toutes les surfaces dont on peut déterminer en termes finis la déformation infiniment petite. Il y a là un vaste champ de recherches dont, l'exploration est à peine commencée.
L'étude infinitésimale des congruences rectilignes, déjà commencée depuis longtemps par Dupin, Bertrand, Ilamilton, Kummer, est venue se mêler à toutes ces recherches. Ribaucour, qui y a pris une part prépondérante, a étudié des classes particulières de congruences rectiligncs et, en particulier, les congrue-aces dites isoli-opes, qui interviennent de la manière la plus heureuse dans l'étude des surfaces minima.
Les systèmes triples orthogonaux dont Lamé avait fait usage en Physique mathématique sont devenus l'objet de recherches systématiques. Cayley le premier a formé l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre dont on avait ftiit dépendre la solution générale de ce problème. Le système des surfaces homofocales du second degré a été généralisé et a donné naissance à cette théorie des cyclides générales dans laquelle on peut employer à la fois les ressources de la Géométrie métrique, de la Géométrie projectiveet de la Géométrie infinitésimale. On a fait connaître beaucoup d'autres systèmes orthogonaux. Parmi eux il convient de signaler les systèmes cycliques de Ribaucour, pour lesquels une des trois familles admet des cercles pour trajectoires orthogonales, et les systèmes plus généraux pour lesquels ces trajectoires orthogonales sont simplement des courbes planes. L'emploi systématique des imaginaires, qu'il faut bien se garder d'exclure de la Géométrie, a permis de rattacher toutes ces déterminations à l'étude de la déformation finie d'une surface particulière.
Parmi les méthodes qui ont permis d'établir tous ces résultats, il convient de noter l'emploi systématique des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre et des systèmes formés de telles équations. Les recherches les plus récentes montrent que cet emploi est appelé à renouveler la plupart des théories.
La Géométrie infinitésimale ne pouvait négliger l'étude des deux problèmes fondamentaux que lui posait le calcul des variations.
Le problème du plus court chemin sur une surface a été l'objet des magistrales études de Jacobi et d'Ossian Bonnet. On a pour-
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suivi l'clude des lignes géodcsiques, on a appris à les déterminer pour de nouvelles surfaces. La théorie des ensembles est venue pcmiellre de suivre ces lignes dans leur cours sur une surface donnée. La solution d'un problème relatif à la représentation de deux surfaces l'une sur l'autre a beaucoup accru l'intérêt des découvertes de Jacobi et de Liouville relatives à une classe particulière de surfaces dont on sait déterminer les lignes géodésiqucs. Les résultats qui concernent ce cas particulier ont conduit à l'examen d'une question nouvelle : rechercher tous les problèmes de calcul des variations dont la solution est fournie par les courbes satisfaisant à une équation différentielle donnée.
Enfin, les méthodes de Jacobi ont été étendues à l'espace à trois dimensions et appliquées à la solution d'une question qui présentait les plus grandes difficultés : l'étude des propriétés de minimum appartenant à la surface minima passant par un contour -donné.
Parmi les inventeurs qui ont contribué au développement de la Géométrie infinitésimale, Soplius Lie se distingue par plusieurs découvertes capitales qui le placent au premier rang. 11 n'était pas de ceux qui laissent paraître dès l'enfance les aptitudes les plus caractérisées et, au moment de quitter l'Université de Christiania en i865, il hésitait encore entre la Philologie et les Mathématiques. Ce sont les travaux de Pliicker qui lui donnèrent pour la première fois pleine consciencd de sa véritable vocation. Il publia en i86g un premier travail sur l'interprétation des imaginaires en Géométrie et, dès 1870, il était en possession des idées directrices de toute sa carrière.
J'ai eu à cette époque le plaisir de le voir souvent, de l'entretenir à Paris, où. il était venu avec son ami F. Klein. Un cours de M. Sylow suivi par Lie lui avait révélé toute l'importance de la théorie des substitutions ; les deux amis étudiaient cette théorie dans le grand Traité de C. Jordan; ils avaient pleine conscience du rôle important qu'elle était appelée à jouor dans tant de branches des Sciences mathématiques où elle n'avait pas encore été appliquée. Ils ont eu l'un et l'autre la bonne fortune de contri-
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buer par leurs travaux 5 imprimer aux éludes malhémaliques la direction qui leur avait paru la meilleure.
Dès 1870, Sophus Lie présentait à l'Académie des Sciences de Paris une découverte extrêmement intéressante. Rien ne ressemble moins à une sphère qu'une ligne droite, et cependant Lie avait imaginé une transformation singulière qui faisait correspondre une sphère à une droite et permettait, par suite, de rattacher toute proposition relative à des droites à une proposition relative à des sphères et vice versa. Dans cette méthode si curieuse de transformation, chaque propriété relative aux lignes de courbure d'une surface fournit une [)roposition relative aux lignes asymptotiques de la surfcice transformée. Le nom de Lie demeurera attaché à ces relations si cachées qui rattachent l'une à l'autre la ligne droite et la sphère, ces deux éléments essentiels et fondamentaux de la recherche géométrique. Il les a développées dans un Mémoire rempli d'idées neuves qui a paru en 1872.
Les travaux qui suivirent ce brillant début de Lie confirmèrent pleinement les espérances qu'il avait fait naître. La conception de Plûcker relative à la génération de l'espace par des lignes droites, par des courbes ou des surfaces arbitrairement choisies, ouvre à la théorie des formes algébriques un champ qui n'a pas encore été exploré, que Glebsch a commencé à peine à reconnaître et à déhmiter. Mais, du côté de la Géométrie infinitésimale, cette conception a été mise en pleine valeur par Sophus Lie. Le grand géomètre norvégien a su d'abord y trouver la notion des congruences et des complexes de courbes, et ensuite celle des trans- Jormations de contact dont il avait trouvé, pour le cas du plan, le premier germe dans Plûcker. L'étude de ces transformations l'a conduit à perfectionner, en même temps que M. Mayer, les méthodes d'intégration que Jacobi avait instituées pour les équations aux dérivées partielles du premier ordre ; mais surtout elle jette la lumière la plus éclatante sur les parties les plus difficiles et les plus obscures des théories relatives aux équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur. Elle a permis à Lie, en particulier, d'indiquer tous les cas dans lesquels la méthode des caractéristiques de Monge est pleinement applicable aux équations du second ordre à deux variables indépendantes.
En continuant l'étude de ces transformations spéciales, Lie fut
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conchiit à construire progressivement sa magisUale llicorie des grou[)es continus de transformations et à mettre en évidence le rùli» si important que la notion de groupe joue en Géométrie. Parmi les éléments essentiels de ses recherches, il convient de signaler les transformations infinitésimales dont l'idée lui appartient exclusivement.
Trois grands Ouvrages publiés sous sa direction par d'habiles et dévoués collaborateurs contiennent l'essentiel de ses travaux el leurs applications à la théorie de l'intégration, à celle des unités complexes et à la Géométrie non euclidienne.
Me voici arrivé par une voie indirecte à cette Géométrie non euclidienne dont l'étude prend dans les recherches des géomètres une place qui grandit chaque jour. Si j'étais seul à vous entretenir de Géométrie, je prendrais [)laisir à vous rappeler tout ce qui a été fait sur ce sujet depuis Euclide, ou du moins depuis Legendre, jusqu'à nos jours. Envisagée successivement par les plus grands géomètres du dernier siècle, la question s'est progressivement élargie. C'est par le célebvo, poslulatuni relatif aux parallèles que l'on a commencé ; c'est par l'ensemble des axiomes géométriques que l'on finit.
Les Eléments d'Euclide, qui ont résisté au travail de tant de sièclçs, auront du moins l'honneur de [)rovoquer, avant de finir, une longue suite de travaux admirablement enchaînés qui contribueront, de la manière la plus efficace, au progrès des Mathématiques, en même temps qu'ils fourniront aux philosophes les points de départ les plus précis et les plus solides pour l'étude de l'origine et de la formation de nos connaissances. Je suis assuré d'avance que mon distingué collaborateur n'oubliera pas, parmi les problèmes du temps présent, celui-ci, qui est le plus important peut-être, et dont il s'est occupé avec tant de succès ; et je lui laisse le soin de le développer avec toute l'ampleur qu'il mérite assurément.
Je viens de parler des éléments de la Géométrie. Ils ont reçu de[)uis cent ans des accroissements qu'il convient de ne [las oublier. La tliéorie des polyèdres s'est enrichie dcr- belles découvertes de
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Poinsot sur les polyèdres étoiles et de celles de Mobius sur les polyèdres à une seule face. Les méthodes de transformation ont élargi l'exposition. On peut dire aujourd'hui que le premier Livre contient la théorie de la translation et de la symétrie, que le deuxième équivaut à la théorie de la rotation et du déplacement, que le troisième repose sur l'homothétie et l'inversion.
Mais il faut bien reconnaître que c'est grâce h. l'Analyse que les Eléments se sont enrichis de leurs plus belles propositions. C'est à l'Analyse la plus haute que nous devons l'inscription des polygones réguliers de 17 côtés et des polygones analogues. C'est à elle que nous devons les démonstrations si longtemps cherchées de l'impossibililé de la quadrature du cercle, de l'impossibilité de certaines constructions géométriques à l'aide de la règle et du compas. C'est à elle enfin que nous devons les premières démonstrations rigoureuses des propriétés de maximum et de minimum de la sphère. Il appartiendra à la Géométrie d'intervenir sur ce terrain où l'Analyse l'a précédée.
Que seront les éléments de la Géométrie au cours du siècle qui vient de commencer? Y aura-t-il un seul Livre élémentaire de Géométrie? C'est peut-être l'Amérique, avec ses écoles affranchies de tout programme et de toute tradition, qui nous donnera les meilleures solutions de cette importante et difficile question. On a quelquefois appelé v. Staudt, VEiidide du x\x^ siècle ; je préférerais l'appeler ÏEuc/ide de la Géométrie projective ; mais cette Géométrie, quelque intéressante qu'elle puisse être, est-elle appelée à fournir la base unique des futurs éléments ?
Le moment est venu de clore ce trop long exposé et cependant il y a une foule de recherches intéressantes que j'ai été pour ainsi dire contraint de négliger. J'aurais aimé à vous entretenir de ces Géométries à un nombre quelconque de dimensions dont la notion remonte aux premiers temps de l'Algèbre, mais dont l'étude systématique n'a été commencée que depuis 60 ans par Cayley et par Cauchy. Ce genre de recherches a trouvé laveur dans votre pays, et je n'ai pas besoin de rappeler que notre illustre président, après s'être montré le digne continuateur de Laplace et de Le Verrier,
2Go mSTOlRE DES M VTllÉMATlQL ES
dans un espace qu'il considère avec nous comme étant ilouc da 3 dimensions, n'a pas dédaigné de publier, dans V American Journal, des considérations d'un vif intérêt sur les géométries à n dimensions. Une seule objection pouvait être ftùte aux éludes de ce genre et avait déjà été formulée par Poisson : l'absence de toute base réelle, de tout snhslralnni permettant de présenter, sous des aspects visibles et en quelque sorte palpables, les résultats obtenus. L'extension des méthodes de la Géométrie descriptive, et surtout l'emploi des conceptions de Pliicker sur la génération de l'espace, contribueront à enlever à cette objection beaucoup de sa valeur.
J'aurais voulu vous parler aussi de la méthode des équipollences, dont nous trouvons le germe dans les œuvres posthumes de (îauss, des (juatcrnions d'Ilamilton, des méthodes de Grassmann et en général des systèmes d'unités complexes, de VAita/ysis siltis, si intimement reliée à la théorie des fonctions, de la Géonu'trie dite cinémalifjue, de la théorie des abaques, de la Géométrographie, des applications de la Géométrie à la Philosophie naturelle ou aux Arts. Mais je craindrais, si je m'étendais outre mesure, que quelque analyste, comme il y en a eu autrefois, n'accusât la Géométrie de vouloir tout accaparer.
Mon admiration pour l'Analyse, devenue si féconde et si puissante à notre époque, ne me permettrait pas de concevoir une telle pensée. Mais, si quelque reproche de ce genre pouvait être aujourd'hui formulé, ce n'est pas à la Géométrie, c'est à l'Analyse Cju'il conviendrait, je crois, de l'adresser. Le cercle dans lequel paraissaient renfermées les études mathématiques au conuuencement du xix*" siècle a été brisé de tous côtés. Les problèmes anciens se présentent à nous sous une forme renouvelée, des problèmes nouveaux se posent, dont l'étude occupe des légions de travailleurs. Le nombre de ceux qui cultivent la Géométrie pure est devenu prodigieusement restreint. Il y a là un danger contre lequel il importe de se prémunir. N'oublions pas que, si l'Analyse a acquis des moyens d'investigation qui lui faisaient défaul autrofois, elle les doit en' grande partie aux conceptions introduilos par les Géomètres. 11 ne faut pas que la Géométrie demeure en quelque sorte ensevelie dans son triomphe. C'est à son école que nous avons appris, que nos successeurs auront à apprendre, à ne jamais se fier aveuglément aux méthodes trop générales, à envisager
les qucslions en elles-mêmes et à trouver, dans les conditions particulières à chaque problème, soit un chemin direct vers une solution facile, soit le moyen d'appliquer d'.une manière appropriée les procédés généraux que toute science doit rassembler. Ainsi que le dit Chasles au commencement de V Aperçu historique : u Les doctrines de la pure Géométrie offrent souvent, et dans une foule de questions, celte voie simple et naturelle qui, pénétrant jusqu'à l'origine des vérités, met à nu la chaîne mystérieuse qui les unit entre elles et les fait connaître individuellement de la manière la plus lumineuse et la plus complète. »
Cultivons donc la Géométrie, qui a ses avantages propres, sans vouloir, sur tous les points, l'égaler à sa rivale. Au reste, si nous étions tentés de la négliger, elle ne tarderait pas à trouver dans les applications des Mathématiques, comme elle l'a déjà fait une [)i(Mnièrc fois, les moyens de renaître et de se développer de nouveau. Elle est comme le Géant Antée qui reprenait ses forces en touchant la terre.
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