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A Son Altesse Royale
MoNSEiGHÉuB LÉ Dud ALEXANDRE DE WCRTEIVÏBERG. Monseigneur ,
Le désir de concourir à l'acconipiisseitient des yuesbien* faisantes de Votre Altesse Royale m'a engagé à chercher les moyens dé Êiciliter à la jeunesse qui se forme sous ses auspices, l'accès des sciences mécaniques, auxquelles les arts et l'industrie empruntent tous les jours de si nombreuses et si brillantes applications; L'tntroductiou à l'étude de la Statique synthétique, que je prends la liberté dé soumettre ^ ses hautes luniières, est fondée sur une série de démonstrations que je crois neuves, et qui me semblent douées de cette clarté rigoureuse, qui doit constituer le principal mérite de tout livre élénlentaire; Si Votre Altesse Royale^ en autorisant sa publication, daignait en agréer là dédicace, cette insigne faveur mettrait le comble à mes voeux, et stimulerait à la fois lès efforts de nos professeurs, et l'attention de nos élèves, en leur offrant un nouveau gage de l'éclatante et Auguste protection, à laquelle l'Institut que j'ai l'honneur de diriger est redevable de sa prospérité.
J'ai l'hotineili' d'être avec le plus profond tespect^
Monseigneur ^
de Votre Altesse Royale ^
lia trës iiainble «t irës obéissant serviteur et subordonné
Bcizaine.
A l'étude
La méthode d'enseignement suivie à TEÎcole Royale Polytechnique de France, et consacrée par plus de 3o ans de succès, a prouvé combien la connaissance préliminaire de la Statique démontrée par la Synthèse, est propreà faciliter letude de la statique analytique. Cette dernière était cependant la seule qui fût enseignée jusqu'à présent aux élèves de rinstitut des Yoies de communication: le défaut de temps, et le grand nombre d'objets qui composent le cours complet de leur instruction, n'avaient pas permis de les occuper de la Statique synthétique. Aujourd'hui les lumières de l'expérience, et les perfectionne* mens successifs dus à la sollicitude paternel^ le de Son Altesse Royale Monseigneur le Duc de Wurtemberg, ont mis les chefs de cet établissement à même d'opérer une répartition plus égale dans les études. Pénétrés de la nécessité d'aplanir les obstacles qui ac-
compaguent ordinairement leyposition des principes généraux de la mécanique rationnelle, ils ont proposé de faire précéder cette exposition, d'un cours de Statique synthétique, qui parlant à la fois aux yeux et à Tesprit des élèves, les accoutumât par dégrés aux conceptions les plus al^straites de la science de l'équilibre et du mouvement.
Cette innovation favorable, que Son Altesse Royale a daigné honorer de sa sanction, exigeait que Ton mît entre les mains des élèves, un "ouvrage qui joignît au mérite de la concision, celui d'une ea^trême clarté. Le traité de Statique élémentaire, dû à l'immortej auteur de la géométrie descriptive, était sans contredit celui qui réunissait au plus haut degré ce double avantage, et l'Institut s«st empressé de l'adopter, comm^ texte de ses nouvelles leçons. Mais malgré tout le respect que commandent le nom de Monge et les travaux dont il a enrichi le domaine des sciences, on ne peut pas se dissimuler que presque toutes les premières propositions de son ouvrage, laissent peut-être quelque chose ^ désirer, je ne dirai pas sous le rap*-
port de la rigueur, mais au moins sous celui de la simplicité qui doit caractériser les démonstrations des livres élémentaires.
Dans une des dernières éditions de ce traité, Mr. Hachette s est attaché à présenter pour quelques uns des théorèmes fondamentaux, des démonsrations plus conformes au degré d intelligence des élèves qui commencent létude de la Mécanique. Quoiqu'il ait emprunté la partie la plus remarquable de son travail à lun des plus célèbres géomètres de notre siècle, et à Tingénjeuse statique de Mr. Poînsot^ il me semble néanmoins quil est possible de parvenir su même but par des considérsitions encore plus simples et plus Hiéthodiques que celles dont il a fait usage.
La première partie des propositions que Ton va lire devait entrer dans la composition d'un traité élémentabi^e de Mécanique, que j'avais commencé dans le temps oii j étais chargé de renseignement de cette science à rinstitut des Voies de communication. La tâche que je m étais imposée a depuis été remplie avec beaucoup de succès par Mr. le Général-Major Destrem, qui ma succédé
dans cette fonction^ et qui a pris Texcellent ouvrage de Poisson pour guide et pour modèle. Jai donc fait sans regret le sacrifice des nombreux matériaux que j avais déjà rassemblés; Mais comme dans le traité que je me proposais de publier, je m'étais fait une loi de fonder sur la synthèse, la démonstration des principes généraux de l'équilibre, je saisis avec empressement loccasion qui se présente d'utiliser une faible portion de mon travail, en offrant à nos jeunes ingénieurs le moyen de lever les difficultés qui pourraient les arrêter dans fétude de la Statique synthétique.
J'emprunterai au traité élémentaire de Monge, (2™ Edition, 1795), les notions préliminaires qui doivent servir de base à cette science, et Ton pourra remplacer par ce qui va suivre, toute la première partie de fouvrage, jusques et compris la proposition qui est connue sous le nom de parallélogramme des forces.
Je suivrai dans cette Introduction deux méthodes inverses l'une de l'autre. La première, à laquelle je m'étais exclusivement
attaché dans le cours que jd méditais, consis* tera à passer de la théorie des forces parallèles à celle des forces concourantes. La seconde, qui ne sest offerte à mes recherclies que dans ces derniers temps, sera fondée sur une nouvelle démonstration à priori du parallélogramme des forces, et fera dépendre de cette proposition fondamentale, les théorèmes relatifs aux forces parallèles. L\me quelconque de ces méthodes suffira sans doute pour l'enseignement complet des premiers principes de la Statique synthétique, mais je crois qu en les exposant toutes deux, et en présentant ainsi à lesprit des élèves, sous ini double point de vue, des notions qui ne sauraient être trop claires et ti*op précises, ou ne fera que favoriser leur instruction, et faciliter, leurs progrès.
^ Il ■' '
DÉFINITIONS
**Oli à|)pfeHe Corps du subsitincè nihiérieUe, ))tôUt ce qui est capable d'affecter nos ^éris.''
*^Les corps ise divisent en solides et fluides. Un »ciorps est solide, losque les molécules qui Içfcompo* »sent sont adhérentes^ et ne peuvent être réparées ))]es unes des autres sans effort) de ce nombre sont ))Ies métaux, les pierres, les bois^ etc. Il est fluide, »Iorsque toutes ses molécules peuvent âu contraire ))être séparées avec la plus grande facilité: Tels sont » l'eau, l'air, etc,"
*'Tdus les corps sont mobiles'^ fc'eà(-à-dii*e qu'ils «peuvent être transportés d'un liéù dans un autre. ))Otl dit qu'un corps est en repos, quand toutes les » parties qui le composent restent cbacuiié dans le »même lieu; et Ton dit ^u'il est en liiôuveméht, lôrs- » qu'il change de place, ou lorsque ïés parties dont ))il est coinposé passent d'un Ken dans un autre."
*^À corps eh repos ne peut etitrer en tnouvement, net lorsqu'il est en mouvement, il lie peut chàng^j^ la » manière dont il se meut, sans l'action de quélq^ub » cause, â laquelle on dohné en général le nom âe Jijorve ou de puissance J^
*^dh considéré dans ixxie forcé; i«. sa gratideùi^, «c'est-à-dire Hîtoit qu'elle fait ^our ihôùVoîr fe
» corps; ou le point du corps, auquel elle est appli- ))quée: a^. sa direction , c'est-à-dire, la ligne droite » suivant laquelle elle tend à mouvoir le point du
» corps sur lequel elle agit."
^'Lorsque plusieurs forces sont appliquées à un ))méme corps, il peut arriver deux cas: ou ces for- »ce5 se contrebalancent et se détruisent réciproque- » ment; alors on dit qu'elles se font équilibre, et le » corps reste en repos; ou bien en vertu de. l'action »de toutes ces forces, le corps entre en mouvement/^
^ ^D'après cela, on appelle Mécanique^ la science » qui a pour objet de connaître l'effet que doit en '"' » général produire sur un corps l'application de for- ))ces déterminées. Cette science se divise en deux » parties; la première considère les rapports que les » forces doivent avoir en grandeurs et en directions, ))pour être en équilibre, et on l'appelle Statique-y la » seconde, à laquelle on donne le nom de Dynami^ y>quej recherche la manière dont le corps se meut, * » lorsque ces forces ne se détruisent pas entièrement."
'^Chacune de ces parties se divise encore elle-mé* »me en deux autres, selon que le corps auquel on » suppose que les forces sont appliquées, est solide »ou fluide. La partie de la Statique qui traite de » l'équilibre des forces appliquées à des corps solides » se nomme simplement Statique, ou Statique pro- }}prement dite; et on appelle Hydrostatique ^ celle » qui a pour objet l'équilibre des forces appliquées »aux différentes molécules d'un corps fluide*"
Chapitre I
De la composition et de la âécompositîon
des forces.
1. ^^Losqu'unejorce P, appliquée à un point Fig. t. ^. » déterminé Cd'un corps solide AB^ tire, oupous-^
ïise ce corps suii^antune direction quelconque CF^ Y> il doit être permis de considérer cette force corn-lome si die était immédiatement appliquée à tout vi autre point D du corps, pris sur la direction de y) cette forcée
'^Gar tous les points du corps qui sont sur la » droite CF ne pouvant ni se rapprocher, ni s'éloi- ))gner les uns des autres, aucun d'eux ne peut se mou* »yoir suivant cette droite, sans faire mouvoir tous »les autres de la même manière que si la force leur » était immédiatement appliquée."
**// doit même être permis de considérer la force » P comme si elle était appliquée à tout autre point »G, pris au dehors du corps sur sa direction,^ yy pourvu que ce point soit invariablement attaché n au corps. ^^
2. * 'Il suit de la que si sur la direction de la force » P, il se trouve, ou en dedans du corps un point )ifixe D, ou en dehors un obstacle immobile G^ » pourvu que dans ce dernier cas, Tobstacle soit in- »variablement attaché au corps, la force sera détrui^ »te, et le corps restera en repos; car on pourra regaiv »der cette force comme immédiatement appliquée
»au point fixe, et son effet sera détruit par la résis* )> tance de ce point. "
5. * ^Réciproquement si la force P, appliquée au » corps ABy est détruite par la résistance d'un seul » point fixe, ce point se trouve sur la direction de la » forcer car ce point ne petit détruire l'effet de la for* »ce^ qu'en s'opposant au mouvement du point d'ap- »pIication C: et il ne peut empêcher ce mouvement, jiâ moins qu'il ne soit sur la droite ^que la force tend i)â faire parcourir au point d'application."
AXIOMES
4. *^Un point ne peut aller par plusieurs che'^ mmins à la fois. ^*
5./^Donc, lorsque plusieurs forces, différemment » dirigées, seront appliquées en même tems à uo ))méme point, ou ce point restera en repos, ou il se » mouvra par un seul chemin, et par conséquent de »Ia même manière que s'il était poussé ou tiré par Mune force unique, dirigée suivant ce chemin, etcawpable du "même effet."
6. ^^Âinsi, quelques soient le nombre et les dii-ec* )>tions des forces appliquées en même tems â un me* »me point, il existe toujours une force unique qui ))peut le^nouvoir, ou tendre à le mouvoir de la mé* »me manière que toutes ces forces ensemble; cette » force unique se nomme h résultante des premièries,
^ fi —
)>et celles-ci, par rapport à la résultante, se nom* ))inent forces composantes.^^
^^L'opération par laquelle on cherche la résultan- )) te de plusieurs forces composantes données, se nop- » me la composition des forces; et celle par laquellfs »on trouve les composantes, lorsqu'on connaît la ré- » sultan te, se nomme la décomposition des forces."
^7. ^^ Deux forces égales et directement opposées, r^ appliquées en même tems à un même point^ se i) détruisent et se /ont équilibre ^^^
^^ Réciproquement lorsque deux forces sejont la équilibre j elles sont égides et directement op- ^posées.^^
8. '^Donc û plusieurs forces, différemment diri- »gées, sont appliquées à un même point, pour leur » faire équilibre, c'est-àrdire, pour détruire l'effet de ))Ieur résuUaate, il faut appliquer à ce point une » force unique égale â cette résultante, et qui luisoit< )) directement opposé^ i ou appliquer plusieurs forces^ »dQnt la résultante soit égale et directement opposée ))d la résultante des premières.''
g. ^^Réciproquement, lorsque plusieurs forces,, «différemment dirigées, elt appliquées à un même » point, sont en équiIilM*e, leur résultante est nulle, »x>tt C0 qui revient au même, l'une quelconque de »Oes forces; est égale et directement opposée à la ^résultante de toutes les aotres^ ou enfm la résul- » tante d'un nombre quelcooqge d$ ces forces est
» est égale et directement opposée à la résultante de » toutes les autres/'
10. ^^ Si plusieurs forces appliquées à un même npoint^ ont la même direction^ et agissent dans le 9 même sens y elles produisent sur ce point le m£me y^ effet qu'une force unique^ qui serait égale à leur n somme y qui aurait la même direction ^ et qui » agirait dans le même sens; par conséquent cette nforce unique est leur résultante^
1 1. '^Donc, pour faire équilibre à toutes ces forces, »il faut appliquer au même point et dans le sens dî* »r6ctement opposé, une force égale a leur somme; ))car cette force sera égale et directement opposée à «leur résultante."
12. ^^11 suit de la: i^. que si deux forces inégales ))sont appliquées à un même point dans des sens di-* »rectement contraires, leur résultante est dirigée »dans le sens de la plus grande, et est égale a leur «différence^ car la plus grande de ces deux forces ))peut être regardée comme Composée de deux autres » forces dirigées dans le même sens qu'elle, dont » l'une serait égale à la plus petite , et dont l'autre )) serait égale à la différence^ or de ces deux derniè- ))res forces, la première est détruite par la plus pe- »tite (7); donc il ne reste plus, pour mouvoir le »point, que la différence, qui est dirigée dans le me- 9) me sens que la plus grande."
x3. ^^. '^Que ai tant de forces qu'on voudra sont » appliquées a un même point, les unes dirigées dans » un sens, et les autres dans le sens directement op- ))posé$ après avoir fait la somme de toutes celles qui » agissent dans un des deux sens, et la somme de }i toutes celles qui agissent dans le sens contraire, la Bxésultante de toutes ces forces est égale â la diiTé- »rence de ces deux sommes (12), et est dirigée dans »Ie sens de la plus grande."
14. "Donc, pour faire équilibre à toutes ces for- »ces, il faut appliquer au même point, et dans la di- »rection de la plus petite des deux sommes, une for- » ce égale à la différence de ces sommes: Car cette » force sera égale et directement opposée à leur ré- » sultan te."
1 5. La résultante de deux forces égales appli- {fuées à un même point^ a sa direction située 'dans le plan déterminé par les directions de ces forces^ et partage V angle qu'elles Jorment entre elles en deux parties égales. *
Démonstration: Soient P et Ç deux forces éga- Fîg. 3^ les, agissant sur le point A^ dans le plan MN représenté en perspective sur le plan du tableau. Supposons que leur résultante agisse suivant une direction A r, située hors du plan de ces forces.
*En traçant dans ce plan la droite ACcpà partage l'angle PA Q en deux parties égales, et en faisant tourner autour de cette droite, le système des forces
données, sans rien change;*41âpositiQadu corpçsoupis a leur action, il est clair qu^après une demi-r^oli:|tion, Fig. 4. ^^ f<^i*ce P se trouvera à la place qu'occupait la force Q^ et réciproquement, et que la résultante r aura passé à gauche du plan MN^ dans une position symétrique a celle qu'elle occupait d'abord. Les deux forces données Pet Ç étant égales par l\ypothésc, la fig;ure 4 sera évidemment identique avec la fig. 3* Mais comme dans cette dernièrci la résultante des deux forces est dirigée suivant Ar^ tandis que dans la f]g. 4} elle agit suivant Ar\ il s'ensuit que cette résultante peut agir indifféremment suivant l'une ou l'autre de ces directions; conséquence absurde, qui fait voir que la résultante des deux forces proposées ^oit être immanquablement située dans le même plan que ces forces*
Une considération analogue prouve que cette ré* spltante doit partager l'angle formé p$r la dirçction des forces P et Q en deu^ parties égales,
Sqpposons en efiet qu'elle agisse suiyant une direction quelconque Ar (fig. 5), tfMf que l'^qgle PAr soit plus petit que rAQ: £n faisant tourne^ Je pl^l) des forces autour 4^ la droite BC^ qui divise l'angle form^é paf leurs directions en deux pjiirties égales^ la lignp ^r aprçs une demi-révolution, prendra la position Ar (fig. Ç). Mais tput étant absoln^ ment le m^me. à çcfuse de l'identité des forces, daps la fig. 6 qife dans I^ fig. S, on en conclut que Ar e3t aussi bien la direction de la résultante qitç Ar^
0t ^ae pdr conséquent cette résultante peut agir suiviint deux directions différentes, conséquence lient Tabsurdité démontre que la résultante doit suivre la direction ^C, pour laquelle les angles P^C7 et CAQ sont égaux entre eux.
CQROLLAIRE i.
i6. Chaque couple de forces égales P, -Ç^ ayant ainsi pour résultante une force r dont la direction partage l'angle PAQ en deux parties égales, il -est visible que le systéipe dj^ deux forces multiples mP^ mÇy composé d'un nombre m de couples sembler F^fr 7blés, aura pour résultante une force égale k mr^ agissant dans la même direction quela résultante primitive r.
17. L'action des deux forces égales P, Q, poi^vant être remplacée par l'action de leur résultante r, il g'ensuitque réciproquement on pourra toujours substituer à l'action d'uneforce uniqiie quelconque, celle de deux forces égales, formant avec la première d^s angles égaux, et situées avec elle dans un menfe plan, pouryu que la grandeur de ces, dernières boit déterminée de manière a ce eue la force donnée soit égale à: leur résultante.
Rçmarqm^.,
18. Si les directions des dçux forces données P, Q^ ne qoncpuraienJ: pas en un iRçipe Ijoint, ef que, par conséquent elles ne se trouvassent pas comprises dan$ un même plan, ces deux lbrces> soit qu'elles fiassent
égales, soit quelles fussent inégales, n'auraient pas de résultante; car ne pouvant pas alors être regardées comme destinées a mouvoir un point unique, il est clair qu'une force unique serait incapable de produire le même effet.
THEOREME 2.
Fîg. 19. Si Von a deux couples de forces angulaires ' ^ P, P; /^, P\ égales deux à deux , et formant entre elles des angles égaux PAP^ P'AP^ les résul-^ tantes Ret Vl de ces couples dejorces sont entre elles dans le même rapport que leurs composantes^ c'est^à^ire que Von a :
Démonstration. Supposons que les forces P etP' soient commensurables entre elles, ou susceptibles d'une commune mesure /?, et qu'on ait par exemple: Pzzmpy Ifzizm'p; appelons r la résultante de deux forces égales à cette commune mesure, et formant entre elles le même angle que les forces données. 11 est clair , d'après le premier des corollaires précédents, que les résultâtes E ttl( seront respective-
Pf R^
ment égales à iwr, et i»V: Les rapports — , —, étant égaux , le premier a — ou a — , et le second a
tn p m
— OU—, on est conduit immédiatement à l'équation
mr tw *
p- = ^, qui vérifie l'énoncé du théorème*
8^ la.
Dans le cas où les forces P et F^ seront incommensurables, on conçoit qu'il sera toujours possible de substituer à l'une d'elles, â P" par exemple,* deux forces P" et il, dont la somme soit égale à i^, et Fîgdont la première soit commensurable avec P. En nommant iT la résultante des deux forces P , et «S* celle des deux forces /7, il est évident qu'on aura: jRzziî H-»y, et que les deux forces commensurables P et P seront liées entre elles par la relation:
P'' iR"
Qu, eu mettant à la place de P'' et IC^ leurs valeurs
P'^netK^S,
P ~~R^* Dans cette équation^ les quantités J7et S^ fonctions l'une de l'autre, sont soumises aux mêmes lois d'accroissement et de décroissement. Or la force P^ pouvant être prise aussi voisine de P^ qu'on le voudra, on voit que II peut être regardée comme étant susceptible d'une valeur moindre que toute grandeur donnée 9 quelque petite que soit cette grandeur, et
que par conséquent — est une véritable limite vers
pf J7
laquelle le rapport — — tend sans cesse, sans pou* voir jamais l'atteindre; mais à mesure que II dimi-
nue, S diminue également, et le rapport — ^ s'approche sans cesse de la limite -^^ Donc , en se fon-
dant sur ce principe, que des quantités variables
toujours égales entre elles ont des lioiitea égaler
on a:
20. La résultante dei deux forces rectangulaires égales entre elles^ est égale au produit de l'une des forces données multipliée par la racine quarrée de n.
Démonstration: Représentons par R la résultante Fig. ii.des deux forces PyPj qui forment entre elles un angle droit. La direction jâ Rue cette résultante, divisant Pangle PAP en deux parties égales (Théor* i), chacun des angled R A P sera de 4 S dégrés. Menons par le point A la ligne rr perpendiculaire i A R. 11 est visible que chacune des forces P pourra être considérée comme étant la résultante de deux forces égales et inconnues r, agissant, Tune suivant ARj Fautre suivant Ar^ Le système des deux forces données pourra donc être remplacé par celui 4e. qpa(p*:e forces ég^çs h r^ dont deux suivront ladi* rection A R^ et dont les deux autres agiront sur le pi^int A dans des sens opposés, suivant la droite rr. Gesdeuxderpièressefaisaift mutuellement équilibre, il lie restera q^ç leM^^^ P^^P^i^res, qui agis^apt dans le même sens suivant la direction A R^ produiront l'effet d'une force unique égale à leur somme, ou à
- iS -
2 r. La résultante cherchée ayant été représentée par j?, on aura donc:
Rz=:% r, d'où rn: -.
Mais on â d'après le théorème précédent: p = ^>
ou , en mettant au lieu de r sa valeur — «
2 p il*
De cette équation on déduit iî* zr a P*, ou /î = P V 2, C. Q. F. D.
COROLLAlflE I.
2 1 . Ce résultat apprend que pour faire équilibre
â deux forces rectangulaires égales, il suffit d'appli*
quér au point de concours de leurs directions une
troisième force, qui soit égale à l'une d'elles multipliée
par la racine quarrée de 2 , qui agisse dans un sens
opposé, et dont la direction forme avec les droites
A P| des angles égaux à i35<>. Cette force étant en
effet égale et directement opposée à la résultante
des forces données, détruira l'effet de cette résjul-
tante.
COROLLAIRE a.
22« Une manière ti'ès commode défigurer l'intensité ou la grandeur des forces que l'on considéré dans toutes les branches de la mécanique, con^ste â prendre sur leurs directions des longueurs qui cornpjiennent autant d'unités linéaires que les forées données comprennent de fois Tunité dé force, à laquelle on donne aussi le nom d'uniHé dynamique.
On dit alors que les forces données sont représentées par ces longueurs» Ainsi par exemple, quand on dit Fig. la. qu'une focce quelconque P, agissant sur le point ^^ est représentée par la ligne A B, cette expression signifie qu'en rapportant la longueur A B k l'unité linéaire, on y trouvera cette unité comprise autant de fois, qu'il y a d'unités dymaniques dans la force P.
11 suit de là que quelque soit le nombre de forces . que l'on considère, ces forces peuvent être regardées comme parfaitement déterminées, lorsqu'on assigne sur leurs directions des longueurs qui leur sont proportionnelles. Si deux forces P et Ç, par exemple» sont supposées proportionnelles aux longueurs ufJ3
et C D^ de manière que l'on ait:
Q —^ CD
il suffira de déterminer par les règles de la géométrie, la commune mesure de ces longueurs, et si l'on trouve qu'elle est comprise m fois dans la i^. et 72 fois
dans la 2% ou que — zz — , on aura également:
Ce qui apprendra que la force P comprendra un nombre m d'unités dynamiques, tandis que la force Q en comprendra un nombre n.
23. Cette sorte de convention très simple, par laquelle les forces se trouvent représentées par des longueurs qui leur sont proportionnelles, permet
d'énoncer le théorème qae nous venons de démontrer, de la manière suivante:
Si deux forces rectangulaires égales sont repré^ Fig. i3. sentées par les côtés d^un quarré quelconque jiBCD construit sur leurs directions ^ leurrésultante R sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale A D de ce quarré y et en effet le triangle rectangle A C D donnant AD'^zz: u^O-f-C/?^, ouàcause àe CD =:iAC, AD^z:^
2 ^C% on en déduit —:^=^^^^> ^^^ i^^us avons
R ^, . R ÀD vu que - = V2, donc p = je"
On verra par la suite comment cette propriété très remarquable se généralise pour des forces angulaires quelconques.
24- Si aux extrémités d'une droite inflexible ABj sont appliquées deux forces égales P, Ç, Fîg. i4* dont leis directions AP^BQ^ soient parallèles e«tre elles ^ et qui agissent dans le même sens;
lo. La résultante R de ces deux forces sera éga^ le à leur sonime Ph-Q ou 2 P;
20. La direction de cette résultante sera parallèle aux directions des forces, et divisera leur droite d'application en deux parties égales.
Démonstration, x^^^. Partie. Soit une autre droite inflexible DE^ perpendiculaire aux directions des deux forces, et attachée invariablement à la droi-
te AB] En prolongeant les directions des deux for*^ ces P, Q, jusqu'à cfe qu'elles coupent cette dh)ite aux points D et E^ on pourra regarder ces points comme étant ceux auxquels les forces données sont appliquées. Gela posé, prolongeons la droite DE dans les deux sens DPyEQ\ et concevons suivant ses prolongemens deux forces P Q\ égales entre elles, et aux deux forces données P^Q. Ces deux nouvelles forces, agissant suivant la même droite et dans des directions opposées, se détruiront mutuellement et ne changeront rien â l'effet produit. La résultante des quatre forces P^P^ Q^Q\ ^^ ^^nc la même que celle des deux forées P, Q.
Mais les deux forces P et P étant égales et rectangulaires, peuvent être remplacées par une force unique égale à P y/a^ dont la direction formera avec celles des deux composantes, des angles égaux â 45^-
De même les deux forces Q et Q\ aussi égries et rectangulaires, auront p/our résultante une force égale à Ç V2, telle que chacun des angles Q E Q' ^z et Q' E Q Va sera également dé 1^6^.
Le «jstêmè âes quatre forces P, P*, Ç, Ç^, se trouvant ainsi ramehé â celui des deux résultantes parfîeties, évidemment égales, P ^2 et Q Va, la résultante de ces dernières hé sera autre que là résulsultante R des forées P et Q. Or oh est eh droit de regarder ces deux forcés P Va, Ç Va, comme étant à^^liqûéès au point P de côricôurs de leurs diréctîofts (S 1). ï)e plus le triangle PpJE ayant ses
deux angles en D et en j? respectivement égaux k P^ D P'^UttQ' E Q V2, qui sont chacun de 45''> il s'ensuit que ce triangle est rectangle en jP, et que par conséquent les deux forces égales P Va et Q V2 out pour résultante une force égale à l'une d'elles multipliée par la racine quarrée de a^ donc onajR=PVa xVa, ou J2— 2P=P^Ç,
31*. Partie. Le triangle rectangle D F E étant isocèle, et la direction de la résultante R des deux forces P Va et Ç Va devant former des angles égaux avec ses composantes, cette direction sera visiblement perpendiculaire à la droite D Ey et la divisera au point C eu deux parties égales. Elle sera donc parallèle aux directions AP, BQj des deux forces données; les deux lignes D E et A B seront donc divisées parles lignes Dji,^ C G, et E B en parties proportionnelles, et l'on aura: DC : CEzizAG : GJB, d'où à cause de DCz=. CEy on déduira AG = GB. Donc la résultante R passera par le milieu de jt B»
COROLLAIRE i.
a5. Pour faire équilibre a deux forces P, Ç, égales et parallèles, il faudra donc appliquer au milieu G de la droite d'application, une troisième force égale à leur somme, qui agisse en sens contraire, et dont la direction soit parallèle aux droites jiP^BQ; car cette troisième force sera égale et directement opposée â leur résultante.
COROLLAIRE i.
Ffg. i5. 26. Si après avoir divisé une droite inflexible efi un nombre quelconque de parties égales, on applique â tous les points de division des forces égales) dont les directions soient parallèles entre elles, la résultante de toutes ces forces partagera la droite d'application en deux parties égales, suivra une direction parallèle â Celle des forces, et sera égale â leur somtïié totale :
Car en considérant successivement les couples de forces P, Q'y P^j Qy P*, Q'\ etc. 5 les résultantes partielles de ces couples r, r , r\ etc. passeront toutes par le milieu K de A B^ en suivant une direction parallèle â celle& des forces, et l'on aura :
rrrP^ Q r"=P'^Q\
Mais ces résultantes partielles, agissant suivant une même ligne droite, produiront le même effet qu'une force unique H égale à leur somme, et qui sera évidemment la résultante totale du système: donc on aura:
/?=: r-i- r H- r'-i- etc,
ou /î=P-f- P'^ P'V etc. ^ Çh- ÇV Q'V etc-
De plus eette résultante agira suivant une direc* tionparall êU â celles des composantes.
THEOREME 5.
27. Si aux extrémités d'une droite inflexible A B^ sont appliquées deuxjorces inégales P, Ç, Fîg. 1 6. dont les directions ÂPj BQ^ soient parallèles entre elles ^ et qui agissent dans le même sens;
x^. La résultante R de ces forces est égale à leur somme^ et sa direction est parallèle à celles de ces forces:
20. Le point C d'application de la résultante partage la droite AB en deux parties réciproquement proportionnelles aux deux forces^ de manière
que Vçn a:
P: QznBC: AC.
Démonstration. Il est aisé de s'assurer d'abord que la résultante R sera égale à la somme des forces données P et Ç, et suivra une direction parallèle à celles de ces forces. Prolongeons en effet la droite d'application A B aux delà des points A et JB, et appliquons suivant ses prolongements deux forces quel- . conques *S, *?, égales entre elles, qui se feront mutuellement équilibre: Cette addition ne changera rien au système des forces données. Les deux forces P, Sy ayant une résultante /• située dans le plan de leurs directions, et les deux forces Ç>, S^, ayant une résultante r également située dans ce plan, il est clair que la résultante des forces r, r , sera la même que celle des forces proposées P, Ç. Mais les directions Ar et B r étant prolongées jusqu'à leur interjection en Gy on pourra concevoir les forces r et r
appliquées en ce poîril. Hemplaçarït â ceméme peint la résultante partielle r par ses deux composantes S^ P, agissant suivant G i^ et G jR, respectivement parallèles àASetJt P\ substituant de même â r ses deux composantes Sf et Q, le système des forces •données sera ramené à celui des quatre forces S^ Sf^ P et Qj agissant sur le^néme point G. Or les deux premières iS, S\ ^tant égales entre elles et directement opposées^ se -détruisent réciproquement; il ne Teste donc que les deux forces P,« Q, qui agissaM suivant la même direction, produisent le même effet qu^une force unique égale à leur somme. Cette force unique 9 ou la résultante générale du système, est «donc égale à P-+-Q, et suit une direction ♦G R pa- Tallèle à celle des forces proposées P et Q.
Pour trouver la position du point C, dans lequel cette direction GR coupe la droite d'application, nous remarquerons *que les forces données P, Ç, peuvent être commensurables -entre elles, ou incommensurables.
Dans le if • cas, nous appellerons p la force qui leur servira de^commune mesure, et nous supposerons:
P znmp, Q = np, ou P: Q z=z m: n.
Fig. 17. Soit divisée au point © la droite d'application A B en deux parties proportionnelles aux nombres m et n^ de manière à ce qu'on ait:
minznzA D: B D^
•u ce qui revient au même :
P: Q = A3: Bl>.
Soit prolongée la droite A B soi delà de ses extrémités ji et By et soient pris sur ses prplongçipents BR=BD, A Fz=iA I>. Les parties JtD et BU ^ étant entre elles par hypothèse comme w.est à «, on pourra diviser FDy. double de AD^ en 2 m partie» égales, et Z^ E double de i? 2? en 2 n partie^, aussi égales aux précédentes. Si au milieu de chacune de
ces divisions, on applique une ferce égale à — ,, en
aura de jP* en jD) 2 m fosce» parallèles entre ellesy
P dont chacune sera égalé à — ,. et dont l'action totale
P sera équivalente à leur somme 2. m X —, c'est-à-dire à 77» d, ou à la forée P. De même on aura de J^ en £, a n forces parallèles et égales à —, dont l'action sera la même que celle de la force Q, ou n p^ Les forces données P, Qy, se trouveront donc ainsi remplacées par 2 toh- 2 tî autres fbrces, égales et? parallèles entre elles, dont la résultante sera évidemment la même que celle des deux, pisemières. Or ces z. mHr-%n forces égales, étant également distribuées Ife long de la droite F E (§ 26), doivent avoir pour résultante une force- égale à leur somme, et qui passe par le milieu C de la droite F£: donc la résul-
tante jR, égale k^im-^ù^n) —, ou à P-^-Qy et parallèle aux directions de ces forces, passera par le point €, milieu de la droite E P.
— sa —
Mais de jiD=AF, et B D—BEj on déduiï:
AD-^BD ou AEzuAF-^B E:^ ce qui montre que jt B est égale â la moitié de la ligne totale FE. On di àonc AB— F C— CE. DeAB=FC, retranchant la partie commune ACy il reste AFzzBC^ ou à cause de AF~AD, ADzizBC. De AB — C E, retranchant la partie commune C B^ il reste BE ou BDzziAC. Mettant donc dans la proportion P : QzzzAD : BD^ au lieu de -4 /? et de BD leurs valeurs fiCet AC^ il vient: P : QjzzBC : A C, ce qui fait voir, ainsi que Tcnonce le théorème, que le point C d'application de la résultante partage la droite A B en deux parties réciproquement proportionnelles aux forces P et Q.
Considérons actuellement le cas où ces forces seraient incommensurables^ décomposons la force P Fig. i8. en deux autres P et 77, dont la première soit commensurable avec Q. La résultante des deux forces P, Q, suivant ce qui précède, passera par un point G, tel qu'on aura :
/: QznBG: AG.
II est visible que le point d'application de la résultante des deux forces P, Q, sera nécessairement situé entre les points G et A^ car le i*' antécédent P augmentant, le 2}^*" antécédent B G doit augmenter aussi. Supposons donc que ce point soit situé en (7, et faisons GCczx-, nous aurons:
BGzziBC^.T,
AG=ACH-a:.
Substituant ces expressions dans la proportion
précédente, et mettant au lieu de P, sa valeur P—i7^
il viendra P ^11: Q—BC-^x ^ AC-%-x\
ou ce qui est la même chose :
çT" AC^x *
Jja force JP^ pouvant être prise aussi voisine de P, qu'on voudra, et la différence 77 de ces deux forces pouvant devenir plus petite que toute grandeur don-* née, le rapport variable du i^. membre tend sans cesse vers la limite — ; mais à mesure que p' diffère de
moins en moins de la force P, le point G se rap proche du point C, et la quantité GC o\i x devient
BC
de plus en plus petite: Le rapport constant — peut
donc être considéré comme la limite du second membre. Or deux quantités variables toujours égales
ont aussi des limites égales: donc on a — =r: — ,
onPiQ — BCiAC, C.Q:P.D.
COROLI.MRE I, 28. Pour faire équilibre â deux forces quelconquesi Py Q, appliquées au}( extrémités d'une droite inflexi* ble A Bj il faut donc diviser cette droite, au point Fîg. 19*^. C^ en deux parties réciproquement proportionnelles à ces forces, et appliquer en ce point une troisième force égale à la somme P+Q, qui agisse en sens contraire, et dont la direction soit parallèle à celles des deux forces données.
Pour opérer la division dont il s'agit, il suffît d*ob« server que de la proportion :
PiQzzBC :AC, (i)
on déduit:
P-^Q.P — BC-^ACoixABiBC.
Les trois premiers termes étant connus^ on trouve pour le quatrième, qui sert â déterminer le point C:
De la même proportion (i), on déduirait également:
COROLLAIRE a.
Fig. la 2g. Une force unique R appliquée â un point C d'une droite inflexible, peut toujours se décomposer en deux autres P et Q^ qui étant appliquées â deux points ji^ Bj données sur cette droite, agissent parallèlement â CiS, et sont capables du même effet que la force R. Pour trouver les grandeurs de ces forces P, Q, qui varient avec la position des points d'application -^ et JB, il suffit de partager la force R en deux parties réciproquement proportionnelles aux distancés données AC^ CB^ au moyen des deux pro«^ portions suivantes:
JB:BC=R:P^
AB: A C — R: Q, desquelles on déduit :
' — aS — R.AC
AB
COROLLAIIE 3.
Zo. Si Vox\ applique au. point C, dans lequel la Fig. au résultante des àtxxsk forces P, Q, coupe leur droite d'aj^lication A Jî; une force .y, égale et directement opposée a cette résultante, il est clair que les troiir forces P, Qj *y, ser(»t en équilibre. Chacune d'elles {% 9) pouvant être regardée comme étant égale et directement opposée à la résultante des deux autres, il s'ensuit que la résultante des deux forces S^ Qy qui agissent parallèlement, mais en sens contraires, est une force p, égale et directement opposée à la force P. Or cette dernière est égale à la diffé* rence des forces S^ Ç, et agit dans un sens contrai* re â la plus grande S de ces deux forces: Donc i^. la résultante p des deux forces *?, Q, parallèles et agissant en sens contraires, est égale à leur différen- ^® '^ — Qf et agit dans le sens de la plus grande , suivant une direction parallèle â celles des forces, €t 2®. à cause de la proportion:
P-î- Q ou S : Qz=z A B : J C, les distances du point A d'application de cette résultante aux deux points CetB, sont réciproque--^ ment proportionnelles aux forces S, Q.
COROLLAIRE 4- 3 1. De ce dernier principe, on déduit comme conséquence immédiate, le moyen de déterminer la position du point A d'application de la résultante des
deux forces S^ Qj qui sont parallèles et agissent eti
sens contraires^ car de la proportion précédente
S : Q — AB: J C, on déduit:
S-^Q: QzzzAB-^JCoix BC: AC, etS—Q: S=AB—ACo\iBC: AB,
dans les quelles tous les termes sontconnus, àTexcep-
tion des derniers.
32. Si les deux forces S^ Q, dont les directions sont parallèles, et qui agissent en sens contraires, sont égales entre elles, i^. leur résultante p qui est égale à S — Q, devient nulle: 2°. de la proportion:
S-^Q: Ç=BC: AC, on déduit pour la distance de son point d'applicatîoix au point C,
Ce qui fait voir que cette distance est infinie. Pour faire équilibre aux deux forces égales et dirigées eu sens contraires S, Q, il faudrait donc appliquer à la droite inflexible C JBf, une force nulle, et dont la direction passât â une distance infinie; résultat qui sans être absurde, est inexécutable en pratique, et fait voir qu'il est impofssible, au moyen d'une force unique, de faire équilibre à deux iorces égales dont les directions sont parallèles, et qui agissent en sens contraires.
Pour mettre en équilibre le système de forces dont il s'agit, il serait donc indispensable d'y indroduirc
deux forces nouvelles, et comme l'une d'elles pourrait être arbitraire^ il s'ensuit qu'on peut établir l'équilibre d'une infinité de manières.
PROBLÊME
33. ^^Vn nombre quelconque de forces P, Q, Fîg. aa. ))/î, »y, .. . •. etc. dont les directions sont par allè^ » les y et qui agissent dans le même sensy étant ap*
y>pliquées à des points A^ B^Cy D^ etc.
h donnés de position ^ et liés entre eux dune marinière invariable , déterminer la résultante de y> toutes ces forces y
Solution. ^'Considérant d'abord deux quelcon- ))ques de ces forces, telles que P et Q, on détermi- ))nera leur résultante r( §27)5 Cette résultante sera » égale à P-^Q\ sa direction sera parallèle à celle des »deux forces P, Q. et Ton trouvera son point d'ap- »plication E par la proportion suivante :
P-^Q : Q :z=iAB : AE.
))A la place des deux forces P, Q, on substituera »leur résultante T\ puis ayant mené la droite EC^ »on déterminera la résultante P^ des deux forces » T, R : Cette résultante f^ sera aussi celle des trois «forces P, Q^R\ sa grandeur sera 7+/Î, ouP+Q+/î, ))et Ton trouvera sur EC son point d'application F »par la proportion:
T-^R OM P^Q^R : R=EC ; EF
))A la place des trois forces P, Q,/î, on substilue- ))ra leur résultante Vj et après avoir mené la droite nF D,on trouvera la résultante X des deux forces
nhp^^S* Cette résultantis jlf-sera aussi celle d&fl quati<e- » forces P, Q,-ff^ «S; sa grandeur sera ^+«5, ou P-+-Q* )>-f-A-+-AS,.et Ton trouvera sur P*/? son point d'ap^ ))'plication G, par la proportion :
^-+-*y ou P^q-^R-^S : S=FD^: F^G.
»En continuant ainsi de suite, on trouvera la po— ))sition de la résultante générale de toutes les forces »en quelque nombre qu'elles soient^ et la grandeur >»de cette résultante sera égale à la somme de toutes- »ce8 forces."
COROLLAIRE i.
34» ^'Donc, supposant que le- point <» soit lié aux Dautres points jÉé^B^C^D^^ .• . ^. . . d'une manière D invariable, on fera équilibre â toutes les forces S^Qj.
»Itf S^^ en appliquant au point G, une
»forct dont la direction soit parallèle à celles des » premières, qui agisse en sens contiaire, et qui soit. » égale â leur somme PH-Q-h-B-h-S-Êr r .
35v *HSi parmi> les forces P, Q, jR, S^ dont les direc- » tiens sont parallèles, les unes agissaient dans un sens^ bet les autres dans le sens contraire, on détermine- ))rait d'abord (§ 33) la résultante particulière de » toutes celles qui agiraient dans un sens, et ensuite )>la résultante particulière de toutes celles qui agi- »raient dans le sens contraire.. Par là toutes les forces » seraient réduites à deux autres agissant en sens op- » posés; et en déterminant par le procédé de l'article »3 1 la résultante de ces deux dernières forces, on au*
»vrait la r^sultaifte générale, et par consëqueirt la >^) force qui appliquée en sens contraire, ferait équili- »bre à toutes les Torées proposées."
**La résultante générale étant égale à la différence »cles deux résultantes particulières (§ 3o), et cha- ))cune de celles-ci étant ^gale à la somtne de toutes )>celles qui la composeilt (§ 55), il s'ensuit que ia »résHltante générale est égale à l'excès de la somme »des forces qui agissent dans un sens, sur la somme >»de celles qui agisseift en sens contraire.'*
56. **Si les forces PjQ^^^Sj ..-.•.. , sans ces- Dser d'être parallèles, et sans chaiiger de grandeurs, «avaient une autre directioa et devenaient p, q, ))r, ^, ...... ; la résultante t des deux premières
m passerait également par le point JE, 'et serait égale »à la somme p-^^fj* Pareillement la résultante v des »trois forces p^ q^ r, passerait encore par le point iF, ))et serait égale à la somme p-^q-^r. De même la » résultante x des quatre forces p^q^r^s^ passerait » encore par le point Cr, et serait ^gale à la somme 4)^-4-^-i-r-4-i', et ainsi de suite. I3onc la résultante «générale de toutes les forces p^q^r^s .... passe-
^»rait encore par le même point que la résultante gé- Dnérale des premières forces ^P, Q^R^S
*'0n voit donc que quand les grandeurs et les » points d'application de forces parallèles restent les 0) mêmes, là résultante de ces forces passe toujours •»par un certain même point, quelle que puisse être
))leur direction; et la grandeur de cette résaltante est » toujours égale à leur somme."
^'Le point par lequel passe toujours la résultante »dcs forces parallèles, quelle que soit leur direction, ))se nomme centre des Jorces parallèles.'*
^41 est facile de voir que si les points d*applica-
))tion A^B^C^D sont dans un même plan,
)) le centre de ces forces est aussi dans ce plan, car »ce plan contient la droite AB^ et^par conséquent »Ie point E de cette droite, qui est le centre des for- ))Ces P, Q; il contient de même la droite E G, et par » conséquent le centre f des forces P,Q,/Î; il con- )) tient la droite jFD, et par conséquent le centre G ))des forces P, Q, -ft, *?; et ainsi de suite."
^^On démontre da la même manière que si les » points d'application sont sur une même ligne droite, »le centre des forces parallèles est aussi sur cette «droite."
Fig. 23, 37. ^^ Si les directions de deux forces PjQ^ ap^ ^*' npliquées à deux points A, B^ dun même corps ^ y) sont comprises dans un même plan^ et par con^ nséquent concourent en un ceHain point D:
1°. "Za direction de la résultante de ces deux ï>Jorces passe par le point de concours D;
2°. ^^ Cette direction est comprise dans le plan )) déterminé par celles des deux forces i^Q."
^^Démonstration: 1^ Partie. Le point Z>se trou- »yant sur la direction des deux forces, si Ton sup-
))pose que ce poiat soit attaché au corps d'une ma- Djiière invariablei on pourra Concevoir que les deux » forces P,Ç,au lieu d'être appliquées aux points J^B^ )) le sont toutes deux au point D^ et qu'elles n'ont :»d'autre effet que de tendre à mouvoir ce point; })donc leur résultante peut aussi être regardée combine n'ayant pas d'autre effet. Or une force, unique »ne peut agir sur un point unique, à moins qu'elle »ne soit directement appliquée à ce point. Donc la ^résultante des deux forces P, Ç, peut être regardée » comme appliquée au point/?. Donc i®. la direction »de cette force passe par le point de concours de ses s»deux composantes."
a*"**. Partie. ''Si par les deux points d'application nji^ B^ on conçoit une droite inflexible attachée au » corps d'une manière invariable, l'effet des deux «forces P, Ç, et par conséquent celui de leur résul- » tante est évidemment de tendre à mouvoir la droite hAB. Or une force unique ne peut mouvoir une droi- »te unique, â moins qu'elle ne soit directement ap- »pliquée à quelqu'un des points de cette droite. Donc ))la résultante des deux forces P, Ç, peut être regar- »dée comme appliquée à quelqu'un des points de la » droite ^ i?5 donc la direction de cette force passe ))en même temps, et par le point i?, et par un des )) points de la droite AB\ donc a^. elle est comprise ))dans le plan du triangle ABD^ déterminé par les «directions des deux composantes P, Q."
?8. ^^1l*soit de là que si trois forces P^Q^Rj ap- >))pliqiiées à un méme^orpsy sont en équilibre «ntre » elles, les directions de ^ces trois forces coivcourent ))en un même «point D^ et sont comprises dans un ^)méme plan,"
^^Car ces trois forces étant en équilibre, Tune *» quelconque d'entre elles est égale et directement 9) opposée à la résultante des deux autres: donc deux » quelconques de ces forces ont une résultante; donc »(S ^3) les directions de ces deux forces sont comf) prises dans un même plan, et concourent en un Dméme point: donc ($ 37) la direction de la résul- »tanite de ces deux forces, et par conséquent celle ))de la troisième force qui leur fait équilibre, passe ))par le point de concours, et est c6mprise dans le Dplan déterminé par leurs directions."
THEOREME 7.
Fig» 25. 39. Lorsque les directions de deux forces P, Q, sont comprises dans un même plan^ et concourent en un même point A^ la résultante de ces deux for» ces est dirigée suivant la diagonale AD d'un pa^ rallélogrammeABDE^ construit sur les directions des forces, et dont les côtés AB, AE^ sont tels que leurs longueurs sont proportionnelles à ces forces j c^est-à-dire que F on a:
P: Q=AE:AB
Démonstrationf Soit P la plus grande des deux forces données; remplaçons son action par celle de
deux forces Q et P — Q, dont les directions soient parallèles k AP^ et dont les points d'application C et J3 soient disposés de manière a ce qu^on ait la proportion :
P: Q—BC: AB (a).
Pour cela (§ 29), il sulFira de prendre sur le prolongement de A Qy un point C arbitraire, comme point d'application de la force Q, Le point d'application de la force P — Q se déterminera au moyeu de la proportion:
P—Q: Q=AC: AB
Cela posé, le système des deux forces P, Ç, se trouvera > remplacé par celui des trois forces Ç , P — Q et Q , capables du même effet , et dont les deux premières auront des directions parallèles à celle de la force P. Mais dans ce dernier système, les deux forces égales à Q, pouvant être considérées comme appliquées au point C^ auront pour résultante une force unique r, qui passera par le même point, et partagera l'angle QCQ en deux parties égales. Le système des deux forces r et P — Q produira donc le même effet que celui des trois forces Ç, P — Q et Q, ou ce qui revient au même, que celui des deux forces primitives PfQ. Ces deux systèmes de forces auront donc une seule et même résultante. Or cette résultante, en tant qu'elle appartient au système des forces P, Ç, passe par le point A: de plus, en tant qu'elle appartient au système des forces r et P— Ç, elle passe
par le point D de concours de ces forces. Donc elle passe â la fois par les points A et D\ donc elle suit la direction AD.
Si Ton mène par le point Z?, la ligne DE parallèle â AB^ il est clair que la figure A B DE sera un parallélogramme^ dans lequel le côté AE sera égal au côté BD. Mais les angles BDC et qCD étant égaux, comme alternes internes, et le dernier de ces angles étant égal à son tour â DCBy comme moitié du même angle en C, il s'ensuit que les deux angles BDC et DCB sont égaux entre eux, ou que le triangle DCB est isocèle: Donc le côté BC est égal au côté BD^ ou à son opposé AE dans le parallélogramme ABDE. Substituant AE à son égelBC dans le proportion (a), ell^ devient:
P: Q=AE : AB
Ce qui prouve que la direction AD de la résultante est la diagonale d'un parallélogramme dont les côtés sont proportionnels aux forces données.
4o. Les corollaires de cette proposition, ainsi que les théorèmes et les problêmes qui la suivent, étant exposés avec autant de clarté que de rigueur dans le traité élémentaire de Monge, j'ai dû borner à ce qui précède les modifications auxquelles je me suis permis de soumettre cet excellent ouvrage.
Au lieu de suivre la marche que nous venons de tracer, en passant de la théorie générale des forces parallèles à celle des forces concourantes, on pourrait adopter une marche inverse, qui serait peut-être
plus naturelle, et déduire des théorèmes 3 et 4» une démonstration générale du parallélogramme des forces, qui servirait ensuite de base â toutes les propositions relatives aux forces parallèles inégales.
Supposons donc les théorèmes 5 et 4 démontrés, ainsi qu'on Ta vu (§§ 20, 24)- Après l'exposition des deux corollaires qui se lient à la dernière de ces propositions, nous poursuivrons de la manière suivante:
COROLLAIEE V 4 1 • 11 est clair que la réciproque de cette proposition (§ a6), a également lieu, c'est-à-dire que l'on peut toujours remplacer une force unique P, appliquée au point A y par un nombre m de forces^?, éga- pig. ^6.
les chacune à — , pourvu que ces dernières soient
distribuées également le long d'une droite arbitrante J8C, telle que le point A soit situé en son milieu , et que les points EetF^ D et G, etc, se trouvent disposés deux à deux à des distances égales de ce même point A.
43. Deux forces parallèles mP et P, appliquées aux extrémités A^ P, d*une même droite supposée Fig. a 7. inflexible^ ont pour résultante une force iî, égale à leur somme (m-i-i) P, et dont la direction leur est parallèle.
Divisons en effet lai droite d'aippïicatiori au point Jî, de manière qu'oni ait:
A F : HFr^^rh-^i î 2;
nous aurons évidemment:
AF—HF : HF=m—\ : i;
oixJlH:HF='!^^:i.
Prenons à gauche du point jâ sur le prolongement de ^Pf une longueur Alr^AH-^ nous aurons /ffzr ilAH^ et à cause de la dernière proportion:
IH : HF=m -- 1 : i.
d'où
IffH-HF ou IF : HF=m : i.
Partageant IF en m parties égales aux points a, A,
Cjdj H^ et appliquant à tous les points de
division une force égale a Py il est clair que toutes les forces P distribuées de / en Hj au nombre de m, produiront le même Qflet que la force unique m P. Le système des deux forces données mP et P sera donc ramené à celui d'un nombre mn-i de forces partielles, égales chacune a P; or la résultante de ce système est égale â la somme des forces ou à (/»-»- i)jp, et suit une direction parallèle â celle de ces forces. Donc aussi la résultante des deux forcer proposées mP et P est égale à leur somme (w-f-i) P, et agit suivant une direction qui leur est parallèle. .
Fig. ag. 43. *Sï les deuxjorçes P, mP, au lieu d'être pa-rallèlesj agissent suivant des directions concourant» tes en un même point A^ leur résultante suivra la direction de la diagonale d'un parallélogramme ABCD construit sur les directions des deux forces^
et tel que les côtés contigus AB^ AD^ set\>nt entre eux dans le rapport des forces y ou comme m estai.
Pour démontrer cette proposition, nous examinerons d'abord les cas particuliers où m est successivement égal â a, 3, etc.^ et nous passerons ensuite au cas général.
Soient donc deux forces a P, P, agissant sur le même point A-y je dis que leur résultante suivra la Fig. ag» direction de la diagonale d'un parallélogramme ABCD construit sur les directions des forces données, et dont les côtés contigus AB^ ADy seront entre eux dans le rapport des forces proposées, ou comme sk est à I •
On peut en effet substituer à l'action de la force 2P, celle de deux forces P, dont les points d'application DyE^ soient situés à égales distances du point Ay et dont les directions soient parallèles à celle de la force a P. Or les deux forces P qui concourent au point jF, ont pour résultante une force r, qui partage l'angle E en deux parties égales. Le sjrstême des deux forces données peut donc être rempla- • ce par celui de la force r, et de la seconde composante qui est appliquée au point D. Les directions de ces deux dernières forces se coupant au point C, il est clair que leur résultante devra passer par ce même point: Mais cette résultante étant la même que celle des deux forces P et 2 P, qui pasfe évidemment par le point A^ il s'ensuit que sa direction de-
vra pa$ser à la fois par les points A et C, ou se confondre avec la droite AC.
Menant du point C la droite CB parallèle à AD^ la ligne AC deviendra la diagonale d'un parallélogramme ABCD^ dans lequel on aura :^jSz:/?C Mais les angles DCE et CEP étant égaux comme alternes internes^ et ce dernier étant égal à Tangle CED^ on eoit que le triangle EDC est isocèle, et que par conséquent DCznDEzizzAD. Donc puisque ABzzi -DCj on a aussi ABzzi^ AD^ c'est-à-dire que les côtés contigus AB et AD sont entre eux comme a est à I, ou dans le rapport des forces données aP et P.
Concevons actuellement que ces deux mêmes forces 2 P et Pj au lieu de concourir au point^^, Fig. 3o. aient des directions parallèles, et proposons nous de déterminer la position de leur résultante.
Si de chaque côté de la droite d'application Af prolongée indéfiniment, on applique une force égale à P, \l est clair que Tintroduction de ces deux nouvelles forces ne changera rien au système, puisqu'étant égales pntre elles et directement opposées, elles se feront équilibre.
Or la résultante r des deux forces égales â JP, qui agissent au point jP, partagera l'angle PEP^eï\ deux parties égalés. Dé plus la résultante r' des forces P et '2 P qui agissent au point Ay suit la direction de la diagonale d'un parallélogramme ABCDy dont les côtés ^5 et AD sont entre eux comme a est à i. Le système des quatre forces données sera donc ra-
mené à celui des deux résultantes partielles r et r qui concourent au point G. La résultante de ce système, ou ce qui est la même chose^ la résultante R des forces primitives P et 2 P, passera donc par le point G. nMais nous savons (§ 4^) que cette résultante est égale à la somme des forces ou à 3 P, et qu^elle agit suivant une direction parallèle à celle de ces forces. Elle agira donc suivant QR menée parallèlement à FP.
Comme cette direction GR serait parfaitement déterminée, si on connaissait la position du point E, dans lequel elle coupe la droite d'application AF^ c'est de la détermination de ce point qu'il nous reste â nous ocouper. Le triangle GEF étant isocèle à cause ans angles EGF et EFG qui sont égaux, on aura EG = EF. Mais les triangles JCBeiGJE sont évidemment semblables, puisque tous leurs angles sont égaux: donc on a:
JF : EG=CB : AB ou =ï : a, ou à cause de FGznEF^
AE : EF=:i : 2.
Donc AE est éo^ale à la moitié de EF. ou au tiers
de AF'j ce qui prouve que le* point E divise la droite d'application en deux parties AEj EF^ qui sont entre elles dans le rapport inverse des forces données aP et P.
Passant au cas ou deux forces concourantes 3 P Fig.3u et P agissent sur le même point A^ nous remarquerons que suivant ce qui vient d'être démontré,
la force 5 P peut être remplacée par deux forces pa- ^ralléles 2 P et P, dont les points d'application soient situés à des distances arbitraires AD, AEp telles que la première soit moitié de la seconde.
Trouver la résultante des deux forces P et 5 P, sera donc la même chose que trouver la résultante des trois forces P, 2 P et P. La i*" et la S"*** pouvant être considérées comme agissant au point £*, leur résultante r divise Tanglc PEP en deux parties égales. Il ne reste donc plus à déterminer que la résultante des deux forces r et a P, Mais ces forces concourant en un point C, leur résultante devra passer par ce même point. Elle passera de plus par le point A^ puisqu'elle est résultante du système. Donc elle suivra la direction AC. Menant CB et CD respectivement parallèles aux directions des forces P et 3 P, on formera le parallélogramme ABCD, dont le côté AB ou CD est égal a ED^ à cause du triangle isocèle ECD. AE étant le double déAD^ ED sera évidemment égal â 3 AD\ donc AB qui est égal à EDy est aussi triple de ÀD^ c'est-à-dire que les côtés AB ti AD sont entre eux dans le rapport des forces données 5 P et P, C. Q. F. Z>.
On ferait voir avec la même facilité que précédem- JFig. 3a. ment, que dans le cas où les deux forces 3 P et P, au lieu de concourir en un même point, seraient parallèles, leur résultante, égale à leur somme 4 P, ^^ dirigée parallèlement â leurs directions, passerait par un point E de la droite d'application^ tel que
EF serait t^^gal â 5 AE^ ou que AE ierait le quart AtAF.
Passant de lâ â la considération des forces concourantes F et i Py on décomposerait celte derniè- Fig. 33. re en deux forces parallèles 3 jP et P, appliquées â des points D et E situés à des distances AD^ AEj telles que la l*^ serait égale au tiers de la seconde, ou que AD serait égale â j DE. La résultante r des deux forces P, qui concourent au point E^ partageant l'angle FEP en deux parties égales, et ren- * contrant au point C la direction de la force 3 P, on en conclurait que la résultante générale du système doit passer par ce point C, et comme elle doit également passer par le point Aj il s'ensuivrait que sa direction se confondrait avec la diagonale AC du parallélogramme ADCB. DC ou AB étant égal â DE^ et celle-ci étant le quadruple de AD^ on en déduirait que les côtés AD et AB du parallélogramme dont la diagonale représenterait la direction de la résultante, seraient encore entre eux dans le rapport des forces proposées Pet 4P, et ainsi de suite pour les divers multiples de la force P.
Mais pour ne point livrer â la seule induction une proposition aussi importante, je supposerai que le théorème qu'il s'agit de démontrer a lieu pour les forces Pet (m — i) P, et je démontrerai qu'il aura également lieu pour les forces PetmP.
Admettons donc que les forces P et (m — i) P, Fig.34. aient leur résultante dirigée suivant la diagonale AC
du parallélogramme ABCD construit sur les directions des forces, et tel que les côtés AB et jiD soient entre eux dans le rapport de ces forces, ou comme m — i est à i.
Supposons que ces forces deviennent parallèles, et soient appliquées aux extrémités A^ F^ d'une mê- Fig- 35. me droite inflexible. Nous introduirons sur le prolongement de AF^ et dans des directions opposées, deux forces égales â P, qui se faisant équilibre entre elles, n'altéreront en rien le système des forces données. Composant, ainsi que nous l'avons fait précédemment, les deux forces P, qui agissent au point F^ nous tracerons la direction de leur résultante r, en divisant l'angle PEP en deux parties égales. Pour construire la direction de la résultante r des deux forces restantes P et {m — i) P, qu'on peut regarder comme appliquées au point A^ nous formerons le parallélogramme ABCD^ dont les côtés AD et AB soient entre eux comme i est à /w*-i: La diagonale de ce parallélogramme, suivant laquelle est dirigée. la résultante r', rencontrant en G la direction de la résultante r , nous mènerons par ce point la ligne QE parallèle aux directions des forces données, et nous obtiendrons ainsi la direction de la résultante générale du système, qui est en même temps celle des deux forces (w— i) P et P,
La position du point E d'application de cette ré« sultan te nous sera donnée par la comparaison des
triangles semblables GAE et ACB, qui donnent la proportion:
JE : EG—CB : AB=i : m-i ; mais dans le triangle isocèle GEF, on a :
EG—EF: doue
JE : EF—l : m-i ,
ou bien JE-*-EF: AEz=jn : i;
à'oùJE = --.
m La résultante cherchée étant d'ailleurs (^^42)^gale a mPy on en déduit qu'une force mP peut toujours être remplacée par deux forces parallèles .(/w— i) P et P, agissant à des distances du point d'application de la force mP, qui sont entre elles dans le rapport inverse des composantes, ou comme i est à m— i.
Cela posé, en considérant le système des deuxFig. 36, forces concourantes P etm P^ on remplacera cette dernière par les deux forces (m— i) P et P, agissant aux points D et j?, tels que les distances ^Z> et AE soient entre elles dans le rapport de i à m— i.
La résultante des deux forces P, qu'on peut regarder comme agissant au point j?, partageant l'angle PUP en deux parties égales, rencontre la direction de la force. (/r^—i) P au point C, qui appartieut conséquemment à la résultante générale du système* Or cette résultante passe également parle point ^;donc elle suit la direction AC. Menant CB et CD respectivement parallèles aux directions des forces données, on formera le parallélogramme ABCD^ dans
lequel on aura AB=.CDz=iEDy a cause du triangle isocèle EDCj mais de JD : AEzui : /»— i, on déduit: AD : EDzni : m : Donc on a aussi:
AD : AB=.i : m, Cest-â-dire que la direction ^Cde la résultante se confond encore avec la diagonale dun paralIcIo<^ ^ gramme construit sur les directions des forces, et dont les côtés sont proportionnels aux grandeurs de ces forces.
Ayant ainsi démontré que si la proposition dont il s'agit est vraie pour les forces P et (nt^i) P, elle l'est également pour les forces P et /wP, il s'ensuit qu'elle a généralement lieu, quelque soit m; car nous avons fait voir qu'elle a lieu, par exemple, pour les forces P et a P, ou P et 5 P5 donc elle a lieu pour P et 4^i dope elle a encot-e lieu pour Pet 5 P, pour P et 6 P, et ainsi de suite.
Fie. 37. 44- Deux forces m P et n P^ agissant dans un même plan, suivant des directions qui forment entre elles un angle quelconque, ont leur résultante R dirigée suivant la diagonale d'un parallélogramme ABCD construit sur les directions de ces Jorces^ et dont les côtés AB et AD sont entre eux dans le rapport de cesjorces^ ou comme n est à m.
Démonstration. Nous pouvons d'après ce qui précède, substituer à la force n P, deux forces parallèles Pet (/i— i) P, agissant aux points E^ Z>, tels
que les distances AE^ AD^ soient liées entre elles par la proportion:
AE : ADzzm'-i : !•*.».. {a).
Le système des deux forces données sera ainsi ramené à celui des trois forces m P, P, et (/z— i) P. Pour déterminer la direction de la résultante des deux premières, nous construirons sur leurs directions un parallélogramme EAFG^ tel que Ton ait :
EG ou JF : AEzui : m.
£n traçant la diagonale EF^ nous aurons la direction de la résultante r des deux forces m P et P, et il ne restera plus à déterminer que la résultante R des deux forces r et (/i— i) P, qui sera la résultante générale du système, ou ce qui revient au même, Celle des deux forces données m P et n P.
Les directions des forces (/î— i) P et r, se coupant au point C, il est clair que ce point appartiendra à la direction de leur résultante; mais cette résultante doit passer par le point -^j donc elle suivra la direction AC.
Menons CB et CD respectivement parallèles aux directions des forces^ don nées, et formons ainsi le parallélogramme ABCD: la comparaison des triangles semblables CFB et AFE donnera
FB : BC ou AD=lAF : AE, d'où Ton déduira:
FB-^AF : AD'hAE=AF : AE,
ou AB : DEzzzi: m (à)
Mais la proportion (a) donne
JE-i-AD : AIh=zn: i, ou DE : JDinn : i {c).
Multipliant les deux proportions {b) et {c) terme à terme, il vient
AB : ADzizn : /n;
C'est-à-dire que les côtés du parallélogramme ABCD dont la diagonale représente la direction de la résul* tante des forces proposées nPetmPy sont entre eux dans le rapport de ces Forces, ou comme n est â m, C. Q. F. D.
LËMME.
45. Si deux forces P,Qy dont les directions con^ Fîg. 38. courent en uji même point A^ ont leur résultante dirigée suivant AR^ et qu'on ajoute à l'une d'elles y à Q par exemple^ l'action d'une nouvelle force q dirigée dans le même sens^ la résultante rdes deuac forces P et Q-^q^ sera située au dessous de la fésultante R des forces primitis^es P et Q,
Démonstration: £n effet la résultante des deux forces jP et Q-^q^ étant évidemment la même que celle des forces R et q^ devra nécessairement exercer son action dans l'angle RAQ formé par les directions de ces dernières. Donc elle sera dirigée suivant une droite située au dessous de AR.
On démontrerait de la même manière que la ré- Fiff. 39. sultante r des deux forces P-^p et Ç,' serait située au dessus de la résultante des forces P et Q.
THEOREME 6.
46. Deux forces concourantes quelconques P^Q^ agissant dans un même plan ^ ont leur résultante Fig. 4o. R dirigée suivant la diagonale d'un parallélogramme ABCD construit sur les directions de ces forces^ et dont les côtés ABj AD, sont proportionnels à ces forces.
Démonstration: Ou les forces données P,Ç, sont commensurables entre elles, ou elles sont incommensurables.
Dans la première hypothèse, nommant /7 leur commune mesure^ et supposant que cette commune mesure soit comprise m fois dans P, et n fois dans Q, on aura Pmzm II, Qz=n II, et Ton rentrera dans le cas du théorème 5 que nous venons de démontrer.
Dans la seconde hypothèse, ou quand les forces données seront incommensurables, la proposition n'en aura pas moins lieu> c'est-à-dire que la résultante M n'en suivra pas moins la direction de la diagonale jiC d'un parallélogramme ABCD, dont les côtés contigus seront liés entre eux par la proportion:
JD : AB=P : Q.
Admettons en effet que la résultante R suive une tout autre direction, celle de la droite ^J5^ par exemple. Quelque près que cette droite se trouve de la diagonale AC, il sera toujours possible de prendre dans l'angle RAE, sur le prolongement de />C, un point F, tel que la longueur DP soit coramensurable avec AD. Menant FG parallèle à AP, on for-
mera le parallélogramme AGFD^ dans lequel le côté AG qui est égal à DF^ sera commensurable avec le côté jiD, La force P étant représentée par ce dernier côté, j'appellerai Q' la force représentée par AG. On aura donc .
P : Q=AD : AG
Les deux forces P, Q\ étant ainsi dans le rapport de AD a AG^ ou commensurables entre elles, leur résultante r suivra la jdirection AF. Mais la force Q représentée par AG^ étant visiblement plus grande que la force Q représentée par la longueur AB^ sera conséquemment égale â Q-^q^ par exemple: donc si la supposition sur laquelle nous nous sommes fondés était exacte, ou si la résultante R des 2 forces P et Q suivait une direction AE^ autre que celle de la diagonale AC, il s'ensuivrait que la résultante r des deux forces P et Qhh^ serait dirigée suivant une droite AF située au dessus de AE^ conclusion ilont le lemme précédent fait voir toute l'absurdité: donc la résultante R suivra la direction AC de la diagonale du parallélogramme ABCDj pour lequel on a : P : QzziAD : AB,
THEOREME 7.
Fîg. 4 u 47. La résultante de deuxjorces quelconques P^Q^ dont les directions concourent en un même point A^ est représentée en grandeur et en direction par la diagonale dun parallélogramme construit sur les directions des Jorces données ^ et dont les côtés conti-
gus ont des longueurs proportionnelles à ces forces.
Démonstration, Prenons sur les directions des forces P,Ç, des longueurs AD^ AB^ qui leur soient proportionnelles , et achevons le parallélogramme ABCD. La proposition précédente fait voir que la résultante de ces deux forces suivra la direction AC de la diagonale de ce parallélogramme.
Appelons R cette résultante, dont la grandeur reste encore inconnue, et supposons qu'on applique suivant AC , dans une dii*ection opposée à AC, une force /î' égale à iî. Il est clair (§ 8) que les trois forces P, Ç, Tî', seront en équilibre. On pourra donc (S 9) considérer chacune d^elles comme étant égale et directement opposée à la résultante des deux autres. Ainsi, par exemple, la force P pourra être regardée comme étant égale et directement opposée à la résultante des deux forces Q et Fl. Cette résultante que je nommerai P", agira donc suivant la direction -^/>' déterminée par le prolongement àeAD. Mais cette même résultante, d'après ce qui précède, doit suivre la direction de la diagonale d'un parallélogramme construit sur les directions des forces Q et l(, et dont les côtés soient proportionnels à ces forces. Si donc nous menons BD parallèle a CC\ et 2>'f/ parallèle a AQ, nous devrons avoir:
Q : Ii'=AB : JC^y ou a cause de R'=R ,
Q : R=AB : AC
Or -^ c'est égale a BD\ et cette dernière est égale à AC^ comme lui étant parallèle et comprise entre CB et DD' qui sont aussi parallèles; donc AC'zzAC; donc aussi:
Q : R=AB : AC . . (a)
On démontrerait d'une manière analogue que les forces P et Jt sont liées entre elles par la proportion:
P:B=A/): AC (b)
Donc on a:
P: Q: R=AD : AB : AC, C Q. F. D
48. Cette relation entre larésultante-iffetsescomposantés jP,Q, fournit un moyen bien simple de déterminer la valeurdelapremièreen fonction desdeuxautres.
En effet, de la proportion {b) on déduit :
p~Td'
Mais en faisant Tangle PAQ-ri^a^ on a entre les côtés du triangle obliquangle ACB^ Téquation: AC^—AD^-^AB^-^nAB. AD. cos. a,
ou en divisant par AD"^:
AC R
Mettant à la place de -r?z sa valeur 7- , et à la place
* AU r
de — r sa valeur ~ , il vient:
AU Jr
— zz:i-#-^ -*-a-S COS. a,
pa pa p »
-ft'^zzzP^-H Q^ -î- a P Q COS. a,
d'où:
expression qui fera toujours connaître numérique-^ ment la valeur de R^ quand les grandeurs des composantes P et Q seront données^
49. Après avoir ainsi démontré le principe gênél'ai de la composition des forces concourantes, on passera à la composition des forces parallèles, en revenant au théorème $ de la page 19, que l'on démontrera de la manière suivante:
Aux e^^trémités AyBj 4e la ligne d'application, que Fig. 42< nous supposerons perpendiculaire aux directions des forces données, noqs concevrons qu'on applique deux forces égales à P, agissant dans des sens opposés, et se faisant conséquemment équilibre. Nous prendrons, pour représenter les forces proposées, des longueurs AD^ BH^ qui leur soient proportionnelles. Nous construirons sur AD le quarré jiDEF^ et sur BHf le rectangle BHJG^ en faisant BG égale à AD. Joignant les points A et E, B et /, les dia^ gonales AE et BJ représenteront en grandeurs et en directions la résultante des deux forces rectangulaires égales à jP, qui agissent au point A^ et celle des deux forces rectangulaires P et Ç, qui agissent au point B; c'est-à-dire qu'en nommant r et r cea deux résultantes, on aura:
r : AE=P : AD (a)
r : BI=zP : BG ou AD, d'où r : r=AE : BL
Pour trouver la résultante des deux forces r, r\ qui est en même temps la résultante générale du sys-
terne y ou celle des deux forces données P,Ç, nous prolongerons les directions AEetBl, jusqu'à leur rencontre en A\ Prenant ji'lf égale à AE^ et ^'l égale k B ly nous achèverons le parallélogramme AÉKÏy dont la diagonale représentera en grandeur et en direction la résultante cherchée^ que nous désignerons par H. Nous aurons ainsi:
ou bien
R:r: r=A'K' : AE.Bl (b).
Si nous menons parle point/, IK parallèle à JlE, nous formerons le triangle rectangle IHKj qui sera égal au triangle ADE, car le côté Hl est égal à BG ou ADy et Tatigle HIK est égal à Tangle DEA^ comme ajant ses deux côtés parallèles à ceux de ce dernier angle. Nous aurons donc:
HK=:HI=BG = AD, et BK=BH^HK=BHh-AD.
Mais l'égalité des mêmes triangles donnant aussi IK—AE=ÂÉ—ÏK!, et les longueurs BI et ÂÏ étant égales entre elles par construction, les triangles ÂÏK! et BIK seront égaux, comme ayant les angles égaux ÂÏE! et BIK compris entre des côtés égaux: donc ÀK'—BKznBH-^AD.
De Tégalité des triangles jCfAi et BIK, on déduit celle des angles K'ÂÏ et KBL^ ce qui fait voir que la résultante des forces données P, Ç, suit une direction parallèle à celles de ces forces.
De plus, les proportions (a) et (i) donnant:
JL— JL R _ r
^^ H^' ~ Te '
on en conclut:
-çrr m -;- , OU à cause de A KznAD-k-BH.
BH
\^ ^ AD) ' or — est égal par hypothèse à ^ : donc:
ou/î=Ph-Q;
Ce qui apprend que la résultante cherchée est égale en grandeur à la somme des forces données.
Les triangles A CB et BHI étant semblables, comme ayant tous leurs angles égaux, on à:
Je : CB — BHi HI ou BG, ou^'C: CB = Q '. P.
Mais le triangle ACA* étant isocèle, puisque ses angles en AeiA' sont chacun de 45°, on a: A'C-zACy
donc AC : CB—q : P, ouP : Q—CB:AC, Ce qui démontre que le point C d'application de la résultante Jij divise ladroite d'application des forces, eu deux parties réciproquement proportionnelles à ces forces.
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