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INTRODUCTION
L'idée d’étendre le cadre de la théorie des fonctions a préoccupé les mathématiciens, comme il était bien naturel, dès que la théorie classique a été édifiée.
Toutefois, étant donné le fait que les propriétés des fonctions holomorphes découlaient de l’existence d’une dérivée unique en chaque point, on a considéré longtemps comme inutile Loute extension au domaine des fonctions pour lesquelles cette notion n’avait pas de sens.
Or, ce qui caractérise une fonction holomorphe dans l’ensemble des fonctions continues f(z)—P(x,y)+1Q(x,7y), est l'intégrale de Cauchy
(1) fre
pour tout contour fermé rectifiable tracé dans le domaine d’holomorphisme. En effet, cela découle du théorème de Morera, qui peut servir à partager les fonctions f (z) en deux catégories.
Le premier qui s’est demandé ce qui se passe, dans le cas où l'intégrale de Cauchy n’est plus nulle, a été M. D. Pompeiu qui en 1912 a repris la
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formule de Riemann
(2) a Jo ds 2 f [etc =,
Sr | OPA NE TOO PRES (3) MOTS (SE D Fe 9y)
et a remarqué que l’on a
f rte):
(4) pa) == lim
aire de D
lorsque le contour C se resserre indéfiniment autour du point 3,, en supposant que les fonctions P(x, y)et Q(x, y) admettaient des dérivées partielles du premier ordre continues.
Il appela cette limite dérivée aréolaire de f (=).
Il est remarquable que pour rentrer dans le cadre classique on n’a qu'à supposer la dérivée aréolaire partout nulle, ce qui montre que pour celui qui ferait la théorie de cette dérivée, les fonctions holomorphes doivent jouer le rôle de constantes.
L'idée de M. Pompeiu, bien que très séduisante, n’a pas reçu des développements systématiques.
Elle a été reprise en 1928 par MM. M. Nicolesco et G. Calugaréano qui ont étudié la dérivée aréolaire et l’ont appliquée à de diverses questions.
D'autre part, nous avons remarqué en 1929 qu'elle peut être utilisée avec fruit à l'intégration du système des plaques planes élastiques soumises à certaines conditions aux limites.
C'est d’ailleurs dans cette observation ainsi que dans la remarque cidessus que se trouve l’origine du présent travail, qui a pour but l'étude systématique de la dérivée aréolaire conçue comme opération indépendante de la dérivée partielle.
Les applications, auxquelles nous en avons consacré la seconde Partie, mettent en évidence l'utilité de cette notion.
Le problème qui se présente tout naturellement, dès qu'on eut remarqué le rôle de constantes que joueront les fonctions holomorphes dans cette théorie, est la recherche des fonctions à dérivée aréolaire holomorphe.
Ce seront les analogues des fonctions linéaires, et conduiront à la
NE
notion de polynome aréolaire, dont l'étude fait l'objet du premier chapitre.
La dérivée, telle que nous la concevons, c'est-à-dire comme limite du rapport (4), ne coïncide pas toujours avec l'expression (3) de M. Pompeiu.
Aussi, introduisons-nous la notion de fonction holomorphe (a), pour désigner les fonctions continues à dérivée aréolaire continue, extension des fonctions à dérivée ordinaire continue.
Cette idée nous conduit, dans le Chapitre IL, à envisager ce symbole comme une dérivée au sens de Lebesgue de la fonction de domaine,
Pie da,
ce qui est conforme aux tendances actuelles dans les Mathématiques, de diminuer aütani que possible le nombre des hypothèses, tout en respectant les caractères essentiels des résultats déjà acquis.
Il en découle une série de problèmes auxquels nous avons tâché de répondre au fur et à mesure.
Il est certain que si F(D) est absolument continue, on peut affirmer que f(z) admet une dérivée aréolaire intégrable, finie et unique presque partout, auquel cas on a la relation (2), mais la dérivée peut exister même dans des cas plus généraux.
Ayant l'honneur d’intéresser M. G. Bouligand à ces idées, il a bien voulu construire deux exemples, qui mettent en évidence la nature des difficultés qui s’y présentent.
Nous en avons, d’ailleurs, employé le premier pour montrer que la dérivée peut exister sans que F(D) soit absolument continue.
La relation (2), qu'on retrouve à chaque pas dans les extensions obtenues, nous à fait penser à la dérivée extérieure de M. E. Cartan, idée qui va trouver des applications pratiques à la fin du travail et surtout dans un autre mémoire ultérieur.
La deuxième Partie est consacrée aux applications. Nous nous y occupons d’abord de l'existence des dérivées partielles de la
fonction I o(s) es == lo), g(6) se ne £ du où o(#) est continue.
Le symbole g(Q) est pour nous l'intégrale aréolaire et répond au problème fondamental suivant :
LEA
Trouver les fonctions holomorphes (x) à dérivée aréolaire connue, qui est à la base de toute recherche sur les équations aux dérivées aréolaires.
Nous montrons qu'il existe un parallélisme entre certains systèmes d'équations aux dérivées partielles et les équations aux dérivées aréolaires, ce qui nous permet de les envisager sous une forme condensée et de les intégrer dans des conditions aux limites convenables.
Dans le dernier chapitre nous avons rassemblé les applications que nous avons trouvées en appliquant la dérivée à des questions se rattachant à la Physique mathématique.
A vrai dire, c'est à la suite de ces résultats que nous avons cru utile d'entreprendre une étude sérieuse de la dérivée aréolaire et de l’envisager en elle-même, c’est-à-dire comme opération indépendante de la dérivée partielle, ce qui nous a permis de remonter souvent des forces massiques données à la distribution des tensions ou des vitesses.
La dernière question traitée pose un problème nouveau et montre qu'il est possible de se proposer de trouver l'équilibre d’un milieu continu à l’aide des équations générales, sans passer par les équations aux dérivées partielles, passage qui oblige à des particularisations contraires à la nature des choses.
La dérivée aréolaire, conçue comme dérivée extérieure de M. Cartan, conduit à l'intégration de l'équation fonctionnelle qui s’y introduit, d’une manière naturelle et immédiate.
Quelle que soit la portée de ces idées, il serait regrettable si les problèmes analogues dans l’espace à trois dimensions ne pouvaient être abordés de la mème façon.
Heureusement, les idées de Cauchy-Pompeiu ont été reprises récemment par M. Gr. C. Moisil qui a réussi d'étendre les résultats fondamentaux aux systèmes d'équations aux dérivées partielles dont les intégrales sont des fonctions harmoniques d’un nombre quelconque de variables (!).
En particulier, nous avons montré que ces considérations conduisent à l'intégration des systèmes dont nous nous sommes occupés, dans le cas de l’espace à trois dimensions.
L'accueil si bienveillant que M. H. Villat à fait à nos recherches nous a beaucoup encouragé.
Nous profitons de cette occasion pour lui renouveler l'expression de notre profonde reconnaissance.
(1) Comptes rendus, 1. 191, 1930, p. 984 et 1192.
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M. G. Bouligand a bien voulu s'intéresser de tres près à ce travail. Grâce à ses précieux conseils nous avons pu éclaircir quelques points délicats de la théorie.
Nous lui exprimons ici notre profonde gratitude.
Quant à notre Maitre, M. D. Pompeiu, qui nous a guidé dès nos premiers pas, il nous serait très difficile de lui exprimer toute notre reconnaissance pour ses conseils, pour ses encouragements, ainsi que pour l'honneur qu'il nous a fait d'accepter l'invitation de M. H. Villat de faire partie du Jury de notre Thèse.
PREMIÈRE PARTIE
CHAPIPRE--
LES POLYNOMES ARÉOLAIRES.
1. Soit : — zx + 1y l’affixe d'un point du plan; une fonction de ce point, ou une fonction de la variable complexe 3 sera, dans ce qui suit, de la forme
J()=P(a, y) +iQ (x, y),
c'est-à-dire une relation, aussi générale que l’on veut, entre deux ensembles de valeurs complexes.
Une telle fonction, sur laquelle on ne suppose rien de particulier a priori, sera bien différente d’une fonction analytique et pourra passer pour une fonction de deux variables réelles æ, y.
Or, les propriétés fondamentales als fonctions analytiques se le het à l'intégrale de Cauchy.
On peut dire qu’une fonction est holomorphe dans un domaine si :
1° Elle y est continue;
2° Elle satisfait à la relation f fs) ds = 0 pour tout contour fermé €
rectifiable, tracé dans ce domaine.
Il est donc naturel de se demander si la condition 2° ne peut être remplacée par une autre de la même nature, mais plus générale, afin d'obtenir des fonctions qui jouissent des propriétés générales des fonctions holomorphes, convenablement étendues.
C'est M. D. Pompeiu le premier qui a eu l’idée de considérer de telles fonctions, en adoptant l'intégrale de Cauchy comme instrument de recherche.
Supposons qu’une fonction ne soit pas holomorphe, mais qu’elle est continue.
hey
L'intégrale de Cauchy ne sera plus nulle, mais elle existera pour chaque contour rectifiable fermé C, tracé dans un domaine borné D, sa valeur étant une fonction de cette ligne.
Considérons le rapport (') I »
ue JF) LE
affa Fr Ô
Il y a des cas où ce rapport a une limite unique et déterminée, lorsque la courbe y se resserre indéfiniment autour d'un point x, + y,, de manière que le domaine © puisse être enfermé dans un cercle de centre +,, Ya et de rayon aussi petit que l’on veut.
Cette limite, lorsqu'elle existe, est appelée la dérivée aréolaire de la fonction f(z) au point 3,.
D'une manière précise, nous dirons qu'une fonction f(z) a une dérivée aréolatre au point 3, lorsque, à un nombre positif e, arbitrairement donné, on peut faire correspondre un nombre positif r, tel que pour tout contour fermé Y, limitant un domaine à entièrement en fermé dans le cercle de centre x,, Yo et
de rayon r, on ait ee. (3) dz 1e
= do) T 5
le nombre 9(2,) étant fini et déterminé.
Si une fonction admet une dérivée aréolaire en chaque point d'un domaine ouvert, nous dirons qu'elle est monogène (x) dans ce domaine.
Si, la fonction étant définie dans un domaine (ou dans tout le plan, car on peut toujours la prendre égale à zéro dans le domaine complémentaire), la dérivée aréolaire n'existe que sur un certain ensemble de points, on dira que la fonction est monogène (à) sur cet ensemble.
Plus restrictivement, nous appellerons Jonction holomorphe (x), une fonction qui admet une dérivée aréolaire continue dans un domaine donné.
Il existe des fonctions monogènes (4) ainsi que des fonctions holomorphes (x).
Un premier exemple est fourni par les fonctions holomorphes au sens mg TE PT
(*) Voir D. Pompe, Rendiconti del Circolo Mathematico di Palermo, 1.33, 1912, p. 108; t. 35, 1913, p. 227.
(2) Der Ne e,
UE
classique pour lesquelles le rapport (1) existe dans le domaine d’holomorphisme (ouvert) et est identiquement nul. |
Par conséquent, la dérivée aréolaire des fonctions holomorphes est identiquement nulle, ce qui leur donne un rôle de constantes dans ce qui va suivre.
2. Un second exemple, qui est très important, au point de vue des applications physiques des fonctions qui nous occupent, est celui considéré par M. D. Pompeiu, où l’on suppose que les fonctions P(æ, y) et Q(x, y) admettent des dérivées partielles du premier ordre continues.
Ce cas est le seul qu’on a envisagé jusqu'à présent. Il nous conduira à une expression explicite de la dérivée aréolaire.
En effet on aura 100 PS A 00e (RE Die dy ut de | dx dy ;
1 4 L TEA en a) P== (2) #6 dy DEA = En -i1Q)(dz+idy) ER
en vertu de la continuité des dérivées partielles et par l’application de la formule de la moyenne, on arrivera à l'expression suivante de la dérivée aréolaire pour cette classe particulière de fonctions
. Df_1/9P 00 [2Q 9P |. Foie RE dy es)
Quoiqu’on ne puisse toujours espérer d'obtenir une expression de cette forme pour l’opérateur introduit par (1), nous conserverons cette notation
. D re. VAR r La SL dans la suite, de sorte que le symbole ;= désignera la dérivée aréolaire.
Cette opération conduisant à une nouvelle fonction du point æ,, y, on peut essayer d'en trouver aussi une dérivée aréolaire, et ainsi de suite.
É . x D Lorsqu'une fonction f(z) en admettra plusieurs, elles seront notées par <-; (ÿ ’ Pr,
D: De Dow?’ °°"? Do’
2. Il y a une seconde voie conduisant à la dérivée aréolaire dans le cas d’une fonction admettant des dérivées partielles du premier ordre continues.
Calculons la dérivée dans une direction fixe du plan d’argument ; en posant dz — dre*?, on arrive à l'expression
TO de OO OP bel ap 40% "00" op ls, + s) dx si) er dx 1e Or ..
dis 2L
THÉODORESCO,
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Cette expression dépend évidemment de la direction ®, maïs si la quantité dans le deuxième crochet est nulle, elle n’en dépendra plus. K r . L PAS: C2 Là C D ; L
Or, cette quantité coïncide avec la dérivée aréolaire _ donnée par la relation (3).
Sous cette forme, elle a été employée par M. G. Calugaréano ('), qui lui a donné un aspect plus simple et plus intuitif à l’aide d’un changement de variables.
Si l'on pose z—x+41y, : —æx—1y et que l’on passe des variables æ, y aux variables 3, 3, on voit que
CRE ON cs Of dre 0e es Net
La dérivée aréolatre coïncide, pour ces fonctions particulières, avec la dérivée partielle de f, par rapport à 3.
On a donc DJs Do dz’
l'opération ayant le caractère ordinaire, quoique les variables 3 et 3 ne soient pas indépendantes l’une de l’autre.
: NAT À : dz 3 ; > Si la dérivée aréolaire est nulle, dj. est indépendante de la direction Je suivant laquelle on dérive, et f (3) admet une dérivée unique. On est dans
le cas des fonctions analytiques.
On peut dire que ces fonctions se comportent par rapport à cette nouvelle
dérivation, comme les constantes dans la dérivation ordinaire.
3. Il y a une formule fondamentale relative à ces fonctions particulières dont il est question dans le paragraphe 2.
Elle exprime les valeurs d’une telle fonction en chaque point d’un domaine D, limité par une courbe fermée rectifiable C, lorsque l’on connaît dans le domaine les valeurs de la dérivée aréolaire supposée continue, et sur C les valeurs prises par la fonction même | supposée holomorphe (x) dans D fermé |.
Cette formule est due à M. D. Pompeiu.
On peut remarquer d’abord à l’aide de la formule de Green qu'on a pour
(:) Thèse soutenue à la Faculté des Sciences de Paris, 1928.
Lure Rire
tout y fermé et rectifiable limitant un domaine à, la relation suivante :
I . > 1 D'f(e) A a Jde re AE "Do rad
3 et parcourant respectivement y et Ô.
Cette identité généralise l'intégrale de Cauchy, qu’on retrouve d’ailleurs
É D en y faisant + — 0.
Soit € un point intérieur à D. Entourons-le d’un petit cercle à, Joint à C par une ligne qu’on parcourt deux fois dans des sens opposés.
Le
Appliquons la formule (5) à la fonction F° dans le domaine D —5,
ce qui est évidemment possible, car elle y est re
sr p) re ; Ne EE ‘Maisona D f(e) 2 LE rte Te per ci <M f [up < amet Le]
- Df À iÔ S — 5 < .
où p—Ü— pe, r— rayon du cercle à, M = borne supérieure de |n£|
Quant à l'expression
on remarque aisément qu’elle a une valeur voisine de f(C).
Alors crue p) : ET ff + do — f(3)| <onrM+e 21 Je 3 —
(e! provenant de l'intégrale relative à y).
Par conséquent, D f(v) = (e 3 ff 2 240; 217 Je — 6
. RCA
JE
qui est la formule demandée.
Elle généralise celle de Cauchy relative aux fonctions holomorphes. Le
LÉO terme portant sur l'intégrale de contour nous fournit une fonction holomorphe; c'est donc par le deuxième terme qu'on marque l'opération nouvelle.
Une remarque, utile dans la suite, est que la fonction f() n'a pas besoin d'étre monogène (x) sur le contour C; àl suffit qu'elle y soit continue.
En effet occupons-nous de la relation (5) valable pour tout contour tracé dans le domaine d’holomorphisme (x). Supposons que le long de C,
: + 4 ; 5 f(3) ne soit pas monogène (x), mais qu'elle y est continue. Quant à SL sup-
posons seulement qu’elle reste bornée lorsque + tend vers =.
Supposons D simplement connexe, et représentons-le conformément sur un cercle de rayon 1. Soit C, la courbe de D qui correspond à un cercle de rayon r<{ 1. Elle est analytique et entièrement comprise dans D).
On aura pour le couple C,, D, la relation (5).
Calculons la différence
= Le de pren te 2 [ff ds |
I "PCR DE ane si l D f(e) na ds} ff a.
ES 1e
En vertu de la continuité de f(z), lorsque 1—7r tend vers zéro, f(3;) tendra uniformément vers f(3).
Donc AT On TÉ [= JU -fenl<,
Pour 1 7<, D'autre part, M. Alexandre Ghika a montré (') que lorsque C, tend vers C, on a
[ide — d'z,(3)| <e.
J “ ah A TE RUN ETS : me J / Gr) {d3r— ds |
où M est une borne supérieure de (3).
Donc
Ê DOUTE
(*) Voir Thèse soutenue à la Faculté des Sciences de Paris, 1929, p. 13.
1 Df N N cr es do | < A du —£, Tu RD 6) Gja DD: rt
| 4 La 4 D c' tendant vers zéro avec 1 —7r, N désignant une borne de D. Par con-
Enfin
séquent, M N
: € FANS EE TT:
Or, A se réduisant à une constante indépendante de C,, qui peut être rendue aussi petite que l’on voudra, on en tire aisément la relation
frtasas—! | [2 ao = 0.
DIT JE 0 PR RTE
L'intérêt que nous attachons à cette remarque consiste dans le fait que, dans les applications, on a à déterminer des fonctions monogènes (4) à l’aide de leurs dérivées aréolaires et des valeurs qu’elles prennent sur un certain contour donné.
À. Reprenons la définition générale (2) que nous avons donnée au paragraphe 1. Un premier problème qui se pose tout naturellement c’est de trouver les fonctions qui ont la dérivée aréolaire holomorphe au sens classique, donc de chercher les fonctions qui généralisent les fonctions linéaires.
En général, cela nous suggère l’idée d'envisager des expressions qui soient les analogues des polynomes.
Commençons par le cas le plus simple, celui des fonctions à dérivée aréolaire holomorphe.
Supposons donc qu'on ait
où A(z) est une fonction holomorphe, en chaque point d’un domaine D ("), limité par un contour simple rectifiable C.
Si l’on connaît le long du contour C les valeurs de /(z) et de sa dérivée
(*) Nous appellerons domaine l’ensemble des points ntérieurs à une ou plusieurs régions du plan, en nombre fini et limitées par des courbes rectifiables fermées simples, de longueur totale finie.
die
aréolaire, on pourra écrire ('}
NES OR JC) y jà HO N Ee s—!f
où € est un point du domaine D, et
AA
Calculons le terme exprimé par l'intégrale double. Pour cela, traçons un contour C’ assez voisin de C, et désignons par D'le domaine qu'il limite. Entourons en même temps le point € d’un petit cercle ©. Le terme
Re ane h(e) j Te Dent Fe peut être rendu, par Le choix convenable du contour C, aussi petit que l’on
voudra, de même le terme analogue relatif au cercle 5. Quant à celui relatif au domaine D'— à, on aura
h\ a 2iT es mr as Lac de Fi ee ff ne = de se ne L Vue _e dE ne, DUT TENTE 0) 7: se Lo ER DOME ee. do | Core Le EN)
Or il est facile de voir que lorsque le rayon de à tend vers zéro, les deux derniers termes tendent aussi vers zéro. Le changement d'ordre est donc légitime.
Considérons la fonction er qui est continue dans D’; de plus, elle y
admet des dérivées partielles du premier ordre continues.
(*) Cette formule est l'extension de la formule (6), établie seulement pour les foncions particulières de M. D. Pompeiu.
Nous établirons rigoureusement plus loin qu'elle est valable pour toute fonction holomorphe (x).
DER Par l'application de la définition restreinte, on voit aisément que la
dérivée aréolaire en est
(ee Appliquons-y la formule GO
re RD dt CT Jette) (LEE) … (CEST: )
Si l’on en tire le terme relatif à l'intégrale double et qu'on l’introduise dans l’expression de À, celle-ci devient
1 s 7e dz - : = fr ja [| … 2 Je — (27) Je (t—z)(t —€) £ É 72) I de ie _ = — dz MATE een (Corm)E Z
2iT ere 2iT _
Portons cette valeur de A dans l'expression de (0) et faisons tendre C' vers C. Il vient
D (:) ! f(z) ss I = = Do £ (7) à ou bien è DE D} TORRES = D; (EE) NI —. eds+ / — da,
la deuxième forme mettant en évidence la structure de la fonction. Cette formule exprime donc les valeurs d’une fonction à dérivée aréolaire holomorphe, connaissant ses valeurs ainsi que celles de sa dérivée aréolaire le . 1 D ns 4 , * 1 ÿ sp « re ) long d’un contour fermé simple rectifiable, exprimées par deux fonctions
continues de 3.
Il est bon de remarquer que nous n’avons fait aucune supposition relative
à l'existence des dérivées partielles de f(3). Or, il résulte de la formule (7) que cette fonction admet des dérivées
partielles de tous les ordres.
La définition de M. Calugaréano y est donc applicable, ce qui simplifie
les opérations.
CE En effet, on peut dire que f(£) satisfait à l'équation
of (0 dz
ou bien OT ue ne
qui par intégration donne
Ste) et QE A)
où P,(€) et D, (€) sont deux fonctions holomorphes.
L’analogie entre ces fonctions et les fonctions linéaires d’une variable est évidente.
On voit bien encore une fois que les fonctions holomorphes d, et D, y jouent un rôle de constantes.
D'une manière générale, la recherche d’une fonction dont la n°"° dérivée aréolaire soit holomorphe conduira à des fonctions généralisant les polynomes ordinaires; nous les appellerons dans la suite polynomes aréolaires.
En particulier, le polynome du premier ordre conduit à un système d'équations aux dérivées partielles, l'extension du système de Cauchy. En effet on a
Rp Ce Rte
= PE ee . EE SRE rL TS 7 2 | 0x dy 72 2? | 0x dy ë Fn 27 | dx € De e Of :
Of n dy les puissances symboliques ayant la même signification que dans toutes les questions du même genre.
Dire que la deuxième dérivée est nulle revient à écrire le système suivant :
RENTE P 8) ox. “dx dy dy A0 4 dQ dP d:Q
Se RAS — te 0)
dx" * 0x dy _ dy!
Or, puisque
73 Ed ” # ro dt?
on aura en même temps CN À — Le] dt? dE?
Mais, en général, an f' A" ge - DA 0 J
(7e dE"
Cars par conséquent, les fonctions P et Q satisfont en particulier aux équations (9) APE een O6
donc ce sont des fonctions biharmoniques.
Ces remarques mettent en lumière un autre aspect du problème qui nous préoccupe.
L'intégration du système (8) et la recherche d’un polynome aréolaire du premier ordre ne sont que les deux faces d’une même question.
Or ilest parfois préférable de substituer au problème brut relatif au système (8) celui concernant le polynome aréolaire correspondant.
5. Les considérations faites au sujet des polynomes aréolaires laissent entrevoir la possibilité d'une extension systématique de la théorie des fonctions, que nous allons considérer comme un premier échelon auquel nous apprendrons à en faire succéder une infinité d’autres.
En effet, au lieu de nous borner aux polynomes du premier ordre, nous pouvons passer au cas général, en suivant la même voie.
On aura d’abord pour n — 2
D°f se Do? RON, ou bien D Df Ta Da ee —2/h;(C), d’où
D j,(e) + sË CE), h,(Q) et h,(€) étant holomorphes. Mais on peut écrire
LR > os Dee = pl) e sEn(o= EIERG] Par conséquent D Ru Se palf thx, ]=0o ou bien 2 ù hi) CRUE Ah; (CE)
avec ,(€) holomorphe.
Le même procédé répété suffisamment nous conduira à l’expression suivante du polynome aréolaire d'ordre n :
(10) HAE OMC) eee AE)
THÉODORESCO, S)
DE ae qui montre qu'une telle fonction admet dans une région où tous ses coe fftcients sont holomorphes des dérivées partielles de tous les ordres.
La définition particulière y est applicable; parmi les smplifications qui en découlent, remarquons que l’on a
DEN CES DT =, Dor+tt Ft den Sn s
Cette observation simplifie d’une part les calculs, et d'autre part conduit à un système d'équations aux dérivées partielles auquel les parties réelle et imaginaire de f(€) doivent satisfaire; on voit, de plus, qu'un polynome aréolaire admet une infinité de dérivées partielles successives.
Le système dont il s’agit est :
DÉLORES R TEE) é DEP SE RS RES LC: DÉC EES ES
CEE 0x dy dant gyt ar 2 dy OMC OT PES Le Pre ES pal CAS P Eee CE C: va me PQ
OLA EE dar dy der D NE NE BTE ps
En particulier
An+1 P 0; Anti Q — Q,
De toutes ces considérations, ainsi que de la forme des fonctions étudiées et des relations trouvées, on déduit qu'il y a une liaison intime entre les polynomes aréolaires et les fonctions holomorphes. On retrouve d’ailleurs cette classe en y faisant n — 0.
Dans ce qui suit, nous allons donner une formule exprimant les valeurs d’un polynome aréolaire d'ordre n, quand on connaït sur le contour C les valeurs de la fonction et de ses dérivées successives, exprimées par des foncions continues du point 3 qui le décrit.
; : D’ ; ï NA Notons pour simplifier Se — //. La fonction / (0) sera de la forme (12) f(E)—=0,+ ED EAU LEO: (D, D, ..., D, étant holomorphes).
(*) Ces fonctions ont été rencontrées la première fois par M. Pietro Burgatti, indépendamment des idées que nous exposons ici, par l'introduction d'un opérateur qui ne diffère pas essentiellement de la dérivée aréolaire (au sens de M. Calugaréano). Voir à ce sujet P. BurGarri, Sulle funsioni analitiche d'ordine n (Boll. Unione Mat. Italiana, Anno 1, n° 1, 1922). s
Considérons les fonctions
LOPEEOES = Lie RCE) ME fa(E),
| OU yet) E pra(e) JEUNES (ny PAR ACER
On aura, en remarquant que o,[ f]=%,[//] et en substituant dans ces expressions les valeurs de f et de ses dérivées tirées de la formule (12), les résultats suivants :
Pol f]= D, (E), DIE Pr ce qui conduit à
toutes ces composantes étant holomorphes.
Appliquons la formule de Cauchy à chaque fonction o;[/f|, et changeons convenablement l’ordre des termes.
On arrivera aisément à l'expression suivante (!) :
NA are À À CPL I &—3z f'(z2) ; (4) = 7 fes + URL Er ere Re en ter 218 Je n! 10 où les fonctions f (3), f'(z), ..., f"(z) sont supposées seulement continues
le long de C.
On a pour tout contour l tracé dans le domaine D les relations suivantes : fotfisld=e (G=o,1,..,n), (#21 Pa
à cause de l’holomorphisme de ces fonctions.
Réciproquement, st n + 1 fonctions continues dans un domaine D, soient
rt Co salsfontautirelations (15) fatfterds =,
(2) Un certain nombre de résultats contenus dans ce chapitre, ont été déjà publiés par nous dans deux Notes à la Reale Accademia dei Lincei (voir Rendiconti, 6° série, vol. XI, 1°" semestre 1930, fasc. 3 et 4).
où | PASI= Ste) — 23 ;r1(3) +... + (— 1} FE
pour tout contour rectifiable fermé (T°) tracé dans ce domaine, f,, est un polynome aréolaire d'ordre n, dont les dérivées successives sont les fonctions f,, ÉRN
En effet, en remarquant que o,[ f| = /,(:), on déduit que /, est holomorphe; en vertu de l’une des relations (15) on aura,
Quilf]= fuite) — 7 fn).
Mais o,_,|[ f] étant holomorphe, il suit que /,_, (3) est un polynome du premier ordre, et ainsi de suite.
Ce théorème sert ici de théorème de Morera et donneles conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction soit un polynome aréolaire.
6. La forme spéciale sous laquelle se présente un polynome aréolaire laisse à soupçonner la possibilité d’un développement plüs général, en série d'intégrales.
Supposons que la fonction f({) admette des dérivées aréolaires de tous les ordres, continues et également bornées dans un domaine D et sur son contour C.
Alors la fonction (€) admet une infinité de dérivées partielles ordinaires et peut étre représentée à l’intérieur de D, par la série uniformément convergente.
LE ie PTE hoc (16) fo = J as + ve : … er ae PRE + e joe MCE te 21T " n! ARTS Considérons les fonctions BI SUD RAS DETOIRERS
PLIE=TA) E fHi(E) han her) Se LR)
“nf
er, , pe, : D ; Puisque les fonctions f, f', ..., f"— f, sont supposées bornées, on
TA Do’
peut trouver un nombre positif M, tel qu’on ait pour tout indice À et pour
Sos tout point
[FCO <M el LUCE) < M; on en déduit
PPT TFC) | +
|" (E) | — -,.,<Meltl
et, en général, BASTI<M et.
Donc les séries #,;| /] sont uniformément convergentes.
Ces fonctions sont en plus, holomorphes.
En effet, par une dérivation aréolaire, terme à terme, de la série uniformément convergente (‘), on trouve
D M ; ni Do PUITS lim (=) À fr (e)
n> mn
qui est nulle partout, dans les conditions posées. On arrive au même résultat, en ce qui concerne les autres fonctions. Considérons maintenant la série
CHR AC AA DROLE
fes: robe ES nf Ré.
elle est uniformément convergente. En effet, on a
& Fonlfl <EL fe nee NE asp FANLEl
N étant une borne de el‘! etr—|3—{|. (L'intégrale ci-dessus représente l'angle total sous lequel on voit le contour du point €, intérieur.) | De plus, les fonctions »;[ f] étant holomorphes dans le domaine D et con-
tinues sur C, on aura sue PAPE EME," a Je = ef) Dans ces conditions, la somme de la série considérée est bien 217 /(€). A
cause de la convergence uniforme, on peut intervertir l'ordre des termes, de telle façon qu’on obtienne le développement (16).
() Nous allons étendre les règles de dérivation d’une somme, d’un produit, etc., à l'opération de dérivation aréolaire dans un des chapitres suivants.
L'existence des dérivées partielles de (C) est immédiatement visible sur cette expression, dérivable terme à terme.
On peut aussi remarquer que les fonctions /, /', ..., f" satisfont aux relations suivantes en nombre infini
ÉTOILE (TOR TR A
pour tout contour fermé [’, tracé dans le domaine D, à cause de l’holomorphisme des fonctions o;| f].
Réciproquement : St une suite illimitée de fonctions continues et données os Ji5 3 /n satisfait, dans un domaine D, aux relations
fotfnds=0 (TES OR EE HARAS
où
PUS] = fi) — À fn) ++ 14 Jens) ee
pour tout contour fermé rectifiable C, f,(Q) est développable en série uni formément convergente d'intégrales et ses dérivées aréolaires successives sont les
LOTCHOTS ET ET
C’est un théorème de Moreva, convenablement étendu. y
7. Ces cas particuliers traités, passons à celui d’une fonction ayant n + 1 dérivées aréolaires continues dans une certaine région D, limitée par un contour C.
Notons toujours, pour simplifier l'écriture, 1 fm et considérons l'expression
ee HÉROS a
On aura facilement
1 GE) u Un = VUE Duo L Ÿ Sc NT n+1 | Tor Ka ë cu,
En appliquant la formule (6) à la fonction continue
pre) EE a}, |
on obtient en particulier, pour €, —,
= 2 = GhÉURRS — Un:
DUT nn! CS
Cela étant valable pour 72 1, bien entendu, car pour ñn—0, on a
)EES) RAR ee l APSSre “=> [ } Der ie J(C) + + en
En ajoutant tous ces résultats, on déduit la formule suivante donnant les 1 . 1 RAT ñ em :
valeurs d’une fonction à n + 1 dérivées aréolaires continues dans le domaine
fermé D, lorsque l’on connait en chaque point de ce domaine les valeurs
PES Se ns D rAC, Co et sur le contour C, celles de f et de ses n premuéres dérivées : (A)
£ ue ent MUC) rte (17) ie = Le de +... Se n! re &
5 FFE re ete) do T : n! p—k <
Cette formule contient comme cas particuliers, toutes les expressions dont nous avons fait usage jusqu'ici.
Pour n— 0, on retrouve les fonctions holomorphes (a).
Pour f'*'({)= 0, on retombe sur les polynomes aréolaires.
Enfin, pour n—o et f'({)=o, on a les fonctions holomorphes.
An même sujet, remarquons que si la formule (6) marque une sorte
14 LC: > ” LA 2 D 6 , L4 & ® r d'opération nouvelle, en intégrant l'équation —, et généralise l’inté-
grale définie du calcul intégral, celle que nous avons donnée ci-dessus est une extension de l'équation y"*! = f(x).
Cela met encore une fois en évidence l’analogie entre cette partie résiduelle que nous avons nommée polynome aréolaire, et les polynomes habituels.
En effet, la formule (17) permet d’approximer une fonction admettant un certain nombre de dérivées aréolaires, par un polynome aréolaire, office . analogue à celui de la formule de Taylor.
Ainsi, le problème traité dans un cas particulier, au paragraphe précédent, la représentation d’une fonction par une série d'intégrales, admet une solution dès que le terme w,,, tend vers zéro, quand n tend vers l'infini.
La discussion est, en général, assez compliquée, mais il y a des cas utiles
et assez étendus, où l’on peut préciser la possibilité d’un développement en série.
Telest, par exemple, le cas où la dérivée aréolaire, au lieu d'être bornée, tend vers l'infini comme M", M étant un nombre positif. Dans ces conditions on peut s'arranger pour qu'on ait, pour » assez grand, | /"*'| << #M"*' (4 étant constant).
Donc :
” (€ —p})" frti(p) KM”+: f | (MR + é G Ê #* dr d8 << 2kM >= “AE n | Dent Co niT FI CHU RET (RENE
R étant le rayon d’un cercle qui englobe le domaine D. Or, pour n assez grand, on peut rendre ce terme aussi petit que l’on veut, ce qui prouve la possibilité du développement dans le cas étudié ci-dessus.
8. Terminons ce chapitre par un nouveau rapprochement entre les polynomes aréolaires et les fonctions holomorphes.
En effet, on peut étendre à cette classe de fonctions le prolongement analytique.
Soient f,(£) et /,(C) deux polynomes du même ordre définis dans deux régions du plan ayant une partie commune et une seule.
Si dans cette partie on a f/,(€) = f,(€), nous dirons qu'ils se prolongent l’un par l’autre, c'est-à-dire nous les regarderons comme formant une seule fonction F(£) définie dans la région totale.
Le théorème suivant donne quelques indications sur la nature de l’extension qu'on peut faire en passant du cas classique à celui des polynomes.
Soient f,(C) et f,(C) deux polynomes aréolaires, définis respectivement dans deux domaines D, et D, ayant comme frontière commune une portion de courbe rectifiable AB.
St, le long de AB, les fonctions f,(C) et f,(©) sont égales ainsi que leurs dérivées aréolaires d'ordres 1.2, ..., n, f,(©) est le prolongement analytique de f,(£) lorsqu'on passe du domaine D, au domaine D, en traversant
l'arc AB (2).
Traçons dans le domaine D, un arc simple APB, limitant avec AB un domaine simplement connexe À, ; dans le domaine D, définissons à l’aide d’un arc AQB, un autre domaine A,, simplement connexe aussi.
(*) Extension du théorème de M. Painlevé (Thèse Sur les lignes singulières des Jonctions analytiques, 1888).
OR
En un point €, de A,, on aura
fee D | 2 A fi Das+ f ED Box, Î=0
© AB ES © BPA
Mais pour la fonction /,(0) le point Gi étant extérieur au domaine À, on peut écrire :
= SEA [EPA a] nee A EJa rer A OB- eV =
En ajoutant membre à membre ces deux égalités et en remarquant que le
long de AB
fit) = ft) el PC) fit }
| Es fie AGE 7 2 ee Ex
l étant le contour APBQA.
Un raisonnement analogue relatif à la fonction /,(Q) conduira à une expression de la même forme.
La fonction
on obtiendra
où (3) le long de APB, Ce) le long de AQB,
est un polynome aréolaire égal à f,(€) dans A, et à /,(C) dans A, et par conséquent les deux fonctions se prolongent l’une par l’autre en franchissant l’axe AB.
IL est évident qu'il n'existe pas deux polynomes qui prolongent /,(€) dans A,, car leur différence serait un polynome aréolaire nul avec toutes ses dérivées le long de AB.
Or, la dernière, étant holomorphe, serait identiquement nulle; la deuxième deviendrait à son tour holomorphe et identiquement nulle et ainsi de suite.
Le même problème relatif aux séries aréolaires ne présente aucune difficulté.
En partant de la définition (2) de la dérivée aréolaire, nous avons
THÉODORESCO. é
montré comment on peut sortir du cadre classique, par l'intermédiaire de fonctions simples et voisines des fonctions analytiques. À chaque terme on a attaché un problème complexe et un autre réel. Dans le chapitre suivant, nous aborderons le problème général des fonctions holomorphes (4), qui peut être regardé comme l’analogue de l'intégration des fonctions continues.
CHAPITRE I
LES FONCTIONS HOLOMORPHES (x).
4. Nous avons défini plus haut les fonctions holomorphes (x). Si l’on procède par analogies successives, on peut dire que ces fonctions joueront le rôle des fonctions à dérivée continue.
Le problème qui s’y rattache généralise l'intégration et a des applications physiques que nons étudierons en détail dans un des chapitres suivants.
Considérons Le rapport (1) qui définit la dérivée aréolaire en un point z, d'un domaine D.
Nous dirons que ce rapport converge uniformément dans D, st à tout nombre positif € donné, on peut faire correspondre un nombre +, indépendant du
. ; : bte . o point z, et tel que pour toute courbe fermée rectifiable y, linutant un domaine o, complètement intérieure au cercle de centre 3, et de rayon 9, on ait
I ® (%0) —— | f(z) ds — PE ff du <ef fa, He T 5 5
e(3,) étant un nombre fini et déterminé en chaque point z,.
Nous allons montrer que pour toute fonction holomorphe (x), le rapport (1) tend uniformément vers sa limite.
Démontrons d’abord le lemme suivant relauf aux fonctions monogènes (a). :
Stune fonction f(z) est monogène (x) dans un domaine D, on peut partager ce domaine en un nombre fini de régions telles que dans chacune d'elles, il existe au moins un point 3, pour lequel, € étant arbitrairement donné,
on ail . [Jo ds ? (0) f fasi<e f [ao mer © AR ut — 0 A », DUT Le TJ J Ja
quelle que soit y, intérieure à la région obtenue autour de 3,.
vor
On n’a d’ailleurs qu’à traduire la démonstration du lemme de M. Goursat.
Traçons un réseau de carrés ayant leurs côtés parallèles aux axes Ox, Or.
Parmi ces carrés, les uns satisfont à l'énoncé. Nous allons distinguer seulement les autres qui n’y satisfont pas.
Prenons un d’entre eux et divisons-le en d’autres plus petits, joignant les milieux des côtés opposés.
Cette opération répétée pour chaque carré conduit à des régions qui, ou bien satisfont à l'énoncé, ou bien n'y satisfont pas et doivent être partagées de la même manière.
Le procédé continué aussi loin que l’on veut conduit à une suite de carrés (ou portions de carrés) &,, 4, ...,«,, dont chacun est compris dans le précédent. Il y aura au moins un point limite 3,. Mais la fonction /(z) étant monogène (+) en ce point, on peut déterminer un rayon o, tel qu'on arrive à une contradiction, car pour n assez grand, , peut être enfermé dans le cercle 9,. Donc le lemme est exact.
Dans ces conditions, partageons le domaine D en les régions satisfaisant au lemme ci-dessus, et écrivons :
<e f [as
I Se Pr Re (20) ; À ie JC Pier. {4
La fonction ©(z:) étant supposée continue, donc uniformément continue, à un nombre £ donné, on peut faire correspondre un nombre rtel que, dans tout carré de côté r, on ait
|p(z) vi ®(20) | < €.
En même temps, partageons les carrés de la division faite, qui sont de côté supérieur à r, de telle sorte que l'inégalité puisse être appliquée.
On aura IRATOETOUNE <s [ fs, nn fre [ [et <oe [ [ds
En ajoutant tous les résultats, on trouve :
I Les ES à sir J,/ ds x J Jet 4
d’où
< 2e (aire de D).
PORTE
Mais le premier membre est une constante indépendante de € et qui peut être rendue aussi petite que l’on veut, donc on a la relation suivante :
(19) sa JE [fe do=0
pour toute fonction holomorphe (x) et sa dérivée aréolaire. Appliquons-la à un contour fermé y, compris dans un cercle de rayon 7, pour lequel on à
[p(z) — oz) | Le ou bien p(s) = (3%) + (3) MED UE
On déduit aisément
I o(z ; te) 7 OL De [ fau à f fete) de; : ?(So) f- CA UE — [rte de En ff du A ef fa 21T y T 5 T 5
qui est valable pour tout point 3, du domaine D, en vertu de la continuité uniforme de o(z), et prouve que le rapport (1) converge uniformément vers la dérivée aréolaire pour toute fonction holomorphe (x.).
Nous allons en démontrer la réciproque :
donc
St pour une fonction f (3), le rapport (1) converge uniformément dans un domaine D, la fonction est holomorphe (x), donc sa dérivée aréolatre est contunue en chaque point du domaine:
Soient z, el : deux points assez voisins. En vertu de la convergence uniforme du rapport (1), on peut, à un nombre € donné, faire correspondre un nombre 2 tel que, pour tout contour fermé compris dans un des cercles de centre 3, et z, et de rayon p, on puisse écrire :
< Ë fe [do LS Ja,
ñ L à î ,* L = J(z) ds — (50) ff de Fo RES x 1 - 1 4 si Y POT 7 (5) | f do se [ fu.
EF /Y: D vô, “x ô,
Prenons comme courbes y, et y,, les deux cercles décrits. Les inégalités
ou
ci-dessus peuvent être écrites :
es) f f do = 2 (3) dz + au(x) ff du Crenese) e(s,) ff du= = f{s)de+e(a) f fé tienne)
Par la transformation linéaire 3'— 3+3:,—3:,, on peut rapporter les intégrales au même contour. De même, on peut prendre les deux points z, et 3 assez voisins pour qu'on ait (')
HG fGR2 2) | <p! si [a — 2%] <n:
En retranchant membre à membre les égalités considérées, on obtient
[9 (21) — p(3,) | me f 1f( + 81 — 86) — f(z)|| de | + amep? < 270 + anep?, Ta d’où [o(z1) — p(z0)| 2€ + 20,
ce qui assure la continuité de la dérivée aréolaire.
On peut donc réunir ces deux résultats sous l’aspect suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue f(z) soi holomorphe (4) dans un domaine est que le rapport (1) converge uni formément vers sa limite, dans tout le domaine (?).
On a vu, d’ailleurs, que toute fonction holomorphe (x) satisfait avec sa dérivée aréolaire à l’équation fonctionnelle (19).
Inversement, st un couple de fonctions continues f(z) et o(z) sauts fait à l'équation (19), la fonction f(z) est holomorphe (x) dans le domaine D et sa dérivée aréolare est o(z).
En effet, on n’a qu’à écrire cette relation pour un contour fermé convenable et y appliquer la formule de la moyenne à l'intégrale double.
(!) Ce qui est bien possible, car p est indépendant des points du domaine; donc la distance | 3, — z,| n’a aucune influence sur cette quantité. (?) Ce résultat appelle certaines remarques. En théorie des fonctions de variable
réelle, on est amené à démontrer que si la limite du rapport ] ( è
atteinte uniformément, la dérivée est continue; pareillement pour les fonctions holomorphes (voir Cu. DE LA VazLée Poussin, Cours d'Analyse, 1. 1, p. 69). Mais ici les circonstances sont un peu différentes, car au lieu d’avoir la fonction ©(#) définie comme limite de fonctions de points, elle s'obtient comme limite de fonctions de lignes.
ne.
Précisément, la continuité de la fonction (z) conduit à.
lpts)—e(ci<e pour|z—x]|<p.
Donc p(a)= gta) +e/(z), le(z)]<e
La relation (19), appliquée au cercle 9 (ou à un contour intérieur), donne
lPOLECOIR EC < [ fisterido <e f fas 2 J, 3 5 5
Or, une fonction continue est uniformément continue; donc il y a un rayon © qui convient à tout point de D. Les résultats énoncés ci-dessus peuvent être mis sous une autre forme :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction continue f(3) soit holomorphe (x) est qu'il existe une autre fonction continue o(z), telle qu'on ait la relation
Go en [rt ds =? [ fetdo=o
pour tout contour CG, fermé et rectifiable, limitant un domaine D. De plus, o(z) est sa dérivée aréolaire partout.
Ce théorème généralise celui de Morera, relatif aux fonctions holomorphes. On est d’ailleurs dans ce cas pour 9(3)= 0.
Le cas étudié par M. Pompeiu y est compris; on n’a qu’à se reporter à la formule (5) pour voir que l’expression (20) est une extension de la formule de Green.
2. Nous allons en tirer une formule donnant les valeurs d'une fonction holomorphe (4), dans un domaine D, limité par un contour simple fermé et rectifiable C, à l'aide de la dérivée aréolaire, continue en chaque point de D et de la fonction, le long de C.
Soient /(3) la fonction considérée, 9(3) — sa dérivée aréolaire, {un point de D.
Décrivons un contour fermé C’ intérieur à D, qui limite un domaine D’, Entourons-le de deux autres contours fermés C/ et C”’ voisins et respectivement intérieur et extérieur, limitant deux domaines D’ et D”. Soit à le
domaine compris entre C/ et C/’ (D" étant compris entre C/' et C).
ÉHRCTIRE Calculons
left faffefaffenfaff
lorsque le point € décrit le contour C’.
Le P)
La fonction - est continue et bornée en chaque point de D’ et D”, o
peut donc re un changement d'ordre d'intégration aux termes correspondants.
Quant à l'intégrale relative à , on peut s'arranger de telle manière qu'elle tende vers zéro, avec l’aire de ce domaine. Soit e(Q) une borne supérieure de cette intégrale. On aura
Joie Er
: 1 dé 7 ROUS 217 Je PE a Les autres termes donnent successivement
l' étant la longueur du contour C’.
2ÛT FAURE : = . [fx (#) do Je = ne J [+ : ja [> 0,
de telle sorte qu'on ait
1 o(e) ge)doe far [ [Da = JS 2UT Je Re
Mais on peut toujours choisir le contour C/” de manière qu’on ait
1 o(r) do |<e D'—p"
En ajoutant ces deux dernières inégalités et en remarquant que le premier membre ne dépend pas de €, on tire
nu I ;: (9) (21) house fa ff AT
Si l’on écrit la relation (20) pour le contour C/ et que l’on tienne compte de l'égalité (21), on a
Afro {etape
et
do.
ER
L'intégrale double qui y figure est une fonction continue de Ÿ dans tout le plan. M. D. Pompeiu a démontré ce résultat même pour le cas très général où la fonction (+), donnée à priori, est seulement bornée et intégrable (Lebesgue) ().
Or, cela étant, la quantité, dans Le crochet, est une fonction continue, et par suite, d’après le théorème de Morera, holomorphe dans D.
On aura donc CE) += nl “I: Ad do = h({t).
D'APEC
Il nous reste à déterminer cette fonction holomorphe A(£). Supposons connues les valeurs de f({) sur le contour C. On connaîtra par conséquent les valeurs de #(2) sur la même courbe, car l'intégrale double y est parfaitement déterminée.
L'intégrale de Cauchy donne
Mais cette expression se simplifie, car si l’on décrit un contour C, intérieur à C et aussi voisin que l’on veut, on peut écrire
de nie PE tu — = J ao) do | TE — 2T 2T = ENE SINESS)
Mais
I [ ds ds 1 1 ’ S ; : = Æ ——————— ——- — See, S Lee = = Ô, DITS RER) 2ir(r —C) Pr s NW) L [a] 1 |f s {5 [e
puisque les deux points sont à l’intérieur de C et chaque intégrale est égale à 1.
Sivet © sont confondus, on a )
air Je (3 —€)
d’après les propriétés classiques des intégrales de contour. La valeur de A(©) devient dans ce cas
h(&) - JS JG Le ds.
air
(1) Voir Annaes da Academia Polytecnica do Porto, t. VIN, 1013,
TION
Par conséquent, on peut déterminer /(£) par la formule
NES * f(z) sf PP) KE) oiT b re T.. fc.
Toute fonction holomorphe (4) peut être exprimée de cette manière. Le cas des fonctions à dérivées partielles continues y est compris.
Remarquons toutefois que les valeurs de /(z) ne peuvent pas être complètement arbitraires sur le contour C, parce que les valeurs de A(z) ne peuvent l'être non plus. En même temps, on peut voir que /(z) n’a pas besoin d’être holomorphe (x) sur C; elle peut être seulement continue comme nous l'avons montré (dans un cas particulier).
Là
9. On peut remarquer que pour obtenir la formule (22), on fait appel à
des opérations indépendantes de la liaison entre f (€) et o(€). Cela nous
suggère une étude plus générale d’un développement tel que (22). Considérons l'expression
F (€) I Îtz) ff o(P 5 = les 2) Re T D —
où f(3) est une fonction continue du point z qui décrit un contour simple, fermé et rectifiable C, o(v) étant également continue dans le domaine D et sur le contour C; € est un point du plan.
Supposons d’abord qu’il soitintérieur à D.
Les deux intégrales représentent des fonctions continues de ©, la première étant même holomorphe au sens classique, comme on le sait. Quant à la deuxième, elle représente une fonction g(£) holomorphe (x) dans le domaine D.
En effet, si l’on pose
2 ds
: do
| She —, — a |e
et si l’on calcule l'expression f g(£) dé le long de tout contour fermé C, ;
tracé dans le domaine D, on arrive, comme on l’a déjà fait au paragraphe précédent pour une expression analogue, à une relation telle que (11), soit
l il + ja Jeoe—E [ fat do =
ce qui nous montre, en vertu du théorème de Morera, que nous avons déjà
THÉODORES CO. ÿ
énoncé, que g(©) est holomorphe (x), sa dérivée aréolaire étant la fonction œ(C).
Dans ces conditions, la fonction F(©), définie par l'expression (23) est holomorphe (4), sa dérivée aréolaire étant la fonction ®(©), lorsque € décrit le domaine D.
Supposons maintenant que € soit extérieur.
L'intégrale relative à C représente dans tout le plan extérieur une foncuüon holomorphe différente de la première. Quant à l'intégrale double, on
peut démontrer la même chose (‘). En effet, calculons / g(£)df, le long | Le
d’un contour C/ extérieur à C, après avoir fait une coupure pour isoler le point à l'infini. On aura aisément
fe@ dt =, C’
ce qui prouve que cette fonction est holomorphe dans tout le plan extérieur. Elle est régulière à l’infini et nulle comme +
Donc, la fonction F,(®) définie par (23) est holomorphe à l'extérieur du domaine D, dans tout le plan.
Il reste à traiter le cas où € est sur le contour C. A cet effet, nous allons étudier d’abord deux problèmes analogues à ceux relatifs aux fonctions analytiques. Soient deux points symétriques par rapport à un point fixe :,, du contour C. Notons-les par
É—%)+n G—so—n.
Calculons l'expression lim{[F(z+n) —F,(5—1n)], lorsque les deux points tendent vers 3,, de manière que le chemin ne soit
Jamais tangent au contour supposé doué d’une tangente unique en chaque point. On a d’abord l'identité
I PRE
(H)= — frs) 21 Je
Décalons, une petite portion C, autour de 3,; soit C, le reste du contour.
Phsle à — ds.
3 D re hi
(t) Voir D. Pouruw, Bulletin de la Section scientifique de l’Académie Roumaine, LL, n°6, 1915 (troisième Note sur une intégrale double).
PATES Calculons F(£)—F,(6) — f(z
(FC) — File) — (0) | < EE é LE en de
éme (3) te de
off 2 ‘ae RE Li 3 ë
Les deux derniers termes ne Ent aucune difficulté, car l'intégrale étendue à C, donne une contribution finie, tendant vers zéro avec [£—%|=2}n|, tandis que les intégrales doubles représentant des fonctions continues dans tout le plan, les deux termes de la différence se détruisent mutuellement.
Choisissons la portion C,, de telle sorte qu'on ait
[F(E) — f(20)] <e pour |z— 2% | <p ce qui est possible en vertu de la continuité uniforme de /(z). Soient —nk r—=lsff ns ht 6:32:
Une borne supérieure du premier terme est donnée par ï ! de ds.
T Je, TT
Soit 0 l'angle dela direction 3,3 avec la direction 3,0. On aura
2— 0 + o? — 2 do cosÿ et ri d + o?+ 2 Ôo cosb.
L'’arc et la corde étant du même ordre, on aura ds << kd5, k étant un nombre positif.
L'intégrale à calculer devient
= ke Je Ôô do R JO + o° — 2 do cos 0 V0? + a+ 2 da cosô
Posons 5 — ît. On aura
I 2 k 6 dt T J, VE+r—2tcos0 VE +1 +2tcos0û
2 “ dt TJ "(PF LI 2tcos6) + 1+ 26 cos0)
PAR re Par hypothèse, l'angle 0 reste positif. Dans ces conditions, le dénominateur ne s’annule jamais, et la seule difficulté est de savoir si l'intégrale reste bornée dans l'intervalle (0, æ). Or, la fonction à intégrer se comporte à partir d’une certaine valeur de £ comme t?, ce qui prouve qu'elle est, en effet, bornée.
Cela nous permet d'affirmer que
[F(&) —F,(6) — f(%0)| <eM (M borné), d’où l’on tire
(25) lim{F(z,+n) —F,(z—1n)]=f(20)-
Introduisons maintenant une condition supplémentaire relative à f (3). Supposons qu’elle satifasse à une Horus de Lipschitz généralisée [ ou de Hôlder (')]
LISA Ir 2 ER (or):
Dans ces conditions, calculons également l'expression
im[F(z+n)+F(z—1n)|, n>0
pour deux points symétriques par rapport à 35 (?).
On aura aisément
FERA St A EC du ee
Pour le calcul du second membre, décalons autour de 3, un petit inter-
valle ab, tel que az, = 2,0; soit C, le reste du contour. On peut écrire l'identité
f(30)(3 — 5) me Nes ee (30);
puis la retrancher de l'égalité ci-dessus.
(+) Voir par exemple O. D. KecroG@, Foundations of Potential Theory, Chap. VI, p. 192 (Berlin, Julius Springer).
(?) Ces deux limites sont calculées dans le cas des fonctions holomorphes dans le livre de M. lire Picarv, Leçons sur quelques types simples d'équations aux dérivées partielles, p. 67.
ATOS Le terme
1 [&)— f(S0)]ls — 50] ; AK o%+1 do 4 (z —6)(z — dsl < = D er ;
abV(o?+ d — 2 do cos 0) (a? + d? + 2 do cosb)
+ ® — 2 do cosÜ = (À — o cos0 )? + 9° sin? 0 > o*? sin? 6, g+ 0? — 2 da cosÜ = (0 + & cos)? + 0° sin?0 > 6°? sin? 8.
Soit 0, le minimum positif de 0, l'intégrale considérée est majorée par
AK eu AK CRAN IEEE r sin°0, Ke r sin°0, CNET RS
Quant à re relative à C,, sa limite pour n = 0 est
pe 3 _——
cette limite existe, car à cause de la condition de Hélder, elle est majorée
par J # e 2 (Ass | dz |.
Le terme en question aura donc pour limite
50) nee = Ne
Dans le second membre l'intégrale est prise au sens de valeur principale de Cauchy.
Les termes relatifs aux Dtéeales doubles tendent vers des valeurs précises.
On a donc (26) RL SEn 1(30—)] “de ee da ff à CL a do ou bien (26°) Him[F(2+n)—F;(3— 1)] n>0
= f (20) + he ce en)
Des relations (25) et (26) ou (26'), on peut tirer les valeurs vers lesquelles tendent les fonctions représentées par (23) lorsque CetÜ, s'approchent du contour, st bien entendu f(z) sausfait à la condition de Hôlder ci-dessus.
LATAQ US
On aura EmE(sEn)=f(s)2 3 PRES “el de | JL ae do, 50 21R Je Soc 0 T p * 50
Supposons en particulier que la fonction F,(z) soit identiquement nulle.
La relation (25) devient
limF(3, + n) = f (2);
c'est une condition suffisante pour que la fonction continue f(z) puisse représenter les valeurs limites d’une fonction holomorphe (x) sur le contour C.
Démontrons que c'est en même temps une condition nécessaire. À cet effet, transformons par une représentation conforme la courbe C en un
cercle unité y. Considérons le cercle y, de rayon r<1 et de centre O et
remarquons qu'il a comme nue. dans le plan 3 une courbe (,, intérieure à C et analytique.
Si 3 —o(t) est la fonction analytique qui réalise cette transformation conforme, l'équation de C, sera 5,— o(rt) avec |t|—1.
Soit t— Ÿ(z) la fonction inverse de la fonction o(t). On aura aussi
—=ofrd(z)]=2;(2).
Puisque F(Ÿ) tend vers f(z), on peut à tout € donné faire correspondre un nombre r tel que l’on ait le long de C,
[EFfz,.(z)]— f(z)| <e’ ou bien ATEN AR | . Re car le point ©, est extérieur à C.
Or, le contour C, étant intérieur à C, la fonction F(Q) est holomorphe (æ) le long de cette courbe et par conséquent la différence
AOC DEN CUT 0
se réduit aux Lermes relatifs à C. |
Toir
On peut écrire en même temps
(3) F(zr) ls del C FER Je Zr (@ |
Cr
ele M [14e — dz,(z)| <el+eM, €
Fr).
Zy -|
M étant une borne de — ==
En même temps,
Hier IE AIR
par le choix convenable du contour C,, car il s'agit d’une intégrale qui représente une fonction absolument continue.
Par conséquent,
Or, la quantité A est une constante qui ne dépend pas de €, donc elle est identiquement nulle, ce qui montre que si F(Ë) tend vers f(z) en chaque point de C, la fonction F,(£,) est identiquement nulle.
Par conséquent :
La condition nécessaire et suffisante, pour qu'une fonction continue f(3) représente les valeurs d'une fonction holomorphe (x), dont la dérivée aréolaire est o(C), sur un contour rectifiable fermé C, léèmitant un domaine V, est
(27) 2in J, 2 fes
pour tout point ©, extérieur à D.
Traduisons enfin cette condition à l'aide des relations suivantes en nombre infini
(28) = (8) jus à [fret ») do — 0 (TE OO Ne)
En effet, décrivons un cercle (l) centré à l’origine et de rayon suffisamment grand pour que D y soit contenu tout entier. Cela est toujours possible, car le point à l'infini a été supposé dans le domaine complémentaire.
LAUOES
Dans la région extérieure à ([°) on peut écrire, puisque |: | <
I I z ane
EE AN RAT
La fonction F,(€,) étant holomorphe à l'extérieur de (F) et, de plus, identiquement nulle d’après (27), on peut en annuler les coefficients dans
le développement, suivant les puissances de ;: On trouve ainsi les rela-
tions (28), valables seulement dans cette région.
Mais à cause de l’analyticité de la fonction F,(£,), si elle est nulle dans une région d’aire finie, elle le sera dans tout son domaine d’existence, ce qui rend les relations (28) valables dans tout le plan extérieur à D.
Les fonctions holomorphes conduisent aux relations (")
20 fCe) de —=0 (rREOME)
Une autre forme de la condition (27) peut être déduite immédiatement si /(z)satisfait à une condition de Hôlder. On n’a qu'à comparer les relations (25) et (26), ou écrire que
lim Fr =M)=0.
On en déduit l'équation intégrale suivante :
HER ST : HE LEE 2UT Je Fm A T DECO
J(50) - IE das - Su ge) COPA 2 2UR Je 5 — TU TELE
où l'intégrale de contour est prise au sens de valeur principale.
L'étude que nous avons faite met en évidence une sorte d'opération nouvelle qui nous conduit à une fonction holomorphe (x) lorsqu'on en connait la dérivée aréolaire.
Si l’on remarque que la plus générale fonction holomorphe (x) dont la
ou bien
(*) Ce résultat a été trouvé par M. Walsh, sa méthode étant d'ailleurs différente de celle que nous avons donnée et introduisant une restriction supplémentaire consistant en une condition de Lypschitz [Voir Sur les valeurs limites d'une fonction analytique. (C. R. Acad. Sc, 1, 178, p. 58)]. ”
PORTE RER
dérivée aréolaire est o(©), est donnée par oi
(29) ft) RE) - Re des,
on peut considérer cette opération comme la recherche d’une primitive, la fonction holomorphe A(©) jouant le rôle de la constante arbitraire dans le calcul infinitésimal ordinaire.
L'intégrale définie a pour analogue la formule (23), mais il faut toutefois remarquer que la restriction de prendre une suite continue de valeurs le long de C peut conduire à un problème impossible.
Dans les applications pratiques, ce problème mérite une attention spéciale, car il a des interprétations physiques qui ne manquent pas d'intérêt.
4. Parmi les propriétés générales des fonctions holomorphes («), signalons les deux théorèmes suivants, qui font la liaison entre ces fonctions et les fonctions holomorphes ordinaires d’une part, et d’autre part montrent la possibilité d'une extension nouvelle de la notion de dérivée aréolaire, qui fera l’objet du chapitre suivant :
St une fonction continue f(s) admet une fonction continue o(z) comme dérivée aréolaire en chaque point d'un domaine D, sauf peut-être sur un ensemble dénombrable (sur lequel elles restent toutes les deux continues), cette fonction est holomorphe (a) dans le domaine D et sa dérivée est partout o(z) (").
Désignons par £,, &, ...,(h, ... les points de l’ensemble dénombrable considéré.
À chaque point €, attachons le plus grand carré de centre €, et tel qu'à tout € donné, on puisse écrire :
nr. £ HORMONE RRTTOERTOIES
on
pour tout point Ü intérieur (ou du contour).
De plus, en chaque point où la fonction est monogène (x), on peut faire su , Q correspondre un carré 0, Lel qu'on ait
I NC EMA EEE 2 | He Ja LJ Jetrde)<f [as
selon la définition de la dérivée aréolaire.
(?) Extension d’un théorème de M. D. Pompeiu (voir sa Thèse Sur les singularités des fonctions analytiques, Paris, 1905).
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Jos
Les carrés considérés peuvent être ou bien intérieurs à D, ou bien écornés par le contour C.
On aura évidemment
He dz ei f(En) ds = 0.
Yn Donc | f J(s) ds =| [ LPC) — f(Gr)] ds | < AT | r, étant la longueur du côté du carré y,..
Ensuite,
| f ILo(e) — p(6)] do < - . (œr—= aire du carré),
| Ôn 5 d’où
€ << Ant |O(En)| an.
ff ets ds Il s'ensuit que I I a J fade 2 [ fete) do
Evidemment un même carré peut contenir plusieurs de ces points. même une infinité.
c € 2 4 <e Der nt Re F- _ Gare
Si, dans la somme que nous allons effectuer, on considère dans le premier membre une seule fois les termes provenant d’un certain carré, tandis que dans le second on les compte tour à tour, l'inégalité sera plus accentuée.
Écrivons d’abord la contribution d’un carré écorné, relatif à un point ?,.
On aura
Jo _ 2 ff ado
Quant aux points de monogénéité (x), ils donnent
J Len ——— (3) ds — - ») de = Ai ) d a J et) 6)
Faisons la somme pour tous les carrés, en supposant qu'on a partagé le domaine D en un nombre convenable de régions (carrés ou portions de carrés).
c l c Le n ; ue Ts = OUT ( Pat 5 ) an Ln + | 2 En) Un
<< EX (a — aire de à).
one On obtient
1 AN er I in J ras 2 [ feterdo
en désignant par :
or À Q M 72 << BE NES De E— O + —E€, T T
r une limite supérieure des côtés des carrés,
À la longueur du contour rectifiable C,
Q l’aire du domaine D,
w l’aire du domaine qui enferme l’ensemble dénombrable, M une borne supérieure de la fonction (3) dans D.
Or, le premier membre est une constante indépendante de € et w. D'ailleurs celui-ci peut être rendu inférieur à €, car un ensemble dénombrable est de mesure nulle.
Il s'ensuit que I JL a Je ds — à [ [et do 0
pour tout couple C, D; donc, en vertu d’un théorème souvent employé, fs) est holomorphe (x) et sa dérivée aréolaire est bien o(3).
Passons à un cas plus général, celui d’un ensemble de mesure superficielle nulle.
Supposons que f(3), continue dans un domaine D, satisfasse, en plus, à
une condition de Lipschitz, de la forme fs) — (a) <Mfz— 3]
en chaque point du domaine.
Dans ces conditions on peut énoncer le théorème suivant :
Si une fonction f(z), continue et satis faisant à une condition de Lipschits, admet une fonction continue o(z) comme dérivée aréolaire en chaque point d’un domaine, sauf peut-être sur un ensemble de mesure nulle, elle est holomorphe (a), et sa dérivée est partout égale à o(z).
Attachons, comme précédemment, à chaque point de l’ensemble un carré, tel qu’on ait [p(E)— p(G)l<e.
Faisons la division du domaine de telle sorte que chacun des points de l’ensemble soit intérieur à un carré. Le procédé de division peut être poussé autant que l’on veut, de manière que l’ensemble exceptionnel soit enfermé
MR dans un nombre fini ou une infinité dénombrable de carrés d’aire totale 6 €
On aura pour ces carrés
frere)
fu) — f()]dz| < 8r?M 2
ou, si le carré est écorné,
fre )dz | <
étant l’arc qui le traverse.
En même temps, | ec do A
ce J/©) az à [ fetmdo) <
ou, pour un carré écorné,
a(4r +1)MrV,
<eax+|p(G)|x
Donc
br es ee Lee T T
-Gr+DrMW , EUR 1?(&)1 Œ T T &
En tenant compte de tous les carrés, attachés soit aux points réguliers, soit aux points de l’ensemble de mesure nulle exceptionnel, on aura
Re ) dz — 2j {et do OU:
Q est l'aire de D;
w, l'aire de la suite d’intervalles enfermant l’ensemble ; o, la borne supérieure des côtés des carrés;
À, la longueur totale des arcs qui traversent les carrés; N, la borne supérieure de [9(G)|.
En mtmmencrel. À
, 4MV2,,, MÀVv2 (e+ N) T T T
De cette inégalité, où le premier membre est constant, tandis que le second peut être rendu aussi petit que l’on veut, on déduit
je J JG ds _— x J Jets) do #0
qui prouve le résultat énoncé.
RAA
Donnons, pour terminer, un autre théorème, se rattachant aux séries uniformément convergentes de fonctions holomorphes (a).
St une série de fonctions holomorphes (x) est uniformément convergente dans une région du plan, la série des dérivées aréolaires est aussi convergente uniformément et la somme de la série est une fonction holomorphe (x), dont la dérivée aréolaire est la somme de la série des dérivées.
Soit, en effet, la série fitz) + faits) +...+ frn(z) +...
et soient o,(3), o:(3), ..., o,(z), ... les dérivées aréolaires des termes successifs.
On aura, d’après la définition de la fonction holomorphe (x),
Ë frs - En fa A É [as DA T à 26 4/5 |
si l’on choisit un cercle à assez petit pour tout point du domaine considéré. | On en tire
fa faune & ff = ffe= RE Fe CNET
Mais la convergence uniforme permet de trouver un entier N, tel que
S fa) < 2] [a
n=N+1 étant arbitraire.
Donc, I É I = € = D gn(%0) hés ef Date) as|+ x [fée n=N+1 is n=N+1 conduit à
Ç € nl ; D: On(%0) Re de
l'étant la longueur du cercle.
Mais « et n sont bien indépendants du point 3, considéré, ce qui montre que la série des dérivées aréolaires est uniformément convergente aussi.
ire
Notons par F(:)et D(z) les sommes des deux séries. Calculons
I 7 - INA AE D(c) do.
et (z)c | Ê (e) do
On aura, en vertu de la convergence uniforme,
ll , 4 FRS L h > = DA ÉAHCLE ef fente do | =
HE
dans ces conditions, il est manifeste que F(3) est holomorphe (x) et que sa dérivée aréolaire est D(z).
Ce théorème nous permettra l'extension des règles de dérivation à bien des fonctions usuelles.
Soit, par exemple, à calculer la dérivée aréolaire d’un quotient de fonc-
tions holomorphes (x).
Montrons d’abord que l’inverse d’une fonction holomorphe (+) a pour
dérivée D nu 1 Df Do | f J° Do en tout point où f < 0.
Ea effet, soit M une borne supérieure de f dans une petite région autour d’un point où elle est bornée. On aura
n'as I EURE Un Rte A M—f. (M—f}.
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Cette série étant uniformément convergente, et chaque terme étant holomorphe (x) dans la petite région considérée, on aura, en dérivant terme à
terme (eS; 10; Li EE 5 . M — f Df ss I Df Dome a M up RDS f° DS
On en déduit rm rlnee- 561]
en tout point où le rapport æ est borné.
(1) Nous allons démontrer dans le chapitre suivant que la règle de dérivation d'un produit est encore valable pour la dérivation aréolaire, |
Il n’est pas difficile de voir qu'on aura aussi
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1. C’est par la considération de fonctions d'ensemble qu’on est arrivé à -la notion d’intégrale généralisée ainsi qu’à la dérivée au sens large.
Il n’est pas difficile d'étendre quelques définitions du domaine des fonctons réelles à celui des fonctions complexes afin de pouvoir introduire ces extensions dans le calcul qui nous occupe.
Étant donné un ensemble E borné et mesurable, variable dans le plan, la fonction F(E) aura pour expression P(E)+:Q(E), où P et Q sont deux fonctions réelles de cet ensemble.
Nous nous bornerons à appliquer quelques théorèmes sur ces fonctions au cas où E est un domaine borné et quarrable limité par un contour rectifiable.
Une fonction F(E) est additive si sa valeur sur un ensemble, somme finie ou infinie d'ensembles sans points communs deux à deux, et contenus dans un domaine borné, est la somme de ses valeurs sur chaque partie.
Une fonction F(E) est continue dans un domaine D (ou sur un ensemble E) si, à tout nombre positif e donné, on peut associer un nombre positif », tel que à désignant le diamètre de e< E, on ait
Ffe)}<:e SION
Elle est absolument continue si, pour tout € donné, on peut déterminer un: tel que
Fee pour (mes e) < 1.
Une fonction F(e), définie sur un ensemble E, peut être considérée comme définie dans tout l’espace si on la considère égale à F sur l’ensemble E et nulle sur son complémentaire.
MT Ex
Soit w un domaine carré, centré au point z, du plan z. Considérons le rapport Fo)
Mes 6)
qui peut avoir une ou plusieurs limites lorsque la mesure de « tend Vers Zéro.
Lorsque ces limites existent, on dira que F(e) admet des dérivées symétriques (') au point 34.
Nous appellerons /a plus grande limite de ce rapport celle dont le module est la plus grande limite des modules des limites.
S'il y en a plusieurs, on choisira entre elles celle qui correspond à la plus grande limite des arguments (à un multiple de 27 près).
La plus petite limite sera définie de la même manière.
Nous appellerons dérivée symétrique supérieure où inférieure de F(E) au point 5, les plus grande ou plus petite des limites du rapport ci-dessus, quand la mesure de «w tend vers zéro.
Bien que ces définitions des dérivées soient commodes, elles ne sont pas satisfaisantes au point de vue de la généralité.
Considérons, avec M. Lebesgue (?), au lieu d’une famille de carrés, une famille d’ensembles quelconques e, de mesure de plus en plus petite, à condition que cette famille soit régulière.
On dit qu’une famille d’ensembles e est régulière au point 3, si elle contient des ensembles de mesure infiniment petite, et si l’on a la relation
mes wo
LE messe où #Æ est un nombre positif fixe et w le plus petit carré qui contient e. Les dérivées supérieure et inférieure d’une fonction F(E) au point 3, seront les plus grande et plus petite limites du rapport F(e)
, mese
lorsque la mesure de e, contenu dans E et appartenant à une famille régulière, tend vers zéro.
(*) Voir Cu. pe LA Vaurée Poussin, /ntégrales de Lebesgue, etc., p. 59 et suiv. (®) Henri Lesesque, Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primilives, p. 191 et suiv.
Il est évident, qu'en général, les dérivées ainsi obtenues dépendront de la famille employée.
Or, cela n’a d'importance que sur un ensemble de mesure nulle.
Aux autres points il y aura une dérivée unique, quelle que soit la définition employée.
Le problème qui se pose naturellement c'est de savoir dans quelles conditions une fonction F(E) admet une dérivée (ou des dérivées) en un point donné.
Il est évident qu'il est nécessaire que F(E) soit continue sur la famille e choisie, mais cela ne suffit pas pour assurer l'existence de la limite.
Aussi l'attention se dirige-t-elle vers des classes de fonctions continues de plus en plus larges pour lesquelles on peut affirmer que le problème est possible.
Nous considérerons, dans ce qui suit, des fonctions addütives et absolument continues, qui se confondent, on le sait, avec la classe des intégrales (au sens de Lebesgue).
Soit d’abord /(P)une fonction univoque, définie dans tout le plan et sommable sur tout ensemble E borné.
La fonction
F(E)= f J(P) dP VE
a pour dérivée f(P ) presque partout. Les points exceptionnels où la dérivée n’est pas unique, ou n'existe pas, forment un ensemble de mesure nulle indépendant de la définition particulière qu'on ait adoptée pour la dérivée.
Le théorème réciproque qui mérite une importance particulière s'énonce comme suit ('):
Une fonction d'ensemble addiuve et absolument continue a ses dérivées finies presque partout et sommables sur tout ensemble mesurable et borné; elle est l'intégrale indéfinie de chacune d'elle, c’est-à-dire
(31) F(E)= f (DF)4P,.
Les démonstrations de ces propriétés ne sont pas différentes de leurs analogues dans le domaine réel. Nous nous contentons de les rappeler pour pouvoir passer à une classe spéciale de fonctions d'intervalle.
{ me
(2) Cn. pe La VaLLée Poussin, loc. cit., p. 72 et 75.
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2. Soit f(z)une fonction continue du point 3, dans un domaine bornéA. Soit à un carré intérieur ou bien un domaine somme finie ou infinie de carrés sans point commun deux à deux (pouvant être toutefois contigus).
La fonction
où y est le contour de à, peut avoir un sens même si y est de longueur infinie.
Supposons qu’il en soit ainsi. Dans ce cas, elle est une fonction additve de à, car il est bien évident que lorsque les carrés ont des côtés communs, les intégrales le long de ces lignes intérieures se détruisent deux à deux.
Supposons en plus, que pour une certaine classe de fonctions continues
[PP ) ) ; + " . a)
F(è) soit une fonction absolument continue de 0.
Occupons-nous exclusivement de ces fonctions. Considérons le rapport
_—- (z) dz nd & F()
I _ mesô - do) Te 5
que nous avons déjà employé dans la définition de la dérivée aréolaire.
Soit à un carré de centre 3,, appartenant au domaine A. Lorsque la mesure de à tend vers zéro le rapport (33), où la fonction F(3) est absolument continue, tendra vers les dérivées symétriques de F au point 34.
D'après les théorèmes rappelés ci-dessus, ces dérivées existeront presque partout, étant sommables sur tout ensemble intérieur à A.
Désignons par ©(:) une d’entre elles, obtenue à l’aide d'une certaine famille de carrés.
On aura, d’après la relation (31),
F(2)= f g(P)dP.
Or, g(P) n’est autre chose que la dérivée aréolaire de la fonction /(P). Cela nous permet d'établir le théorème suivant :
St, pour une fonction continue f(x), l'expression
JG,
AT 1e
où y est le contour d’un domaine à formé d’une somme finie ou infinie de
carrés intérieurs à une région donnée À, est une fonction absolument continue N . . , . r r . r .
de 0, la fonction de point f(z) admet des dérivées aréolaires symétriques,
finies presque partout et sommables sur tout ensemble E < A.
La dérivée est unique, sauf sur un ensemble de mesure nulle. On a, en plus, la relation
4 L de te pre (34) re J JE 4 2 J Jet do 0
la première intégrale étant prise au sens ordinaire, la seconde représentant une intégrale de Lebesgue.
Considérons un domaine quarrable D, limité par une courbe simple rectifiable C.
Traçons un carrelage de côté r qui couvre le plan des 3.
On peut déterminer un domaine D’, formé de carrés, intérieur à D et aussi voisin de celui-ci que l’on voudra.
Soit C le contour polygonal qui le limite.
On aura me fo dr — 2 fo(PyaP =0.
c’ Rp
IT
Or, on peut choisir C’ suffisamment voisin de C pour que
[las —d(s)] re
En effet, considérons un des triangles rectangles qui s'appuient sur C. Si r a été choisi assez petit, dz peut être assimilé au vecteur représenté par l'hypoténuse de ce triangle; ou mieux, on aura
dz —(1+ 0) dE,
|o|<Te’, signifiant la somme des vecteurs représentés par les deux côtés de l’angle droit.
Dans ces conditions
fids—aetsi< flets)tidetert<e fas<oet C C c’
car la longueur du contour C’ est inférieure à 2/, comme il est facile de le
CFO
voir en examinant tour à tour les triangles successifs. Cela étant, on aura
D=| fre frol< fie sonate firoés act
Mais on peut considérer If(z) — SR) 1< e en chaque point de C dès que r est assez petit. Donc DES fus + M fie — dE(z)| <{(e+2Me').
Cas }
En même temps, la fonction o(P ) étant sommable,
= feuar- ï fecarl=2 [ o(P)dP <e',
T Un T Jp: T/p_p:
car une intégrale est fonction absolument continue de domaine. On en tire l'inégalité
<l(e + 2Me) +e”,
I I > je Ja 2 fetPraP
d'où, puisque le premier membre est une constante,
(35) se Jde — À [ fret) do 0
pour tout contour C rectifiable limitant un domaine quarrable D dans la
région bornée A.
Cette relation fondamentale est l'extension des formules (5) et (20) dont
nous avons fait un large usage.
Elle nous permettra de remplacer la dérivée symétrique par une dérivée obtenue à l’aide d’une famille régulière de domaines limités par des contours rectifiables.
On peut dire que les fonctions continues pour lesquelles l'intégrale
fre,
étendue au contour C d’un domaine somme finie ou infinie de domaines limités par des contours rectiliables, est une fonction absolument continue de ce domaine, sont presque partout monogènes (x). k
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En effet, elles admettent presque en chaque point une dérivée aréolaire unique et finie, sommable sur tout ensemble borné.
Remarquons que, pour cela, il suffit que la même intégrale, étendue à un domaine somme de carrés, soit absolument continue.
En outre si, par un moyen quelconque, on a démontré qu'une foncon f(:) est presque partout monogène (4) pour une certaine famille régulière, elle le sera pour n'importe quelle autre famille, les dérivées obtenues ne différant que sur un ensemble de mesure nulle.
Complétons ces résultats par un théorème réciproque :
St deux fonctions f (3) : finie et continue dans une région bornée A et (2) sommable sur tout ensemble mesurable E < A, satisfont à la relauon
ga Jr À [ [et do 0
pour tout contour C rectifiable et fermé, limitant un domaine quarrable D < A, (3) est presque partout monogène (x) dans À, sa dérivée aréolaire ne différant de o(v) que sur un ensemble de mesure nulle.
En effet, posons
WD)= ne Ja rie ni o(#) do,
F,(D) étant une intégrale, est absolument continue et par conséquent admet presque partout la fonction o(P) comme dérivée au sens de Lebesgue. Mais on a partout
Donc ces deux fonctions auront leurs dérivées égales presque partout.
Remarquons, cependant, que la dérivée de F(D) est précisément la dérivée aréolaire de f(z).
Le théorème est par cela démontré et il est bon de remarquer une fois de plus qu’il généralise le théorème classique de Morera.
Citons parmi les fonctions presque partout monogènes (x) les fonctions à variation bornée en x et y, dont les nombres dérivés sont finis.
S1 les fonctions P(x, y) et Q(æx, y) sont à variation bornée par rapport à æ, pour toute valeur de y et réciproquement, et si en plus elles ont des nombres dérivés finis dans le domaine A, M. Montel (‘) a montré d’une
(2) P. Monrez, Thèse, 1907, p. 59, ou C. R. Acad. Sc., 1. 156, 1913, p. 1822.
SEE part, que les dérivées existent presque partout et, d'autre part, que la for-
mule de Green y est encore applicable.
Par conséquent on pourra écrire
Se (P + iQ) (de + idy)= = = [(A&P = A,Q)+i(AzQ + A,P)]dxdy AU ü Dax
pour tout contour C rectifiable limitant un domaine D, intérieur à A.
En y appliquant le théorème de Morera généralisé, qu’on a établi ci-dessus, on voit que f (3) admet comme dérivée aréolaire presque partout la fonction
HASPE CON A EO ER
où le symbole À désigne le nombre dérivé.
On peut dire que la dérivée est aussi égale presque partout à
SCO MOT 0x 0dy)] On ne peut pas affirmer pourtant que la classe des fonctions qui admettent des dérivées aréolaires doit être assujettie à des restrictions de ce genre, mais quoiqu'elle puisse comprendre aussi des fonctions discon-
tinues, la continutté seule de f(z) ne saurait étre suffisante pour assurer la continuité absolue de l'intégrale
fre dz.
Or cette continuité absolue s'impose d'elle-même dans la plupart des questions regardant la dérivée aréolaire.
C’est sur cette propriété qu'est basée l'existence de la formule de Green généralisée (35), qui est fondamentale dans ces recherches.
Les fonctions f(z) pour lesquelles la dérivée existerait sans que cette relation existe, seraient les analogues des fonctions d'une variable réelle dérivables, mais qui ne sont pas les primitives de leurs dérivées.
8. L'exemple suivant, que nous devons à la bienveillance de M. Bouligand, montre d’une façon précise qu'on ne peut pas dire que pour toute fonction
continue f(3), l'expression fra
définit une fonction additive d'ensemble absolument continue.
En effet, il faudrait pouvoir dire que cette fonction d'ensemble est infiniment petite pour tout ensemble de mesure superficielle infiniment petite.
Pour démontrer qu'il n'en est rien, construisons sur les axes Ox et Oy un carré de côté égal à l'unité, que nous désignerons par OABB.
Partageons le segment OB—7+, qui est sur O y, en trois parties égales OP — PQ — QB.
Soient P', Q' les points obtenus sur AB’ par le même procédé.
Enlevons le segment central et répétons l'opération pour les deux segments extrêmes.
On obtient de cette manière l’ensemble triadique de Cantor et l’on considère les rectangles obtenus en joignant deux à deux les points correspondants sur OB et AB' par des parallèles à Ox.
Sur cet ensemble, considérons une répartition uniforme de masses, obtenue de la façon suivante :
La masse égale à l’unité est partagée entre les deux segments OP et QB,
puis la masse - est partagée entre les deux segments qu'on obtient sur OP par la deuxième opération, etc.
Soit o( y) la masse comprise entre l’origine et le point d’ordonnée 7.
e(3)=°(); po) =0) eo pr:
La fonction +(y) est continue et non décroissante.
Prenons /(z)— (y) et pour contour l’ensemble des contours des rectangles obtenus par les divisions successives.
On a pour le premier stade de la division
On aura
IE go) ds + f o(y) dz
OAP'PO % QQ'B'B 2 : ' =g0)—e(3)+e(5)-e0+ if eur ec dy, ; AP/+Q'B’ OP + QB
Lot) T,
d’où
car les deux dernières intégrales se détruisent mutuellement. Au deuxième stade de subdivision, on verra pareillement que l'intégrale étendue à la
somme des quatre rectangles obtenus est encore
et ainsi de suite.
Lorsque le nombre des subdivisions augmente indéfiniment, la somme des aires des rectangles non enlevés tend vers zéro. Cependant on a toujours
de f(e)da==o (1) == 71.
Or, cela montre d'une façon évidente que pour f(z) ainsi choisie, l'intégrale considérée n'est pas une fonction d'ensemble absolument continue.
On est loin pourtant de pouvoir affirmer que cette continuité absolue serait nécessaire pour assurer l'existence presque partout des dérivées aréolaires d’une fonction continue.
Le même exemple va le prouver, car la fonction o( y) admet une dérivée aréolatre unique nulle en chaque point du carré de côté égal à l'unité, sauf sur les parallèles à l'axe Ox, passant par les points de l’ensemble de Cantor considéré.
En effet, tout point de O y compris entre o et 1, appartient ou bien à l'ensemble triadique ou bien à son complémentaire.
Un point n, qui n’appartient pas à l’ensemble, peut être enfermé en un des intervalles enlevés. Cela est évident et résulte du procédé de construction employé, en tenant compte toutefois que ces intervalles doivent être considérés comme ouverts.
Dans la bande rectangulaire ainsi obtenue, traçons autour d’un point € quelconque une famille régulière de courbes rectifiables qui se resserrent autour de €. Soit C, un de ces contours. On aura
[#0 (de + idy)=etn) f ds =o, Cn “où
car o(y) est constant dans tout l'intervalle.
Dans ces conditions, le rapport (39) est nul pour toute famille régulière et la limite en est par conséquent égale à zéro.
La fonction o(y) ayant la dérivée aréolaire nulle presque partout, n’est pourtant pas holomorphe, ce qui est évident, mais doit être justifié par le fait même que le théorème de Morera n’y est pas applicable.
in effet, pour qu'une relation telle que (35) puisse exister entre o(y) et sa dérivée aréolaire, il faudrait que l’intégrale le long d’un contour soit absolument continue, ce qui n'est pas possible dans le ças qui nous occupe.
AAA a
L'exemple ci-dessus montre que f(z) peut bien avoir une dérivée aréolaire presque partout, même si l'intégrale n’est pas absolument continue.
L'exemple suivant, dû aussi à M. G. Bouligand, met en évidence un cas où la fonction n’a de dérivée en aucun point.
Prenons, en effet /(:)——1Q(x), en désignant par Q(æx) une fonction continue sans dérivée.
On aura k z)dz——1] Q(x)dx+ | Q(x)d 1 RAY.
Fa (e ‘e ) dx d (æ) dy ; (x) d)
Prenons pour contours C une famille de carrés ayant tous pour sommet le point 3.
Soit À la longueur du côté d’un de ces carrés
fr ds =1P(e +) — (at
Pour obtenir, à l’aide de cette famille régulière, la dérivée aréolaire e Q(æx), on est amené à former le rapport
QExr, Eh)=Q (zx) h 2
qui ne tend vers aucune limite.
Ces considérations précisent suffisamment la nature des difficultés qu'on a à rencontrer dans l'étude de l’opération de dérivation aréolaire.
4. Nous allons nous borner à l'étude d’une classe particulière de fonctions presque partout monogènes (a).
Supposons qu’il existe un nombre positif M, tel que pour tout domaine quarrable à compris dans une région bornée, on ait la relation
oh do si à appartient à une famille régulière.
Pour cette classe de fonctions, l'intégrale de contour est une fonction additive et absolument continue, car elle est majorée par l'intégrale relative à à, multipliée par un facteur fini et déterminé.
Donc f(z) admet une dérivée aréolaire sommable et unique presque partout.
De plus, les dérivées des fonctions f(z) qui satis font à la relation (36) sont bornées partout.
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Cela résulte facilement de cette relation même en divisant dans les deux membres par l'aire de à.
Cette classe particulière de fonctions monogènes (x) peut être étudiée absolument de la même manière que les fonctions holomorphes (x).
Montrons, d’abord, qu'il existe de telles fonctions.
En effet, les fonctions à nombres dérivés bornés satisfont à la condition (37).
On sait qu'une telle fonction satisfait à la condition de Lipschitz If(z)— fa) <M}z— 3
pour tout couple de points 3 et z' de la région.
On a l'identité THE DS},
« . . ve 1 © où z, est un point fixe intérieur à 0.
Donc fre dz tf
=| fu -senas|<n fie atiés
Posons Re TC ldz| <'ds —1r dû:
Jr <M fra5= f [ de.
Les fonctions à nombres dérivés bornéssont donc des fonctions à dérivées aréolaires bornées.
On peut, d’ailleurs, rattacher ce résultat à celui concernant les fonctions à variation bornée, dont les nombres dérivés sont finis, car on sait qu’une fonction satisfaisant à une condition de Lipschitz est à variation bornée.
Cela nous permet de connaître l'expression même de la dérivée aréolaire (presque partout).
Elle est donnée par la formule (36).
Passons maintenant à la recherche d’une formule donnant les valeurs d'une fonction continue f(z), à dérivées aréolaires bornées, quand on connaïtune de ses dérivées 9 (3) partout (ou presque partout) dans un domaine D et ses valeurs représentées par une fonction continue, le long du contour simple, fermé et
rectifiable C.
Il en résulte que
SR FR
.… Les opérations nécessaires ne diffèrent pas de celles déjà employées dans le cas des fonctions holomorphes (x).
Considérons d'abord la fonction
38 STE) RS ANA “e 8\@) jf Fc,
qui est continue dans tout le plan, lorsque o(e) est bornée et intégrable Lebesgue (*). De plus, si € est extérieur à D, celle-ci est une fonction holomorphe régulière et nulle à l'infini.
Rappelons que pour tout couple C’, D'il y a la relation
se 1) ) ds — = Jet do = 0.
Les procédés du deuxième Chapitre (S 2), nous conduisent aisément (les opérations étant parfaitement licites, même dans ce cas général) à la
formule (39) ro fes sur . do.
Il faut toutefois remarquer que la deuxième intégrale est prise au sens de Lebesgue, et que les valeurs de f (3) sur C ne peuvent être données au hasard. Nous avons, d’ailleurs, précisé les conditions nécessaires et suffisantes pour que cela soit possible.
5. Le calcul des dérivées aréolaires et son inverse, réalisé à l’aide de
l'opération Ne LT do,
se rattachent aux notions, les plus générales, dedérivéeet intégrale, suivant les vues de MM. Lebesgue et de La Vallée Poussin.
Aussi, sommes-nous poussés par les analogies trouvées à les considérer comme des propriétés bien naturelles et utiles des fonctions de variable complexe.
D'ailleurs, les règles élémentaires du calcul infinitésimal s’y étendent sans difficulté.
La dérivée aréolaire d’une somme finie de fonctions à dérivées bornées est
(:) D. Powpeiu, Annaes da Aademia, etc. (loc. cit.).
presque partout la somme des dérivées des termes, l’ensemble exceptionnel étant la somme des ensembles exceptionnels des termes.
Occupons-nous de la dérivée aréolaire d’un produit de fonctions à dérivées aréolaires bornées.
Montrons que st f, (0) et f,(&) sont de telles fonctions, on a (presque partout)
Df, Df, (40) a LE = Ji Do + fa Do ?
l'ensemble exceptionnel, indépendant de la définition particulière des dérivées étant la somme E, KE, des ensembles attachés à /, et fo. Pour plus de généralité, prenons pour /, et /, deux fonctions de la forme
RUES _- He PR SEE ne (6) a.
R(E)= = ED ds 1 f fe (P) dw, A0Cir € -
où F,(3) et F,(3) sont sommables le long de C, ©, (Y S), 2: (©) bornées et intégrables dans le domaine D.
Traçons, comme nous avons déjà fait, un contour C’ limitant un domaine D’ et entourons-le de deux contours C/ et C/’. Soit à le domaine compris entre C/ et C/’.Ona
D=D'26 2 Dr
Calculons l'expression À — ne JA OA EE.
On peut remplacer les valeurs de /, et /, dans cette expression parce que Cest intérieur à C, ce qui donne
E de - ds [l
PR S fx IE de J $ HE) CT R Jo lit Jr —&
") dr = fa CRE —— - do » ff: ge) SA pd.
QÛT Art —- ACL <
LEE Notons pour simplifier par £,(€), 2 par À, (O0), hk;, (©) celles relatives à D’:
Le premier terme _- je AE) ga(t) dt —o,
puisque ces deux fonctions sont holomorphes dans le domaine ouvert D et par conséquent, sur C/ aussi.
Ensuite
Pa(#) er ei a [ [EE ç do re tes _— ED [22 — - or 5 ne J 0 & ff 2iT* Ja) a [ [ Je G) te ff
Or, on peut choisir C/ et C”’ de telle manière que le terme relatif à Ssoit inférieur en module à tout € donné
Les deux autres donnent
7 gate ) ne : | ; À 51 (£) ; ao ff ES ao = : = Ra 214 ee (s)8 ) do,
à cause de l’holomorphisme de g,(0) dans D' et sur C Mais
(©) les intégrales relatives à C et
IAE PR 1 ie :
CON ET ds = f,(9) + cf ERRS | du.
En remplaçant g,() par cette valeur dans l'expression ci-dessus, on aura
Be 2 f ftoatrde à [facto [ fe O a
Quant au terme concernant D”, on obtient
ï 0° ?o(P) DE pe I JE à , ] [ES es + CON Es AR —— UE RDS
2iT°
car v est maintenant extérieur à C’.
Donc
B= B, + e’ (e' provenant de 0).
Le calcul du troisième terme de l'expression À conduira de la même
ETS
manière au résultat suivant :
= + ff rot de E f fatodo [ fa
C=CG,+e".
et
En ajoutant ces deux résultats et en remarquant les termes qui se détruisent, on aura
D, l) Be f frroatun+siwatd à ffetna ff do) à f fatodo ff POP) Jo pe teter.
T? 2 RTE
Il nous reste à calculer le dernier terme de A :
É CAT) p2(#) afro ff Et : ; Perte Fe a fond fat ff L— _ do o ff? Pa) do + 0.
Sir Je Dire Je Bee
D'abord £)h, 0e) = 7 J [mx p) jdn f faite De + EN à :
parce que v et t sont à la fois intérieurs à C’. De même
re fe) LE a [ f Tao ae 5 =
car vet t sont tous les deux extérieurs à C/. Ensuite
Es ee
do on
9 Er dé AT = JG dr Î fe Set rod [fade f ea Mais LU = pit DE 0 PA 4 D 2) ME SEE El s eur!
puisque t est intérieur et v extérieur.
rio
Ce dernier terme devient donc
a [| a(eyde [| Pate), RAUUEe pré?
De même, on aura
5 ») cl hi Ga [ [2 And ele do ff Ha
Finalement, si l’on remarque les termes qui se détruisent et que l’on procède, comme dans les cas analogues déjà traités, on obtient l’identité
En 6) f:(€) de f [UC [Ce p)+p(r)f:(e)] de —o
pour tout contour fermé, rectifiable C’.
Or, cela signifie qu’on a presque partout dans le domaine D
D Dr D, Dsl D + f Fist
LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES ARÉOLAIRES
Dans cette deuxième Partie, nous allons étudier des applications des fonctions monogènes (x).
Il y a, en effet, des questions se rattachant à la Mécanique des fluides, à l'Élasticité, etc. qui, traitées à l’aide de ces fonctions, se présentent d’une manière naturelle à l'esprit, les problèmes d'intégration qui s’y rattachent devenant notablement plus simples.
L’instrument de recherche, dont nous allons faire un large usage, sera l'opération inverse de la dérivée aréolaire.
4. On sait que la fonction g(€) définie à l’aide de l'opération
O= [fa
où o(#) est bornée et intégrable dans le domaine D, est continue dans tout
le plan.
A l'extérieur de D, elle est, de plus, holomorphe (x), étant régulière et nulle à l'infini.
Il n’est pas inutile d'en donner un exemple. Considérons, à cet effet, le cercle unité, et une suite de couronnes circulaires définies à l’aide d'une suite de rayons
, 4 F Nil Q .
La fonction ?(C) sera égale à =, dans le domaine D; compris entre les
, I li cercles de rayons respectivement etes
THÉODORESCGO,
re’ GITE
On aura donc 1 dans D,, no + dans D,
o à l’origine.
Cette fonction est bien discontinue quand on traverse les cercles de la
suite, mais elle est intégrable au sens de Riemann. Supposons que le point € soit dans le domaine D,. Calculons les intégrales relatives à un domaine d'indice inférieur ou supérieur. On aura
I 1 — I oi I SX TE do —=— — = da T Te TT Eee EC ] À
, r I I PRET , .
(c, étant formé des deux cercles —— et 5) car la dérivée aréolaire
pour y <#
2/—1 de —C est bien =: et Cest extérieur à D.
Posons 3 — ce! et remarquons que CR ee enr. pour [£|>]2:|, donc pour ; > A
et
—=i+5+.. pourfé|<|z|, done pour j < 4.
= | S - a | pour/ > A
et = 0 pour / < k.
Enfin pour D,, on obtient
ADS T p —Ù OCT: F:
. D4 ® « … Te C4 Sr RS
car on n'a qu'à appliquer la formule fondamentale à la fonction holomorphe (4), ZT, pour déduire ce résultat. Le calcul de l'intégrale relative
=: ? + 1 free : ‘ à C; conduit aisément à — E' En ajoutant les contributions de la suite
RENRTERE
des domaines D,, D,, ..., D,, ... et en remarquant qu’on a affaire à une progression géométrique, on obtient pour £(€) l'expression
HO=n(f- se) U=on..) port lris
Lorsque € est extérieur au cercle unité, on a
qui est une fonction holomorphe régulière et nulle à l'infini. Le long du ; ae QE cercle, g(©) se réduit à - e—".
Dans l'exemple suivant, o(C) sera non bornée; cela prouve que la restriction imposée à cette fonction de rester bornée n’est pas essentielle pour assurer la continuité de l'intégrale.
Prenons le même domaine, la même suite de cercles concentriques et définissons ©(€) égal à
IA Ca (IPN [eo
Cpee
Dans ces conditions, elle est infinie sur une infinité de cercles concentriques.
. « . . h Supposons toujours € dans le domaine D, compris entre = =
et calculons d’abord les contributions des intégrales 1; étendues aux
domaines D,(j<#).
Supposons / > k et notons F — re'?
r dr do mn ve [7 FSI LS _—. = Fret pet) 1/7 - . se — > 0
Considérons séparément l'intégrale
De
wI—
es FAQ PS reTt? do + pe il do TE re? — pe Re. DAS r?— 2pr cos(9 —0) +p°
On a dans D,||2|e|, donc p2r.
Considérons dans le cercle de rayon o, une fonction harmonique égale Ares Ein.
Pi
Les valeurs sur ce cercle en seront
on aura
2m , L - MONTE 7 1 re? do 53 2TI I f (PE TE )DE 8 do . ri— 2rpcos(®—0)+p? p(p—71?) 27 Le MERS p COS (DEC IEREES
2T Tr RS
FORTE
De même, la fonction harmonique égale à 1 dans le même cercle con-
duira à l’expression
… pe do o 7?—92prcos(p —0)+p°?
We ue (p®— r°) do Es 2rpe
p?—r? 27 ?— 207 cos(® —0)+p® p?—7r?)
Il s'ensuit que
Dans ces conditions,
Quant aux termes relatifs à j <° k, on aura 1, = 0. Le calcul de I, se fait de la même façon, en écrivant
car pour @ = Ü,r— 9 peut donner un point singulier. D'ailleurs, la méthode que nous avons employée est basée sur la position relative de €. On a aisément
En ajoutant les contributions de tous les domaines, on obtient pour g(©)
l'expression pour
Lorsque € est extérieur, on a
qui est holomorphe et nulle à l'infini.
La continuité de la fonction, dans tout Le plan, est évidente:
Dans certaines applications, il est nécessaire de connaître des propriétés plus particulières de la fonction g(C), par exemple, la possibilité de l’existence des dérivées partielles par rapport à E ou n ({—Ë+1n), car en ce cas la dérivée aréolaire de cette fonction se réduit à la forme particulière (3), qui est particulièrement utile dans bien des problèmes d'intégration relatifs à des systèmes aux dérivées partielles.
2. Le problème auquel nous avons fait allusion dans le paragraphe précédent s’énonce d’une manière précise : Dans quelles conditions la fonction g(©) définie par l'opération
Ca
où o(e) est conunue dans le domaine fermé D, admet les dérivées partielles par rapport à Eetn(E+ in =), en chaque point du domaine ouvert D ? Considérons d’abord un cas particulier suffisamment général pour toutes les applications et très fréquent dans la Théorie du Potentiel. Supposons que la fonction o(€) satis fasse à une condition de Hôlder de la forme
FCO LE M | ESC (æ > 0)
pour chaque couple de points €, L' tels que|{—©|<c, x, M et c étant des constantes positives, les mêmes pour tout le domaine D (").
(:) Cette condition, généralisant celle de Lipschitz, est employée souvent dans la théorié du potentiel (voir à ce sujet le livre de M. O. D. Kezroce, Foundations of Potential Theory (Berlin, 1929).
icrivons
p(r)=[p(r) — p(E)] + pt)
et posons pour simplifier
La condition de Hôlder deviendra [bCP)| Mot, ©: pr —€|:
Le problème peut être ramené à l’étude d’une intégrale où o9(#)=1, et à celle d’une intégrale où o(e) s'annule au point €, tout en satisfaisant à la condition imposée. :
On aura aisément
HR ACT ON P cd: s dz so À [ [Ban = |r EST (E),
Ôg: d2 NES d’où l’on peut tirer, tout de suite, les dérivées dE et 27. + En particulier
DRE z ds ) doit dl
pour tout point € éntérieur.
Or, on remarque sans peine que si l’on décrit autour du point © un cercle T de rayon fini et suffisamment petit pour qu'il soit compris dans D, on peut négliger dans toute étude concernant les dérivées de g(£) la contribution du domaine D — A, car celle-ci admet les dérivées partielles continues.
Occupons-nous donc seulement de l’apport du domaine A.
Dans ces conditions, posons 3 — Ü — pe; on aura z lz 4 Pt : 2 É Es : sue d0 = 0 207 Jp (3 —C} 2% Jp pei el d2 , dx .
nt ME nn
On aura donc
Sd he
quand 1l s’agit d’un cercle F limitant un domaine A, € étant son centre. Prenons des axes au point €. Pour obtenir la dérivée de g,(Q) par rapport à 6, considérons sur l’axe réel le point d’abscisse A. L'intégrale
te no) I EE d(s) Hs SJ re =- verte
est uniformément convergente; elle a donc un sens déterminé. En effet,
Bi ff nc E fée
P—t=æpsel (7 — rayon du cercle T').
Calculons maintenant la différence :
ACER RAR) ne h
. Le — nile de
. Cette intégrale a un sens pour h — 0, car elle est nulle, mais on n’est pas sûr qu’elle n’ait pas d’autres limites pour L > o tendant vers zéro.
Si l’on peut montrer que [(h)est continue pour k = 0, on pourra affirmer que, à tout e donné, on sait attacher une valeur h, de h, telle que
[I(A)| <e pour h < h,.
Pour prouver la continuité de I, à l’origine, entourons les deux points €. et (+ h, d’un cercle +, de centre € et de rayon r, >}.
La fonction à intégrer est continue en h dans le domaine À — à. Montrons que la contribution de © tend uniformément vers zéro, avec r,, indépendamment de la position de . Donc, que pour € donné, on peut déterminer r;,
tel que He pour A < rs.
En effet, on aura aisément
Free Le RkM p%*1 dp dû ef af” do p2V/p?— 2ph cos + h? T pi—2 /p?— 2ph cos + A
Posons ç — ht. Il vient
lo 1 Le dt nf | SA pi=% V/p?— 2ph cos0 + h2? ” ua 2 — o1cosû +1 u dt
< ie Re À , dat — at cosû +1
Supposons « 1, car pour à > 1, une fonction satisfaisant à une condition de Hôlder se réduit à une constante; le cas de « — 1 est assez simple à traiter directement.
Considérons à part
te dt LES Ve 1 —/#cos0
Les points singuliers en sont oet 1 (pour cosÜ —1, donc Ü — 0 ou 27). ® r 1 DER) >: I L'intégrale a évidemment un sens dans l’intervalle o, =» car 1—4<1.
D'autre part,
dt 20 1 dt , ta JE? + 1 — 21 cosb DYn ù VE + 1— at cos
Quant à cette dernière intégrale, elle vaut log 4 — cosÿ + VE— 2tcos0 +1] Le Le terme qui nous intéresse est ‘ log(1— cos8)[V/2 + V1 — cosô] ou bien log(1— cosô),
qu'on aura à intégrer de o à 27. Il n’est pas difficile de voir que la question sera portée à l'étude de l'intégrale
TH
Î log sine do,
Tr qui se comporte à l’origine comme f° logo do.
Or, celle-ci a bien un sens, car on peut faire une intégration par parties
et arriver à 3 : 5 1 logo do —1[#+ logo]? f do, [
qui ne présente plus aucune difficulté. :
LENTEL S
de dt dia /E2— at cos0 +1
2 * L: Li + dt e Lé ] L4 il se comporte à l'infini comme f + donc a un sens bien déterminé.
Quant au terme
Dans ces conditions, si l’on désigne par K une borne supérieure de l’inté-
grale calculée, il vient
A BI ces ne ht < _ re
ce qui prouve qu'on peut déterminer une valeur de r,, telle que
PISTE, pour tout À <r;.
Or, I=1;+ 11 ;; donc cette fonction est continue en À comme 4 ;, et puisqu'elle est nulle pour » — o, elle va rester aussi petite que l'on voudra pour À << rs.
Dans ces conditions, Her TOR EE RS et, par suite, RS et INORN à h—0 h La dérivée à droite de la fonction g,(€) est bien J(Q). En reprenant le même raisonnement, on arrivera à la conclusion que {a dérivée à gauche de g,(C) au point € sera aussi égale à J(C), ce qui démontre l’unicité de la dérivée.
En ce qui concerne sa continuité. on peut raisonner comme suit : Prenons un point C voisin de Ü; pour simplifier les notations, transportons les axes en ce point et, de plus, prenons pour axe réel, la direction €t’, Soit À—|{—T'|; décrivons un cercle y, de rayon 2h et de centre €.
Calculons JE R) JT) NH:
On aura
He ff ra Me Du [SE do mi eo
La première différence du second membre pourra être écrite
Den ire Li cut
THÉODORESCO, 10
BAS ce
Le premier terme ne présente aucune difficulté. Son module est plus petit que celui de I considéré ci-dessus.
Le deuxième conduit aux calculs suivants :
ERTIOE &: de PRÉ ado |< Mi f dô , Pr Etp 2 hpcost eh?)
cs k dé =Ms f a f. Da — 240050 +1) où l’on a posé o — ht.
Or la deuxième intégrale est majorée par
f dt ‘ Ua 94 cosÛ +1)”
qui ne dépend pas de h et est bien déterminée si à <{ 1 (comme on l’a d’ailleurs supposé).
On en déduit que, à tout « donné on peut déterminer une valeur h, de h, telle que la différence considérée soit inférieure en module à e pour << h,.
Quant au terme [fie ris
il ne produit aucune difficulté.
Il nous reste à considérer
[hote ff +6 60) [fx
où Al
donc He) <MIeS A; en même temps [p(E)— p(O)I< MA.
d'(w) = aMrse LEE FE do <M f [et ap, dp < —— (3h) ,
car le maximum de p, sera 3h.
Remarquons, quant au dernier terme, que si y, désigne le cercle de centre Cet de rayon b, do ff Rss
(valable pour tout cercle concentrique à y’, d’ailleurs).
Or
Évyrs
Or, dans le domaine à — d,, le minimum de [6 — h| est h. Donc LpCEN — p(E)| ne SN $ ER Se ni do = 3MrA®.
Enfin, il est devenu manifeste qu’on peut déterminer une valeur de h, telle que|rH|< re et, par suite,
[J(É+h)—J(0)| <e si A <h.
La continuité de J est assurée par cette inégalité. Il s'ensuit que la fonction g(C) admet des dérivées partielles du premier ordre continues en chaque point du domaine D ; celles-ci satisfont à l'équation
JECIRE 0816) OË L on 2000.)
ou bien, si l’on pose
8()=P(É, n)+iQ(é,n)}, 9(É)=A+GEB,
il vient :
oP Ge ; 0Q oP DE pa FR red n).
Par suite, g(Q) est une intégrale de ce système, où À +-1B satisfait à la condition de Hôülder imposée.
5. Passons à l'examen du cas général. Supposons que la fonction o(0) soit continue dans un domaine D, et tâchons de trouver les conditions nécessatres et suffisantes pour que la fonction g(Q) admette des dérivées partielles par rapport à & et en chaque point intérieur à D.
Il est évident que dans une région extérieure à un certain cercle de rayon r et de centre Ü, ces dérivées existent et sont continues.
Considérons donc ce qui se passe dans ce cercle l', en envisageant la fonc-
tion SR PANDT rn p(r) ee ne mo:
Prenons, pour simplifier, l’origine des axes au point Ü et dérivons dans une direction d’argument 6,.
Posons # — pe", e — . et considérons la différence
œ À Poe 5 4 i0 ee 0) g(w)— g(o) D APS do) = 8e f en af el en a
Posons © — 0,4. Il vient FDE OM de PE [ HOUR Po T p — Poe 00 id, = — A ea J . MR ?
T el0—
Nous allons employer ici une méthode analogue à celle de M. H. Petrini pour les dérivées du potentiel (').
Il faut, à cet eflet, s'occuper de l'intégrale
1 Fe q(pot, 0) Pr € — el\05—0)
lorsque o, tend vers zéro.
Le point t — 1 est singulier si 0 — 0,. Partageons donc l'intervalle d’inté-
gration en deux parties : de o à 1 et de 1 à ne le dernier pouvant être aussi
grand que l’on veut par le choix convenable de 6,
» I Pourt >1,on saura développer EC SOUS la forme 1 en 0-0 + EM F Pre CE PPMRE Te die t— et D 4 RE
où F reste finie pour t > 1.
Soient « et 5 deux constantes positives indépendantes de 9, et telles que
ocacrepf<T.
Po
Les intégrales
'Ee 27% B.
ed ee RATER nt et [ e-540 A her 9 de 0 4
restent finies pour tout 2,20.
‘n effet, dans la première, c’est le point £—1 qui peut être gênant
() Voir le livre de M. IH. Villat (Leçons sur l'Hydrodynamique, p. 140), où l'on trouve une étude du Mémoire de M. IH. Petrini | Les dérivées premières et secondes du potentiel (Acta mathématica, t. 31, 1908, p. 127)]. à
pour 0 — ÊE Mais on aura
Fear f’, Lan do eu f af > ee Dr A 2 21 COS (Ë6 ÿ) mn.
où M 1 une borne supérieure de |2(2, 0).
La dernière intégrale, déjà rencontrée dans cette étude, reste bornée, malgré la présence du point 0 —0,.
Quant à la seconde intégrale à examiner, elle est déterminée et ne présente aucune difficulté.
Cela étant, écrivons
o(pit L J l — ol ë 2 C Sfr ne Ü Lai + [ TE elü-0 £ Lo 1 :
5 + Lo I I | de ë b (Pot, 9)| ; ATP f) er ile L Je o(Pot; CA er ea V6 1
Le troisième terme de ce développement peut être rendu aussi petit que l’on veut par le choix convenable de 5, car il sera de la forme
"ji
[ opt, 0) EF di|<Nf F<N|e l 8 ra Jg {2 CE CCE
Considérons la fonction
Pete ne _ g(6) 710) 7 Le EL nr AQE se ee É AE : 1
Il n’est pas difficile de s'assurer que sa dérivée dans la direction 4,, au point €, se réduit à la valeur 5(0)e "pour un cercle F de centre €.
Répétons le raisonnement ci-dessus, pour ce cas particulier, et retranchons les relations obtenues membre à membre de celles relatives à la fonction g(C).
Le calcul de I — I, exigera les limitations supérieures de quelques intégrales :
Supposons 9, assez petit pour que
nee #] r ( 1. P(PoËst0) — g(0) y
o(eot, D)— o(0)| <e :
1 dt
<E , ———_— o Vé?—2tcos(8, —0)+1
dé AR — a —__——— #, , tVE— 2t0c
t — el)
Ensuite
ITR
Or, toutes les deux intégrales ont un sens bien déterminé et restent bornées malgré les singularités qu’elles contiennent. En même temps l'expression
e SRE Po ll TOP TIES ES
1 e2iÙ do f w(o) “- = p(0)log— k e%i0 40 — o.
Sous la restriction que
27 nr ; | )(0. 0 Lino f 148 [| LAN, do Po= 0 2
# Ÿ Lo
existe, il est manifeste que
Re
o((#w) — 2(0) de eils 45 ; AUS Be ) AE = 229 ie e—2i0 40 (but, 9) EURE:
Po dé T
Le raisonnement habituel montrera ensuite qu’on a
de ed RES 4 do 2 — eo (E) — — lim f e*#a0 f œ@(p, 0) +.
do T (Po=0)/9 Æ og £
Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que la foncion g(C) admette des dérivées partielles en un point € est que
im f° er? af 7 —_— are Po 0 0 existe.
En particulier, le cas étudié, où 2(0, 0 satisfait à la condition de Hülder, y est compris, Car on aura
27 fa 22%, D] | f esta [8 ee 2 do Ne e— a [| A do = 27 M Fo Pl: 0 Po c
œ T . FA SE .
Remarquons que, pour 0,— 0 et on obtient les dérivées partielles par
rapport à £ et f, et qu’on aura
OR A, de PE dr Fe 2(E), ou bien Or TO su 09%: "0P dE on 2 AU (ES 11): 0Ë —- re 2B(E, 1).
La fonction g(©) fournit donc une intégrale particulière de ce système.
2 er
Vu son importance dans bien des applications physiques, cette remarque est essentielle.
C'est d’ailleurs à cette fin que nous avons cherché les conditions dans
lesquelles on peut affirmer l'existence des dérivées partielles de l’inté-
grale g(C).
4. Nous avons assez souvent insisté sur le caractère de réversibilité du calcul aux dérivées aréolaires. La fonction g(©) est une sorte d’intégrale qui réalise le passage d’une fonction bornée et intégrable, à la fonction conünue qui l’admet presque partout comme dérivée aréolaire.
Îl'est naturel de penser à des équations aux dérivées aréolaires, généralisant les équations différentielles ordinaires.
Nous allons en donner quelques exemples de types simples :
D n+1 mn
is Dorii 0
dont l'intégrale générale a fait l’objet du Chapitre 11, et généralise les polynomes;
D1 (2°) DT = o(E)
qui a été également rencontrée; elle gé énéralise les fonctions holomorphes (x), qui peuvent passer pour les intégrales de l'équation |
Il est intéressant d'étudier aussi l'équation linéaire du premier ordre :
Soient À(C) et 4(€) deux fonctions continues dans un domaine D, limité par un contour simple C.
Cherchons l'intégrale de l'équation
HOUR
qui peut être écrite à l’aide des règles d'opération que nous avons étudiées,
DER Cy
log f = logh(E) — = f f I du, D
où A(C) est une fonction holomorphe dans D.
On en tire 1 ? A(p) —— — du) f—=h(Le Je
Revenons à l'équation initiale. Supposons que (£) soit une fonction holomorphe (x), et tächons de la déterminer de façon que l’équation soit vérifiée par la valeur de f (0) ci-dessus.
Cela conduit, tout de suite, à la condition
DR rh Ed
Des
Il vient, par suite,
Or, le second membre étant connu, on en déduit
ln ere Cru: ds
où o(©) désigne une fonction holomorphe.
L'intégrale générale de (4°) sera donc
Dre au
es MO!
HQE A] v Lo: [fé "| fo D p— 0
Pour déterminer l'intégrale demandée, remarquons que si l’on désigne par c(0) la partie réelle de (0) sur le contour C, par w(0) et (0) les parties réelle et imaginaire de ©(0) sur la même courbe, on obtient une relation de la forme
où a(0) et b(0) sont des fonctions continues. La recherche de la fonction
o(S)—=u(E, n)+iv(E, n),
holomorphe dans D et satisfaisant à la relation ci-dessus, constitue un
LAPS problème de Hilbert dont la solution dépend de deux constantes arbitraire (').
Il est évident que si l’on demandait la solution de l’équation (4°), satisfaisant elle-même à une relation de ce genre, le problème serait le même. Enfin, en supposant que f(Q) ainsi trouvée reste sur le contour C bornée et intégrable, on arrive à la formule
k : 1 PP À 1 A4) ae en dt) ee lu 0] 3 aff ra Fe) ee se 1 fie “0 p(P)err®: SAP 217 Je z —€ WT à p — €
Les cas particuliers intéressants compris dans cette équation sont :
Celui des fonctions holomorphes (x) pour À — 0; Celui d'une équation envisagée par M. Pompeiu pour À=1, 4 — 0. Cette dernière équation Dies 5° A (5°) .
généralise la fonction exponentielle. L'intégrale peut être mise sous la forme
Il n’est pas inutile de considérer aussi quelques types linéaires d’ordre supérieur, où les coefficients soient des fonctions holomorphes. Par exemple
0 Df ES (6°) pas + 24(0)p, +2) JC) — 0.
Déterminons une fonction holomorphe r(£), telle que l'expression ere soit une intégrale de (6°).
On obtient une équation caractéristique
TU 00 qui donne a) Na b.
Supposons que a°—b;<o dans D; dans ces conditions r(C) sera holomorphe.
(:) Voir à ce sujet H. Vizcar, Leçons sur l’Hydrodynamique, p. 226.
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On peut prendre une intégrale de la forme TOC Jet + C,(t)e#,
où C,(C) et C,(0) sont holomorphes et arbitraires. Si l’on connaît les valeurs de /(£) et de sa première dérivée aréolaire le long de C, on en tire sans difficulté la formule suivante :
+ ts [7 1e as l'a(2)3 7e erQË=ritz)z | .
fo = done . Lx 2ÛT M ToNe G
4] pe _ hi + a _— D/( = tr sh: eragt-rate |
De + e de.
AREA (TIEET, )(2== 0)
Le cas où r, —r, n’est pas difficile.
Citons parmi les cas particuliers les deux suivants, généralisant les lignes trigonométriques (naturelles et hyperboliques),
ne Dre Das ete
Une première application des équations aux dérivées aréolaires est à l’intégration de certains systèmes d'équations aux dérivées partielles. Insistons en particulier sur l'équation P
supposons que ®(Ù) soit continue et satis fasse à une condition de Hôlder dans le domaine D.
Dans ces conditions la fonction g(£) admet, on le sait, des dérivées partielles du premier ordre continues dans tout le domaine. Posons p(E)— A(x, y)+iB(x, y).
Dans les conditions posées, l'équation ci-dessus conduit au système
(4 ES NUE PRE en de Pr SE dx DV 2A(X, y); y MQUE dy US A
Inversement, un système de cette forme se ramène aisément à une équation de la forme considérée. Alors, intégrer ce système revient à chercher une certaine fonction holomorphe (x).
Le problème le plus intéressant est Le suivant :
LOT Me
Trouver l'intégrale du système ci-joint, qui sausfait sur le contour simple C, à la relation
A(t)P(4)+B(4)Q(1)—=C(t), où À, B, C désignent trois fonctions continues d’un paramètre lé au contour.
Or, on connaît une intégrale particulière de ce système. Elle est
g(E) = Pi+ iQ =— “je. PT} da.
Celui-ci se ramène donc à l'intégration de l'équation
D FO Meet EC qui donne J=8+A(), h(£) étant hclomorphe.
De même, si l’on pose h(É)=u(x, y) +1v(x, y), la relation à vérifier le long de C devient A(t)u(t) + B(i)p(e) = C(E) — A(E)P, (4) — B(4)Q(E).
Or, le second membre est bien connu et continu. _ Le nouveau problème, concernant la fonction holomorphe A(©) est un problème de Hilbert, qu’on sait résoudre.
Nous allons, d’ailleurs, insister sur ces considérations dans le chapitre
suivant.
L’équation D De =/
conduit aisément au système
OLLCTOON *
de de ?
de) DER
dx | dy — 4e
De plus, les fonctions P et Q satisfont en particulier à l'équation
920 d0 a dx? fe dy?
nr — La connaissance d’une relation de la forme
le long d’un contour C, entraîne celle de l'intégrale du système qui y satisfait.
En particulier, si l'on donne sur C la partie réelle de /, c’est-à-dire P, on détermine à la fois l'intégrale du système obtenu et celle de l'équation aux dérivées partielles ci-dessus.
Réciproquement, on peut intégrer l’équation (42) à l’aide du système (41).
En effet, attachons à la fonction P(x, y) une autre Q(x, y) de telle façon qu'elles satisfassent au système (41), qui est parfaitement équivalent à l'équation aux dérivées aréolaires
LUE Do 7%
Or, on a une intégrale en écrivant
+ D FA Us Ds log fx, d ou UC se
Déterminons h(£) de manière que sur C on connaisse à l'avance les valeurs de P(x, y), exprimées par une fonction continue P(+). Soit R(E)=u(x, y)+iv(x, y).
On arrivera facilement à une relation de la forme P(t)—=A(tjhu(t)+B(t}r(t).
La détermination de la fonction holomorphe A(T), telle que w et » satis-
fassent à cette relation, est un problème de Hilbert.
On connaitra de cette façon la foncuion f({) (à deux constantes près) et par suite P(x, y).
L'unicité de l'intégrale est assurée par un raisonnement regardant directement l'équation aux dérivées aréolaires, donc la fonction RU 7 h(©). Terminons ces considérations en remarquant que les équations
QUE 3 D° f Le MONET que, 2 AS AS
ns ve
conduisent aux systèmes
f a RE FAQ dP LEUR (4!) dx? # 5x0 Open dy ?
ERA OEPe SR ge dx? 0x dy dy?
et à l'équation A0 — (SE —° — D )+ 9 —=.0.
5. On peut se proposer aussi d’autres applications des équations aux dérivées aréolaires, en particulier d'en étudier aussi la nature analytique des intégrales.
Il est possible de faire un rapprochement entre certaines fonctions complexes et les fonctions à champ réel autonome.
M. G. Bouligand appelle fonction à champ réel autonome toute fonction uniforme ®(P), qui au voisinage d’un point régulier quelconque du champ réel se développe en une série de polynomes homogènes par rapport aux com-
—> posantes de P,P, cette série étant absolument convergente dans la sphère de centre P,, passant par le point singulier réel le plus rapproché de P,.
Les polynomes aréolaires conduisent à de telles fonctions, puisque les composantes P et Q en sont polyharmoniques.
Mais on peut en donner encore d’autres exemples plus compliqués. Prenons par exemple une équation linéaire à coefficients constants. Pour l'intégrer on est amené à faire les calculs comme s’il s'agissait d’une véritable équation différentielle ordinaire.
L'intégrale générale sera de la forme
EC(t)eré,
où les r; sont les racines de l’équation caractéristique.
Or, il est clair qu’on peut développer cette fonction autour d’un point z, en une série de polynomes homogènes, absolument convergente dans le cercle de centre 3, et passant par le point singulier le plus rapproché de 3, et appartenant à l'ensemble des points singuliers des coefficients C;(£).
(:) G. BouLicann, Sur un problème de la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables et sur divers points de la théorie des fonctions harmoniques (Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. IX, fasc. IV, 1930).
tr O URSS
En prenant respectivement les parties réelle et imaginaire, les fonctions obtenues sont à champ réel autonome.
Un autre exemple :
Considérons l'équation
IR r D f
Le Fe SA Dar mire pi(E) Dar +, + ES
où les fonctions ®,, 2, ..., ©, sont des fonctions entières de £,
Si l’on en cherche les intégrales régulières. en négligeant la présence de 3, on peut la considérer comme une équation différentielle ordinaire. Or on sait qu'une telle équation où les coefficients sont des fonctions entières a des intégrales entières aussi.
L'intégrale générale étant de la forme
DCE) NCE),
il s'ensuit qu’elle est à champ réel autonome, l’ensemble des points singuliers étant fourni seulement par les coefficients holomorphes C;(©). On pourrait être tenté de croire que toute série de fonctions de la forme
HAT
Or, on a : HE = rte Cr sÉÉETNENTRSE 1 + T° RUES Tee
développement qui ne converge que dans le cercle unité, tandis que la fonction existe dans tout le plan et n’a aucun point singulier sur ce cercle.
6. Il y a enfin une classe d'équations fonctionnelles, dont nous avons déjà rencontré le type le plus simple et plus intéressant, qui se rattache aux fonctions monogènes (x).
RTE
Étant donnée une fonction o(Q) bornée, et intégrable dans un domaine A, chercher toutes les fonctions f (3) continues telles qu’on ait
Da JO & — à [ fot)do =
pour tout contour simple rectifiable C, limitant un domaine D dans la région A.
Il est presque inutile d’insister sur ce type. Le problème proposé conduit aux fonctions à dérivée aréolaire bornée (et presque partout unique). La forme générale de la solution est
JO =R
h(£) désignant une fonction holomorphe dans A et g(€) la fonction définie par l'intégrale
AT PT en Pate)
g(E)=— Je
Le problème d'intégration devient intéressant lorsqu'on demande l’intégrale dont la partie réelle prenne sur un contour fermé simple et rectifiable (T°) des valeurs données à l'avance et exprimées par une fonction continue P(s).
En écrivant
JR) — 86) = A(E) eten remarquant que g(0) est continue partout, on aura en posant g()=a(x, y)+ib(x, y), hE)=urir, P(s)=a(s)+u(s),
d'où l’on détermine u(s), et puis la fonction (©), holomorphe dans A, dont la partie réelle u(s) est donnée sur le contour F par une fonction continue.
CHAPITRE V
A. Ce dernier chapitre est consacré aux applications physiques des fonctions monogènes (x).
Le langage de la variable complexe rend parfois très claires et naturelles des questions difficiles à traiter directement.
RS
On connaît, en particulier, les grands services que l'introduction des fonctions analytiques rend à l'hydrodynamique des fluides parfaits.
Malheureusement, il n’est pas toujours possible de s’en servir, précisément à cause du fait que ces fonctions ne forment qu'une classe particulière, le premier terme d’une théorie générale.
Les applications physiques montrent que la dérivée aréolaire n’est pas seulement un agent de passage, mais surtout un instrument actif de mise en équations.
L'opération inverse est une véritable quadrature, qui s’introduit naturellement dès que la mise en équations est réalisée.
Si parfois ces caractères ne se révèlent pas immédiatement, c'est parce que la forme donnée aux équations qui se présentent dans les problèmes n’est pas la plus naturelle à ce point de vue.
Nous montrerons que les équations générales, telles qu’on les obtient en appliquant les théorèmes généraux, sont souvent plus maniables que les équations aux dérivées partielles qui s’en déduisent.
2. Il n’est pas sans intérêt d’analyser Le rôle des différents éléments physiques qui entrent dans les problèmes de la Mécanique des milieux continus.
Prenons le cas le plus simple, celui d’un fil flexible et inextensible à une dimension, c’est-à-dire étendu sur un segment de droite.
Appelons T(æ) la tension en un point x de ce fil, X(x) la force massique exercée, p (æ) la densité linéaire.
En tout point intérieur, l’équation unique d'équilibre est
—p(x) X(x), d’où l’on tire PRET) + f p(s)X(s) ds,
si l’on suppose, bien entendu, p(æ) X(æ) intégrable, ou en particulier continu.
La statique de ce fil est équivalente à la théorie de l'intégrale indéfinie et de la dérivée.
La force massique est en chaque point la dérivée de la tension, son régulateur de vartation ().
(*) Selon la désignation de M. D. Pompeiu dont nous rééditons dans ce paragraphe des idées exposées dans ses conférences à l'Université de Bucarest en 1020.
Neue
Prenons un deuxième exemple : celui d'un fluide incompressible à deux dimensions, dont l'équilibre est assuré par les équations
X, dy
à condition que X et Y admettent des dérivées partielles du premier ordre, qui satisfassent à la relation OX ON
dy 0 Supposons remplie cette condition, auquel cas on aura dp = p(X dx + Y dy), d’où
M p=r+ |. p(X dx + Y dy).
Il est clair que la force massique intervient de la méme manière que dans le cas précédent, quoique l'instrument analytique ne soit plus parfaitement le même.
La statique d’un milieu continu à deux dimensions montrera que cette analogie se poursuit, à condition qu'on y adopte des instruments de recherche de plus en plus compliqués.
En effet, si l’on prend un mulieu continu paruculier où N, = — N, = U, les équations de l'équilibre intérieur
ANS A TRES Fr T5y ip, DIN ONE mt deviennent OU OT es —ApX dx dy (9 == Const):
Ro à LEP CE p
Considérons la fonction F(z)—T(x, y)+:U(x, y), et supposons que la fonction 5(Y +:X) satisfasse à une condition de Hülder dans un domaine D.
Dans ces conditions, le système ci-dessus s'intègre immédiatement par la
THÉODORESCO. 12
es
o(Y x AO Om En à
formule
* YD
En comparant les trois formules obtenues dans ces trois cas envisagés, on voit clairement qu'il y a une analogie poussée très loin entre les opérations qui résolvent ce même problème de l’équilibre, et que la dérivation aréolaire devient d'un emploi naturel, au moins dans ce cas bien précis.
5. Le principe de d'Alembert affirme que dans un système matériel en mouvement, les forces appliquées se décomposent : la première composante, la force effective, agit comme si le système était sans liaisons, tandis que la deuxième, la force complémentaire, doit équilibrer le système des forces de réaction produit par les liaisons.
Montrons que cette décompositionse fait d'une manière uniqne et déterminée, et prenons à cet effet un cas particulier : un fluide parfait à deux dimensions et incompresstble (').
Supposons qu'il soit enfermé dans un vase limité par un contour simple fermé C, les forces appliquées étant exprimées par des fonctions continues 29X,20 Ÿ, satisfaisant à une condition de Hôlder dans le domaine D.
Soient oX,,0Y, la force effective, © X,, © Y, la force complémentaire.
Sur le contour, supposons connue la pression p(t), donnée par une fonction continue d’un paramètre £.
Le principe de d'Alembert exprime le fait que les forces complémentaires se font équilibre en vertu des liaisons. On aura
DEL); 2 = Y, + Y
\ Op 0p
2— 9x” LE or dy
Les accélérations effectives X,, Y, et les vitesses w, 6 satisfont, dans le cas d’un fluide incompressible, à la relation suivante :
| du. du aX, < CPE : dx dy os dx dy Der 0e" 0 CERN | 0x dy
(') Cette question forme lobjet d’une Note de M. D. Pompeiu dans les Comptes rendus, t. A8T, p. 1121. Nous la reprenons ici pour préciser les données, pour introduire des conditions aux limites et pour montrer l'unicité des résultats.
RTE Es
si le fluide part du repos, à l'instant initial, elle devient
ox ot, dx CIS d’ Al l’ hd £ où l'on tire tout de suite PE 07 _ 9q Z SA Er VE Ve dx?
g étant une fonction arbitraire admettant des dérivées partielles du premier
ordre continues.
Les relations ci-dessus conduisent donc au système
OU IE ee 0p , 0q Hors de
qui, dans les conditions posées, s'intègre facilement à l’aide de la fonction g(0). Posons à cet effet
X + Y, pig: ff D a
ED p,; Or
On arrive facilement aux relations
OP EAOQ 0x dy ra dP. 0Q CADRES
qui montrent que la fonction P + :Q est holomorphe dans D. Le long de C,
on a P(E)=p(t)— po(t);
donc on en connaît la partie réelle. Le problème est maintenant simple : il
s’agit de déterminer une fonction holomorphe dont on connaît la partie
réelle le long de C.
Il y a une solution unique (à une constante imaginaire près). La connaissance de P et de Q entraîne celle de p et get, par suite, celle de X, et Y,. La constante introduite disparaissant par dérivation, on peut affirmer qu’en connaissant p sur le contour, la distribution des forces selon le principe de d’Alembert est parfaitement déterminée en chaque point intérieur.
202 PÀ 4. Les équations d'équilibre pour une plaque plane élastique, homogène et isotrope sont :
Au+ET 2vX, A Y:
A4 10) “2 où l’on pose 2-0n- #0 AOL M nn CE ARTE A Un
Posons, pour simplifier ces équations,
RÉ à On a RUE DV OU OP DAOPE OUN SOUPE MAO “= Gx\0x | 0y) 0y\0x dy] 0x dy’ Ho drfopvatou Ô {de du\ _ 00 à 09, FT 9x (& dy F dy\0y 0x] 0y ‘ 0x” de sorte que le système ci-dessus devient 00 6, GE) Tr: dy —2vX, 09 00, CNRS ee Harris av Y
Supposons que la plaque soit limitée par un contour simple C, et notons (1+€)0 —0,.
On obtient
Ce système s'intègre facilement à l’aide de la fonction g(©). Supposons que l’on connaisse le long de C une relation de la forme
a(t)0,(4)+ b(4)(t)—c(t), où a(t), b(t), c(t) sont des fonctions continues de £.
On aura aisément, en supposant que les fonctions X et Ÿ soient continues et satisfassent à une condition de Hôlder :
B,(æ, y)+i8,(æ, y) = (6) - ef fe +iY) |
Notons h($)=p(x,y)+iq(x, y) el 8(K)= gr, Yi, y).
a re
La relation le long du contour peut s’écrire : a(t)p(t)+b(t)q(t)=c(t) — a(t) 8(t) — b(E) 816).
Le second membre étant connu, on est ramené à un problème de Hilbert qui conduit à une fonction .(©) unique (à deux constantes près). La connaissance de L(C) entraine celle de 0,(x, y} et 0,(x, y). Dans ces conditions, le système ou dP ô, dp du
4 | CR Rec
ë < | À PE — ZE 0 dx dy 1+E OYAOUOE
nous fera connaître u(x, y) et (x, y) par un artifice analogue. D Emte tion de Hôlder, car les deux composantes admettent des dérivées partielles du premier ordre continues.
Supposons connue le long de C une nouvelle relation de la forme
En effet, la fonction : [0 ET | est continue et satisfait à une condi-
à 1 ro 1 [a+ | PEN) EEE CR, ET) = = ee SJ do.
En suivant une voie analogue à la précédente, on arrivera à un problème de Hilbert pour trouver H(0) (à deux constantes près).
Le problème posé admet donc une solution, sauf pour £——1, quand il n’en admet plus aucune, en général.
Cette solution est unique (à quatre constantes près).
Pour obtenir une solution tout à fait unique, il faut se donner les valeurs de 0,,0,,u, v en un certain point du domaine ou bien d’autres conditions ponctuelles.
On peut donc affirmer que le problème de l’élasticité plane admet une solution pour une plaque limitée par un contour simple, lorsqu'on se donne le long de ce contour deux relations linéaires entre les fonctions 0, et 6, d'une part et w, e de l’autre (").
On aura
(2) Dans une Note aux Comptes rendus, t. 189, p. 565, nous avons résolu ce même problème, en supposant connues sur C les fonctions 0(4) et u(t).
C'est un problème un peu plus particulier, mais ne différant pas essentiellement de celui qu'on traite ici.
Cette solution est unique (à quatre constantes près).
Il faut toutefois remarquer que l’application de la méthode suivie exige une certaine restriction relative à la continuité des fonctions X, Ÿ, restriction qui est d’ailleurs d’un usage très fréquent dans les problèmes d’intégration, quelle que soit leur nature.
En même temps, on peut se demander si le problème naturel n’est pas possible avec des données bien plus générales.
Nous allons résoudre cette question par l’affirmative dans ce qui va suivre, mais pour le moment nous nous contentons d’en faire la remarque et d'examiner un autre exemple de la même nature.
5. Il s'agit du mouvement stationnaire d'un liquide doué de frottement.
Le Mémoire de A. Korn | Sur l'équilibre des plaques élastiques (*) (prix Vaillant, 1907)] traite aussi cette question en la rattachant à un problème
d'intégration de l’élasticité.
Nous allons la reprendre en suivant une voie tout à fait différente.
Le problème consiste en l'intégration du système
RU DRE RS k Au Er de == ; tan O k A: = dy = de UE ARTS DOUCE
à l’intérieur d'un domaine D limité par un contour simple C, en connaissant le long de celui-ci les valeurs de la fonction p exprimées par une foncuon p,(t), et une relation de la forme
entre les valeurs limites des fonctions u et ». Les fonctions X, YŸ sont supposées continues et satis faisant à des conditions
de Hôlder dans le domaine D (°).
+ du a) q — À dy — dx, .
(1) Voir Annales de l'Ecole Normale, 3° série, t. 25, 1908, p. 529. (?) Le problème de Korn suppose connues les se limites de w et ».
Introduisons la fonction
ST PE
En écrivant
Nes D) ee | de ) x co É dp ) vas d (2)
0x \ 0x dy CN OMS OU LIEL ES OT :
ne o) ( ) 1d (FE : Se )=— d q
0x \ ox dy dy \ dx OVER TO (£)
le système nous conduit à
OP OY OpALOTANE "PE Pt De CEE ES") JC ou
De do none Vopet dE
Or, le premier montre que la fonction p + ig de variable complexe & + 1v a pour dérivée aréolaire =(X +1Y).
Dans ces conditions, on a = (X +iY) PTE ES) TE c DE Fe
RE) = hr, y) Fékie, »), 'ADETACNAEAT AE SA
Posons
Le long de C, on en déduira la relation | AOEITOES TO)
qui fait connaître h,(4).
On est ramené à la recherche d’une fonction holomorphe dans un domaine, en connaissant sa partie réelle le long de son contour, ce qui fournit une solution unique (à une constante près).
La connaissance de h(©) entraine celle de p +1g.
Par conséquent, la recherche de « et v devient facile. Le second système
ci-dessus montre que la fonction — L est la dérivée aréolaire de la fonc- AN
tion 6 + zu.
On aura aisément :
ere p+iu—=H({) = Ed D
H(£)=H,(z, y) +iH,(z, y)
Posons
et notons par G(E)= Go(x, y) +1G(x, y) l'intégrale double.
La relation donnée sur C conduit à la suivante :
a(t)H,(t) + b(t)H,(é)=c(t) — a(t) Gt) — b(E) G(6).
Le second membre étant parfaitement connu, on arrive à un problème de Hilbert, auquel on a fait appel assez souvent dans ce qui prècède.
Le problème proposé admet une solution unique à trois constantes près si, bien entendu, # £ 0.
On peut établir cette dernière proposition en examinant un problème particulier où X=0, Ÿ =0o dans Det p,—0,
TORAOEMOIAUOUEC sur C.
Dans ces conditions, la fonction p + 1q est holomorphe et, puisque p, —0, elle se réduit à une constante qu'on peut prendre nulle (à l’aide d’une condition ponctuelle supplémentaire).
Passons au deuxième système. La fonction 6 + zu doit être holomorphe dans D et satisfaire à une condition de la forme
a(t)us(t) + b(E) #5(t) = 0.
A l’aide d’une autre condition ponctuelle, on peut s'arranger de sorte que cette fonction soit identiquement nulle aussi.
Le cas général peut y être ramené par un raisonnement bien simple et assez fréquent dans les questions de cette nature (').
En ce qui concerne les conditions aux limites, elles sont des plus naturelles, car la seconde peut exprimer, par exemple, que la vitesse normale est nulle à la paroi, ou qu'on y connaît la vitesse tangentielle.
Enfin faisons la même remarque que plus haut sur la généralité des données, car il est bien naturel de soupçonner que la restriction faite par la condition de Hôülder s'attache plutôt à l'instrument analytique employé qu’à la nature du problème.
6. Examinons enfin un problème de la théorie des tourbillons : {a déter-
1) Voir notre Note aux Comptes rendus, 1. 189, 1920, p. 060. 1. , 929; P: 999
PPÉOTE munation des vitesses en fonction des tourbillons dans le cas d'un fluide à deux dimensions (").
Supposons que, dans un fluide à deux dimensions, on connaisse à l’instant donné t les tourbillons €, représentés par des fonctions continues satisfaisant à une condition de Hôülder dans les régions contiguës qui constituent l’ensemble de ce fluide. (On peut, d’ailleurs, avoir à côtè de telles régions d’autres où les tourbillons soient nuls).
Le vase à deux dimensions, un domaine D, simplement connexe, limité par un contour simple C, est animé d’un mouvement donné.
Sur le contour, supposons donnée une relation linéaire
entre les composantes ue de la vitesse, a, b, c désignant les fontions conüunues sur C.
Les notations étant celles habituelles, /e problème consiste en l'intégration du système
dP OH dx dE dy cr 26, du DC
er or 0
avec la relation ci-dessus comme conduion aux limutes.
Dans les conditions de l’énoncé le système ci-joint montre que la fonction e(æ, y) + tu(x, y) a pour dérivée aréolaire la fonction Ü(x, y).
Il vient donc |
o&»)+iate = ha) à [ (2 A D
T PES
Or, posons hs) = he, y) + the, y)
et notons par 82) Sox, 7) +18(x, )
l'intégrale double de l'expression de + 1u.
Lorsque le point +, y décrit le contour C, on peut tirer aisément
u(s) = h(s) + gs) et p(s)—=h,(s) + 28,(s).
(*) C’est un problème déjà traîté dans le livre de M. Henri Vicrar, Théorie des tourbillons, p. 26 (Gauthier-Villars, 1930). La méthode, qu'on y suit, diffère de celle que nous employons, se rattachant, d’ailleurs, à une condition spéciale à la paroi : composante normale de la vitesse donnée en chaque point.
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Ces valeurs, introduites dans la condition aux limites imposée, la transforment en la suivante :
at(s)h(s)+b(s)hA,(s)=c(s) rats} 8, (s) —0(s) ts).
La recherche de la fonction holomorphe A(z)est un problème de Hilbert, qui admet, comme on le sait bien, une solution unique (à deux constantes près).
La connaissance de (3) entraine évidemment celle de u(æ, y) et e(æ, y) ().
Pour revenir au cas envisagé par M. H. Villat, dans son livre précité, on n’a qu’à se donner le long de C la composante normale de la vitesse qui, si le vase est fixe, doit être nulle, donc au + ÿe — 0; si le vase est animé d’un mouvement donné, on aura au + 6v=— V,, avec V,(s) donné.
Il n’y a pas de difficulté non plus, dans le cas où l’on en connaît la composante tangentielle : V,= 6 — bu.
Ces trois exemples, tirés de la Physique mathématique, montrent, une fois de plus, que le rôle de forces massiques dans les problèmes, soit d'équi- Libre, soit de mouvement, est analogue à celur de la dérivée dans un problème d'intégration. Il n'y a que la manière particulière, l'algorithme, qui varie d’un cas à l’autre. C’est bien ce principe, qui nous a conduit à l'emploi de l'intégrale g(C).
7. Les restrictions imposées à la généralité des forces massiques données s'attachent plutôt à l’imperfection relative des instruments de recherche employés qu’à la nature intrinsèque des problèmes examinés dans ce qui précède.
Nous avons d’ailleurs fait allusion à la possibilité d’une certaine extension de la question, ayant en vue le rôle de dérivées joué par les forces massiques dans tout problème d'intégration relatif aux milieux continus.
Dans ce qui suit, nous allons tâcher d'élargir en quelque sorte le cadre classique du problème d'équilibre, afin de pouvoir montrer que la généralité des solutions est en fonction de l'algorithme particulier qu'on veut employer.
IL est en effet évident que le problème d'équilibre peut se poser pour une distribution de forces continues sans plus, ou même pour une distribution seulement intégrable,
(*) Le problème qui nous occupe forme l’objet d'une Note que nous avons publiée dans les Comptes rendus, 1. 190, 1930, p. 916.
ni?
En même temps il est presque évident que le système d'équations aux dérivées partielles ne saurait répondre à cette question.
Nous allons montrer qu'il existe des moyens simples d'envisager ce problème qui, à nos yeux, se pose tout naturellement (‘).
À cet effet, nous ferons appel à la notion de dérivée extérieure de M. Cartan (?).
Soient P(æ, y)et Q(x, y) deux fonctions continues dans un domaine A, R(æ, y) une troisième fonction bornée et intégrable, À une fonction qui admet des dérivées partielles du premier ordre continues. La forme linéaire © = P dx + Qdy admet une dérivée extérieure w'— R[dxdy] si pour tout contonr C (fermé et rectifiable) limitant un domaine D intérieur à À, on a
ne de+Qdy=f fr dx dy.
On démontre que si cette relation a lieu, on a, en même temps,
ar : 9À Où fPreaæ+oa= ff - Q ee ee) dx dy.
C’est à cette formule que nous allons recourir dans le problème suivant :
Étant donné un milieu continu à deux dimensions, établir les équations qui en expriment l'équilibre intérieur, le champ de forces X, YŸ étant supposé borné et intégrable en chaque pornt.
En appliquant les théorèmes généraux relatifs à des systèmes matériels, tenant compte des expressions des efforts, on arrive sans autre restriction au
système suivant :
fetax+ 8x)ds— [ [ex do,
freev+svaaz [fev de,
freuri-yx) +6, -x1ds= f feteY — 9x) de,
(2) C’est d’ailleurs une tendance générale dans la Mécanique des Fluides. Citons seulement les travaux de MM. G. Bouligand et C. W. Oseen : G. BouriganD, Sur divers problèmes de la dynamique des liquides; G. W. Osgex, Neue Methoden ni der Hydrodynamik.
(2) E. Carran, Lecons sur les invariants intégraux, p. 69.
(5) La restriction relative à l'existence d’une tangente unique est superflue, car si y est rectifiable &, 8 sont uniques pour presque tout point du contour.
MOUSE g # A use A LU NOTE LEA à À Se
qui doit être vérifié pour toute région à limitée par un contour y, simple
rectifiable, possédant une tangente unique et intérieur au milieu envisagé. La troisième équation ci-dessus peut être transformée en remarquant
que fetatey, XI) Ba Y:—7X)]ds
_— feetay, + BY,)ds = fer(ex, + GX,) ds.
Le +
En effet les fonctions +, y admettent des dérivées partielles du premier et du second ordre.
Donc, en vertu des deux premières équations écrites et compte tenu de la formule établie précédemment, on aura
fety+6vyas= f [try + vi de, fréex+xaas= f forex + X,) do,
ce qui conduit aisément à la relation
JÉ-xod=0 pour tout domaine à.
La continuité des fonctions X, et Y, entraîne leur identité dans tout le milieu. Par suite, X, = Y,.
Les équations d'équilibre intérieur deviennent donc, pour tout milieu, à
deux dimensions :
fex+ Bras fi eX do,
fax ED = [ oY do.
Le problème qui nous intéressera dans la suite est le suivant :
Supposons que dans un certain milieu on ait partout X,—— Y,, et que l’on connaisse le long de son contour une relation linéaire de la forme
a(s)X,(s)+b(s)Y,(s)=c(s), a(s), b(s), c(s) étant trois fonctions continues données.
Dans ces conditions 1 s'agit d'intégrer le système ci-dessus qui donne la distribution des efforts dans le cas d'équilibre.
Il n’est pas difficile de voir que si l’on pose
Xy+ EYi= f(z) et —X+1IY—o2to(s),
Ce QE V y Le a Jia E f fetrrae=o.
on aura
Or, étant données deux fonctions X, Y, bornées et intégrables dans D, on peut trouver deux fonctions X,, Ÿ, continues dans le méme domaine et telles que l'équation ci-jointe soit vérifiée pour tout couple , à.
On aura, on le sait bien,
= RE [EN dv none:
Si, le long de C, on connaît une relation linéaire de la forme indiquée, le problème sera ramené à un autre, auquel nous avons souvent fait appel, c'est-à-dire à un problème de Hilbert concernant la fonction A(z).
En conclusion, on peut, sans passer aux équations aux dérivées partielles dont on fait usage dans la Mécanique des fluides, considérer des problèmes d'équilibre exprimés directement par les équations générales tirées des théorèmes généraux relatifs aux systèmes matériels.
Dans l'exemple traité, on a pu de cette manière, faire sur les forces massiques des suppositions bien plus larges que celles habituelles, ce qui a permis d'envisager une solution qui, tout en restant uuique et continue, ne doit plus admettre que des dérivées partielles continues.
En même temps, on en déduit l’utilité pratique de l'algorithme employé, qui s’y introduit nécessairement, se rattachant, pour ainsi dire, à la nature des choses.
Reprenons, pour être dans un cas tiré de la pratique, le problème d'élasticité traité au paragraphe 4.
On y supposait l'existence des dérivées du second ordre oz 2 , se ae
DOTE AO ainsi que leur continuité. Nous allons nous en dispenser, en raisonnant comme suit :
8. Les équations d'équilibre d’un milieu à deux dimensions sont :
foa+T sds= [ [ex de, fe a+ N6)ds= f fev de
— 102 — L Supposons qu'il s'agisse d'une plaque élastique D limitée par un contour
fermé simple et rectifiable C.
Les forces données X, Y sont représentées par deux fonctions bornées et
intégrables dans le domaine D.
On sait que, si u, v désignent les déplacements et que l’on pose
du” dP
en admettant, par conséquent, l'existence et la continuité des dérivées par-
tielles pour ces fonctions, on a
N = op dv N,—=— )0 — 2} PT de du
Le Ro):
Nous nous proposons de déternuner la distribution des déplacements u, +, en admettant qu'ils possèdent des dérivées partielles du premier ordre continues, lorsque l'on connaît le long du contour © deux relations linéaires de la forme
A(s)u(s)+B(s) v(s)—=C(s), TOMOEMOAOEO)
de du AC S2E Jen
les fonctions À, B, C, a, b, c étant continues.
En introduisant les valeurs de N,, N;, T dans les équations d'équilibre, tout en remarquant que ads — dy, ds — — dx, on obtient sans difficulté :
zh e 2)0 dy + pB, nr à D ge dæ) = f [ex de, Le 24.)0 dx — p8, dy — fret = dx + Cd dy) =fifex de,
Posons, pour simplifier l'écriture,
1+ — = = — = Tr 21 a
et remarquons les termes qui se détruisent par intégration :
[> ques ou ’ 1 2 p. Ja de + Fa = 0,
dp op fretde+ 7 d)= 0
fo+asa + 9, dx — [Lex ï ë fu+bede-0dy=- f farx de.
Notons encore (1 +£)0—0,, multiplions la première relation par ret ajoutons-y, membre à membre, la deuxième. On trouve
+5.) (de + id) = f fix iv de, Y ù
d'où, si l’on pose
de même
Il vient
0, +10 f(3) X+iY —o(z) el z—=X+iIYy:
fe jus 2 f faut
pour tout contour fermé .
Maintenant, la détermination de la fonction /(z3)est simple. Le problème de Hilbert relatif à la fonction A(z), tirée de la formule
: °xX NE f)= ha) (EEE de, D
conduit à une solution unique, à deux constantes près. On aura de cette manière 0, et 0,.
Considérons le système
du de 6, dv où 0x dy 1+É 0x dy
Si les fonctions 0, et 0, satisfont à des conditions de Hôlder, on peut en tirer aisément les valeurs de u et e, car on aura
I 0, I [a+ | De Ma) + nn mme Le 3
la fonction H(z) étant obtenue par un problème de Hilbert. Il reste donc, pour achever la démonstration, d'établir ce point accessoire.
A cet effet, remarquons que si 3 est intérieur à D et que l’on décrit un cercle l de centre 3 et de rayon finir, assez petit pour qu'il soit aussi intérieur
ENORNGPN ES ENPRE,
à D, on peut négliger le domaine D — A, car la fonction
: QUE A? Re admet des dérivées partielles du Be. ordre continues au point z, donc
elle satisfait, à plus forte raison, à une condition de Hôlder (4 < 1). Considérons donc L'expression S
ones eee
Soit 3’ un point intérieur au cercle F. Posons |z—3/| = A. On aura
p(r)(z— 27) ÊTE ae À [NE de
Notons 6 — 3 — ce en prenant pour axe des x la direction 33’. Soit M une borne supérieure de |2(e)| dans A. |
On aura MA do dÿ RC RENE “Aie
er dp T o Ve® —aphcosô ER
Posons 9 = ht, et calculons Fed relative à 0 : s dp dt Vo? —2p} —sphooste DETSETS
te
La présence du point singulier 13, pere 0—0, n'est pas gênante, comme on l’a vu à plusieurs reprises.
On trouvera comme résultat :
1 — log(r — h cos9 + Vr? + h?— rh cosû) — log(i — cos9) — log.
En intégrant par rapport à 0, on obtiendra un terme de la forme
rN+2r log + (N, borné et positif), d’où l’on tire
| 03!) — go(3)| <MN À +2MA log z-
Supposons }<{ 1, car la difficulté qu’on craint peut intervenir seulement À -pour les petites valeurs de ce paramètre. cru
: les»
2x % = L' : > + RE Ne A … d 2 L) CRC A ss de É fes Es £ à it Re pa 27 L A A. à 4 Fi Ne AT:
: pe
oo ein 6 Un it TA er es LR
Soit & un nombre compris entre o et 1. L'expression 4-7 log + — tend vers
zéro avec h. Donc il est manifeste que, pour & donné, on peut trouver une valeur de h << 1 telle que l’on ait é Æ
h°-3 log + . Le d'où h log + < h?, ce qui entraîne l'inégalité |So(z’) — go(z)| <KA°.
Cela étant, les fonctions g(z) satisfont à des conditions de Hôlder. En parüculier, leurs parties réelle et imaginaire y satisfont aussi.
En conclusion, l'examen des équations générales d'équilibre permet, au moins dans des cas importants, de traiter le problème directement, sans faire appel aux équations aux dérivées partielles, qui introduisent des restrictions génantes et cachent en quelque sorte le véritable aspect de la question, en imposant des instruments de travail qui ne s’y rattachent pas directement.
Au contraire, la voie que nous avons suivie plus haut s'impose naturellement et n’exige qu'un petit nombre de restrictions à la généralité des données. | En même temps on vérifie l'affirmation faite, sur le rôle des forces mas- __ siques, dans tout problème d'équilibre, qui doit se réduire à un problème d’intégration lorsqu'on en sait trouver l'algorithme convenable.
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