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DES
L — Lignes géodésiques.
1. Les surfaces à courbure constante jouent un rôle important dans la géométrie des divers espaces à trois dimensions, puisque cette famille de surfaces comprend notamment le plan, les surfaces développables, les surfaces sphériques et pseudosphériques de Tespace euclidien, et aussi les plans et surfaces sphériques des espaces Riemann et Lobatschewski.
Nous allons montrer ici comment on peut établir, directement et sans s'appuyer sur aucune géométrie antérieure, la géométrie synthétique de toute cette famille de surfaces.
Enfin, nous dirons, pour bien préciser le but et la portée de ce travail, que nous ne faisons ici que de la géométrie à deux dimensions ; en d'autres termes, nous n'envisagerons dans les figures appartenant à une surface que les éléments de ces figures situés sur la surface même en faisant abstraction de l'espace à trois dimensions dans lequel est placée la surface.
Remarquons à ce sujet que l'on procède généralement de cette manière dans l'exposé de la géométrie plane ordinaire : cependant il n'en est pas toujours ainsi ; par exemple, lorsqu'on démontre par la superposition l'égalité de deux triangles, on ne distingue pas le cas où la superposition peut s'effectuer par le ghssement de l'un des triangles dans le plan du cas où il est né-
cessaire de faire sortir le triangle du plan pour le retourner sur lui-même dans l'espace à trois dimensions.
Ici nous nous abstiendrons de toute démonstration supposant l'espace à trois dimensions,
2. En géométrie ordinaire, on admet la nolion primordiale de l'égalité des figures, cela avant de savoir mesurer les diverses grandeurs qui constituent la forme de ces figures : notre but n'est pas ici de discuter l'origine ou la légitimité de cette notion, que nous admettrons purement et simplement comme il est d'usage de le faire en géométrie ordinaire ; toutefois, nous ferons une distinction.
Imaginons un cercle se déplaçant dans un plan en restant égal à lui-même ; puis concevons le même cercle et le même mouvement sur le plan enroulé suivant une surface cylindrique ; les éléments de la figure situés sur la surface cylindrique sont les éléments mêmes qui étaient situés sur le plan; on peut donc dire, et c'est là une définition, que le cercle considéré, en se déplaçant sur le cylindre, y reste égal à lui-même, à ne considérer que les éléments de ce cercle situés sur la surface cylindrique ; en d'autres termes, la déformation de ce cercle en mouvement sur le cylindre n'apparaît que lorsque l'on envisage dans ce cercle des éléments non situés sur le cylindre même, c'est-à-dire des éléments empruntés à l'espace à trois dimensions. Nous dirons donc, pour caractériser ce cas, que, sur le cylindre, le cercle dont nous venons de parler reste égal à lui-même, mais d'une égalité à deux dimensions, et nous réserverons pour le cas ordinaire la dénomination d'égalité à trois dimensions.
Il faut bien remarquer que l'égalité à deux dimensions ne se déduit pas nécessairement de l'égalité à trois dimensions ; si nous avons procédé ici de cette façon, c'est parce que l'égalité à trois dimensions est une notion qui nous est familière; mais, en réalité, si nous ignorions la troisième dimension, c'est l'idée d'égalité à deux dimensions qui se présenterait tout d'abord à notre esprit.
3. Prenons dans un espace euclidien, de Riemann ou de Lobatschewski un plan ou une sphère ; la propriété caractéristique de, ces surfaces c'est qu'une figure qui y est située peut s'y mouvoir dans tous les sens en restant égale à elle^-méme, d'une égalité à
Irbis diraensions : c'est ce que nous appellerons des surfaces identiques à elles-mêmes ; ce sont les plus simples parmi les surfaces a courbure constante.
Les autres s'en déduisent de la façon suivante: on déformera les surfaces identiques de manière que la déformation intéresse seulement la troisième dimension, mai& sans modifier les dimensions situées sur les surfaces. D'après cela, la propriété caractéristique des surfaces à courbure constante c'est qu'une figure qui y est située, peut s'y mouvoir dans tous les sens en reslant égale à elle-mênie, d'une égalité à deux dimensions. Telle est la définition générale des surfaces à courbure constante.
Cette définition estévidemment celle qu'il conviendrait d'adopter pour établir une géométrie à deux dimensions, comme nous l'avons annoncé plus haut.
Au contraire, la définition d'une surface identique, définition basée sur la notioa de l'égalité à trois dimensions, relève évidemment de la géométirie à trois dimensions.
Toutefois, pour éviter certaines complications dans le raisonnement, nous établirons d'abord la géométrie des surfaces identiques, puis nous verrons dans quelles conditions et sous quelles réserves on peut passer de ces surfaces aux surfaces les plus générales à courbure constante.
4. Nous appellerons ligne géodésique ou simplement géodésique d'une surface identique une ligne telle que par deux points il en passe toujours une et généralement une seule; soit une ligne géodésique : cette ligne constitue évidemment une figure laquelle, d'après la définition même des surfaces identiques, peut être déplacée sur la surface à laquelle elle appartient en restant égale à elle-même, c'est-à-dire en conservant sa forme et toutes les propriétés inhérentes à cette forme ; donc cette ligne conservera, en particulier, dans son déplacement, la propriété caractéristique d'être déterminée par deux points, laquelle propriété nous a servi à la définir. Il en résulte que sur une surface identique toute ligne égale, c'est-à-dire superposable, à une géodésique particulière est également une géodésique de la surface.
Réciproquement, deux géodésiques d'une même surface sont toujours deux lignes égales, c'est-à-dire snperposables.
. Soient en effet deux géodésiques G et G' ; on peut toujours déplacer G' de façon à amener deux de ses points sur G ; après ce déplacement. G' est encore une géodésîque; mais alors G' et G sont deux géodésiques qui ont deux points communs et qui par conséquent coïncident. Notre définition de la géodésique prévoit, il est vrai, le cas particulier où par deux points il peut passer plus d'une géodésique ; mais on peut toujours choisir convenablement les deux points de G' de façon à éviter ce cas particulier. Nous pouvons donc formuler le théorème suivant :
Théorème. — Sur une surface identique toutes les lignes géodésiques sont des lignes égales.
5. Ce que nous venons de dire du déplacement d'une géodésique est également vrai du déplacement d'un arc de géodésique : dans son déplacement, un arc de géodésique reste un arc de géodésique et si deux points de cet arc sont amenés sur une géodésique, l'arc vient se confondre avec cette géodésique. On peut aussi déplacer un arc d'une géodésique G de façon à l'amener sur une partie quelconque de cette même géodésique G ; donc :
Théorème. — On peut, sans le déformer, faire glisser un arc de géodésique tout le long de la géodésique à laquelle il appartient.
Soit s un arc de géodésique ; on peut, d'après le théorème précédent, placer n arcs s bout à bout sur une même géodésique où l'ensemble de ces n arcs forme un nouvel arc géodésique S ; si de même S' est un arc géodésique formé de n arcs s, on dit, et
c'est là une définition, que le rapport de S à S' est — ; cela nous
permet de comparer numériquement deux arcs géodésiques quelconques et de mettre en évidence, dans l'arc géodésique, l'idée d'une grandeur mesurable: c'est cette grandeur que nous appellerons plus particulièrement la longueur de l'arc géodésique.
6. Deux géodésiques qui se coupent et qu'on limite à leur point de rencontre forment une figure appelée angle; les géodésiques sont les côtés de l'angle, et le point de rencontre en est le sommet. Deux angles sont égaux quand ils peuvent être amenés à coïncider ; c'est du reste la définition même de l'égalité pour toutes les figures. Si deux angles ont même sommet et un côté commun, on forme un nouvel angle en supprimant le côté commun ; on
peut de même former un angle Â par la juxtaposition de n angles égaux à a ; de même, si l'angle A' résulte de la juxtaposition de n' angles égaux à a, nous dirons que le rapport de A à A' est
exprimé par — ; les angles se comparent ainsi numériquement; il
y a donc dans l'angle une grandeur mesurable. D'une façon générale, l'angle que l'on forme, comme nous venons de l'indiquer, en juxtaposant plusieurs angles égaux ou non, est dit la somme de ceux-ci.
7. Supposons que deux angles juxtaposés BOA et BOG forment une somme telle que, dans l'angle total AOC, les deux côtés OA et OC appartiennent à une même géodésique ; on obtient ainsi un angle particulier ; tous les angles de ce genre sont égaux . Soient en effet deux angles de ce genre AOC et A'O'C ; si l'on fait coïncider les sommets et 0' ainsi que les côtés O'A' et OA, les deux autres côtés O'C et OC, qui sont les prolongements de O'A'et OA, coïncideront aussi, d'après la définition même des géodésiques (4). Donc les deux angles sont superposables, c'est-à-dire égaux.
Soit OD la géodésique qui divise en deux parties égales cet angle AOC, c'est-à-dire la géodésique qui fait j)
avec AG deux angles DOA et DOG égaux entre B >.,^^ eux : OD est la perpendiculaire en à AG et les N
angles DOA, DOG sont des angles droits ; il ré- q7 o "^ suite de ces définitions que tous les angles droits l'ig- 1.
sont égaux, puisqu'ils sont la moitié de l'angle AOG.
Nous désignerons suivant l'usage la valeur de l'angle droit
TU
par ^, sous réserve de l'intei'prétation que nous donnerons ultérieurement à ce symbole ; d'après cela, la valeur de l'angle AOG, égal à deux droits, est n. On déduit immédiatement de là les théorèmes suivants :
Théorème. — Deux angles AOB et GOB supplémentaires, c'est-àdire formés en un point d'une géodésique AG par une géodésique quelconque OB ont pour somme deux droits.
Théorème, — La somme des angles qu'on peut former en un point d'une géodésique AG d'un même côté de cette géodésique a pour valeur deux droits.
Théorème. — La somme des angles qu'on peut former en un point 0, des deux côtés d'une géodé^ique, a pour valeur quatre droits.
8. Deux géodésiques AB et CD qui se coupent en font en ce point quatre angles.
Deux angles adjacents comme COA et COB ont, d'après ce qui précède, une somme égale à tu (7).
Deux angles non adjacents comme AOC et BOD sont dits op- Q posés par le sommet. Or on a évidemment AOC + BOG = 7c et BOD + BOC= tc, d'où l'on déduit ■^A AOC = BOD. Donc:
j^ Théorème. — Deux angles opposés par le som-
Fig. 2. met sont égaux.
Corollaire. — Lorsque des quatre angles formés par deux géodésiques qui se coupent l'un est droit, il en est de même des trois autres, et les deux géodésiques sont respectivement perpendiculaires l'une à l'autre.
Lorsque deux angles ont une somme égale à un droit, ils sont dits complémentaires.
II. — Excès angulaire; aire d'un contour fermé
9. Si plusieurs segments ou arcs géodésiques sont placés bout à bout à la suite les uns des autres, sans être situés sur une même géodésique, ils forment une ligne polygonale ; lorsque cette ligne se ferme, on a un polygone. Le polygone à trois côtés est le triangle, le polygone à quatre côtés le quadrilatère.
Dans un polygone deux côtés successifs forment un angle dit angle intérieur; le supplément de cet angle est dit angle extérieur. Soient A et A' un angle intérieur et l'angle extérieur correspondant d'un polygone de n côtés, on a, d'après cela, A -f- A' = tu et, pour donner à cette formule toute sa généralité, nous admettrons que A' est négatif lorsque A est un angle rentrant, c'est-à-dire plus grand que tu.
Nous désignerons par E et nous appellerons excès angulaire de ce polygone l'expression E-= S A — (n — 2) tu qu'on peut aussi écrire, en verlu de la relation A =tu — A', E = 2tu — SA'.
L'excès angulaire peut être positif ou négatif.
La tangente à une courbe en un point M est la position-limite de la géodésique déterminée par le point M et un autre point voisin M' de la courbe, quand on suppose que le point M' ^ient, en restant sur la courbe, se confondre avec le point M.
Prenons sur une courbe fermée un ensemble de points infini^ment voisins les uns des. autres M, M', etc., et formons un polygone, dit circonscrit à la courbe, au moyen des tangentes en M, M', etc.; l'angle extérieiir dç formé dans ce polygone par les deux tangentes en M et M' est appelé la cour- îl-rr^rr— — ^ bure géodésique de l'arc MM' de la courbe. -^'^'^^ ^^^C^ L'excès angulaire du polygone circonscrit est ng. s.
d'après la formule précédente 2x — Sdç; l'excès de la courbe sera par définition la limite de l'expression 2 tc — /dç, /dç s'entendant de tout le contour.
Cette même intégrale /dç, étendue seulement à un arc fini de la courbe, s'appelle la courbure géodésique de cet arc.
10. Lorsque deux polygones, que nous appellerons polygones partiels, sont juxtaposés de façon à avoir en commun un certain nombre de côtés consécutifs, on forme, en supprimant ces côtés communs, un nouveau polygone P, dit polygone total.
Soient 2Â et 2 A^ la somme desangles intérieurs de chacun de ces polygones p et p^ que nous supposerons avoir respectivement n et n^ rôtés, dont K côtés communs ; soient enfin e et^j les excès angulaires de ces deux polygones p et p^, E l'excès du polygone total P.
On a (9) :
e = SA — (îi — 2) TC et e^ -= SAj — (n^ — 2) tu.
Mais, dans le polygone total P, la somme des angles est évidemmentSA+SAj — 2(K — l)7cetlenombredesescôtésn-l-n, — 2K; on a donc pour son excès angulaire (9) :
E = SA + SA, — 2(K — l)7c-(n-|-n,^2K — 2)7u ou bien :
E = S A — (n — 2) TU H- S A , — (n, — 2) TU = e + ^1 . Ainsi l'excès du polygone total est la somme des excès des
polygones partiels ; la démonstration sëtend évidemment de proche en proche à un nombre quelconque de polygones partiels. Donc :
Théorème. — Lorsqu'un polygone total est formé par la juxtaposition de plusieurs polygones partiels, l'excès du polygone total est égal à la somme des excès des polygones partiels.
Et cela s'étend sans difficulté, par la méthode infinitésimale, à des contours quelconques autres que les contours polygonaux.
Mais il faut bien remarquer, à ce sujet, que si un contour est composé d'arcs de courbe au lieu de côtés géodésiques, son excès sera e = SA + Sa — (n — 2)7C, A étant un angle intérieur et a la courbure géodésique d'un des arcs formant côté, c'est-à-dire (9) l'intégrale fdf étendue à cet arc.
Dans un triangle ABC l'excès angulaire (9) est A + B + G
Supposons d'abord que, dans ce triangle, l'angle A soit infiniment petit et par suite aussi le côté opposé a, les deux autres
p côtés beic étant finis ; l'angle G, quand BG s'annule,
^^ a évidemment pour limite l'angle extérieur du
Fig. 4. triangle en B, c'est-à-dire l'angle tc — B (9) ; donc
A -F B + G devient à la limite, A s'annulant, B + tc — B, et par
suite l'excès A -h B + G — tz s'annule. Donc :
Théorème. — Lorsqu'un triangle s'aplatit de façon à se réduire à une géodésique, son excès angulaire s'annule.
Soit maintenant un triangle ABG dont les trois côtés sont infiniment petits et supposons que ce triangle se réduise au sommet A quand les trois côtés s'annulent: soit alors B'AC' la position-limite
que prend la géodésique à laquelle appartient le côté BG ; les angles B et G deviennent respectivement à la limite les angles P et y ; comme d'ailleurs l'angle A du triangle est égal à l'angle a qui lui Fig. 5. est opposé par le sommet (8), on voit qu'à la limite
la somme des angles du triangle devient a + p + y, c'est-à-dire Tz (7). Donc, l'excès angulaire devient à la limite a + ^ + y — '^j. c'est-à-dire zéro. Donc :
Théorème, — L'excès angulaire d'un triangle infiniment petit s'annule quand ce triangle se réduit à im point.
Il résulte aussi des deux théorèmes précédents le troisième théorème suivant :
Théorème, — Dans un triangle infiniment aplati, comme dans un triangle ayant ses côtés infiniment petits, Texcès angulaire est infiniment petit.
12. Soit un triangle SPQ dont Tangle S est fixe et dont les sommets P et Q se déplacent sur les géodésiques SX et SY. L'excès E de ce triangle est évidemment fonction f(x, y) des deux côtés variables a: = SP et j/=SQ. Mais nous venons de voir que E s'annule avec SP et SQ (11) ; on a donc, en désignant par dx et dy deux variations infiniment petites Sp et Sq de SP et de SQ à partir de S et par AE la variation infiniment petite correspondante de E :
àE = fl{o)dx + r^o)dy + l{j:,{o)dx' + <iC^(o)^^^
équation dans laquelle AE est l'excès du triangle infiniment petit Spg, et Wg w^... les termes de troisième, de quatrième ordre, etc.
Si, dans cette équation, dy restant fixe, dx s'annule, le triangle s'aplatit et vient se confondre avec la géodésique SY ; donc AE s'annule (H); cela devant avoir lieu pour dx = el dy quelconque, il en résulte que notre équation ne doit avoir aucun terme contenant dy seul.
De même en partant de Thypothèse dx fixe et dy nul, on montre que l'équation ne peut avoir de termes ne contenant que dx.
Donc, en résumé, chaque terme contient à la fois dx et rf;/ qu'on peut dès lors mettre en facteur, et l'on a :
AE = dd? . dy [fl^ (o) + mdx + ndy H ]. (1)
Faisons tourner le triangle Spq de deux angles droits et amenons-le ainsi en Sp'q' ; ce triangle, égal au précédent, a évidemment même excès AE. Mais pour avoir l'excès de ce triangle S/} Y il faut, dans la formule (i), changer dx et dy en — dx et — dy ;
elle doit alors conserver sa même valeur, ce qui exige que dx eV* ^ ^\/ dy n'y figurent qu'aux puissances paires.
DonCy en résumé, la foimule (1) prendra la forme :
^E = dx.dy[^^{o)+l, + v,+ '"] (2>
t',, v^ étant des termes du second, du quatrième degré, etc.
Considérons enfin le triangle Sp'9; il suffit, pour avoir son excès, de changer dans la formule (2) dxin — dj; ; il vie nt alors :
^E^ = -dx.dyU:^{o)+v\ + v\+'-] (3)
et Ton voit ainsi qu'au signe près AË et AE^ ne diffèrent au plus que d'un infiniment petit du quatrième ordre.
Les formules précédentes sont fondamentales
Dans l'équation (2) /^^ (0) est une constante pour tous les triangles infiniment petits dont les côtés Sp et Sq sont variables, mais dont l'angle 9 en S est fixe ; /^ {0) ne dépend donc que de
cet angle, et l'on a /.^ (0) = ^ 9 (6); si Ton ne donne pas de
signe aux côtés Sp et Sq du triangle, les formules (2) et (3) mon-
Irenl que Ton a 9 (tu — 6) = 9 (9) : nous désignerons par ^ la valeur
particulière que prend 9 pour 6 = ^ ; on a donc 9 ( 9 ) = r' ^^ K '
qui est une conslanle pour la surface sur laquelle sont situés les triangles dont nous parlons, est appelé la courbure de cette surface.
D'après cela, soit ABC un triangle infiniment petit quelconque de côtés a, h et c; les formules (2) et (3) s'écriront, en désignant par e l'excès angulaire :
err=^bc [9(A) + v^ + v^ + . ..]
^'=-^f>c[<:^{Tz — k) + v\ + v\+-'']
où l'on a :
On a donc, en négligeant dans ces formules les infiniment petits du quatrième ordre, le théorème suivant :
Théorème. — Quand deux triangles infiniment pelits ont un angle égal, leurs excès sont dans le rapport des produits des côtés qui comprennent cet angle.
Gela est encore vi-ai si l'un dos angles du premier triangle est supplémentaire d'un angle du second.
14. Si b et c sont deux infiniment petits du premier ordre, on
voit par les formules (4) que la différence ô — ^ ^^9 (^) ^st du
quatrième ordre; mais si 6 ou c sont des infiniment petits d'ordre supérieur, si, par exemple, le produit bc est d'ordre n, la différence ci-dessus est d'oixlre n + 2.
En s'en tenant au cas général, on a donc le théorème suivant :
Théorème. — L'excès angulaire d'un triangle infiniment petit
est du second ordre et a pour expression ^ ^^9 (A) à un infiniment
pelit près du quatrième ordre.
15. Ainsi, dans un triangle infiniment petit l'excès A + B + G— x est du second ordre ; mais si l'un des côtés a est du second ordre, c'est-à-dire si l'angle A est un infiniment petit, cet excès est de même ordre que le produit ab, c'est-à-dire du troisième ordre.
Si dans la formule
A + B + G — 7u = 2 6c [9(A) + y., -fi;,...]
on remplace A par l'angle extérieur A' = tc — A, il vient :
B + C-A' = |6c[9(A)-fv]-
Donc :
Théorème. — L'angle extérieur est égal à la somme des deux autres angles intérieurs à un infiniment petit près du second ordre.
On a aussi :
Or si 6 et 6 sont du premier ordrei B et G sont deux angles
finis et par suite C + -^bc [9 (A) +•••] a toujours le signe de G,
c'est-à-dire le signe -f-, on a donc A'>B; mais cela est vrai, quel que soit l'ordre de grandeur de G, car si G est du second ordre, par exemple, c est du troisième ordre et bc du quatrième ; donc^ dans tous les cas, c'est toujours G qui donne son signe
à C-\-^bc [9(A)-f v, -h...]; on a donc toujours A'>B. Ainsi :
Théorème. — Dans un triangle infiniment petit, un angle extérieur est supérieur à chacun des deux angles intérieurs non adjacents.
Dans un triangle rectangle l'angle intérieur droit correspond à un angle extérieur également droit. Donc :
Théorème. — Dans un triangle rectangle chacun des deux angles autres que l'angle droit est inférieur à un droit, c'est-à-dire aigu.
16. Énonçons encore les deux lliéorèmes suivants qui découlent immédiatement de ce qui précède :
Théorème, — Lorsqu'un triangle a un angle obtus, les deux autres angles sont toujours aigus comme inférieurs à un angle extérieur aigu.
Théorème. — Dans un triangle rectangle les deux angles aigus sont complémentaires à un infiniment près du second ordre, ou plutôt à un infiniment petit près de même ordre que l'excès du triangle.
Nous ne parlons ici, bien entendu, que de triangles infiniment petits.
17. On a pour un triangle infiniment petit rectangle en A (13):
i j /ic\ 1 bc
Dans un triangle quelconque il y a toujours au moins deux an- ^ gles aigus B et G (4 6) ; M étant un point du côté BG, traçons la géodésique AM qui fait avec BC l'angle 6 et déplaçons le point M de B à G ; en B B^ i^ H c Tangle 6 égal à l'angle B est aigu et en G il devient VUS' 7. égal à 7Û — G, c'est-à-dire à un angle obtus; d'ailleurs dans l'intervalle il va toujours en croissant, car dans le
triangle AMM' Tangle extérieur 6' est supérieur à Tangle 6 (15); donc, pour une position intermédiaire H entre B et C, 6 est égal
à ^, et cela une fois seulement : AH perpendiculaire à BC est la
hauteur relative au côté BC.
Donc:
Théorème, — On peut toujours considérer un triangle infiniment petit comme formé par la juxtaposition de deux triangles rectangles.
Mais si e est l'excès du triangle total ABC et e^ et e^ les excès des triangles rectangles partiels AHB et AHG, on a (10) e = e^ + e^, c'est-à-dire :
e=|^[AH.BH-t-AH.CH]=||AH.BC.
Ainsi l'excès est proportionnel au produit AH.BG, Théorème. — Dans un triangle infiniment petit l'excès est propoitionnel au produit de la base par la hauteur.
18. Un polygone infmiment petit est celui qu'on obtient par le groupement en nombre fini de triangles infiniment petits ; l'excès d'un pareil polygone est la somme des excès de ces triangles partiels (10) ; l'excès de ce polygone est donc la somme d'un nombre fini d'infiniment petits du second ordre, c'est-à-dire un infiniment petit du second ordre.
Nous allons examiner notamment un quadrilatère infiniment petit formé en réunissant par leur base commune BD les deux triangles égaux ABD et CDB. Nous marquons sur la figure les éléments égaux de ces deux triangles. L'excès du triangle ABD (13)
g;}^9(6) et par suite l'excès du quadrilatère, somme des deux
triangles égaux, est (10)pqfç(6) = e.
Dans ce quadrilatère les deux angles opposés en A et C sont égaux par définition, et les deux angles opposés en B et D sont égaux comme ayant pour valeur commune X -|- (x. Mais, dans le triangle ABD, l'excès -h X + (x — u est du second ordre (14) ; donc les angles 9 et X + p. sont supplémentaires, à un infiniment petit près du second ordre.
Ainsi, dans notre quadrilatère, deux angles adjacents A et B sont supplémentaires à un infiniment près du second ordre. Remplaçons le côté BC par BC de telle façon que le nouvel q- ç. angle ABC = B' soit rigoureusement le supplément de A et comparons le nouveau quadrilatère ABC'D au précédent. D'après ce qui q ^D précède, B' — B est du second ordre ; par suite Fig. 8. dans le triangle CBC le côté CC opposé à un
angle du second ordre est du troisième ordre; donc le nouveau côté DC ne diffère de Tancien que par un infiniment petit du troisième. De même la différence BC — BC est un infiniment petit fonction de Tinfiniment petit CC et s'annulant avec lui quand on suppose le point C mobile sur DC ; donc BC — BC ou 9' — q est du troisième ordre comme CC.
En résumé, dans le second quadrilatère, les nouveaux côtés ne diffèrent des anciens que par des infiniment petits du troisième ordre.
Quant aux angles, nous savons que B' — B est du second ordre ; il en est de même de C — C, car dans le triangle CBC Tangle extérieur C est égal à la somme des angles intérieurs C et B' — B, cela, à un infiniment petit près de même ordre que Texcès e du triangle CBC (14); or on a (13) e = |cB.CC9 (C), ce qui montre
que e est du quatrième ordre ; on a donc finalement C == C + (B' — B) à un infiniment près du quatrième ordre et par suite G — C = B' — B; ainsi C — C est de même ordre que B' — B.
Nous concluons de là que l'on passe du premier quadrilatère au second par des variations du second ordre dans les angles et du troisième ordre dans les côtés. Ce quadrilatère est appelé parallélogramme infiniment petit, et ses propriétés, d'après ce qui précède, peuvent se formuler ainsi :
Théorème, — Dans un parallélogramme infiniment petit, deux côtés opposés sont égaux à un infiniment petit près du troisième ordre ; deux angles opposés sont égaux ou deux angles adjacents supplémentaires à un infiniment près du second ordre.
19. Si Tangle 6 est droit à un infiniment près du second ordre, il en est de même de Tangle opposé et aussi de Tangle
adjacent qui en est le supplément. Le parallélogramme devient alors un rectangle, lequel jouit, en plus des propriétés du parallélogramme, de la propriété suivante :
Théorème. — Dans un rectangle infiniment petit les quatre angles sont égaux et droits à un infiniment petit près du second ordre.
L'excès du parallélogramme (18) e = pq<f^ (6) devient pour le
rectangle (13) e=pq(f(^=^.
Si dans le rectangle on suppose p = ^, on a le carré infiniment petit dont l'excès est ^ = tf' ^^^^ •
Théorème, — Le produit des deux côtés, dans un rectangle, et
le carré du côté, dans un carré, est égal à Ke, ^ étant la courbure
de la surface.
20. Nous avons vu (18) que dans un polygone composé d'un nombre fini de triangles infiniment petits, l'excès est un infiniment petit du second ordre.
Prenons maintenant un polygone infiniment mince ou aplati ; nous voulons dire par là qu'on peut relier un point quelconques du périmètre à un autre point m' du périmètre de façon que Tare géodésique mm' soit infiniment petit. Gela posé, soit mn une partie infiniment petite a du périmètre ; complétons arbitrairement le polygone infiniment petit mn m'n dont l'excès s est du second ordre (18) ; a étant du premier ordre, le rapport de e à a est ^ un infiniment petit du premier ordre que Fi*, o.
nous désignerons par tj; on a donc 6 = a.tj. Maison peut toujours supposer la partie AmnR du périmètre divisée en n parties infiniment petites égales à a et poser l = na, l étant cette partie ÂmnB de périmètre et n un nombre infiniment grand ; si maintenant on fait correspondre à chaque partie infiniment petite a un polygone comme mn m'n d'excès e, on aura, E étant l'excès du polygone AmRm' (10) :
E = 26 = Sa.ir| = aSY|.
Or le nombre des termes de Stj est évidemment n, de sorte que
si Y), est leur moyenne, on a Stq = n\ el par suite Essnaifij = l.\ ; l étant fini et irj, du premiei: ordre, E est aussi du premier ordre. Ainsi :
Théorème. — L'excès d'un polygone infiniment aplati est un infiniment petit du premier ordre.
21. Soient deux polygones dont les périmètres sont infiniment voisins, ces périmèti*es se coupant ou non.
On peut toujours diviser Tespace compris entre les deux périmètres en un certain nombre de polygones infiniment minces ; si e est la somme des excès de ces polygones infiniment minces, eest un infiniment petit du premier ordre (20). Mais si E et E^ sont respec- Fig. 10. tivement les excès des deux polygones primitifs, on a(10)E^ = E + 6. Donc:
Théorème. — Quand deux polygones ont leurs périmètres infiniment voisins, la différence entre les excès des deux polygones est un infiniment petit du premier ordre.
Il résulte même de ce qui précède que si les deux polygones d'excès E et E^ sont infiniment petits, Técartement entre leurs périmètres étant un infiniment petit du second ordre, e, c'est-à-dire Ej — E, est infiniment petit par rapport à E et E,,
22. La théorie des aires n'est au fond que la théorie des excès angulaires que nous venons d'exposer; nous pourrions donc, au moins dans cette étude, nous passer de l'idée d'aire ; nous en dirons cependant quelques mots pour nous conformer à l'usage et aussi pour présenter, sous leur forme habituelle, certains énoncés et certaines formules ayant trait à la théorie des excès ou des aires.
Énonçons d'abord les deux principes suivants qui contiennent, si l'on veut, la définition de l'aire considérée comme grandeur mesurable :
!•* L'aire d'un contour fermé s'annule soit dans un polygone infiniment aplati qui se réduit à une ligne, soit dans un polygone infiniment petit qui se réduit à un point ;
2* Lorsqu'un polygone total est formé par la juxtaposition de plusieurs polygones partiels, l'aire du polygone total est la somme des aires des polygones partiels.
Ces propositions étant communes aux aires et aux excès (10 et 21), elles impliquent évidemment que Taire est une fonction de l'excès ; si donc Z est Taire et X Texcès d'un polygone variable, nous pourrons poser Z = /'(X).
D'après le premier principe, Z s'annule avec X.
D'après le second principe, les relations Z = f{X) et Z^ = / (X^) entraînent, quels que soient X et X^, Z + Z^ = /*(X + X^) ; si Xj est infiniment petit et égal à dX, Z^ qui s'annule avec X^ est aussi infiniment petit et est égal à dZ ; on a alors :
dZ = f{d\) et Z + dZ = f{X + dX).
La première de ces deux équations donne -r^ = f(0) et la
dZ seconde -r^ = f\\) ; on en conclut que la dérivée de /*(X) est
toujours égale à f\0) ; cette dérivée est donc constante, ce qui exige qu'on ait Z == XX, puisque Z doit s'annuler avec X.
On a donc finalement le théorème suivant :
Théorème, — Sur une surface identique Taire d'un contour fermé est proportionnelle à Texcès angulaire de ce contour.
Ce théorème rattache complètement la théorie des aires à celle des excès angulaires.
23. La valeur de ce rapport constant X de Taire à Texcès ne dépend que du choix des unités.
Prenons un arc géodésique de longueur finie L; divisons-le en un nombre infini de parties égales l infiniment petites ; puis considérons le carré infiniment petit (19) de côté l et d'excès e ; formons enfin par le groupement de n^ de ces carrés un polygone total d'excès E et d'aire S. L'excès E est la somme des excès des n* carrés qui le composent (10) ; on a donc E =^ n^e ; mais
on a (19) e = |7 i', tt étant la courbure de la surface ; on en dé*
duit E = 77 n^V ou E = |T L. 11 vient donc finalement :
S = XE = |7 L
Or si Ton prend pour unité de longueur L et pour unité d'aire S,
c'est-à-dire l'aire de h* carrés de côte -, la formule ci-dessus exige
E 1 qu'on lasse X = K ; on est ainsi ramené à la formule connue ô = îf
qui exprime que sur une surface identique la courbure de la surface est le rapport de l'excès d'un contour fermé quelconque à l'aire de ce contour.
D'après cela, l'aire d'un triangle infiniment petit est (17) le demi-produit de la base par la hauleur, d'un rectangle (19) le produit de ses deux côtés, d'un carré le carré de son côté.
IH. — Plus court chemin.
24. Soit un triangle infiniment petit ÂBC; on a, en évaluant de deux façons différentes l'excès e de ce triangle (13) :
e='^ab[(fi(C) + v^'\ ]-=^ac[(p{B) + v'i-\ ]
où 1^2 et Va sont des infiniment petits du second ordre. On en déduit,
pour le cas où les angles B et C sont égaux, b — c= * /pv * ;
la différence b — c est donc dans ce cas un infiniment petit du troisième ordre. Ainsi :
Théorème. — Lorsque dans un triangle infiniment B ^r u pe^^^ ^' y ^ ^^^^ angles égaux, les côtés opposés sont Fig. 11. égaux à un infiniment petit près du troisième ordre.
25. Supposons maintenant dans le triangle ÂBC l'angle B plus grand que l'angle C. Traçons dans l'intérieur de l'angle ABC la géodésique BC qui coupe le côlé AC en un point G' situé entre A et C. Soit 6 l'angle de BC avec BC ; appelons enfin B' et C les angles en B et C du triangle ABC.
Si 6 est l'excès du triangle CBC, on a (15) C = G + 9 — s ; mais on a aussi, par construction, B' = B — 6. Pour déterminer 6 de telle façon que, dans le triangle ABC, les angles B' et C soient égaux, il suffît de poser C + 9 — s = B — 9, ce qui donne
Celle valeur de 9 rend donc les angles B' et C égaux ; on a
alors dans le triangle ABC' (24) AG' = AB, cela à un infiniment
près du troisième ordre.
Mais, dans la formule 6 = ^ (B — G + e), s est au moins du second ordre, et par suite 6 est fini si B — G est fini,infiniment petit du premier ordre si B — G est du premier ordre; dans le premier cas, GG' est du premier ordre et, dans le second cas, du second ordre. Or AG' — AB étant du troisième ordre, si on ajoute à AG' la partie GG' du premier ou du second ordre, la somme AG' 4- GG' == AG est nécessairement plus grande que AB. Donc : ^'«' "•
Théorème. — Lorsque dans un triangle infiniment petit deux angles B et G sont inégaux, B étant plus grand que G et la différence B — G élant finie ou du premier ordre, le côté b opposé au plus grand angle est plus grand que le côté c opposé à l'autre angle.
26. Dans un triangle infiniment petit, rectangle en A, les deux angles B et G sont aigus (15) ; on a donc, par exemple, B <C A ; on en déduit, d'après le théorème précédent, a>-6. Donc :
Théorème. — Dans un triangle rectangle l'hypoténuse est plus grande que chacun des deux autres côtés.
Ge théorème peut encore s'exprimer autrement. Si PH est une perpendiculaire infiniment petite menée de P à la géodésique XY et PM une oblique infiniment petite joignant P à un point M de XY, PM est l'hypoténuse du triangle PHM. Donc, dans une figure A M H Y infiniment petite, on a l'énoncé suivant équivalent au précédent :
Théorème. — La perpendiculaire est plus courte que l'oblique.
27. Supposons dans le triangle rectangle infiniment petit ABG l'angle B infiniment petit et abaissons AH perpendiculaire surBG; AH et AG opposés à l'angle infiniment petit B sont des infiniment petits du second ordre. Or dans le triangle rectangle ABH, l'hypoténuse AB est plus grande que BH (26) ; mais, dans le triangle rectangle ABG, l'hypoténuse BG esl plus grande que AB ; on a donc BH < AB < BG et par suite BG — AB < HG ; mais, dans le
liiangle ACH, l'angle en A, lequel s'annule évidemment avec l'angle B, est, comme ce dernier, infiniment petit; donc, le côté AG élant du second ordre, le côté GH est du troisième ordre. Donc finalement la différence BG — AB est du troisième ordre. Ainsi :
Théorème. — Lorsque dans un triangle rectangle in- Â b finiment petit l'un des angles aigus est infiniment petit, Fig. 14. la diflérence entre les deux côlés de cet angle est du troisième ordre.
28. Soit un triangle quelconque infiniment petit ABG dans lequel BG est le plus grand côté et, par conséquent, le côté opposé
^ au plus grand angle A; il résulte de là que les deux
angles B et G sont aigus, car si B par exemple était
obtus, A qui est pluâ grand que B serait aussi obtus
B H c et le triangle aurait deux angles obtus, ce qui est
p*«- 15. impossible (16). Donc les deux angles B et G sont
aigus et par suite il y a sur BG entre B et G un point H tel que AH
est perpendiculaire à BG (17).
Mais dans les deux triangles reclangles en H, AHB et AHG, on a (26) nB<AB et HG<AG; d'où BG<AB + AG; d'ailleurs, BG élant le plus grand côté, on a évidemment AB<BG + AG et AG<BG + AB. Donc:
Théorème. — Dans un triangle infiniment petit, un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Nous ajouterons : et plus grand que leur différence, car l'inégalité BG<AB + AG eniraîne l'inégalité AB>BG — AG.
29. Soit une ligne polygonale de longueur finie joignant le point A au point B ; supposons que ce soit la ligne polygonale de longueur minima qui joigne les deux points en question; soitP un des sommets de la ligne, prenons sur les deux côtés qui aboutissent au point P deux longueurs infiniment petites Vm et
p^ P;i et complétons le triangle infiniment petit
Vmn; dans ce triangle on a (28) mn<i^m ^ + P« . 11 suit de là que si l'angle en P n'est pas Fig. 16. égal à TT, la ligne polygonale AmnB est plus
courte que la ligne primitive APB que nous avons supposée minima ; donc l'angle en P est égal à tz, Ge raisonnement, s'appli-
quant à un angle quelconque de la ligne polygonale, il en résulte que les divers côtés de cette ligne sont situés sur une même géodésique. Donc :
Théorème, — La ligne polygonale de longueur minima qui joint deux points est un arc de géodésique.
30. Nous allons maintenant étendre ce théorème des lignes polygonales aux arcs de courbe quelconque ; mais il faut d'abord définir la longueur d'un arc de courbe .
Inscrivons dans un arc de courbe fini une ligne polygonale à côtés infiniment petits ; puis traçons la ligne polygonale circonscrite dont les côtés sont tangents à la courbe aux sommets de la ligne inscrite. D'abord la ligne inscrite est plus courte que la ligne circonscrite, car le côté mn de la ligne inscrite est, dans le triangle mpn (28), plus petit que la partie mpn de la ligne circonscrite.
Doublons maintenant le nombre des côtés de la ligne inscrite en remplaçant le côté mn par les deux côtés mm' et w'n; traçons la ligne polygonale circonscrite en menant pp" tangent en m' à la courbe, ce qui revient à remplacer la partie p'pp" par le ng. n. cote p p .
En continuant ainsi l'opération, on obtient deux séries indéfinies de lignes inscrites et circonscrites.
Nous avons déjà montré que chaque ligne inscrite est plus petite que la ligne circonscrite correspondante.
D'autre part, lorsqu'on passe d'une ligne à la ligne suivante en doublant le nombre des côtés, la ligne inscrite augmente de longueur (mm'n >- mn) et la ligne circonscrite diminue {mp'p'n <^mprC)\ donc, en particulier, la longueur de la ligne inscrite, quand le nombre de ses côtés va croissant, augmente sans cesse tout en restant toujours inférieure à la longueur de la première ligne circonscrite ; donc finalement la longueur de la ligne inscrite a une limite.
Mais cette ligne polygonale inscrite est indéterminée à la fois et dans son point de départ et dans son mode de variation quand elle tend vers sa limite ; nous allons voir cependant que cette indétermination est sans influence sur la longueur limite.
Remarquons en effet que, dans celte ligne polygonale inscrite, quelle qu'elle soit, un côté quelconque se réduit, à la limite, à un point de la courbe, et prend en ce point la xiirection de la tangente à la courbe (9),
Soit pnq un côté infiniment petit de la ligne inscrite, pmq étant
l'arc correspondant de la courbe ; supposons que mn soit la géo-
désique normale en m à la courbe, c'est-à-dire la pei*pendiculaire
à la tangente en m à la courbe ; traçons la géodésique pm.
Lorsque la ligne polygonale inscrite varie comme nous l'avons
q dit plus haut, pq et pm deviennent à la
1 ' limite une même tangente à la courbe ; Fig. 18. donc l'angle mpn, s'annulant à la limite,
est infiniment petit et par suite mn est infiniment petit par rapport à pn; mn est donc du second ordre.
Si pq' est le côté d'une autre ligne polygonale inscrite, rencontré en n' par mn, mn' est également du second ordre ; donc un' est aussi du second ordre.
Cela posé, prenons deux lignes polygonales inscrites; on peut
toujours décomposer ces lignes en pailies correspondantes mn et m'n, mm' et nn' étant des normales à la courbe ; il suffit pour cela de mener pig. 19. jgg normales à la courbe par tous les sommets
des deux lignes.
Comparons mn et m'n en supposant, par exemple, mn >> m'n'; si l'on mène l'arc géodésique mn', on a (28) mn<imn' +nn', mn'<imm' + m'n' et par suite mn << m'n + mm' -f- nn' ; mais, d'après ce qui précède, les portions de normales mm' et nn' sont du second ordre ; donc mn — m'n' est du second ordre ; le
nin rapport —r—, a donc pour limite l'unité et par suite S mn et S m'n y
c'est-à-dire les longueurs des deux lignes inscrites ont même limite.
C'est cette limite commune qu'on appelle par définition la longueur de l'arc de courbe.
Dès lors on peut énoncer le théorème (29) sous une forme plus générale et dire :
Théorème, — De toutes les lignes polygonales ou courbes qui joignent deux points, la plus courte est un arc de géodésique.
Cet arc géodésique qui joint les deux extrémités d'un arc de courbe est la corde géodésique ou simplemenl la corde de l'arc de courbe.
31. Soient un arc de courbe infiniment petit de longueur s et sa corde géodésique c ; nous savons qu'on a 5 >> c ; nous allons évaluer la différence s — c ou plutôt chercher son ordre de grandeur . Divisons la corde en un nombre infini p de parties égales mn du second ordre; on a ainsi c=p.mn; élevons jusqu'à la courbe les perpendiculaires mm' eimi ; traçons m'n^ perpendiculaire à nn, ce qui complète le rectangle mnm\.
Dans le rectangle mn m'n^ la différence mn — m'n^ (18) est du troisième ordre par rapport à mn ou du quatrième ordre par rapport à c; dans le triangle rectangle m'n'n^ où l'angle en m' est infiniment petit, la différence m'n — inn^ (27) est du troisième ordre par rap- m n c port à m'n^^ ou du quatrième ordre par rapport *'*«• ^•
à c; donc finalement m'n — mn est di^roisième ordre par rapport à mn, de sorte qu'on peut poser m'n = mw (1 + s), s étant du second ordre ; en ajoutant les /> parties mn^ on a S m'n' = p. iwn + 2m9i.e; mais Sm'/i' a, par définition (31), s pour limite ; p.mn est égal à c; enfin, si y) est la moyenne arithmétique desp infiniment petits s, il vient 5^= c + mn.p.f\ ous = c{i + iq) ; tq étant du second ordre comme e, 5 — c = c.t\ est du troisième ordre ; donc :
Théorème. — La différence entre un arc infiniment petit et sa corde est du troisième ordre.
32. La démonstration précédente subsiste telle quelle, lorsqu'au lieu de considérer l'arc total s on n'en prend qu'une partie s' en y associant la paitie c' de c, limitée aux pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de $' sur c; c' est alors la projection de s' sur c et la didérence s' — c est du troisième ordre.
En particulier, si l'on divise la corde c en deux parties égales c^ et c„ et que s^ et $^ soient les deux parties de l'arc s qui ont c^ et c, pour projection, les différences s^ — c^ et s^ — c^ sont du troisième ordre ; donc c^ et c^ étant égaux, la différence 5, — s^ est du troisième ordre.
On peut dire encore que, si Ton a s^-^s^, la différence c^ — c, est du troisième ordre. Donc :
Théorème. — Dans- un arc de courbe infiniment petit et sa corde, le milieu de Tare se projette au milieu de la corde, cela à un infiniment près du troisième ordre.
33. Soient un arc de courbe AB de longueur s et sa corde ; désignons par 6 Tangle de celte corde avec la tangente AP en A à la courbe ; on a évidemment, quand le point B varie sur la courbe, s = f(0), s et 6 s'annulant ensemble ; si Tare s est infiniment petit, on a 5 = X9, X étant la valeur que prend f (6) pour 9 = o et X a une valeur particulière en chaque point de la courbe. En B, point infiniment voisin de A, X devient X H- dX et Ton a 5' = (X + dX) 6'. Si nous appliquons ces deux formules 5 = XS et 5' = (X + d\) Q' au même arc AB, il vient 5 = 5' et par suite X9 = (X + dX)e', c'est-à-dire 9 = 6' à un infiniment petit près du second ordre. On en déduit, dans le triangle APB(24) PA = PB. Ainsi les deux tangentes PA et PB sont égales.
L'angle ç de ces deux tangentes est (9) la courbure de Tare AB;
or on a, dans ce même triangle APB, (15) 9=^9 + 6' = 2 9 ; donc 9 est la moitié de la courbure (le Tare AB. La formule s==a6 peut donc s'écrire
Fig. 21. ^^^^ ^» ^® ^^^ montre que dans l'arc infiniment petit la courbure est proportionnelle à la longueur de l'arc. En particulier la courbure du demi-arc AB est|, c'est-à-dire 9.
Dans le triangle APB traçons PH qui divise en deux parties égales l'angle APB ; les excès des deux triangles partiels APH et BPH sont dans le rapport de PA.PH à PB.PH (13) ; ce rapport est égal à 1, puisque PA est égal à PB. Ainsi ces deux triangles ont même excès, ou, ce qui revient au même, même somme d'angles (9) ; or les angles en P sont égaux et aussi ceux en A et B ; donc les angles en H sont égaux et PH est perpendiculaire sur AB. Le rapport des excès des deux triangles a aussi pour
PH HA expression (13) pyj' ^ ; ce rapport étant égal à 1, on en déduit
HA = HB. Ainsi H est le milieu de la corde AB; on en conclut aussi que le point M de Tare AMB qui se projette au milieu H de la corde est le milieu de l'arc (32).
L'arc 9 étant la courbure de la moitié de Tare AMB est ainsi la courbure de Tare AM. ^
34. L'angle A étant infiniment petit, projetons Tare géodésique AB supposé fini sur l'autre côté de Tangle en AB' ; nous allons évaluer la différence AB — AB'. A cet effet divisons AB en un nombre infiniment grand. K de parties égales mn infiniment petites et projetons mn en m'n sur AB'. Un raisonnement identique à celui que nous avons fait précédemment (31) montre que la différence mn — m :i ' est du troisième ordre B par rapport à m/i; posons donc mn = m n + ^'-<^"\ 1 Sj.mn, s, étant du second ordre. On en déduit .^^^^^^^'^T^ ^^ S mn = S m'n' + mn Se,, et, si \ est la Fig. 22. moyenne arithmétique des infiniment petils %, il vient K.\ = Se, et par suite AB = A'B' + K.mn.ijg ou AB — A'B' = AB.ij^. Il en résulte que cette différence est du second ordre. Donc :
Théorème. — Si dans un angle infiniment petit on projette un des côlés, de longueur finie, sur l'autre côté, la différence entre le côté projeté et sa projection est un infiniment petit du second ordre.
Nous allons d'abord définir les lignes trigonométriques
d'un angle XOY= 9. Prenons sur l'un des colés OM infiniment
petit et abaissons MP perpendiculaire sur l'autre côté ; le rapport
MP
^^, a une limite quand, l'angle 9 restant fixe, OM
s'annule. Prenons le point M sur l'autre côté de l'angle en M' et soit P' la projection de M' sur le
côté OY, nous allons montrer d'abord que -Wrp a ^j ^3
MP même limite que j^. En effet, dans le triangle infiniment petit
OMM'l'excès est égal aussibienàlgMP.OM' qu'à |J-MT',0M(17);
MP M'P' on a donc MP.0M' = MT'.0M, c'est-à-dire 7777^=77777; c'est la
cosç
limite commune de ces deux rapports que nous appellerons le
MP
sinus de l'angle 9 et nous écrirons twjj = sin ç.
Le cosinus est le sinus de l'angle complémentaire ^ — 9, c'est-à-
OP dire de Tangle OMP (16) et Ton a, par définition, ^ = 0039;
enfin la tangente de l'angle 9 est par définition le rapport
, , , , sin9 MP
de sorte qu on a tg9= ^=7Tr:-
C0S9 OP
Ces définitions nous donnent immédiatement pour un triangle
infiniment petit ABC reclangle en A les formules suivantes :
fc=acosC c = asinC 6' = 6tgG
Abaissons la hauteur AH sur l'hypoténuse ; on a, d'après ce qui
^ , précède, cosB = — = - et par suite c' = a.BH: .h c a ^
on obtient de même b^ = a.GH et, en ajoutant
membre à membre, 6' + c' = a* ; cette formule
peut s'écrire -î + -^ = 1 ou encore sin* B + sin' G = 1 , c'est-à- ^ a^ or
dire enfin (1 6) sin* B + cos* B = 1 .
36. Nous appelons angle de deux courbes qui se coupent en un point l'angle de leurs tangentes (9) en ce point.
Soit un arc de géodésique MN de longueur finie / et supposons que cet arc se déplace, sa longueur / pouvant varier dans ce déplacement.
' Après un déplacement infiniment petit, MN est venu en M^N^ ; ses extrémités ont parcouru les chemins infiniment petits MM, et NN,, sa longueur est devenue l -+- dl; nous allons calculer dl.
Traçons les cordes géodésiques MMj et NN^ des deux arcs décrits par M et N ; ces cordes peuvent remplacer les arcs en question aussi bien quand il s'agit de la longueur de ces arcs (31) que quand il s'agit des angles a et p sous lesquels MN coupe les trajectoires des points M etN. Nous désignerons donc indifféremment par MM, et NN, les arcs ou leurs cordes. Traçons la géodésique MN, et
abaissons NP perpendiculaire sur MN,. Dans le triangle MNN, les côtés MN et MN^ étant finis et le côté NN^ infiniment petit, l'angle en M de ce triangle est infiniment petit et par suite la difîérence entre MN et sa projection MP est du second ordre (34).
Donc la différence MN, — MN y^' ^^"^^ est égale à PN, à un infiniment ^^' ^^'
petit près du second ordre.
Mais le triangle infiniment petit NPN, rectangle en P donne (35) PN, = NN, cos NN,P ou PN, = ^N, cos?, les angles NN^P et p différant d'un infiniment petit.
On verrait de même que la différence M^P, entre MN, et M,N, est MM, cos a ; on a donc finalement :
M,N, — MN = (i/ = MM, cosa + NN,cosg.
37. Celte formule est fondamentale; examinons les cas particuliers les plus intéressants.
Supposons que MN reste de longueur fixe et se déplace norma-
lement à la courbe décrite par M; dans ce cas, a est égal à ^ et rf/
est nul ; la formule devient donc = MN, cos p, ce qui entraîne
Ainsi MN est aussi normal à la courbe décrite par N ; ces deux courbes décrites par M et N dans de pareilles conditions sont appelées courbes parallèles.
Supposons que MN resle tangent à la courbe décrite par M et
normal à la courbe décrite par N, on aura alors a = et P=^
et la formule deviendra d/^=MM. Donc, dans ce cos, l'accroissement de MN est égal à l'arc décrit par M ; des deux courbes ainsi décrites par M et N, la première s'appelle la développée et la seconde la développante.
Lorsque dans le déplacement de MN la longueur l de MN est supposée constante et le point M fixe, la courbe décrite par N est un cercle dont M est le centre et / le rayon ; notre formule donne
dans le cas du cercle = NN^ cos p ou p = ^. Ainsi dans le cercle
le rayon est la normale, ou bien la tangenle est perpendiculaire au rayon.
38. Prenons dans un cercle deux rayons OA et OB, et considérons la figure formée par ces deux rayons et Tare de cercle AB ; faisons tourner cette figure autour du centre du cercle et amenons-la en une seconde position OA'B' d'ailleurs quelconque. Il résulte évidemment de la définition du cercle que dans ce déplacement de la figure OAB, OA et OB continuent à être des rayons et AB un arc du cercle.
On en conclut qu'un arc de cercle AB peut glisser sur tout le pourtour du cercle en restant égal à lui-même.
De plus, la comparaison des figures égales OAB, OA'B' montre que deux angles au centre AOB et A'OB' sont égaux en même temps que les arcs interceptés AB et A'B'. Prenons maintenant un arc s correspondant à l'angle au centre a ; d'après ce qui précède n angles égaux à a, c'est-à-dire l'angle noL, correspondront à n arcs s, c'est-à-dire à l'arc ns; formons un second angle n'a
correspondant à l'arc ns; on a évidemment — = -y-. Donc :
'^ ns n s
Théorème. — Dans un même cercle le rapport de deux angles au centre est égal au rapport de leurs arcs correspondants.
Si l'on dédouble ce cercle par la pensée et qu'on déplace sur la surface l'un des cercles ainsi obtenus, on voit que le théorème est encore vrai pour des cercles égaux.
39. En résumé, si, dans un cercle de rayon r, s est l'arc cor-
s respondant à l'angle au centre a, le rapport - est constant; mais,
oc
bien entendu, la valeur de cette constante est différente d'un cercle
à l'autre, de sorte qu'on peut la désigner par ç (r). On a ainsi
Nous chercherons plus loin la forme de cette fonction ç qui joue un rôle fondamental dans cette théorie.
Mais remarquons déjà que, dans un cercle de rayon r infiniment petit, s est infiniment petit pour a fini, car, lorsque r s'annule, le cercle se réduit à un point, de sorte que s s'annule aussi. Donc ç (r)
s'annule avec r e t Ton peut poser, pour r infiniment petit, ç (r) = X r; par suite on a, dans un cercle infiniment petit, 5 = Xra. Cela posé, prenons pour unité d'angle, l'angle qui correspond à l'arc de longueur r, c'est-à-dire faisons, dans la formule 5 = Xra, a = l et sr=r,\\ vient X= 1. Ainsi, avec ce choixd'unité la formule 5=Xra devient s = ra. Si a devient égal à 4 droits, c'est-à-dire à 2 tu, S, la circonférence totale du cercle infiniment petit considéré, est donné par la formule S = 27tr. Donc, en résumé, it est la limite du rapport de la circonférence au diamètre (deux fois le rayon) dans un cercle dont le rayon devient nul. Tel est le sens de la constante tc que nous avons adoptée à l'origine de celte étude (7) pour la faire figurer dans l'expression de l'angle droit.
40. Cherchons maintenant la dérivée de la fonction sin a; siOM est une longueur infiniment petite portée sur l'un des côtés de a et OP la projection de OM sur l'autre côté, on a, par définition (35),
MP sina=TYjrT; donnons à a un accroissement infiniment petit doL en
faisant tourner le côté OM, OM restant de longueur fixe, de telle
façon que le point M décrive un arc de cercle de centre ; on a
M'P' M'P' alors sin (a + rfa) = ôîip = ÔST*
La dérivée de sin a est donc la limite de l'expression
sin (g H- rfg) — sin g ^ MT^ — MP dcL OM.dg
Mais MP est un arc de géodésique qui, pour venir en M'P', se
déplace normalement à PP'; on a donc (36) M'P' — MP=MM'cosX,
X élant l'angle de MM' avec MP ; or X est le complé- „.
ment de l'angle PMO, puisque le rayon OM est normal
à l'arc de cercle MM' (37) ; d'autre part, dans le Irian- ^
gle infiniment petit OMP rectangle en P, l'angle g est
le complément de l'angle OMP (1 6) ; donc finalement
on a X = g, c'est-à-dire M'P' — MP= MM' cos g; ï"*?' «e.
, . j d sin g MM' cos g écrivons donc — 3 — == ^., . — .
doL OM.ag
Mais, dans le cercle de rayon infiniment petit de centre 0, on a (39) MM' = OM.dg ; il vient donc finalement — 1 — = cos g.
Une démonslralion (oui à fait analogue nous conduiitiit à la
d COS OL
formule — r-— = — sin a qu'on obtient d'ailleurs immédialemenl
en prenant la dérivée de sin f ^ — a j qui est égal à cos a (35).
41, I^es dérivées successives de sin a sont d'après cela : cos a, — sin a, — cos a, sin a, etc., se reproduisant périodiquement de quatre en quatre ; en faisant dans ces dérivées a = 0, le développement de Maclaurin nous donne :
sma_a 4 ^3^3 + i 33^4^5 i....7 +
et de même pour cos 9 :
C0Sa = 1-;^ + j-2^-;f— g+>..
La connaissance des dérivées successives nous conduit égale ment aux développements suivants :
II* h^
sin (a H- A) = sin a + h cos a — j"» ^^^ * — m ^^^ * "^ —
cos (a + A) = cos a — A sin a — j-^ cos a + , ^ ,> sin a H —
La première de ces deux formules peut s'écrire : • / . IX • r. f^' h' 1
c'est-à-dire : sin (a + A) == sin a cos A + cos a sin A.
On a de même : cos (a H- A) = cos a cos A — sin a sin A.
Nous nous en tiendrons à ces formules fondamentales qui permettent, comme on le sait, d'établir toute la théorie des fonctions dites circulaii*es sin a et cos a et de les rattacher à la fonction exponentielle e*.
42. Revenons maintenant à la formule relative au cercle (39) 5 = aç(r), s étant l'arc correspondant à l'angle au centre a dans le cercle de rayon fini r; nous allons déterminer la forme de la fonction 9 (r).
Adoptons sur la surface le système des coordonnées polaires ; dans ce système un point m est déterminé par l'intersection d'un cercle et d'une géodésique ; la géodésique passe par un point fixe 0, origine des coordonnées, et le cercle a pour centre ce même point 0. Si o) est Tangle de celte géodésique avec une géodésique fixe passant par et si ç est lé rayon de ce cercle, o et p sont les coordonnées du point m.
Prenons un point n' infiniment voisin de coordonnées <•) + do et p + dp. Puis traçons les arcs de cercle mm et un de rayons ç et p + dp. Projetons m'n' enpq sur Om et complétons le rectangle mpqh en abaissant m h perpendiculaire sur nq. Si m7 est la tangente en m' au cercle mm\ Tangle pm't^=^ est la courbure de Tare de cercle mm' (33). Mais m't tangent en m' au cercle de rayon Om' est perpendiculaire à ce rayon (37). Dans le rectangle m'pqh l'angle en m' est droit à un infiniment petit près du second ordre (19); on en conclut que, en négligeant les infiniment petits du second ordre, les angles e et n'm'h sont égaux comme ayant les côtés respectivement perpendiculaires, c'est-àdire comme angles complémentaires du même angle hm't.
On a donc dans le triangle infiniment petit m'hn' rectangle en ft (35), n'h = m'n' sin s.
Mais e étant infiniment petit, on peut, d'après la formule
,Û>ffô
sm 8 = 6
Fig. 27.
remplacer sin e par s et écrire
Évaluons maintenant la différence wi' — mm'=d{mm'). o
D'abord les différences mm' — m p et nn' — nq sont du troisième ordre (32) ; on a donc d (mm') = n'q — m'p.
Mais, dans le rectangle m'pqh, la différence entre les côtés pm' et qh est du troisième ordre (18) ; par suite nq — m'p est égal à n'h ; il vient donc finalement d {mm') = n'h = s.dp. Posons cette première équation :
d(mm') = e.dp (1)
OÉOMÉTAIE. 3
Or, on a, d'après la définition même de la fonction ç(p), (39) fnm = ç (p) do, d*où l'on déduit, en diflérentiant :
d {mm') = ç' (p) dp.dw (2)
La comparaison des formules (1) et (2) donne :
e=ç'(p)do (3)
Les excès angulaires du contour mm nn et du rectangle m pgA
ne diffèrent que d'un infiniment petit du troisième ordre (21).
Si g est la courbure de la surface, l'excès du rectangle est (19)
m'p.m'h mm' ,m'n o(g)do.do r, . . , , ,
— £— — ==- =7 = JLii— -i — . L excès du contour mm n n
se réduit, comme on le voit facilement, à la courbure de mm' moins
la courbure de nn', c'est-à-dire à — de, ds étant l'accroissement de e
quand on passe de p à p + dp. On a donc ds = — i7 9(p)dp.d<i).
Mais la formule (3) donne de = ç" (p) dp.do; on en déduit:
et cette équation différentielle définit la fonction 9.
43. On sait que l'intégration de Téquatiorl (4) conduit à une fonction exponentielle ou circulaire.
Supposons d'abord K positif et égal à u^, l'intégrale de l'équation (4) peut s'écrire ç (p) = au sin - + bu cos-; mais on doit
avoir, pour p infiniment petit, (3) ç (p) = p, ce qui exige 6==o et a^==i; donc on a, dans ce cas :
9(p) = wsinJ (5)
Si, au contraire, K est négatif et égal à — u*, on pourra écrire l'intégrale de Téqualion (4) sous la forme :
Ç(e) = 2W [^- — e^«J = u sin hyp. ^ (6)
La formule (5) convient aux surfaces à courbure positive, la formule (6) aux surfaces à courbure négative.
-^ 35 — Du reste, ces deux formules peuvent se réunir dans la suivante :
ç (p) == y^K sin -^ laquelle est toujours réelle, que K soit positif ou
négatif.
44. Si dQ est la courbure géodésique d'un arc de courbe infiniment petit mm' ^=ds (9), la courbure géodésique en un point
de la courbe est le rapport -r- .
La géodésique est évidemment caractérisée par cette propriété que la courbure d9 pour un arc quelconque est nulle.
Les formules précédentes vont nous permettre de calculer la courbure d'un cercle.
La formule (3) 6 = 9' (p)dci), où e est la courbure de l'arc dé cercle mrn de rayon p et rfo l'angle au centre correspondant à ce
même arc, devient, en remplaçant 9' (p) par cos -=, 6= cos -^ rf«.
y'K yK
p Si K est positif, on voit que e est nul en même temps que cos -^,
c'est-à-dire lorsqu'on a-^==rOup=y/Kô;doiic le cerclede rayon
yjlLçk sur une surface à courbure positive est à courbure nulle;
c'est une géodésique. D'où ce théorème fondamental :
Théorème. — Sur une surface à courbure positive t? les géodé-
siques sont des cercles de rayon y/R^-
Si, au contraire, K est négatif, dans la formule s = cos-^d(.),
yK
cos-^, qui est égal à 4 + fg ^ "*" FlR* '^''*>^^ s'annule jamais et par suite il n'y a pas de cercle de courbure nulle ; en d'autres termes, le cercle ne devient jamais une géodésique. 45. Si, dans un cercle de rayon p, s est l'arc correspondant à
l'angle au centres, on a (39)5=9(p) 9, c'est--à-dire5=9.y/k.sin -yp
yK
ou S=»27ty/KGin-^ pour la circonférence entière S du cercle,
Si K est négatif, on a yK sin Jg = 9+ 1^3 K "*" î^ h "*"'"'
donc ç augmentant indéfiniment il en est de même de s et de S. Ainsi, sur une surface à courbure négative, la circonférence d'un cercle croît indéfiniment avec le rayon du cercle.
Deux rayons du cercle peuvent toujours être considérés comme deux géodésiques quelconques se coupant au centre de ce cercle; pour que ces deux rayons eussent un second point de rencontre, il faudrait que, pour une valeur de ç autre que zéro, Tare de cercle compris entre les deux rayons devînt nul ; nous venons de voir que c'est impossible. Donc :
Théorème. — Sur les surfaces à courbure négative deux géodésiques ne peuvent se couper qu'en un point.
Si K est positif, sin -^ prend sa valeur maximal pour -7^ = ^,
yK yK. -^
c'est-à-dire précisément quand le cercle devient une géodé-
sique (44) ; on a alors S = 2TCy/K.
Ainsi, sur les surfaces à courbure positive, la géodésique est
un cercle de rayon -r^ et a pour longueur totale 27Cy^K; c'est une courbe finie.
K étant toujours supposé positif, la formule 5 = 9 y'K sin -^
montre que les deux rayons du cercle qui forment l'angle 9 se coupent d'abord au centre du cercle, pour p = o,puis aussi pour
--= = 7u, puisqu'alors sin -^ est nul.
yK yK
Or ces deux rayons sont deux géodésiques de longueur 2 tu ^K; ces géodésiques se coupent donc pour p = 7Uy/K, c'est-à-dire en leur milieu à partir de leur premier point de rencontre. Donc :
Théorème. — Sur une surface à courbure positive, deux géodésiques qui se coupent en un point s'y coupent toujours en un second point, et ces deux points divisent chaque géodésique en deux parties égales.
Corollaire. — Toutes les géodésiques qui passent par un point se rencontrent en un second point. Soient et 0' deux points de ce genre, nous les nommerons points symétriques ; ces deux points
drvisenl loule géodésique qui les contient en deux arcs égaux de longueur iz y/K.
Si est le centre d'un cercle de rayon p, tous ses rayons passant par passent aussi par son symétrique o' et comme oo' est égal à TCy/K, le cercle peut aussi être considéré comme ayant pour centre o' avec un rayon égal à7Uy/K — p. Ce cercle devient une
géodésique pour p = ^ y/K ; dans ce cas, le rayon relatif au second
centre o' est tt y/K — ^ v^K = ô y/K
Ainsi la géodésique a deux centres, mais même rayon ^y/K par
rapport à ces deux centres.
Nous avons vu que la ligne la plus courte entre deux points est un arc de géodésique (30) ; or ces deux points, sur les surfaces à courbure positive, déterminent une géodésique finie qu'ils divisent en deux arcs ; c'est évidemment le plus petit de ces deux arcs qui est la ligne la plus courte ; c'est cet arc géodésique que nous appellerons la distance des deux points considérés. Les deux arcs ne sont égaux que si les deux points sont symétriques et leur distance est alors tc y/K ; à part ce cas, la distance est toujours inférieure à Ti: y/K.
Soient deux cercles de centre o et o^ et de rayons p et p^ (nous prenons ici le plus petit des deux rayons de chaque cercle) ; désignons par d la distance des centres ; on démontre très facilement que, pour que les deux cercles se coupent, il faut et il suflfit qu'on ait p + Pi>>rf>>p — Pj. Supposons que les deux cercles soient
des géodésiques ; on a alors p == p^ r= - y/îf et la condition ci-dessus
devient TU y/K!>d>o; elle est toujours remplie, puisque d est inférieur à TUy/R. Donc :
Théorème. — Sur une surface à courbure positive deux géodésiques se rencontrent toujours.
Dans le cas particulier où Ton a d = TUy/K, les deux centres sont deux points symétriques, centres des deux géodésiques confondues en une seule.
46. Revenons à la figure précédente (42) ; traçons l'arc géode-
sique infiniment pelit m7i' ; on a, dans le triangle rectangle mm'n' (35), rwn'* = ds^ = m'?i'* + mm'*, c'est-à-dire :
d5« = dp* + ç (p)* do».
C'est l'expression de l'élément linéaire sur les surfaces identiques; dans cette expression 9 (p) désigne, bien entendu (43),
la fonction y/R sin -j-.
Désignons par 6 l'angle de mn avec mn et par 9 -t- dS l'angle de mn avec nin\ Nous allons évaluer dQ. L'excès du contour mmn est, comme on le voit facilement, s + dS; or cet excès est du second ordre ; on a donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre, £ + de = o ou d9 = — s. Mais on a (42), d'après l'équation (3), e = ç' (p) do et par suite dB=^ — 9' (p) do. D'autre
part, le triangle rectangle mnn donne (35) tg9= — =
mn mn
_.9W___^ On en tire-— t = — ^ , . ^ et, en intégrant, /sin 9
dp tg9 9(p)
= — / 9 (p) + constante ou sin 9.9 (p) = constante.
Cela posé, prenons un triangle géodésique quelconque ABC. Si
A nous adoptons le sommet A comme origine des
coordonnées polaires, l'angle B sera l'angle 9 de la
figure précédente et le côté AB ou c le rayon p ;
^ on a donc, en supposant un point M décrivant BC,
Fig. 28. sin B. 9 (c) = sin C. 9 (6); de même pour le côté
AC. D'où finalement la formule :
sin A sinB sinC ,fj.
où 9 (a) pourra être remplacé par sin -dans les surfaces à courbure positive et par sin/i- dans les surfaces à courbure négative (43).
47. On a, d'après ce qui précède, sin 9.9 (p) = sin 9^,9 (po), 9 et p se rapportant à un point quelconque de la géodésique mn et 9 et p^ à un point fixe initial m^ de cette même géodésique ; suppo-
TT
sons, pour simplifier notre formule, que 6^ soit égal à ^, c'est-à-dire
que ce point initial soit le pied de la perpendiculaire abaissée de Toriginé des coordonnées sur la géodésique. On a alors sin 9^= 1
rec-
rfp
tangle mnn' donne mn = — ^=i/l — ^J^, - on en déduit ^ COS0 V 9 (p)>
dp
m m= mn'^= I v 1 57^. Si la surface est à courbure
positive, ç (p) est égal à wsin- et l'intégrale nous donne :
p cos~
mm u mm 0.
cos—^— = ou cos —2 — cos- = cos--
cos ^
Il suffit, pour les surfaces à courbure négative, de remplacer cos. par COS. hyp.
Cette formule est relative au triangle rectangle Omni ; si ce
même triangle est désigné par ABC, A étant l'angle droit la formule
s écrit cos- = cos -.cos- ou cos. h. - = cos. h. -.cos. h. -. u un un u
Celle formule s'étend sans difficulté à un triangle quelconque ABC. Décomposons ce triangle en deux triangles rectangles par la hauteur AH que nous désignerons par h. Le triangle rectangle ABH donne cos - = cos — cos- et, d'après la formule (7),
sin - = sin- sin B: entre ces deux équations éliminons - à l'aide
de la formule sin^ - + cos^ - == 1 il vient :
cos* -
sin*-sin*BH dfï = ^-
u -BH
cos*
— âO — Remplaçons dans cette formule sîn' -, cos*- et cos' — par leurs
il u u
expressions en fonction de tg -ettg — , il vient
n ^ë — =tff-C0Sl{.
Fig. 29. Mais si Ton compare, dans les deux triangles
reclangles AHB et AHC, les formules cos - = ces - cos — et cos-
= cos -cos — , il vient par Télimination de cos - : u n u
cos - p„
cos ^ -= — ï^Tv cos — u BH u
cos — %i
et, en remplaçant CH par a — BH :
b a c , a c^ BH
cos - = coF - cos - + sm - cos - tg — .
Remplaçons enfin tg — par sa valeur tg- cos B, il vient :
cos - = cos - cos - + sm - sm - cos B. (o)
ti u u u u
C'est la formule relative aux surfaces à courbure positive ; pour les surfaces à courbure négative, il suffit de remplacer les sinus et cosinus des côtés par les sinus et cosinus hyperboliques, mais cos B restant toujours cos B.
Les formules (7) et (8) contiennent toute la trigonométrie des triangles géodésiques.
Nous ne développerons pas davantage cette théorie des surfaces identiques, ce qui précède suffisant pour servir de base à la géométrie complète de ces surfaces, étant entendu qu'il s'agit ici de géométrie à deux dimensions.
Rappelons enfin que pour w==oo , ce qui caractérise les surfaces à courbure nulle, les formules ci-dessus sont identiques à celles du plan euclidien.
V. — Surfaces quelconques a courbure constante
48. Revenons maintenant à ce que nous avons dit, au début de celte élude, relativement à l'égalité à deux et à trois dimensiQns(2). Ainsi que nous l'avons dit (3), il y a cette différence entre les surfaces identiques que nous venons d'étudier et les surfaces plus générales à courbure constante que, sur les premières, les figr.res sont égales d'une égalité à trois dimensions, tandis que, sur les autres, les figures sont égales d'une égalité à deux dimensions.
Nous allons montrer succinctement comment et avec quelles restrictions les démonstrations et les formules des surfaces identiques restent valables pour les surfaces à courbure constante.
D'abord toute la partie de cette étude où il n'est question que de figures infiniment petites, c'est-à-dire que de géomélrie infinitésimale, subsiste telle quelle lorsqu'on abandonne la notion de l'égalité à trois dimensions et la définition des surfaces identiques pour n'envisager que l'égalité à deux dimensions et les surfaces à courbure constante ; tant qu'il ne s'agit que de géométrie infinitésimale, notre texte, démonstrations et formules, est rigoureusement applicable aux surfaces à courbure constante définies par la notion de l'égalité à deux dimensions (3). On a donc ainsi, pour les surfaces à courbure constante, une géométrie infinitésimale qui est rigoureusement une géométrie à deux dimensions, une géométrie tout à fait indépendante de la troisième dimension.
49. Mais il n'en est plus de même quand il s'agit de figures à dimensions finies ; c'est un point que nous allons mettre en lumière en prenant un exemple aussi simple que possible.
Soit, dans un espace euclidien un plan et une surface cylindrique; le plan est une surface identique, de courbure nulle et la surface cylindrique est une surface à courbure constante dont la courbure est également nulle. Ces deux surfaces de même courbure doivent donc avoir même géométrie à deux dimensions et ne différer que par rapport à la troisième dimension; en d'autres termes, on peut, par des déformations n'intéressant que la troisième dimension, amener l'une de ces surfaces à se confondre avec l'autre. Mais supposons que notre cylindre ait, par exemple,
niî
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un cercle pour section droite, pour appliquer tout le plan sur ce cylindre il faut enrouler ce plan un nombre infini de fois, de sorte que sur chaque point du cylindre vient se placer une série indéfinie et périodique de points du plan. A ce point de vue, le plan se subdivise en un nombre infini de tranches séparées par des parallèles équidistantes, chaque tranche correspondant à un tour du cyUndre.
Si d est récartement de deux parallèles successives, tous les points du plan m^ m, m,... situés sur une perpendiculaire à ces parallèles et à une distance d les uns des autres viennent se placer sur le même point du cylindre. Sur le plan, les géodésiques sont des lignes droites et donnent, en s'appliquant sur le cylindre, des hélices lesquelles sont des géodésiques du cylindre, un triangle à côtés rectilignes du plan donne donc, sur le cylindre, un triangle géodésique auquel sont applicables toutes les formules de la trigonométrie plane. Mais l»réciproque n'est pas exacte, c'est-à-dire qu'un triangle formé sur le cylindre par trois géodésiques ou hélices qui se rencontrent ne donne pas toujours sur le plan un triangle. Pour le voir, traçons sur une Iranche de notre plan la figure bBKCc dans laquelle les points b et c appartiennent aux deux parallèles qui limitent la tranche, bc étant perpendiculaire à ces parallèles. Supposons de plus que Bb et Ce soient parallèles ; enroulons la figure sur le cylindre ; AB et AC deviennent deux arcs d'hélice, les deux points b et c viennent se confondre en un même point du cylindre, de sorte que la figure se ferme ; enfin Bb et Ce deviennent un seul arc d'hélice. On obtient ainsi sur le cylindre un triangle dont les trois côtés sont des géodésiques. Or il suffît d'examiner les éléments de ce triangle sur le plan pour voir que ces éléments ne satisfont pas du tout aux formules de la trigonométrie plane.
La particularité fondamentale que nous venons de signaler tient uniquement à ce fait que deux points distincts du plan, b et c, n'en donnent qu'un sur le cylindre ; si, au contraire, la section droite du cylindre, au lieu d'être un cercle, était, par exemple, une parabole, le plan s'enroulerait sur le cylindre, chaque point du plan se plaçant sur un point spécial du cylindre; dans ce cas, la
correspondance a bien lieu point par point et le cas signalé sur le cylindre circulaire ne peut pas se produire.
Avec le cylindre parabolique tout triangle plan devient sur le cylindre un triangle géodésique et réciproquement.
50. L'exemple que nous venons de citer suffit pour nous permettre de formuler d'une façon générale les conclusions suivantes :
Lorsqu'on déforme une surface à courbure constante dans l'espace à trois dimensions sans modifier ses dimensions intérieures, c'est-à-dire les grandeurs situées sur la surface même, il peut arriver que chaque point conserve son individualité, c'est-à-dirè que chaque point de la surface primitive corresponde à un point unique de la nouvelle et inversement, comme nous l'avons montré (49) pour le plan et le cylindre parabolique.
Il peut arriver au contraire que la surface, dans sa déformation, se replie sur elle-même une ou plusieurs fois, de telle façon que plusieurs points de la surface primitiveTviennent se confondre en un seul point de la nouvelle surface, comme cela a lieu lorsqu'un plan se déforme en un cylindre circulaire.
Il est bien clair que ce mode de déformation augmente le nombre des points d'intersection de deux lignes, par exemple de deux géodésiques de la surface primitive, car si l'on prend deux points m et m' de la surface primitive qui viennent se confondre en un point unique p. de la nouvelle surface, deux géodésiques quelconques passant respectivement par m et m sur la première surface, concourront sur la seconde en [x, ce qui donnera une intersection de plus^
Ainsi, quand la surface primitive enveloppe plusieurs fois la surface déformée, le nombre des intersections des géodésiques augmente sur celle-ci. Donc, si ABC est un triangle géodésique de la seconde surface, il ne correspondra pas à un triangle géodésique de la surface primitive lorsqu'un de ses sommets A sera la réunion de deux points distincts de la surface primitive. Il en résulte que lès formules trigonométriques relatives aux triangles géodésiques de la première surface ne peuvent pas s'étendre indistinctement à tous les triangles géodésiques de la seconde.
Par conséquent, la Irigonométrieque nous avons établie sur les surfaces idenliques s'étendra bien aux surfaces à courbure cons-
tante correspondant point par point aux premières, mais seulement à ces surfaces-là.
Mais une convention très simple et à laquelle, du reste, on a souvent recours en géométrie, va nous permettre de tourner cette difficulté.
Supposons que la surface à courbure constante S^ soit enveloppée n fois par la surface identique de même courbure S ; nous considérons la surface S^ comme formée de n feuillets sans épaisseur, absolument comme une feuille de papier supposée sans épaisseur enroulée n fois sur elle-même. Cela posé, nous ne considérerons pas comme se coupant en un point M deux géodésiques qui, au voisinage de M, seraient séparées par un ou plusieui*s feuillets. Avec cette hypothèse disparaissent les intersections nouvelles introduites par l'enroulement de la surface sur elle-même, et, seules, les intersections primitives nous donneront, sur la nouvelle surface, de véritables triangles géodésiques auxquels seront applicables toutes les formules trigonométriiiues établies sur la surfaces.
51. Dans les considérations précédentes nous avons introduit la notion de l'espace à trois dimensions. Revenons maintenant à la géométrie à deux dimensions ; ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer (48), la géométrie infinitésimale à deux dimensions est la même et s'établit de la même façon pour les surfaces identiques ou les surfaces à courbure constante ; l'égalité à trois dimensions qui sert de base à la définition des surfaces identiques peut, dans toutes nos démonstrations de géométrie infinitésimale, être remplacée par l'égalité à deux dimensions.
Ainsi donc, tant qu'il ne s'agit que de géométrie infinitésimale, l'exposé de la géométrie à deux dimensions des surfaces à courbure constante ne diffère absolument en rien de l'exposé que nous avons donné dans le courant de cette élude.
Mais il n'en est plus de même dès qu'on aborde les figures à dimensions finies ; et cependant, là encore, la géométrie à deux dimensions que nous avons établie s'adapte, lorsqu'on examine de près nos démonstrations, aux surfaces à courbure constante quelconques.
Revoyons en effet nos démonstrations précédentes (42 et suî-
vants) en supposant que nous raisonnions sur des surfaces à courbure constante. Reprenons, par exemple (46), la formule sin9.9(9) = consl. qui nous a conduit à la formule trigonométrique :
sinA sinB sinC
La démonstration suppose expressément que lorsque, dans le triangle ABC, le point B décrit le côté BG, le côté AB vient, par un déplacement continu, prendre la position AC ; car s'il y avait discontinuité dans le déplacement du côté AB, Fapplication de la formule sin9ç(p) = const. cesserait d'être légitime. La formule trigonométrique 8 (47) donne lieu à la même remarque.
Il suit de là que nos formules trigonométriques ne sont démontrées que pour certains triangles seulement, ceux où deux côtés consécutifs quelconques peuvent être amenés à coïncider par un déplacement continu. Nous insistons sur ce point que nous sommes conduit à cette distinction fondamentale uniquement par des considérations de géométrie à deux dimensions.
Cela posé, soient trois géodésiques se coupant aux points A, B et C ; le point A restant fixe, déplaçons le point B sur la géodésique BC de façon que le point B vienne en C ; la géodésique AB se déplacera elle-même ; or si, le point B étant en G, AB ne coïncide pas avec AG, nous en conclurons que le triangle ABC n'est pas de ceux auxquels s'applique notre trigonométrie, et pour simplifier la question nous conviendrons de dire que, seuls, les sommets des triangles qui satisfont à notre trigonométrie sont des points de rencontre de géodésiques, les autres points correspondant à des rencontres fictives, c'est-à-dire, appartenant si l'on veut, à des géodésiques qui, au voisinage d'un point de ce genre, sont situées sur des feuillets différents de la surface.
Ainsi nous sommes bien ramenés, et cela en nous plaçant uniquement au point de vue de la géométrie à deux dimensions, à cette décomposition de la surface en feuillets superposés, décomposition que nous avions d'abord montrée en géométrie à trois dimensions.
A litre de vérificalion, reprenons (49) le triangle géodésique
— reformé sur une surface cylindrique par l'enroulement de la figure plane ôBAGc; si A'B'C est ce triangle sur le cylindre, on constate immédiatement que si un point M décrit BG, la géodésique AM supposée coïncider d'abord avec AB ne pourra après un déplacement continu venir coïncider avec AG, ce qui est bien d'accord avec ce que nous a donné notre discussion en géométrie à deux dimensions.
Sous le bénéfice de cette discussion, nous pouvons donc considérer la théorie exposée dans ce travail comme constituant strictement la géométrie à deux dimensions des surfaces à courbure constante, ces surfaces étant définies à l'aide de la notion primordiale (3) de l'égalité à deux dimensions.
G'est précisément le résultat que nous avions en vue. Ajoutons, pour terminer, que celte géométrie à deux dimensions, par cela seul qu'elle est indépendante de la troisième dimension, est valable pour un espace à trois dimensions quelconque, au cas où Ton introduirait dans un de ces espaces à trois dimensions les surfaces dont il s'agit.
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