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DES PROBLÉKES QU'ON PEUT CONSTRUIRE SANS Y EMPLOYER QUE DES CERCLES ET DES LIGNES DROITES.
Tous les problèmes de géométrie se peuvent facilement réduire à tels termes, qu'il n*est besoin par après que de connoitre la longueur de quelques lignes droites pour les construire.
Gomment le oalcal d'arithmétique se rapporte aux
opérations de géométrie.
£t comme toute l'arithmétique n'est composée que de quatre ou cinq opérations, qui sont : l'addition, la soustraction, la multiplication^ la division et l'extraction des racines, qu'on peut prendre pour une espèce de division^ ainsi n'a-ton autre chose à faire en géométrie touchant les lignes qu'on cherche pour les préparer à être connues, que leur en ajouter d'autres, ou en ôter; ou bien en ayant une, que je nommerai l'unité pour la rapporter d'autant mieux aux nombres, et qui peut ordinairement être prise à discrétion, puis en ayant
{1} A rinsUr d'antres éditions modernes, on a substitué, dans celle-ci, k quelques signes employés par Descartes ceux qui sont aelnellement usités.
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encore deux autres, en trouver une quatrième qui soit à Tune
de ces deux comme Tautre est à Tunité, ce qui est le même
que la multiplication ; ou bien en trouver une quatrième qui
soit à Tune de ces deux comme Tunité est à Vautre, ce qui est
le même que la division; ou enfin trouver une ou deux, ou
plusieurs moyennes proportionnelles entre Tunité et quelque
autre ligne, ce qui est le même que tirer la racine carrée, ou
cubique, etc. Et je ne craindrai pas d'introduire ces termes
d'arithmétique en la géométrie, afin de me rendre plus Intel*
ligible.
La Multiplication.
Soit, par exemple, AB [fig-i) Tunité,
et qu'il faille multiplier BD par BC,
je n'ai qu'à joindre les points A et G,
puis tirer DE parallèle à CA, et BE est
le produit de cette multiplication.
La Division,
Pig. 1
Ou bien, s'il faut diviser BE par BD, ayant joint les points E et D, je tire A G parallèle à DE, et BG est le produit de cette
division.
L'Extraotion de la racine carrée.
Ou s'il faut tirer la racine carrée de G H {fig, 2), je lui ajoute en ligne droite FG, qui est l'unité, et divisant FH en
deux parties égales au point K, du centre K je tire le cercle FIH, puis élevant du point G une ligne droite jusques à I à angles droits sur FH^ c'est GI la racine cherchée. Je ne dis rien ici de la racine cubique, ni des autres, à cause que j'en parlerai plus commodément ci-après.
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Gomnk«Bt on peut oser de chlttres en géométrie.
Mais souvent on n'a pas besoin de tracer ainsi ces lignes sur le papier, et il s^uffit de les désigner par quelques lettres, chacune par une seule. Comme pour ajouter la ligne BD à GH, je nomme Tune a et l'autre ô, et écris a -{-b; et a — b pour soustraire b de a; et ab pour les multiplier Tune par l'autre ;
et T pour diviser a par b ; et aa ou a^ pour multiplier a par
soi-même ; et a^ pour le multiplier encore une fois par a^ et ainsi à Tinfini ; ei\/ a* +6*, four tirer la racine carrée de a' + ô*; et \/C.a* -^ b^ + ab^^ pour tirer la racine cubique de a* — ft* -f aé-, et ainsi des autres.
Où il est à remarquer que par a', ou d*, ou semblables^ je ne conçois ordinairement que des lignes toutes simples, encore que pour me servir des noms usités en l'algèbre je les nomme des carrés ou des cubes, etc.
U est aussi à remarquer que toutes les parties d'une même ligne se doivent ordinairement exprimer par autant de dimensions Tune que Tautre, lorsque l'unité n'est point déterminée en la question, comme ici a^ en contient autant que ab'^ ou 6^ dont se compose la ligne que j'ai nommée
mais que ce n'est pas de même lorsque l'unité est déterminée, à cause qu'elle peut être sous-entendue partout où il y a trop ou trop peu de dimensions : comme s'il faut tirer la racine cubique de a'é* — b^ il faut penser que la quantité a^b^ est divisée une fois par l'unité, et que l'autre quantité b est multipliée deux fois par'la même.
Au reste, afin de ne pas manquer à se souvenir des noms de ces lignes, il en faut toujours faire un registre séparé à
mesure qu'on les pose ou qu'on les change^ écrivant par exemple :
AB = 1, c'est-à-dire AB égal à 1.
BD «» by etc.
Gommant il iant venir ans équations qui serrent à
résoudre les problèmes.
Ainsi, voulant résoudre quelque problème, on doit d'abord le considérer comme déjà fait, et donner des noms à toutes les lignes qui semblent nécessaires pour le construire, aussi bien à celles qui sont inconnues qu'aux autres. Puis^ sans considérer aucune différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit parcourir la difBculté selon l'ordre qui montre le plus naturellement de tous en quelle sorte elles dépendent mutuellement les unes des autres, jusques à ce qu'on ait trouvé moyen d'exprimer une même quantité en deux façons, ce qui se nomme une équation; car les termes de l'une de ces deux façons sont égaux à ceux de l'autre. Et on doit trouver autant de telles équations qu'on a supposé de lignes qui étaient inconnues. Ou bien, s'il ne s'en trouve pas tant, et que nonobstant on n'omette rien de ce qui est désiré en la question, cela témoigne qu'elle n'est pas entièrement déterminée. Et lors on peut prendre à discrétion des lignes connues pour toutes les inconnues auxquelles ne correspond aucune équation. Après cela, s'il en reste encore plusieurs, il se faut servir par ordre de chacune des équations qui restent aussi, soit en la considérant toute seule, soit en la comparant avec les autres, pour expliquer chacune de ces lignes inconnues, et faire ainsi, en les démêlant, qu'il n'en demeure qu'une seule égale à quelque autre qui soit connue, ou bien doAt le carrée ou le cube, ou le carré de carré, ou le sur solide.
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OU le carré de cube, etc., soit égal à ce qui se produit par Taddltion ou soustraction de deux ou plusieurs autres quantités, dont Tune soit connue, et les autres soient composées de quelques moyennes proportionnelles entre Tunité et ce carré, ou cube, ou carré de carré, etc., multipliées par d*autres connues. Ce que j'écris en cette sorte :
ou xî* = — a:; + i*i
ou z* == + ^-2* + bH — c',
ou s* =a> az^ — c^z + d*, etc.;
c'est-à-dire z, que je prends pour la quantité inconnue, est égale à 6; ou le carré de z est égal au carré de b moins a multiplié par z ; ou le cube de z est égal & a multiplié par le carré de z plus le carré de b multiplié par z' moins le cube de c; et ainsi des autres.
Et on peut toujours réduire ainsi toutes les quantités inconnues à une seule, lorsque le problème se peut construire par des cercles et des lignes droites, ou aussi par des sections coniques, ou même par quelque autre ligne qui ne soit que d*un ou deux degrés plus composée. Mais je ne m'arrête point i à expliquer ceci plus en détail, à cause que je vous ôterois le plaisir de rapprendre de vous-même, et Futilité de cultiver votre esprit en vous y exerçant, qui est, à mon avis, la principale qu'on puisse tirer de cette science. Aussi que je n'y remarque rien de si difficile que ceux qui seront un peu versés en la géométrie commune et en l'algèbre, et qui prendront garde à tout ce qui est en ce traité, ne puissent trouver.
C'est pourquoi je me contenterai ici de vous avertir que, pourvu qu'en démêlant ces équations, on ne manque point à se servir de toutes les divisions qui seront possibles, on aura infailliblement les plus simples termes auxquels la questionpuisse être réduite.
LA GÉOMKTUIK.
Quels sont les problèmes plans.
Et que si elle peut être résolue par la géométrie ordinaire, c'est-à-dire en ne se servant que de lignes droites et circulaires tracées sur une superficie plate, lorsque la dernière équation aura été entièrement démêlée, il n*y restera tout axi plus qu'un carré inconnu, égal à ce qui se produit de l'addition ou soustraction de sa racine multipliée par quelque quantité connue, et de quelque autre quantité aussi connue.
Gomment ils se résolvent.
Et lors cette racine, ou ligne inconnue, se trouve aisément; car si j'ai par exemple
je fais le triangle rectangle NLM {fig. 3) dont le côté LM est
égala 6, racine carrée de la quantité connue 6^, et l'autre LN
est - a, la moitié de l'autre quantité connue qui étoit multl-
Fig. 3.
pliée par 2, que je suppose être la ligne inconnue ; pui3 prolongeant MN, la base de ce triangle, jusques à 0, en sorte que NO soit égale à NL, la toute OM est z^ la ligne cherchée; et elle s'exprime en cette sorte :
Que si j'ai y> «a — ay + ô', et que y soit la quantité qu'il faut trouver, je fais le même triangle rectangle NL M, et de sa base HN j'ôte NP égale à NL, et le reste PM est y, la racine cherchée. De façon que j'ai
ri » ,' »
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Et tout de même si j'avois PM seroit ar^, et j'atirois
et ainsi des autres.
. Enfin, si j'ai
2;S a a;S — fta^
je fais NL {fig. 4) égale à - a, et LM égale à b, comme
devant ; puis, au Jieu «de joindre les points MN, je tire HQR parallèle à LN, et du centre N, ^ par L, ayant décrit un cercle qui la coupe aux points Q et R, la ligne cherchée z est MQ, ou bien HR ; car en ce cas elle s*exprime en deux façons, à savoir
et
Et si le cercle, qui ayant son centre au point N passe par le point L, ne coupe ni ne touche la ligne droite MQR, il n*y a aucune racine en Téquation, de façon qu'on peut assurer que la construction du problème proposé est impossible.
Au reste, ces mêmes racines se peuvent trouver par une infinité d'autres moyens, et j'ai seulement voulu mettre ceuxci, comme fort simples, afin de faire voir qu'on peut cons^ traire tous les problèmes de la géométrie ordinaire sans faire autre chose que le peu qui est compris dans les quatre figures
que j*ai expliquées. Ce que je ne crois pas que les anciens aient remarqué ; car autrement ils n^eussent pas pris la peine d'en écrire tant de gros livres où le seul ordre de leurs propo* sitions nous fait connoitre qulls n'ont point eu la vraie méthode pour les trouver toutes, mais qu'ils ont seulement ramassé celles qu^ils ont rencontrées.
Exemple tiré de Pappus.
Et on peut le voir aussi fort clairement de ce que Pappus a mis au commencement de son septième livre, où, après s'être arrêté quelque temps à dénombrer tout ce qui avoit été écrit en géométrie par ceux qui Tavoient précédé, il parle enfin d*une question qu'il dit . que ni Ëuclide, ni Apollonius, ni aucun autre, n'avoient su entièrement résoudre; et voici ses mots (1) :
Quem autem dicit [Apollonius) in tertio libro locum ad très et quatuor lineas ab Euclide perfectum non esse, neque ipse perficere poterat, neque aliquis alius; sed neque paululum quid addere iis, quœ Euclides scripsit, per ea tantum conica^ quse usque ad Euclidis tempora prmmonstrata sunt, etc,
£t un peu après il explique ainsi quelle est cette question :
At locus ad très et quatuor lineas, in quo {Apollonius) magnifiée se jactat, et ostentat, nulla habita gratia ei, qui prius scripserat, est hujusmodi. Si positione datis tribus rectis lineis ab uno et eodem pitncto, ad très lineas in datis angulis rectœ lineas ducantur, et datasitproportio rectanguli contenti duabus ductis ad quadratum
reliquêB : punctum contingit positione datum solidum
(l) Je eite plntdt It version latine qoe le texte grec, afin qoe chacun l'entende pins aisément.
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locum, hoc est unam ex Mbus conicis sectionibus. Et si ad quatuor rectos lineas positione datas in datis angiilis linesB ducantur; et rectanguli duabus ductis contenii ad eontentum duabus reliquis proportio data sit : similiter punctum datam coni sectionem positione cotitinget. Si quidem igiiur ad duas tantum locus planus ostensus est. Quod si ad plures quant quatuor^ punctum continget locos non adhuc cognitosy sed lineas tantum dictas; quales autem sint^ vel quam habeant proprietatem^ non constat : earum unam, neque primam, et quâs manifestissima videtur, composuerunt ostendentes utilem esse, Propositiones autem ipsdrum hœ sunt.
Si ab aîiquo puncto ad positione datas rectos lineas quinque ducantur rectse linem in datis angulis, et data sit proportio solidi parallelepipedi rectanguH, quod tribus ductis lineis continetur ad solidum parallelepipedum rectangulum, quod continetur reliquis duabus, et data quapiam linea^ punctum positione datam lineam con-' tinget. Si autem ad sex, et data sit proportio solidi tribus lineis contenti ad solidum, quod tribus reliquis continetur; rursus punctum continget positione datam lineam. Quod si ad plures quam sex, non adhuc habent dicere, an data sit proportio cujuspiam contenti quatuor lineis ad id quod reliquis continetur, quoniam non est aliquid eontentum pluribus quam tribus dimensionibus ,
Où je vous prie de remarquer en passant que le scrupule que faisoient les anciens d'user des termes de Tarithmétique en la géométrie, qui ne pouvoit procéder que de ce qu'ils ne voyoient pas assez clairement leur rapport^ causoit beaucoup d'obscurité et d'embarras en la façon dont ils s'expliquoient : car Pappus poursuit en cette sorte :
Acquiescuni autem his, qui paulo ante talia interpre-
tali sunt; neque unum aliquo pacto comprehensibile significantes quod his continetur. Licebit autem per conjunctas proportiones haec, et dicere^ et demonstrare universe in dictis proportionibus^ atque his in hune modum. Si ab aliquo puncto ad positione datas rectos lineas ducantur rectal lineœ in datis angulis, et data sitpropor* tio conjuncta ex ea, quant habet una ductarum ad unam, et altéra ad alteram, et alia ad aliam, et reliqua ad datant lineam^ si sint septem; si vero octo, et reliqua ad reliquam : punctum continget positione datas lineas. Et similiter quotcumque sint impares vel pares multitudine^ cum hœc^ ut dixi^ loco ad quatuor lineas respondeant^ nullum igitur posuerunt ita ut linea nota sit, etc. La question donc qui a.veit été commencée à résoudre par Euclide el poursuivie par Apollonius, sans avoir été achevée par personne, étoit telle : Ayant trois ou quatre, ou plus grand nombre de lignes droites données par position ; premièrement on demande un point duquel on puisse tirer autant d'autres lignes droites, une sur chacune des données, qui fassent avec elles des angles donnés, et que le rectangle contenu en deux de celles qui seront ainsi tirées d'un même point, ait la proportion donnée avec le carré de la troisième, s'il n*y en a que trois ; ou bien avec le rectangle des deux autres, s'il y en a quatre; ou bien,, s'il y en a cinq, que le parallélipipède composé de trois ait la proportion donnée avec le parallélipipède composé des deux qui restent, et d'une autre ligne donnée; ou s'il y en a six, que le parallélipipède composé de trois ait la proportion donnée avec le parallélipipède des trois autres ; ou s'il y en a sept, que ce qui se produit lorsqu'on en multiplie quatre l'une par l'autre, ait la raison donnée avec ce qui se produit par la multiplication des trois autres, et encore d'une autre ligne donnée;: ou s'il y en
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a huit, que le produit de la multiplication de quatre ait la proportion donnée avec le produit des quatre autres ; et ainsi cette question se peut étendre à tout autre nombre de lignes. Puis à cause qu'il y a toujours une infinité de divers points qui peuvent satisfaire à ce qui est ici demandé, il est aussi requis de connoltre et de tracer la ligne dans laquelle ils doivent tous se trouver. Et Pappus dit que lorsqu'il n'y a que trois ou quatre lignes droites données, c'est en une des trois sections coniques; mais il n'entreprend point de la déterminer ni de la décrire, non plus que d'expliquer celles où tous ces points se doivent trouver, lorsque la question est proposée en un plus grand nombre de lignes. Seulement il ajoute que les anciens en avoient imaginé une qu'ils montroient y être utile, mais qui sembloit la plus manifeste, et qui n'étoit pas toutefois la première.^ Ce qui m*a donné occasion d'essayer si, par la méthode dont je me sers, on peut aller aussi loin qu'ils ont été. .
Réponse à la question de Pappus.
Et premièrement j'ai connu que cette question n'étant proposée qu'en trois, ou quatre^ ou cinq lignes, on peut toujours trouver les points cherchés par la géométrie simple, c'est-àdire en ne se servant que de la règle et du compas, ni ne faisant autre chose que ce qui a déjà été dit; excepté seulement lorsqu'il y a cinq lignes données, si elles sont toutes parallèles : auquel cas, comme aussi lorsque la question est proposée en 6, ou 7, ou 8^ ou 9 lignes, on peut toujours trouver les points cherchés par la géométrie des solides, c'est-à-dii*e en y employant quelqu'une des trois sections coniques; excepté seulement lorsqu'il y a neuf lignes données, si elles sont toutes parallèles : auquel cas, derechef, et encore en 10,
11, 12 ou 13 lignes, on peut trouver les points cherchés le moyen d'une ligne courbe qui soit d'un degré plus co posée que les sections coniques; excepté en treize, si elîf sont toutes parallèles : auquel cas, et en 14, 15, 16 et 17, I faudra employer une ligne courbe encore d'un degré p composée que la précédente, et ainsi à l'infini.
Puis j'ai trouvé aussi que lorsqu'il n'y a que trois ou qué. lignes données, les points cherchés se rencontrent tous, seulement en l'une des trois sections coniques, mais quel fois aussi en la circonférence d'un cercle ou en une droite; et que lorsqu'il y en a cinq, ou six, ou sept, ou tous ces points se rencontrent en quelqu'une dès lignes sont d'un degré plus composées que les sections conique il est impossible d'en imaginer aucune qui ne soit utile à question ; mais ils peuvent aussi derechef se rencontre une section conique, ou en un cercle, ou en une ligne dr<. Et s'il y en a 9, ou 10, ou 11, ou 12, ces points se rencon en une ligne qui ne peut être que d'un degré plus com que les précédentes ; mais toutes celles qui sont d'un i plus composées y peuvent servir, et ainsi à l'infini.
Au reste, la première et la plus simple de toutes, apr sections coniques, est celle qu'on peut décrire par Tint tion d'une parabole et d'une ligne droite, en la façon qii tantôt expliquée. En sorte que je pense avoir entièrf* satisfait à ce que Pappus nous dit avoir été cherché e par les anciens ; et je tâcherai d'en mettre la démonst en peu de mots, car il m'ennuie déjà d'en tant écrire.
Soient {/îg. 5) AB, AD, EF, GH, etc ., plusieurs lign nées par position, et qu'il faille trouver un point, co duquel ayant tiré d'autres lignes droites sur les do comme CB, CD, CF et CH, en sorte que les angles CBA CFE, CHG, etc., soient donnés, et que ce qui est prod
- . En même façon AG
l / — a:, et à cause du 'T est aussi donnée, qui
z (IH est donnée à cause
me de i? à g^ on aura
re de lignes données par
s lignes tirées dessus du
teneur de la question, se
0 par trois termes, dont
iconnue y y multipliée ou
(4 l'autre de la quantité
ii visée par quelque autre
ilé toute connue; excepté
, ou l)ien à la ligne AB,
i quantité x sera nul, ou
ui qui est composé de la
trop manifeste pour que je
signes + et — qui se joi-
Hre changés en toutes les
iiltipliant plusieurs de ces lés a: et y qui se trouvent 'ir que chacune autant de > à lexplicalion desquelles illipliées ; en sorte qu elles lensions en ce qui ne sera (le deux lignes; ni plus de
Sfe..
à cause que le point B tombe entre G et R ; car si R tomboit
bx entre G et B, CR seroit y ; et si G tomboit entre B et R,
bx CR seroit — y H . Tout de même les trois angles du
triangle DRG sont donnés, et par conséquent aussi la proportion qui est entre les côtés CR et CD, que je pose comme
bx cy bcx
de >5 à c, de façon que CR étant y + • — ^ CD sera — + "tt*
Après cela, pource que les lignes AB, AD et EF sont données par position, la distance qui est entre les points A et Ë est aussi donnée, et si on la nomme A, on aura EB égal h k"\-x; mais ce seroit k — x si le point B tomboit entre Ë et A ; et — A: + x si Ë tomboit entre A et B. Et pource que les angles du triangle ESB sont tous donnés, la proportion de
Fig. €.
BE à BS est aussi donnée, et je la pose comme de z à (/, si
^r. , dk + dx , , , , ^^ zy-^-dk + dx
bien que BS est , et la toute CS est -^-^ ;
ÇJ7/ —^ dk • dx mais ce seroit -^ , si le point S tomboit entre
B et G; et ce seroit ?— 3l — _IL — , si G tomboit entre
B et S. De plus les trois angles du triangle FSG sont donnés, et ensuite la proportion de CS à GF, qui soit comme de zke.
LIVRE PREMIER
et la toute CF sera -^^— = z — • . En même façon AG
que je nomme / est donnée, et BG est / — a:, el à cause du triangle BGT, la proportion de BG à BT est aussi donnée^ qui
soit comme de z à /, et BT sera (LzJl^ et CT =MàJjzIl^
Puis .derechef la proportion de GT à CH est donnée à cause du triangle TCH, et la posant comme de z à g^ on aura
Et ainsi vous voyez qu'en tel nombre de lignes données par position qu'on puisse avoir^ loutes les lignes tirées dessus du point G à angles donnés, suivant la teneur de la question, se peuvent toujours exprimer chacune par trois termes, dont Tun est composé de la quantité inconnue y, multipliée ou divisée par quelque autre connue ; et l'autre de la quantité inconnue x^ aussi multipliée ou divisée par quelque autre connue ; et le troisième d'une quantité toute connue ; excepté seulement si elles sont parallèles, ou Jbien à la ligne AB, auquel cas le terme composé de la quantité 2: sera nul, ou bien à la ligne GB, auquel cas celui qui est composé de la quantité y sera nul, ainsi qu'il est trop manifeste pour que je m'arrête à Texpliquer. Et pour les signes + et — qui se joignent à ces termes, ils peuvent être changés en toutes les façons imaginables.
Puis vous voyez aussi que, multipliant plusieurs de ces lignes l'une par l'autre, les quantités x et y qui se trouvent dans le produit n'y peuvent avoir que chacune autant de dimensions qu'il y a eu de lignes à l'explication desquelles elles servent, qui ont été ainsi multipliées ; en sorte qu'elles n'auront jamais plus de deux dimensions en ce qui ne sera produit que par la multiplication de deux lignes ; ni plus de
trois, en ce qui ne sera produit que par la multiplication de trois, et ainsi à TinOni.
Gommant on trouTe que oe problème est plan, lorsqu'il n'est point proposé en plus de cinq lignes.
De plus, à cause que pour déterminer le point C, il n'y a qu'une seule condition qui soit requise, à savoir que ce qui est produit par la multiplication d'un certain nombre de ces lignes soit égal, ou^ ce qui n'est de rien plus malaisé, ait la proportion donnée à ce qui est produit par la multiplication des autres ; on peut prendre à discrétion Tune des deux quantités inconnues x ou y, et chercher l'autre par cette équation, en laquelle il est évident que, lorsque la question n'est point proposée en plus de cinq lignes, la quantité a:, qui ne sert point à l'expression de la première, peut toujours n'y avoir que deux dimensions; de façon que, prenant une quantité connue pour y, il ne restera que a:^ =3 -|- ou — ax + ou — 6^; et ainsi on pourra trouver la quantité x avec la règle et le compas, en la façon tantôt expliquée. Môme, prenant successivement infinies diverses grandeurs pour la ligne y, on en trouvera aussi infinies pour la ligne x^ et ainsi on aura une infinité de divers points, tels que celui qui est marqué C, par le moyen desquels on décrira la ligne courbe demandée.
Il se peut faire aussi, la question étant proposée en six ou plus grand nombre de lignes, s'il y en a entre les données qui soient parallèles à AB ou BC, que l'une des deux quantités x ou y n'ait que deux dimensions en l'équation, et ainsi qu'on puisse trouver le point C avec la règle et le compas. Mais au contraire si elles sont toutes parallèles, encore que la question ne soit proposée qu'en cinq lignes, ce point C ne pourra ainsi être trouvé, à cause que la quantité x ne se trouvant point en
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toute réquation, il ne sera plus permis de prendre une quantité connue pour celle qui est nommée y^ mais ce sera elle qu'il faudra chercher. Et pource qu'elle aura trois dimensions, on ne le pourra trouver qu'en tirant la racine d'une équation cubique, ce qui ne se peut généralement faire sans qu'on y emploie pour le moins une section conique. Et encore qu'il y ait jusques à neuf lignes données, pourvu qu'elles ne soient point toutes parallèles, on peut toujours faire que l'équation ne monte que jusques au carré de carré; au moyen de quoi on la peut aussi toujours résoudre par les sections coniques, en la façon que j'expliquerai ci-après. Et encore qu'il y en ait jusques à treize, on peut toujours faire qu'elle ne monte que jusques au carré de cube ; ensuite de quoi on la peut résoudre par le moyen d'une ligne, qui n'est que d'un degré plus composée que les sections coniques, en la façon que j'expliquerai aussi ci-après. Et ceci est la première partie de ce que j'avois ici à démontrer; mais avant que je passe à la seconde, il est besoin que je dise quelque chose en général de la nature des lignes courbes.
DtscAmtBS. ~ Géométrie,
DE LA NATURE DES LIGNES COURBES
Quelles eont les lignes courbes qu'on peut reoeroir en
géométrie.
Les anciens ont fort bien remarqué qu'entre les problèmes de géométrie, les uns sont plans, les autres solides et les autres linéaires, c'est-à-dire que les uns peuvent être construits en ne traçant que des lignes droites et des cercles; au lieu que les autres ne le peuvent être, qu'on n'y emploie pour le moins quelque section conique ; ni enfin les autres, qu'on n'y emploie quelque autre ligne plus composée. Mais je m'étonne de ce qu'ils n'ont point outre cela distingué divers degrés entre ces lignes plus composées, et je ne saurois comprendre pourquoi il les ont nommées mécaniques plutôt que géométriques. Car de dire que c'ait été à cause qu'il est besoin de se servir de quelque machine pour les décrire, il faudroit rejeter par même raison les cercles et les lignes droites, vu qu'on ne les décrit sur le papier qu'avec un compas et une règle, qu'on peut aussi nommer des machines. Ce n'est pas non plus à cause que les instruments qui servent à les tracer, étant plus composés que la règle et le compas, ne peuvent être si justes ; car il faudroit pour cette raison les rejeter des mécaniques, où la justesse des ouvrages qui sortent de la main est désirée, plutôt que de la géométrie, où c'est seulement la
justesse du raisbnûetnenl qu*on recherche, et qui peut sans doute être aussi parfaite touchant ces lignes que touchant les autres. J« ne dirai pas aussi que ce soit à cause qu'ils n'ont pas voulu augmenter le nombre de leurs demandes, et qu'ils se sont contentés qu'on leur accord&t qu'ils pussent joindre deux points donnés par une ligne droite, et décrire un cercle d'un centre donné qui passât par un point donné; car ils n*ont point fait de scrupule de supposer outre cela, pour traiter dés sections coniques, qu'on pût' couper tout cône donné par un plan donné. Et U n'est besoin de rien supposer pour tracer toutes les lignes courbes que je prétends ici d'introduire, sinon que deux ou plusieurs lignes puissent être mues l'une par l'autre, et que leure intersections en marquent d'autres ; ce qui ne me parolt en rien plus difficile. U est vrai qu'ils n'ont pas aussi entièrement reçu les sections coniques en leur géométrie, et je ne veux pas entreprendre de changer les noms qui ont été approuvés par l'usage; mais il est, ce me semble, très clair que, prenant comme on fait pour géométrique ce qui est précis et exact, et pour mécanique ce qui ne l'est pas, et considérant la géométrie comme une science qui enseigne généralement à connoitre les mesures de tous les corps, on n'en doit pas plutôt exclure les lignes les plus composées que les plus simples, pourvu qu'on les puisse imaginer ^tre décrites par un mouvement continu, ou par plusieurs qui s'entre-suivent, et dont les derniers soient entièrement réglés par ceux qui les précèdent; car par ce moyen on peut toujours avoir une connoissance exacte de leur mesure. Mais peut-être que ce qui a empêché les anciens géomètres de recevoir celles qui étoient plus composées que les sections coniques, c'est que les premières qu'ils ont considérées, ayant par hasard été la spirale, la quadratrice et semblables, qui n'appartiennent véritablement qu'aux mécaniques, et ne sont
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poiat dn nombre de celles que je pense devoir ici être reçues, i. cause qu'on les imagine décrites par deux mouvements séparés, et qui n'ont entre eux aucun rapport qu'on puisse mesurer exactement; bien qu'ils aient après examiné la coucboïde, la cissolde, et quelque peu d'autres qui en sont, toutefois h cause qu'ils n'ont peut-être pas assez remarqué leurs propriétés, ils n'en ont pas fait plus d'état que des premières ; ou bien c'est que, voyant qu'ils ne connoissoient encore que peu de cboses touchant les sections coniques, et qu'il leur en restoit même beaucoup, touchant ce qui se peut faire avec la règle et le compas, qu'ils ignoroient, ils ont cru ne devoir point entamer de matière plus dîRlcile. Hais pource que j'espère que dorénavant ceux qui auront l'adresse de se servir du calcul géométrique ici proposé, ne trouveront pas assez de quoi s'arrêter touchant les problèmes plans ou solides, je crois qu'il est à propos que je les invite k d'autres recherches, où ils ne manqueront jamais d'exercice.
Voyez les lignes AB, AD, AF et semblables {fîg. 7), que je suppose avoir été décrites par l'aide de l'instrument YZ,qui est composé de plusieurs règles tellement jointes que celle qui est
marquée YZ étant arrêté sur la ligne AN, on peut ouvrir et fermer l'angle XYZ, et que lorsqu'il est tout fermé, les points
fi, C, D, E, F, G, H sont tous assemblés au point A ; mais qu'à mesure qu'on Touvre, la règle BC, qui est jointe à angles droits avec XY au point B, pousse vers Z la règle CD, qui coule sur YZ en faisant toujours des angles droits avec elle ; et CD pousse DE, qui coule tout de même sur YX en demeurant parallèle à BC ; DE pousse EF, EF pousse F6, celle-ci pousse 6H, et on en peut concevoir une infinité d'autres qui se poussent consécutivement en même façon, et dont les unes fassent toujours les mêmes angles avec YX et les autres avec YZ. Or, pendant qu'on ouvre ainsi l'angle XYZ, le point B décrit la ligne ÂB, qui est un cercle ; et les autres points D, F, H, où se font les intersections des autres règles, décrivent d'autres lignes courbes AD, AF, AH, dont les dernières sont par ordre plus composées que la première, et celle-ci plus que le cercle; mais je ne vois pas ce qui peut empêcher qu'on ne conçoive aussi nettement et aussi distinctement la description de celte première que du cercle, ou du moins que des sections coniques ; ni ce qui peut empêcher qu'on ne conçoive la seconde, et la troisième, et toutes les autres qu'on peut décrire, aussi bien que la première ; ni par conséquent qu'on ne les reçoive toutes en même façon pour servir aux spéculations de géométrie .
La façon de distinguer toutes les lignes oourbes en certains genres, et de oonnottre le rapport qu'ont tous leurs points à oeuz des lignes droites.
Je pourrois mettre ici plusieurs autres moyens pour tracer et concevoir des lignes courbes qui seroient de plus en plus composées par degrés à l'infini ; mais pour comprendre ensemble toutes celles qui sont en la nature, et les distinguer par ordre en certains genres, je ne sache rien de meilleur que de dire que tous les points de celles qu'on peut nommer
géométriques, c'est-à-dire qui tombent sous quelque mesure précise etexacte, ont nécessairement quelque rapport à tous les points d'une ligne droite, qui peut être exprimée par quelque équation, en tous pai* une même ; et que, lorsque cette équation ne monte que jusqu'au rectangle de deux quantités indéterminées, ou bien au carré d'une même, la ligne courbe est du premier et plus simple genre, dans lequel il n'y a que le cercle, la parabole, l'hyperbole et l'ellipse qui soient comprises ; mais que lorsque l'équation monte jusqu'à la troisième ou quatrième dimension des deux, ou de l'une des deux quantités indéterminées (car il en faut deux pour expliquer ici le rapport d'un point à un autre), elle est du second ; et que lorsque l'équation monte jusqu'à la cinquième ou sixième dimension, elle est du troisième ; et ainsi des autres à rinfmi.
Comme si je veux savoir de quel genre est la ligne EC (fig.8).
que j'imagine être décrite par l'intersection de la règle 6L et du plan recti- Ugne CNKL, dont le côté KN est indéfiniment prolongé vers C, et qui, étanl mu sur le plan de dessous en ligne droite, c'est-à-dire en telle sorte que son diamètre KL se trouve toujours appliqué sur quelque endroit de la ligne B A prolongée de part et d'autre, fait mouvoir circulairement cette règle 6L autour du point G, à cause qu'elle lui çst tellement jointe qu'elle passe toujours par le point L. Je choisis une ligne droite comme AB, pour rapporter à ses divers points tous ceux de cette ligne courbe EC; et en cette ligne AB je choisis un point comme A, pour commencer par lui ce calcul. Je dis que je choisis et l'un et l'autre, à cause qu'il est libi*e de les prendre tels qu'on veut; car encore qu'il
y ait beaucoup de choix pour rendre Téquation plus courte et plus aisée, toutefois en quelle façon qu'on les prenne, on peut toujours faire que la ligne paroisse de même genre, ainsi qull est aisé à démontrer. Après cela prenant un point à discrétion dans la courbe, comme Ç, sur lequel je suppose que rinstrument qui sert à la décrire est appliqué, je Ure de ce point C la ligne CB parallèle h GA, et pource que GB^t BA sont deux quantités indéterminées et inconnues, je les nomme Tune y et l'autre x; mais afin de trouver le rapport de Tune à Tautre, je considère aussi les quantités connues qui déterminent la description de cette ligne courbe, comme GA, que je nomme a, KL que je nomme A, et NL, parallèle ^ GA, que je nomme c ; puis je dis, comme NL est à LK, ou c à 6, ainsi
CB ou y est à BK, qui est par conséquent - y: et BL est
JL l
- y — i, et AL est a: + ^ y — *• ^^ flMs^ comme CB est à LB, ou y à - y — é, ainsi AG ou« est àLA ou a: + - y — 4;
de façon que, multipliant la seconde par la troisième on
nh h
produit — y — ai qui est égale à ay + - y" — iy, qui fie c c
produit en multipliant la première par la dernière : et ainsi Téquation qu'il falloit trouver est
ex
y^^cy— 1 y + ay — oc,
de laquelle on connoit que la ligne EC est du premier genre, comme en effet elle n'est autre qu'une hyperbole.
Que si, en l'instrument qui sert à la décrire, on fait qu'au lieu de la ligne droite CNK,cesoit cette hyperbole, ou quelque autre ligne courbe du premier genre, qui termine le plan CNKL, l'intersection de cette ligne et de la règle GL décrira,
au lieu de Thyperbole £C, une autre ligne courbe qui sera d'un second genre. Comme si GNK est un cercle dont L soit le centre, on décrira la première conciioïde des anciens ; et si c*est une parabole dont le diamètre soit KB, on décrira la ligne courbe que j'ai tantôt dit être la première et la plus simple pour la question de Pappus, lorsqu'il n'y a que cinq lignes droites données par position ; mais si au lieu d'une de ces lignes courbes du premier genre, c'en est une du second qui termine le plan CNKL, on en décrira, par son moyen, une du troisième, ou si c'en est une du troisième, on en décrira une du quatrième, et ainsi à l'infini, comme il est fort aisé à connoitre par le calcul. Et en quelque autre façon qu'on imagine la description d'une ligne courbe,pourvu qu elle soit du nombre de celles que je nomme géométriques, on pourra toujours trouver une équation pour déterminer tous ses points en cette, sorte.
Au reste, je mets les lignes courbes qui font monter celte équation jusqu'au carré de carré, au même genre que celles qui ne la font monter que jusqu'au cube; et celles dont l'équation monte au carré de cube, au même genre que celles dont elle ne monte qu'au sursolide^ et ainsi des autres : dont la raison est qu'il y a règle générale pour réduire au cube toutes les difiicultés qui vont au carré de carré, et au sursolide toutes celles qui vont au carré du cube ; de façon qu'on ne les doit point estimer plus composées.
Mais il est à remarquer qu'entre les lignes de chaque genre, encore que la plupart soient également composées, en sorte qu'elles peuvent servir à déterminer les mêmes points et construire les mêmes problèmes,il y en a toutefois aussi quelques-unes qui sont plus simples, et qui n'ont pas tant d'étendue en leur puissance ; comme entre celles dû premier genre, outre l'ellipse, l'hyperbole et la parabole, qui sont également
composées, le cercle y est aussi compris, qui manifestement est plus simple ; et entre celles du second genre, il y à la conchoîde vulgaire, qui a son origine du cercle ; et il y en a encore quelques autres qui, bien qu'elles n'aient pas tant d'étendue que la plupart de celles dû même genre, ne peuvent
toutefois être mises dans le premier.
Suite de rexplioatlon de la question de Pappus^ mise au
livre précédent
Or, après avoir ainsi réduit toutes les lignes courbes à certains genres, il m'est aisé de poursuivre en la démonstration de la réponse que j'ai tantôt faite à la question de Pappus ; car premièrement, ayant fait voir ci-dessus que, lorsqu'il n'y a que trois ou quatre lignes droites données, l'équation qui sert à déterminer les points cherchés ne monte que jusqu'au carré, il est évident que la ligne courbe où se trouvent ces points est nécessairement quelqu'une de celles du premier genre, à cause que cette même équation explique le rapport qu'ont tous les points des lignes du premier genre à ceux d*une ligne droite ; et que lorsqu'il n'y a point plus de huit lignes droites données, cette équation ne monte que jusqu'au carré de carré tout au plus, et que par conséquent la ligne cherchée ne peut être que du second genre, ou au-dessous ; et que lorsqu'il n'y a point plus de douze lignes données, l'équation ne monte que jusqu'au carré de cube, et que par conséquent la ligne cherchée n'est que du troisième genre, ou au-dessous ; et ainsi des autres. £t même à cause que la position des lignes droites données peut varier en toutes sortes, et par conséquent faire changer tant les quantités connues que les signes -f- et — de l'équation, en toutes les façons imaginables, il est évident qu'il n'y a aucune ligne
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courbe du premier genre qui ue soit utile à cette question, quand elle est proposée en quatre lignes droites ; ni aucune du second qui n*y soit utile, quand elle est proposée en huit ; ni du troisième,quand elle est proposée en douze ; et ainsi des autres : en sorte qu'il n'ya pas une ligne courbe qui tombe sous le calcul et puisse être reçue en géométrie, qui n'y soit utile pour quelque nombre de lignes.
Solution de cette question quand elle n'est proposée qu'en
trois ou quatre lignes.
Mais il faut ici plus particulièrement que je détermine et donne la façon de trouver la ligne cherchée qui sert en chaque cas, lorsqu'il n'y a que trois ou quatre lignes droites données ; et on verra, par même moyen, que le premier genre des lignes courbes n'en contient aucunes autres que les trois sections coniques et le cercle.
Fig, 9,
Reprenons les quatre lignes AB, AD, EF et GH [fig. 9) données ci-dessus^ et qu'il faille trouver une autre ligne en laquelle il se recontre une infinité de points tels que C, duquel ayant tiré les quatre lignes CB, CD, CF et CH, à angles donnés sur
les données, CB multipliée par CF produit une somjsie égale à CD multipliée par CH ; c'est-à-dire, ayant fait
et CH = ^fLdlMll^, Téquation est
> __ (cfglz-- dekz^) y — (dez'^+cfgz — hcgz) xy-^-bcfglx—bcfgx^ ^"^ ez^ — cgz^ '
an moins en supposant ez plus grand que cg^ cai* s'il étoit
moindre il faudroit changer tous les signes -f- et — . Et si la
quantité y se trou voit nulle ou moindre que rien en cette
équation, lorsqu'on a supposé le point G en Tangle DA6, il
faudroit le supposer aussi en Tangle DAE, ou EAR, ou RAG,
en changeant les signes -|- et — selon qu'il seroit requis à cet
effet. Et si en toutes ces quatre positions la valeur de t/ se
trouvoit nulle, la question seroit impossible au cas proposé.
Mais supposons-la ici être possible, et pour en abréger les
cfoliZ ~^ dcJcz^
termes, au lieu des quantités -^^-^ — , écrivons ^w,
^ az' — cgz^
et an lieu de m ^ o — -^^ écrivons — : et ainsi nous
ez^ — cpz^ z
aurons
^ « ^n , bcflgx — bcfgx^
^ ^ ^ z ez^ — cgz^
dont la racine est
^^ , A / n 2mnx , n'a:* .
bcfqlx — bcfqx^ ez^ — cgz^
... 1. ^ ,. j ^^'^ . hcfql et derechef pour abréger, au lieu de — 1-
z ez^ — cgz*
71* bcfû f)
écrivons o ; et au lieu de —, ; — — — s, écrivons - ; car
s* ez^ — cgz^ m
ces quantités étant toutes données, nous les pouvons nommer comme il nous plaît : et ainsi nous avons
jî ' V m
qui doit être la longueur de la ligne BC, en laissant AB ou x indéterminée. Et il est évident que la question n'étant proposée qu*en trois ou quatre lignes, on peut toujours avoir de tels termes, excepté que quelques-uns d'eux peuvent être nuls, et que les signes + et — peuvent diversement être changés. Après cela je fais Kl égale et parallèle à BA, en sorte qu^elle coupe de BC la partie BK égale à m, à cause qu'il y a ici -}- m ; et je Taurois ajoutée en tirant cette ligne IK de l'autre côté, s'il y avoit eu — m ; et je ne l'aurois point du tout tirée, si la quantité m eût été nulle. Puis je tire aussi IL, en sorte que la ligne IK est à KL comme z est an; c'est-à-dire
que IK étant x^ KL est - x. Et par même moyen je connois
aussi la proportion qui est entre KL et IL, que je pose comme
7ï CL
entre n et a ; si bien que KL étant - x^ IL est - x. Et je fais
fï
que le point K soit entre L et C, à cause qu'il y a ici x\
au lieu que j'aurois mis L entre K et G, si j'eusse eu
-f- - j: ; et je n'eusse point tiré cette ligne IL, si - a: eût été
nulle.
Or, cela fait, il ne me reste plus pour la ligne LC que ces termes
d'où je vois que s'ils étoient nuls, ce point G se trouveroit en la ligne droite IL ; et que s'ils étoient tels que la racine s'en
là
pût tirer, c'est-à-dire que m^ et - x* étant marqués d'un
même signe -f- ou — , o' fût égal à 4pmj ou bien que les
termes m' et ox, ou ox et - x^ fussent nuls, ce point C se
trouveroit en une autre ligne droite qui ne seroit pas plus malaisée à trouver que IL. Mais lorsque cela n'est pas, ce point C est toujours en Tune des trois sections ou en un cercle dont Tun des diamètres est en la ligne IL, et la ligne LC est Tune de celles qui s'appliquent par ordre à ce diamètre ; ou au contraire LC est parallèle audiamètre, auquel celle qui est en la ligne IL est appliquée par ordre ; à savoir si le terme
^ X* est nul, cette section conique est une parabole ; et. s'il
est marqué du signe -}-, c'est une hyperbole ; et enfin s'il est
marqué du signe — f c'est une ellipse, excepté seulement si la
quantité a^m est égale à pz^^ et que l'angle ILC soit droit,
auquel cas on a un cercle au lieu d'une eUipse. Que si cette
oz section est une parabole, son côté droit est égal à —, et son
diamètre est toujours en la ligne IL ; et pour trouver le point N, qui en est le sommet, il faut faire IN égale à — ; et
que le point I soit entre L et N, si les termes sont •^m^-^-ox] ou bien que le point L soit entre I et N, s'ils sont 4* ^' — ox; ou bien il faudroit que N fût entre I et L, s'il y avoit — m*-f- ox. Mais il ne peut jamais y avoir — m^, en la façon que les termes ont ici été posés. Et enfin le point N seroit le même que le point I si la quantité m} étoit nulle; au moyen de quoi il est aisé de trouver cette parabole par le premier problème do premier livre d'Apollonius.
Que si la ligne demandée est un cercle, ou une ellipse, ou une hyperbole, il faut premièrement chercher le point M qui
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en est le centre, et qui est toujours en la ligne droite IL; ou bn le troi{ye en prenant -^ — pour IM, en sort^ . que si laquantité 0 est nulle, ce centre est justement au point I. Et si la ligne cherchée est un cercle ou une ellipse, on doit prendre le point M du même côté que le point L, au respect du point I,' lorsqu'on a + ox; et lorsqu'on a — ox^ on le doit prendre de l'autre. Mais tout au contraire, en Thyperbole, si oli a — ox^ ce centre M doit être vérâ L; et si on a -|- ox^ il doit être de Tautre côté . Après cela le côté droit de la figure doit être
^ 4mpz*
lorsqu'on a + ^^^ ®l <1^® 1* \igne cherchée est un cercle ou une ellipse; ou bien lorsqu'on a — m*, et que c'est une hyperbole. Et il doit être •
4mpz^
(fl
si la ligne cherchée, étant un cercle ou une ellipse, on a — ni^\ ou bien si étant une hyperbole, et la quantité o^
étant plus grande que 4mp^ on a + m*. Que si la quantité
oz
m* est nulle, ce côté droit est — ; et si ox est nulle, il est
si
4mp£
Puis, pour le cùté traversant, il faut trouver une ligne qui soit à ce côté droit comme a^m est kpz^; k savoir si ce côté droit est
le traversant est
LITBE SECOND
Et en tous ces cas le diamètre de la section est en la ligne IM, et LC est l'une de celles qui lui est appliquée par ordre. Si bien que, faisant MN égale à la moitié du côté traversant, et le prenant du même cOlé du point M qu'est le point L, on a le point N pour le sommet de ce diamètre ; ensuite de quoi il est aisé de trouver la section par les second et troisième problèmes du premier livre d'Apollonius.
Mais quand cette section étant une hyperbole, on a -{- m% et que la quantité o^ est nulle ou plus petite que 4pm, on doit tirer du centre M la ligne MOP parallèle à LC, et CP parallèle à LM, et faire MO égale à
Fig, 10,
OU bien la faire égale à m si la quantité ox est nulle ; puis considérer le point 0 comme le sommet de cette hyperbole, dont le diamètre est OP, et CP la ligne qui lui est appliquée par ordre, et son cùté droit est
4(âm^ (àà^m^
et son côté traversant est
ohn
excepté quand ox est nulle, car alors le côté drojt est 5- ,
et le traversant est 2m ; et ainsi il est aisé de la trouver par le troisième problème du premier livre d^Âpollonius .
D^monatraiion de tout ce qai -vient d'être expliqué.
Et les démonstrations de tout ceci sont évidentes; car composant un espace des quantités que j*ai assignées pour le côté droit, et le traversant, et pour le segment dû diamètre NL ou OP, suivant la teneur du 11% du 12* et du 13" théorème du premier livre d'Apollonius, on trouvera tous les mêmes termes dont est composé le carré de la ligne CP, ou CL, qui est appliquée par ordre à ce diamètre. Comme en cet exemple,
ôtant IM qui est - — , de NM qui est
2pz
atn 2pz
V 0* -|- 4mp\
j'ai IN, à laquelle ajoutant IL qui est - Xy j'ai NL qui est
aom , am . .
et ceci étant multiplié par - V/ 0^ + 4mp, qui est le côté droit de la figure, il vient
xV 0^ + 4mp — jI^[/ o^ + 4mp + ^ + 2m^,
pour le rectangle, duquel il faut ôter un espace qui soit au carré de NL comme le côté droit est au traversant, et ce carré de NL est
à^om
pj5* pz^ ^ ' -^ • ifjoV ' pz^ a^om^.y ^ ■ ■
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qa'i\ faut diviser par a'm et inultiplier par ps', à cause que ces termes expliquent la proportion qui est entre le c6té traversant et le droit, et il vient
^ir» — oa! + iv'o* + 4mp + ^ — ;^ v'''* + 4w»P + ">*i ce qa'il faut Ater du recUngle précédent, et on trouve
> le carré de CL, qui par conséquent est une ligne appU- : par ordre dans une ellipse, ou dans un cercle, au segt du diamètre NL.
si OD veut expliquer toutes les quantités données par bres, en faisant par exemple£A ^a 3, AG = 5j AB<bb BR, - I BE, GB — BT, CD = I CR, CF = 2CS, CH = | CT, je l'angle ABR soit de 60 degrés, et enfin que le rectangle deux CB et CF soit égal au rectangle des deux autres CD f ; car il faut avoir toutes ces choses aQn que la question entièrement déterminée ; et avec cela, supposant AB :=: x, ) ^ ^, on trouve par la façon ci-dessus expliquée tf* ='îy — xy + 6x — X*,
^i-.x+Ui + Ax-jX',
en que BK doit être 1, KL doit être la moitié de Kl; et ce que l'angle IKL ou ABR est de 60 degrés, et KIL qui 1 moitié de KIB ou IKL, de 30, ILK est droit. Et pource
IK ou AB est nommée x, KL est - ^, et IL est x v/- 1 quantité qui étoit tanlAt nommée z est i, celle qui a est t / -, celle qui étoit m est 1, celle qui éloit 0 est 4,
i*ct*iH. — GivmtlTit. B
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et celle qui étoit /) est -, de façon qu'on & 1/ - pour DU,
pour NM; et pource que a'm, qui est -, est ici égal
à pz*, et que i^angle ILC est droit, on trouve que la ligne courbe NC est un cerde. Et on peut facilement examiner tous les autres cas en même sorte.
Quels sont les lieux plans et solides, et la façon de les
Au reste, à cause que les équations qui ne montent que jusqu'au carré sont toutes comprises en ce que je viens d*expBquer, non seulement le proMème des anciens en trots et qvratré lignes est ici entîèremeat achevé, mais aussi tout ce qpoî «i^iaritent à ce qu'ils nommoient la eomposkioD desUeax solides, et par conséquent aussi à celle des lieux plans, à cause qu'ils sont compris dans les solides : car ces lieux ne sont autre chose, sinon que, lorsqu'il est question de trouver quelque point auquel il manque une condition pour être entièrement déterminé, ainsi qu'il arrive en cet exemple, tous les points d'une même ligne peuvent être pris pour celui qui est demandé : et si cette ligne est droite ou circulaire, on la nomme un lieu plan ; mais si c'est une parabole, ou une hyperbole, ou une ellipse, on la nomme un lieu solide : et toutefois et quantes que cela est, on peut venir à une équation qui contient deux quantités inconnues, et est pareille à quelipi'une de celles que je viens de résoudre. Que si la ligne qui détermine ainsi le point cherché est d'un degré plus composée que les sections coniques, on la peut nommer, en même façon, un lieu sursoUde, et ainsi des antres. Et s'U manque deux conditions à la détermination de ce point, le lieu oti il se trouve est une superficie, laquelle peut être tout
de même ou plate, on sphéri^jne, cm pins eompoiée. Mais le plus bsvi bal qn'àieat e» les anciens en eelle matière a été de parvenir à la composition des lieux solides ; et il semble que tout ce qu'Apollonius a écrit des sections coniques n'a été qu'à dessein de la chercher.
De plus, on voit ici que ce que j'ai pris pour le premier genre des lignes courbes n'en peut comprendre aucunes autres que le cercle, la parabole^ Thyperbole et Tellipse, qui est tout ce que j'avois entrepris de prouver.
Qaelleest la première et la pine aliiipla Ae ioutea les lignes oonrbes qui servent en la qnestion des anciens quand elle est proposée en cinq lignes.
Que si la question des anciens est proposée en cinq lignes qui soient toutes parallèles, il est évident que le point eiierebé sera toujours en une ligne droite; mais si die est proposée en cinq lignes, dont il y en ait quatre qui soient parallèles, et qne la cinquième les coupe à angles droits, et même que to»tes les lignes tirées du point cherché les rencontre»! ausei à angles droits, et enfin que le par aUélipipède composé de trois des lignes ainsi tirées sur trois de ceUes qui sont parai'* lèles soil égal au parallélipipède composé des deux lignes tirées. Tune sur la quatrième de celles qui sont parallèles, et Tautre sur celle qui les coupe à angles droits, et d'une troî^ sième ligne donnée, ce qui esè, ce semUe, le plus simple cas ^'on puisse imaginer après le précédent, le point cherché ^ sera en la Hgne courbe qni est décrite par le mouvement
d^nne parabole, en la ia^on ci-dessus expliquée.
Soient par exemple les lignes données AB, IH, ED, GF^ et GA (fig. i /), et qu'on demande le point C^ en sorte que tirant CB, CF^. C^, CH et CM à angles droits sur les donnée», le pamdiélipipède de» troie CF, CD et CH soit égal à celui des
deux autres ÇB et CH, et d'une troisième qui Boit AI. Je pose CB » y, CH =• X, AI ou AË ou GE « a; de facoa que
le point C étsnt entre les lignes AB et DB, j'ai CF ■■ 2a — y, CD^a — y, etCH = ^H- a; et multipliant ces trois l'ime psr l'autre, j'ai y' — 2ay* — a*y + 2^* égal nu produit des trois autres, qui est ox^. Après cela je considère la ligue courbe CEG, que j'imagine être décrite par l'intersection de laparaboleCKN, qu'on fait mouvoir en telle sorte que son diamètre KL est toujours sur la ligne droite AB, et de la règle GL qui tourne cependant autour du point G en telle sorte qu'elle passe toujours dans le plan de celte parabole parle point L. Et je fais KL —1 a, et le câté droit principal, c'est-i-dire celui qui se rapporte à l'essieu de cette parabole, aussi égal à a, et GA «= 2o, et CB ou MA — y, et CM ou AB = x. Puis fc cause des triangles semblables GMC et GBL, GU qui est 2a — y, est h. MC qui est x, comme CB qui est y, est à BL
2a* — oy — ay
. Et enSn pource
que ce même BK, étant un segment du diamètre de la parabole, est à BC qui lui est appliquée par ordre, comme celle-ci est au côté droit qui est ez, le calcul montre que y* — lay^ — ah/ + 2a' est égal à axy ; et par conséquent que le point C est celui qui étoit demandé. £t il peut être pris en tel endroit de la ligne CEG qu'on veuille choisir^ ou aussi en son adjointe cEGc^ qui se décrit en même façon, excepté que le sommet de là parabole est tourné vers Tautre côté, ou enfin en leurs contreposées NIo, nlO, qui sont décrites par Tintersection que fait la ligne GL en l'autre côté de la parabole KN.
Or^ encore que les parallèles données AB, IH, ED et GF, ne fassent point également distantes, et que GA ne les coupât point à angles droits, ni aussi les lignes tirées du point C vers elles, ce point C ne laisseroit pas de se trouver toujours en une ligne courbe qui seroit de même nature : et il s'y peut aussi trouver quelquefois, encore qu'aucune des lignes données ne soient parallèles. Mais si lorsqu*il y en a quatre ainsi paraUèles, et une cinquième qui les traverse, et que le parailélipipède de trois des lignes tirées du point cherché. Tune sur cette cinquième, et les deux autres sur deux de celles qui sont parallèles, soit égal à celui des deux tirées sur les deux antres parallèles, et d'une autre ligne donnée : ce point cherché est en une ligne courbe d'une autre nature, à savoir en nne qui est telle, que toutes les lignes droites appliquées par ordre à son diamètre étant égales à celles d'une section conique, les segments de ce diamètre qui sont entre le sommet et ces lignes ont même proportion à une certaine ligne donnée, que cette ligne donnée a aux segments du diamètre de la section conique, auxquels les pareilles lignes sont appliquées par ordre. Et je ne saurois véritablement dire que cette ligne soit
moins simple que la précédente, laquelle j*ai cru toutefois
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devoir prendre pour la premlfere, à cauee que la descriptton et le ealcul en sont en quelque façon plus faciles. P; Pour les lignes qui servent aux autres cas, je ne m'arrêterai
point à les distinguer par espèces, car je n*ai pas entrepris de dire tout ; et, ayant expliqué la façon de trouver une infinité de points par où elles passent, je pense avoir assez donné le moyen de les décrire.
g QuellM aoat les lignes ooarbw iiu'on déorit ea trouvant plusieurs de leurs points, qui peuvent être reçues en géométrie.
Même il est à propos de remarquer qu'il y a grande différence entre cette façon de trouver plusieurs points pour tracer une ligne courbe, et celle dont on se sert pour la spirale et ses semblables; car par cette dernière on ne trouve pas indifféremment tous les points de la ligne qu'on cherche, mais seulement ceux qui peuvent être déterminés par quelque mesure plus simple que celle qui est requise pour la composer; et ainsi, à proprement parler, on ne trouve pas un de ses points, c'est-à-dire pas un de ceux qui lui sont tellement propres qu'ils ne puissent être trouvés que par elle ; au lieu qu'il n'y a aucun point dans les lignes qui servent à la question proposée, qui ne se puisse rencontrer entre ceux qui se déterminent par la façon tantôt expliquée. Etpource que. cette façon de tracer une ligne courbe, en trouvant indifféremment plusieurs de ses points, ne s'étend qu'à celles qui peuvent aussi être décrites par un mouvement régulier et continu, on ne la doit pas entièrement rejeter de la géométrie.
Ctaelles sont aussi eelles qu'on déorit aveo une oorde, qui
peuvent y être reçues.
Et on n'en doit pas rejeter non plus celle où on se sert d*un ta ou d'une corde repliée pour déterminer Tégalité ou la dif-
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férenee de deux oa plusieurs ligues droites qui peuvent être tirées d« chaque point de la courbe qu'on cherche, à certains autres points, ou sur certaines autres lignes à certains angles, ainsi que nous avons fait en la Dioptrique pour expliquer Fellipse et Thyperbole; car encore qu'on n'y puisse recevoir aucunes lignes qui semblent à des cordes, c'est-à-dire qui deviennent tantôt droites et tantôt courbes, à cause que la proportion qui est entre les droites et les courbes n'étant pas connue, et même, Je crois, ne le pouvant être par les hommes, on ne pourroit rien conclure de là qui fût exact et assuré. Toutefois à cause qu'on ne se sert de cordes en ces constructions que pour déterminer des lignes droites dont on eonnott parfaitement la longueur, cela ne doit point fidre qu'on les rejette.
One pour trouTar toutes les propri4]tès des lignes courbes Il suttlt de savoir le rapport qu-ont tous leurs points à cens des lignes droites, et la façon de tirer d'autres lignes tmi les coupent en tons ces points à angles droits.
Or de cela seul qu'on sait le rapport qu'ont tous les points d'une ligne courbe à tous ceux d'une ligne droite, en la façon que j'ai expliquée, il est aisé de trouver aussi le rapport qu'ils ont à tous les autres points et lignes données ; et ensuite de connottre les diamètres, les essieux, les centres et autres lignes ou points à qui chaque ligne courbe aura quelque rapport plus particulier ou plus simple qu'aux autres; et ainsi d'imaginer divers moyens pour les décrire, et d'en choisir les plus faciles ; et même on peut aussi, par cela seul, trouver quasi tout ce qui peut être déterminé touchant la grandeur de Tespace qu'elles comprennent, sans qu'il soit besoin que j'en donne plus d'ouverture. Et enfin pour ce qui est de toutes les autres propriétés qu'on peut attribuer aux lignes courbes,
elles ne dépendent que de la grandeur des angles qu'elles font avec quelques autres lignes. Mais lorsqu*on peut tirer des lignes droites qui les coupent à angles droits, aux points où elles sont rencontrées par celles avec qui elles font les angles qu'on veut mesurer, ou, ce que je prends ici pour le même, qui coupent leurs contingentes, la grandeur de ces angles n'est pas plus malaisée à trouver que s'ils étoient compris entre deux lignes droites. C'est pourquoi je croirai avoir mis ici
tout ce qui est requis pour les éléments des lignes courbes,
lorsque j'aurai généralement donné la façon de tirer des lignes droites qui tombent à angles droits sur tels de leurs points qu'on voudra choisir. Et j'ose dire que c'est ceci le probftme le plus utile et le plus général, non seulement que je sache, mais même que j'aie jamais désiré de savoir en géométrie.
Façon générale ponr trouTer daa lignes droitaa, qui eon« pant laa courbas données on lanrs oontingantaa, à ani^aa droita.
Soit CE {fig. 12) la ligne courbe, et quil faille tirer une
ligne droite par le point C, qui fasse avec elle des angles droits. Je suppose la chose déjà faite, et que la ligne cherchée est CP, laquelle je prolonge jusqu'au point P, où elle rencontre la ligne droite GA, que je suppose être celle aux points de laquelle on rapporte tous ceux de la ligne CE ; en sorte que faisant MA ou CB ai y, et CM ou BA •» x^ j'ai quel-
que équation qui explique le rapport qui est entre x eiy; puis jp. fais PC = s, et PA = v, ou PM = t; — y; et à cause du triangle rectangle PMC, j*ai 5^ qui est le carré de la base, égal à ar* + ^^ — 2t?y + y'i î^i sont les carrés des deux côtés ; c'est-à-dire j'ai
X «a y/5* — V* + 2vy — y*, ou bien
y = v + \/s^ — a^; et par le moyen de cette équation, j'ùte de Tautre équation, qui m'explique le rapport qu'ont tous les points de la courbe CE à ceux de la droite G A, l'une des deux quantités indéterminées X ony; ce qui est aisé à faire en mettant partout
v/^* — V* + 2tjy — y^ au lieu de. j?, et le carré de cette somme au lieu de x*, et son cube au lieu de a;', et ainsi des autres, si c'est x que je veuille 6ter ; ou bien si c'est y, en mettant en son lieu
elle carré ou le cube, etc., de cette somme au lieu de y^ ou y*, etc. De façon quïl reste toujours après cela une équation en laquelle il n'y a plus qu'une seule quantité indéterminée X ou y.
Gomme si ce CE est une ellipse, et que MA soit le segment de Bon diamètre, auquel CM soit appliquée par ordre, et qui ait r pour son côté droit et q pour le traversant, on a, par le treizième théorème du premier livre d'Apollonius,
a^^mry y*, d'où ôtant a:', il reste
^ — tj' -I- 2vy — y* = ry — - îf*, ou bien
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car il est mieux en cet endroit de considérer ainsi ensemble tonte la somme qne d'en faire une partie égale à Vautre. Tout de même si CE \fig. 1 S) est la ligne courbe décrite
par le mouvement d'une parabole en la façon ci-dessus expliquée (page iâ), et qu'on ût posé b pour GA, c pour KL, et d pour le côté droit du diamètre KL en Ir parabole, Téquation qui explique le rapport qui est entre a: et j^ est
Fff. 19.
d'où ôtant jr on a y3 — jy« _ cdy + bcd+ dy y/s^ — 1?« + îvy — y* — 0;
et remettant en ordre ces termes par le moyen de la multiplication^ il vient
y* — 2*y» + (6» — îcrf + cP) y* + (46crf — Idh)) y» + (c«rfa — d^s^ + d}v^—Wcd) y* — 26c»ûPy + ô«c«rf«=0,
et ainsi des autres.
Même, encore que les points de la ligne courbe ne se rapportassent pas en la fagon que j*ai dit à ceux d'une ligne droite; mais en toute autre qu'on sauroit imaginer, on ne laisse pas de pouvoir toujours avoir une telle équation. Comme si CE [fig. 44) est une ligne qui ait tel rapport aux
trois points F, G et A, que les lignés droites tirées de chacun de ses points comme C jusques au point F, surpassent la
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ligne FA d*ime qpiantité qui ait certaine proportion donnée à une autre quantité dont Qk surpasse les' lignes tirées des mêmes points jusques i G. Faisons OA •=* i, 'AF mm c, et prenant à diserétion le point G dans la courbe, que la quantité dont CF surpasse FA, soit à celle dont GA surpasse GC, comme d ke; en sorte que si cette quantité qui est indéterminée se nomme s, GF est ^ + 'i
et GG est ft — ^ z. Puis posant MA «=> y, GM est 6 — y, et
FM est c + y^eik cause du triangle rectangle GMG, ôtant le carré de GM du carré de GC, on a le carré de CM, qui est
dP^ — 2 + 26y-y*;
puis Otant le carré de FM du carré de CF, on a encore le carré de CM en d*autres termes^ à savoir 2' -f- 2ez — 2cy — y^ ; et ces termes étant égaux aux précédents, ils font connottre y ou MA, qui est
et substituant cette somme au lieu de y dans le carré de GM, on trouve qu*il s'exprime en ces termes :
bdH^ 4- ceH^ + tbcdH — Jbcdez ^
bd^ + cd^ y •
Puis supposant que la ligne droite PC rencontre la courbe à angles droits au point G, et faisant PC =» 5 et PA a» v comme devant, PM est v — y\ et à cause du triangle rectangle PCM, on a ^ — v^ + îry — y* pour le carré de CM, ou derechef, ayant au lieu de y substitué la somme qui lui est égale, il vient
^ ôd« 4- ce» + eH -d«r
pour Téquation que nous cherchions.
Or après qu'on a trouvé une telle équation, au lieu de s*en servir pour connoltre les quantités x, ou y^ ou Zy qui sont déjà données, puisque le point C est donné, on la doit employer à trouver v ou s^ qui déterminent le point P qui est demandé. Et à cet effet il faut considérer que si ce point P est tel qu'on le désire, le cercle dont il sera le centre, et qui passera par le point C, y touchera la ligne courbe CE sans la couper; mais que si ce point P est tant soit peu plus proche ou plus éloigné du point A qu'il ne doit, ce cercle coupera la courbe, non seulement au point C, mais aussi nécessairement en quelque autre. Puis il faut aussi considérer que lorsque ce cercle coupe la ligne courbe CE, Téquation par laquelle on cherche la quantité x ou y, ou quelque autre semblable, en supposant PA et PC être connues, contient nécessairement deux racines qui sont inégales. Car par exemple, si ce cercle coupe la courbe aux points C et E (fig* i^), ayant tiré EQ
parallèle à CM, les noms des quantités indéterminées xeiy conviendront aussi bien aux lignes EQ et QA qu*à CM et MA; puis PE est égale à PC à cause du cercle, si bien que cherchant les lignes EQ et Q A, par PE et PA qu*on suppose comme données, on aura la même équation que si on cherchoit CM et MA par PC, PA; d'où il suit évidemment que la valeur de X ou de y, ou de telle autre quantité qu'on aura supposée.
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sera double en cette équation^ c'est-à-dire qu*il y aura deux racines inégales entre elles, et dont Tune sera CM, l'autre EQ, si c'est X qu'un cherche, ou bien l'une sera MA et l'autre QÂ, si c'est y*; et ainsi des autres. Il est vrai que si le point Ë ne se trouve pas du même côté de la courbe que le point G, il n'y aura que Tune de ces deux racines qui soit vraie, et l'autre sera renversée ou moindre que rien : mais plus ces deux points G et E sont proches l'un de l'autre, moins il y a de différence entre ces deux racines ; et enfln elles sont entière^ ment égales, s'ils sont tous deux joints en un, c'est-à-dire si le cercle qui passe par G y touche la courbe GE sans la couper.
De plus il faut considérer que lorsqu'il y a deux racines égales en une équation, elle a nécessairement la même forme que si on multiplie par soi-même la quantité qu'on y suppose être inconnue, moins la quantité connue qui lui est égale, et qu'après cela, si cette dernière somme n'a pas tant de dimensions que la précédente, on la multiplie par une autre somme qui en ait autant qu'il lui en manque, afin qu'il puisse y avoir séparément équation entre chacun des termes de l'une et chacun des termes de l'autre.
Gomme par exemple, je dis que la première équation trouvée ci-dessus, à savoir
... . gry — 2yt;y + yt;' — y5«
doit avoir la même forme que celle qui se produit en faisant € égal à y, et multipliant y — e par soi-même, d'où il vient y* — 2^y -|- e*, en sorte qu'on peut comparer séparément chacun de leurs termes, et dire que puisque le premier qui est }f', est tout le même en l'une qu'en Tautre, le second qui
est en Tune ïliLZ— i!l?, est égal au second de l'autre qui
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ait ~ teg ; d'oA eberehont la quantité 9 qoi est ia Bgne PA,
onat? = e ^ + 5'*i ou bien à cause que nous avons
q 2 pourroit trouver ^ par le troisième terme é^ î= ? 2—;
mais ^urce qua la quantité v détermine aseez le point P^ qui est le cMiul que nans eberekiOBS, on n'a pas besoin de piMér PQlre*
Tout ât mèm« la seconde équation tfoorée ei^dessost à savoir
y« — 2éy« + (6' — 2crf + rf») y* + (46crf — 2rf»t?) y*
(îoît avoir même forme que la somme qui se produit lorsqu'on muKïpfie
y*— 2ey + e» par y* + /y* + yV + AV + A* qui est
y* + (/ - 2e) y5 + (ja- 2e/+ e^jy* +(A^ - "^9'+ eYïy" + (A* — 2cA» + eV^) y^ + (eW — 2eA*) y + e»*^ ;
de façon que de ces deux équations j'en tire six autres qui serrent à eonvoUre les six quantités f, y, h^k.t et s, B^oà il est fort aisé à entendre que, de quelque fsnre que puisse être la ligne courbe proposéSr il vient toujours par cette façon de procéder autant d'équations qu'on est obligé de supposer de quantités qui sont inconnues. Mais pour démêler par ordre ces équations^ et trouver enfm k quantité v<, qui est la seule dont on a besoin, et à roeeasioa de laquelle on cherche les autres, il faut premièrement par le second terme chercher /, la pve« mière des quantités inconnues de k dernière somaae, el es trouve
UVRB SECOND. 47
Pois {MOT le âenûer, il fftui ebercher k, la derni^ des quaiw tités inconnues de la même somme, et on trouve
Puis par le troisième terme, il faut chercher g^ la seconde quantité, et on a
Puis par la pénultième, il faut chercher A, la pénultième quantité, qui est
Et ainsi il faudroit continuer suivant ce même ordre jusques à la dernière, s'il y en avoit davantage en cette somme ; car c'est chose qu'on peut toujours faire en même façon.
; Puis, par le terme qui suit en ce même ordre, qui est ici
le quatrième, il faut chercher la quantité v, et on a
ou mettant y au lieu de e qui Ini est égal, on a
peur k ligne ÂP.
i Et ainsi la tr(Msième»équat!on, qni est
a la même forme que
en supposant / égal à z, si bien qu'il y a derechef équation entre — 2/ ou — 2z, et
26crfg — 2bcde — ^(Pv — ^bdev
d'où on connott que la quantité v est
bcd^ ^ bcde + àd^z + ce^z cd^ + bde — e^z + d^z
C'est pourquoi, composant la ligne AP (/îy. i6) de cette
somme égale à t;, dont toutes les quantités sont connues, et tirant du point P ainsi trouvé, une ligne droite vers C, elle y coupe la courbe CE à angles droits ; qui est ce qu'il falloit faire. Et je ne vois rien qui empêche qu'on n'étende ce problème en môme façon à toutes ]es lignes courbes qui tombent sous quelque calcul géométrique.
Même il est à remarquer, touchant la dernière somme, qu'on prend à discrétion pour remplir le nombre des dimensions de l'autre somme lorsqu'il y en manque, comme nous avons pris tantôt y* + /y* + g^y^ + h^y + A*, que les signes + et — y peuvent être supposés tels qu'on veut, sans que la ligne t' ou AP se trouve diverse pour cela,comme vous pourrez aisément voir par expérience ; car s'il falloit que je m'arrêtasse à démontrer tous les théorèmes dont je fais quelque mention, je serois contraint d'écrire un volume beaucoup plus gros que je ne désire. Mais je veux bien en passant vous
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avertir que rinvention de supposer deux équations de même forme, pour comparer séparément tous les termes de Tune à ceux de Tautre, et ainsi en faire naître plusieurs d'une seule, dont vous avez vu ici un exemple, peut servir à une infinité d'autres problèmes, et n'est pas Tune des moindres de la méthode dont je me sers.
Je n'ajoute point les constructions par lesquelles on peut décrire les contingentes ou les perpendiculaires cherchées^ ensuite du calcul que je viens d'expliquer, à cause qu'il est toujours aisé de les trouver, bien que souvent on ait besoin d'un peu d'adresse pour les rendre courtes et simples.
Ezampla da la oonstmeiion de ce problème an la oon-
oholda.
Comme par exemple, si DC (fig. / 7) est la première con-
choîde des anciens, dont A soit le pôle et BH la règle, en sorte que toutes les lignes droites qui regardent vers A, et sont comprises entre la courbe CD et la droite BH, comme DB et CE, soient égales, et qu'on veuille trouver la ligne CG qui la coupe au point C à angles droits, on pourroit, en cherchant dans la ligne BH le point par où cette ligne CG doit passer, selon la méthode ici expliquée, s'engager dans un calcul autant ou plus long qu'aucun des précédents : et tou-
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tefois la construction qui devroit après en être déduite est fort simple ; car il ne faut que prendre CF en la ligne droite CA, et la faire égale à CH qui est perpendiculaire sur HB ; puis du point F tirer FG parallèle & B A et égale à EA ; au moyen de quoi on a le point G, par lequel doit passer CG la ligne cherchée.
Explication de quatre nouveaux genres d'ovales qui
servent à l'optique.
Au reste^ afin que vous sachiez que la considération des lignes courbes ici proposée n'est pas sans usage, et qu'elles ont diverses propriétés qui ne cèdent en rien à celles des sections coniques, je veux encore ajouter ici l'explication de certaines ovales que vous verrez être très utiles pour la théorie de la catoptrique et de la dioptrique. Voici la façon dont je les décris :
Premièrement, ayant tiré les lignes droites FA et AR {fig. /j), qui s'entrecoupent au point A, sans qu'il importe
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à quels angles, je prends en l'une le point F à discrétion, c'est-à-dire plus ou moins éloigné du point A, selon que je veux faire ces ovales plus ou moins grandes, et de ce point
F, comme centre, je décris un cercle qui passe quelque peu au delà du point A, comme par le point 5 ; puis de ce point 5 je tire la ligne droite 56, qui coupe l'autre au point 6, en sorte que A6 soit moindre que AS selon telle proportion donnée qu'on veut, à savoir selon celle qui mesure les réfractions si on s'en veut servir pour la dioptrique. Après cela je prends aussi le point G en la ligne FA du côté où est le point 5, à discrétion, c'est-à-dire en faisant que les lignes AF et GA ont entre elles telle proportion donnée qu'on veut. Puis je fais RA égale à GA en la ligne A6, et du centre G décrivant un cercle dont le rayon soit égal à R6^ il coupe l'autre cercle de part et d'autre au point 1, qui est l'un de ceux par où doit passer la première des ovales cherchées. Puis derechef du centre F je décris un cercle qui passe un peu au-deçà ou ou au delà du point 5, comme par le point 7, et ayant tiré la ligne droite 78 parallèle à 56, du centre G je décris un autre cercle dont le rayon est égal à la ligne R8, et ce cercle coupe celui qui passe par le point 7 au point 1, qui est encore l'un de ceux de la même ovale ; et ainsi on en peut trouver autant d'autres qu'on voudra, en tirant derechef d'autres lignes parallèles à 78, et d'autres cercles des centres F et G.
Pour la seconde ovale il n'y a point de différence, sinon qu'au lieu de AR {fig, y 9) il faut de l'autre côté du point A
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prendre AS égal à AG,et que le rayon du cercle décrit du centre G, pour couper celui qui est décrit du centre F et qui passe par le point 5, soit égal à la ligne S6, ou qu'il soit égal à S8, si c'est pour couper celui qui passe par le point 7, et ainsi des autres ; au moyen de quoi ces cercles s*entre-coupent aux points marqués % 2, qui sont ceux de cette seconde ovale A2X.
Pour la troisième et la quatrième, au lieu de la ligne AG il faut prendre AH {fig. £i et 22) de Tautre côté du point A, à savoir du même qu'est le point F ; et il y a ici de plus à observer que cette ligne AH doit être plus grande que AF, laquelle peut même èlre nulle, en sorte que le point F se rencontre où est le point A en la description de toutes ces ovales. Après cela les lignes AR et AS étant égales à AH, pour décrire la troisième ovale A3Y, je fais un cercle du centre H, dont le rayon est égal à S6, qui coupe au point 3 celui du centre F, qui passe par le point 5; et un autre dont le rayon est égal à SS, qui coupe celui qui passe par le point 7 au point aussi marqué 3, et ainsi des autres. Enfin, pour la dernière ovale, je fais des cercles du centre H, dont les rayons sont égaux aux lignes R6, R8, et semblables, qui coupent les autres cercles aux points marqués 4.
On pourroit encore trouver une infinité d'autres moyens pour décrire ces mômes ovales ; comme par exemple, on peut tracer la première W {fig, 20)^ lorsqu'on suppose les
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lignes FA et AG être égales, si on divise la toute FG au point L, en sorte que FL soit à LG comme A5 à A6, c'est-à-dire qu'elles aient la proportion qui mesure les réfraction^. Puis ayant divisé AL en deux parties égales au point. K, qu'on fasse tourner une règle comme EF autour du point F, en pressant du doigt G la corde £C, qui étant attachée au bout ^ de cette règle vers E, se replie de G vers K, puis de K de re-
I chef vers G, et de G vers G, où son autre bout soit attaché,
en sorte que la longueur de cette corde soit composée de celle des lignes GA,plus AL,plus FE, moins AF ; et ce sera le mouvement du point G qui décrira cette ovale, à limitation de ce qui a été dit en la dioptrique de Tellipse et de Thyperbole ; mais je ne veux point m'arrèter plus longtemps sur ce sujet.
Or, encore que toutes ces ovales semblent être quasi de même nature, elles sont néanmoins de quatre divers genres, chacun desquels contient sous soi une infinité d'autres genres, f * qui derechef contiennent chacun autant de diverses espèces que fait le genre des ellipses ou celui des hyperboles ; car selon que la proportion qui est entre les lignes A5, A6, ou semblables, est différente, le genre subalterne de ces ovales est différent ; puis selon que la proportion qui est entre les lignes AF et AG ou AH est changée, les ovales de chaque genre subalterne changent d'espèce ; et selon que AG ou AH est plus ou moins grande, elles sont diverses en grandeur ; et si les lignes A5 et A6 sont égales, au lieu des ovales du premier genre ou du troisième, on ne décrit que des lignes droites ; mais au lieu de celles du second on a toutes les hyperboles possibles, et au lieu de celles du dernier toutes les ellipses.
£•68 propriétés dé ces ovales toaohant les réflexions et les
réfractions.
Outre cela, en chacune de ces ovales, il faut considérer deux parties qui ont diverses propriétés ; à savoir en la première, la partie qui est vers A {fig, 1 5), fait que les rayons qui étant dans Tair viennent du point F, se retournent tous vers le point 6, lorsqu'ils rencontrent la superficie convexe d'un verre dont la superficie est lAi,etdans lequel les réfractions se font telles que,suivant ce qui a été dit en la dioptrique, elles peuvent toutes être mesurées par la proportion qui est entre les lignes A5 et A6 ou semblables, par Taide desquelles on a décrit cette ovale.
Mais la partie qui est vers Y fait que les rayons qui viennent du point. G se réfléchiroient tous vers F, s'ils y rencontroient la superficie concave d'un miroir dont la figure fût iVi, et qui fut de telle matière qu'il diminuât la force de ces rayons selon la proportion qui est entre les lignes A5 et A6 ; car de ce qui a été démontré en la dioptrique, il est évident que, cela posé, les angles de la réflexion seroient inégaux, aussi bien que sont ceux de la réfraction^ et pourroient être mesurés en même sorte.
En la seconde ovale la partie 2A2 [fig. 49) sert encore pour les réflexions dont on suppose les angles être inégaux ; car étant en la superficie d'un miroir composé de même matière que le précédent, elle feroit tellement réfléchir tous les rayons qui viendroient du point G, qu'ils sembleroient après être réfléchis venir du point F, Et il e&t à remarquer qu'ayant fait la ligne AG beaucoup plus grande que AF, ce miroir seroit convexe au milieu vers A, et concave aux extrémités; car telle est la figure de cette ligne, qui en cela représente plutôt un cœur qu'une ovale.
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Hais son antre partie Xi sert pour les réfractions, et Tait que )es rayons qui étant dans l'air tendent vers F, se détournent vers G en traversant la superficie d'un verre qui en ait la figure.
La troisième ovale sert toute aux réh-actions, et fait que les rayons qui étant dans l'air tendent vers F (/îg. 21),s6-
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TODt rendre vers H dans le verre, après qu'ils ont traversé sa superficie dont la figure est A3Y3, qui est convexe partout, excepté vers A où elle est un peu concave, en sorte qu'elle a la figure d'uQ cœur aussi bien que la précédente ; et la différence qui est entre les deux parties de celte ovale consiste en ce que le point F est plus proche de l'une que n'est le point H, et qu'il est pins éloigné de l'autre que ce même point H.
En même façon la dernière ovale sert toute aux réflexions, et fait que si les rayons qui viennent du point H [fig. 32)
renconiroient la superficie concave â*un miroir de mètne matière que les précédents, et dont la figure fût À4Z4, ils se réfléchiroient tous vers F.
De façon qu*on peut nommer les points F et G ou H les points brûlants de ces ovales, à l'exemple de ceux des ellipses et des hyperboles, qui ont été ainsi nommés en la Dioptrique.
Démonstration des propriétés de oss ovales touchant les
réflexions et réCraotions.
J'omets quantité d'autres réfractions et réflexions qui sont réglées par ces mêmes ovales, car n'étant que les converses ou les contraires de celles-ci, elles en peuvent facilement être déduites. Mais il ne faut pas que j'omette la démonstration de ce que j*ai dit ; et à cet effet prenons, par exemple, le point G {fig. 16) 'k discrétion en la première partie de la première de ces ovales ; puis tirons la ligne droite GP qui coupe la courbe au pointG à angles droits, ce qui est facile par le problème précédent; car prenant b pour AG,c pour AF, c + z pour CF,et sup-
posant que la proportion qui est entre d et e, que je prendrai ici toujours pour celle qui mesure les réfractions du verre proposé, désigne aussi celle qui est entre les lignes A5 et A6 ou semblables, qui ont servi pour décrire cette ovale, ce qui donne
b — -% z pour GG, on trouve que la ligne AP est c«
bcdP — bcde + bd^z + ce^z
cd^ + bde — é^z + (Pz '
ainsi qu*il a été montré ci-dessus (p. 48). De plus, du point P ayant tiré PQ à angles droits sur la droite GF, et PN aussi à angles droits sur GG, considérons que si PQ est à PN comme <f est à e^ c'est-à-dire comme les lignes qui mesurent les
réfractions du verre convexe AC, le rayon qui vient du point F au point C, doit tellement s'y courber en entrant dans ce verre, qu'il s'aille rendre après vers G, ainsi qu'il est très évident de ce qui a été dit en la Dioptrique. Puis enfin voyons par le calcul s'il est vrai que PQ soit à PN comme d esik e. Les triangles rectangles PQF et CMF sont semblables ; d'où il suit que CF est à CM comme FP est à PQ, et par conséquent que PF étant multipliée par CM et divisée par CF est égale à PQ. Tout de même les triangles rectangles PNG et CMG sont semblables ; d'où il suit que GP multipliée par CM et divisée par CG est égale à PN. Puis à cause que les multiplications ou divisions qui se font de deux quantités par une même ne changent point la proportion qui est entre elles, si PF multipliée par CM et divisée par CF est à GP multipliée aussi par CM et divisée par CG, comme d est à e^ en divisant l'une et l'autre de ces deux sommes par CM, puis les multitipliant toutes deux par CF et derechef par CG, il reste FP multipliée par CG qui doit être à GP multipliée par CF, comme d est à e* Or par la construction FP est
bcd^ — bcde + bd^z + cé^z
ou bien
FP
cd^ + bde — é^z + d^z ' bcd^ + cW + bd^z + cd^
cd^ + bde -- eH + d^z '
et CG est b — -jZ\ si bien que, multipliant FP par CG; il vient
bhd^ + bd^ + b^d^z + bcd^z — bcdez — Mez -- bdez^ — cdez^
cd» + ftdc — eiz + â^z '
puis GP est
~ céP + bde — e^z + aPz ' ou bien
_ ft'rfg + bcde — be^z — ce^z
"" ecP + bde — é^z + d^z '
et CP est c + z\ si bien qu'en multipliant GP par CF il vient
b^cde+ bcMe + bHez + hcdez — hce^z — c^eH — he^z^ •— ctH'^
cd^ + bde -- eH + d^z
Et pource que la première de ces sommes divisée par d est la même que la seconde divisée par e, il est manifeste que FP multipliée par CG, est à GP multipliée par CF, c'est-à-dire que PQ est à PN comme d est à e^ qui est tout ce qull falloit démontrer.
Et sachez que cette même démonstration s'étend à tout ce qui a été dit des autres réfractions ou réflexions qui se font dans les ovales proposées, sans qu'il y faille changer aucune chose que les signes + et — du calcul ; c'est pourquoi chacun les peut aisément examiner de soi-même, sans qu'il soit besoin que je m y arrête.
Mais il faut maintenant que je satisfasse à ce que j'ai omis en la Dioptrique, lorsqu'après avoir remarqué qu'il peut y avoir des verres de plusieurs diverses figures qui fassent aussi bien l'un que l'autre que les rayons venant d'un même point de l'objet s'assemblent tous en un autre point après les avoir traversés ; et qu'entre ces verres, ceux qui sont fort convexes d'un côté et concaves de l'autre ont plus de force pour brûler que ceux qui sont également convexes des deux côtés; au lieu que tout au contraire ces derniers sont les meilleurs pour les lunettes. Je n^e suis contenté d'expliquer ceux que j'ai cru être les meilleurs pour la pratique, en supposant la difQculté que les artisans peuvent avoir à les tailler. C'est pourquoi, afin qu'il ne reste rien à souhaiter touchant la théorie de cette science, je dois expliquer encore ici la figure des verres qui, ayant l'une de leurs superficies autant convexe ou concave qu'on voudra, ne laissent pas de faire que tous les rayons qui
viennent vers eux d'un même point, ou parallèles, s'assemblent après en un même point; et celles des verres qui font te semblable, étant également convexes des deux cdtés, ou bien la convexité de Tune de leurs superficies ayant la proportion donnée à celle de Tautre.
Gomment on pont laire nn verre autant oonveze on conoave, en l'une de ses superlicies, qu'on voudra qui r.a8semble à nn point donné tous les rayons qui viennent d'un autre point donné.
Posons pour le premier cas, que les points 6, Y, C et F {fig. 23 et 24) étant donnés, les rayons qui viennent du
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point G ou bien qui sont parallèles à GA se doivent assembler au point F, après avoir traversé un verre si concave, que Y étant le milieu de sa superficie intérieure, l'extrémité en soit au point G, en sorte que la corde CMC et la flèche YM de Tare CYC sont données. La question va là, que premièrement il faut considérer de laquelle des ovales expliquées la superficie
du verre YC doit avoir la figure, pour faire que tous les rayons qui étant dedans tendent vers un même point, comme vers H, qui n'est pas encore connu, s'aillent rendre vers un autre, à savoir vers F, après en être sortis. Car il n'y a aucun effet touchant le rapport des rayons, changé par réflexion ou réfraction d*un point à un autre, qui ne puisse être causé par quelqu'une de ces ovales ; et on voit aisément que celui-ci le peut être par la partie de la troisième ovale qui a tantôt été marquée 3A3 {fig. ^/), ou par celle de la même qui a été marquée 3Y3, ou enfin par la partie de la seconde qui a été marquée 2X2 {fig. 19). Et pource que ces trois tombent ici sous même calcul, on doit, tant pour l'une que pour Tautre, prendre Y (fig, iS et 24) pour leur sommet, C pour l'un des points de leur circonférence, et F pour l'un de leurs points brûlants; après quoi il ne reste plus à chercher que le point H qui doit être l'autre point brûlant. Et on le trouve en considérant que la différence qui est entre les lignes FY et FC doit être à^ celle qui est entre les lignes HY et HC comme d est à Cy c'est-à-dire comme la plus grande des lignes qui mesurent les réfractions du verre proposé est à la moindre, ainsi qu'on peut voir manifestement de la description de ces ovales. Et pource que les lignes FY et FC sont données, leur différence l'est aussi, et ensuite celle qui est entre HY et UC, pource que la proportion qui est entre ces deux différences est donnée. Et de plus, à cause que YM est donnée, la différence qui est entre MH et HC l'est aussi ; et enfin pource que CM est donnée, il ne reste plus qu'à trouver MH le côté du triangle rectangle CMH dont on a l'autre côté CM, et on a aussi la différence qui est entre CH la base et MH le côté demandé ; d'où il est aisé
de le trouver : car si on prend k pour l'excès de CH sur BfH,
et n pour la longueur de la ligne CM, on aura ôl. "^ ô ^
pour MH. Et après avoir ainsi le point H, s'il se trouve plus loin du point Y {fig, 24) que n'en est le point F, la ligne GY doit être la première partie de Tovale du troisième genre, qui a tantôt été nommée 3A3 [fig. 21). Mais si HY {fig. 23) est moindre que FY : ou bien elle surpasse HF de tant, que leur différence est plus grande à raison de la toute FY que n'est e la moindre des lignes qui mesurent les réfractions comparée avec d la plus grande, c'est-à-dire que faisant HF «» c, et HY = c 4- A, dA est plus grande que 2c€ + eh, et lors CY doit être la seconde partie de la même ovale du troisième genre, qui a tantôt été nommée 3Y3 [fig. 2i) : ou bien dh est égale ou moindre que ^e + eh, et lors CY {fig. 23) doit être la seconde partie de l'ovale du second genre, qui a cidessus été nommée 2X2 {fig. 19) : et enfin si le point H {fig. 23) est le même que le point F, ce qui n'arrive que lorsque FY et FC sont égales, cette ligne YC est un cercle.
Après cela il faut chercher CAC l'autre superficie de ce verre, qui doit être une ellipse dont H soit le point brûlant, si on suppose que les rayons qui tombent dessus soient parallèles; et lors il est aisé de la trouver. Mais si on suppose qu'ils viennent du point G, ce doit être la première partie d'une ovale du premier genre dont les deux points brûlants soient G et H, et' qui passe par le point C; d'où on trouve le point A pour le sommet de cette ovale, en considérant que GC doit être plus grande que GA d'une quantité qui soit à celle dont HA surpasse HC, comme dke; car ayant pris k pour la différence qui est entre CH et HM, si on suppose x pour AH, on aura x — k pour la différence qui est entre AH et CH ; puis si on prend g pour celle qui est entre GC et GM qui sont données, on aura g + x pour celle qui est entre GC et GA ; et pource que cette dernière g + xesi à l'autre x — k comme (/est à^, on a ge + ex= dx — dk.
OU bien . — pour la ligne a: ou AM, par laquelle on détermine le point A qui étoit cherché.
Gomment on peut laire nn verre qni ait le même effet qae le précédent, et que la convexité de l'one de ses superficies ait la proportion donnée avec celle de l'antre.
Posons maintenant pour Tautre cas, qu*on ne donne que les points G, C et F {fig. 24)^ avec la proportion qui est entre les lignes AM et YM, et qu'il faille trouver la figure du verre ACY qui fasse que tous les rayons qui viennent du point G s'assemblent au point F.
On peut derechef ici se servir de deux ovales dont Tune AC ait G et H pour ses points brûlants, et l'autre CY ait F et H pour les siens. Et pour les trouver, premièrement, supposant le point H, qui est commun à toutes deux, être connu, je cherche AM par les trois points G, G, H, en la façon tout maintenant expliquée, à savoir, prenant k pour la différence qui est entre GH et HM, et g pour celle qui est entre GC et GM, et AG étant la première partie de Tovale du premier genre,
j'ai ^--p- — pour AM ; puis je cherche aussi MY par les trois
points F, C, H, en sorte que CY soit la première partie d'une ovale du troisième genre ; et prenant y pour MY, et / pour la différence qui est entre GF et FM, j'ai /" + j^ pour celle qui est entre GF et FY; puis ayant déjà k pour celle qui est entre GH et HM, j'ai k + y pour celle qui est entre GH et HY, que je sais devoir être k f + y comme e est à rf, à cause de l'ovale
du troisième genre, d'où je trouve que y ou MY est ^-j ;
puis joignant ensemble les deux quantités trouvées pour AM
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et MY, je trouve '^ - pour la toute AY : d'oti il suit que,
de qiïelque côté que soit supposé le point H, cette ligne A Y est toujours composée d*une quantité qui est à celle dont les deux ensemble GC et CF surpassent la toute GF, comme e, la moindre des deux lignes qui servent à mesurer les réfractions du verre proposé, est à rf — e la différence qui est entre ces deux lignes, ce qui est un assez beau théorème. Or, ayant adnsi la toute AY, il k faut couper selon la proportion que doivent avoir ses parties AM et MY ; au moyen de quoi, pource qu'on a déjà le point M, on trouve aussi les points A et Y, et ensuite le point H parle problème précédent. Mais auparavant il faut regarder si la ligne AM ainsi trouvée est plus grande
que -T^ — , ou plus petite, ou égale. Car si elle est plus
grande, on apprend de là que la courbe AC doit être la première partie d'une ovale du premier genre, et CY la première d'une du troisième, ainsi qu'elles ont été ici supposées ; au lieu que si elle est plus petite, cela montre que c'est CY qui doit être la première partie d'une ovale du premier genre, et que AC doit être la première d'une du troisième ;
enfin si AM est égale à -^ — , les deux courbes AC et CY
doivent être deux hyperboles.
On pourroit étendre ces deux problèmes à une infinité d'autres cas que je ne m'arrête pas à déduire, à cause qu'ils n'ont eu aucun usage en la dioptrique.
On pourroit aussi passer outre et dire (lorsque l'une des . superficies du verre est donnée, pourvu qu'elle ne soit que toute plate, ou composée de sections coniques ou de cercles) comment on doit faire son autre superficie, afin qu'il transmette tous les rayons d'un point donné à un autre point aussi donné ; car ce n'est rien de plus difficile que ce que je viens d'expliquer, ou plutôt c'est chose beaucoup plus facile à cause
fei;
que le chemin en est ouvert. Mais j'aime mieux que d'autres le cherchent, afin que s'ils ont encore un peu de peine à le trouver, cola leur fasse d'autant plus estimer l'invention des choses qui sont ici démontrées.
Gomment on peut appliquer ee qui a été dit loi des lignée courbée, déorltee but une euperllole plate, à cellee qui ee déorlTont dane un eepaoe qui a trola. dlmenelone.
Au reste je n'ai parlé en tout ceci que des lignes courbes qu'on peut décrire sur une superficie plate ; mais il est aisé de rapporter ce que j'en ai dit à toutes celles qu'on sauroit imaginer être formées par le mouvement régulier des points de quelque corps dans un espace qui a trois dimensions : à savoir, en tirant deux perpendiculaires de chacun des points de la ligne courbe qu'on veut considérer, sur deux plans qui s'entre-coupent à angles droits, l'une sur Tun et l'autre sur l'autre ; car les extrémités de ces perpendiculaires décrivent deux autres lignes courbes, une sur chacun de ces plans, desquelles on peut en la façon ci-dessus expliquée déterminer tous les points et les rapporter à ceux de la ligne droite qui est commune à ces deux plans, au moyen de quoi ceux de la courbe qui a trois dimensions sont entièrement déterminés. Même si on veut tirer une ligne droite qui coupe cette courbe au point donné à angles droits, il faut seulement tirer deux autres lignes droites dans les deux plans, une en chacun^ qui coupent à angles droits les deux lignes courbes qui y sont aux deux points où tombent les perpendiculaires qui viennent de ce point donné ; car ayant élevé deux autres plans, un sur chacune de ces lignes droites, qui coupe à angles droits le plan où elle est, on aura l'intersection de ces deux plans pour la ligne droite cherchée. Et ainsi je pense n avoir rien omis des éléments qui sont nécessaires pour la connoissance des lignes courbes.
OU PLUS QUE SOUDES
De quelles lignes courbes on peut se servir en la cens-
traction de chaqne problème.
Encore que toutes les lignes courbes qui peuvent être décrites par quelque mouvement régulier doivent être reçues en la géométrie, ce n'est pas à dire qu'il soit permis de se servir indifféremment de la première qui se rencontre pour la construction de chaque problème, mais il faut avoir soin de choisir toujours la plus simple par laquelle il soit possible de le résoudre. Et même il est à remarquer que par les plus simples on ne doit pas seulement entendre celles qui peuvent le plus aisément être décrites, ni celles qui rendent la construction ou la démonstration du problème proposé plus facile, mais principalement celles qui sont du plus simple genre qui puisse servir à déterminer la quantité qui est cherchée.
Exemple touchant rinvention de plusieurs moyennes
proportionnelles.
Comme, par exemple, je ne crois pas qu'il y ait aucune façon plus facile pour trouver autant de moyennes proportionnelles qu^on veut, ni dont la démonstration soit plus évidente, que d'y employer les lignes courbes qui se décrivent
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par riiiBirumeDi XYZ (Jig. 35) ci-desaus expliqué. Car, voulant trouver deux moyennes proportionnelles entre YA et YE,
il ne faut que décrire un cercle dont le diamètre soit YE, et pource que ce cercle coupe la courbe AD an point D, YD est l'une des moyennes proportionnelles cherchées, dont la démonstration se voit à l'œil par la seule application de cet instrument sur la ligne YD; car, comme YA ou YB, qui lui est égale, est à YC, ainsi YC est à YD, et YD k YE.
Tout de même pour trouver quatre moyennes proportionnelles entre YA et YG, ou pour en trouver six entre YA et YN, il ne faut que tracer le cercle YFG qui, coupant AF au point F, détermine la ligne droite YF qui est l'une de ees quatre proportionnelles; ou YHN qui, coupant AH ^au point H, détermine YH l'une des six; et ainsi des autres.
Hais pource que la ligne courbe AD est du second genre, et qu'on peut trouver deux moyennes proportionnelles par les sections coniques qui sont du premier; et aussi pource qu'on peut trouver quatre ou six moyennes proportionnelles par des lignes qui ne sont pas de genres si composés que sont AF et AH, ce seroit une faute en géométrie que de les y employer. Etc'esl une faute aussi, d'autre cAlé, de se travailler inutilement à vouloir construire quelque problème par un genre de lignes plus simple que sa nature ne permet.
De la nature des équations.
Or, afin que je puisse ici donner quelques règles pour éviter Tune et Tautre de ces deux fautes, il faut que je dise quelque chose en général de la nature des équations, c'est-àdire des sommes composées de plusieurs termes partie connus et partie inconnus dont les uns sont égaux aux autres, ou plutôt qui, considérés tous ensemble, sont égaux à rien : car ce sera souvent le meilleur de les considérer en cette sorte.
Combien il peut y avoir de racines en chaque équation.
Sachez donc qu'en chaque équation, autant que la quantité inconnue a de dimensions, autant peut-il y avoir de diverses racines, c'est-à-dire de valeurs de cette quantité ; car, par exemple, si on suppose x égale à 2, ou bien x — 2 égal à rien ; et derechef ar = 3, ou bien a: — 3=0; en multipliant ces deux équations
a; — 2 = 0, et a: — 3 «= 0, Tune par l'autre, on aura
a:» — 5x + 6 = 0, ou bien
qui est une équation en laquelle la quantité x vaut 2 et tout ensemble vaut 3. Que si derechef on fait
et qu'on multiplie cette somme par
X» — 5a: + 6 = 0, on aura
qui est une autre équation en laquelle x, ayant trois dimensions, a aussi trois valeurs, qui sont 2, 3 et 4.
Quelles sont les fausses racines.
Mais souvent il arrive que quelques-unes de ces racines sont fausses ou moindres que rien ; comme si on suppose que X désigne aussi le défaut d'une quantité qui soit 5, on a
qui, étant multiplié par
ar» — 9ar* + 2&r — 24 — 0, fait
ar* — iar* — 19x* + 106ar — 120 — 0
pour une équation en laquelle il y a quatre racines, à savoir trois vraies qui sont 2, 3, 4, et une fausse qui est 5.
Gomment on peut diminuer le nombre des dimensions d'une équation lorsqu'on oonnott quelqu'une de ses racines.
Et on voit évidemment de ceci que la somme d'une équation qui contient plusieurs racines peut toujours être divisée par un binôme composé de la quantité inconnue moins la valeur de Tune des vraies racines, laquelle que ce soit, ou plus la valeur de Tune des fausses; au moyen de quoi on diminue d'autant ses dimensions.
Gomment on peut examiner si quelque quantité donnée
est la valeur d'une racine.
Et réciproquement que si la somme d'une équation ne peut
èlre divisée par un binôme composé de la quantité inconnue
-l_ ou — quelque autre quantité, cela témoigne que cette autre
quantité n'est la valeur d'aucune de ses racines. Comme cette
dernière
x^ — Ax*— idx^ + 106a: — 120 « 0
peut bien être divisée par x — 2, et par x — 3, et par a: — 4, et par a: + 5, mais non point par a: + ou — aucune autre quantité ; ce qui montre qu'elle ne peut avoir que les quatre racines 2, 3, 4 et 5.
Combien il pent y avoir de Traies racines en chaque
équation.
On connolt aussi de ceci combien il peut y avoir de vraies racines et combien de fausses en chaque équation : à savoir il y en peut avoir autant de vraies que les signes -f et — s*y trouvent de fois être changés, et autant de fausses qu'il s'y trouve de fois deux signes + ou deux signes — qui s^entresuivent. Comme en la dernière, à cause qu'après + j:^ il y a — 40:*, qui est un changement du signe + en — , et après — 19a:a il y a + i06a:, et après + 106a: il y a — 120, qui sont encore deux autres changements, on connott qu'il y a trois vraies racines; et une fausse, à cause que les deux signes — de 43r* et 19a:* s'entre-suivent.
Gomment on fait que les fausses racines d'une équation deviennent vraies, et les vraies fausses.
De plus, il est aisé de faire en une même équation que toutes les racines qui étoient fausses deviennent vraies, et par même moyen que toutes celles qui étoient vraies deviennent fausses, à savoir en changeant tous les signes -f ou — qui sont en la seconde^ en la quatrième, en la sixième, ou autres places qui se désignent par les nombres pairs, sans changer ceux de la première, de la troisième, de la cinquième, et semblables qui se désignent par les nombres impairs. Gomme si, au lieu de
+ a:* — 4ar* — 19ar« + 106a: — 120 « 0, on écrit
on a une équation en laquelle il n'y a qu'une vraie racine qui est 5, et trois fausses qui sont 2, 3 et 4.
Gomment on pont augmenter ou diminuer les raoinee d'une équation sans les oonnoitre.
. Que si, sans connottre la valeur des racines d'une équation, on la veut augmenter ou diminuer de quelque quantité connue, il ne faut qu'au lieu du terme inconnu en supposer un autre qui soit plus ou moins grand de cette même quantité, et le substituer partout en la place du premier.
Gomme si on veut augmenter de 3 la racine de cette équation
a^ + ka^ — i^a? — 106a; — 120 = 0,
il faut prendre y au lieu de x^ et penser que cette quantité y est plus grande que x de 3, en sorte que y — 3 est égal à x\ et au lieu de a? il faut mettre le carré de y — 3, qui est y* — 6y + 9 ; et au lieu de a:* il faut mettre son cube qui est y' — 9y* + 27y — 27 ; et enfin, au lieu de x* il faut mettre son carré de carré qui est y* — 12y' + 54y' — 108y + 81. Et ainsi, décrivant la somme précédente en substituant partout y au lieu de x, on a
y* — 12y« + 54y* — lOSy + 81 ^
ou bien
où la vraie racine qui étoit 5 est maintenant 8, à cause du nombre 3 qui lui est ajouté.
Que si on veut au contraire diminuer de trois la racine de cette même équation, il faut faire y + 3 e=a a:, et y* + 6y + 9 ES x^, et ainsi des autres, de façon qu*au lieu de
ar* + te» _ iQx^ — i06a: — 120 — 0, on met
Qu'an angmentant les vraies raolBes on diminne les
lauases, et an contraire.
Et U est à remarquer qu*en augmentant les vraies racines d'une équation on diminue les fausses de la même quantité, ou au contraire en diminuant les vraies on augmente les fausses; et que si on diminue, soit les unes, soit les autres, d*une quantité qui leur soit égale, elles deviennent nulles; et que si c*est d*une quantité qui les surpasse, de vraies elles deviennent fausses, ou de fausses vraies. Comme ici, en augmentant de 3 la vraie racine qui étoit 5, on a diminué de 3 chacune des fausses, en sorte que celle qui étoit 4 n'est plus que 1, et celle qui étoit 3 est nulle, et celle qui étoit 2 est devenue vraie et est 1, à cause que — 2 + 3 fait + 1 : c'est pourquoi en cette équation
il n*y a plus que trois racines, entre lesquelles il y en a deux
qui sont vraies, 1 et 8, et une fausse qui est aussi 1 ; et en
cette autre
il n'y en à qu'une vraie qui est 2, à cause que + 5—3 fait + 2, et trois fausses qui sont 5, 6 et 7.
Gomment on pent ôter le second terme d'une équation.
Or, par cette façon de changer la valeur des racines sans les connoltre, on peut faire deux choses qui auront ci-après quelque usage. La première est qu*on peut toujours ôter le second terme de Téquation qu'on examine, à savoir en diminuant les vraies racines de la quantité connue de ce second terme divisée par le nombre des dimensions du premier, si Tun de ces deux termes étant marqué du signe +, Tautre est marqué du signe — ; ou bien en l'augmentant de la même quantité, s^ils ont tous deux le signe + ou tous deux le signe — . Comme pour ôter le second terme de la dernière équation qui est
y* + 16y» + 7iy* — 4y — 420 = 0,
ayant divisé 16 par 4, à cause des quatre dimensions du terme y*, il vient derechef 4; c'est pourquoi je fais ;5 — 4 = y, et j'écris
où la vraie racine qui étoit 2 est 6, à cause qu'elle est augmentée de 4; et les fausses, qui étoient 5, 6 et 7, ne sont plus que 1, 2 et 3, à cause qu'elles sont diminuées chacune de 4.
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Tout de même à on veut fiter le second terme de X* — &tc» + (2a» — c')3fl — 2o'z + o' = 0, pour ce que divisant ta par 4 il vient ^ a, il faut faire z-i- -a = x, el écrire
T au»
-rju-TI-'T-ie
+ ia'z' + ia's 4- 1
— c's» — ac^z — -
s* + \2 «* ~ ^j «* - («• + oc') a + j-g a* - - a>c* - 0
el si on trouve après la valeur de z, en lui ajoutant s '^ "" aura celle de x.
ConunMltflii prat lalra qns tontaa laa tanMos raelnes d'an» è^OAtlon dwlannant VTal«> sans qna !«■ vroiei d«Tl«ii-
La seconde chose qui aura ci-après quelque usage est qu'on peut toujours.en augmentant la valeur des vraies racines d'une quantité qui soit plus grande que n'est celle d'aucune des Hausses, faire qu'elles deviennent tontes vraies, en sorte qu'il n'y ait point deux signes + ou deux signes — qui s'entresnivent, et ontre cela que la quantité connue du troisième terme soit plus grande que le carré de la moitié de celle du second. Car encore que cela se fasse lorsque ces fausses
racines sont inconnjues, il est aisé néanmoins de juger à peu près de leur grandeur et de prendre une quantité qui les surpasse d'autant ou de plus qu'il n'est requis à cet effet.Comme si on a
x^+nx'^^ 6n«a:^+ 36n»a:»— 2i6n*ara+ l'mn^x— 7776n«— 0, en faisant y — 6n = a: on trouvera
î/«— 36n|y«4-540na)y^— 4320n»ii/3+ 19440n<\ya— 46656n*\y 4-46656n«
+ n — 30n2j 4- 360n3 - 2160nV + 648U»M - 7776n«
— 6naJ + 144n« - 1296n* + 5184n5( _ 7776n«
+ 36nV — 648n*\ + 3888n5( — 7776n«
— 216nV + 2o92n51 - 7776n«
î/«-35nv5 +504nV -3780n»y« +151207iV — 27216n»y = 0.
Où il est manifeste que 504 n^, qui est la quantité connue du
troisième terme, est plus grande que le carré de - n, qui est la
moitié de celle du second. Et il n'y a point de cas pour lequel la quantité dont on augmente les vraies racines ait besoin à cet effet d'être plus grande, à proportion de celles qui sont données, que pour celui-ci.
Ck>mment on lait que toutes les places d'une équation
soient remplies.
Hais à cause que le dernier terme s'y trouve nul, si on ne désire pas que cela soit il faut encore augmenter tant soit peu la valeur des racines, et ce ne sauroit être de si peu que ce ne soit assez pour cet effet ; non plus que lorsqu'on veut accroître le nombre des dimensions de quelque équation, et faire que toutes les places de ces termes soient remplies, comme si, au lieu de ar* — &<» 0, on veut avoir une 'équa«« tion en laquelle la quantité inconnue ait six dimensions et
dont aucun des termes ne soit nul, il faut premièrement pour
écrire
sfi — bxts»0\
puis, ayant fait y — a s* or, on ausa
où il est manifeste que, tant petite que la quantité a soit supposée, toutes les places de Téquation ne laissent pas d'être remplies.
Gomment on pent multiplier on diviser les rsoines sans
les oonnoltre.
De plus on peut, sans connoltre la valeur des vraies racines d'une équation, les multiplier ou diviser toutes par telle quantité connue qu'on veut ; ce qui se fait en supposant que la quantité inconnue étant multipliée ou divisée par celle qui doit multiplier ou diviser les racines est égale à quelque autre ; puis multipliant ou divisant la quantité connue du second terme par cette même qui doit multiplier ou diviser les racines, et par son carré celle du troisième, et par son cul^e celle du quatrième, et ainsi jusques au dernier.
CSomment on réduit les nombres rompus d'une équation
à des entiers.
Ce qui peut servir pour réduire à des nombres entiers et rationnaux les fractions, ou souvent aussi .les nombres sourds
qui se trouvent dans les termes des équations. Comme ai
on a
ar* — v/ 3a:> + - a: = 0^
'.-■rf
' *^^^'tS
ir:
SA
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et qu'on veuille en avoir une autre en sa place^ dont tous les
termes s'expriment par des nombres rationnaux, il faut sup*
poser y = ar y/ 3, et multiplier par ^ 3 la quantité connue
4u second terme qui est aussi \/3i 6t par son carré qui est 3
celle du troisième qui est ^, et par son cube qui est 3 \/3
g celle du dernier qui est ^ ce qui fait
Puis si on en veut avoir encore une autre en la place de celle-ci, dont les quantités connues ne s'expriment que par
des nombres entiers^ il faut supposer z «» 3y, et multipliant
3 par 3, — par 9 et 5 par 27, on trouve
js» ^ 9^2 -f. 26z — 24 =a 0,
où les racines étant 2, 3 et 4, on connoît de là que celles de
l'autre d'auparavant étoient -, i et -, et que celles de la
première étoient
?v/3, ^/3 et gv/3.
Gomment on rend la quantité oonnne de Ton des termes d'une équation égale & telle autre qu'on veut.
Cette opération peut aussi servir pour rendre la quantité connue de quelqu'un des termes de l'équation égale à quelque autre donnée, comme si ayant
on veut avoir en sa place une autre équation en laquelle la
quantité connue du terme qui occupe la troisième place, à savoir celle qui est ici b* soit 3a*, il faut supposer
y B3 ar \/-^i Ptûs écrire
• So'c»
y» — 3a'y + -gj- \/3 — 0.
One les raoines tant vraies que iansses penvent être
réelles on imaginaires.
Au reste, tant' les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours réelles, mais quelquefois seulement imaginaires, c'est-à-dire qu'on peut bien toujours en imaginer autant que j*ai dit en chaque équation, mais qu'il n'y a quelquefois aucune quantité qui corresponde àcelles qu'on imagine; comme encore qu'on en puisse imaginer trois en celle-ci,
a:» — 6ar» + i3a: — 10 = 0,
il n'y en a toutefois qu'une réelle qui est 2, et pour les deux autres^ quoiqu'on les augmente ou diminue, ou multiplie en la façon que je viens d'expliquer, on ne sauroit les rendre autres qu'imaginaires.
La rédaction des équations cubiques, lorsque le problème
est plan.
Or quand, pour trouver la construction de quelque problème, on vient à une équation en laquelle la quantité inconnue a trois dimensions, premièrement, si les quantités connues qui y sont contiennent quelques nombres rompus, il les faut réduire à d'autres entiers par la multiplication tantôt expliquée ; et s'ils en contiennent de sourds, il faut aussi les réduire à d'autres rationnaux autant qu'il sera pos-
sible, tant par cette même multiplication qae par divers autres moyens qui sont assez faciles h trouver. Puis examinant par ordre toutes les quantités qui peuvent diviser sans fraction le dernier terme, il faut voir si quelqu'une d'elles, jointe avec la quantité inconnue par le signe -\- ou — , peut composer un binôme qui divise toute la somme ; et si cela est,le problème est plan, c'est-à-dire il peut-être construit avec la règle et le compas ; car, ou bien la quantité connue de ce binôme est la racine cherchée, ou bien Téquation étant divisée par lui se réduit à deux dimensions, en sorte qu'on en peut trouver après la racine par ce qui a été dit au premier livre. Par exemple, si on a
le dernier terme qui est 64 peut être divisé sans fraction par if 2, 4, 8, 16, 32, 64 ; c'est pourquoi il faut examiner par ordre si cette équation ne peut point être divisée par quelqu'un des binômes y* — i ou y* + ii y* — - 2 ou y* + 2, y* — 4, etc. ; et on trouve qu'elle peut l'être par y* — 16 en
cette sorte :
La façon de diviser une équation par un binôme qui contient sa raoine.
Je commence par le dernier terme,et divise — 64 par — 16, ce qui fait + 4 que j'écris dans le quotient ; puis je multiplie -\-A par + y*, ce qui fait + 4y* ; c'est pourquoi j'écris — 4y*
en la somme qu'il faut diviser, car il y faut toujours écrire le signe -f- ou — tout contraire à celui que produit la multi* plication ; et joignant — 124y^ avec -— 4y*, j'ai — i28y^ que je divise derechef par — 16, et j'ai + 8y^ pour mettre dans le quotient ; et en le multipliant par y*, j'ai — Sy* pour joindre avec le terme qu'il faut diviser, qui est aussi ^ Sy* ; et ces deux ensemble font — i6y* que je divise par — 16, ce qui fait + y* pour le quotient et — y^ pour joindre avec + y*, ce qui fait 0 et montre que la division est achevée. Mais s'il étoit resté quelque quantité, ou bien qu'on n'eût pu diviser sans fraction quelqu'un des termes précédents, on eût par là reconnu qu'elle ne pouvoit être faite. Tout de même si on a
— 2cM +c') — 2a*c^ = 0,
— a^cr
le dernier terme se peut diviser sans fraction par a, a^, a'+ c\
a* + ac^^ et semblables ; mais il n'y en a que deux qu'on ait
besoin de considérer, à savoir a^ et a^ + c*, car les autres,
donnant plus ou moins de dimensions dans le quotient qu'il
n'y en a en la quantité connue du pénultième terme, empè-
cheroient que la division ne s'y pût faire . Et notez que je ne
compte ici les dimensions de y^ que pour trois, à cause qu'il
n'y a point de y*, ni de y', ni de y en toute la somme. Or en
examinant le binôme y^ -^ a^ — c* = 0, on trouve que la
division se peut faire par lui en cette sorte :
— f — 2cM ^ + c* S^ — ^a*c^ i = 0
y* + 2aM , + a
ce qui montre que la racine cherchée est a^ -)- c^ et la preuve en est aisée à faire par la multiplication.
Quels problèmes sont solides lorscine l'équation est
cubique.
Mais lorsqu^on ne trouve aucun binôme qui puisse ainsi diviser toute la somme de Téquation proposée, il est certain que le problème qui en dépend est solide ; et ce n*est pas une moindre faute après cela de tâcher à le construire sans y employer que des cercles et des lignes droites, que ce seroit d^employer des sections coniques à construire ceux auxquels on n'a besoin que de cercles : car enfin tout ce qui témoigne quelque ignorance s'appelle faute.
La réduction des équations qtui ont quatre dimensions, lorsque le problème est plan. Et quels sont ceux qui sont solides.
Que si on a une équation dont la quantité inconnue ait quatre dimensions, il faut en même façon, après en avoir ôté les nombres sourds et rompus, s'il y en a, voir si on pourra trouver quelque binôme qui divise toute la somme en le composant de Tune des quantités qui divisent sans fraction le dernier terme. Et si on en trouve un, ou bien la quantité connue de ce binôme est la racine cherchée, ou du moins, après cette division, il ne reste en l'équation que trois dimensions, ensuite de quoi il faut derechef Texaminer en la même sorte. Mais lorsqu'il ne se trouve point de tel binôme, il faut, en augmentant ou diminuant la valeur de la racine, ôter le second terme de la somme en la façon tantôt expliquée,
et après la réduire à une autre qui ne contienne que trois dimensions ; ce qui se fait en cette sorte : au lieu de
-f- ;r* ... px"^ .•. qx ... r osa 0, il faut écrire
+ y« ... 2py* + (p« ... 4r) yi — ya — 0.
Et pour les signes + ou — que j'ai omis, s'il y a eu + p en la précédente équation, il faut mettre en celle-ci + 2p, ou s'il y a eu — p, il faut mettre — 2jp ; et au contraire s'il y a en -f r, il faut mettre — 4r, ou s'il y a eu — r, il faut mettre + 4r ; et soit qu'il y ait eu + y ou — ç, il faut toujours mettre — 9^ et + p^, au moins si on suppose que a^ et y^ sont marqués du signe -f , car ce seroit tout le contraire si on y supposoit le signe — .
Par exemple, si on a
r« — &r + 35 =0, il faut écrire en son lieu
y« — 8y* — i24ya - 64 — 0,
car la quantité que j'ai nommée p étant — 4, il faut mettre — 8^ pour %py^ ; et celle que j'ai nommée r étant 35, il faut mettre (16 — 140) y^, c'est-à-dire — 124y« au lieu de (p* — 4r) y* ; et enfin q étant 8, il faut mettre — 64 pour — y*. Tout de môme, au lieu de
+ a:* — Via? — 20a: — 6 = 0, il faut écrire
car 34 est double de 17, et 313 en est le carré joint au quadruple de 6, et 400 est le carré de 20. Tout de même aussi au lieu de
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il faut écrire
y« ^ [a^ — 2(î*) y* + (c* — a*) y^ — a^ — 2a*c* — aV* = 0;
car/} est
5 a* — c^ et jd' est - a* — aV 4- c*, et 4r est — - a* -f aV,
et enfin — y* est — a* — 2aV — a*c*.
Après que Téquation est ainsi réduite à trois dimensions, il faut chercher la valeur de y* par la méthode déjà expliquée ; et si elle ne peut être trouvée, on n'a point besoin de passer outre, car il suit de là infailliblement que le problème est solide. Mais si on la trouve, on peut diviser par son moyen la précédente équation en deux autres, en chacune desquelles la quantité inconnue n'aura que deux dimensions et dont les racines seront les mêmes que les siennes ; à savoir, au lieu de
+ x^ ... pa:^ ... qx ... r =0,
il faut écrire ces deux autres
et
Et pour les signes 4. et — que j'ai omis, s'il y a 4. p en
Téquatlon précédente, il faut mettre 4- r jo en chacune de
celles-ci, et — ^p s'il y a en l'autre —/); mais il faut mettre
4- r^ en celle où il y a — yx, et — i- ^^ celle où il y a 4- yx, lorsqu'il y a + y en la première ; et au contraire, s'il y a — y, il faut mettre — ^ ^vl celle où il y a — yx. et 4- X- en celle
OÙ il y a + yx. Ensuite de quoi il est aisé de connottre toutes les racines de réquation proposée, et par conséquent de construire le problème dont elle contient la solution, sans y employer que des cercles et des lignes droites. Par exemple, à cause que faisant
y« — 34y* + 318y« — 400— 0 pour
X* — ITar* — ÎOr — 6 =s 0,
on trouve que y^ est 16, on doit, au lieu de cette équation
+ a:* — ilx^ — 20a: — 6 =0.
écrire ces deux autres
+ a:* — 4ar — 3 = 0,
et
car y est 4, r y* est 8, p est,i7, et q est 20, de façon que
+ -2y'--2/'-|fait-3,et + iy'-|;, + |fait + 2.
Et tirant les racines de ces deux équations, on trouve toutes les mêmes que si on les tiroit de celle où est a:^ à savoir, on en trouve une vraie qui est \/l -f 2, et trois fausses qui sont
v/7 — 2, 2 + v^, et 2 — v/2.
Ainsi ayant
pource que la racine de
est derechef 16, il faut écrire
ar^ - 4ar 4- 5 = 0 et
a:« + 4ar 4- 7 =- 0
Car ici
Et pource qu'on ne trouve aucune racine, ni vraie ni fausse, en ces deux dernières équations, on connoit de là que les quatre de Féquation dont elles procèdent sont imaginaires, et que le problème pour lequel on Ta trouvée est plan de sa nature, mais qu'il ne sauroit en aucune façon être construit, à cause que les quantités données ne peuvent se joindre. Tout de même ayant
pource qu'on trouve a' + c* pour y*, il faut écrire
et
car y est
/â> + ?, et + ^ y« + 2 P ®^' 4 ^^ ®^ 1: ®^^ 2 ^ v/»* H- ^V
d'où on connoit que la valeur de z est
- v/a« + c^ + V — - a« + - c* + - a y/^Tc»' ou bien
Et pource que nous avions fait ci-dessus ^ + - « «« x, nous
apprenons que la quantité x^ pour la connoissance de laquelle nous avons fait toutes ces opérations, est
+ |« + V^iû«+ic«-V/jC«-^a» + ^av/^T^.
Exemple de Tusage de ces rédactioiui.
Mais afin qu'on puisse mieux connottre l'utilité de cette règle il faut que je l'applique à quelque problème. Si le carré AD {fig, 26) et la ligne BN étant donnés, il faut
prolonger le côté AC jusques & £, en sorte que EF, tirée de E vers B, soit égale à NB : on apprend de Pappus, qu'ayant premièrement prolongé BD jusques à 6, en sorte que DG soit égale à DN, et ayant décrit un cercle dont le diamètre soit BG, si on prolonge la ligne droite AC, elle rencontrera la circonférence de ce cercle au point E qu'on demandoit. Mais pour ceux qui ne sauroient point cette construction, elle seroit assez difilcile à rencontrer; et^ en la cherchant par la méthode ici proposée, ils ne s'aviseroient jamais de prendre DG pour la quantité inconnue^ mais plutôt GF ou FD, à cause que ce sont elles qui conduisent le plus aisément à Téquation; et lors ils en trouveroient une qui ne seroit pas facile à démêler sans la règle que je viens d'expliquer. Car posant a pour BD ou CD, et c pour EF, et x pour DF, on a CF = « — ar, et
comme GF ou a — x est à FE ou c, ainsi FD ou x est à BF, qui par conséquent est . Puis à cause du triangle rectangle BDF dont les côtés sont Tun x et Tautre a^ leurs carrés^ qui sont x^ + a^, sont égaux à celui de la base, qui
est -^ 'j; de façon que, multipliant le tout par
X ""^ itlÂrX "T" U
X — tax -\- a*, on trouve que Téquation est
x^ — 2ax» H- %a^x^ — Sa'x + a* = c* a:», ou bien
x^ — ^ax^ + (2a^— c') a^ — 2a»ar + a* — 0 ;
et on connolt par les règles précédentes que sa racine, qui est la longueur de la ligne DF, est
Que si on poçoit BF, ou CE, ou BE, pour la quantité inconnue, on viendroit derechef à une équation en laquelle il y auroit quatre dimensions, mais qui seroit plus aisée à démêler, et on y viendroit assez aisément; au lieu que si c*étoitDG qu'on supposât, on viendroit beaucoup plus difflcilement à Téquation, mais aussi elle seroit très simple. Ce que je mets ici pour vous avertir que, lorsque le problème proposé n'est point solide, si en le cherchant par un chemin on vient à une équation fort composée, on peut ordinairement venir à une plus simple en le cherchant par un autre.
Je pourrois encore ajouter diverses règles pour démêler les équations qui vont au cube ou au carré de carré, mais elles seroient superflues ; car lorsque les problèmes sont plans on en peut toujours trouver la construction par celles-ci.
Règle générale pour réduire lea équationB qal passent le
carré de oarré.
Je pourroLS aussi en ajouter d'autres pour les équations qui montent jusques au sursolide, ou au carré de cube, ou au delà, mais j'aime mieux les comprendre toutes en une, et dire en général que, lorsqu'on a tâché de les réduire à même forme que celles d'autant de dimensions qui viennent de la multiplication de deux autres qui en ont moins, et qu'ayant dénombré tous les moyens par lesquels cette multiplication est possible, la chose n'a pu succéder par aucun, on doit s'assurer qu'elles ne sauroient être réduites à de plus simples; en sorte que si la quantité inconnue a trois ou quatre dimensions, le problème pour lequel on la cherche est solide, et si elle en a cinq ou six, il est d'un degré plus composé, et ainsi des autres.
Au reste, j'ai omis ici les démonstrations de la plupart de ce que j'ai dit, à cause qu'elles m'ont semblé si faciles que, pourvu que vous preniez la peine d'examiner méthodiquement si j'ai failli, elles se présenteront à vous d'elles-mêmes; et il sera plus utile de les apprendre en cette façon qu'en les lisant.
Façon générale pour construire tous les problèmes solides réduits à une éc|[uation de trois ou quatre dimensions.
Or, quand on est assuré que le problème proposé est solide, soit que l'équation par laquelle on le cherche monte au carré de carré, soit qu'elle ne monte que jusques au cube, on peut toujours en trouver la racine par l'une des trois sections coniques, laquelle que ce soit, ou même par quelque partie de Tune d'elles, tant petite qu'elle puisse être, en ne se servant
au reste qne de lignes droites et de cercles. Mais je me contenterai ici de donner une règle générale pour les tj*ouver toutes par le moyen d'une parabole, à cause qu'elle est en quelque façon la plus simple.
Premièrement, il faut ôter le second terme de Téquation proposée, s'il n'est déjà nul, et ainsi la réduire à telle forme
si la quantité inconnue n'a que trois dimensions ; ou bien à
telle
z* e= ... apz'^ ... a^qz ... «"r,
si elle en a quatre; ou bien, en prenant a pour l'unité, à telle
2^= ... pZ ... Çj
et à telle
Zi ^^^ • • . pz ... qz • . • f .
Après cela, supposant que la parabole FA6 (fig. 27) est déjà décrite, et que son essieu est ACDKL, et que son côté droit est a ou 1 dont AC est la moitié, et enfin que le point C
Fig. $7.
est au dedans de cette parabole, et que A en est le sommet ;
il faut faire CD bs ^ p^ et la prendre du même côté qu'est le
point A au regard du point C, s'il y a + p en Téquation ; mais
s'a y a — p, il faut la prendre de l'autre côté. Et du point D, ou bien, si la quantité p étoit nulle, du point C {fig. 28) 'û
faut élever une ligne à angles droits jusques à E^ en sorte
qu'elle soit égale à - ^. Et enfln du centre E il faut décrire
le cercle FC dont le demi-diamètre soit AE si l'équation n'est que cubique, en sorte que la quantité r soit nulle.
■/■Ts.
Fig, 28.
Fig. »9,
Mais quand il y a + r il faut dans cette ligne AE {fig. 27) prolongée prendre d'un côté AR égale à r, et de l'autre AS égale au côté droit de la parabole qui est 1 ; et ayant décrit un cercle dont le diamètre soit RS, il faut faire AH perpendiculaire sur AEi laquelle AH rencontre ce cercle RHS au point H qui est celui par où l'autre cercle FHG doit passer. Et quand il y a — r, il faut, après avoir ainsi trouvé la ligne AH {fig. 29)^ inscrire AI qui lui soit égale, dans un autre cercle dont AE soit le diamètre, et lors c'est par le point I que doit passer FIG le premier cercle cherché. Or ce cercle FGpeut couper ou toucher la parabole en un, ou deux, ou trois, ou quatre points, desquels tirant des perpendiculaires sur l'essieu, on a toutes les racines de l'équation tant vraies que fausses. A savoir si la quantité q est marquée du signe +, les vraies racines
it>
seront celles de ces perpendiculaires qui se trouveront du même côté de la parabole que E le centre du cercle, comme FL; et les autres, comme GK, seront fausses. Mais au contraire, si cette quantité q est marquée du -signe —, les vraies seront celles de Tautre côté, et. les fausses ou moindres que î ' rien seront du côté où est E le centi'e du cercle. Et enfin si ce
cercle ne coupe ni ne touche la parabole en aucun point, cela témoigne qu'il n'y a aucune racine ni vraie ni fausse en Téquation, et qu'elles sont toutes imaginaires. En sorte que cette règle est la plus générale et la plus accomplie qu'il soit possible de souhaiter.
Et la démonstration en est fort aisée; car si la ligne GK {fiff'^7), trouvée par cette construction, se nomme 2, AK sera z\ à cause de la parabole en laquelle GK doit être
moyenne proportionnelle entre AK et le côté droit qui est 1 ;
puis, si de AK j'ôte AC qui est -, et CD qui est - p, il reste DK
OU EM qui est 2* — âP — 3> dont le carré est
et à cause que DE ou KM est - q, la toute GM est z + q,
dont le carré est
z^ + qz -^ - q^\
et assemblant ces deux carrés on a
pour le carré de la ligne GE, à cause qu'elle est la base du triangle rectangle EMG.
Mais à cause que cette même ligne GE est le demi-diamètre
bti
du cercle FG, elle se peat encore expliquer eh d*autres termes,
à savoir ED étant - q^ et AD étant - » + -, AE est
l^î + ^pî + lp+i^
à cause de Tangle droit ADE ; puis HA étant moyenne proportionnelle entre AS qui est 1 et AR qui est r, elle est y/r ; et à cause de Tangle droit EAH^ le carré de HE ou E6 est
si bien qu*il y a équation entre cette somme et la précédente, ce qui est le même que
et par conséquent la ligne trouvée 6K qui a été nommée % est la racine de cette équation, ainsi qu'il falloit démontrer. Et si vous appliquez ce même calcul à tous les autres cas de cette règle en changeant les signes + et — selon l'occasion, vous y trouverez votre compte en même sorte, sans qu'il soit besoin que je m'y arrête.
L'invention de deux moyennes proporUonnelles.
Si on veut donc, suivant cette règle, trouver deux moyennes proportionnelles entre les lignes a et ^ {fig. Ji8)^ chacun sait
que posant z pour l'une^ comme a est à z, ainsi :; à-,
et — à -5; de façon qu'il y a équation entre q et —^ c'est-à-dire
Et la parabole FA6 étant décrite, avec la partie de son
essieu ÂC qui est - a la moitié du cAté droit, il faut du point C
élever la perpendiculaire CE égale à - 9, et du centre E par A,
décrivant le cercle AF, on trouve FL et LA pour les deux moyennes cherchées.
La façon de diviser un angle en troia.
Tout de même si on veut diviser Tangle NOP [fig. 30), on hien Tare ou portion de cercle NQPT en trois parties égales,
Fig. SO.
faisant NO = 1 pour le rayon du cercle, et NP = ç pour la sub tendue de Tare donné, et NQ «= jz pour la subtendue du tiers de cet arc, Téquation vient
2*«Br3jz — y.
Car ayant tiré les lignes NQ, .OQ, OT, et faisant QS parallèle à TO, on voit que coihme NO est à NQ, ainsi NQ à QR, et QR à RS; en sorte que NO étant i, et NQ étant z, QR est ««, et RS
est 2*; et à cause qull s'en faut seulement RS ou z^ que la ligne NP qui est q ne soit triple de NQ qui est z, on a
çrB=3z — z*, ou bien
Puis la parabole FAG étant décrite, et CA la moitié de son
côté droit principal étant -, si on prend CD ==- , et la perpen-
diculaire DE =» ^ ?) ^^ ^^ ^^ centre E par A on décrive le
cercle PAyG, il congé cette parabole aux trois points F, g^ et G,
sans compter le point A qui en est le sommet; ce qui montre qu'il y a trois racines en cette équation, à savoir les deux GK
et gk qui sont vraies, et la troisième qui est fausse^ à savoir FL. Et de ces deux vraies c'est gk la plus petite qu'il faut prendre pour la ligne NQ qui étoit cherchée; car l'autre GK est égale à NV la sub tendue de la troisième partie de l'arc NVP, qui avec l'autre arc NQP achève le cercle. Et la fausse FL est égale à ces deux ensembles QN et NV, ainsi qu'il est aisé à voir par le calcul.
Chie tons Us problèmes solides se penvent réduire à ces
deux coxistruotions .
Il seroit supe]*flu que je m'aiTêtasse à donner ici d'autres exemples, car tous les problèmes qui ne sont que solides se peuvent réduire à tel point qu'on n'a aucun besoin de cette règle pour les construire, sinon en tant qu'elle sert à trouver deux moyennes prpportionnelles, ou bien à diviser un angle en trois parties égales, ainsi que vous connoltrez en considérant que leurs difRcultés peuvent toujours être comprises en des équations qui ne montent que jusques au carré de carré ou au cube, et que toutes celles qui montent au carré de carré
se réduisent au carré par le moyen de quelques autres qui ne montent que jusques au cube, et enfin qu'on peut ôter le second terme de celles-ci ; en sorte qu'il n'y en a point qui ne se puisse réduire à quelqu'une de ces trois formes :
Z^ mm ^ pg ^ q,
z^ ^^ ^ pz — q.
Or si on a jz* =a — /)z H- ç', la règle dont Cardan attribue l'invention à un nommé Scipio Ferreus nous apprend que la racine est
Comme aussi lorsqu'on a a* = 4- jd2? + y, et que le carré de la moitié du dernier terme est plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultième, une pareille règle nous apprend que la racine est
D'où il paroit qu'on peut construire tous les problèmes dont les difficultés se réduisent à Tune de ces deux formes, sans avoir besoin des sections coniques pour autre chose que pour tirer les racines cubiques de quelques quantités données, c'est-à-dire pour trouver deux moyennes proportionelles entre ces quantités et l'unité.
Puis, si on a ;s' =» -f pz + y, et que le carré de la moitié du dernier terme ne soit point plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultième^ en supposant le cercle
NQPV dont le demi-diamètre NO soit \ t^P, c'est-à-dire la
moVeDDe proportionnelle entre le tiers de la quantité donnée J9 et Tunité, et supposant aussi la ligne NP inscrite dans ce
cercle qui soit —, c'est-à-dire qui soit à Tautre quantité don-
née q comme Tunité est au tiers de p, il ne faut que diviser chacun des deux arcs NQP et NVP en trois parties égales, et on aura NQ la subtendue du tiers de l'un, et NV la subtendue du tiers de Tautre, qui jointes ensemble composeront la racine cherchée.
Enfin si on a 2' == jojs — qy en supposant derechef le cercle
NQPV dont le rayon NO soit yr/), et l'inscrite NP soit X?,
NQ la subtendue du tiers de Tare NQP sera Tune des racines cherchées, et NV la subtendue du tiers de l'autre ai*c sera l'autre. Au moins, si le carré de la moitié du dernier terme n'est point plus grand que le cube du tiers de la quantité connue du pénultième; car s'il étoit plus grand, la ligne NP lie pourroit être inscrite dans le cercle, à cause qu'elle seroit plus longue que son diamètre, ce qui seroit cause que les deux vraies racines de cette équation ne seroient qu'imaginaires, et quil n'y en auroit de réelle que la fausse, qui, suivant la règle de Cardan, seroit
Vc. 1, + v/i,._|,p3 ^ s/c. i,_v/*,._|^^..
La façon d'exprimer la valeur de toutes les racines des équations cubiques, et ensuite de toutes celles qui ne montent que Jusques au oarré de carré.
Au reste, il est à remarquer que cette façon d'exprimer la valeur des racines par le rapport qu'elles ont aux côtés de certains cubes dont il nV a que le contenu qu'on connoisse,
n'est en rien plus intelligible ni plus simple que de les exprimer par le rapport qu'elles ont aux subtendues de certains arcs ou portions de cercles dont le triple est donné ; en sorte que toutes celles des équations cubiques qui ne peuvent être exprimées par les règles de Cardan, le peuvent être autant ou plus clairement par la façon ici proposée.
Car si, par exemple, on pense connoître la racine de cette équation
à cause qu'on sait qu'elle est composée de deux lignes dont
l'une est le côté d'un cube duquel le contenu est - q, ajouté
au' côté d'un carré duquel derechef le contenu est r ?' ~ ô^PS
et l'autre est le côté d'un autre cube dont le contenu est la
différence qui est entre 5 y et le côté de ce carré dont le con-
tenu est - y* — 97 -P*' î^^ ®^^ '^^^ ^® qu'on en apprend par
la règle de Cardan. Il n'y a point de doute qu'on ne connoisse autant ou plus distinctement la racine de celle-ci
z' = 4- qz—p, en la considérant inscrite dans un cercle dont le demi-diamètre est y r p, et sachant qu'elle est la subtendue d'un arc
dont le triple a pour sa subtendue — . Même ces termes sont
beaucoup moins embarrassés que les autres, et ils se trouveront beaucoup plus courts si on veut user de quelque chiffre particulier pour exprimer ces subtendues^ ainsi qu'on fait du chiffre v/C. pour exprimer le côté des cubes.
Et on peut aussi ensuite de ceci exprimer les racines de toutes les équations qui montent jusques au carré de carré
par les règles ci-dessus expliquées ; en sorte que je ne sache rien de plus à désirer en cette matière : car enfin la nature de ces racines ne permet pas qu'on les exprime en termes plus simples, ni qu'on les détermine par aucune construction qui soit ensemble plus générale et plus facile.
Pourquoi les problèmes solides ne peuvent être construits sans les sections conicpies, ni ceux qui sont plus composés sans quelques autres lignes plus composées.
11 est vrai que je n'ai pas encore dit sur quelles raisons je me fonde pour oser ainsi assm*er si une chose est possible ou ne Test pas. Mais si on prend garde comment, parla méthode dont je me sers, tout ce qui tombe sous la considération des géomètres se réduit à un même genre de problèmes, qui est de chercher la valeur des racines de quelque équation, on jugera bien qu'il n'est pas malaisé de faire un dénombrement de toutes les voies par lesquelles on les peut trouver, qui soit suffisant pour démontrer qu'on a choisi la plus générale et la plus simple. Et particulièrement pour ce qui est des problèmes solides, que j'ai dit ne pouvoir être construits sans qu'on y emploie quelque ligne plus composée que la circulaire, c'est chose qu'on peut assez trouver de ce qu'ils se réduisent tous à deux constructions, en l'une desquelles il faut avoir tout ensemble les deux points qui déterminent deux moyennes proportionnelles entre deux lignes données, et en l'autre les deux points qui divisent en trois parties égales un arc donné ; car d'autant que la courbure du cercle ne dépend que d'un simple rapport de toutes ses parties au point qui en est le centre, on ne peut aussi s'en servir qu'à déterminer un seul point entre deux extrêmes, comme à trouver une moyenne proportionnelle entre deux lignes droites données, ou diviser
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en deux un arc donné ; au lieu que la courbure des sections coniques, dépendant toujours de deux diverses choses, peut aussi servir à déterminer deux points différents.
Mais pour dette même raison il est impossible qu'aucun des problèmes qui sont d'un degré pliis composés que le^ solides, et qui présupposent Tinvention de quatre moyennes proportionnelles, ou. la division d'un angle en cinq parties égales, puissent être construits par aucune des sections coniques ^ C'est pourquoi je croirai faire en ceci tout le mieux qui se puisse, si je donne une règle générale pour les construire, en y employant la ligne courbe qui se décrit par l'intersection d'une parabole et d'une ligne droite en la façon ci-dessus expliquée; car j'ose assurer qu'il n'y en a point de plus simple en la nature qui puisse servir à ce même effet, et vous avez vu comme elle suit immédiatement les sections coniques en cette question tant cherchée par les anciens, dont la solution enseigne par ordre toutes les lignes courbes qui doivent être reçues en géométrie.
Façon générale poor oonstroire tons les problèmes réduits k une expiation qui n'a point plus de six dimensions.
Vous savez déjà comment, lorsqu'on cherche les quantités qui sont requises pour la construction de ces problèmes, on les peut toujours réduire à quelque équation qui ne monte que jusques au carré de cube ou au sursolide. Puis vous savez aussi comment, en augmentant la valeur des racines de cette équation, on peut toujours faire qu'elles deviennent toutes vraies, et avec cela que la quantité connue du troisième terme soit plus grande que le carré de la moitié de celle du second; et enfin comment, si elle ne monte que jusques au sursolide, on la peut hausser jusques au carré de cube, et faire que la
place d'aucnn de ces termes ne manque d'être remplie. Or, afin que toutes les difficultés dont il est ici question puissent être résolues par une même règle, je désire qu'on fasse toutes ces choses, et par ce moyen qu'on les réduise toujours à une équation de telle forme,
y^—py^ + çy^ — ry^ + sy^ — ty + u —0,
et en laquelle la quantité nommée q soit plus grande que le carré de la moitié de celle qui est nommée p. Puis ayant fait la ligne BK {fig. 3J) indéfiniment longue des deux côtés, et
Fig, 51,
du point B ayant tiré la perpendiculaire AB dont la longueur soit X /'^ il faut dans un plan séparé décrire une parabole, comme CDF, dont le côté droit principal soit
que je nommerai n pour abréger. Après cela, il faut poser le plan dans lequel est cette parabole sur celui où sont les
lignes ÂB et BK, en sorte que son essieu DE se rencontre justement au-dessus de la ligne droite BK ; et ayant pris la partit*, de cet essieu qui est entre les points E et D égale à
y il faut appliquer sur ce point E une longue règle en
telle façon qu'étant aussi appliquée sur le point A du plan de dessous^ elle demeure toujours jointe à ces deux points pendant qu'on haussera ou baissera la parabole tout le long de la ligne BK sur laquelle son essieu est appliqué ; au moyen de quoi Tintersection de cette parabole et de cette règle, qui se fera au point C, décrira la ligne courbe ACN, qui est celle dont nous avons besoin de nous servir pour la construction du problème proposé. Car après qu'elle est ainsi décrite, si on prend le point L en la ligne BK, du côté vers lequel est tourné le sommet de la parabole, et qu'on fasse BL égale à DE, c'est-
à-dire à — ^ ; puis du point L vers B qu'on prenne en la
t même ligne BK la ligne LH égale à — — i,etquedupointH
ainsi trouvé on tire à angles droits du côté qu'est la courbe ACN
la ligne HI dont la longueur soit ,; 1 4- -— — . qui
m pour abréger sera nommé ~; et après, ayant joint les points L
et I, qu'on décrive le cercle LPI dont IL soit le diamètre, et qu'on inscrive en ce cercle la ligne LP dont la longueur soit
s -hp yj u . p^ig gjjgjj J^ centré I, par le point P ainsi
trouvé, qu'on décrive le cercle PCN.
Ce cercle coupera ou touchera la ligne courbe ACN en autant de points qu'il y aura de racines en l'équation, en sorte que les perpendiculaires tirées de. ces points sur la ligne BK,
comme CG, NR, QO, et semblables, seront les racines cherchées, sans qu'il y ait aucune exception ni aucun défaut en cette rëgle.Car si la quantité s étoit si grande à proportion des autres JD, q^ r, /, et w, que la ligne LP se trouvât plus grande que le diamètre du cercle LI, en sorte qu'elle n'y pût être inscrite, il n*y auroit aucune racine en Téquation proposée qui ne fût imaginaire ; non plus que si le cercle IP étoit si petit qu'U ne coupât la courbe ACN en aucun point. Et il la peut couper en six différents, ainsi qu'il peut y avoir six diverses racines en l'équation. Mais lorsqu'il la coupe en moins, cela témoigne qu'il y a quelques-unes de ces racines qui sont égales entre elles, ou bien qui ne sont qu'imaginaires.
Que si la façon de tracer la ligne ACN par le mouvement d'une parabole vous semble incommode, il est aisé de trouver plusieurs autres moyens pour la décrire : comme si, ayant les mêmes quantités que devant pour AB et BL {fig. 3^),
Fig, 8»,
et la même pom* BK qu'on avoit posée pour le côté droit principal de la parabole, on décrit le demi-cercle KST dont le
•ftt
centre soit pris à discrétion dans la ligne BK, en sorte qu'il coupe quelque part la ligne ÀB comme au point S ; et que du point T où il finit on prenne vers K la ligne TV égale à BL ; puis ayant tiré la ligne SV, qu'on en tire une autre qui lui soit parallèle par le point A, comme AG, et qu'on en tire aussi une autre par S qui soit parallèle à BK, comme SC, le point G où ces deux parallèles se rencontrent sera Tun de ceux de la ligne courbe cherchée. Et on en peut trouver en même sorte autant d'autres qu'on en désire.
Or la démonstration de tout ceci est assez facile ; car, appliquant la règle A£ [fig. 31) avec la parabole FD sur le point C^ comme il est certain qu'elles peuvent y être appliquées ensemble, puisque ce point G est en la courbe AGN qui est décrite par leur intersection, si GG se nomme y,
GD sera ^, à cause que le côté droit qui est n est à GG
comme GG à GD ; et ôtant DE qui est — — , de GD, on a
pn
' ^ — pour GE. Pms, à cause que AB est à BE comme
n pn
CE est à GE, AB étant i », BE est ^ — î^.
2^' 2n ny
Et tout de même en supposant que le pomt G (fig, 32) de la courbe a été trouvé par l'intersection des lignes droites SG parallèle à BK, et AG parallèle à SV, SB qui est égale à GG est y\ et BK étant égale au côté droit de la parabole que j'ai
nommé n, BT est ^ , car comme KB est à BS, ainsi BS est
à BT. Et TV étant la même que BL, c'est-à-dire — î— î,
pn
BV est î- — ; et comme SB est à BV, ainsi AB est à BE,
n pn
VV \/ U
qui est par conséquent ^ — ^- — comme devant, d'où on
voit que c'est une même ligne courbe qui se décrit en ces deux façons.
Après cela, pource que BL et DE {fig. Si) sont égales, DL
et BE le sont aussi; de façon qu'ajoutant LH qui est — TT^,
pv Vu
à DL qm est ^ — =^ — i on a la toute DH qui est
2n ny 2n\/« et en ôtant 6D qui est — , on.a GH qui est
py _ VJ* , t _ y*
2n «y 2n\/« »' ce que j'écris par ordre en cette sorte,
GH : 1 !iliî ,
ny et le carré de GH est
y« — py* +
Et en quelque autre endroit de cette ligne courbe qu'on veuille imaginer le point C, comme vers N ou vers Q, on trouvera toujours que le carré de la ligne droite qui est entre le point H et celui où tombe la perpendiculaire du point C sur BH, peut être exprimé en ces mêmes termes et avec les mêmes signes + et — •
^fs
De plus, HI étant -, et LH étant •_ IL est
n* AnHé à cause de Tangle droit IHL ; et LP étant
IP ou IC est
à cause aussi de Tangle droit IPL. Puis ayant fait CM perpendiculaire sur IH; IM est la différence qui est entre HI et HM
ou CG, c'est-à-dire entre -r et y, en sorte que son carré
toujours
qui étant ôté du carré de IC, il reste
^ s p\/u 2my _ ,
is 1* «a y
pour le carré de CM, qui est égal au carré de GH déjà trouvé. Ou bien en faisant que cette somme soit divisée comme l'autre par nVi on a
— n*y^ + 2my' — p \/uy^ — ^»* + r* y'
puis remettant
—ry^ + Çy^ — 7 /> V pour ny , et ry^ + 2 \/uy^ + -^— -V'
pour 2m y' ; et multipliant Tune et l'autre somme par nVon a
égala
c'est-à-dire qu'on a
D'où il paroit que les lignes CG, NR, QO, et semblables, sont les racines de celte équation qui est ce qu*il falloit démontrer.
L'invention de quatre moyennes proportionnelles.
Ainsi donc si on veut trouver quatre moyennes proportionnelles entre les lignes a et 6 ayant posé x pour la première, l'équation est
x^ — a*6 = 0, ou bien x^ — a^bx = 0.
Et faisant y — â = a:, il vient
+ a» 4- a«6 = 0 ; c'est pourquoi il faut prendre 3a pour la ligne AB, et
V y/ a* + ab
pour BK ouïe côté droit de la parabole, que j'ù nommé n, et — \/a* -f- ab pour DE ou BL. Et après avoir décrit la ligne i^ourbe ACN sur la mesure de ces trois, il faut faire
I II 6a* -t- a»6
2;?. v/a* + ab
et
Hl = — r- + -r v/a* + «* H ==
et .^
LP == ~ y/l5a« + 6a /a» + aô ;
car le cercle, qui ayant son centre au point I passera par le point P ainsi trouvé, coupera la courbe aux deux points G et N, desquels ayant tiré les perpendiculaires NR et GG, si la moindre NR est ôtée de la plus grande GG, le reste sera or, la première djBS quatre moyennes proportionnelles cherchées.
Il est aisé en même façon de diviser un angle en cinq parties égales, et d'inscrire une figure de onze ou treize côtés égaux dans un cercle, et de trouver une infinité d'autres exemples de cette règle.
Toutefois il est à remarquer qu'en plusieurs de ces exemples il peut arriver que le cercle coupe si obliquement la parabole du second genre^ que le point de leur intersection soit difficile & reconnoître, et ainsi que cette construction ne soit pas commode pour la pratique ; à quoi il seroit aisé de remédier en composant d'autres règles à l'imitation de celle-ci, comme on en peut composer de mille sortes.
Mais mon dessein n'est pas de faire un gros livre, et je tâche plutôt de comprendre beaucoup en peu de mots, comme on jugera peut-être que j'ai fait, si on considère qu'ayant réduit & une même construction tous les problèmes d'un même genre, j'ai tout ensemble donné la façon de les réduire à une infinité d'autres diverses, et ainsi de résoudre chacun d'eux en une infinité de façons ; puis outre cela, qu'ayant construit tous ceux qui sont plans en coupant d'un cercle une ligne droite, et tous ceux qui sont solides en coupant aussi d'un cercle une parabole, et enfin tous ceux qui sont d'un degré plus com-
posés en coupant tout de même d'un cercle une ligne qui n'est que d'un degré plus composée que la parabole, il ne faut que suivre la même voie pour construire tous ceux qui sont plus composés à Tinflui : car,en matière de progressions mathématiques,lorsqu'on a les deux ou trois premiers termes,il n'est pas malaisé de trouver les autres. Et j'espère que nos neveux me sauront gré, non seulement des choses que j'ai ici expliquées, mais aussi de celles que j'ai omises volontairement, afin de leur laisser le plaisir de les inventer.
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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR
L'ensemble de ce traité n'exige strictement d'autre& connaissances préalables que celles qu^on peut aisément acquérir en une première année d'études mathématiques convenablement dirigées, comprenant successivement : 1^ quinze leçons environ sur Tarithmétique proprement dite; ^ trente leçons sur la partie vrcdment usuelle de Talgèbre, composée de Texamen complet des deux premiers degrés, de la formule du binôme, du calcul des radicaux, de la théorie des deux progressions les plus simples, et de la théorie des logarithmes^ complétée par la résolution des équations exponentielles correspondantes; 3^ trente leçons sur la géométrie élémentaire, judicieusement assistée du calcul algébrique dans les cas qui le réclament naturellement; 4® quinze leçons sur la trigonométrie complète^ sans excepter la résolution des triangles sphériques; 5® dix leçons sur les éléments de la géométrie descriptive; 6° enfin, vingt leçons sur la statique élémentaire. Ces deux dernières parties ne sont même ici qu'accessoirement supposées : l'une, soit pour certaines formules de langage qui m'ont paru propres à éclaircir le discours, soit, surtout, par l'aptitude qu'elle développe à spéculer nettement dans l'espace; l'autre, envers quelques notions accessoires, encore moins indispensables. Une très-active pratique journalière de l'ensemble de l'enseignement mathématique, individuel ou collectif, continuée sans interruption depuis l'année 1816, m'autorise à prouoncer qu'un tel préambule sufBt pleinement à une étude satisfaisante de la géométrie analytique, quand on s'y borne aux théories vraiment accessibles à l'analyse ordinaire. Chaque nouvelle année d'expérience me confirme davantage dans la conviction qu'il y a beaucoup plus d'utilité didactique à retirer d'une lumineuse application de cette étude géomé-
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tiique à celle de l'algèbre supérieure, que de la réaction secondaire de celle-ci sur certaines parties de la première, réaction qui doit d'ailleurs finalement résulter d'une judicieuse révision générale, dont aucun mode d'enseignement ne saurait dispenser. Non seulement, les intelligences ordinaires n*ont pas, à mes yeux, besoin d'une préparation •plus étendue que celle ci-dessus définie, afin de suivre avec fruit les leçons des professeurs qui me feraient Thonneur de prendre ce traité pour guide; mais j'ose même assurer que cette initiation suffirait aussi aux esprits heureusement organisés qui voudraient isolément étudier ici la géométrie analytique, sans aucun secours étranger.
Ce petit ouvrage résulte d'une sorte de loisir très-passager dû à l'intermittence philosophique qui devait naturellement avoir lieu chez moi entre la récente terminaison de mon système fondamental de philosophie positive et le prochain début des grands travaux dont j'y ai posé les bases. Tous ceux qui savent combien je me suis activement occupé, pendant un quart de siècle, à régénérer l'ensemble de l'enseignement mathématique, en connexité spontanée avec l'élaboration générale à laquelle j'ai consacré ma vie, m'avaient depuis longtemps sollicité de publier au moins la partie de mes leçons qui se rapporte aux éléments de la géométrie analytique, comme relative au degré le plus important, le plus difficile, et le plus imparfait de l'initiation mathématique, où l'on peut dire, en effet, sans aucune exagération, que, après deux siècles entiers, l'admirable conception de Descartes n'a pas encore suffisamment pénétré, puisqu'il semble toujours destiné essentiellement à l'étude spéciale des sections coniques. Mais, quelque honorable que dût me sembler un tel vœu, les exigences supérieures de ma grande entreprise philosophique m'avaient constamment interdit jusqu'ici la possibilité d'y satisfaire. Je viens de profiter, à cet effet, d'un premier intervalle disponible, qui peut-être ne se reproduira jamais, pour écrire ce traité élémentaire pendant les trois mois que dure annuellement mon cours oral de géométrie analytique dans l'un des principaux établissements destinés
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à la préparation polytechnique, Tinstitution spéciale fondée à Paris par M. Laville.
Outre d'inévitables communications partielles, spontanées ou provoquées, qui, depuis plusieurs années, ont fait indirectement pénétrer, dans renseignement ordinaire de la géométrie analytique, quelques-unes de mes innovations,^ et indépendamment des indications formelles que contient, à ce sujet, le tome premier de ma Philosophie positive, publié en 1830, le plan et même Tesprit de mon système didactique ont été directement caractérisés, en 1836, par un programme spécial de Tensemble de mes leçons annuelles, alors lithographie pour Tusage journalier de mes élèves, et dont j'ai toujours facilité la propagation extérieure. La première moitié de ce programme est naturellement devenue, avec quelques améliorations secondaires, la table raisonnée des matières de ce traité, où elle peut utileiïient diriger une rapide révision générale, puisque la filiation de toutes les idées s'y trouve suffisamment indiquée, ainsi que l'objet propre de chacun des 168 paragraphes dont ce volume est composé. J'ai pensé qu'il ne serait point inutile, même pour ceux qui ne connaissent pas mon enseignement oral, de joindre à cette table la seconde moitié d'un tel programme, relative à des leçons que je n'aurai peut-être jamais la faculté de publier. Cette indication caractéristique peut surtout acquérir une véritable importance envers l'enseignement du calcul différentiel, qui constitue certainement, après la géométrie analytique, la partie la plus décisive et jusqu'ici la plus imparfaite de l'initiation mathématique : le plan et l'esprit des leçons que je fis, sur ce sujet, à, l'École polytechnique, en 1836, se trouvent ainsi suffisamment appréciables. On peut, en un mot, regarder l'ensemble de ce programme comme donnant une juste idée générale de la destination propre à chacune des cent vingt leçons que je fais annuellement, du 1" novembre au 1" mai, dans l'établissement ci-dessus désigné.
La publication actuelle comportera, j'espère, une certaine etficacité individuelle, soit pour offrir une direction
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systématique à la tendance instinctive de quelques jeunes intelligences à se dégager suffisamment d'une désastreuse routine scolastique, soit aussi pour seconder les efforts spontanés de quelques judicieux professeurs qui sentent dignement la nécessité de régénérer un ordre d*études où, malgré tous ses inconvénients naturels et ses vices accidentels, il faut certainement voir, sous le double aspect logique et scientifique, le premier degré indispensable de toute initiation graduelle à une saine philosophie générale. Mais, à cela près, mon appréciation approfondie de notre situation intellectuelle ne me permet aucunement de penser que cette tentative partielle et isolée puisse aujourd'hui suffire à neutraliser les déplorables influences didactiques inhérentes à tout notre régime scientifique, dont les dangers se trouvent naturellement plus prononcés en mathématique que partout ailleurs, en vertu de Tindépendance plus complète qui caractérise ces spéculations préliminaires, où Tempirisme dispersif et Taversion des vues d'ensemble devaient, en ce siècle, plus spécialement prévaloir, comme je Tai pleinement établi dans mon grand ouvrage. Quelque nécessaire que soit donc devenue déjà, aux yeux d'un grand nombre de bons esprits, surtout en France, la rénovation radicale de cette phase initiale de l'éducation positive, qui réalise si rarement jusqu'ici son éminente aptitude logique, je connais mieux que personne l'intime solidarité qui rattache désormais une telle régénération à tous les autres besoins essentiels de la raison humaine, de manière à ne pouvoir fttre suffisamment accomplie que sous l'ascendant ultérieur d'une nouvelle philosophie générale, émanée enfin de la science elle-même, conformément au but invariable de tous mes travaux quelconques. C'est seulement ainsi que pourra graduellement prévaloir le véritable esprit d'ensemble, sans lequel aucun enseignement ne saurait être convenablement dirigé.
CHAPITRE PREMIER
Notions fondamentales.
1. La géométrie analytique^ telle que Descartes Ta fondée, esl essentiellement destinée à généraliser le plus possible les diverses théories géométriques, d'après leur intime subordination à des conceptions analytiques, en soumettant les différentes questions à autant de méthodes uniformes, nécessairement applicables à toutes les figures convenablement déflnies ; soit qu'on se borne à la géométrie plane, qui doit ici constituer notre première et principale étude, soit que Ton considère, comme nous le ferons ensuite, des surfaces quelconques. Pour mieux apprécier cette destination caractéristique, il faut d'abord reconnaître que la plupart des recherches géométriques, et surtout les plus importantes, quoique le plus souvent limitées primitivement à certaines figures, conviennent également, par leur nature, à toutes les formes imaginables de ligne ou de surface. Telle est évidemment, par exemple, la détermination des tangentes^ pareillement essentielle envers
toutes les courbes, comme servant de base à leur comparaison avec un système convenable de droites. Il en est certainement de même à regard des questions directement relatives à la mesure de retendue, et qui constituent Tobjet final des spéculations géométriques ; soit qu'il s'agisse d'estimer la longueur d'une courbe, ou l'aire qu'elle termine, ou le volume qu'engendre sa rotation, etc., il n'y a pas de forme qui ne doive donner lieu à une semblable recherche. Les questions vraiment limitées à certaines figures, et qui ne comportent pas de généralisation réelle, n'offrent presque jamais qu'un intérêt très-secondaire, à moins qu'elles ne constituent, comme il arrive souvent, de simples modifications particulières d'une considération pleinement générale (*). Cette généralité spontanée des principales recherches géométriques étant ainsi nettement reconnue, elle doit naturellement faire désirer une équivalente généralité dans les méthodes correspondantes. Or,'telle est surtout l'immense supériorité de la géométrie moderne, constituée à l'état analytique par la conception fondamentale de Descartes. Avant cette rénovation décisive, les questions géométriques ne comportaient, en effet, que des solutions spéciales, où le même problème devait être résolu de nouveau dans tous les cas connus, sans qu'on pût utiliser en aucune manière, faute d'une appréciation directe et abstraite, ce qui leur était nécessairement commun. Par exemple, les moyens qu'employait la géométrie ancienne pourmener les tangentes aux sections coniques
n Dans rétat présent de la géométrie» cette remarque ne rencontre peut-être d'exception importante qu'envers la seule théorie des foyers, que nous reconnaîtrons être vraiment bornée aux sections coniques, sans admettre, à Tégard de toute autre courbe, aucun équivalent effectif. Mais, même en ce cas, malgré la spécialité naturelle d'un tel sujet, son extension directe à trois courbes d'ailleurs fort distinctes y doit faire attacher presque autant de prix à une convenable généralité de méthode, que si ceUe recherche pouvait s'étendre à des lignes quelconques.
ne. servaient nullement, si ce n'est comme exercice logique, à faciliter cette recherche envers la cissoïde, la spirale, la cycloîde, etc., dont chacune a ultérieurement exigé, à cet égard, de nouveaux efforts toujours particuliers, jusqu'à ce que l'analyse cartésienne ait enfin élevé le système des spécu« lations géométriques à son véritable état philosophique, en y instituant une harmonie durable entre retendue des méthodes et celle des questions.
Cette grande conception ayant jusqu'ici trop peu pénétré dans l'enseignement ordinaire, la géométrie analytique n'y est communément appréciée que comme propre à présenter l'étude des sections coniques sous une nouvelle forme, dont la supériorité effective, si on devait se borner à un tel cas, serait assurément très-contestable. Mais, quelque vicieuse que soit une exposition où les méthodes géométriques adhèrent trop étroitement aux cas particuliers qu'on y a eus trop exclusivement en vue, elle ne saurait altérer l'entière généralité qui caractérise spontanément les théories analytiques, et que je m'efforcerai ici de faire directement ressortir, comme constituant leur principale valeur, à la fois scientifique et logique. Dans l'ancienne géomé* trie, aucune question ne pouvait jamais être vraiment épuisée, puisqu'il restait toujours à y traiter une infinité de nouveaux cas, exigeant souvent d'aussi grands efforts que pour l'institution d'un nouvel ordre de recherches. La géométrie cartésienne, au contraire, instituant une meilleure économie de nos forces spéculatives^ ne regarde comme vraiment importante que la création de nouvelles méthodes générales, applicables à des sujets encore intacts, et dont la spécialisation envers certaines formes ne peut plus offrir que des difficultés secondaires.
2. Suivant une telle appréciation, ce système final de la science géométrique devrait être rationnellement désigné par la dénomination de géométrie générale, comme je l'ai proposé.
depuis longtemps, dans le tome premier de mon Système de philosophie positive. Mais, vu la haute importance qu'on doit toujours attacher, surtout pour renseignement élémentaire, à conserver, autant que possible, les expressions consacrées, à moins qu'elles ne soient radicalement impropres, je crois devoir ici employer habituellement la qualification ordinaire de géométrie analytique^ en écartant toutefois avec soin le titre trop imparfait, et malheureusement encore plus usité, d'application de r algèbre à la géométrie. En expliquant convenablement cette dénomination d'analytique^ on y peut voir, en effet, le résumé de l'ensemble des attributs qui caractérisent la nouvelle géométrie, quoique une telle désignation ne se rapporte spontanément qu'à la nature des moyens employés, sans rappeler suffisamment l'appréciation du but, qui n'est ainsi indiqué que d'une manière indirecte, d'après son harmonie intime et nécessaire avec la marche annoncée. L'espèce d'équivoque qui s'attache naturellement au mot analyse et à ses divers dérivés, suivant qu'on Tenvisage dans sa spéciale acception mathématique ou dans son universelle signiflcation logique, ne saurait môme empêcher une semblable destination ; car il est aisé de reconnaître, en principe, comme le développement de la science nous le fera de plus en plus sentir, que les méthodes propres à cette généralisation finale des théories géométriques doivent être éminemmenianaly tiques y selon les deux sensde ce terme. En considérant d'abord le sens spécial, qui s'étend à Tensemble de la mathématique abstraite, il est certain que les théories géométriques ne peuvent être convenablement généralisées que d'après des conceptions analytiques, puisque la partie abstraite de chaque question est, au fond, la seule qui soit susceptible, à l'aide d'un judicieux isolement, d'une solution vraiment uniforme, en tant que seule réellement commune à toutes les figures imaginables. Soit qu'on envisage la détermi-
nation des tangentes ou celle des quadratures, etc., on reconnaît aisément que, les résultats devant nécessairement différer dans les diverses courbes, aucune autre voie que celle de l'analyse ne pourrait suffisamment séparer et convenablement traiter ce que le sujet offre d'essentiellement uniforme au milieu d'une inévitable diversité. Cette aptitude naturelle des conceptions analytiques peut même s'étendre jusqu'à indiquer de précieux rapprochements entre des questions générales vraiment distinctes ; ce qui constitue assurément la plus haute généralisation possible, que nulle autre marche ne saurait permettre. Les géomètres ont ainsi découvert, par exemple, dès l'origine de la géométrie analytique, comme je l'expliquerai en son lieu, l'identité fondamentale des diverses recherches relatives à la mesure de l'étendue, et qui peuvent désormais se transformer les unes dans les autres, soit qu'il s'agisse de rectifications ou de quadratures, ou même de cubatures ; c^est d'après une com« mune appréciation analytique que pouvaient seulement être saisies des relations aussi remarquables, très-propres au perfectionnement mutuel de ces différentes études. Sous ce premier aspect fondamental, la géométrie générale est donc très-justement qualifiée d'analytique.
Mais il ne faut pas que, suivant une tendance trop commune, cet usage pleinement légitime conduise, en prenant la forme pour le fond, à incorporer vicieusement à la vraie géo«> métrie analytique des spéculations qui ne sauraient lui appar-^ tenir, parce qu'elles n'offrent point la généralité qui seule la caractérise essentiellement, quelque étendu et même indispensable que puisse y être d'ailleurs l'emploi du calcul algébrique. C'est ainsi que tant de géomètres ont si vainement contesté à Descartes l'originalité de sa grande rénovation, sous prétexte que, longtemps avant lui, l'algèbre avait déjà fourni certaines solutions géométriques. On voit aussi, d'après la même mé-
prise, annexer trop souvent encore à la géométrie analytique la simple trigonométrie, malgré le judicieux exemple de Legendre, qui, suivant une irrécusable indication historique, Tavait laissée à la suite de la géométrie élémentaire, dont elle constitue évidemment l'inséparable complément, en tant que pareillement relative à un problème purement spécial, quoique d'ailleurs d*une importance capitale. Une telle confusion, qui semble dogmatiquement consacrée encore d'après une vicieuse division scolastique entre les problèmes déterminés et les problèmes indéterminés (comme si toutes les questions géométriques n'étaient pas, chacune selon son genre, nécessairement déterminées, soit qu'on y cherche un point, une ligne ou môme une surface) , s'oppose radicalement à toute saine appréciation du véritable esprit de la géométrie analytique. Il serait même impossibledela distinguer ainsideranciennegéométrie,où l'on emploie aussi, presque dès les premiers pas, le calcul algébrique, quoique son office y soit ordinairement moins étendu, et qu'il y soit surtout appliqué sous des formes beaucoup moins convenables, d'après la théorie des proportions, qui y constitue, comme procédé logique, l'équivalent très-imparfait de notre algèbre actuelle. Nous aurons fréquemment occasion de reconnaître, contrairement à cette grossière opinion, que des théories géométriques peuvent être éminemment analytiques malgré que le calcul y intervienne fort peu, tandis que d'autres spéculations, où il a beaucoup de part, ne méritent nullement une telle qualification. Si l'on passe maintenant à la seconde acception scientifique du mot analyse et de ses dérivés, conformément à l'usage universel et à l'explication étymologique, une appréciation encore trop méconnue peut faire aisément sentir que, à ce nouveau titre, la géométrie générale doit être éminemment analytique^ c'est-à-dire procéder par décomposition. Car les questions n'y étant presque jamais composées que d'un très-petit nombre
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d'éléments uniformes, (lontles diverses combinaisons effectives sont, au contraire, extrêmement multipliées, la généralité des solutions ne peut y être obtenue que d'après la séparation abstraite des différentes conditions élémentaires, seules susceptibles d'être traitées, chacune à part, sous un point de vue général. Au contraire, Tesprit de la géométrie ancienne était toujours essentiellement synthétique, et par suite spécial, puisque les diverses conditions de chaque problème y restaient envisagées surtout dans leur ensemble, malgré Tusage accessoire de ce qu'on avait nommé V analyse géométrique^ qui toutefois doit être historiquement envisagée comme un premier acheminement logique vers le système moderne, quoique l'absence des conceptions algébriques, qui seules permettent de fixer une telle séparation et d'en poursuivre les conséquences, dût priver cette marche, plus prônée que pratiquée chez les géomètres grecs, de sa principale efficacité.
Cette double appréciation conduit à sentir que la nouvelle méthode géométrique instituée par Descartes a pour caractère essentiel, en isolant chaque condition d'un problème, de l'assujettir à une solution pleinement générale, d'après une convenable réduction du concret à l'abstrait. La qualification d'analytique a surtout le mérite de rappeler, à ceux du moins qui s'en forment une juste idée, un tel esprit fondamental, que je ferai soigneusement ressortir en toute occasion opportune.
3. D'après les indications précédentes, la révolution radicale opérée dans le système des études géométriques par l'avéne" ment de la géométrie analytique doit être regardée comme l'époque la plus décisive pour le développement total de cette science, dont la constitution philosophique était jusqu'alors si insuffisante et si précaire, malgré d'admirables découvertes spéciales. Mais, en outre, il y faut même reconnaître le pas le plus décisif que pût jamais faire l'ensemble des spéculations mathé-
matiques, aussi bien abstraites que concrètes. Car, suivant une réaction nécessaire, ce rapprochement fondamental entre les notions géométriques et les conceptions algébriques, quoique n'ayant été d'abord institué qu'en vue de perfectionner la géométrie, qui a fait ainsi, depuis deux siècles, plus de progrès réels que pendant la longue suite de tous les siècles antérieurs, a été peut-être encore plus favorable au perfectionnement de l'analyse mathématique, dont leê plus puissantes créations sont, en effet, dues à cette heureuse influence logique. Nonseulement les recherches analytiques ont ainsi trouvé spontanément k la fois une alimentation inépuisable et une intéressante destination, sans lesquelles la répugnance naturelle de l'esprit humain pour les abstractions trop indéterminées en eût rendu le progrès extrêmement lent et d'ailleurs presque stérile; mais, de plus, suivant une influence plus spéciale et plus profonde, l'intervention des considérations géométriques parmi les spéculations analytiques y a souvent suggéré directement d'heureuses inspirations fondamenCaleSjCommel'ensembledessainesétudes mathématiques le constate si hautement aujourd'hui. Une telle réaction Scientifique est essentiellement propre à la géométrie^ qui, à ce titre, ne cessera jamais de constituer la principale partie de la science mathématique. La mécanique rationnelle, quoique aussi éminemment analytique que la géométrie, est d^une nature trop compliquée pour comporter une semblable influence. Elle a, sans doute, pai*eillement fourni à l'analyse un nouveau champ et une nouvelle destination, mais non pas de nouvelles lumières. Bien que les équations abstraites puissent être conçues, sans doute, comme représentées par des mouvements tout autant que par des figures, cette interprétation trop pénible ne saurait devenir la source d'aucune véritable indication analytique.
Conformément à la similitude nécessaire qui, pour l'esprit
humain, doit évidcinincnl exister, en tous genres, entre la marche essentielle de l'éducation individuelle et celle de l'évolution collective, Tétude de la géométrie analytique doit aussi constituer naturellement la phase la plus décisive, et par suite la plus difTicile, de chaque initiation mathématique. Les notions élémentaires de la géométrie et les conceptions rudimentaires de Falgëbre, qui jusqu'alors avaient dû sembler tout à fait indépendantes les unes des autres, et même radicalement hétérogènes, malgré quelques relations spéciales, contractent, dès ce moment, une alliance intime et indissoluble, première base de leur commune extension, et qui tend de plus en plus à faire concevoir Tensemble, autrement incohérent, des spéculations mathématiques comme susceptible d'une véritable unité. Aucune autre partie de renseignement mathématique ne saurait donc mériter autant la sollicitude rationnelle des professeurs et l'active attention des élèves.
4. Pour procéder convenablement à l'exposition directe de la conception fondamentale d'après laquelle Descartes a constitué la géométrie analytique, il faut d'abord expliquer une méthode préliminaire, où ce grand philosophe n'a eu essentiellement qu'à systématiser les inspirations spontanées de la raison commune, et sans laquelle la transformation radicale des considérations géométriques en considérations analytiques n'eût jamais été possible.
L'analyse mathématique ne peut spéculer que sur des idées de grandeur ; cependant il existe, en outre, dans la géométrie^ deux autres catégories logiques, non moins naturelles que la première, l'une relative à la forme, l'autre à la position : il est donc préalablement indispensable, en géométrie analytique, de ramener les pensées de forme et de situation h de simples notions de grandeur, seules immédiatement susceptibles de devenir numériques. Or, la solution générale de cette difficulté
préliminaire exige d'abord qu'on la réduise aulant que possible, en ne s'y occupant qujB des idées de silualion, dans lesquelles on peut évidemment faire toujours rentrer les idées de forme; puisque la forme d'un corps quelconque, pouvant résulter constamment de la disposition mutuelle de ses parties, sera nécessairement définie d'après la situation de tous ses points. C'est ainsi que, dans notre système de géométrie analytique, la position est seule immédiatement formulée par nos équations, d'où la forme peut ensuite ressortir indirectement, à l'aide des combinaisons convenables. Une telle marche doit, sans doute, offrir, comme nous le reconnaîtrons bient^it, quelques véritables inconvénients, puisque la forme d'un objet est, en elle-môme, indépendante de sa situation ; mais cette manière de procéder n'en est pas moins inévitable en géométrie analytique, sous l'indispensable réserve des moyens généraux destinés à permettre, suivant nos explications ultérieures, de dégager les diverses indications relatives à la forme des circonstances étrangères propres à la seule situation.
Toutes les idées élémentaires de situation étant naturellement réductibles à la simple position d'un point, il suffit donc d'expliquer, à ce sujet, comment ce dernier cas peut ôtre ramené à de pures considérations de grandeur. On y parvient aisément, sous beaucoup de modes divers, d'après ce qu'on appelle des systèmes de coordonnées, c'est-à-dire à l'aide des deux grandeurs géométriques, soit linéaires, soit angulaires, etc., qui, sur un plan, déterminent, par leur combinaison, le point correspondant^ relativement à certains repères fixes et communs.
Afin de mieux apprécier cet indispensable artifice élémentaire, il y faut voir la simple généralisation philosophique du procédé spontanément suggéré à tout bon esprit par la nécessité de définir la situation d'un point sans pouvoir le montrer,
nécessité qui conduit toujours àl'inévilable emploi des renseignements numériques. Si le point proposé doit appartenir à une ligne connue d'avance des deux intelligences entre lesquelles s'opère une telle communication, un seul de ces renseignements suffit évidemment à remplir cette indication, par exemple en assignant la distance plus ou moins grande du point variable à un point fixe de la même ligne. Ce cas est nécessairement le plus simple de tous ceux que peut offrir la réduction des idées de position aux idées de grandeur : mais il importe de le concevoir distinctement; car il est la base de tous les autres plus compliqués. Quand le point cherché doit seulement faire partie d'une surface donnée, ce qui arrive toujours en géométrie plane, la combinaison de deux renseignements de ce genre devient alors indispensable, Tun pour indiquer la ligne qui doit le contenir, et l'autre pourTy distinguer de tout le reste de sa circonférence : la dénomination de coordonnées rappelle heureusement l'insuffisance isolée de chacun des deux éléments de détermination, qui ne deviennent efficaces que par leur concours. Enfin, dans le cas le plus étendu et le plus difficile, lorsque le point peut indifféremment appartenir à toutes les régions de l'espace, sa situation ne peut être ainsi caractérisée qu'en combinant trois de ces conditions de grandeur, comme nous le reconnaîtrons spécialement en géométrie à trois dimensions.
Les couples de coordonnées employés, à cet effet, pour la géométrie plane, peuvent être tirés d'une foule de constructions différentes, dont il importe ici de concevoir nettement les principales. Celle de toutes qui, sans être, sous divers aspects, la plus naturelle, mérite certainement, à tous égards, la préférence universelle qu'elle a empiriquement obtenue dès l'origine de la géométrie analytique, consiste à déterminer la position d'un point par ses distances à deux droites fixes, le
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plus souvent rectangulaires. Si le point M (fig. 1) doit être sur un plan, à des distances données a et 6 des deux axes OY,OX, il sera évidemment placé à Tunique rencontre des deux parallèles menées à ces axes selon ces distances respectives, et dont chacune le contiendrait îndifféremmentd'aprësla considération isoléedela condition correspondante. L'une decescoorcfonwe'e5, MP, qu'on peut utilement supposer verticale, porte habituellement le nom d'ordonnée^ tandis que l'autre, MQ, qu'on se figurerait alors horizontale, est communément qualifiée d'adscisse^ sans que cette diversité soit d'ailleurs aucunement motivée entre des éléments homogènes. On facilitera beaucoup la comparaison de ces distances variables selon les diverses positions du point, en comptant chacune, en OQ ou OP, sur l'axe correspondant, toujours à partir de l'intersection fixe 0, ainsi justement nommée V origine commune des deux coordonnées. Enfin, quant au discours algébrique, un usage très convenable fait désigner constamment chacune d'elles par la petite lettre analogue à la grande qui marque l'extrémité de son axe, lequel réciproquement prend souvent, à ce titre, le nom familier d'axe des x ou des y, selon la coordonnée variable qui s'y rapporte. Si, comme il arrive quelquefois, les deux droites fixes n'étaient pas rectangulaires, les deux distances resteraient toujours mesurées, pour chaque axe, parallèlement à l'autre, et dès lors sous une obliquité égale à leur inclinaison mutuelle, sans que l'opération subit d'ailleurs aucune autre modification. A la vérité, d'après ce premier système de coordonnées, les idées de grandeur semblent d'abord ne pouvoir pas sufGre entièrement à remplacer les idées de situation. Car, si le point proposé peut se trouver, suivant le cas le plus ordinaire, indifféremment placé, sur le plan, dans les quatre régions que séparent les deux axes, il pourra certainement, avec les mêmes coordonnées, occuper, outre la position primitive M, les trois
autres positions symétriques M' , M", ou M" ', que rien ne paraît pouvoir numériquement en distinguer. Mais^ comme Tune ou Tautre de ces coordonnées se trouve alors comptée, sur son axe, à l'inverse du sens primordial, cette difficulté préalable, qui eût radicalement entravé l'essor de la géométrie analytique, en obligeant, pour éviter une inextricable confusion, à y renoncer au système le plus favorable, a été complètement surmontée, par l'incomparable fondateur de la nouvelle constitution géométrique, d'après un heureux usage général de sa grande découverte en philosophie mathématique sur la représentation spontanée de l'opposition de sens par l'opposition des signes -}- et — dans toute relation de l'abstrait au concret, pour chaque grandeur qui, comptée suivant une direction fixe, comporte une inversion nettement caractérisée. J'aurai ci-dessous l'occasion d'indiquer expressément le véritable esprit de cette notion fondamentale, presque toujours vicieusement enseignée. En se bornant ici à l'appliquer convenablement, elle fait aussitôt disparaître notre ambiguïté élémentaire : pourvu qu'on ait toujours égard au signe -}- ou — de chaque coordonnée aussi bien qu'à sa valeur, il n'y aura jamais la moindre incertitude sur la région correspondante au point proposé ; elle sera dès loi*s distinguée des trois autres par une combinaison propre des deux signes simultanés.
Le seul système de coordonnées qui soit quelquefois usité, à défaut du précédent, en géométrie analytique, est peut-être, quoique beaucoup moins convenable que celui-ci, le plus naturel de tous, comme offrant la plus simple combinaison dos deux idées primordiales de longueur et de direction. C'est celui que l'on qualifie habituellement depolaii'e^pav contraste nu premier, communément appelé 7*ectiligne. en spécifiant ainsi désormais deux dénominations trop vagues en elles-mi^mes. 11 consiste à déterminer la position d'un point sur un plan d'après
sa distance à un point fixe et Tangle qu'elle y forme avec une droite fixe : la coordonnée linéaire porte ordinairement, suivant Tusage astronomique, le nom de rayon vecteur-, la coordonnée angulaire n*a pas reçu de titre spécial. Emprunté à la géométrie céleste, ce système émane primitivement d*une tendance universelle, dans les plus simples considérations géographiques, à comparer spontanément les divers lieux terrestres d'après la combinaison de leurs distances avec leurs directions. Un point M [fig, 2) y est déterminé par l'intersection d'un cercle variable, ayant pour centre fixe le pôle 0, et d'une droite mobile autour de ce pôle : les coordonnées correspondantes,que nous noterons habituellement u et cp, déterminent, pour chaque position, Tune le rayon de ce cercle, l'autre Tinclinaison de cette droite sur Taxe OO. On doit remarquer que la seule grandeur des deux coordonnées suffit ici à l'entière détermination du point, sans qu'il faille leur attribuer aucun signe, même pour distinguer suffisamment la position M de son opposée M', où Tangle f, toujours compté en pareil sens, comme en trigonométrie, a certainement changé de valeur, par un accroissement de ISO*». Mais nous reconnaîtrons bientôt que, loin de constituer un motif de préférence, cette propriété du système polaire devient au contraire très-défavorable à sa destination analytique.
Outre ces deux systèmes,seuls usités,il en existe évidemment une infinité d'autres, mais dont l'office est purement provisoire ou accidentel. Leur considération n'a d'importance logique qu'afin d'éviter de trop restreindre, suivant la tendance scolastique, cette première notion fondamentale. C'est ainsi que, par exemple, on déterminerait la position d'un point sur un plan d'après ses distances à deux points fixes, par l'intersection de deux cercles à centres fixes, dont les rayons variables constitueraient les coordonnées correspondantes. De même, on y
pourrait employer les directions combinées des droites qui, de deux points fixes, aboutiraient au point cherché, alors résulté d'une intersection rectiligne, suivant deux coordonnées angulaires, mesurant les angles de chacune de ces lignes mobiles avec Taxe qui joint les deux pôles. En un mot, il n'y a presque aucune construction plane qui, convenablement envisagée, ne puisse donner lieu à quelque système de coordonnées, et souvent à plusieurs, en y considérant les divers éléments linéaires, angulaires, ou même superficiels, qu'elle peut rattacher à la position d'un point, et dont toute combinaison binaire serait réciproquement susceptible de le déterminer.
Dans un système quelconque, le point mobile est toujours nécessairement placé à la rencontre de deux lignes, droites ou courbes, dont toutes les conditions déterminantes sont fixes, excepté une seule qui, en variant, indique la coordonnée correspondante. Ainsi, les divers systèmes doivent d'abord être distingués entre eux par la nature des lignes qu'ils emploient. Mais cette appréciation ne saurait suffire, puisque des systèmes très différents peuvent souvent introduire des lignes ,pa' reilles : il y aurait, par exemple, une infinité de systèmes méritant d'être appelés rectilignes^ si l'on donnait ce nom à tous ceux où un point résulte de l'intersection de deux droites ; comme l'indique, entre autres, outre le système rectiligne ordinaire, décrit en premier lieu, le système, doublement angulaire^ qui a terminé notre énumération sommaii*e. On doit donc, en outre, soigneusement considérer le mode de variation de chacune des deux lignes élémentaires, et ne regarder comme vraiment identiques que les systèmes de coordonnées qui, employant les mêmes lignes, les font aussi varier Suivant la même loi, en sorte que toutes les conditions fixes de détermination soient exactement communes aux deux cas comparés.
Cet indispensable préambule, sans lequel les idées géomé
triques ne sauraient devenir réductibles à des idées numéri* ques, nous permet de procéder maintenant à l'exposition directe de la conception fondamentale d'après laquelle Descartes a constitué la géométrie analytique, en établissant une intime harmonie mutuelle entre les lignes et les équations.
Quand un point se déplace arbitrairement sur un plan, ses deux coordonnées changent indépendamment Tune de l'autre. Mais si, dans son mouvement, il suit un trajet rigoureusement déterminé, de forme d'ailleurs quelconque, ces deux variables ne sauraient plus être envisagées comme indépendantes entre elles. L'une d'elles, en effet, suffit alors pour déterminer le point, à l'égard duquel la ligne proposée tient lieu de celle qui correspondrait à l'autre coordonnée. Celle-ci ne peut donc prendre, en ce cas, que des valeurs subordonnées à celles de la première, dont elle devient ainsi analytiquement, suivant le langage des géomètres, une véritable fonction, d'ailleurs assignable ou inassignable ; caractérisée par une équation convenable entre ces deux variables. Or, comme cette équation traduit exactement la condition d'un tel trajet, elle est justementnommée éqtiationde la /ij7n<?corresponàante,puisqu'elle en constitue une rigoureuse définition analytique, qui ne saurait convenir & aucune autre figure, où, la même valeur de l'abscisse devant procurer une valeur différente à l'ordonnée, leur relation doit nécessairement changer aussi.Cette inévitable correspondance entre la ligne et l'équation est même, à certains égards, trop intime, en tant qu'affectée par la situation comme par la forme : car, d'après ce principe, l'équation doit évidemment subir un changement quelconque quand la ligne ne fait que se déplacer sans changer de forme ni de grandeur; d'oùrésulte lanécessité de règles analytiques expressément destinées ci-dessous à dissiper une telle confusion, d'ailleurs nécessairement résultée de ce que les idées de position sont seules
immédiatement susceptibles d'expression algébrique. Ainsi, Téquation d'une ligne, en tout système, n*est autre chose que la relation constante qui existe nécessairement entre les coordon* nées variables du point décrivant, par cela seul que la ligne est rigoureusement définie d'après une propriété commune à tous ses points.
^ Le principe général d'une telle correspondance ne saurait être convenablement apprécié, si on n'envisage les idées d'^qiiation ou de fonction de la manière la plus étendue, et si on n'évite soigneusement de confondre la conception, toujours possible, de chaque équation avec sa formation effective, sou» vent très difficile, et quelquefois inaccessible. Il existe, sous ce dernier aspect, une très grande dilTérence entre les diverses définitions dont une môme ligne est susceptible. Par exemple, la définition élémentaire du cercle, comme lieu des points équidistants d'un point fixe, se traduit aussitôt, d'après le simple théorème de Pythagore, en l'équation y*4"^*=^''» entre les coordonnées rectilignes de Tun quelconque de ses points, relativement à deux axes rectangulaires menés de son centre. Au contraire, la définition transcendante de cette même courbe, comme étant celle qui, sous le même contour, renferme la plus grande aire, exige l'intervention de la plus haute analyse pour faire obtenir l'équation. L'ensemble de la géométrie présente, même aujourd'hui, beacoup d'exemples de courbes dont l'équation proprement dite n'a pu encore être formée, et à l'égard desquelles on peut, en outre, quelquefois assurer que cette formation exigerait nécessairement l'introduction de nouvelles fonctions analytiques.
Il importe de remarquer déjà que cette correspondance fondamentale entre les lignes et les équations ne saurait, par sa nature, offrir aucun caractère absolu, qui affectât exclusivement, dans tous les cas, certaines relations analytiques à cer-
laines formes géométriques. Car, une telle harmonie est évidemment subordonnée au système de coordonnées que Ton a clioisi. Si donc une habitude invétérée conduit, par exemple, à lier intimement entre elles les idées de ligne droite et d'équation du premier degré ou de section conique et d'équation du second degré, cela tient uniquement à l'emploi trop exclusif du système rectiligne, auquel se rapportent ces liaisons. Dans d'autres systèmes, ces mêmes lignes prendraient évidemment de nouvelles équations, dont la composition analytique semblerait souvent dépourvue de toute analogie avec les premières, quoiqu'il dût pourtant exister entre elles, malgré toutes les variations possibles, une certaine affinité algébrique plus ou moins difficile à discerner, d'après leur commune source géométrique.
Nous devons enfin soigneusement signaler ici^ en principe, comme propriété essentielle de celte correspondance de l'équation à la ligne, pour chaque système de coordonnées, son indépendance nécessaire de la diversité des définitions propres à une même figure. Quoique l'équation résulte inévitablement de la définition, elle n'est cependant pas susceptible de varier avec elle, si la ligne n'éprouve aucun changement réel ; puisque les mêmes abscisses devront toujours correspondre aux mêmes ordonnées, tant que la succession des points n'aura pas effectivement changé,. sous quelque nouvel aspect qu'elle puisse être envisagée. Rien n'est plus propre que ce remarquable privilège à faire dignement ressortir combien l'équation caractérise profondément la vraie nature invariable de la ligne correspondante, au milieu de la variété presque indéfinie de ses attributs géométriques. En même temps, cette identité nécessaire de l'équation, de quelque définition qu'elle provienne, doit présenter, en géométrie analytique, une importante destination habituelle, en y permettant de reconnaître ainsi, d'une
manière sûre et uniforme, l'équivalence effective des définitions qui auront conduit à la môme équation, el qui, sans cet heureux intermédiaire, auraient souvent offert beaucoup d'obslacles à un rapprochement décisif.
6. Après avoir ainsi caractérisé, en sens direct, la conceptionfondamentaledelagéométrie analytique, ilfautmaintenant, pour achever de s'en faire une juste idée générale, l'apprécier aussi en sens inverse, quant à la représentation des équations à deux variables par les lignes planes correspondantes.
Cette peinture des équations résulte de la construction facultative de chacune de leurs solutions. Que, dans une équation quelconque, résolue ou non résolue, y = ^ (x) ou/(a:,y) = 0,
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d'un point dans un système quelconque, par exemple recliligne : ces diverses solutions pourront dès lors être géométriquement représentées par autant de points M, M', M'\ etc. [fiO- 3)i dont la succession resterait arbitraire si ces couples n'avaient aucun caractère commun, mais qui, au contraire, formeront une ligne nettement déterminée en vertu de leur uniforme propriété de convenir à une même équation, qui constituera spontanément la définition algébrique de cette ligne, de manière à la distinguer rigoureusement d avec toute autre. Envisagée quant à Téquation d'où elle provient, une telle ligne en constituera ce qu'on nommele/î^/j'^om^/nj'W^, dont l'étude ultérieure fera nécessairement découvrir d'autres propriétés spéciales, susceptibles de lui fournir divers modes de génération, plus ou moins éloignés de celte source analytique. La plupart des courbes aujourd'hui considérées n'ont pas. effectivement d'autre origine ; aussi sont-elles habituellement nom-
mées par leurs équations mômes, sauf 4e très-petit nombre de celles que divers motifs ont conduit à désigner sous des déno* minations particulières. On conçoit, en effet, avec quelle ex* trëme facilité on a pu dès lors imaginer une infinité de courbes nouvelles, assujetties à des définitions rigoureuses, tandis que Tancien régime géométrique ne comportait, à cet égard, que des ressources fort limitées, même pour la plus féconde imagination.
Sous ce second aspect général, encore plus évidemment que sous le premier, la correspondance fondamentale des lignes aux équations est nécessairement relative à la nature du système de coordonnées adopté. De la même équation, on pourrait certainement tirer une infinité de lignes différentes, en se bornant à changer convenablement ce système. Ainsi, par exemple. Téquation y == ax^ qui, en coordonnées rectilignes, représente une ligne droite, produirait, au contraire, en coordonnées polaires, une spirale composée d'une infinité de circonvolutions croissantes, comme le lecteur peut le constater aisément. Toutefois, quelque variées que puissent ôtre de telles peintures^ il faut sans doute que ces diverses figures conservent entre elles une certaine analogie intime, jusqu'ici peu appréciée, d'après leur commune origine algébrique.
Quant à Tindépendance, ci-dessus signalée, de chaque équation relativement à la diversité des définitions propres à la ligne correspondante, elle est ici remplacée, en quelque sorte, par rindépendance équivalente de chaque lieu géométrique envers les différentes formes, souvent très-distinctesetfortmultipliées, que comporte son équation. Celte seconde propriété générale, quoique moins sentie que la première, n'a pas, au fond, moins d'importance. Elle devient surtout la base essentielle de la haute destination logique dont la géométrie analytiqueest susceptible pourleperfectionnementdesspéculations algébriques. Lacourbe
d'une équation présente, en effet, rinestimable avantage de constituer spontanément un résumé très-expressif de l'ensemble des comparaisons auxquelles peut donner lieu la marche générale des solutions de cette équation: or, cette marche, qui caraclériseessentiellementréquationcorrespondante, au milieu des innombrables transformations dont elle est susceptible, ne saurait être indiquée par aucun signe analytique, et se trouverait même, sans cette lumineuse peinture, profondément dis- ; simulée sous les détails algébriques que rappelle directement
; la composition de Téquation. Telle est la source élémentaire
des indications fondamentales d'après lesquelles Theureux emploi des considérations géométriques a tant concouru, depuis deux siècles, à perfectionner les conceptions analytiques.
7. Cette double explication générale de l'intime harmonie naturelle que la grande conception de Descartes a définitivement organisée entre les idées de ligne et les idées d'équation, î caractérise déjà le véritable esprit et la principale difficulté de
] la géométrie analytique. Toutes les lignes qui peuvent être le
I sujet des recherches de la géométrie plane étant ainsi repré-
sentées, dans un système convenable, par autant d'équations^ chaque phénomène géométrique qui s'y rapporte devient dès lors susceptible d'expression analytique, soit qu'il concerne les affections isolées de chacune des lignes proposées ou leurs rela-^ tions mutuelles* SoUs ce premier aspect, il s'agit surtout, en géométrie analytique, de découvrir l'équivalent analytique de chaque considération géométrique. Réciproquement, toute équation abstraite, du moins à deux variables, étant aussi re<^ présentée de la même manière par une courbe correspondante, il n'y a pas de modification algébrique qui ne doive comporter une certaine interprétation géométrique^ dont la découverte constituera habituellement, sous ce second aspect, la difficulté essentielle de la géométrie analytique. On voit donc que tous
les efforts y doivent principalement consister à développer et à perfectionner sans cesse cette double relation alternative entre Tabstrait et le concret, dont la pensée cartésienne constitue le principe fondamental.
8. Quels que soient les éminents avantages, à la fois logiques et scientiQques, propres à cette admirable conception, dont ce traité fera de plus en plus ressortir la puissance et la fécondités il importe maintenant, pour en avoir pleinement ébauché l'apprécia tion générale, de signaler ici sommairement ses imperfectionsessentielles,maissansnousoccuperd'yremédier,en évitant toutefois de les concevoir comme nécessairement irréparables.
Sous le premier des deux aspects fondamentaux ci-dessus expliqués, la représentation analytique des lignes est actuellement imparfaite, en ce sens que Téquation, excédant quelquefois la stricte définition, convient à tout l'ensemble de chaque ligne, lors même que la génération proposée est restreinte à une portion déterminée. En cherchant, par exemple, Téquation rectiligne ou polaire du lieu du sommet d'un angle invariable dont chaque côté passe en un point fixe, elle se trouvera vicieusement convenir à la totalité du cercle correspondant, quoi* que la définition ne convienne cependant qu*à un arc limité, qui pourra même être fort petit, si l'angle est très-obtus : la plupart des solutions de l'équation ne se rapporteraient point alors à Tangle proposé, mais à son supplément. De même, pour citer un cas encore plus sensible, en considérant le lieu du sommet d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse glisse entre deux axes rectangulaires, l'équation indiquera deux droites indéfiniment prolongées, tandis que cette génération ne saurait évidemment s'appliquer qu'à une portion déterminée de chacune d'elles. Cette altération par excès est, sans doute, beaucoup moins vicieuse que ne le serait une altération par défaut, laquelle est nécessairement impossible ici ; mais elle n'en consU-
tue pas moins un grave inconvénient de notre système actuel de géométrie analytique, puisque certaines définitions géométriques n*y sont pas algébriquement traduites avec une scrupuleuse fidélité, faute de savoir prendre en considération analytique les restrictions qui leur sont inhérentes. C*est surtout dans Tapplication de l'analyse aux phénomènes thermologiques que cette imperfection a dû se faire sentir, en y entravant l'étude spéciale des lois de TéchaufTement et du refroidissement pour les cas linéaires où, comme il arrive très-souvent, on ne doit considérer qu'une partie limitée de chaque ligne. Aussi est-ce à rimmorlel fondateur de cette nouvelle théorie, principale création mathématique propre au siècle actuel, que la géométrie doit la solution effective de cette-difficulté fondamentale, qu'on avaitjusqu'alorsjugéeinsurmontable. Mais, quoiqueFourier ait ainsi introduit des équations qui ne représentent réellement que des parties assignables de chaque ligne, cette importante modification a exigé des complications analytiques qui doivent empêcher jusqu'ici, et peut-être toujours, de la rendre vraiment usuelle et surtout élémentaire. Nous devons donc nous résigner finalement à l'acceptation actuelle d'une telle imperfection, sans nous enquérir ici du remède, sauf les précautions spéciales qui,enchaquecasopportun, pourront nous garantir des fausses indications qu^elle susciterait.
Une de ses conséquences générales consiste à ne savoir pas non plus représenter analytiquement un contour discontinu, par exemple, le périmètre d'un triangle ou d'un autre polygone. En géométrie analytique, la composition des lieux se traduit naturellement par la multiplication deleurs équations, pourvu qu'on ait d'abord pris la précaution indispensable d'y tout réunir en un seul membre, sous la forme usiiéef{x,y)'^0: car un produit étant nul par cela même qu'un de ses facteurs Test, à moins que Tautre ne devint accidentellement infini, et ne pouvant
d'ailleurs cire autrement annulé, il est évident que le lieu géométrique de réquation / [x^y] X ? ipc^y) = 0 consiste dans l'assemblage des deux lignes séparément issues des équations f [x^y) = 0, <p (a:,y) = 0. D'après cela, si des équations représentaient des portions de ligne, on pourrait, par leur produit, représenter le contour discontinu qui résulterait de leur juxtaposition. Mais, dans le système actuel, on ne pourrait, au contraire, en multipliant ensemble, par exemple, les équations des trois côtés d'un triangle, nullement former une équation qui fût restreinte à son périmètre ; elle conviendrait aussi à tous les points situés sur les prolongements indéfinis des divers cutés. Ainsi la lacune de notre géométrie analytique, relativement aux parties de ligne, s'aggrave beaucoup d'après ses suites nécessaires envers les contours composés, dont la considération doit naturellement s'offrir en divers cas importants, surtout en Ihermologie mathématique. La conception analytique de Fourier a remédié au second inconvénientde la même manière qu'au pre* mier, et d'ailleurs indépendamment du principe de la multiplication, mais toujours par des procédés trop pénibles pour être admis dans l'enseignement élémentaire de la géométrie générale, que nous continuerons à concevoir grevée de cette double imperfection naturelle.
Sous le second aspect fondamental, la représentation des équations par les lignes correspondantes doit être jugée habituellement imparfaite, en ce sens qu'on n'y tient compte que des seules solutions réelles^ sans aucun égard aux solutionsima*ginaires, qui néanmoins en restent abstraitement inséparables, et qui souvent sont bien plus nombreuses, au point de constituer quelquefois l 'unique réponse que comporte l'équation, même en n^attribuant que des valeurs réelles à la variable indépendante, suivant un usage d'ailleurs déjà contraire à Ten*tière généralité analytique. 11 ne faut pas croire cependant que
rimaginarité de ces solutions doive^ en principe, leur interdire nécessairement toute interprétation géométrique, puisqu'elles ont entre elles des relations très-appréciables, aussi bien géo*^ métriquement qu'algébriquement ; sauf la précaution très-facile de tracer différemment la partie du tableau total qui les concerne, par exemple en la ponctuant. C'est ainsi que Téquation j:* -{- y' e=» i qui , dans le mode ordinaire, n'est représentée qu'entre a:«= — i et a: = + ii par le cercle 0 A ijig. 4), produirait, en outre, l'hyperbole BCB'C, si l'on convenait de construire, abstraction faite du facteur commun v/— i i les ordonnées imaginaires qui correspondent à toutes les autres abscisses réelles. Mais une semblable peinture des solutions imaginaires ne saurait convenir jusqu'ici qu'à un petit nombre de cas suffisamment simples, en dehors desquels l'imperfection nécessaire de l'analyse mathématique empêchera probablement toujours de compléter convenablement la représentation géométrique des équations {*), Nous regarderons donc aussi cette seconde lacune générale comme inhérente à notre système actuel de géométrie analytique, et nous en subirons les conséquences naturelles, sans nous occuper ici du remède.
Celle de ces conséquences qu'il importe le plus de prévoir déjà consiste dans l'altération que reçoit ainsi, en certains cas, le principe fondamental posé ci-dessus sur la représentation nécessaire de toute équation par une ligne. En effet, si l'équation n'admet qu'une seule solution réelle, comme par exemple, x* -}- y' sa 0^ qui n'est satisfaite que par x^^O^y «» 0, ou si elle
(*) Un jeune géomètre, M. Marie, ancien élôve de l'École polytechnique, vient de concevoir ceue peinture des solutions imaginaires d'une manière plus profonde et plus générale que dans aucune des tentatives antérieures, de façon à obtenir quelquefois d*heureux rapprochements inattendus, et sans se faire d'ailleurs aucune grave illusion sur la réalisation usuelle d'un tel perfectionnement.
n'en comporte qu'un nombre limité, elle ne produira géométrîquementqu'unpareilnombre de points, qui pourraient même provenir aussi d'une infinité d'autres équations, en sorte que la figure sera loin dès lors de caractériser effectivement l'équation correspondante. Quand l'équation ne comportera aucune solution réelle, elle n'aura plus aucune sorte de lieu géométrique, et cette coçimune fin de non-recevoir, relative non à la nécessité mais à notre impuissance, enveloppera confusément une foule d'équations qui, analytiquement^ sont très-distinctes
entre elles, comme ar*-f y^-)-*=Oi^*+y*+*^=^»^*+y*+^=^i y«-^e*==0, etc. D'après une telle lacune, certaines modifications analytiques ne comporteront aucune interprétation géométrique ; c'est ainsi qu'on ne changerait nullement le lieu d'une équation en la multipliant par l'une quelconque des précédentes, quoiqu'elle fût alors algébriquement dénaturée.
9. Pour achever d'éclaircir autant que possible cette exposition élémentaire de la conception fondamentale propre à l'ensemble de la géométrie analytique, il reste maintenant à indiquer une importante considération générale, trop méconnue jusqu'ici, qui mettra dans un plus grand jour la correspondance nécessaire entre les idées de ligne et les idées d'équation, en faisant sentir que non-seulement chaque définition rigoureuse d'une courbe doit pouvoir donner lieu à une équation correspondante entre telles coordonnées qu'on voudra, mais qu'elle-même constitue déjà une première équation de la courbe, relativement à un certain svstème de coordonnées, en harmonie convenable avec cette définition. Toutefois, afin d'éviter, à cet égard, toute confusion et toute exagération, il faut d'abord restreindre une telle remarque aux seules définitions qui indiquent une génération de la ligne proposée, de manière à fournir aussitôt une description par points ou par un mouvement continu, restriction qui n'altère point la gêné-
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ralité intrinsèque d'une telle observation, puisqu'une courbe quelconque comporte nécessairementdesemblables définitions, lors même qu'elle ne serait d'abord définie que d'après une propriété caractéristique qui ne serait point explicative, comme, par exemple, la propriété isopérimètre du cercle, ci-dessus rappelée. Sauf cette unique réserve, il est aisé de comprendre qu'on ne peut spécifier la génération d'une courbe que suivant quelque relation immédiate, ordinairement trèssimple, entre certaines coordonnées naturelles qui s'y rapportent : les difficultés qu'on éprouverait d'abord à sentir cette évidente nécessité ne pourraient tenir essentiellement qu'à une manière trop étroite d'envisager la notion générale des systèmes de coordonnées, et cesseraient dès qu'on attribuerait communément à cette conception préliminaire toute l'extension philosophique que nous lui avons donnée précédemment. Par exemple, la définition élémentaire du cercle constitue spontanément l'équation polaire de cette courbe M=r, en prenant le pAle au centre ; sa définitioQ comme lieu du sommet d'un angle invariable v dont chaque côté passe par un point fixe, se traduit immédiatement par l'équation <f — ^^ = v, entre les coordon-» nées angulaires qui mesurent les inclinaisons variables des côtés mobiles sur l'axe fixe ; la définition de l'ellipse ou de l'hyperbole comme lieux d'un point dont la somme ou la différence des distances à deux points fixes demeure constante, donne aussitôt l'équation u ±: t=^c^ dans le système de coordonnées qui détermine la position d'un point d'après ses distances aux deux points fixes proposés ; la génération commune des trois sections coniques par le mouvement d'un point dont les distances à un point fixe et à une droite fixe sont constamment proportionnelles, fournit sur-le-champ l'équation t/=m/, dans le système, moitié rectiligne, moitié polaire, qui correspond à cette définition : il en est de même envers les
courbes transcendanlcs, ainsi que nous aurons lieu de le constater spécialement sur la définition ordinaire de la cycloïde, et en plusieurs autres cas. Il serait maintenant superflu de multiplier davantage de telles vérifications, que j'aurai soin de signaler ensuite en chaque cas opportun. On conçoit aisément, en principe, que la génération d'une ligne ne saurait être définie qu'en spécifiant la loi du mouvement du point décrivant : or, cette loi ne comporte de définition précise que d'après une certaine relation entre les deux mouvements quelconques, soit de translation, soit de rotation, dans lesquels on décompose le mouvement proposé ; cette relation, envisagée sous un autre aspect, constituera donc l'équation naturelle de la ligne considérée, par rapport au système de coordonnées correspondant, qui variera avec la ligne, et surtout avec la définition. Cette considération générale, inconnue avant moi, rend plus évidente l'harmonie fondamentale entre les lignes et les équations, en dégageant spontanément sa notion philosophique de toute difficulté relative à la formation effective de chaque équation cherchée : car, si, d'après ce principe, toute courbe a directement une équation en im certain système de coordonnées, on ne saurait plus douter qu'elle ne doive également en comporter d'équivalentes en tous les autres systèmes, sauf les obstacles que pourra présenter l'accomplissement de la transition.
En même temps, on apprécie ainsi en quoi consiste essentiellement l'embarras qu'offre souvent l'établissement des équations. Il ne pourrait jamais susciter aucune grave difficulté, si l'on avaittoujours le choix du système de coordonnées, puisque l'équation s'obtiendrait aussitôt en adoptant celui qui conviendrait à la définition proposée. Mais, pai* des motifs qui vont être ci-dessous indiqués, on doit communément s'astreindre à un système uniforme prescrit d'avance, et surtout au système rectiligne proprement dit, qui n'est pas constamment, ni même
habituellement, le mieux adapté à la formation des équations. On voit donc que la principale difficulté qui soit propre à cette formation doit consister, en général, dans le passage du système primitif et naturel à ce système définitif et artificiel. Cette appréciation comporte une grande utilité pratique dans toute la géométrie analytique, en fournissant Tunique conseil efficace que puisse admettre cet inévitable préambule, qui, de sa nature, ne saurait être assujetti à aucune méthode systématique. Il faut, en effet, d'après cela, toujours partir de cette équation spontanée inhérente à chaque définition, et diriger ensuite tous les efforts spéciaux vers Télimination de ces coordonnées primitives, à Taide des deux relations que Ton découvrira entre elles et les coordonnées définitives ; en employant d'ailleurs quelquefois, à titre d'auxiliaire, suivant l'esprit ordinaire des recherches mathématiques, un système intermédiaire, ou même plusieurs, n'ayant alors d'autre destination que de faciliter cette indispensable transition. Une judicieuse application de ce conseil général, sans dissiper la difficulté, souvent très-grande, que présente la formation des équations, tendra du moins à prévenir la vicieuse déperdition de forces qui résulte si fréquemment, à cet égard, de tentatives empiriques et désordonnées, dont le succès serait presque impossible.
10. La considération précédente nous conduit naturellement à compléter enfin notre exposition fondamentale, par Tappréciation générale des motifs qui ont mérité, en géométrie analytique, au système rectiligne proprement dit, la préférence universelle que lui a justement accordée jusqu'ici un usage essentiellement spontané, mais qui doit désormais résulter d'une comparaison rationnelle.
Pour que celte discussion soit lumineuse et décisive, il importe d'y séparer d'abord les deux aspects élémentaires dont la
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nouvelle géométrie présente la combinaison permanente ; car le choix proposé doit être fort différent selon qu'on envisage la représentation analytique des lignes ou la peinture géométrique des équations.
Sous le premier aspect, provisoirement isolé, aucun système de Coordonnées ne saurait, évidemment, mériter une préférence invariable, soit quant à la facilité de former Téquation de chaque ligne, soit quant à la simplicité de Téquation obtenue : puisque, d'après le numéro précédent, c'est tantôt dans un système et tantôt dans un autre que chaque définition fournit aussitôt une équation très-simple. L'usage prépondérant du système rectiligne ne saurait donc résulter nullement de ce premier ordre de motifs, qui conduirait à choisir successivement chacun des autres systèmes imaginables, pour les cas auxquels leur nature les adapterait.
Mais il n'en est plus ainsi sous le second aspect, qui manifeste clairement une supériorité constante et nécessaire de ce système envers tout autre, en ce qui concerne la représentation géométrique des équations, quant à la facilité et à la netteté d'une telle peinture, et, par suile, quant à, sa principale efficacité logique. Cet avantage résulte d'abord de la nature des lignes employées, puisque les points y sont évidemment déterminés par l'intersection des plus simples lignes possibles. Toutefois, cette première explication serait insuffisante ; car il existe, comme nous l'avons déjà reconnu, une infinité d'autres systèmes de coordonnées où l'on n'introduit également que des lignes droites. 11 faut donc, pour préciser convenablement une telle discussion, avoir aussi égard au mode de variation de ces lignes ; ce qui achève de mettre en évidence cette supériorité générale du système ordinaire : en effet, le déplacement d'une droite, par une pure translation, parallèlement à un axe fixe, constitue certainement la plus
grande simplicité possible dans une image géométrique qui, par sa destination, doit toujours contenir quelque élément variable. On peut donc regarder ce système comme étant nécessairement celui où Ton se représente le mieux la correspondance élémentaire entre le mouvement du point et la variation numérique de ses coordonnées ; d'où Ton doit conclure son aptitude supérieure à Tînterprétation géométrique de toutes les considérations analytiques.
En prolongeant davantage cette appréciation, on peut même expliquer la préférence habituellement accordée, dans Tusagc du système rectiligne, à l'emploi d'axes rectangulaires. Ce choix ne tient point essentiellement à la notion plus familière d'une telle inclinaison, ni d'ailleurs aux simplifications analytiques qu'elle comporte souvent, mais qui, en certains cas, appartiendraient^ au contraire, à d'autres angles. Suivant un motif à la fois plus constant et plus profond, cette disposition des axes doit être envisagée comme la plus convenable à la représentation géométrique, qui ne pourrait autrement s'accomplir ordinairement d'une manière aussi fidèle. En eifet, des axes rectangulaires partagent le plan en quatre régions exactement identiques, entre lesquelles le lieu géométrique, qui presque toujours en occupe plusieurs, ne pourra présenter de diversités graphiques que celles qui proviendront des solutions correspondantes de l'équation proposée. Au contraire, avec des axes obliques, chacune de ces régions n'est égale qu'à son opposée et diffère de son adjacente, où la peinture de Téquation sera altérée par l'emploi d'une nouvelle obliquité, indépendamment de toute source analytique. Si l'on considère, par exemple , une équation où le changement de signe de l'abscisse n'influe point sur l'ordonnée, comme air^-f-y*™"^^ a:*-|-y*rz=l, etc., la courbe, alors étendue dans les quatre régions, devrait naturellement, pour peindre- fidèlement
réquation, y offrir quatre parties symétriques, susceptibles d*une parfaite coïncidence : or, cette condition, spontanément remplie avec des axes rectangulaires, ne saurait Têtre suffisamment avec des axes obliques, qui, n'égalant ces quatre portions que deux à deux, indiqueront une vicieuse diversité là où Téquation prescrit une entière identité ; un tel tableau serait alors peu propre à faciliter les spéculations analytiques, suivant sa principale destination logique, puisqu'on ne pourrait remployer qu'en s'y tenant sans cesse en garde contre une semblable discordance.
L'ensemble de l'appréciation précédente explique suffisamment l'usage qui s'est conservé, depuis l'origine de la géométrie analytique, de préférer habituellement, à tout autre système de coordonnées, le système rectiligne et rectangulaire, le seul dans lequel seront ici construites nos diverses théories générales. Mais on conçoit aussi que, malgré sa supériorité constante pour la discussion géométrique des équations, il doive être quelquefois abandonné envers certaines courbes, afin d'éviter la trop grande complication des équations correspondantes. Dans les applications concrètes de la géométrie abstraite, on peut d'ailleurs employer spécialement d'autres coordonnées sans avoir même en vue la simplification des équations, et uniquement comme susceptibles d'une meilleure interprétation physique : c'est ainsi que les astronomes ont été conduits à préférer habituellement les équations polaires, à l'égard de courbes dont les équations rectilignes seraient pourtant plus simples.
11. Le système polaire étant jusqu'ici le seul réellement usité quand on renonce au système rectiligne, il importe de spécifier envers lui la comparaison générale que nous venons d'établir, en faisant ressortir les imperfections élémentaires qui le rendent très peu propre à une convenable peinture des
équations, outre la moindre facilité, et par suite la moindre netteté que présente, à cet égard, sa nature opposée à celle de Tautre système, d'après les motifs ci-dessus indiqués. On doit reconnaître, en effet, que, sous deux aspects essentiels, il ne comporte pas même une entière fidélité^ en ce sens que des solutions analytiquement distinctes y sont quelquefois représentées par un même point, sans que le tableau géométrique puisse alors tenir aucun compte de leurs différences numériques. Cette confusion élémentaire a d*abord lieu quand une même valeur de l'ordonnée linéaire correspond à deux valeurs de Tordonnée angulaire qui diffèrent entre elles de quatre angles droits, ou de tout multiple entier de SGO**, ce qui peut souvent survenir, et, par exemple, toutes les fois que Téquation proposée contient seulement des fonctions tri gonomé triques de Tangle : en de tels cas, la nature du système polaire emp^che certainement la représentation géométrique de ces diversités numériques ; ce qui ne peut jamais exister avec des coordonnées rectilignes, ni môme d'après beaucoup d'autres systèmes. Aussi le système polaire est-il justement réservé, d'ordinaire, pour les équations qui contiennent Tangle algébriquement, comme celles des spirales, et doit-il être spéciale* ment évité envers celles qui n'an renferment que des fonctions périodiques. Mais une semblable conTusion se manifeste, d'une manière encore plus grave, sous un autre aspect plus universel, d'après l'impuissance nécessaire du système polaire pour représenter géométriquement les différences de signe -f- ou — , quand elles n'affectent que le rayon vecteur. Le besoin, propre au système rectiligne, d'attribuer des signes aux coordonnées, afin d'y compléter les déterminations élémentaires, a été heureusement converti, par Descartes, en une précieuse aptitude à peindre géométriquement ce genre important de diversités analytiques. Au contraire, l'indépendance même d une telle
obligation, qui semble d'abord devoir constituer un avantage du système polaire, y est réciproquement devenue la source nécessaire d une imperfection capitale, en y empêchant essentiellement une telle représentation. Toutefois, la vraie nature de cette grande loi de Descartes y permet encore la peinture du signe envers celle des deux variables que Tangle représente, puisqu'il suffit alors de compter Tangle en sens contraire de celui qu'on a affecté à ses valeurs positives. Mais si le changement de signe se rapporte au rayon vecteur, la construction polaire n'en pourra certainement tenir aucun compte, une telle longueur, dont la direction change continuellement, n'étant ^pas susceptible d'une véritable opposition de sens. C'est à tort que l'on croit quelquefois l'avoir représenté, en portant les valeurs négatives de chaque rayon vecteur à l'opposé de la direction qu'on leur eût attribuée, d'après l'angle correspondant, si elles eussent été positives, comme OM' comparé à OM [jig. 2). Il est clair, en effet, que OM' ne correspond pas réellement à l'angle f , mais à la valeur 180^ -|- ^ , qui, suivant ce mode, ne pourrait plus trouver, sur la ligure, aucune place distincte. Une telle erreur provient sans doute de Tbabitude trop exclusive d'équations polaires où cette opposition de valeurs n'est point assez marquée^ à cause de fonctions purement trigonométriques de (p. Mais il suffirait de considérer, par exemple, les équations des spirales 2/ s» a^, i/' ssârç, ti^ = a, u^=olt^ etc., pour sentir aussitôt l'inconvenance générale d'une telle interprétation.
Comme cette dernière explication, quelque, rationnelle qu'elle soit spontanément, se trouve néanmoins directement contraire à un usage scolastique devenu très-commun, il importe de rappeler incidemment, à ce sujet, le véritable esprit, aujourd'hui trop méconnu, de la grande loi découverte par Descartes sur la destination concrète du signe + ou — dans les
relations analytiques. 11 faut d'abord reconnaître que cette proposition capitale de philosophie mathématique n*est réellement démontrée encore que d'après desimpies vérifications spéciales, sans aucune appréciation directe et générale : seulement ces vérifications sont maintenant beaucoup plus multipliées, et surtout plus variées, qu'elles ne pouvaient Têtre pour Descartes, dont le génie analogique fit surgir cette admirable induction de Theureux rapprochement d'un très-petit nombre de cas. Les géomètres actuels se montrent même^quelquefois, il faut l'avouer, moins avancés, à certains égards, sous ce rapport, que ceux du dix-septième siècle; en ce que, répugnant trop A une logique purement inductive, ils prennent souvent, à ce sujet,, des vérifications très-bornées pour de vraies démonstrations. Peut-être faut-il penser d'ailleurs qu'une telle proposition ne comporte pas d'explication à priori, et doit toujours rester fondée sur de pures inductions, sans que sa certitude en soit toutefois affectée : du moins l'impuissance radicale des efforts tentés, à cette fin, depuis deux siècles, et quelquefois par des esprits supérieurs, autorise beaucoup une semblable opinion. Quoique la science mathématique soit celle de toutes où l'extrême simplicité du sujet comporte le plus l'emploi prépondérant des déductions, il n'y saurait pourtant être tout à fait exclusif, et quelques notions capitales y doivent sans doute demeurer, comme celle-ci, purement inductives. En acceptant, du moins quant à présent, cette irrécusable nécessité, il faut s'attacher surtout à bien reconnaître le vrai sens général, ordinairement très-confus, de cette gi'ande loi cartésienne, qui consiste en ce que toute véritable inversion, dans les grandeurs concrètes qui en sont susceptibles, se traduit analytiquement par le changement de signe des valeurs abstraites correspondantes : c'est à dire que, l'équation d'un phénomène quelconque ayant été formée pour un seul état de ces diverses grandeurs.
toutes les autres dispositions^ souvent très multipliées (selon la puissance de 2 qu'indique leur nombre), qui pourront résulter deleursinversions combinées, se trouveront exactement correspondre à des équations déduites de la première d*après les seuls changements de signe convenables, en sorte que l'une d'elles, suffisamment interprétée, pourra condenser toutes les au-
. très. Sans insister ici sur les avantages, aussi évidents qu*éminents, de cette découverte fondamentale, surtout entièrement indispensable à Texislence de la géoiïiétrie analytique, on doit sentir, que cette loi interdit Tinterprétation concrète du signe envers les grandeurs qui, comptées suivant des directions variables, ne sauraient comporter une véritable opposition de sens ; car^ dès que le changement de signe est reconnu exprimer Tinversion, il ne peut plus comporter aucune autre attribution, sous peine de n'avoir qu'une destination vague et même arbitraire. Que signifie, par exemple, la prétendue différence de signe entre les rayons vecteurs OM, OM' appliquée à Ten-
. semble des directions ? Elle revient évidemment à supposer positifs les rayons au-dessus de l'axe Ocp, et négatifs ceux au-dessous : or, la distinction ainsi établie entre ces deux classes est factice et illusoire, comme ne tenant qu'à l'interposition de cet axe ; concevons supprimée cette vaine séparation, et il n'y aura certainement pas plus de différence réelle entre OM et ON, qu'on affecte alors de signes contraires, qu'entre OM et OK, auxquels on donne pourtant le môme signe ; ce qui fait aussitôt ressortir combien un tel usage est radicalement contraire à toute judicieuse interprétation de la loi du signe concret.
12. Après avoir entièrement exposé la conception fondamentale propre à l'ensemble de la géométrie analytique, il reste à compléter ce chapitre préliminaire par deux explications indispensables, d'ailleurs spontanément corrélatives, d'abord sur la vraie théorie de l'homogénéité géométrique , et ensuite
SUT la construction élémentaire des formules algébriques. La grande loi de l'hoinp^énéité, la plus étendue de toutes celles que comporte jusqu'ici la philosophie mathématique, puisqu'elle s'applique nécessairement à toute relation quelconque de l'abstrait au concret, reste encore très mal conçue ordinairement, quoique j'en aie suflisamment établi, il y a Ireize ans, dans le tome premier de ma Philosophie positive^ le véritable esprit général. Pour expliquer ce fait remarquable que toute équation ayant un sens géométrique, et spécialement linéaire, est constamment homogène^ c'est-à-dire, dans le cas le plus usuel, que tous les termes y sont naturellement du même degré algébrique, on se borne presque toujours à remarquer cette circonstance évidente envers les relations initiales que Ton regarde avec raison comme la source, plus ou moins éloignée, de toutes les relations possibles entre lignes, et qui sont essentiellement réductibles au théorëme de Pythagore sur le triangle rectangle et à celui de Thaïes sur la proportionnalité des côtés entre deux triangles équiangles, proposition qui, d'ailleurs, comprend logiquement l'autre. D'après cette remarque incontestable sur Thomogénéité des équations primitives^ et en admettant que ni les transformations ul'térieuresde chacune d'elles ni leurs combinaisons mutuelles ne peuvent jamais altérer un tel caractère, on aurait suffi* samment démontré qu'il doit s'étendre aussi aux déductions les plus lointaines. Mais cette supposition très-gratuite est certainement vicieuse^ sinon quant aux transformations, du moins quant à certaines combinaisons ; par exemple, lorsqu'on ajoute deux équations homogènes de degrés différents, leur somme ne constitue nullement une équation homogène. Il resterait donc à expliquer pourquoi les déductions géométriques ne conduisent jamais à de tels assemblages; ce qui serait assurément plus difficile que d'établir directement la loi générale de
rhomogénéilé. Ceux qui ont senti ce vice radical de Texplication la plus usitée, mais sans remonter pourtant jusqu'au vrai principe philosophique de toute cetle théorie, ont été conduits à altérer essentiellement la loi elle-même, pour l'adapter à Tinsuflisance de leur démonstration, en y introduisant une alternative qui, au fond, détruirait radicalement le sens effectif de la proposition. On fait ainsi consister maintenant le théorème de rhomogénéité en ce que toute équation géométrique est nécessairement homogène, ou^ du moins, la somme de plusieurs équations homogènes. Avec un pareil énoncé, la proposition devient évidemment insignifiante : car, quelle est Téquation, écrite au hasard par un algébriste, qui ne puisse être conçue décomposée en équations homogènes, d'après la seule précaution d'y grouper convenablement les termes ? U est certainement impossible que ceux qui entendent ainsi la loi de rhomogénéité fassent aucun usage réel des précieux moyens de vérification continue qu'elle est surtout destinée à fournir spontanément dans toutes les applications possibles de Tanalyse mathématique.
13» Sans nous arrêter davantage à cette vicieuse doctrine, procédons directement à la véritable explication. Elle repose tout entière sur cet unique principe, aussi général qu'évident : Texactitude de toute relation concrète, soit géométrique, soit même mécanique, ou physique, etc., étant nécessairement indépendante de la grandeur de l'unité ou des unités qu'on a introduites pour l'évaluation numérique, l'équation correspondante doit rester inaltérable quand on y fait subir, à chacune des quantités élémentaires, la variation résultée du changement d'unité, et qui consiste à les multiplier toutes par un même facteur arbitraire. Afin de mieux apprécier Jes conséquences analytiques d'une telle propriété envers les équations algébriques proprement dites, où il faut surtout la spécifier, il importe de
distinguer deux cas généraux, selon que la relation ne contient que des grandeurs d'une seule espèce, ou qu'elle en renferme à la fois de plusieurs sortes distinctes*
Dans le premier cas, le plus commun en géométrie analytique, en supposant, pour fixer les idées, qu'il s'agisse, par exemple, d'une relation entre lignes, tout se réduit à bien apprécier l'effet isolé du changement proposé sur chaque terme de l'équation. Or, en rendant m fois plus grands tous les facteurs qui expriment les lignes considérées, il est aisé de reconnaître d'abord que tout terme du premier degré se trouvera aussi multiplié par m, quelle que soit sa forme algébrique, non-seulement
quand il est rationnel et entier, comme 3a^ - a^na^ etc., mais
.1 ,., - . • . ob obcd
aussi lorsqu il est fractionnaire, comme — , — r-, etc., ou
même irrationnel, comme
V/^, y y^r' y ^ \/abcde,eic.,
en estimant toujours le degré suivant les règles ordinaires de l'algèbre; sauf l'indispensable précaution de n'y jamais compter que les facteurs vraiment linéaires, sans aucune participation de ceux qui, à divers titres, ne sont pas altérables par le changement d'unité. Cela posé, chacun des termes de degré supérieur deviendra ainsi, avec une forme quelconque, m", m', m*, etc., fois plus grand, selon qu'il sera du 2*% 3"% 4"*, etc., degré, en tant que produit d'un pareil nombre de facteurs du premier degré. En résumé; tous les termes d^un même degré, quelle que soit leur dissemblance algébrique, varieront alors en même raison, et tous ceux de degrés différents, quelque similitude que puisse offrir leur composition, se trouveront inégalement multipliés. On voit parla que l'équation ne pourra supporter sans altération la modification proposée, que d'après une exacte parité de degré
entre tousses termes: ce qui constitue la partielaplususuellede laloid*homogénéité,encequiconcerneleséquationsalgébriques proprement dites. Quant aux équations dites transcendantes, c'est-à-dire exponentielles, logarithmiques, etc. , le même principe fondamental y fournirait d'équivalentes conditions analytiques, sous des formes variables avec la nature des fonctions, et qu'il serait superflu, surtout en ce traité, de spécifier d'avance. En considérant maintenantlesecondcas général, il peutofTrir deux modes très-distincts, selon que les diverses unités hétérogènes sont indépendantes entre elles ou subordonnées l'une à l'autre. Si elles n'ont aucune liaison nécessaire, comme il arrive, en géométrie, pour les relations à la fois linéaires et angulaires, la loi d^homogénéité conservera évidemmentle même sens fondamental, mais avec une plus grande variété de prescriptions que dans le premier cas, puisque tous les termes devront alors présenter le même degré, soit qu'on y compte uniquement les facteurs linéaires, ou seulement les facteurs angulaires, ou simultanément les deux sortes, en vertu du change^ ment correspondant de chacune ou de plusieurs de ces unités indépendantes. Mais quand, au contraire, les unités doivent, quoique hétérogènes, conserver une subordination déterminée, la loi se trouve nécessairement modifiée, en ce que Ton n'y peut plus estimer le degré de chaque terme, suivant l'usage purement algébrique, d'après la simple énumération uniforme des facteurs convenables : il faut alors apprécier ces divers facteurs, selon leurs sources respectives, en leur appliquant une certaine pondération analytique, dérivée de la liaison primitive des unités. Pour formuler cette pondération dans les équations géométriques, où peuvent coexister des longueurs, des aires, et des volumes, il suffit de reconnaître que l'enchaînement des trois unités s'y trouve nécessairement tel que, la première devenant m fois plus petite, la seconde le devient m'
fois, el Tautre m' fois. D'après cela, Phomogénéité doit alors exister en comptant chaque facteur superficiel comme deux, et chaque facteur solide comme trois, facteurs linéaires. Quoique ce mode diffère essentiellement du précédent, sa nature également déterminée le rend tout aussi propre à fournir spontanément, en géométrie, d'utiles vérifications algébriques.
Dans le cas le plus usuel, celui des relations entre lignes, il reste à comprendre comment l'homogénéité peut quelquefois cesser effectivement, ainsi que les formules trigonométriques en offrent beaucoup d'exemples. Or, cette cessation ne provient jamais, comme en trigonométrie, que d'avoir choisi pour unité l'une même des lignes à considérer, qui, dès lors exprimée par le nombre 1, ne compte plus parmi les facteurs qui participent à l'estimation du degré, d'après l'usage naturel de négliger toujours numériquement le facteur 1, soit en multiplicateur, soit en diviseur. Le degré de chaque terme qui renferme cette ligne se trouvant ainsi altéré, tandis que celui des termes où elle n'entre pas n'a point changé, on conçoit que l'homogénéité algébrique n'existera plus. Elle continuerait à subsister, si on tenait compte convenablement du facteur i ; mais alors on perdrait évidemment tout l'avantage analytique que comporte un tel choix de l'unité, toujours destiné à simplifier les formules, et il serait préférable d'adopter une unité nettement distincte des lignes en relation.
Suivant une telle appréciation, il est aisé de sentir, réciproquement, que si, en partant d'une équation ainsi altérée, on désire la rétablir dans son état primitif, il suffit, d'après la loi d'homogénéité, d'user du droit numérique d'introduire à volonté le multiplicateur ou le diviseur 1, de manière à ramener tous les termes, en comptant ces facteurs i, à tel degré commun qu'on voudra : en y remplaçant ensuite, pour plus de
clarté, ce signe 1 par une lettre indéterminée, l'équation sera
nécessairefaient revenue à la forme qu'elle aurait eue d'abord , relativement à une unité indépendante des lignes considérées. L'usage ordinaire équivaut, sans doute, à la règle précédente, mais surchargée d'un circuit très-superflu et souvent pénible, tenantàla notion trop imparfaite qu'on se forme communément de la loi d'homogénéité. En général, je ne crains pas d'assurer que toute difQculté relative, soit à la conception dé cette loi, soit à son application, sera spontanément dissipée, par tout lecteur intelligent,en remontantconvenablement jusqu'au principe fondamental qui domine l'ensemble de cette théorie^ sans qu'ilfaille ici insister davantage sur de semblables explications.
14. Après avoir sufQsamment établi la loi d'homogénéité, il faut terminer enfin. cet indispensable préambule général, en indiquant sommairement les règles élémentaires delà construction des formules algébriques, rendues préalablement homogènes, suivant le mode précédent.
La construction d'une formule consiste à remplacer les opérations numériques qu'elle prescrit, pour l'évaluation de l'inconnue correspondante, par un système équivalent d'opérations graphiques, qui, çn assemblant convenablement les lignes proportionnelles aux nombres donnés, fasse sortir de cette figure une ligne proportionnelle au nombre cherché. Il importe, dès ce moment, d'éviter de confondre cette construction des formules avec la construction des équations, qui constitue une question beaucoup plus difOcile et plus importante, laquelle serait actuellement prématurée, et se trouvera soigneusement traitée à la fin de notre étude. Dans la construction des équations, il s'agirait, en effet, de substituer des équivalents graphiques, non seulement aux évaluations numériques, mus aussi et surtout aux transformations algébriques, souvent impossibles, qu'exigerait la résolution analytique des équations correspondantes : tandis que nous regardons ici toutes les
éqaations possibles comme résolaes, et ne laissant plus à accomplir qu'une simple détermination arithmétique, que nous voulons remplacer par une détermination géométrique. Une telle substitution, quand elle n'exige pas des figures trop compliquées, doit être, sans doute^ très-convenable, en géométrie analytique, pour y faciliter et y perfectionner l'interprétation finale des résultats algébriques. Mais, envers les formules un peu composées, elle exigerait un tel assemblage de lignes que la solution s'en trouverait plutôt obscurcie qu'éclaircie : aussi se dispense-t-on souvent d'exécuter ces constructions, même quand elles seraient strictement possibles, et se borne-t-on à concevoir, en général, la ligne cherchée d'après Tévaluation numérique, accomplie ou même seulement projetée, de la formule correspondante. Néanmoins, il est indispensable de connaître les règles, d'ailleurs très-simples, de cette .opération élémentaire, sauf à en diriger toujours l'usage d'après une judicieuse appréciation des convenances de chaque cas.
15. Si, dans ces figures artificielles, on pouvait admettre indifféremment toutes les lignes, il ne saurait exister aucune formule qui ne fût évidemment susceptible d'une construction quelconque, soit avec les lignes déjà usitées, soit à l'aide de lignes nouvelles, expressément imaginées à cette seule fin, comme les anciens Tout souvent fait. Mais, suivant un antique usage, qui mérite d'être soigneusement respecté, on ne juge, d'ordinaire, pleinement satisfaisantes que les constructions où entrent seulement des lignes droites et des cercles ; aucune autre courbe n'étant, en effet, assez facile à décrire pour y devenir vraiment usuelle, excepté en quelques occasions spéciales, dont la plupart appartiennent même davantage à la construction des équations qu'à celle des formules proprement diles^ suivant nos explications ultérieures. Or, ainsi conçue, la construction des formules est nécessairement restreinte, par
cette obligation géométrique, à des cas peu variés, tous relatifs aux fonctions purement algébriques, qui même, quand elles sont irrationnelles, ne doivent pas contenir de radicaux autres que ceux du second degré ou leurs dérivés. Le point de vue général où nous place la géométrie analytique explique aussitôt une telle nécessité, dont les anciens avaient péniblement senti le poids naturel, sans pouvoir en comprendre la source rationnelle. Elle résulte, en effet, de ce que, par la nature des équations propres à la ligne droite et au cercle, comme on le verra ci-après, la combinaison de ces deux sortes de lignes ne peut jamais correspondre à d'autres fonctions que celles-là.
Conformément à une telle condition générale, examinons maintenant les modes élémentaires de construction propres aux divers cas algébriques de cette dernière espèce, et d'abord en ce qui concerne les formules rationnelles.
Quand elles sont entières, et, par conséquent, du premier
degré, leurs termes étant de la forme 2a, 5a, - a, na, - a, etc.
peuvent être aisément construits, soit immédiatement, soit par répétition, soit d'après le théorème des lignes proportionnelles : ensuite leur addition et leur soustraction se transformeront facilement en juxtaposition et superposition des longueurs correspondantes.
S'il s'agit de formules fractionnaires, et que le numérateur comme le dénominateur en soient d'abord monômes, la construction élémentaire d'une quatrième proportionnelle suffira
spontanément pour le cas le plus simple, x =» — , où l'as-
semblage convenable des lignes c, a, 6, suivant la règle connue, déterminera aussitôt la ligne x {fig, 5). Or, toute autre fraction de ce genre est réductible à celle-là, à l'aide de quantités auxiliaires, susceptibles chacune d'une semblable con-
^ abcd ab cd
' siruction. Car si a: = — ^r- , on pourra poser a? ■» — X 7- ;
dès lors, une quatrième proportionnelle permettant de substi-
tuer au premier facteur — une ligne auxiliaire e', la formule
e'cd deviendra x => -7—, avec diminution d'une unité dans le
fg
nombre des facteurs, de part et d'autre. Dès lors, la répétition convenable de cette réduction produira un nouvel abaissement de degré, et ainsi de suite, jusqu'à ce que le dénominateur soit ramené au premier degré, comme dans le cas élémentaire, sans jamais exiger d'autres constructions que celles de quatrièmes proportionnelles, en nombre total égal au degré primitif du dénominateur.
Quand le numérateur et le dénominateur sont polynômes, il
faut les rendre monômes à l'aide de certaines lignes auxiliaires,
destinées à donner à toutes les parties du numérateur les mêmes
facteurs qu'à l'une d'entre elles, sauf un seul convenablement
cboisi, et pareillement envers le dénominateur; d'après
quoi, leur composition géométrique ne dépendra finalement
que de juxtapositions ou superpositions. Soit, par exemple,
abcde + fqhik — Imnpq
X = -^ r ^-i ; on posera
rstu — noch
fghih=»abcde\lmnpq=^bcde' ' ,rstUr=Hibcd' ,noch^='abcd " ,
chacune des lignes auxiliaires e\€'\d\d'\ étant évidemment déterminable par une suite de quatrièmes proportionnelles : dès
lors, écartant les facteurs communs, on auraa;=' 'T — 37-r- ,
dont la construction ne présente plus aucune difficulté. Le
nombre total des quatrièmes proportionnelles dépendra toutàla
fois du nombre des termes et du degré de chaque polynôme^ de
manière à devenir très-considérable dans les cas un peu compliqués.
Passant maintenant aux formules irrationnelles du second
degré, on doit regarder la formule x = \/ab comme seule susceptible de construction immédiate, d'après la figure élémentaire destinée à tracer une moyenne proportionnelle ; on remplacera ainsi la multiplication et Textraction indiquées par des équivalents graphiques, d'où résultera {fig, 6) la ligne x. Or, tous les autres cas de ce genre, quelque compliqués qu'ils puissent être, sont nécessairement réductibles à celui-ci, à l'aide des deux sortes de transformations qui viennent d'être expliquées, soit quant à l'abaissement du degré dans les fractions, soit pour la composition des polynômes. Toutes les formules irrationnelles du second degré pourraient ainsi être construites finalement d'après des quatrièmes proportionnelles relativesàla fonction placée ^ous chaque radical, en les faisant suivre d'une moyenne proportionnelle relative au radical lui-même. L'emploi du théorème de Pythagore serait donc, à la rigueur, constamment évitable. Cependant son judicieux usage conduira quelquefois, pour la composition des polynômes, à des constructions plus simples.
Afin de condenser sur un seul exemple l'application des diverses règles ainsi relatives à la çonètruction élémentaire des
formules algébriques, soit à construire x =\/ ^ .
On commencera par rétablir l'homogénéité, d'où
X = \/ ~r-> ê désignant l'unité. Construisant ensuite
c — \/di
les deux radicaux partiels \/biy y/di par autant de moyennes
proportionnelles h et A, et remarquant qu'ici les termes du
numérateur ont déjà naturellement deux facteurs communs,
on aura x =\/ i X , - Dès lors, après avoir formé a-f?^
par juxtaposition etc — Ar par superposition, puis tracé unequatrième proportionnelle m\c — A^ 2, et «4- A, ^ résultera finalement d'une moyenne proportionnelle entre i et m.
J'engage les commençants à s'exercer spontanément sur d'autres exemples, sans toutefois y perdre trop de temps.
CHAPITRE IL
Principaux exemples préliminaires de la formation des équations de diverses lignes d'après leur génération^ et première ébauche de la discussion géométrique de ces équations.
16. La conception fondamentale de la géométrie analytique, quoique directement établie dans le chapitre précédent, ne serait pas suffisamment comprise, si, après cette indispensable exposition générale, nous ne consacrions pas soigneusement le chapitre actuel à rendre spécialement familière cette intime har^ monie mutuelle entre les lignes et les équations, par une convenable gradation d'exemples caractéristiques. Ils seront d'ailleurs choisis de manière à faire déjà connaître au lecteur les principales courbes auxquelles nous devrons ensuite appliquer les théories essentielles de la géométrie analytique.
Avant tout, il importe d'établir une formule élémentaire extrêmement usuelle pour déterminer la distance de deux points d'après leurs coordonnées, d'abord et surtout rectilignes^ puis même aussi polaires. Une telle considération doit naturellement être si fréquente dans la plupart des opérations de géométrie analytique, que, en la formulant ici isolément, on évitera ensuite de nombreuses et fastidieuses répétitions incidentes.
En coordonnées'rectilignes, il suffira de mener, par le point
le plus bas M' [fig. 7) , une parallèle à Taxe des x jusqu'à la rencontre N de Tordonnéè du point le plus élevé M' ', pour concevoir aussitôt la distance cherchée c? comme le troisième côté d'un triangle M' NM", dont les deux autres M" N, M'N, sont respectivement égaux aux différences, y" — y* ,x"^x\ des coordonnées correspondantes, et forment un angle N supplémentaire de celui des axes. Dès lors, si les axes sont rectangulaires, ce qui est le seul cas vraiment usuel, le théorème de Pythagore fournira aussitôt cette formule : la distance de deux points équivaut à la racine quarrée de la somme des quarrés des différences de leurs coordonnées respectives^ ou, en style
algébrique,
'd^V{y"-'y'Y + ix"^xj.
Quand les axes sont obliques, il faut évidemment, d'après la règle trigonométrique convenable, ajouter sous le radical le double produit des deux différences par le cosinus de l'angle des axes, ou 2 (y' ' — y ') {x' ' — x^ cos 6. .
Au sujet de cette formule indispensable, le lecteur devra soigneusement vérifier, mais seulement pour les axes rectangulaires, comment la loi du signe permet de condenser en une expression unique les quatre cas qui résulteraient naturellement, comme l'indique la figure, des trois autres dispositions que pourraient offrir les deux points. Puisque cette grande loi générale ne repose vraiment jusqu'ici que sur de simples vérifications spéciales, il importe de ne point les négliger dans tous les cas caractéristiques et très-usuels, quoiqu'il ne convienne pas cependant de les trop multiplier, ce qui finirait par altérer notablement l'utilité réelle d'une telle règle.
En coordonnées polaires, on voit aussitôt {fig. 8) que la distance cherchée constitue le troisième côté d'un triangle, où les deux autres côtés sont naturellement les deux rayons vecteurs u\u\ei comprennent un angle égal à la différence des
coordonnées angulaires f",(p': d'où résulte immédiatement la formule
d = v/«"^+ ti'^—'iu'W cos ((p" — <p7,
où le sens de la soustraction angulaire est évidemment indifférent, d'après la nature. des cosinus, tout comme pour les soustractions linéaires propres à la formule ^ectiligne, quoique par un autre motif analytique.
Cette double formule préliminaire étant maintenant établie, procédons d'abord à la plus simple formation des équations, soit rectilignes, soit polaires, qui conviennent aux deux seules lignes déjà [étudiées en géométrie élémentaire, et dont la discussion devra, en conséquence^ nous arrêter peu.
17. 1*' EXEMPLE. Équations de la ligne droite. Les coordonnées rectilignes doivent ètfe, par leur nature^ éminemment favorables à la recherche de Téquation générale de la ligne droite. Il suffit alors d'envisager cette ligne comme lé lieu des points dont les distances à deux axes fixes sont en raison constante, soit que ces distances se mesurent perpendiculairement ou sous toute autre inclinaison commune. Une telle propriété donne aussitôt Téquation rectiligne de toute droite passant à Torigine. Quand elle n'y passe pas, comme DD' {fig. 9), qui coupe Taxe des y en B, à la distance b de l'origine, il est aisé de ramener ce cas général au précédent, en comptant les ordonnées à partir de l'horizontale BK, ce qui revient à les diminuer toutes de b, Alqrs, pour un poiDt quelconque M de
y — b la droite, le rapport *^ est constant. En le nommant a, et
résolvant l'équation par rapport à y, l'équation générale de la
ligne droite sera
y = ar + ô,
qui coïncide évidemment avec l'équation complète du premier degré à deux variables. La constante a, égale au rapport de
MQ à BQ, dépendra de la direction de la droite, d'après Tangle a qu'elle forme avec l'axe des x. Elle sera, suivant le principe fondamental de la résolution des triangles, égale à la tangente trigonométrique de cet angle, dans le cas le plus usuel, où les axes sont rectangulaires. Mais, s'ils sont obliques, le même principe indiquera a comme exprimant, en général, le rapport des sinus des deux angles formés par la
droite avec les deux axes des x et des y, ou -t-tt r.
^ sm(ô— a)
Le lecteur devra se rendre extrêmement familière, par un exercice fréquent et varié, la signification géométrique de toutes les circonstances algébriques ift*opres à cette équation fondamentale, qui représentera successivement toutes les droites du plan, en y attribuant aux constantes arbitraires a et 6 les valeurs convenables. D'abord, le nombre, nullement accidentel, de ces constantes correspond géométriquement au nombre de points par où doit passer une droite pour que son cours entier soit déterminé. Ensuite, la loi de l'homogénéité indiquerait seule, indépendamment de la figure, que la constante b doit être linéaire et a angulaire (*)
Réciproquement, si l'on examine, en coordonnées rectilignes, abstraction faite des notions précédentes, le lieu
(*) Si a était envisagé comme linéaire, en tant qu*ane tangente trigonométrique l*est en effet, l'équation ne serait plus homogène; mais cela proviendrait évidemment d'avoir pris pour unité le rayon trigonométrique. Il faudrait alors rétablir rhomogénéité, en écrivant, suivant la règle,
On doit donc préférer habituellement de concevoir a comme une simple fonction abstraite de l'angle a; c'est pourquoi je lui al, depuis longtemps, appliqué la dénomination caractéristique de coefficient angulaire, qui commence maintenant à devenir spontanément d'un usage universel.
géométrique de Téquation générale du premier degré à deux variables, on en fera aisément surgir la ligne droite. En y dégageant y, sous la forme y ts^ax -\'h^ cette équation indique d'abord, par sa composition, une ligne illimitée à droite et à gauche, continue, et d'une seule branche; puisque toute Taleur, positive ou négative, de la variable indépendante X fournit constamment une valeur réelle, finie, et unique, pour la variable dépendante y. Mais ces caractères, évidemment trop vagues, ne sauraient constater suffisamment la nature rectiligne (*) du lieu. On dissipe rationnellement toute incertitude à cet égard en concevant l'équation sous la
forme ^ = a, qui indique les ordonnées, préalablement
diminuées de b^ par le transport de Paxe OX en BK, comme proportionnelles aux abscisses : ce qui caractérise aussitôt la ligne droite. La constante h étant la valeur de y pour a; =s o, représente doncnééessairement la distance de Torigine au point . où la droite rencontre Taxe vertical. Quant à la constante a, évidemment angulaire, elle détermine aussitôt Tangle du lieu avec Taxe horizontal, suivant la loi tang a =» a, si les axes sont rectangulaires : en les supposant obliques, on aurait
- — ess a, d'où, en dégageant trigonométriquement
sm (6 — a)
l'angle a d'après la formule qui développe sin (6 — a), il est
(*) Qaandaet6 sontspécifiésennonibres,cette appréciation finale ressortirait matériellement de la construction correcte d'un grand nombre de solutions particulières exactement évaluées : les commençants ne doivent pas dédaigner, soit pour la ligne droite, soit pour le cercle, ou môme pour quelques autres cas bien choisis, Tusage provisoire de ces vérifications grossières, qui, malgré leur évidente insuffisance mathématique, ont Theureux privilège de mieux familiariser d'abord avec le sentiment élémentaire de ' l'harmonie fondamentale entre les lignes et les équations, ainsi réduitàune simpleintuition physique, constituantle plus hautdegré possible de clarté.
aisé de déduire la loi, plus générale, mais plus compliquée,
a sin 6 1 + a cos 0
qui comprend la précédente, lorsqu'on y fait 6 «= 90*.
Si maintenant on demande Téquation générale de la ligne droite en coordonnées polaires, il est facile de sentir que la nature de ce second système est presque aussi favorable à une telle recherche que celle du premier. Car, on aurait aussitôt Téquation évidente <p «= a, pour une droite qui passerait au pôle. Or, quand elle en passe à une distance d sur Taxe 0^ [fig, 10), le caractère géométrique est toujours le môme, c'està-dire que la corde tirée d'un point quelconque M du lieu au point donné D, où ce lieu coupe l'axe, forme ici avec cet axe un angle constant», tandis qu'elle aurait, en toute autre ligne, une inclinaison variable. Seulement cette définition se formule alors plus péniblement que dans le premier cas. Mais on l'ex*^ prime aisément d'après le principe de la résolution des triangles, qui traduit immédiatement cette propriété par l'équation
polaire
(f sin a u =
sin ((p — «)*
Elle contient, comme l'équation rectiligne, deux constantes arbitraires, à raison du^ombre de points qu'exige la détermination de la ligne; on sent que cette circonstance analytique se reproduirait nécessairement en tout autre système de coordonnées. Ces deux constantes sont encore ici, Tune linéaire, l'autre angulaire ; parce que l'idée générale d'une ligne droite comprend, par sa nature, à la fois une idée de distance et une idée de direction. Quelquefois, à la constante linéaire (f, on substitue la plus courte distance p de la droite au pôle ; ce qui donne à l'équation la forme, un peu plus simple,
sin (cp — a)'
Outre rinfériopité générale du système polaire sous Taspect géométrique, on voit que Téquation de la ligne droite y est analytiquement beaucoup moins convenable, comme étant transcendante envers Tune des variables, quoique algébrique à regard de Tautre. Aussi cette équation est-elle très-peu usitée.
18. 2^ EXEMPLE. Equations du cercle. La définition élémentaire du cercle, comme lieu des points équidistants d'un point fixe, fournit aussitôt son équation, soit rectiligne, soit polaire, d'après notre formule préliminaire pour la distance de deux points quelconques. On a ainsi, en coordonnées rectilignes, et avec des axes rectangulaires, Téquation générale
ou, en développant, ordonnant et transposant,
y^ + a:» — 2 6y — 2aa;+(6^ + a2--ra) = 0^
a et 6 désignant Tabscisse et l'ordonnée du centre, r le rayon. Le nombre de ces constantes, pareillement linéaires, conformément à la loi d'homogénéité, se trouve encore ici spontanément conforme au nombre de points qu'exige la détermination d'un cercle.
Sous chacune de ces formes, et surtout sous la seconde, cette équation constitue un type extrêmement usuel pour reconnaître le cercle, dans un tel système de coordonnées, quelle que puisse ôtre sa source géométrique, conformément à Tesprit fondamental de la géométrie analytique. On reconnaît ainsi, en sens inverse, que, afin qu'une équation représente un cercle, il ne suffît pas qu'elle soit du second degré. Il faut, en outre, ces deux conditions, indispensables et suffisantes :
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i*» que le tenne où les deux variables sont mêlées y manque ; ^ que les deux autres termes du second degré y aient le même coefficient. Moyennant cette double obligation, Téquatiôn, qui ne contiendra plus que trois coefficients arbitraires, deviendra toujours exactement assimilable au type précédent ; et le développement de cette comparaison déterminera les éléments algébriques du cercle correspondant.
Quand les axes sont obliques, la formule des distances fournit aussitôt Téquation plus compliquée
{y — 6)^+ (^ — «)* + 2 (y — b) [x — a) cos 6 = r^ ou
y2-}.a;a-j-2cosO. a;y — 2{6 + ^cosô)y — 2(a + 6cosô)a: +
(6*+ a^+ ^ab cos 6 — r^) = 0.
La première des deux conditions ci-dessus formulées pour qu'une équation du second degré soit circulaire, est alors seule modifiée, sans toutefois changer de nature. Elle consiste toujours en ce que le terme en a: y doit avoir un coefficient déterminé : seulement sa valeur fixe, au lieu d'être 0, correspond mainte* nant^ en général, au double du cosinus de Tangle des axes, quand on a préalablement ramené à Tunitéle coefficient commun des deux termes en y^ eix^. Suivant cette relation, prise en sens inverse, une équation du second degré, où les deux carrés auraient des coefficients égaux, pourrait représenter un cercle, quoique les variables n'y fussent pas séparées. Mais cela n'arriverait que pour des axes dont l'inclinaison aurait un cosinus égal à la moitié du coefficient du terme où les variables sont mêlées. Sous toute autre obliquité, le lieu géométrique serait une autre courbe fermée, ultérieurement appréciée, qui naturellement devrait ainsi comprendre le cercle comme cas particulier.
En revenant aux axes rectangulaires, seuls vraiment usuels, il convient de remarquer deux formes spéciales qu'y prend Té-
qnation rectiligne du cercle. Quand le centre est sur Faxe des or, b étant nul, Téquation devient
y* +x^— 2ax + (a" — r^) =0.
Si on suppose, en outre, que le cercle passe à Torigine, on aura a=r, et le terme constant disparaîtra ; comme cela doit avoir lieu, en pareil cas, pour une courbe quelconque, afin que son équation puisse être satisfaite par les coordonnées de l'origine a: = 0, y = 0, dont la substitution n'y laisse subsister que le terme indépendant des deux variables. En ayant égard à cette nouvelle simplification, l'équation prend finalement la forme remarquable
y«=s2ra: — ar>,
dont l'interprétation géométrique se vérifie directement, puisque l'ordonnée M P {fig. il) devient ainsi une moyenne proportionnelle entre l'abscisse OP et le reste AP du diamètre 2 r, suivant une propriété bien connue du cercle.
Dans le cas où le centre serait à l'origine^ a ei b s'annuleraient à la fois, et l'équation serait alors
conformément à l'indication immédiate de la figure. Cette dernière forme est, à tous égards, la plus convenable ordinairement, lorsqu'on a le libre choix des axes.
Quant à l'équation polaire du cerple, elle est évidemment, d'après la formule des distances,
u'^ — ^au cos (?— a) + (a» — r') «=» 0,
en nommant â^ et a les coordonnées, linéaire et angulaire, du centre. Le seul cas particulier qu'il importe d'y signaler est celui où le cercle passe au pôle : alors a«=» r, et le terme indé* pendant de u disparait, ce qui doit, à priori, arriver, en pareil cas^ à toute autre équation polaire, afin que t/ = Oy satisfasse.
quel que soit 9. On peut alors abaisser toujours d'une unité le degré en u de cette équation, par la suppression du facteur commun superflu. A Tégard du cercle, si Ton fait, en outre, passer Taxe au centre, l'équation devient finalement
t/ = 2rcos9
forme très-simple, dont la vérification géométrique peut aisément se faire directement, en considérant que, d'après un théorème connu, le triangle OM A {fig. 12) est ainsi constamment rectangle.
19. 3^ EXEMPLE. Équation du lieu d'un point dont la somme ou la différence des distances à deux points fixes demeure constante. Quoique cette définition comprenne deux cas distincts, leur grande analogie analytique doit ici les faire traiter simultanément, sauf la juste appréciation de leurs différences nécessaires, soit géométriques, soit algébriques.
Discutons d'abord sommairement, autant qu'il convient à la nature du système, l'équation spontanée w ± ^ = m, entre les coordonnées primitives du point décrivant M par rapport aux deux pôles F et F' (fig. 13). U faut, avant tout, considérer que, dans un tel système, chaque solution de l'équation fournit nécessairement deux points Met M', symétriquement placés relativement àl'axe FF', d'aprèsla double intersection des deux cercles correspondants. Ainsi, toute équation relative à ce système indiquera naturellement un lieu symétrique par rapport à cet axe. En outre, l'équation actuelle ne changeant point après l'échange mutuel des deux coordonnées, il est aisé d'en conclure que la courbe sera pareillement symétrique(*), autour de la perpendiculaire GG' menée au milieu de FF'.
{*) U peut ôtre utile, pour abréger le discours, d'avertir, dès ce moment, que celte symétrie d'une courbe autour d'une droite, s'exprime
Toute discussion relative à ce système doit être soigneusement subordonnée à une .restriction élémentaire qui lui est propre, et dont ni le système rectiligne, ni le système polaire ne sauraient nullement offrir l'équivalent. Elle consiste évidemment en ce que toutes les solutions réelles de Téquation n'y sauraient être géométriquement représentées, puisque les deux cercles ne se couperaient pas si leurs rayons étaient ou trop petits ou trop différents, comparativement à Tintervalle fixe de leurs centres : en le nommante/, la figure ne pourra admettre que les solutions conformes aux deux inégalités u + t>d^ u — / <cf, ce qui constituerait d'ailleurs une grave imperfection spéciale de ce système, si sa nature ne le rendait déjà radicalement impropre à une heureuse peinture des équations. L'appréciation effective de cette double restriction pertnanente détermine, en chaque cas, les limites finales enlre lesquelles doivent être comprises les valeurs admissibles des deux coordonnées.
Après ces notions générales, que j'appliquerai désormais sans les reproduire, examinons d'abord Téquation u-{-tz=m. Ici, la condition u-i-txi^ sera spontanément satisfaite, à moins que m n'eût été pris inférieur à d, ce qui constituerait une définition contradictoire.On doit donc seulement considérer la restriction u — / <rf, qui, en y rapportant w à ^, assigne
r (m — d) pour limite inférieure de ^, et, par suite^ 0 (^^ "H ^
pour limite supérieure de u. En vertu de la symétrie algébrique, chacune de ces limites convient aussi à l'autre coordonnée. Comme, entre ces limites, toutes les solutions seront évidemment admissibles, la courbe sera certainement fermée et continue. Les points N et N', où elle coupera l'axe 66', et dont
songent en nommant la droite axe géométrique, ou axe de figure, on même simplement axe de la courbe.
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les coordoonées seront toutes deux égales à - /n, se trouveront
nécessairement les plus éloignés de Taxe FF'. Quant aux points À et A', où elle rencontrera ce dernier axe, ils seront, Tun le plus près, l'autre le plus loin, de chacun des pôles F et F'. En lui attribuant, suivant une règle logique (*) qu'il importe de se rendre déjà familière, la figure la plus simple qui puisse satisfaire à Tensemble des renseignements obtenus, on aura la courbe ANA'N', sauf confirmation ou infirmation ultérieure : elle porte habituellement le nom d'ellipse.
Quant à Téquation u — ^<b m, dont le lieu se nomme hyperbole^ la condition u-^t<ds'y trouvera, au contraire, spontanément satisfaite, à moins de contradiction entre les données. C'est donc de la restriction m + / > rf que proviendront ici les limites de u et de /,lesquelles, par conséquent, seront seu-
lement inférieures. Leurs valeurs - {d — m), - (d+ ^)» déter-
mineront les points A, A', où la courbe rencontrera Taxe FF', et qui seront alors placés entre les deux pôles F, F' {fiff, 14). Au-dessus de ces limites, les deux variables pouvant croître indéfiniment et à la fois, la courbe sera nécessairement illimitée,
(*) Cette maxime, directement conforme au véritable esprit philosophique, est fort importante pour la discussion géométrique des équations, où il cohvient de former, aussitôt que les documents analytiques le permettent, une première hypothèse sur ia figure générale du lieu correspondant, afin d'accélérer sa détermination rigoureuse, en dirigeantplus nettement les comparaisons ultérieures; pourvu toutefois que l'on se tienne toujours disposé à modifier cette supposition initiale autant que le progrès de ia discussion pourra l'exiger, jusqu*à ce qu'il ne reste plus aucune incertitude réelle sur la figure finale. Lors même que celle-ci devra être beaucoup plus compliquée que celle supposée d'abord, la simplicité de l'hypothèse provisoire n'en sera pas moms propre à mieux conduire Tensemble de la discussion ; tant que les motifs de complication n'auront pas été suffisamment dévoilés, il serait peu judicieux d'introduire une autre figure, dût-elle être accidentellement plus rapprochée de la véritable.
en tous sens, adroite de A et à gauche de À'. Mais elle ne pourra pas couper son second axe G6', u ne pouvant jamais devenir égal à ^ : et, afin que ces variables puissent conserver entre elles la différence constante m, il est clair aussi que le lieu ne rencontrera pas non plus les parallèles à cet axe qui s'en écarteraient trop peu, jusqu'à une distance qu'il serait superflu de fixer ici, et que l'équation rectiligne indiquera spontanément. En même temps qu'indéfinie, cette courbe sera donc discontinue^ de manière à contraster totalement avec la forme propre au premier cas.
Pour procéder maintenant à la formation de l'équation rectiligne, il suffit évidemment d'employer notre formule préliminaire des distances, qui remplaceraaussitôtles coordonnées primitivespar les coordonnées définitives, à quelques axes qu'on veuille rapporter l'une ou l'autre courbe. C'est ici le lieu de remarquer que l'ébauche de discussion qui vient de résulter de l'équation naturelle indique d'avance les axes les plus propres à simplifier l'équation cherchée, d'après l'influence analytique de la double symétrie du lieu autour des droites FF' et GG'. Si, en effets on les prend pour axes, cette propriété géométrique obligera l'équation à supporter sans altération le changement de signe de y quant à la première, ou de x quanta la seconde : ce qui exige évidemment Tabsence des puissances impaires de la variable correspondante ; tandis que, envers des axes diiigés au hasard, lesexposants impairs se seraient mêlés aux pairs. On a donc déjà la certitude d'obtenir, avec de tels axes, une importante simplification de l'équation demandée. G'est^ autant que possible, en vue d'une semblable réduction permanente que les axes doivent être, en général, choisis, et non d'après les motifs secondaires relatifs à l'abréviation passagère des calculs qu'exige la formation de l'équation; ou, du moins, ces derniers ne doivent être pris, à cet égard, en con-
sidération décisive que seulement à défaut des autres, qui, en effet, ne sont pas toujours sufQsamment sensibles.
En exécutant, envers ces axes FF' et GG' (fig. 13 et 14), d*après la formule des distances, le passage des coordonnées primitives aux coordonnées définitives, on obtient Téquation rectiligne
qui, par la suppression des radicaux, suivant le mode ordinaire, sans aucun vain artifice algébrique, dévient enfin
Les deux courbes y paraissent confondues, puisque la disparition des radicaux semble avoir ôté toute trace de la distinction des deux cas. Mais, au fond^ malgré leur inévitable analogie analytique, la différence des deux définitions est tout aussi marquée dans' cette équation rectiligne que dans Téquation naturelle. Car nous avons déjà reconnu que, pour Tellipse, m surpasse nécessairement rf, tandis que Tinversealieu pour Thyperbole. Ainsi, le coefficient de x^ passe du positif au négatif, en substituant la seconde définitionà la première. 11 est aisé de reconnaître qu'un tel changement, parfaitement semblable à celui qu'éprouve alors Téquation naturelle, représente fidèlement le contraste géométrique des deux courbes.
En effet s'il s'agit de l'ellipse, on aura ainsi
Or, le facteur constant sous le radical étant positif, y ne sera
réel qu'autant que le facteur variable conservera ce même si-
gne, ce qui exige que x ne surpasse pas ~ m, & droite ou à
gauche ; en sorte que la courbe est horizontalement comprise en- Ire ce et DD' {fig, 13). Comme y varie d'ailleurs en sens inverse de a:, il est clair que les points N, N' où la courbe coupera Taxe des y seront les plus éloignés de Taxe des x, à la
hauteur-\/ nû-^d^. L'ellipse sera donc renfermée dans le rectangle CDD'C, et du reste continue entre ces limites, puisque les valeurs dey et de a: pourront diminuer autant qu'on voudra. Dans le cas de Thyperbole, il conviendra d'écrire
afin que le facteur constant soit positif, ce qui, obligeant
l'autre à l'être aussi, assignera à a: la limite inférieure - m,
sans aucune limite supérieure: y croîtra dès lors avec x. Ainsi, ^ la ^courbe, discontinue entre les verticales CD, CD' {fig. 14), sera d'ailleurs indéfinie au delàde chacune d'elles, dans le sens des deux axes à la fois.
On voit comment l'équation rectiligne confirme et perfectionne les indications déjà fournies par l'équation naturelle sur la figure générale de ces deux courbes. Mais elle est surtout propre à compléter une telle détermination, en dissipant l'incertitude qui nous reste encore au sujet du sens effectif de la courbure. Rien jusqu'ici ne décide, en effet, si les quatre parties égales dont l'ellipse est composée sont, suivantnotre hypothèse, concaves vers Taxe des ar, ou convexes, ou même tortueuses. Les documents déjà recueillis pourraient convenir également à ces diverses figures, et pareillement pour l'hyperbole. A la vérité, une considération préjudicielle tirée du degré de l'équation rectiligne trancherait spécialement cette difficulté, en indiquant que le lieu actuel ne saurait être coupé
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en plus de deux points par aucune droite : car, Téiiuation delà ligne droite étant toujours du premier degré, sa combinaison avec celle d'une courbe quelconque fournira nécessûrement^ en général, pour les abscisses des points communs, une équation de même degré que celle-ci ; ce qui indiquera une limite supérieure, mais souvent trop grande, comme on le reconnaîtra bientôt, du nombre d'intersections. Une telle notion dissiperait ici toute incertitude, en excluant évidemment toute autre figure que celle déjà supposée. Mais il serait peu confirme à Tesprit éminemment général de la géométrie analytique, d'éluder ainsi la difficulté actuelle d'après une considération spéciale, qui deviendrait presque toujours insuffisante envers d'autres courbes, quoiqu'il convienne, au reste, de l'utiliser dans les cas qui le comportent. Nous devons donc, pour caractériser déjà la discussion géométrique des équations, écarter ce document accidentel, et décider laquestionproposée par une méthode plus ou moins applicable à une courbe quelconque, malgré qu'elle ne puisse guère être maintenant aussi simple que les moyensultérieurement résultés d'une étude plus approfondie.
Afin de transformer ces considérations géométriques purement relatives à la forme en de simples considérations de grandeur, seules directement accessibles aux comparaisons analytiques, il faut ici, comme à tout autre égard, faire intervenir les considérations de position, toujours ' naturellement destinées à ménager de telles transitions. Il suffit de remarquer, en effet, que, si le quart d'ellipse AMN [fig, 13) est concave vers l'origine, il sera placé au-dessus de sa corde AN, tandis que, s'il doit être convexe, il se trouvera, au contraire, audessous: et enfin, alternativement d'un côté etderautre,encas de sinuosité. Or, cette distinction du dessus au dessous devient gisement réductible à de simples idées de grandeur, en compa-
rant, à abscisse égale, Tordonnée MP ou ^ de la . courbe avec Tordonnée KP oujs delà corde; la question proposée reviendra finalement à discerner laquelle de ces deux variables surpasse l'autre. En calculant z d'après les deux triangles semblables APK et AON, on trouve
d'où
mî
Il suffit de décomposer—- — a:^ en (| m — x) (i m-^x)^ pour
constater aussitôt que y surpasse z dans toute l'étendue de la comparaison proposée. La courbe est donc certainement concave vers ses axes.
Envers Thyperbole, cette méthode a besoin d'uneimportante modification, qui en complique nécessairement Tusage, puisqu'une corde unique semble ne pouvoir plus suffire à l'appréciation du quart de courbe, alors indéfini. Mais on surmonte toujours cette nouvelle difficulté en attribuant à la corde AH Ifig. 14) une extrémité indéterminée H^ dont l'abscisse 2:' doit rester arbitraire, ce qui ne fera que surcharger l'expression de l'ordonnée auxiliaire KP ou z; la comparaison, d'ailleurs restreinte à une abscisse x moindre que x\ décidera la question tout aussi sûrement, quoique plus péniblement, que dans le premier cas, la corde AH pouvant ainsi, d'après l'indétermination de x\ représenter à la fois toutes les cordes possibles menées de A. La similitude des triangles AKP, AHQ assigne à z la formule
d'où
y::V/x--im»(|:=i^):V/x«-^m
Or, en simplifiant ce rapport autant que possible, on reconnaîtra facilement que y surpasse z tant que x reste moindre que x\ tandis que ce serait l'inverse pour x > x\ ce qui constitue une double confirmation décisive du sens d*abord supposé à la courbure de Thyperbole.
A regard d'une courbe quelconque, fermée ou indéfinie, la méthode précédente pourra toujours, sous Tun ou l'autre de ses deux modes, dissiper irrévocablement une pareille incertitude. Mais, quoique le principe en soit, sans doute, pleinement général, l'exécution en devient souvent impraticable envers les équationsunpeucompliquées;cequiferabientôtsentir le prix des procédés plus perfectionnés que nous trouverons ensuite. On ne doit pas moins hautement apprécier déjà cette remarquable transformation d'une question de forme en une pure question de grandeur.
20. 4** EXEMPLE. Équation du lieu d'un point toujours équidistant d^un point fixe et d'une droite fixe. Cette courbe, appelée parabole^ compose, avec les deux précédentes, le genre de figures si célèbre, depuis les Grecs^ sous le nom de sections coniques^ et qui constituera, dans la dernière partie de notre étude, la principale spécialisation des théories générales delà géométrie plane.
L'équation naturelle, moitié polaire, moitié rectiligne, est ici t/ = /, entre les distances variables du point décrivant au pôle Fetàl'axeBC (fig, 15). D'après la nature d'un telsystème où chaque point est déterminé par la rencontre d'un cercle ayant toujours son centre en F avec une droite MM' toujours parallèle àBC, toute équation y représentera nécessairement un lieu symétrique autour de la perpendiculaire DL menée de
F sur BC. En outre, cette intersection n*étant pas constamment possible, ce système impose aussi, comme le précédent, des conditions restrictives, puisque le rayon variable de ce cercle doit surpasser la distance variable de son centre à cette droite. Afin de mieux apprécier Tinfluence actuelle de cette obligation générale, il faut d'abord remarquer que, d'après Téquation tt = ^, elle sera toujours satisfaite à droite du point F^ et ne pourra jamais Tètre à gauche de BG, ou même du milieu A de FD, qui constituera donc la limite de notre courbe à gauche de F. Mais, à partir de ce point A, la parabole s'étendra indéfiniment vers la droite, en s'éloignant également de F et de BC, sans aucune discontinuité, puisque la condition de rencontre sera dès lors spontanément remplie.
D'après cette discussion préliminaire, il convient, évidemment, en passant à Téquation rectiligne, de prendre la droite DL pour l'un des axes rectangulaires, en vertu de la symétrie déjà appréciée analytiquement au numéro précédent. Quant au second axe, il n'existe pas de semblable motif, et les documents les plus immédiats ne semblent d'abord indiquer aucun point de DL comme une origine spécialement susceptible de simplifier l'équation cherchée. En faisant donc ce choix, d'ailleurs peu important, d'après des considérations de moindre poids, relatives à la'seule formation de cette équation, nous prendrons la droite BC elle-même pour Taxe des y. Le passage du système primitif au système définitif devient ainsi très-facile, puisque l'une des coordonnées naturelles/ est conservée, avec un simple changement de nom, et que l'autre u s'exprime aussitôt en coordonnées rectilignes, suivant la formule des distances. On obtient ainsi l'équation rectiligne
ou d désigne l'intervalle FD du point fixe à la droite fixe. D
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est aisé de constater que la discussion générale de cette équation, où la variable x ne peut jamais être négative ni inférieure
à - 6f, mais sans être assujettie àaucune autre condition,conQrme z
exactementles indications géométriques deréquationnaturelle. En outre, son degré seul suffirait, comme au numéro précédent^ pour démontrer spécialement la concavité constante de la courbe vers son axe AL. Mais on peut aussi décider aisément cette question d*aprës la méthode générale déjà appliquée à l'ellipse et à l'hyperbole. Car, en considérant la corde indéterminée AM,j[lont Textrémité M aurait une abscisse arbitraire x\ son ordonnée KP ou z, correspondante aune abscisse quelconque X moindre que x\ se calculera facilement à Taide des triangles semblables AKP, AMH, d'où il résultera
y:z:: \/ 2dx - cP : '^^—^^V px' — (P.
Or, il s'ensuit évidemment, en simpliOant le rapport, que y surpassera z tant que x restera inférieur à j:', et au contraire en sens inverse : ce qui démontre pleinement la justesse de notre figure.
Au sujet de cette équation, on peut remarquer, en l'écrivant sous la forme
y^=^d(x^^-dy
que le binôme x — - d y deviendrait monôme si on transportait
l'origine en A. D'après un tel choix, l'équation devient finalement ';' y^ = "idx
qui constitue nécessairement l'étatle plusconvenabledel'équa- , tiondelaparabole.Cemotif de préférence eût été facile à pré-
& voir, en considérant que, l'origine A étant sur la courbe, Té-
lion naturelle 7^ = ;;, entre les distances variables du point
quation y doit perdre son terme constant, suivant une remarque déjà signalée ; mais j'ai cru devoir, pour les commençants, écarter d'abord cette réfIeidon,comme trop minutieuse eu égard à sa faible importance.
Quoique la forme générale de la parabole doive sembler ici fort analogue à celle d'une demi-hyperbole, je dois pourtant avertir ici que Ton découvrira bientôt, entre ces deux figures, des différences d'aspect très-appréciables en tout tracé judicieux, même grossier.
21. 5* EXEMPLE. Ëquationdulieu d'un point également éclairé par deux lumières donnéesy dont la clarté décrott inversement au carré de la distance. Si a et fr désignent les intensités .connues des deux lumières, cette définition fournit aussitôt Téqua-
décrivant M au deux foyers lumineux A et B [fig, 16). Il en
résulte u «= m/, en nommant m le rapport constant y - . Les
conditions restrictives propres à ce système \f)oy. le n» 19) assi-
gnent à t les limites, supérieure et inférieure, ; et — r—
d'où résultent celles de u, et entre lesquelles toutes les valeurs
sont évidemment admissibles. Ainsi, la courbe est fermée et
continue, d'ailleurs symétrique autour de AB, par la nature
du système.
En prenant cette droite pour axe des a;, d'après les motifs déjà appréciés, et plaçant l'origine en A, sans prétendre que cette position soit la plus propre à simplifier Téquation rectiligne, on trouve aussitôt
(a — 6) y» + (a — b) x* — Sadir + ad^ =» 0.
A l'inspection d'une telle équation^ on reconnaît immédiatement le cercle, d'après le double caractère établi au n* 18.
d e^ i~p= T^ et par suite, a = r 1 /- ; ce qui permettrait,
En achevant de la comparer au type correspondant, on voit que le centre est sur Taxe des x, comme la symétrie Texigeait,
à une distance « =» 7; le rayon r «s ^ V^ ab. On peut dès
lors constater aisémentque la plus faible des deux lumières est toujours intérieure au cercle, et la plus forte toujours extérieure. Je.crois devoir faire ici remarquer, en sens inverse,que deux lumières quelconques pourraient être constamment placées. Tune en dedans, ]*autre au dehors, d'un cercle donné au hasard, de manière à Téclairer également ; car,de ces formules, on déduirait, réciproquement, si r était connu, d'abord a — b
yâb
quel que fût r, de poser les deux lumières conformément à la condition proposée.
Dans le cas de a «=36^ les valeurs de a et de r deviendraient infinies ; ce qui, au fond, indiquerait la disconvenance spéciale du type adopté. Si, en effet, on remonte alors àTéquation du lieu, on y voit disparaître les termes du second degré, et la ligne change réellement de nature, suivant Téquation du premier degré — âarfa: + acP = 0, ou ar = ^ rf, qui indique la droite CD, équidistante des deux lumières, comme le cas l'exigeait.
Quoique cette question nous offre un premier exemple intéressant des ressources générales que fournissent nécessairement les équations pour reconnaître les courbes malgré la diversité de leurs définitions, il convient pourtant de remarquer ici que Tétude spéciale de la définition actuelle aurait aisément permis de discerner la vraie nature du lieu. Car, en marquant, sur l'axe AB, les deux points F et F', où il doit couper la courbe cherchée, et considérant que la propriété donnée se réduit, en écartant toute circonstance physique, à la proportionnalité
^vàii
coastante des distances variables MA et MB^ on aurait les deux
proportions
MA : MB : : FA : FB,
MA:MB::F'A:F'B,
qui, d'après un théorème connu, conduisent à envisager les deux droites MF, MF' comme les bissectrices continues des deux angles supplémentaires AMB, NMB ; d'où il résulte que l'angle FMF' est constamment droit, ce qui fait aussitôt reconnaître le cercle, en indiquant d'ailleurs sa plus simple construction.
Le cercle précédent convenant indistinctement à tous les plans menés par les deux points lumineux, sans jamais changer de centre ni de rayon, il peut être utile de noter enfin que, si on demandait, en général, le lieu de tous les points de l'espace qui seraient également éclairés, on trouverait aussitôt une surface sphérique, ayant le même centre et le même rayon que notre lieu plan. Dès lors, l'intersection de cette sphère par un plan quelconque, ou par toute autre surface donnée, déterminerait la courbe d'égale clarté sur la surface correspondante, de manière à résoudre la question proposée dans toutes les variétés qu'elle comporte.
22. 6^ Exemple. Équation au Heu d'un point dont le produit des distances à deux points fixes demeure constant. Dans le système naturel, identique à celui'des n<*» 19 et 21 , l'équation est ut^=^m^. La nature du système indique, comme en tout autre cas, un lieu symétrique autour de la droite qui joint les deux pôles A etB {/îgr. 17). En outre, l'équation ne changeant point par réchange mutuel des variables, la courbe doit être pareillement symétrique autour de la perpendiculaire CD au milieu de AB. On conçoit aussi que les restrictions propres à ce système indiquent ici une courbe fermée, en assujettissant chaque variable àdeux limites déterminées, dontl'exacte appréciation ressortira
toutefois beaucoup plus nettement de Téquation rectiligne.La forme la plus simple qui puisse correspondre à rensemble de ces premiers renseignements offre une grossière ressemblance avec Tellipse, au point d^avoir été même systématiquement prise pour elle dans une célèbre aberration astronomique.
En passant au système rectiligne, d*après les axes AB et CD, dont la supériorité analytique est déjà motivée, on trouve aisément, par la formule des distances, Téquation
où d désigne la demi-distance des deux points fixes. Quoique du quatrième degré, cette équation peut être facilement résolue, et donne la formule
dont la discussion, plus compliquée qu'en aucun cas antérieur, constitue la seule difficulté et le principal intéi*êt d'un tel exemple : j'y ai d'ailleurs écarté le second signe du radical partiel, comme ne pouvant jamais fournir d'ordonnées réelles.
11 est d'abord aisé de sentir que la portion négative de la fonction placée sous le radical général finira par l'emporter de plus en plussm* l'autre, à partir d'uneabscisse suffisamment grande, pour laquelle, le terme constant de chacune d'elles devenant sensiblement négligeable vis-à-vis du .terme variable, la première tend à varier proportionnellement à x^ et la seconde à X seulement. La courbe est donctoujours bornée dansle sens horizontal, et par suite aussi dans le sens vertical, l'accroissement de y étant subordonné à celui de x. Pour trouver la limite supérieure de Xy il faut égaler les deux parties opposées de la formule, ce qui déterminera, de chaque côté, l'intersection, K ou K' , de la courbe avec son axe horizontal^ d'après l'équation
Hais, cette équation étant du quatrième degré, sa résolution
fournit, outre le couple cherché a?' = db \/rri? + ^*i 9^^ ^^ présente aucune difficulté et ne comporte aucune distinction,
un second couple ar" =±: y/cP — /w^, jusqu'alors entièrement imprévu, et dontrappréciation indique aussitôt que la courbe ne saurait offrir toujours la même forme suivant les diverses relations de m à e/. Car, si m surpasse cf, ce couple devra être rejeté comme imaginaire, et la fonction sous le radical général, ne pouvant s'annuler qu'une seule fois pour x positif, l'ordonnée sera constamment réelle depuis a: <= 0, qui donne, en
effet, y = ±: \/m^ — rf*, jusqu'à la limite supérieure de a:, conformément à la figure 17. Mais, quand, au contraire, m est inférieur à d^ cette fonction, s'annulant deux fois de chaque côté, ne peut être positive que dans l'intervalle entre a:'et x'\ en sorte que le lieu^ qui coupe alors quatre fois son axe horizontal, et ne rencontre plus son axe vertical, devient discontinu, et se compose nécessairement de deux ovales égales et séparées (^^. t8),sans rien préj uger d'ailleurs sur les formes précises.Entre ces deux cas nettement tranchés,se place naturellement l'hypothèse moyenne m := rf, qui, suivant une règle logique universelle, aussi importante que méconnue, ne doit être conçue que d'après les deux extrêmes qu'elle doit lier, et surtout ici d'après le second, en y supposant diminué graduellement l'excès de d sur m ; l'écartemenl des deux ovales décroît simultanément,ét, à la limite, elles deviennent enfin contiguës (fig, 19j. Telles sont les trois formes distinctes que comporte le lieu actuel : le centre 0 de la courbe s'y trouve placé tantôt en dedans, tantôt en dehors, ou enfin sur sa circonférence.
Dans les deux derniers cas, la considération du degré suffirait à démontrer spécialement que le sens de la courbure est conforme à nos suppositions, sans lesquelles le lieu pourrait offrir plus de quatre points en ligne droite. Mais ce motif de*
viendrait insuffisant pour le premier cas, où le degré ne serait pas incompatible avec une forme inverse du quart de courbe KL. Quoique l'analogie analytique doive alors . nalurellement disposer à y étendre la disposition reconnue envers les deux autres, cette présomption légitime n'y saurait dispenser d'une rigoureuse appréciation. En y appliquant la méthode générale qui nous a jusqu'ici réussi facilement, on confirmera la figure supposée, mais avec des embarras algébriques tenant à la complication de l'équation actuelle, et très propres à faire déjà sentir le besoin de moyens plus perfectionnés.
Afin que l'image de ces trois courbes soit, dès ce moment, aussi nette que possible, je crois devoir indiquer ici, à leur égard, par une utile anticipation, une propriété qui en éclaircira beaucoup la notion, quoique la démonstration en doive être renvoyée à la géométrie à trois dimensions. Elle consiste à envisager ces courbes comme les diverses sections planes d'un tore^ surface facile à concevoir, et fréquemment employée, d'après sa génération par un cercle tournant autour d'un axe extérieur. . Si le plan coupant, contenant d'abord l'axe, s'en éloigne parallèlement, il déterminera, en premier lieu, la section tracée fig. 18, jusqu'à ce qu'il vienne à toucher la partie inférieure du tore, ce qui donnera la courbe fig, 19, après quoi la section, devenant continue, prendra la forme indiquée fig. 17. Ces trois- courbes pourront donc être commodément qualifiées de sections torigues.
23. 7* EXEMPLE. Equation du lieu d'un point dont les distances à un point fixe et d une droite fixe sont toujours propor^ tionnelles. Quand le rapport constant n est l'unité, cette définition coïncide avec celle du n* 20, en sorte que la parabole doit ici constituer un cas particulier, sur lequel il serait superflu d'insister.
L'équation spontanée u =» n/, entre les distances varia-
bles MF et MQ {fig. 20), indiquera d*abord, comme au n* 20, par la nature du système, un lieu toujours symétrique autour de la perpendiculaire FD menée du point fixe F à la droite fixe BG. Pour avoir convenablement égard aux conditions restrictives, considérons d'abord les valeurs de t supérieures à (f, qui correspondent à des parallèles telles que MM' à droite de F : alors leur distance au centre F des cercles de construction étant / — rf, la condition d'intersection t — d<Uy déjà indistinctement satisfaite, quelque grand que soit ^, si le rapport donné n est égal à Tunité, le sera, à plus forte raison, pour n > 1. Mais, si n est inférieur à i, cette inégalité assignera, au contraire, à t une limite supérieure r , qui map-
quera, sur Taxe du lieu, le point A' le plus éloigné de F et de BC. Dans ce cas, la courbe sera donc limitée à droite de F. Entre ce point et BC, la distance de la parallèle au centre devient d — ^, et la condition de rencontre, d — ^ < w, in-
dique pour t une limite inférieure j^-- , évidemment commune à toutes les hypothèses, et qui déterminera en A Tintersection nécessaire du lieu proposé, quel qu^en soit la forme, avec son axe naturel FD. Enfin, de l'autre côté de BC, la courbe, qui ne pourrait y pénétrer si n était égal à i, en sera encore plus évidemment exclue pour n < 1 ; mais elle pourra s'y étendre, et même indéfiniment, dans le cas de n > 1, qui, jusqu'alors confondu avec celui de la parabole^ commence ainsi à s'en distinguer nettement. Afin de mieux apprécier cette diversité, considérons une de ces dernières parallèles NN' : sa distance au centre des cercles sera exprimée par / 4* (/, et la condition d'intersection t -{-d <u imposera, à ce genre de
valeurs de ^, la limite inférieure — ; , correspondante à une
seconde rencontre A" du lieu avec son axe, et à partir de
laquelle la courbe, interrompue enlre Â et A " , s'éloignera à l'infini.
D'après l'ensemble de cette discussion préliminaire, la définition actuelle comprend donc, comme la précédente, trois
courbes nettement distinctes : d'abord, pour n sa i, la parabole, limitée ii gauche de F et illimitée à droite ; ensuite pourn < i, une courbe fermée et continue, commençant en A et finissant en A' ; enfiU; pour n > i, une courbe illimimitée et discontinue, dont les deux parties s'étendront indéfiniment, Tune à droite de A, l'autre h gauche de A " .
Le passage à l'équation rectiligne ne présente pas plus de difficulté ici qu'au n^ 20. En adoptant, par les mêmes motifs, les mêmes axes FD et 6C, on aura Téquation
Sa discussion ne ferait que confirmer la distinction ci-dessus établie. Mais, en écartant le cas de n =» i, déjà examiné, son appréciation peut nous offrir un nouvel intérêt,comme exemple très remarquable de reconnaissance analytique d'une courbe. En effet, outre que les cas de n < 1 et n > i nous ont indiqué des figures générales évidemment analogues à celles des courbes du même degré considérées au n*^ 19 sous les noms d'ellipse et d'hyperbole, la comparaison algébrique des équations correspondantes vient constater l'équivalence fondamentale des définitions qui les ont fournies, malgré leur grande diversité géométrique. Car, l'équation trouvée au n^ 19 étant écrite sous la forme
sa confrontation avec la précédente montre qu'elles ne diffèrent essentiellement que par la présence dans celle-ci d'un terme du premier degré en â? qui manque à l'autre. Or, comme nous
savons, en principe, que Téquation d'une ligne peut changer par suite de son simple déplacement, sans aucune variation de forme ou de grandeur, il reste à décider si une telle diversité algébrique ne proviendrait pas uniquement d'une différence de situation des axes envers la courbe commune. Cette différence ne saurait porter sur Taxe des x^ autour duquel le lieu est dans les deux cas, pareillement symétrique : mais Tautre axe ne présente point la même parité ; puisque la symétrie qui existe aussi autour de lui d*après la seconde équation est certainement incompatible avec la première.Ufaut donc examiner finalement si celle-ci ne pourrait pas perdre son terme distinctif — ^dx en déplaçant convenablement Torigine le long de FD. Un tel déplacement équivaudra algébriquement à y changer x en x' -|- A, si A désigne l'avancement indéterminé de l'origine actuelle D dans le sens DA'. En opérant cette transformation, il est aisé de voir que les deux termes du premier degré en x' se détruiront mutuellement, pourvu qu'on
prenne h = -j, ce qui place cette nouvelle origine à droite
ou à gauche de BC, selon que n est inférieur ou supérieur à i, en 0 ou 0 \ toujours au milieu de AA' ou de AA" . L'équation ainsi modifiée
devient rigoureusement assimilable à celle du n^ 19, comme ayant évidemment la même forme, et offrant d'ailleurs une équivalente généralité, puisqu'elle contient un pareil nombre de constantes arbitraires. On ne peut donc plus douter de l'identité des lieux, et, en achevant la confrontation algébrique, de manière à passer indifféremment d'un système de constantes à l'autre, on établira, entre ces deux définitions, une exacte transition mutuelle, soit que Ton prenne
<f nfi — d'^
ou en sens inverse, ;
2rfn , -, 2n«rf • '^^ - , et a = ; r.
Le mode de distinction entre TelUpse et Fliyperbole qui, au n^ 19, consistait en m> (/' ou m < rf',est ici maintenu,sous une forme évidemment équivalente, en supposant n < 1 ou n> i.
Pour utiliser autant que possible ce rapprochement remarquable, il convient de le poursuivre, en particulier, jusqu'à décider si le point fixe de la définition actuelle coïncide avec Tun de ceux relatifs à Tancienne. Or, il suffit, à cet effet, de les rapporter tous à ime origine qui doive être nécessairement commune aux deux systèmes, telle que le centre 0, où se croisent les axes géométriques du lieu, droites dont Tidentité ne saurait être douteuse. La difficulté se réduit donc à comparer OF ou A — d avec -s ^' ; ce qui démontre pleinement la coïncidence des deux sortes de points fixes. Dès lors, la duplicité propre à celui du n** 19 se trouve devoir aussi convenir au point actuel, et, par suite, à la droite correspondante ; comme l'indiquait d'ailleurs la symétrie du lieu autour du second axe GG' mené du centre 0.
Cet exemple de comparaison algébrique entre deux définitions a plus d'importance que celui du n^ 21 relatif au cercle, soit par la difficulté beaucoup plus grande de saisir géométriquement l'équivalence des deux générations, soitd'aprèsla modification algébrique qu'il a fallu apporter à l'une des équations avant de les assimiler, suivant une marche qui sera bientôt systématisée.
La nature, moitié rectiligne, moitié polaire, du système de coordonnées inhérent à cette définition, y rend le passage à l'équation polaire tout aussi facile que la formation de l'équa-
tion rectiligne. Comme cette équation polaire des trois sections
coniques est utile à connaître, je crois devoir la déduire ici de
Téquation naturelle u ^^nt, en plaçant le pôle au point fixe F
et comptant les angles à partir de FA'. L'une des coordonnées
primitives u est alors conservée : "quant à l'autre /, il suffit de
la concevoir en DP pour reconnaître aussitôt qu'elle équivaut
kd-^ u cos(f;ce qm conduit finalement à Téquatioû polaire.
nd
1 — n cos f
Elle indiquera un lieu illimité ou fermé, selon que la valeur
de w y pourra ou non devenir infinie, ce qui exige cos ç = - ;
hypothèse inadmissible pour n < i , mais acceptable en tout autre cas, conformément à la distinction déjà établie.
24. 8« Exemple. Equation de la conehoîde. On appelle ainsi, depuis les Grecs, le lieu d'un point dont la distance à une droite fixe BC demeure constante, en l'estimant selon des rayons convergents vers un point fixe A (/îg. 21). Son équation naturelle est donc MN ou z =» c. Elle indique d'abord que la courbe est évidemmentsymétriqueautourdelaperpendiculaire KK' menée du point fixe à la droite fixe. Nous voyons ensuite que la plus courte distance MP du point décrivant M ou M ' à la droite BC devra s^ns cesse diminuer,d'après l'invariabilité del'hypoténuse MN, à^ mesure que l'angle N deviendra plus aigu, et proportionnellement à son sinus, qui équivaudrait toujours à MP si la constante c était prise pour rayon trigonométrique. Ainsi, d'une part, le maximum de MP devant se trouver en K et K' sur l'axe AO, les deux branches, supérieure et inférieure, .de la courbe serontconstamment renfermées entre les horizontales correspondantes. D'une autre part, et c'est icila plusremarquable singularité d'une telle définition, chacune de ces branches, dans son cours horizontal indéfini, se rapprochera continuelle-
II
ment de BC,à tel degré qu'on voudra, mais sans pouvoir cependant Tatteindre jamais, car MP ne saurait s'annuler rigoureusement, quelque aigu que devienne Tangle N ; en sorte que BG ne pourra être censé rencontrer la courbe qu'à Tinfini. Cette nouvelle relation géométrique", d'après l'aquelle la droite est ordinairement qualifiée ^asymptote de la courbe, nous fournira bientôt le sujet d'une importante théorie générale, comme très propre à mieux caractériser la forme des lignes qui en sont susceptibles. On sent, en effet, dès ce moment, que toute courbe doit finir par être convexe vers son asymptote, sans quoi elle la couperait nécessairement.
Cette discussion préliminaire indique aussitôt les axes rectangulaires les plus favorables à la simplification de Téquation rectiligne. Un motif de symétrie, dont l'appréciation algébrique nous est déjà familière, conduit d'abord à prendre AKK' pour l'un des axes. Quant à l'autre, l'asymptotisme de BC ne saurait permettre aucune hésitation. Sans doute, l'influence algébrique de cette nouvelle relation géométrique n'est ni aussi facile à prévoir ni même aussi considérable que celle de la première. Mais on conçoit pourtant, sauf à mieux préciser ultérieurement un tel apperçu, que, en prenant cette asymptote BC pour axe des or, l'équation, devant ainsi donner x^=»(x> pour y = 0, devra manquer, à cet effet, ou de tous les termes en x seul, ou, au moins, de ceux du plus haut degré ; de manière à devenir nécessairement plus simple qu'avec un axe quelconque.
D'après ce choix des axes, le passage de l'équation naturelle à l'équation rectiligne résulte aussitôt de la comparaison des triangles AON et MPN, qui conduit, en nommant d la distance AO, seconde donnée de la définition, à l'équation
(^ue la suppression du radical élèverait au quatrième degré. On
voit que, selon nos doubles prévisions, x n'y entre point à des puissances impaires ni séparé de y. En y dégageant x, sous la forme.
arc=±:i-— 1) v/c»— y«.
on retrouve immédiatement les limites verticales de la courbe, son cours horizontal indéfini, et son asymptotisme envers l'axe des X, Le seul document nouveau que nous offre cette équation résulte de ce que la valeur de x, déjà annulée pour y = ±: c, peut l'être aussi pour y = rf, quel que soit c; ce qui indique le point A comme appartenant au lieu. Dans la figure actuelle, où d surpasse c, ce point se trouve isolé du reste de la courbe, puisque les valeurs de y intermédiaires entre c et cf ne sont pas admissibles : c'est un accident géométrique qui n'a réellement d'étrange que sa nouveauté, et qui peut d'ailleurs être aisément conçu, soit algébriquement, soit même graphiquement. Quand, au contraire, d est inférieur à Cy ces ordonnées de c à c? donnent des abscisses réelles, d'abord croissantes, puis décroissantes, en tant que nulles aux deux extrémités de cet intervalle : la partie supérieure de la courbe est donc modifiée, et prend alors la forme indiquée fig. 22, l'autre partie n'éprouvant d'ailleurs aucun grave changement. Enfin, si c? s» c, cette position fermée additionnelle ÂHKH', après un rétrécissement continu, s'effacera totalement, conformément à la fig. 23. C'est ainsi que l'équation rectiligne dévoile spontanément une distinction nécessaire, que la définition primitive était peu propre à indiquer. Il existe donc, en réalité, trois sortes de conchoîdes, comme trois sortes de sections toriques et de sections coniques.
Quoique cette équation dût susciter beaucoup d'embarras algébriques \ la seule méthode générale que nous connaissions déjà pour déterminer analytiquement le sen^ de la courbure,
le lecteur pourra constater aisément, à cet égard, l'exactitude des suppositions ici figurées, d'après une suffisante combinaison de la définition, et surtout de Tasymptotisme qui en dérive, avec la considération du degré obtenu : il sera même facile de déterminer spécialement, en chacun des trois cas, la vraie direction de la tangente en K, ainsi qu'en K' ; ce qui achèvera de dissiper, à cet égard, toute incertitude.
25. 9* EXEMPLE. Équation du lieu du sommet d'un angle invariable dont chaque côté passe toujours par un point fixe. L'équation naturelle est ici ç — i* = v, entre les inclinaisons variables des deux côtés de l'angle donné v sur la droite qui joint les deux points fixes A et B {fiff. 24). Elle indique aussitôt un lieu limité, puisque, les deux coordonnées angulaires ne pouvant ainsi devenir jamais égales, les deux droites mobiles ne seront, en aucun cas, parallèles, et par suite le point décrivant M ne pourra point s'éloigner indéfiniment de AB. La courbe doit d'ailleurs être symétrique autour de la perpendiculaire CK menée au milieu de AB ; car, l'équation ne change pas en substituant à chaque inclinaison le supplément de l'autre, de. manière à passer de M en M'. L'équation étant satisfaite par v|/=!0 et 9 esa v, le lieu passe en A, et pareillement en B : U est aisé de sentir que cette valeur de 9 y marque la direction de la tangente correspondante ; puisque l'angle MAX tend vers cette limite v^ à mesure que le point M se rapproche indéfiniment du point A, conformément à la définition générale des tangentes.
Pour passer à l'équation rectiligne, d'après les axes AB et CK, spontanément indiqués par cette discussion préalable, il convient de mettre d'abord l'équation naturelle sous la forme trigonométrique, surtout en y prenant les tangentes des deux membres, ce qui donne
tang cp ^ tang ^
l-ftang^tang^^
tn.
Dès lors, les triangles rectangles MAP et MBP conduisent aisèment à exprimer ces deux tangentes par — ^ ©t -4-3, d désignant la demi-distance des deux points fixes A et B, et m la tangente de Tangle donné v. On obtient ainsi Téquation rectiligne.
où Ton reconnaît aussitôt, conformément à l'indication géométrique, un cercle dont le centre est sur Taxe des y, en un point G tel que Tangle AGO y soit égal à Tangle donné, le rayon étant d'ailleurs égal à GA.
26. 10« EXEMPLE. Équation de la cissoïde. On nomme ainsi, depuis les Grecs, une courbe dérivée du cercle en y tirant, d'un point fixe A (fig. 25) de la circonférence, une sécante quelconque, prolongée jusqu'à sa rencontre en G avec la tangente opposée BK, et portant, sur cette sécante, à partir de. ce point fixe, une distance AM constamment égale à sa partie extérieure GN, comprise entre la tangente et le cercle. L'équation naturelle est donc AM = GN, entre ces deux longueurs variables. Elle indique d'abord un lieu évidemment symétrique autour de AB. De plus, la courbe commence en A, où sa tangente est nécessairement AB, limite irrécusable de la direction MA, à mesure que le point décrivant M se rapprocherait de A. Intérieure d'abord au cercle donné, elle le coupera vis-à-vis son centre, en D et D', et s'en dégagera ensuite de plus en plus, quand l'angle variable MAB surpassera 45^. Mais^ en s'éloignant du cercle, elle s'approchera continuellement de la tangente BK, d'après l'équation MG s= AN, qui indique la distance oblique MG, et à plus forte raison la distance perpendiculaire MH, comme pouvant diminuer autant qu'on voudra, sans pourtant devenir jamais rigoureusement nulle. La droite BK est donc une asymptote de la courbe, qui d'ailleurs ne saurait
la dépasser. Cette discussion conduit évidemment h la forme tracée sur la figure, sauf les chances accoutumées de sinuosité entre le pôle A et Tasymptote BK.
Le passage de Téquation naturelle à Téquation rectiligne présente, dans cet exemple, une circonstance nouvelle, qu'il importe de remarquer, d'après l'utilité notable qu'on y trouvera à introduire, comme intermédiaire, l'équation polaire autour du point A, qui résulte presque immédiatement de la première, et qui conduit également à la seconde. D'abord, l'une des coordonnées naturelles MA, est précisémentle rayon vecteur u du point M; quant & l'autre, NC, elle constitue, relativement à l'angle 9, une sorte de ligne trigonométrique inusi-. tée, égale à l'excès de sa sécante AC sur son cosinus AN, eu égard à l'angle droit ANB, et en prenant AB pour rayon trigonométrique. On forme ainsi l'équation polaire
2r ^ « sin^cp
u =» 2r cos 9 =a 2r ^,
C0S9 cos 9
où r désigne le rayon du cercle donné. Dès lors le passage à l'équation rectiligne se fera sans difficulté, d'après le triangle rectangle AMP, relativement aux axes, déjà motivés, AB et AY. Cette équation sera finalement
Il est aisé d'y retrouver les indications géométriques déjà obtenues. Quant au sens de la courbure, encore indécis pour les parties moyennes, le degré seul de l'équation confirmerait suffisamment notre hypothèse, en indiquant l'absence de toute inflexion, afin que la courbe ne puisse jamais offrir plus de trois points en ligne droite. Mais, d'ailleurs, on peut ici appliquer aisément la méthode générale employée jusqu'à présent, en considérant la corde indéterminée AM', dont l'extrémité a une
ii#.
PREMlàRE PARTIE, CHAPITRE DEUXIÈME. 83
abscisse arbitraire x\ L'ordonnée LQ ou zde cette corde, déduite de la comparaison des triangles ALQ et AMT', sera ex-
^VîS''
primée par x \ -z — — ,» en sorte que
d'où il résulte, conformément à la forme supposée, que ^ sera moindre que z, tant que x restera inférieur à x' .
A cette dé&nition primitive de la cissoîde, il convient de joindre ici, d'après Newton^ une génération remarquable par un mouvement continu. Elle consiste, après avoir prolongé le diamètre AB {fig. 26) d'une longueur AF égale au rayon, à faire mouvoir un angle droit, dont un côté est de la longueur AB, de telle manière que, son côté indéfini passant toujours en F, l'extrémité L de son côté défini IL doive décrire la perpendiculaire DOD' : alors le milieu M de ce côté décrit nécessairement la cissoîde. Car, l'égalité des triangles rectangles FLI et FLO, où, par construction, FO = IL, donne FI = LO ce qui conduit à reconnaître l'égalité des triangles FEI et LEO, d'où îl résulte FE = LE, et, par suite AË ^a EM, puisque AF et ML sont tous deux égaux au rayon du cercle. Dès lors, la droite AH devenant parallèle h FL, les triangles ACB et FLO seront égaux, d'où BC «» OL, et, par suite, LC, égal et parallèle à OB ou AO. On reconnaît ainsi l'égalité constante des triangles isocèles AON etCLH, et, en conséquence, des longueurs AN et CM, ce qui équivaut à AM =CN, caractère primordial de la cissolde.
Cette seconde définition pourrait fournir im utile exercice de géométrie analytique, que je recommande aux commençants, quand ils seront assez avancés pom* surmonter les difficultés qu'elle offre à la reproduction directe de l'équation rectiligne, ce qui deviendra suffisamment possible dès la fin du chapitre suivant.
- 27. Il serait maintenant superflu de prolonger davantage la série d'exemples préliminairesque j'ai jugée indispensable pour rendre déjà convenablement familière la conception fondamen- ' taie de la géométrie analytique. Toute la suite de notre étude offrira d'ailleurs beaucoup d'occasions naturelles d'en indiquer d'autres de plus en plus difiiciles. Du reste, le lecteur peut ici les multiplier spontanément, avec d'autant moins d'embarras que la plupart des définitions ci-dessus considérées peuvent en suggérer aisément de nouvelles ; c'est ainsi, par exemple, que celles de laconchoïde et de la cissoîde pourraient être facilement généralisées en y substituant, pour l'une à la ligne droite, pour l'autre, au cercle telle courbe qu'on voudrait. Je crois seulement devoir encore signaler ici, mais sans aucun examen, quelques défmitions propres à fournir d'utiles exercices.
On doit surtout remarquer la double suite de courbes que Descartes a tirées du cercle. Les unes, fer^iées, se forment d'abord en projetant sur un rayon quelconque la projection de son extrémité sur un diamètre fixe ; en redoublant la même construction envers la courbe ainsi obtenue on en déduit une nouvelle, et pareillement à l'infini. Quant aux autres, qui sont illimitées, on formela première en prenant, sur chaque rayon, le point dont la projection sur le diamètre fixe appartient àla perpendiculaire menée à ce rayon de son extrémité; chacune des autres courbes de cette suite se déduit de la précédente selon le même mode graphique, indéfiniment applicable. Ces deux séries de lignes fournissent des exemples intéressants d'équations rectilignesde tous les degrés pairs, les uns simplement, les autres doublement. En y substituant au cercle primitif une courbe quelconque, on pourra saisir, en général, le mode analytique invariable suivant lequel son équation polaire produira celles des deux suites correspondantes : la subordination des équations rectilignes en résultera facilement.
Je signalerai encore le lieu des points dont la somme des carrés des distances à divers points fixes du plan demeure constante. Le lecteur y reconnaîtra aisément un cercle dont le centre coïncide avec le centre de gravité du système des points donnés, supposés tous de même poids.
Enfin, j'indiquerai Tespëce la plus simple i'épicycloïde plane, c'est-à-dire, le lieu d'un point de la circonférence d'un cercle invariable qui roule sur un cercle fixe, de pareil rayon^ et qui, en même temps, tourne autour de son centre avec une égale vitesse. Suivant que les deux mouvements sont contraires ou conformes, le lieu est ou un cercle aisé à vérifier, ou une courbe remarquable du quatrième degré. Cette équation se formera facilement en introduisant, comme variable auxiliaire, la direction de la ligne des centres. On pourra constater ainsi, sans traiter formellement le cas général, trop compliqué, où les deux cercles seraient inégaux, que le degré de Téquation y dépendrait du rapport de leurs rayons.
CHAPITRE m
Théories préliminaires relatives : !<> à la ligne droite ; 2* à la transposition
des axes.
28. Pour compléter cette indispensable introduction à Tensemble de la géométrie analytique, il ne nous reste plus qu'à exposer deux théories préliminaires extrêmement usuelles, sans lesquelles l'explication des méthodes générales qui doivent constituer notre principal objet se trouverait fréquemment interrompue par des considérations incidentes, dont la reproduction superflue y deviendrait bientôt aussi gênante que fastidieuse.
Théorie analytique de la ligne droite. Elle consiste essentiellement à trouver les deux coefQcients, linéaire et angulaire,
propres à Téquation de chaque droite, quand, au lieu d'être immédiatement donnés, ils doivent résulter de tout autre mode élémentaire relatif à la détermination de la droite cherchée, d'après des conditions purement rectilignes. Judicieusement réduite à ce qui concerne sa vraie destination pour Tensemble de la géométrie analytique, cette théorie préliminaire se compose seulement de trois questions essentielles, dont les combinaisons pourraient ensuite se multipUer beaucoup, mais sans offrir presque jamais aucune utilité réelle.
1^ Équation éPune droite passant par deux points donnés. Spécialement envisagée, cette question ne constitue, au fond, qu'un simple problème de trigonométrie, où il s'agit, d'après les distances de deux points M' et M" {fig, 27) aux deux axes OX et OY, d'obtenir l'angle a formé avec OX par la droite qui les joint, et la distance b où elle coupe OY. En nous bornant, pour caractériser une telle solution, à y considérer ici le coefficient angulaire, qui représente tang a, si les axes sont rec-
v" — V' tangulaires, le triangle M' M" N l'exprimera aussitôt par 2-^; — ^,\
formule qui convient également au cas des axes obliques, en considérant la signification trigonométrique que prend alors ce coefficient.
Hais, sans insister davantage sur ce mode spécial, il faut surtout envisager la question proposée comme un simple cas particulier du problème général qui consiste à faire passer une ligne d'espèce déterminée par un nombre suffisant de points donnés. Quoique cette recherche ne doive pas encore être formellement examinée, il convient néanmoins de sentir déjà que la marche analytique qui va maintenant l'accomplir envers la seule ligne droite, comporterait nécessairement la même efficacité si, au lieu de l'appliquer à l'équation y == aa: -f" 6, on considérait toute autre équation générale.
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Ce principe évident consiste en ce que, lorsqu'une ligne passe eu un point donné, les constantes arbitraires de son équation doivent satisfaire à la relation fournie par la substitution des coordonnées propres à ce point. Ainsi, la condition relative au point M' assujettirait déjà les constantes inconnues a
et 6 à la relation
y' ^ax' +*,
qui insuffisante à Içs déterminer, permet de les subordonner Tune & l'autre. On y rapporte communément le coefficient linéaire au coefficient angulaire, demeuré seul arbitraire dans Téquation de la droite, qui devient alors
formule très-usuelle, et fort expressive, qu'il importe de retenir. En considérant maintenant le. second point M" , on aura, entre a et ô, une seconde relation y " =» clx' ' -f- 6> qui, combinée avec la précédente, les déterminera complètement, 'suivant la
v"— v' nature géométrique du problème. On trouve ainsi a^—^ ^
ar"— a:'
Le coefficient angulaire d'une droite passant par deux points donnés est donc égal au rapport entre la différence de leurs ordonnées et celle de leurs abscisses, conformément à la solution trigonométrique. Il en résulte l'équation
dont la seule composition indique clairement le passage de la droite aux deux points. Dans le cas particulier où ces deux points seraient simplement ses intersections avec les deux axes, on aurait, par exemple, x' = a, y' =0, et ^" = 0, y"= 6; l'équation prendrait la forme
qu'il peut être utile de remarquer.
Un troisième point étant évidemment superflu, son introduction ferait naître une relation conditionnelle entre ses coordonnées x"'^f/"\ei celles des deux premiers, afin que l'équation déterminée d'après ceux-ci pût lui convenir aussi. On aurait ainsi, pour chaque nouveau point, la condition analytique
rll ^.» «.»!
ou, en langue vulgaire, pour que plusieurs points soient en ligne droite il faut que les différences de leurs ordonnées soient proportionnelles à celles de leurs abscisses.
2^ Angle de deux droites^ d'après leurs équations. Gomme cette seconde question est, par sa nature, particulière à la ligne droite, elle ne saurait comporter aucune solution vraiment analytique, comparable à la précédente. En n'y voyant donc qu'un simple problème de trigonométrie, on peut d'abord le résoudre aisément dans le cas, seul usuel, des axes rectangulaires, d'après ce principe évident que l'angle de deux droites équivaut à la différence de leurs inclinaisons sur une ligne commune. Alors, en effet, les coefficients angulaires pro* près aux deux équations données,'
yz^ax-^b^y^i a'x + b\
représentant les tangentes des angles a et a' (/Sp'.âS), cette relation générale v = a — a' donne aussitôt
tang V = — j ;.
Si les deux droites doivent être rectangulaires, tang v devra devenir infinie, ce qui exige la relation très-usuelle aa'+ ^■=^>
d'où a' = : en sorte que, dans ce cas, les deux coeffl-
cients angulaires sont réciproques et de signe contraire ; conformément à l'évidente indication spéciale de la figure, où
riin des angles devient ainsi le supplément du complément de
l'autre.
Avec des axes obliques, on n'aurait plus tang a «» a, mais
asinô
tang a = 7—; (n° 17), et le résultat prendrait la forme
i + acosô^ ' ^
plus compliquée
{a — a') sin 6
tang V
1 + aa' + (a + fl') cos ô' dont il faut éviter de se surcharger la mémoire, comme n'offrant aucune utilité réelle.
3® Intersection de deux droites données. Ce problème consistant à trouver, d'après les constantes propres aux équations de deux droites données,
les coordonnées de leur point commun, on peut certainement Tenvisager comme une question trigonométrique, relative à la résolution de la figure rectiligne qui résulte de l'assemblage spontané des diverses 'grandeurs connues. Hais, outre cette voie spéciale, qu'ilsufSt ici d'indiquer, cette troisième question comporte évidemment, comme la première, un^ entière généralisation envers des lignes quelconques, et c'est seulement ainsi que la recherche devient vraiment analytique. Les coordonnées despoints d'intersection se distinguant algébriquement de celles des points particuliers de chaque lieu par leur aptitude exclusive à vérifier simultanément les deux équations, leur détermination résulte donc, en général, de l'opération analytique qui assigne les solutions communes à ces équations simultanées. Dans le cas actuel, ce travail algébrique ne présente aucune difficulté, et fournit
b' — b ab'-a'b
pour les coordonnées du point cherché. Hais, au lieu de retenir ces formules, il sera plus commode ordinairement d'en reproduire Téquivalent envers chaque système de droites : le principe est seul important. On conçoit, en outre, que cette opération conduira à formuler la condition analytique du concours de trois droites en un même point, puisqu'il faudra alors exprimer que les coordonnées du point d'intersection de deux d'entre elles conviennent à la troisième.
Tels sont les seuls éléments essentiels qu'il faille admettre dans la théorie analytique de la ligne droite, communément surchargée de questions superflues, qui n'offrent qu'une com* binaison, rarement utile, de ces trois problèmes fondamentaux. J'y joindrai seulement celle de ces questions composées, qui, soit comme type, soit à raison de son utilité ultérieure, mérite une soigneuse appréciation.
4^ DUtance d'un pointdannéà une droite donnée. Cette détermination exige évidemment que l'on forme l'équation de la perpendiculaire indéfinie menée du point M' {fig. â8)^ dont les coordonnées sont x\ y\ à la droite NA, ayant pour équation y «s or -[- ô, et qu'on en déduise les coordonnées de leur intersection K : la formule des distances conduira dès lors à l'expression de la longueur cherchée M'K ou p. D'après la première de nos trois questions élémentaires, l'équation de la droite M'K, en tant que passant par M', est
En tant que perpendiculaire à la droite donnée, on a, suivant
le second problème, a' = . Si dès lors, conformément à la
troisième question, on calcule, sans aucun vain artifice algébrique, les coordonnées du point de rencontre N, on en déduira finalement, pour la distance demandée, la formule, utile à retenir,
ax' + ô — y'
La solution trigonomélrique y conduirait directement avec facilité, d'après le triangle rectangle NKM', où Tangle M' est égal à celui dont a est la tangente ; car, Thypoténuse de ce triangle peut être regardée commela différence enlrerordonnée y' du point donné et l'ordonnée correspondante oa:' + 6 de la droite, proposée.
^ Outre cette question composée^ seule importante à mentionnerv le lecteur peut s'exercer utilement sur quelques autres combinaisons plus ou moins complexes. Je citerai surtout la formule remarqualde qui exprime Taire d'un triangle d'aprèsles coordonnées rectilignes de ses sommets. En partant de la règle géométrique ordinaivOt on pourra déduire de ces coordonnées, par des calculs peu compliqués si les axes sont rectangulaires, la base et la hauteur du triangle^ d'où résultera finalement
2S=(y'a:''--.a:'y'')+(y'"ar'— a:'"y')+(y"^'"— ^"y"%
conformément à l'indication géométrique directe, en concevant le triangle M'M"M"' [fig. 29) comme la somme des deux trapèzes M'P'M"P"etM"P"M"P'"diminuée dutrapèzeM'P'M' "P". Les commençants pourront aussi s'exercer, avec quelque utilité, sur la théorie analytique de la ligne droite, en y vérifiant algébriquement plusieurs théorèmes, déjà vulgaires géométriquement^ sur les convergences des trois droites qui peuvent résulter des trois côtés d'un triangle de diverses manières : 1^ comme perpendiculaires menées des sommets opposés; 2® comme joignant leurs milieux à ces sommets ; 3^ comme leurs perpendiculaires en ces milieux ; 4^ enfin, comme bissectrices des trois angles. Tout le mérite de ces exercices élémentaires consistera dans l'heureux choix des axes, qui simplifiera beaucoup des calculs autrement fastidieux. Au reste, après
avoir calculé^ envers des axes communs, les coordonnées, en général fort distinctes, de ces quatre intersections, on pourra compléter cette opération en reconnaissant ainsi que trois d'entre elles sonttoujoursenligne droite; proposition géométrique dont la démonstration directe serait embarrassante, mais qui d'ailleurs est fort oiseuse.
29. Théorie delatranspositiondes axes. Cette seconde théorie préliminaire, plus importante que la précédente, a pour objet propre de déterminer les modifications que comporte l'équation rectiligne d'une figure quelconque par suite du changement des axes correspondants. Il suffit, à cet effet, d'exprimer, en général, les coordonnées d'un point arbitraire relativement aux anciens axes d'après ses coordonnées par rapport aux nouveaux axes. La substitution ultérieure de ces formules invariables dans chaque équation considérée y spécifiera l'influence analytique d'une telle transposition, qui, en elle-même, se rapporte à un point isolé, à quelque ligne qu'il puisse ensuite appartenir. Or, l'établissement de ces formules ne constitue directementqu'un simple problème trigonométrique, dont la solution n'offre aucune difficulté essentielle. Mais, avant de s'en occuper^ il importe de caractériser nettement la double destination générale de cette théorie indispensable, très-imparfaitement appréciée d'ordinaire. Il faut, pour cela, considérer séparément ses deux relations nécessaires avec la conception fondamentale de la géométrie analytique, soit eu ce qui concerne la comparaison des lignes d'après leurs équations, soit qliant à la simplification algébrique, de chaque équation isolée.
Sous le premier aspect, la théorie de la transposition des axes est directement destinée à décider si la diversité actuelle de deux équations indique une véritable distinction entre les lignes correspondantes, ou si seulement elle tient à une simple différence de situation : ce qui doit radicalement dissiper une
source fréquente de confusion que nous avons reconnue, des Torigine, naturellement inhérente à notre système de géométrie analytique, où les idées de position sont seules immédiatement exprimables. Car, en faisant subir S Tun des deux lieux comparés une transposition d'axes indéterminée, on réunira, dans un même type algébrique, toutes les modifications que le^déplacement de cette ligne pourrait apporter à son équation. Sidonc les deux lieux coïncident réellement, il faudra que cette équation, ainsi généralisée, puisse comprendre Tautre comme cas particulier^ en disposant convenablement des constantes arbitraires relatives à la situation dès nouveaux axes pour identifier les termes par lesquels ces deux équations différaient d'abord. Quand, au contraire, aucun système de valeurs réelles de ces diverses constantes nepourrasuffireàunetelleidentification, on aura pareillement constaté que les deux lieux sont réellement distincts. Les constantes ainsi introduites seront, en général, au nombre de quatre, deux linéaires, relatives au déplacementderorigine, et deux angulaires, indiquant la direction des nouveaux axes : mais, comme, dans cette comparaison, Tinclinaison des axes ne doit pas changer, ces deux dernières ne seront pas alors simultanément arbitraires ; en sorte que les formules de tranposition ne renfermeront ici que trois données vraiment disponibles.
Relativementàlasimplificationspécialed'uneéquationisoléey nous avons^eu, au chapitre précédent, plusieurs occasions de reconnaître Tinfluence notable que peut exercer, à cet égard, le choix des axes. Or, d*un autre côté, les définitions géométriques sont souventimpropres à indiquer directement les axes les plus favorables : les cas que nous avons examinés feraient concevoir, à cet égard, des espérances fort exagérées, si on ne les jugeait pas, sous ce rapport, comme de véritables exceptions. U faut donc, en général, penser que l'équation rectiligne
d'une courbe pourra fréquemment ne pas avoir d^abord la forme la plus simple dont elle soit susceptible à raison du choix des axes. Gela posé, la théorie actuelle fournit un moyen certain de découvrir toujours les axes les plus convenables, quelque compliquée que puisse être Téqûation primitive. En effet, il suffit d*y opérer une transposition totalement indéterminée pour découvrir aiissitôt la situation des axes propres à' y faire disparaître certains termes dont les coefficients contiendront les constantes arbitraires ainsiintroduites.Ges quatre constantes seront ici pleinement disponibles, puisque rien n'oblige alors à maintenir Tancienne inclinaison des axes, qui peut bien n'être pas toujours la plus propre à simplifier Téquation. Néanmoins, l'avantage de conserver des axes rectangulaires ayant ordinairement plus de prix que la faculté d'enlever un terme de plus en disposant de leur obliquité, les formules de transpositionne contiendront le plus souvent que trois constantes arbitraires^ comme dans leur première destination.
Quoique ce second but de la théorie actuelle soit, par sa nature, aussi général que l'autre, il a réellement une moindre importance dans Tensemble de la géométrie analytique. Car, la découverte del'identïté des courbes, malgré la diversité des équations, est également précieuse envers toutesleslignes possibles. Au contraire, la simplification de chaque équation d'après un choix convenable des axes ne saurait offrir le même intérêt pour tous lès cas ; puisque la faculté qu'on acquiert ainsi d'ôter au plus quatre termes à toute équation devient nécessairement moins efficace à mesuré que le nombre total des termes augmente par l'accroissenaiènt du degré. L'appréciation commune repose trop exclusivement, à cet égard, sur la considération des courbes du second degré, dont les équations peuvent perdre par là jusqù'auxdeuxtiersde leurs termes, ou la moitié en maintenant la rectangu^rité des axes ; tandis que, dès le
(piatriëme degré, ou même le troisième, la simplification correspondante n'a plus qu'une faible importance, du moins par rapport à l'ensemble des cas, (quoique chaque degré ultérieur présente d'ailleurs certaines occasions d'utiliser notablement une telle faculté analytique.
Après ces explications générales, relatives à la seule difficulté essentielle de la théorie actuelle, il est aisé de procéder à l'établissement direct des formules de transposition. Il convient toutefois d'y distinguer le déplacement de Torigine et le changement de direction des axes ; quand ces deux cas auront été formulés séparément, le cas général en découlera spontahément, si l'on conçoit les deux transpositions comme successives au lieu d'être simultanées. Cette décomposition est d'aiUeurs très-conforme à la nature du sujet, en ce qu'elle permet d'apprécier distinctement les modifications analytiques relatives à la simple translation des lieux et celles, plus profondes, qui résultent de leur rotation.
Supposons donc qu'il s'agisse d'abord de passer des axes OX et OY [fig. 30) à un système parallèle ayant son origine en 0'. L'inspection de la figure indique aussitôt les formules
or = a:' -f- a, y = y 4- 6,
où a et 6 désignent les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, en ayant soin de leur attribuer, en chaque cas, les signes convenables, sans, lesquels ces formules ne sauraient être suffisamment générales. On voit, par leur composition , que nonseulement le degré d'une équation ne pourra jamais éprouver ainsi aucun changement, comme il était aisé dele prévoir, mais, en outre, que les modifications analytiques correspondantes ne pourront jamais affecter les termes de plus haut exposant. Considérons, en second lieu, le passage des axes OX et OY {fig. 31) à d'autres axes OX' et OY', différemment dirigés au-
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tour de la même origine. Pour rapporter les coordonnées anciennes MP et OP aux nouvelles MP' et OP', à Taide des données.angulaires, la difficulté trigonométrique consiste à résoudre le quadrilatère OPMP', d'après deux côtés et les angles. Tout Tartiflce de cette solution réside en une heureuse décomposition des côtés inconnus MP et OP en deux parties plus aisément appréciables, par les parallèles P'R et P'Q qui leur sont menées de P'^ artifice d'autant moins difficile à retenir qu'il est essentiellement analogue à celui qu'on emploie communément pour établir les formules de sin [a =b b) et cos {a±ib).
On a ainsi
a: = OR 4. P' Q, y = P' R -f MQ,
et dès lors on est assuré de la solution^ puisque ces quatre inconnues auxiliaires appartiennent à deux triangles OP'R et P'MQ, dans chacun desquels on connaît directement un côté et les angles.. En exécutant l'opération trigonométrique, on trouve les formules
a:sinX'-f-/sinY^ a?'sin(Y-X')+y* sin(Y— YQ
^^' sty ' ^'^ nrv^ '
où les grandes lettres désignent les angles formés par les axes correspondants avec l'ancien axe des x- Cette notation expressive, émanée decelledeCamotpourlagéométrieàtroisdimensions, dérive, au fond, de l'universelle notation géométrique des angles, en y supprimant, comme inutiles, d'abord la lettre relative au sommet identique de tous les angles considérés, et ensuite celle qui indique leur côté commun»
La composition de ces nouvelles formules montre que le changement de direction des axes ne peut pas non plus altérer le degré d'une équation, suivant une appréciation naturelle qui dispose à regarder, en général, ce degré comme constituant un caractère essentiel de chaque courbe : mais on voit
ici que la rotation d'unecourbe pourra modifiertouslestermes de son équation, sans excepter ceux du plus haut exposant, que la simple translation ne pouvait atteindre.
Pour changer à la fois l'origine et la direction des axes, il sufDt d'introduire un système auxiliaire, ayant même origine que l'un des deux systèmes comparés et même direction que l'autre. En combinant ainsi les deux sortes de formules, on obtient aussitôt lesformules de transposition les plus complètes
ar'sinX'+y'sinY^ , ^ _a?'sin(Y-X')+y'sin(Y^Y') ^^ sinY "^^'^ sinY +^'
qui circonscrivent exactement l'influence générale que le simple déplacement d'une ligne quelconque peut exercer sur son équation.
Comme les axes primitifs sont presque toujours rectangulaires, il importe de remarquer la simplification qu'éprouvent alors ces formules. En y supposant Y = 90*, elles prennent la forme ti*ès-symétrique,
y = a;' sin X' + y' sin Y', a: = a:' cos X' + y' cos Y',
si l'origine n'est pas changée. Les nouveaux axes étant aussi le plus souvent rectangulaires, on aura, en outre,. Y' — X' =: 90*, d'où Y' = 90® + ^ î et, par conséquent, les formules deviennent
y =s x' sin X' + y' cos X', a: = a:' cos X' — y* sin X'.
On retient aisément l'opposition de signes qui altère la symétrie de ces dernières formules, d'aprèsla considération évidente que la fonction y^ -|- ^^ ^^^^ dlovs demeurer invariable, comme relative à la distance du point à la commune origine, pareillement exprimable dans les deux systèmes rectangulaires : car, on conçoit ainsi la nécessité d'un tel contraste algébrique, dont le sens effectif peut ensuite se spécifier nettement, en ayant
égard, sur la figure, à l'hypothèse particulière x' — 0. Ces remarques ont d'autant plus d'intérêt que ces formules doivent être, au fond, les plus usuelles.
Afin de mieux caractériser déjà la principale destination générale des formules précédentes, appliquons-les à la reconnaissance de ridentité des courbes représentées par les deux
équations
dont la difi'érence affecte même les termes du plus haut degré. Le calcul prescrit peut ici s'abréger beaucoup, en remarquant que Torigine est alors le centre commun des deux courbes, évidemment symétriques Tune et Tautre autour des deux axes. Si donc les deux courbes coïncident réellement, leurs équations doivent être identifiables par une simple rotation des axes, sans déplacer aucunement Torigine. On substituera, par conséquent, dans la première, les formules
xc=sx' cos X' — y' sin X*, y = a:' sin X' -j- y' cos X', ce qui lui fera prendre la forme
y'*+sin*X'
sin* X' -|-cos*X' 4- 4 sin* X' cos X' — 4 cos« X' sin X'
a:'*-f-i2sin»X'co8«X'
3 ti*^
+ cos* X'
^" y' + 4 sin X* cos^ X' | j:' y '» «= 1 . — 4 cos X' sin» X'
En la comparant à la seconde, après avoir rendu le premier coefQcient égal à Tunité, pour éviter toute condition superflue, on voit que leur identification exige d'abord la disparition des deux derniers termes, d'où résulte la relation unique
4 sin X' cos X' (sin^ X' — cos» X') == 0.
Les facteurs sin X* et cosX' n'y pouvant être annulés, puisque les axes ne seraient pas changés, la valeur de X' résultera du
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troisième, qui donne X' = 45^. On s'assurera aisément que cette hypothèse satisfait aux autres conditions d'identification. Ainsi la seconde courbe n'est réellement que la première qui aurait tourné d'un demi-angle droit.
30. Quoique le passage du système rectiligne au système polaire constitue, par sa nature, en géométrie analytique, une opération très-différente de celle dont nous venons d'établir les lois, puisqu'il s'y agit d'un vrai changement de système, et non d'une simple modification de constantes, c'est ici néanmoins qu'il convient le mieux de poser les formules, indispensables à connaître, qu'exige une telle transformation, qui d'ailleurs a ordinairement besoin d'être précédée d'une transposition d'axes, destinée à la faciliter autant que possible. Nous supposerons, en effet, que les axes du système rectiligne sont rectangulaires, que l'un d'eux coïncide avec Taxe polaire, et que leur origine est placée au pôle. Quand ces conditions préalabiés ne seront pas remplies, elles constitueront une difficulté préliminaire, aisément levée, en chaque cas, d'après les formules précédentes. Ce préambule simplifie beaucoup, etmème caractérise mieux, l'opération propre au vrai changement de système. Les ancienneset les nouvelles coordonnéesd'un point quelconque appartiennent alors à un même triangle rectangle, qui fournit aussitôt, pour passer du système rectiligne au système polaire, les formules très-simples
X =» u cos f^y y ^^ u sin (p, ou, en sens inverse,
w = V/ y* + ^y tang cp = ^.
D'après leur nature, on voit que les équations qui seront algébriques dans l'un des systèmes deviendront nécessairement transcendantes dans l'autre, et que l'influence réciproque aura
lieu quelquefois, ce qui définit nettement le contraste analytique de ces deux systèmes, et caractérise l'aptitude spéciale de chacun d'eux envers certaines courbes, quoique beaucoup d'équationsdoiventd'ailleursyëtrepresqueégalementcotnpliquées. 31. La première partie de notre étude étantmaintenantcomplétée, le lecteur peut désormais en saisir convenablement le plan systématique, qui n'eût pas été d'abord suffisamment appréciable. Ce préambule indispensable constitue une introduction fondamentale à l'ensemble total de la géométrie plane : quelque extension analytique qu'elle puisse ultérieurement recevoir, toutes les notions s'y rapporteront toujoursà la conception générale que nous avons ici directement établie, puis éclaircie par des exemples sufQsants, et enfin appuyée des
moyens préliminaires convenables. Dès lors, la formation des méthodes générales qui constituent l'objet essentiel de la géométrie analytique se trouve maintenant assez préparée pour que nous devions y procéder immédiatement, sans nous préoccuper encore d'aucune application spéciale : telle sera la destination delà seconde partie. Mais, après avoir ainsi appris à résoudre, envers une courbe quelconque, chacune des questions analytiquement accessibles, il restera & combiner, dans la troisième partie, ces diverses conceptions d'abord isolées, afin d'apprécier, en général, comment leur connexité mutuelle peut faire surgir graduellement des diverses équations l'ensemble des figures correspondantes. Ainsi, la seconde partie se rapportera surtout à la géométrie générale; la troisième sera essentiellement relative à la géométrie comparée. Enfin, pour achever de préciser autant que possible l'harmonie fondamentale entre les lignes et les équations, constituée dans la première partie, et développée dans les deux autres, il faudra réserver une quatrième et dernière partie à l'application spéciale de ces méthodes universelles envers certaines courbes
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choisies, où Tidée mère de la géométrie analytique devra recevoir une élaboration complémentaire, destinée à caractériser sa modification finale d'après les convenances de chaque cas. Tel est le nouveau plan didactique que j'ai trouvé le plus propre à faire dignement ressortir Tunité philosophique que doit offrir désormais l'ensemble de la géométrie plane, en manifestant la participation distincte de chacune de ses parties essentielles à l'essor continu de la grande pensée que Descartes lui a donnée pour base invariable.
n imporCe de sentir que ce plan rationnel n'est, par ^a nature, aucunement restreint à la branche élémentaire delà géométrie analytique, quoique nous devions ici la considérer exclusivement. La première partie est nécessairement aussi complète maintenant qu'elle doive jamais l'être, quel que soit le progrès ultérieur delà géométrie plane. Quant à la seconde, et par suite à la troisième, elles seront actuellement limitées par l'imperfection de nos connaissances analytiques, qui ne permettent pas d'aborder suffisamment plusieurs importantes recherches géométriques : mais elles ne feront plus tard que s'étendre davantage, quand une analyse supérieure rendra graduellement accessibles des questions qu'il faut écarter ici. Il en sera de même essentiellement pour la quatrième partie, où, faute des procédés analytiques convenables, nous ne pourrions immédiatement entreprendre l'étude spéciale de plusieurs courbes intéressantes, auxquelles on pourra ultérieurement appliquer les diverses méthodes générales. Notre plan nedevra donc jamais subir aucune altération essentielle, quelle que puisse être ensuite l'extension réelle des moyens analytiques, d'où résultera seulement son développement continu. Ainsi, pour convertir cette étude élémentaire de la géométrie analytique, en un système complet de géométrie, qui n'a jamais été institué ni même conçu jusqu'ici, il suffirait d'y joindre conve-
nablement, comme jerai indiqué dans le tome I*' de ma Philo-
Sophie positive, les diverses classes de questions géométriques
^; qui correspondent aux divers degrés principaux de Tanalyse
v^ . transcendante, tandis que nous devons maintenant nous réduire
aux spéculations suffisamment accessibles à la seule analyse ordinaire.
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SECONDE PARTIE
THÉORIES GÉNÉRALES DE GEOMETRIE PLANE, SUFFISAMMENT ACCESSIBLES A l' ANALYSE ORDINAIRE.
Ces théories sont au nombre de sept, savoir
i*^ La tliéorie du nombre de points nécessaire à la détermination de chaque espèce de courbes ;
^ La théorie des tangentes ;
3^ La théorie des asymptotes ;
4"^ La théorie des diamètres ;
5^ La théorie des centres ;
G"" La théorie de la similitude des courbes ;
7* La théorie des quadratures, et, par suite, des rectifications et des cubatures.
A Texception de la seconde, de la troisième, et de la septième, elles peuvent être complètement établies par l'analyse ordinaire, sans qu'une analyse supérieure doive réellement y ajouter jamais rien d'essentiel. Quant à ces trois théories, l'analyse transcendante est vraiment indispensable pour leur procurer une entière généralité. Ce n'est qu'à l'aide du calcul différentiel que la théorie des tangentes, et par suite celle des asymptotes, qui en constitue, au fond, un appendice naturel, peuvent être étendues à toutes les courbes actuellement exprimables par nos équations. De môme, la théorie des quadratures exige, encore plus fréquemment, l'emploi du calcul intégral. Mais, quoique ces trois théories ne puissent, en effet,
recevoir ici toute la plénitude dont elles sont susceptibles, il n'en reste pas moins indispensable de les y traiter sous un point de vue général, sans les rendre vicieusement adhérentes à aucun des cas particuliers qu'elles pourront actuellement embrasser. Outre l'avantage philosophique d'une telle expo&iiUon, seule conforme au véritable esprit delà géométrie analytique, il est certain que, même envers la dernière théorie, la moins accessible, par sa nature, à Tanalyse ordinaire, on s'exagère communément l'ofTice de l'analyse transcendante, qui n'a pu réellement que perfectionner des recherches antérieures à sa formation, 'et qui l'ont même historiquement déterminée. Notre théorie des tangentes, sans rien exiger au delà des plus simples éléments d'algèbre, s'étendra immédiatement à toutes les équations algébriques proprement dites, du moins après certaines préparations, à la vérité quelquefois gênantes. Sans comporter une telle extension directe, notre théorie des qua* dratures embrassera pourtant des cas assez variés pour qu'il convienne beaucoup de les ramener ici aune marche commune, à laquelle l'analyse transcendante n'aurait ultérieurement qu'à fournir des moyens de formulation et de développement mieux adaptés à la nature du sujet. A l'un et à l'autre titre, ce premier état didactique de la géométrie générale se trouve historiquement représenté par la phase géométrique, très-mémorable quoique peu prolongée, qui s'est accomplie entre Descartes et Leibnitz, sous les efforts convergents de Fermât, de Wallis, et d'Huyghens. Du reste, autant il importe d'attribuer ainsi à l'analyse ordinaire toute la portée géométrique dont elle est vraimentsusceptible, autant ilfaut éviter de l'exagérer puérilement par une imitation plus ou moins déguisée des méthodes essentiellement infinitésimales.
Toutes les théories ci-dessus énumérées conviennent évidemment à des courbes quelconques, sans aucun mélange de théo-
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ries purement spéciales. J'ai renvoyé à la quatrième partie une théorie souvent qualifiée indûment de générale, celle des foyers, qui est nécessairement particulière aux courbes du second degré.
Quant à Tordre que j'ai établi entre ces diverses théories, j'y ai d'abord considéré leur dépendance, et ensuite la facilité ainsi que la perfection respectives. Tous ceux qui s'exerceront à changer cet arrangement didactique reconnaîtront aisément, j'espère, qu'il ne comporte réellement aucune modification essentielle^ ni même utile. Dans un traité directement relatif au système total de la géométrie générale, tant élémentaire que transcendante^ il importerait beaucoup de suivre rigoureusement l'ordre rationnel, que j'ai depuis longtemps établi au tome I" de ma Philosophie positive^ et qui résulte naturellement des diverses sortes demoyens analytiques propresàl'entière appréciation de chaque théorie géométrique, suivant qu'elle dépend seulement de l'analyse ordinaire, ou qu'elle exige l'un des trois principaux degrés de complication successive de l'analyse transcendante, bornée d'abord à l'emploi du calcul différentiel, poussée ensuite, envers d'autres questions, jusqu'aux différentes branches du calcul intégral ; et enfin, quant aux plus difficiles recherches, étendue même jusqu'au calcul des variations. Mais, ici, où nous ne considérons que les études géométriques plus ou moins accessibles à la simple algèbre, il ne peut exister aucun semblable motif d'assujettir cet arrangement provisoire à une règle invariable, dont la discussion offrirait maintenant aussi peu de consistance que d'utilité.
106 GÉOKÉTRIB PLANE.
CHAPITRE PREMIER
Théorie du nombre de points nécessaire à l'entière détermination de
chaque espèce de courbes.
33. Quoique le principe général d'une teUe règle doive être «ussi ancien que l'idée mère de la géométrie analytique, je puis assurer que, quand j'entrepris, il y a vingt-cinq ans, de régénérer Fenseignementmathématique, cette théorie n'était encore ni formulée, ni même conçue, dans son ensemble, en sorte que je dus alors la construire directement. Malgré sa grande simplicité, cet important sujet élémentaire continue aujourd'hui à être habituellement enveloppé de confusion et d'incertitude, au point que des géomètres, d'ailleurs habiles, y commettent quelquefois de graves erreurs, faute d'en avoir convenablement systématisé l'étude fondamentale.
Logiquement envisagée, cette première théorie est éminemment propre à fournir le type spontané de la perfection que comportentles méthodes de la géométrie analytique, soit quant à leur généralité, qui s'étendra ici à toutes les équations possibles, soit quant à leur facilité, le plus souvent poussée, à cet égard, jusqu'à dispenser presque de tout calcul effectif. Néanmoins, un tel modèle donnerait une idée exagérée de ce qui est communémentréalisable,sionespéraitmalàpropos pouvoir obtenir des règles aussi satisfaisantes envers des suj ets plus difficiles.
Pour déduire, de l'équation d'une courbe d'espèce donnée, le nombre de points qu'exige sa détermination totale, à la fois de position et de grandeur, il faut, avant tout, établir soigneusement une distinction fondamentale, ordinairement très-mal
conçue, entre le cas où Ton a directement Téquation la, plus générale correspondante à la définition proposée et celui oùFon ne connaît d'abord qu'une équation plus ou moins particulière. Ces deux dénominationssontici destinées à indiquerqueFéquation convient à toutes les situations possibles de la courbe, ou qu'elle est restreinte à certaines situations, quelquefois même à une seule. Ainsi les équations y^+a:*— 26y— 2ûw:+(6^+a* .— r*)«-0, et y=€w:+6, sont les plus générales du cercleet delà ligne droite, tandis que les équations t/^-^-x^^^r^^yesBox^ sont, au contraire, particulières envers les mêmes lignes. On confond encore trop souvent Téquation la plus générale de chaque espèce de courbes avec Téquation la plus étendue du degré correspondant ; ce qui est presque toujours erroné, même pour le second degré, où Téquation la plus générale du cercle, aussi bien que celle plus compliquée de la parabole, sont loin de coïncider avec le type analytique le plus complet : à mesure que le degré s'élève, ces cas se multiplient davantage, comme on le sentira bientôt, comparativement aux autres.
D'après Texplication précédente, l'équation la plus générale de chaque espèce de courbes est, en tout système de coordonnées, nécessairement unique. Mais, au contraire, l'équation peut être plus ou moins particulière, selon qu'elle correspond à des situations plus ou moins déterminées : c'est ainsi que, par exemple, y'+^^ — Sor-j-fl* — r*=0, constitue évidemment une équation du cercle qui n'est ni la plus générale ni la plus particulière. Le degré de particularité s'estimera analytiquement d'après le nombre de constantes arbitraires que perd alors l'équation la plus générale : en sorte que les deux équations au cercle y*+x*=»r^,y^=2ra: — x', quoique distinctes, sontégalement particulières, en tant que relatives à des positions aussi restreintes. On aura lieu de reconnaître ci-dessous que cette diminution variable du nombre de constantes arbitraires com-
porte nécessairement une limite commune à toutesles courbes,
dont Téquation la plus étendue ne peut jamais perdre ainsi plus
de trois constantes.
Cela posé, considérons d'abord le cas où Ton connaît
réquation la plus générale de la courbe proposée : c'est le seul
auc[uel doive se rapporter directement une telle détermination;
puisque cette équation est ici censée, en chaque occasion,
immédiatementdonnée, le problème consistant alors à trouver,
pour les constantes arbitraires qu'elle contient, un système de
valeurs propre à faire passer la courbe par les points indiqués*
Soit donc
/(a:,y, a, *, c, rf,..,)«iO,
cette équation, où les inconnues sont les constantes, quelquefois nommées géométriquement ;7aramè<re5, d'ailleurs linéaires ou angulaires, etc., qui doivent distinguer la courbe demandée d'avec toute autre delà même espèce. Tout point M' par où cette courbe devra passer assujettira ces constantes à la relation
f{x\y'ay b, c, rf,...)«0,
résultée de la substitution de ses coordonnées spéciales x' eXy* au lieu des coordonnées variables x et y. Ainsi le problème ne sera déterminé qu'autant que le nombre de ces conditions, ou des points qui les fournissent, se trouvera exactement égal à celui des constantes cherchées. Néanmoins, en se hâtant de rédiger, sous cette forme spontanée, notre règle fondamentale, on risquerait souvent de commettre de graves erreurs, en exagérant, quelquefois beaucoup, le nombre de points déterminant. Car, il peut arriver que les constantes arbitraires renfermées dansl'équation la plus générale soient plus nombreuses que les termes distincts quiles contiennent. Outre qu'une telle circonstance peut fréquemment résulter des transformations algébriques, elle peut aussi provenir de la nature même des
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définitions. Si, par exemple, on considère le cercle comme la ' courbe également éclairée par deux lumières, et qu'on place au hasard les axes rectangulaires, son équation générale contiendra certainement cinq constantes arbitraires, qui n'entreront pourtant que dans trois termes. De même, et à un plus haut degré, Téquation générale du cercle pourrait renfermer un nombre quelconque de constantes, en cherchant le lieu d*un point dont la somme des carrés des distances à divers points fixes, aussi multipliés qu'on voudra, demeure invariable. Or, en tous cas de ce genre, il est évident que le nombre des constantes arbitraires indiquerait mal celui des points déterminants, parce que les valeurs partielles de ces constantes ne sont alors nullement nécessaires pour que la courbe soit pleinement individualisée, pourvu que l'on connaisse seulement les valeurs collectives des divers groupes algébriques suivant lesquels elles constituent les coefficients vraiment différents, et dont le nombre effectif doit ici indiquer la véritable solution du problème proposé. Sans cette indispensable restriction, les diverses transformations, soit analytiques, soit géométriques, pourraient faire indéfiniment varier un caractère qui doit être essentiellement fixe. La règle fondamentale que nous cherchions doit donc finalement consister à opérer, sur Téquation générale donnée, une double énumération, en y comptant séparément etle nombre de ses constantes arbitraires et le nombre des termes distincts qui les contiennent : le moindre de ces deux nombres sera toujours celui des points qu'exige la détermination de la courbe correspondante ; s'ils étaient égaux, on adopterait leur valeur commune. C'est ainsi, par exemple, que le cercle sera analytiquement reconnu déterminable d'après trois points, de quelque définition que procède son équation générale. Il importe d'ailleurs de remarquer, en principe, au sujet de cette règle, que, par la nature de la
question, elle convient également à tons les systèmes possibles de coordonnées. C'est la seule théorie générale de géométrie qui comporte un tel privilège, éminemment propre à en faciliter l'application.
35. Supposons maintenant que, suivant le cas le plus fréquent, la courbe proposée ne soit d'abord caractérisée analytiquement que par une équation plus ou moins particulière en coordonnées rectilignes, comme la plupart des courbes introduites dans la première partie de ce traité. Le seul moyen universel de connaître alors le nombre de points déterminant consiste à en déduire Téquation la plus générale, en y opérant une transposition d'axes indéterminée, parla substitution des formules
ar=Ba?' cos.X' — %f sin. X'+ a, y«=a:'sin X*-|-y'cosX'+*i si les axes sont rectangulaires. Quelque particulière que puisse être l'équation primitive, et quand même elle ne conviendrait qu'à une seule situation, une telle transformation l'aura toujours assez généralisée, puisque la position de la courbe à l'égard des axes y sera devenue tout à fait quelconque, pourvu que l'on compte a^ b, et X' comme trois nouvelles constantes eùtièrementarbitraires. Cesecondcas étant dès lors rentrédans le premier, il suffira d'appliquer convenablement la règle fondamentale, de la même manière que si l'équation la plus générale eût été directement donnée.
La stricte exécution d'une telle opération exigerait souvent de longs calculs pour ledéveloppement algébrique de la substitution prescrite, quand les exposants seraient un peuconsîdérÀbles. Mais il importe de reconnaître que l'on pourra fré-^ quemment se dispenser d'accomplir cette substitution, en se bornant à l'indiquer, ou même à la concevoir. Car, on n'a réellement besoin ici de l'effectuer que pour la double énumération qu'exige notre règle envers l'équation généralisée. Or,
de ces deux dénombrements, le premier, celui des constantes arbitraires, peut évidemment toujours être fait d'avance, puisqu'il se réduira nécessairement à augmenter de trois le nombre indiqué par Téquation particulière donnée. Quant au dénombrement des termes distincts, il ne serait certainement praticable sans incertitude que d'aprës Taccomplissement effectif d'une telle généralisation analytique ; mais nous savons, en principe, qu'il ne devient réellement indispensable qu'autant que ce nombre de termes se trouvera inférieur au nombre total des constantes. Âinsi^ la première énumération, toujours immédiatement facile, indiquera d'abord, en un cas quelconque, une limite supérieure du nombre de points demandé, ce qui déjà peut être quelquefois fort précieux: mais, en outre, cette indication deviendra souvent définitive, lorsque, sans connaître exactement le nombre effectif des termes propres à l'équation généralisée, un premier aperçu de l'ensemble du calcul aura procuré la certitude que ce nombre ne serait pas moindre que celui des constantes, tant primitives qu'introduites.
En appliquant cette explication à la plupart des exemples cités dans notre première partie, il sera aisé d'y découvrir le nombre de points déterminant des courbes correspondantes, quoique connues seulement par des équations particulières et même uniques, qu'il sera pourtant superflu de généraliser formellement. C'est ainsi que l'équation du n*^ 19
cV+ (c^— cP) ^'= ? (c*— cP)
indique évidemment une courbe exigeant au plus cinq points pour sa détermination, et avec la certitude que ce nombre n'est pas trop considérable, puisque, sans exécuter la substitution, on reconnaît aussitôt que les constantes c, J, eta,6, X' entreraient effectivement dans cinq termes distincts. On doit
toutefois remarquer, sur ce premier exemple, que le cas du cercle âfeaO, fait exception à la justesse de cet aperçu ; car, Tune des constantes étant alors donnée, il en resterait encore quatre, ce qui excède le vrai nombre des points. L*anomalie tiendrait ici algébriquement à ce que, par une réduction spéciale, que manifesterait seule Texécution du calcul, les trois termes autres que ceux du second degré contiendraient exclusivement les quatre constantes arbitraires ; géométriquement, Texception proviendrait de ce que Téquation particulière ne manque alors de généralité que relativement à Torigine, et non quant à la direction des axes rectangulaires qui, en ce cas, 7 pourrait être quelconque, en sorte que cette équation serait suffisamment généralisée par un simple déplacement indéterminé de Torigine, qui n'élèverait qu*à trois le nombre total des constantes arbitraires. Quelque satisfaisaiite que soit assurément cette explication exceptionnelle, la nécessité d'y recourir et Tusagequ'ony fait des lumières déjà acquises sur une courbe tant étudiée, doivent faire sentir avec quelle circonspection il faut appliquerFabréviation indiquée, et combien il importe, en général, de se résigner à l'exécution du calcul prescrit, quandlesmotifs de dispense ne présentent pas une parfaiteévidence. On conçoit d'ailleurs que, envers un grand nombre de courbes, certaines définitions peuvent quelquefois donner des équations particulières trop surchargées de constantes arbitraires. Hais ces diverses sortes de restrictions propres à notre considération abréviatîve n'empêchent nullement qu'elle ne soit; en beaucoup d'autres cas, aussi certaine que commode.
Par exemple, l'équation commune des trois sections coniques, trouvée au n* 23,
y* -f (1— n") x^ — 2dir-{. rf»=- 0, indique aussitôt, et sans aucune incertitude, que le nombre de
points délerminant est cinq pour Tellipse et hyperbole, mais seulement quatre pour la parabole, puisqu'alors n=»i.
On trouvera pareillement, et avec encore plus d'assurance, vu le degré supérieur, d'après Téquation des sections toriques (no22), que ces courbes sont déterminables par cinq points, sauf celle que caractérise Tégalité des deux données linéaires, et qui, à ce titre, n'en doit exiger que quatre. Pour la conchoïde (n"^ 24), le nombre de points déterminant sera également 5, avec la même réduction dans le cas analogue d'égalité. Enfin, l'équation de la cissoîde (n''26)
montrera, sansplus d'embarras, que cette courbe est déterminée par quatre points.
Il serait également facile de constater, sur de nouveaux exemples, comprenant une infinité de courbes distinctes, que les équations de la forme
y«c=3 oar», ou y**= aa:«+ A,
indiquent toujours des courbes exigeant^ les unes quatre points, les autres cinq, pour leur détermination: le motif de dispense algébrique sera d'autant plus évident que les exposants m et n seront plus élevés. On conçoit d'ailleurs que la théorie actuelle est déjà aussi complètement applicable aux équations dites transcendantes qu'à celles qualifiées spécialement d'algébriques, sauf les difficultés analytiques correspondantes. C'est ainsi que la même méthode, pareillement simplifiée, démontrerait, d'après les équations particulières
y =a 6a*, y = a sin bx,
quelenombredespointsdéterminant y estencore égal à 5. Sans multiplier davantage ici de tels exemples, le rapproche-
ment^àlafoisan&lytique et géométrique, de tous les cas cités suggère aussitôt cette réflexion générale que le nombre de points nécessaire à la détermination d*une courbe ne dépend point essentiellement du degré, ni même delà nature, de son équation, et pasdavantage de sa figure essentielle. Nous trouvons surtout une exacte parité, à cet égard, entre des courbes qui, sous tout autre aspect, ne semblent offrir aucun caractère commun. Cependant une identité aussi importante ne doit pas, sans doute, rester isolée. L'ensemble de mes méditations sur la géométrie comparée^ dont Tétude, à peine ébauchée, est encore si mal conçue, m*a depuis longtemps conduit à penser que les courbes qui exigent le même nombre de points pour leur détermination présentent, par cela même, beaucoup d'autres propriétés communes. Mais Tétat présent de la science n'a manifesté jusqu'ici, à cet égard, que l'exacte parité ainsi assurée à ces diverses courbes quelconques, dans la géométrie transcendante, quant aux degrés de contact ou d'osculation qu'elles comportent envers toute autre figure : encore même cette analogie nécessaire est-elle communément très-mal appréciée.
36. Afin de compléter notre règle fondamentale, il reste à y caractériser l'indispensable modification qu'elle doit éprouver lorsque, parmi les points que l'on fait concourir à la détermination de la courbe, on introduit quelque point singulier; c'està-dire, suivant l'acception géométrique la plus étendue, un point distinct de tous les autres par une propriété précise , d'ailleurs quelconque, à laquelle on a égard; soit que ce point appartienne, en effet, à la circonférence de la courbe, comme un point d'inflexion ou derebroussement, etc., soit même, en général, qu'il y adhère, intérieurement ou extérieurement, comme un centre, ou un foyer, etc. De quelque manière que s* opère la singularisation, chaque point de ce genre devra toujours compter pour deux points ordinaires, parce qu'il don-
nera lien à deux équations de condition. S'ilestsurlacourbe^ il faudra, outre la condition commune
f {^'y ', a, ft, c, rf. . . ) t= 0,
considérer aussi la relation quelconque
qui formulera sa propriété caractéristique. Quoique cette seconde équation puisse être fort différente de la première, elle participera tout autant à la détermination des inconnues a, 6, e, dy etc., qui se trouveront ainsi tout aussi liées que d*après deux points ordinaires. Lorsque le point singulier n'appartient pas à la circonférence de la courbe, il faut concevoir, en général, que, par cela même qu'il est unique, ses propres coordonnées a, 6, doivent dépendre, d'une manière déterminée, des constantes qui spécifient la courbe, suivant deux fonctions,
0 = ^ (a, 6,^, rf...), 6 == ^ (a, 6, c, rf...),
dont la forme sera, dans chaque cas, exactement assignable^ d'après l'équation de la courbe, et le caractère du point. Donc, réciproquement, l'indication de ces deux coordonnées assujettit ces constantes, quand elles sont inconnues,|à deux conditions distinctes, qu'on peut envisager comme tenant lieu, pour leur détermination, de deux points quelconques de la courbe.
On peut aisément vérifier cette loi uniforme sur toutes les lignes introduites dans la première partie, et dont les définitions contiennent des points évidemment singuliers. Si, d'après la découverte, déjà accomplie, de leur nombre ordinaire de points déterminant, on examine, par contraste, la réduction spéciale qu'il éprouve spontanément quand on y mêle ces points exceptionnels, il sera facile de constater successivement, suivant les définitions respectives, que le centre du cercle, que chacun
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des points fixes inhérents à Tune ou à Tautre génération des sections coniques, que chaque point analogue propre à la notion des sections toriques ou de la conchoïde, ou de la cissoïde, équivaut toujours effectivement, pour la détermination delà courbe, àrobligation dépasser en deux points arbitraires. La seule dérogation apparente à Tuniformité de cette loi additionnelle, semble devoir résulter d'abord de l'inégale pluralité des propriétés des divers points singuliers. Ainsi, parexemple, un même point peut quelquefois être un centre et un point d'inflexion : les sommets de Tellipse, primitivementdéfiuispar sa rencontreavecsesaxeSfSontaussi caractérisés par une tangente perpendiculaire au rayon correspondant, et ils se distinguent également comme points de plus grande ou de moindre courbure. En tous ces cas, on peut croire que Tintroduction de tels points singuliers fournira de nouvelles équations de condition, & mesure qu'on formulera leurs diverses propriétés, en sorte qu'ils tiendraient ainsi lieu, dans la détermination delà courbecherchée, tantôt de deux, tantôt de trois, ou de quatre, etc. points ordinaires. Mais il est aisé de sentir que cette objection générale est purement spécieuse. On peut d'abord l'écarter par une considération préjudicielle tiréede l'évidente absurdité qu'offrirait ainsi la variation continue dunombrede points déterminant propre à chaque courbe par la découverte, toujours possible, de nouvelles particularités envers les points déjà singularisés, àmesure que l'étude spéciale de la courbe serait plus avancée. Un examen direct fait ensuite sentir, en principe, que, par quelque caractère précis qu'un point singulier ait été primitivement défini et formulé, toute autre propriété quelconque qu'on en découvrirait ultérieurement ne saurait fournir aucune condition vraiment distincte; d'après l'enchaînement, sensible ou inaperçu, général ou spécial, qui existerait nécessairement entre les deux attributs géométriques, les relations analytiques
correspondantes se trouveraient, en chaquecas, essentiellement équivalentes ; en sorte que la multiplicité de ces conséquences ne contribuerait pas davantage à déterminer les constantes cherchées que Téquation initiale d*où elles pourraient toutes dériver, plus ou moins péniblement.
37. Pour procurer toujours à la théorie actuelle toute la perfection effective dont elle est susceptible; il faut enfin expliquer comment le principe analytique sur lequel elle repose uniformément devient souvent applicable sans connaître encore aucune équation rectiligne, même particulière, de la courbe proposée, et en consultant uniquement sa définition géométrique. On en concevra la possibilité si Ton considère que Téquation ne sert ici que comme base d'un dénombrement qui peut quelquefois être suffisamment accompli d'après la seule définition. Car, si le nombre total des constantes arbitraires propres à Téquation générale se détermine toujours aisément par une équation particulière, il se déduit encore mieux de la définition même. Il suffit, pour cela, d'y analyser exactement les diverses données géométriques qu'elle indique commeindispensables à rentière détermination de la courbe : chaque point fixe qu'elle contiendra introduirait certainement, par ses coordonnées, deux constantes arbitraires dans l'équation la plus générale, à laquelle il faut sans cesse se reporter mentalement; il en sera de môme pour chaque droite fixe, à cause de ses deux coefficients angulaire et linéaire ; chaque cercle entièrement donné qui s'y trouverait ferait naître ainsi trois constantes ; chaque longueur ou chaque angle une seule, etc. Cette nouvelle abréviation de la règle fondamentale aura la même légitimité et offrira aussi la même chance d'erreur que celle précédemment appréciée, puisqu'elle repose sur le même motif analytique. On trouvera donc toujours ainsi une limite supérieure du nombre depoints déterminant. Quand elleneserapas
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trop élevée, ce qui correspond au cas analytique où le nombre effectif des termes de Téquation générale ne se trouverait point inférieur à celui des constantes, on le reconnaîtra géométriquement si la définition proposée est assez simple pour qu'on puisse s'y assurer que les changements simultanés des diverses données ne pourraient jamais se compenser de maniée à ne faire aucunement varier la courbe.Cette condition est facile à vérifier envers les définitions déjà citées du cercle, des sections coniques, des sections toriques, de la conchoîde, et de la cissoîde, où Ton connaîtrait ainsi le nombre de points déterminant indépendamment de toute équation, en parfaite conformité avec le résultat analytique. Pour la signaler ici envers une définition nouvelle, où Téquation ne nous est réellement pas connue encore, j'indiquerai la cycloïde ordinaire, engendrée parun point de la circonférence d'un cercle roulant sur une droite fixe, à partir d'une certaine position, et tournant simultanément autour de son centre avecla même vitesse: la méthode précédente conduit aussitôt à reconnaître, sans la moindre incertitude, qu'une telle courbe est déterminable d'après quatre points. Afin de mieux apprécier cet extrême perfectionnement de la théorie actuelle, il fautd'ailleurs sentir que la définition proposée pourrait n'être pas même purement géométrique : pourvu qu'elle soit précise, et que, du reste, elle se prête suffisamment à l'analyse prescrite, elle conviendra pareillement à une semblable distinction. Qu'il s'agisse, par exemple, de la ligne suivant laquelle un poids doit descendre pour arriver le plus promptement possible d'un point donné à un autre point donné : quoique cette définition transcendante soit uniquement dynamique et très-difficile à mettre en équation,notre méthode subsidiaire y indique déjà clairement quatre points déterminants ; ce qui sera ultérieurement confirmé quand on y aura reconnu la cycloïde.
La grande facilité propre à ce perfectionnement final de notre règle fondamentale, doit ici faire insister davantage sur le danger, ci-dessus caractérisé en principe, qu'offrirait, en beaucoup de cas, son intempestive application, quand le nombre effectif des termes de l'équation générale se trouverait inférieur au nombre ainsi prévu des constantes introduites. Cette circonstance analytique correspondrait géométriquement à la possibilité de faire varier à la fois plusieurs des données inhérentes à la définition proposée , sans que la courbe en éprouvât aucun changement réel, soit de forme, soit même de situation. Or, de tels cas, quoique fréquents, sont difficiles à constater clairement d'après la seule définition, surtout envers des courbes peu étudiées ou très-compliquées ; et, quand une fois on les a reconnus, il est presque toujours impossible d'y réduire convenablement la limite supérieure d'abord obtenue ainsi pour le nombre de points déterminant. Il est aisé d'en citer quelques exemples caractéristiques, même envers le cercle,la courbe la plus simple et la mieux connue : telle est sa définition comme courbe également éclairée par deux lumières, qui indiquerait aussitôt cinq points déterminants, parce que les deux points fixes, et le rapport donné, pourraient varier conjointement, comme je l'ai montré au n<»21, sansquelacourbe changeât aucunement ; telle est aussi sa définition comme segment capable, où les deux points fixes et l'angle donné pourraient certainement changer de manière à ne pas affecter du tout le cercle correspondant; telle est, enfin, éminemment sa définition, déjà citée, comme lieu d'un point dont la somme des carrés des distances à divers points fixes demeure constante. On peut ainsi juger des difficultés souvent insurmontables que susciteraient de semblables inconvénients envers des courbes plus compliquées et moins connues; surtout enconsidérantque la recherche du nombre de points détermi-
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nant doit être naturellement, à raison de sa simplicité supérieure, le premier sujet d'études envers la plupart des lignes. La règle analytique du n*^ 34 est donc finalement la seule qui comporte une universelle efficacité, et rien ne saurait dispenser d*y recourir en général. Mais les inconvénients irrécusables que présente, enbeaucoup d'occasions, l'abréviation subsidiaire que je viens d'expliquer n'altèrent nullement son heureuse aptitudeenversles cas très-nombreux oùlesconditions nécessaires de sa légitime application se trouvent être suffisammentremplies. En terminant ici l'exposition de cette première théorie générale, il importe de remarquer que, quoique nous n'y ayons considéré d'autres conditions de détermination des courbes que celles de passer pai* des points donnés, comme étant maintenant les seules que nous sachions uniformément formuler, cependant l'ensemble des règles précédentes s'appliquera nécessairement à toute autre sorte de conditions géométriques, exprimables chacune par une seule équation, à mesure que nous en apprendrons ultérieurement la représentation analytique; ce qui devra beaucoup augmenter la portée et l'utilité des divers principes que nous venons d'établir.
CHAPITRE II
Théorie des tangentes.
38. Cette importante théorie^ base nécessaire du rapprochement fondamental entre les figures curvilignes et les figures rectilignes, repose tout entière sur une convenable définition de la tangente. Dans sa première acception géométrique, ce terme a été longtemps limité au cercle, où il désigne simple-
menl une droite qui n'a avec la courbe qu'un seul point commun. Il y aurait alors un vrai pléonasme à ajouter que tous les autres points de la droite doivent être extérieurs à la courbe, puisque cette circonstance résulte évidemment de la condition primitive, non-seulement envers le cercle, mais aussi quant à toute autre courbe fermée et non sinueuse. Toutefois, ce caractère additionnel deviendrait, en d'autres cas, indispensable, afin de distinguer suffisamment la tangente de certaines droites ne rencontrant, comme elle, la courbe qu'en un seul point ; ainsi qu'on le voit, par exemple, dans la parabole, pour les parallèles à Taxe. Quoiqu'un tel complément rende la notion initiale susceptible d'une assez grande extension, en permettant de l'appliquer à toutes les courbes, bien plus nombreuses qu'on n'a coutume de le supposer, qu'aucune droite ne saurait couper en plus de deux points, il est néanmoins aisé de reconnaître que ce caractère primitif, ne peut nullement devenir la base d'une définition vraiment générale. Car, en beaucoup de cas, cette unité d'intersection ne constitue point une condition, soit nécessaire, soit suffisante, tendant à déterminer la tangente. Dans lacissoïde, par exemple (fig, 32), la tangente en un point quelconque M coupera la courbe en un second point N ; tandis que, au contraire, on pourra mener de M une infinité de droites différentes, qui n'auraient que ce seul point commun avec la courbe, sans qu'aucune d'elles assurément fût tangente : on voit même que cette condition ne saurait alors donner lieu à aucune question précise ; c'est ce qu'offriraient presque toujoursles courbes ayant plus de deux points en ligne droite. Mais, malgré cette évidente impossibilité de conserver, en général, l'acception initiale du mot tangente, les lois du langage et de lapensée imposent l'obligation de ne la changer que par une judicieuse extension, qui reproduise spontanément le caractère primitif pour les cas
particnliers auxquels on Tavait destiné d'abord : cette importante prescription philosophique doit être soigneusement respectée envers toutes les conceptions scientifiques qui dérivent de notions vulgaires, afin de maintenir toujours la continuité et l'harmonie logiques, qui seraient gravement troublées par une arbitraire altération technique des expressions communes. La définition générale de la tangente, teUe qu'on la conçoit maintenant, satisfait pleinement à cette v condition indispensable. Elle consiste à considérer la tangente comme la limite vers laquelle tend une sécante dont l'un des points d'intersection supposé mobile se rapproche indéfiniment de l'autre supposé fixe, jusqu'à ce qu'ils se confondent exactement. Si Ton continuait ensuite la rotation, l'intersection mobile passerait au delà de l'intersection fixe; en sorte que, en chaque point d'une courbe quelconque, la direction tangentielle sert de ligne de démarcation entre les directions qui coupent d'un côté de ce point et celles qui coupent de l'autre côté. Quelque multipliées que puissent être les intersections, on n'en doit ici combiner que deux, puisque deux points suffisent pour déterminer une droite : la confusion finale des deux premières ne décide rien envers les autres, dont la coïncidence avec elles ne saurait être facultative, et constituera, en effet, dans la suite, le caractère propre de certains points exceptionnels.
On peut maintenant apprécier ce qu'une telle définition générale conserve spontanément de la notion initiale : car, envers une courbe quelconque, la tangente, ainsi conçue, aura nécessairement un pointcommundemoinsquelesdroites qui en ont le plus; par conséquent, pour toutes les courbes qui ne sauraient offrir plus de deux points en ligne droite, la tangente se trouvera caractérisée, en effet, par l'unité d'intersection, suivant la conception primitive, dont tout le vice consistait donc en une trop grande restrictiout Cette généralisa-
lion s'accomplit d'ailleurs d'une m anière parfaitement conforme à la destination fondamentale delà théorie des tangentes dans le système total de la géométrie; puisque Tindispensable rapprochement entre les figures curvilignes et les figures rectilignes, base naturelle des principales spéculations géométri- l
ques, suppose toujours qu'on ait d'abord déterminé la loi sui- ^
vaut laquelle varient les directions des côtés du polygone que • Ton substitue mentalement & la courbe, ce qui résulte évidemment d'une semblable considération des tangentes.
Afin de prévenir toute incertitude sur une notion aussi capitale, il importe enfin d'y apprécier spécialement la nécessité d'opérer la coïncidence caractéristique des deux intersections par la rotation de l'une, autour de l'autre^ et non d'après leur commune translation parallèlement à la position primitive. Ces deux modes seraient, sans doute, le plus souvent équivalents; mais ils ne sauraient l'être toujours : ce qui sufQt pour que leur dictinction doive être soigneusement introduite dans la définition générale. Lacisso!de en offre un exemple très-sensible, si l'on considère en particulier le point de rebroussement 0, où la tangente OB résulte de la rotatioitde OK jusqu'à ce que K et 0 se confondent; tandis que les perpendiculaires à OB, en se rapprochant de plus en plus de 0, y produiraient aussi la coïncidence de leurs deux intersections, sans y être nullement tangentes: on voit même que cette coïncidence provenue de la translation ne déterminerait, au point de rebrous* sèment, aucune direction précise; puisqu'un tel attribut y appartiendrait indifféremment à une infinité de directions obliques.
39. La définition fondamentale étant suffisamment établie, il
faut maintenant concevoir la théorie des tangentes comme
composée d'abord d'une question principale, consistant à déter^
j miner, en chaque point d'une courbe, la direction de sa tan*
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gente, et ensuite de plusieurs questions accessoires qui, quoique également générales, ne constituent, au fond, que des conséquences ou des transformations de la première. C'est sur celle-ci exclusivement que portera ici le défaut actuel de généralité de notre théorie analytique, bornée aux ressources de Talgèbre élémentaire : mais la manière dont toutes les autres s'y subordonnent sera déjà traitée aussi complètement que possible; en sorte que Textension ultérieure de la méthode des tangentes, à Taide d'une analyse plus élevée, pourra être réduite à la question principale, sans qu'il soit nécessaire d'y considérer spécialement les questions accessoires.
D'après notre définition^ si Ton conçoit d'abord, par le point donné {x\ y% une droite qui ccupe la courbe, en un second
point (x*\ y"), son coefficient angulaire sera ^7^ — ^, : la recherche proposée consiste donc à trouver la limite vers laquelle tend ce rapport à mesure que les coordonnées variables^:" et y" se rapprochent indéfiniment des coordonnées fixes œ' et y'. Si l'on y posait aussitôt l'hypothèse extrême, x"^=»x\ y" = y', il deviendrait indéterminé, parce qu'on n'y a eu encore aucun égard aux conditions qui Otent l'équivoque naturellement inhérente à cette coïncidence, et qui résultent de la situation continuelle des deux points sur la courbe donnée / (a:, y) =0. Ainsi, la difficulté du problème se réduit essentiellement à cette question purement algébrique : utiliser les deux équations de condition, f(po\y')^^0 eif{x"y y")=0, de manière à trans-
V" -- y' former la fraction ^, — ^ en une autre équivalente qui ne
puisse plus devenir indéterminée, quand on y supposera x*'tssax* et y"s=sy'. Cette transformation une fois accomplie, l'évaluation de ce rapport, pour cette hypothèse finale, déterminera immédiatement l'expression générale du coeffi-
cient angulaire de la tangente, propre à la courbe proposée. On surmonte cette difficulté algébrique, en retranchant les deux relations Tune de l'autre, afin de mettre en évidence, dans chaque' partie de cette relation composée,
ou le facteur y" — y' ouïe facteur x" — x\ de manière à dégager ensuite aisément le rapport cherché. Mais, pour expliquer convenablement cette opération, naturellement fondée sur la divisibilité connue de a^ — 6» par a — 6, il faut maintenant spécifier la composition de Téquation proposée, que nous supposons algébrique, rationnelle, et entière, d'ailleurs d'un degré quelconque. En n'y mentionnant qu'un seul terme général de chaque espèce, son type sera :
en sorte que notre relation composée devient
A (y"«— y'«) + B {x''»— x'*) + C {x"p i/*'9 — x'p yV) — 0.
La transformation proposée, n'y offre quelque difQculté que relativement au dernier terme, qui n'est spontanément divisible ni par y" — y' ni par x" — x'. Or, la nature algébrique de ce terme, où les deux variables sont mêlées, suggère aussitôt l'artifice préparatoire d'après lequel il devient aussi convenable que les autres, en portant à le regarder comme tenant lieu de Tensemble de deux termes distincts^ Tun analogue à ceux en y, l'autre à ceux en x^ suivant la décomposition évidente
qui transforme la relation primitive en
Tous les termesyétantmaintenantdivisiblesou par y" —y' ou
par x" — x\ on en déduit aussitôt, d'après les règles connues,
La transformation proposée étant ainsi accomplie, il suflit de poser maintenant y" «= y' et a;" 8= x* pour que cette fraction détermine immédiatement le coefficient angulaire de la tangente,
tang a = — ^^y.^^ _i. gQy>q^i y.y
Au lieu de retenir cette formule, ou d'en renouveler la recherche spéciale sur chaque exemple, il convient d'y saisir algébriquement le mode de dérivation de ses termes envers ceux de Téquation primitive. Un premier aperçu comparatif montre d'abord que les termes en or, de cette équation ont seuls influé sur le numérateur de ce résultat, et les termes en y sur le dénominateur : quant aux termes en a; et y ils ont influé des deux parts, mais toujours comme uniquement relatifs tantôt à a: et tantdt à y. On voit ensuite que la dérivation a consisté à multiplier, en chaque terme de Tune ou l'autre espèce, le coefficient par l'exposant et à diminuer cet exposant d'une unité. Telle est donc la loi générale suivant laquelle le coefQcient angulaire de la tangente résulte de l'équation rectiligne de a courbe correspondante, dans tous les cas ci-dessus caractérisés.
On en simplifie beaucoup l'énoncé et la notation par l'usage élémentaire d'une grande notion analytique, dont la haute importance géométrique va être bientôt appréciée directement, outre sonimmédiate efficacité comme moyen d'expression: c'est celle des dérivées proprement dites. Ce nom, devenu spécial depuis Lagrange, désigne, envers chaque fonction quelconque d'une seule variable, le coefficient de la première puissance de
raccroissement de la variable dans le développement de Taccroissement de la fonction selon les puissances de celui de la variable. Quand la fonction contient deux variables, elle comporte naturellement deux dérivées distinctes, suivant que Ton considère le changement exclusif de chacune d'elles, en traitant l'autre comme une simple constante. D'après ces explications, il est aisé de constater que la loi précédente peut s'énoncer ain^i : le coefficient angulaire de la tangente est égal au rapport^ changé de signe^ entre les deux dérivées du premier membre de Véquation proposée^ relatives, l'une à rabscisse, Vautre à Fordonnée, du point de contact. Car, chacune des parties de notre formule de tang a constitue évidemment, d'après la définition précédente, la fonction dérivée de la partie correspondante de l'équation primitive. La dérivée d'une somme étant d'ailleurs nécessairement équivalente à la somme des dérivées de ses parties, il est clair que la même loi de formation conviendrait aussi au cas où l'équation eût renfermé plusieurs termes de chaque espèce, chacun d'eux ayant séparément participé au résultat comme son type unique. Nous allons bientôt reconnaître que cette énonciation définitive de la règle des tangentes ne constitue pas seulement une commode abréviation usuelle de la loi algébrique ci-dessus obtenue, mais qu'elle exprhne déjà le mode le plus général pour la formation du coefficient angulaire de la tangente envers une courbe quelconque, sauf la difficulté de trouver les dérivées de l'équation correspondante. Quant à la notation analytique de cette même règle, îl suffît d'y appliquer aussi le mode éminemment simple et lumineux que Lagrange a introduit pour les fonctions dérivées, en modifiant seulement par un accent les caractéristiques des fonctions primitives ; en sorte que f'{x),ff' (x), y [œ), etc., désignent suffisamment lesdérivéesrespectivesde/'(a:),ç(a:),4»(ar), etc. Envers les fonctions à deux variables, il convient d'y distingner les
deux dérivées, non diaprés le mode trop incertain que Lagrange avait déduit du déplacement de Taccent, mais à Taide d'une sorte d'adjectif analytique, consistant à placer, en indice, au bas de la caractéristique, le nom de la variable considérée : ainsi, /*j? (x, y) et fy (ar, y) indiqueront les deux dérivées de f[x^y)\ relatives, Tune à x, l'autre à y. De cette manière, notre loi des tangentes pourra être analytiquement formulée par cette expression, très-concise et pourtant fort claire,
où aucune des indications essentielles n'est réellement omise. On pourra même, après une suffisante habitude, augmenter familièrement son laconisme sans altérer nullement sa netteté, en faisant seulement porter sur l'indice adjectif la mention spéciale du point de contact, ce qui permettra de supprimer les parenthèses, où il est trop lourdement indiqué. Aussi écrironsnous souvent cette loi sous la forme rapide
tong.a«=- — '— ,
où rien ne pourrait être supprimé sans introduire aussitôt une confusion radicale.
40. A ce mode éminemment élémentaire d'établir la règle des tangentes, je crois devoir en joindre un second qui, sans excéder d'avantage, au fond, les premières notions algébriques, permet déjà de démontrer suffisamment l'entière généralité de cette loi géométrique, sous la seule réserve des difficultés analytiques que nous offrirait actuellement son application effective au delà des cas que nous venons de considérer. Il repose sur la convenable appréciation d'un artifice envisagé d'oi'dinaire comme purement spécial, mais qui, mieux jugé, peut aisément devenir la base d'une véritable méthode générale.
C'est celui par lequel on trouve commodément la valeur du coefBcient angulaire de la tangente quand le point de contact est situé àTorigine des coordonnées^ en évaluant, dansTéqua-
tion de la courbe donnée, le rapport - pour a; es o, ce qui est
le plus souvent très-faci]e. Si, par exemple, d'après Téquation de la cissoïde
9/2 es
on veut connaître la direction de sa tangente à Torigine, on aura
ainsi la limite du rapport de l'ordonnée àrabscisseindéflniment décroissante est ici 0, en substituant 2; «* 0, ce qui montre la tangente alors confondue avec Taxe de la courbe, conformé-, ment au résultat fourni déjà (n° 26) par la définition.
Une telle considération peut évidemment conduire à trouver la loi générale du coefBcient angulaire de la tangente en un point quelconque d'une courbe : car, il suffit de transporter l'origine en ce point [x' y'), sans changer d'ailleurs la direction des axes ; ce qui oblige à changer x&ax' -\-x ety eny '4"^ . dans l'équation proposée f (x, y) = 0, qui devient alors
Toute la difBculté, afin de retrouver ainsi la règle des tangentes, consiste à bien discerner les seuls termes de cette nouvelle équation qui doivent être pris en considération quand on
évalue - pour x «= 0, y = 0, en écartant avec soin ceux qui, ne
pouvant exercer à cet égard aucune influence, compliqueraient inutilement cette appréciation analytique. Or, il est évident
que, si on développe réquation selon les puissances croissantes de X et de y, sous la forme
A + Bo: +Cy + Da:« + Exi/ + Fy> +,etc., = 0,
le terme A indépendant de x et de y, coïncidant spontanément avec/ {x\i/% se trouvera annulé suivant Thypothèse indiquée, et que, après avoir ensuite tout divisé par x^ dans la vue d'introduire le rapport cherché, l'équation, devenue
B + C^ + Dx + Ey + F(^]y +, etc.,c=0, X \x/
ne conservera, lorsqu'on y posera x «=»0, y=0, que ses deux premiers termes : en sorte que, à la limite voulue, le rapport
- sera exprimé par — -, sans dépendre aucunement des
termes d'un degré supérieur au premier. Si maintenant on rapproche ce résultat de la définition précédente des dérivées, on reconnaîtra aisément, avec un peu d'attention, surtout en ayant soin, pour plus de clarté, de n'opérer que l'une après l'autre les deux substitutions primordiales x' -{-x ety ' + y^ que ces coefficients B et G des premières puissances de x et de y constituent précisément les dérivées respectives du premier membre de l'équation primitive relativement à a: et y, où l'on aurait, bien entendu^ remplacé les coordonnées générales or, y par les coordonnées spéciales a:', y' du point de contact. Ainsi se trouve directement établie la loi fondamentale des tangentes, qui ci-dessus n'était encore qu^m simple résultat de calcul, alors limité aux seuls cas considérés, maïs désormais étendu, du moins en principe, à toutes les équations possibles, sauf la difficulté purement analytique de trouver les dérivées convenables.
41. D'après les seules connaissances algébriques qu'exige ce traité, ces dérivées ne pourront être immédiatement formées
que pour des fonctions algébriques proprement dites, qui soient en outre rationnelles, et même entières, ou, en d'autres termes, exclusivement composées de simples puissances des variables. La dérivation y consistera donc toujours à multiplier chaque coefficient par l'exposant correspondant, et à diminuer celui-ci d'une unité ; ce qui reproduira textuellement la formule obtenue spécialement au n° précédent. Mais, quoique ces cas soientles seuls où nous puissions ici déterminer immédiatement les tangentes, la loi fondamentale de cette théorie géométrique n'en est pas moins déjà complètement établie, en ne laissant plus à désirer que l'extension ultérieure desnotions analytiques sur la formatioE eifective des dérivées.
Quand les équations données, quoique algébriques, seront irrationnelles ou fractionnaires, notre règle des tangentes pourra, même dans son état actuel, y devenir finalement applicable, mais seulement après les préparations plus ou moins pénibles destinées à enlever les dénominateurs et les radicaux. Si l'on a, par exemple, l'équation
on Atera d'abord le dénominateur en écrivant
et puis le radical en isolant et carrant, ce qui donnera, après avoir développé et transposé, Téquation
x^y^ — rc* — 2a?y + 1 =» 0.
C'est uniquement alors que nous pourrons immédiatement appliquer la règle des tangentçs, d'où il résultera ici
3iC* — 2xy^ + 2y
où l'on pourra, d'après l'équation primitive, mettre y en x de manière à obtenir finalement
lang. a = — -j +
Dans les cas semblables, rimperfection actuelle de nos connaissances analytiques sur Tapplication effective de la règle des tangentes consiste à ne pouvoir obtenir directement cette expression définitive, à laquelle nous n'aboutissons que par un circuit algébrique plus ou moins laborieux, faute de savoir prendre immédiatement lesdérivées des fonctions proposées. Il convient que le lecteur sente déjà, d'après quelques exercices spontanés, ces divers embarras algébriques, qui caractérisèrent, à cet égard, Tétat de la géométrie analytique entre Descartes et Leibnitz, et dont l'appréciation croissante constitua Tun des principaux stimulants qui poussèrent àTinvention de Tanalyse transcendante. Les difficultés relatives aux dénominateurs sont toujours bientôt surmontées : mais il n'en est nullement ainsi pour celles que suscitent les radicaux. Si on pouvait partout, comme dans l'exemple précédent, ôter ceux-ci en les isolant successivement afin d'élever ensuite aux puissances correspondantes, une telle préparation ne serait pas très-gênante. Mais cette marche n'est pleinement efficace qu'envers un radical unique, et ne s'applique aux radicaux simultanés qu'autant qu'ils sont du second degré seulement; encore faut-il, même alors, qu'il n'en coexiste pas plus de cinq : en tout autre cas, la suppression des radicaux exige l'intervention des pénibles méthodes d'élimination propres aux équations algébriques d'un degré quelconque, dont l'usage devient presque toujours impraticable.
Pour faciliter, en beaucoup d'occasions, l'application de notre règle des tangentes, il convient enfin d'y remarquer que si l'équation proposée est résolue par rapport à y, sous la forme
la loi générale se simplifie, et devient tang. an» «p' (^), la dérivée relative à y étant ici 1. Ainsi le coefficient angulaire de la tangente est toujours exprimable par la dérivée de la fonction qui représente l'ordonnée ; ce qui nous permettra, dès ce moment^ de le former plus aisément, quand cette fonction sera de Tespëce de celles dont nous savons actuellement trouver les dérivées.
Au sujet de ce principal problème, ainsi qu'envers les recherches secondaires qui vont s'y rattacher, il est presque superflu d'avertir expressément que toutes les solutions relatives aux tangentes conduisent aisément à celles qui concernent les normales^ c'est-à-dire les perpendiculaires qui leur sont menées des points de contact; quoique cette nouvelle forme d'une telle étude puisse d'ailleurs en augmenter souvent, sous l'aspect algébrique, les difficultés spéciales, elle ne saurait exiger jamais aucun nouveau principe géométrique.
42. La question fondamentale de la théorie des tangentes étant désormais sufQsamment traitée, considérons maintenant la manière générale d'y rattacher successivement, selon leur complication croissante, les diverses questions accessoires qui peuvent en être envisagées ou comme des conséquences ou comme des transformations.
n faut d'abord examiner le cas où l'on demande une tangente parallèle à une droite donnée. On connaît alors la valeur spéciale du coefficient angulaire de la tangente, et U s'agit d'en déduire réciproquement les coordonnées correspondantes du point de contact. Notre règle fondamentale, qu'il faut seulement ici appliquer aune destination inverse, fournit aussitôt le moyen de mettre le problème en équation. Si f[x^y) = 0 est l'équation de la courbe donnée, et ^e= aar+ d celle de la droite proposée, on aura donc ainsi, entre les coordonnées inconnues x\ y* du point du contact cherché, la relation
- fx (X'. y')
qui, combinée avec la condition nécessaire / {x' y') = 0, déterminera ces inconnues, sans que la question puisse jamais offrir d'autres difficultés que celles de Texécution algébrique. Qu'il s'agisse, par exemple, de la courbe y' = a:*, et qu'on veuille lui mener une tangente parallèle & la droite y = x^ les équations seront, en supprimant les accents inutiles,
— c=i, ety>=a:",
d'où il résultera a? = - et y = r^i pour le point où la tangente
est inclinée à 45^. Quand le problème sera impossible, on le reconnaîtra ainsi, comme de coutume, en trouvant des coordonnées imaginaires, ou tout au moins infinies si la direction donnée appartenait à la limite des tangentes d'une courbe indéfinie.
Supposons, en second lieu, qu'on demande une tangente passant par un point extérieur donné. En renversant encore le problème fondamental, on introduira les coordonnées inconnues du point de contact, d'après lesquelles l'équation de la tangente serait
où il faudra exprimer la condition de passer au point donné (6, a), ce qui fournira la relation
6 — y esa ^^-r — . fa X )
pour déterminer, conjointement avec la condition spontanée f {x\y*) = 0, les deux inconnues x' et y'. Dans la courbe
y3c= a:» on trouverait ainsi x\ et par suite y\ d'après Téquation
ar» — 6cur'* + 9aaa:' — 4^ ==. 0,
qui ne peut plus présenter que des difficultés d'algèbre.
43. Considérons maintenant une troisième question générale qui, quoique semblant purement préparatoire, mérite d'être soigneusement séparée, soit à raison de son importance propre, soit en vertu du nouvel aspect sous lequel elle conduit à envisager l'ensemble de la théorie des tangentes : c'est celle où l'on se propose de trouver la relation constante entre le coefficient angulaire et le coefficient linéaire de toute droite y = ox -}- ^ tangente à une courbe donnée, indépendamment de la position particulière du point de contact. Une fois obtenue^ cette relation caractéristique pourra indifféremment concourir à déterminer, suivant les cas, ou la droite ou la courbe.
On peut d'abord envisager cette nouvelle recherche comme une simple conséquence de la question fondamentale. Car, en introduisant encore, à titre d'auxiliaires provisoires, les coordonnées x' et y' du point de contact indéterminé, on exprimera la coïncidence de la droite proposée avec l'une des tangentes de la coui'be / (a:, y) = 0, d'après les deux formules d'identification
/y fy
il ne s'agira plus que d'éliminer x' et y' entre ces deux équations et la condition spontanée f[x\ y') = 0, ce qui fournh'a la relation demandée entre a et 6. Soit, par exemple, la courbe y« = ar» : on aura
et rélimination donnera aisément 6 = — ;^ ; en sorte que Téquation
représentera l'ensemble des tangentes de cette courbe^ si a y reste arbitraire, et successivement chacune d'elles suivant les valeurs spéciales de ce coefficient angulaire.
Cette manière de découvrir la condition cherchée est, par sa nature, aussi générale que la méthode des tangentes d*où elle dérive, et offrira môme le plus souvent, outre cette pleine généralité intrinsèque, une moindre difficulté d'exécution qu'aucune autre. Mais il n'en importe pas moins de caractériser ici soigneusement un second mode, non moins général en principe, quoique d'une application ordinairement plus pénible et moins étendue. Indépendant de la règle primitive, cet autre mode pourra, réciproquement, d'après l'intime connexité naturelle des deux questions, en reproduire finalement l'équivalent essentiel. C'est même sous une telle forme que la théorie des tangentes fut analytiquement créée par Descartes. Bien que l'usage ait ensuite justement conduit à préférer la forme mieux exprimable que nous avons expliquée d'abord, cet ancien mode conserve encore, en certains cas, une haute utilité scientifique, indépendamment de son importaace historique.
Il repose sur le principe des racines égales, immédiatement dérivé de la définition des tangentes. Si une droite y =ax ^b touche une courbe f {x, y) = 0, l'équation
f[x^ax -f- ô)=jO
qui détermine les abscisses des points communs doit alors offrir, entre deux de ses racines, une égalité caractéristique, qui,
algébriquement formulée, fournira la relation Aeakb propre à distinguer toute tangente d'avec une simple sécante.L'obligation de n'envisager que deux racines égales résulte évidemment de la vraie notion des tangentes, où deux points doivent seuls être combinés ; on conçoit^ au reste, algébriquement, qu'un plus haut degré de multiplicité établirait, entre a et b, plusieurs relations ; ce qui est manifestement contraire à l'esprit de la question, où ces constantes,quoique liées, doivent rester chacune indéterminée. Quand l'égalité de deux racines entraînera celle d'un plus grand nombre, cette circonstance, nécessairement exceptionnelle, constituera naturellement le caractère analytique de certains points singuliers.
Toute la difficulté étant ainsi réduite à exprimer,dans l'équation précédente, une telle égalité, cette question analytique est facile à résoudre^ indépendamment de toute théorie spéciale d'algèbre, en déterminant, à la manière de Descartes, la condition de divisibilité du premier membre de cette équation en x par un facteur du second degré carré [x — A)^, comme on le faisait avant la naissance de la théorie des racines égales proprement dite, dont l'intervention ultérieure sera d'ailleurs ordinairement beaucoup moins favorable qu'on n'a coutume de le supposer à la simplification effective des calculs. Le moyen le plus naturel, et presque toujours le plus commode, de formuler cette divisibilité caractéristique, consiste, comme on sait, à accomplir la division, pour annuler identiquement le reste du premier degré. On obtiendra ainsi deux équations, entre lesquelles il faudra éliminer l'indéterminée auxiliaire /t, qui représente ici l'abscisse du point de contact ; le résultat de cette élimination constituera la relation cherchée. En opérant ainsi sur la courbe y^ »= a:*, on retrouvera, mais plus péniblement, la condition ci-dessus obtenue.
Quoique le principe de cette seconde méthode comporte évi-
demment une entière généralité, son expression analytique est essentiellement bornée aux équations algébriques proprement dites, rendues même préalablement rationelles et entières. Car, dans une équation transcendante, ou simplement irrationnelle, on ne saurait aujourd'hui comment découvrir directement la condition de Tégalité de deux racines. A.insi, la première méthode,ultérieurementapplicableàtoutesles équations, est, en général, préférable, bien que le lecteur ne puisse actuellement remployer qu'avec les mêmes restrictions que pour la seconde. Toutefois, celle-ci mérite d*être soigneusement étudiée, outre l'importance généraledu principe correspondant, à cause des facilités analytiques qu'elle présente quelquefois, quoiqu'elle soit, tout compensé, habituellement plus pénible. Elle offre surtout un grand avantage envers les courbes du second degré, puisque la condition d'égalité s'y exprimera immédiatement d'après une formule très-élémentaire, sans exiger ni la division, ni surtout l'élimination subséquente, qui constituent les plus grands embarras algébriques de cette méthode.
De quelque manière que soit traitée cette importante question du contact indéterminé, elle fournit aussitôtle moyen de mettre en équation le problème général de géométrie qui consiste à mener une tangente commune àdeux courbes données : puisque, en formulant ainsi chacune des conditions du problème, on établira les deux équations propres à déterminer le coefQcient angulaire et le coefficient linéaire de la droite cherchée. Qu'on demande, parexemple, la tangente commune aux deux courbes,
y2 = a:», ya + a;* = i, on aura d'abord, pour la première, la condition de contact déjà obtenue ô=—— ; quant à l'autre, il convient évidemment de
préférer la seconde méthode, qui donnera finalement la condition 42 -=a û5* + 1 : telles sont donc alors les deux équations du problème ; en y éliminant 6, tout dépendra enfin de Téquation
réductible au troisième degré, et qui ne comportera, conformément à la figure, qu'un seul couple de valeurs réelles de a.
44. Passons maintenant à la plus vaste et la plus difficile de ces questions accessoires, en cherchant d'abord, par la généralisation du problème précédent, la condition analytique d'un contact indéterminé entre deux courbes quelconques., Mais ici il faut, avant tout, et c'est en cela que consiste, en principe, la seule difQculté propre à cette nouvelle recherche, il faut, dis>je, caractériser soigneusement ce qui constitue le contact de deux courbes.
Rien n'empêche, sans doute, d'étendre immédiatement à une ligne quelconque la définition du n^ 38 relative à la tangente proprement dite, en concevant, par exemple, un cercle passant en deux points distincts de la courbe donnée, et considérant la limite vers laquelle il tend quand le point mobile se rapproche indéfiniment du point fixe. Mais îl existe évidemment, entre les deux cas, cette différence radicale que, toute ligne droite étant déterminée d'après deux points, tandis qu'un cercle nel'est pas, une telle limite sera essentiellement précise envers la première ligne, et au contraire vague, sans être arbitraire, quant à la seconde : on pourrait, par exemple, choisir à volonté le rayon du cercle, et alors seulement sa situation extrême deviendrait aussi déterminée que celle de la droite. Si, au lieu d'un cercle, on considérait une parabole, dont la détermination exige un point de plus, la limite d'une telle relation serait encore plus indéterminée et ainsi progressivement à l'égard de courbes où le nombre de points déterminant croîtrait peu à peu. Ce
mode primordial dé définir le contact de deux courbes, d'après une servile imitation de ce qui convient à la ligne droite, constitue donc une notion géométrique nécessairement imparfaite et même confuse, pour tout autre cas que celui qui en a fourni le type spontané. Le seul moyen général de compléter convenablement une telle notion, en lui imprimant toujours un caractère pareillement déterminé, consiste, suivant la grande conception de Lagrange, à imiter plus judicieusement la définition initiale, en y remplaçant, dans chaque cas, le nombre deux des points coïncidents par celui qui correspond à l'entière détermination de la ligne introduite, trois quant au cercle, quatre envers la parabole, etc. C'est ainsi que, comme toutes les autres idées scientifiques, l'idée de contact, d'abord absolue, parce qu'on n'en avait apprécié qu'un seul cas, devient essentiellement relative, et comporte divers degrés de plénitude, ordinairement qualifiés aujourd'hui (Toscnlatians. Mais cette manière, seule vraiment philosophique, de concevoir, d'après Lagrange, la théorie générale des contacts des courbes, ne peut être convenablement suivie quejpar l'analyse transcendante, sauf l'indication ci-dessous du mode selon lequell'analyse ordinaire pourrait, en certains cas, l'ébaucher. Nous devons donc, après en avoir posé ici le principe géométrique, en renvoyer la constitution analytique à la géométrie transcendante,et nousborner maintenant à considérer envers les courbes ce degré élémentaire de contact déjà familier & l'égard de la ligne droite, et seul pleinement accessible à la préparation analytique que ce traité exige du lecteur.
Ainsi conçue, la recherche de la relation, alors aussi unique que dans le n^ précédent, entre les constantes arbitraires de deux courbes,
par suite d'un contact indéterminé, devient aussitôt une conse-
quence naturelle de noire question fondamentale. Car, il résulte évidemment des définitions respectives, que les deux courbes ont dès lors en un même point une même tangente. Introduisant donc, comme auxiliaires, les coordonnées x eiy du point de contact, elles devront vérifier, outre les deux équations proposées, la condition
qui exprime, d'après cela, la coïncidence des deux tangentes. Si donc, entre ces trois équations,on élimine ces coordonnées, on obtiendra finalement la relation demandée. Qu'on cherche par exemple, la liaison de ak b propre à rendre la courbe indéterminée
xyt=aax + by
tangente à la courbe déterminée
il faudra donc éliminer x eiy entre ces deux équations et Téquation
L ^lizl
Celle-ci donne aussitôt ar = ô -f- 2ay — 2y*, qui, substitué dans y^j= x^ fera trouver aisément y, et par suite or, en a et d :
on n'aura donc qu'à porter ces expressions dans la première
équation, et l'on trouvera finalement la relation 0 = — - a*.
Ici, comme au n* précédent, la question comporte évidemment un second mode de solution, d'après le principe des racines égales. Une fois y éliminé entre les deux équations proposées, il suffira de formuler, de lamêmemanière que ci-dessus, l'égalité de deux racines dans cette équation finale propre aux abscisses des points communs. Pour les coudées qui viennent
ax
d'être considérées, on aurait, suivant la première, y =- - — . ,
et Téquation finale serait
qui reproduit aisément la relation déjà obtenue par l'autre méthode . L'application habituelle de ce second mode donnerait lieu & une simple extension des réflexions suffisamment indiquées au n® précédent envers les contacts rectilignes.
La principale propriété théorique de cette dernière méthode consisterait à nous permettre déjà de caractériser analytiquement, dans les cas où elle est applicable, les divers degrés de contact, dont j'ai tout & l'heure établi l'appréciation géométrique. Car, le principe des racines égales n'a besoin, pour cela, que d'une suffisante extension, en considérant alorâ l'égalité, non plus seulement entre deux radnes de l'équation finale, mais entre trois, ou entre quatre, etc., d'après la divisibilité par [x — hy ou {x — A)*, etc,, selon qu'on chercherait le cercle, ou la parabole, etc. , susceptible du plus intime contact possible avec la courbe donnée. Il est aisé de sentir que l'on obtiendrait ainsi toujours autant d'équations qu'il en faudrait pour déterminer la courbe osculatrice, sauf une seule constante arbitraire qui servirait à la faire passer ensuite, si on le jugeait convenable, par un point particulier. Mais l'analyse transcendante fournira ultérieurement, à cette fin, des moyens bien plus commodes, même envers les courbes algébriques^ auxquelles convient exclusivement le mode que je viens d'indiquer.
En revenant au simple contact ordinaire formulé par une seule relation, on conçoit que les conditions de ce genre pourront désormais contribuer à la détermination des courbes conjointement avec leur passage en certains points, unique phénomène géométrique dont l'expression analytique nous était pri-
mitivementpossible : cette participation serad'ailleuTBtoujours assujettie à la théorie fondamentale du chapitre précédent,qui vient de recevoir ainsi sa première extension générale. Il sera maintenant facile, quand le nombre des contacts, rectilignes ou curvilignes, sera par là jugé suffisant, de mettre en équation ce problème géométrique très-étendu et fort difficile, résultat définitif de notre théorie des tangentes : déterminer une courbe d'espèce donnée tangente à certaines courbes entièrement don« nées. Quoique les relations ainsi obtenues pour calculer les paramètres inconnus de la courbe cherchée doivent être souvent inextricables, môme dans le cas d*un cercle tangent à trois courbes peu compliquées, une telle considération n'en est pas moins éminemment propre à faire dignement apprécier l'admirable généralité qu'ont acquise les spéculations géométriques sous un judicieux ascendant des conceptions analytiques, d'après la grande rénovation cartésienne.
45. Après avoir suffisamment expliqué la théorie des tan«gentes, il nous reste à considérer un exemple caractéristique qu'elle nous ojDTre spontanément de l'aptitude naturelle des conceptions géométriques à perfectionner, à leur tour, les spéculations analytiques, en y facilitant, par une lumineuse représentation, la découverte des principes essentiels, comme je l'ai indiquée, en général, au début de ce traité. Il s'agit de l'importante détermination des moxtma et mtnma pour les fonctions d'une seule variable, dont nous aurons d'ailleurs besoin bientôt à divers égards, et que cette heureuse intervention va déjà nous permettre d'étendre à des cas beaucoup plus variés et plus difficiles que ne semblent le comporter les connaissances analytiques purement élémentaires exigées ici du lecteur. Mais, avant tout, il faut caractériser soigneusement ]a natupe générale de cette recherche, et même ensuite résumée sq^ip^^rement les mpyens priSajablement foupis, 1^ ce suj^^ par IV nalyse ordinaire.
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Les ilénomiii&tioBS usitées sont très-propres à bien rappeler en quoi consiste ce genre de questions, car elles indiquent une '"' de plus grande ou moindre valeur qui, convepablemeat ie, distingue, en effet, ces états remarquables. Une foncne comporterait réellement ni maximum ni minimum si était toujours croissante ou toujours décroissante à meque sa variable augmente, même quand elle tendrait indexent vers une limite assignable. Hais si, comme dans la ■art des cas réels , la fonction est tantôt croissante et tantôt 'oissante, cbaque passage de l'un à l'autre sens sera marpar un état maximum quand la fonction cessera d'augmenïour commencer à diminuer, bu par un minimum au cas raire. Ces états critiques sont doncnécessaipementaltemaen sorte que tout maximum tombe entre deux minima, et minimum entre deux maxim&.On voit ainsi que la valeur imum d'une fonction est en effet la plus grande, non de ,es absolument, ce qui est fort rare, mais seulement depuis linimum précédent jusqu'au minimum suivant, et de même r la valeur minimum : c'est pourquoi l'usage a consacré ici iploi des dénominations latines, dont la traduction littérale querait une vicieuse définition.
Es l'origine des spéculations mathématiques abstraites ou irëtes, de telles recherches se présentent fréquemment. i l'analyse ordinaire ne fournit, à ce sujet, que des res- 7ces peu étendues. Sa marche propre consiste alors à traiter uesUon du maximum ou minimum de chaque fonction/ (x) ime un cas particulier de la question qui consisterait à lui e acquérir une valeur quelconque n : dès lors, si l'on peut ludre algébriquement l'équation / [x) = n, la discussion de irmule x= f{n) indiquera les limites de n en deçii ou en , desquelles x cesserait d'être réel, et par suite on aura il les valeurs correspondantes Aef{x). Quoique ce principe
soit^ sans doute, pleinement général, Textrême imperfection de la résolution algébrique des équations en borne infiniment Tusage, quand Téquation proposée dépasse les quatre premiers degrés ; ce moyen élémentaire n'est même vraiment usuel qu'autant qu'elle n'excède pas le second degré, auquel cas ce procédé est ordinairement le plus commode.
A la vérité, Talgèbre supérieure perfectionne beaucoup cette méthode primitive, en assignant un caractère direct et spécial pour les valeurs de n qui séparent ainsi, quant à x^ la réalité de Timaginarité. Ce caractère, d'abord indiqué spontanément parles formules du second degré, consiste dans Tégalité nécessaire des deux valeurs de x susceptibles de devenir tantôt réelles et tantôt imaginaires. On peut, en effet, concevoir généralement, d'après la nature de la question, queTétat d'égalité correspondant au maximum ou minimum distingue toujours ce passage de la réalité à rimaginarité. Il sufiBt, pour cela, de remarquer que la fonction reprend nécessairement, après le maximum ou le minimum, les mêmes valeurs qu'auparavant, avec ou sans symétrie : ainsi, tant que la valeur n n'est pas le maximum ou le minimum, il lui correspond deux valeurs distinctes de x si elle est possible, et ce couple devient imaginaire si elle est hors de la limite ; à la limite même, ces deux valeurs coïncident, parce que l'état de n est alors unique. D'après cette considération fondamentale, le maximum ou le minimum de n se trouve donc caractérisé directement par la propriété de faire acquérir deux racines égales à l'équation f[x) — n = 0 : ce qui permet à l'analyse ordinaire de déterminer ces valeurs principales sans avoir nullement besoin de résoudre cette équation, en se bornant à y formuler, comme je Tai ci-dessus indiqué, l'égalité de deux racines. On divisera donc son premier membre par {x — A)*, et le reste, identique^ ment annulé, fournira deux équations tendant à déterminer n
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et en même temps A, quL, loin d'Mre ici un auxiliaire superflu, constitue précisément la valeur cherchée de x.
ais, quelque précieux que soit eu lui-même un tel progrÈs 1 méthode primitive fourme par l'analyse ordinaire pour la rmination des maxima et minima, il se trouve nalurellet borné aux fonctions algébriques à la fois rationnelles et ëres. Or, l'intervention des courbes va nous permettre er déjà beaucoup plus loin, outre que c'est d'elle qu'émane iriquement la premiÈre notion' générale du principe précé- ,, quoiqu'on puisse le concevoir aujourd'hui d'une manière ;ment abstraite.
naginons donc la fonction /(.r) représentée par l'ordonnée y le courbe dont x est l'abscisse [fig. 33). La seule inspection ^rale d'un tel tableau fait aussitôt saisir un caractère propre terminer directement les points M", M', H'", etc. où la :he, auparavant ascendante, devient descendante, ou réci- [uement, en considérant la marche correspondante des pentes. Tant que la courbe monte, la tangente fait avec e un angle aigu ; cet angle est, au contraire, obtus quand la rbe descend : or, dans le passage de l'un à l'autre cours, à itant précis du maximum ou du minimum, l'angle est 1 180", et la tangente se trouve parallèle à l'axe. Ainsi la lerche de ces points rentre dans la question,ci-des8U8 Irai- (n* 4i), où il s'agit de mener, à une courbe donnée, une ;ente parallèle i. une droite donnée . On obtiendra donc les iurs de x propres au maximum ou au minimum en annu- . le coefRcient angulaire de la tangente, qui est ici /'(x). notions d'algèbre supposées dans ce traité ne permettront jnnatioa directe de celte équation caractéristique /"{3;)=0 nulant que la fonction proposée sera, d'abord algébrique, ussi rationnelle et entière. Hais, outre que la règle fondaitale est ainsi complètement découverte, sauf les connais-
sances analytiques qu'exigerait son application totale, nous pourrons déjà l'utiliser, comme la loi des tangentes d'où elle dérive, envers les fonctions fractionnaires ou même irrationnelles, d'après les préparations plus ou moins pénibles dont nous y avons reconnu la nécessité provisoire.
Un tel caractère est, philosophiquement, d'autant plus convenable qu'il constitue l'expression directe d'une remarque générale fréquemment suggérée par les divers phénomènes naturels qui présentent des exemples familiers de maximum ou de minimum, tels que les changements de la hauteur du soleil dans le cours de la journée, Tinégale durée des jours ou des nuits aux différentes saisons, etc. En tous cas semblables, les observateurs judicieux ont toiljours senti que l'état de maximum ou de minimum se trouve spontanément distingué des états antérieurs ou postérieurs par une sorte de station spéciale, que rappellent quelquefois les dénominations consacrées, surtout quant aux saisons. Or, cette disposition stationnaire est heureusement exprimée d'après notre méthode géométrique, qui indique alors la direction de la courbe comme parallèle à l'axe.
Quoique ce caractère fondamental, et la règle analytique correspondante, doivent également convenir au maximum et au minimum, il ne faut guère craindre que l'on soit ainsi exposé à confondre ces deux cas extrêmes, qu'on séparera presque toujours sans difQculté, soit d'après les indications suggérées par la nature de la question, soit au plus par une sommaire discussion des valeurs voisines : en sorte que cette inévitable coexistence ne constitue, en réalité, aucun grave inconvénient delà méthode précédente. Toutefois, en prolongeant davantage l'appréciation géométrique, on découvrirait aisément un caractère secondaire propre à distinguer le maximum du minimum. Nous avons déjà noté que la marche de
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iDle est inverse de l'un i, l'autre cas ; puisque son incli- )asse, dans le premier, de l'aigu k l'obtus, et au conins le second; par suite, son coeflicient angulaire passe ifauuégatir,etpuisréciproquement.SiâoncroDiQiagiQe tte auxiliaire y'^f [x\ , dont ce coelScient deviendrût lée, elle traversera l'axe aux divers points cherchés,
descendant pour le maximum, et en montant pour le m, comme l'indique la partie ponctuée de la figure. La .on demandée consistera, par conséquent, en ce que la B à cette seconde courbe devra faire avec l'axe un angle irs du maximum et aigu lors du minimum : ainsi son îoefficient angulaire, naturellement exprimé par la se- Srivée de la fonction proposée,sera négatif dans le premier isitif dans le second. On pourrait même, en redoublant i de cet artifice géométrique, apprécier aussi l'hypotbëse diaire, où f {x) s'annulerait, s'il ne convenait pas de dreicicettetbéorieàcequ'elle offre de vraimentessentiel. afin, pour mieux sentir, à ce sujet, combien la géomé- :ut éclairer l'analyse, il faut remarquer que la considéles courbes nous indique spontanément la double imon radicale que présente nécessairement la méthode nte, et qui d'ailleurs n'altère aucunement son imporlux yeux des bons esprits qui, suivant une tendance 'huî trop rare, reconnaissent l'impossibilité nécessaire
jamais acquérir \ nos règles quelconques, même ana- I, une perfection absolue. D'abord, le caractère ainsi
par l'équation fondamentale, tang. a = 0, /" (a:) = 0, tient pas exclusivement aux points où l'ordonnée est im ou minimum : il pourrait convenir aussi à des points on teIsqueM', M" (/Î5r.34),si la courbey étaitconveint tournée.Ce cas estd'autant plus possible que,comme e la f,g. 33, il existe toujours quelque inflexion entre
chaque maximum ou minimum et les minima ou maxima qui le comprennent, et rien n'empêche que Taxe ne puisse être placé parallèlement à la tangente correspondante, quoique cette coïncidence doive être exceptionnelle. Sous cet aspect, Téquation f (a:)=0 peut donc contenir des racines étrangères àla question proposée, et dont le mélange exigera, en chaque cas semblable, une discussion spéciale plus ou moins pénible. Mais un inconvénient beaucoup plus grave de ce caractère fondamental consiste à pécher aussi par défaut, comme la considération géométrique le dévoile nettement, en supposant une courbe susceptible de rebroussement, sans que l'ordonnée y soit pourtant multiple. Dans les points N' et N" {fig, 34), l'ordonnée est certainement maximum ou minimum, tout aussi bien qu'en K' et K", et cependant la tangente, au lieu d'y être parallèle àl'axe, comme en ceux-ci, lui est perpendiculaire. C'est en vain que, pour garantir aux méthodes analytiques une perfection absolue, nécessairement interdite à nos conceptions quelconques, on a imaginé des distinctions sophistiques, d'après lesquelles il n'y aurait pas maximum ou minimum en N'et N" : il est clair que la définition abstraite de ces deux états convient tout aussi littéralement à ces deux ordonnées qu'à celles de K' ou K"; sans la figure il serait impossible de faire sentir la diversité des deux cas. Il est plus judicieux, en reconnaissant avec franchise que la méthode établie est, à cet égard, imparfaite, de remarquer que les courbes de ce genre, spéculativement aussi admissibles que d'autres, doivent toutefois s'offrir très-rarement dans l'expression géométrique des lois naturelles,parce que les changementsbrusques,géométriquementreprésentésparles rebroussements,y sont, quoique possibles, éminemment exceptionnels, envers tous les ordres réels de phénomènes ; ce qui doit rendre, au fond, peu regrettable une telle imperfection. 47. Avant d^abandonner l'étude des tangentes, je crois devoir
fe^'
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caractériser sommairement la méthode, historiquement remarquable, par laquelle Rober val, touten combattant, avec une aveugle obstination, la grande rénovation cartésienne, rendit, à sa manière, un témoignage involontaire du besoin de généralisation qui préoccupait alors Tesprit mathématique, en tentant un effort, plus estimable qu*heureux, pour constituer, sans le secours des conceptions analytiques, une théorie générale des tangentes.
Cette méthode consiste à concevoir le mouvement du point qui décrit la courbe proposée comme continuellement décomposable en deux autres, dont les directions et les vitesses relatives soient exactement assignables : la tangente devient alors suivant la loi des mouvements composés, la diagonale du parallélogramme construit, selon ces deux directions, avec des côtés proportionnels à ces deux vitesses. Par exemple^ la première définition de rellipse(n** 19) montre que le point décrivant s'y éloigne autant de Tun des points fixes qu'il se rapproche de l'autre : on le concevra donc attiré par Tun d'eux et repoussé par Tautre avec des forces égales, et la règle de Roberval assignera aussitôt, pour la tangente, la bissectrice de Tangle que fait Tune des droites avec le prolongement de l'autre; ce que nous trouverons plus tard exactement conforme aux résultats analytiques. SU s'agissait de l'hyperbole, cette considératiorr indiquerait la bissectrice môme de l'angle des deux distances, puisque celles-ci augmenteraient alors ou diminueraient à la fois, et d'ailleurs toujours également. Quant à la parabole, la méthode de Roberval y conduirait aisément, d'après la définition du n<* 20, à la bissectrice de l'angle formé par les deux distances constamment égales. Enfin, pour citer aussi une courbe transcendante, à laquelle on doit d'ailleurs s'étonner historiquement que Roberval n'ait pu appliquer convenablement sa règle, considérons la cycloïde ordinaire [fig. 35), où,
suivant la génération déjà citée, le point décrivant M est natntorellement animé de deux mouvements^ Tun de translation, parallèlement à la base ÂB, Tautre de rotation, dans le sens de la tangente MK au cercle correspondant : puisque Tare MN est constamment égal à la distance AN, les deux mouvements élémentaires ont encore ici la même vitesse ; la tangente doit donc coïncider avec MT, bissectrice évidente de Tangle KML. Les heureuses applications que comporte quelquefois cette méthode ne doivent faire aucune illusion sur sa généralité propre, qu'on ne pourrait réaliser qu'en recourant aux conceptions analytiques, de façon à reproduire, sous une autre forme, notre règle primitive ides tangentes, sans que Tintervention de ces considérations dynamiques en eût d'ailleurs aucunement amélioré la formation. Gai*, en imaginant ainsi le point décrivant animé, en général, de deux mouvements, l'un horizontal, l'autre vertical, la difficulté d'estimer le rapport des vitesses consistera toujours à déterminer abstraitement la limite du rapport entre l'accroissement de l'ordonnée et celui de l'abscisse, à mesure que la seconde position du mobile se rapproche indéfiniment de la première : puisque, si le mouvement peut être supposé uniforme dans un sens, horizontalement par exemple, il ne saurait l'être aussi verticalement, à moins que le trajet ne fût rectiligne; ce qui obligera, pour mesurer la vitesse correspondante, à considérer l'élévation verticale d'un point qui tende à se confondre avec le point donné. On revient donc ainsi nécessairement, et d'après une conception plus pénible parce qu'elle est moins directe, à ce problème analytique qui constituera toujours la difficulté fondamentale de la théorie générale des tangentes : évaluer la limite vers laquelle tend le rapport de la différence des ordonnées à celle des abscisses, entre deux points d'une courbe donnée dont l'un se rapproche indéfiniment de l'autre.
11 ne faut point, au reste, mentionner cette méthode de Roberval sans signaler soigneusement les graves erreurs que pourrait déterminer son application irréfléchie. En considérant, par exemple, la définition du cercle (n° 21) comme .lieu d'un point dont les distances à deux points fixes sont en raison constante, une telle règle semblerait assigner, pour la tangente, tout aussi clairement que dans les cas déjà cités, la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux distances : et cependant il est aisé de reconnaître que cette construction serait entièrement fausse. De môme, la définition commune aux trois sections coniques (n® 23) paraîtrait aussi indiquer une tangente dirigée suivant la diagonale du parallélogramme déterminé par les deux distances constamment proportionnelles : or, ce résultat, exact pour la parabole, serait certainement erroné pour Tellipse ou Thyperbole. Ces exemples montrent suffisamment que la méthode de Roberval, outre son inaptitude évidente à une vraie généralisation, ne deviendrait même rigoureuse que d'après certaines précautions, à Tégard desquelles ceux qui désireraient une plus complète appréciation pourront utilement consulter le travail spécial de M. Duhamel, où ce sujet accessoire est essentiellement épuisé. Il serait ici superflu d'insister davantage sur une conception qui n'oflfrc réellement aujourd'hui qu'un simple intérêt historique.
CHAPITRE III
Théorie des asymptotes.
48. Ce terme est naturellement destiné à qualifier deux lignes quelconques qui tendent continuellement l'une vers
rautre^ de manière à se rapprocher autant qu'on voudra, sans cependant pouvoir jamais s'atteindre. Mais on l'emploie presque toujours comme substantif, pour désigner surtout les droites qui présentent envers certaines courbes une telle relation. Les asymptotes rectilignes sont, en effet, les seules dont la détermination puisse contribuer beaucoup à faire mieux connaître les courbes correspondantes. Elles sont directement propres à dissiper toute incertitude sur le sens de la courbure d'une courbe dans la majeure partie de son cours, puisque la courbe doit nécessairement être toujours convexe vers son asymptote, à partir du point où la tendance se caractéiflse, (c'est-à-dire dès la dernière sinuosité : une courbe qui se rapprocherait indéfiniment d'une droite en lui tournant sa concavité, ne saurait évi« ter de la traverser. .
Outre ce motif fondamental de restreindre ainsi la recherche des asymptotes, il faut d'ailleurs reconnaître que cette question^ si on l'envisageait dans toute son étendue, serait d'une nature beaucoup trop vague pour comporter jamais aucune solution vraiment générale. Car, deux lignes asymptotes d'une troisième pouvant toujours l'être aussi l'une de l'autre, toutes les courbes susceptibles d'asymptotes rectilignes peuvent, par cela même, être disposées de telle manière que chacune d'elles soit asymptote des autres, en faisant convenablement coïncider leurs asymptotes respectives. Il ne saurait donc exister aucun type d'équation assez général pour embrasser réellement toutes les asymptotes curvilignes d'une courbe donnée, puisqu'il s'en trouvé nécessairement parmi les courbes algébriques de tous les degrés possibles, et pareillement parmi les courbes transcendantes de toute espèce. Si on a cru quelquefois posséder des méthodes analytiques propres à une telle destination, c'est certainement faute d'avoir assez compris l'étendue nécessaire de cette question. La recherche ne peut devenir suffisamment pré-
cise qu'autant que Ton spéciûe dans quelle sorte de courbes ou dans quelle forme d'équations on choisit les asymptotes. Or, ainsi conçue la détermination des asymptotes curvilignes résulte naturellement, au moins en ce qu'elle peut offrir de vraiment utile, de la théorie des asymptotes rectilignes, comme on le reconnaîtra à la fin de ce chapitre.
Cette dernière théorie étant donc, à ce double titre, la seule qui doive essentiellement nous occuper, il faut maintenant expliquer les deux méthodes très-distinctes, quoique nécessairement équivalentes, que comporte son institution, soit d'après la théorie des tangentes, soit indépendamment. Mais, avant tout, pour éviter des discussions superflues, il convient de remarquer que les asymptotes parallèles aux axes coordonnés peuvent d'abord être spécialement obtenues sans difficulté, comme la première partie de ce traité nous en a offert quelques exemples spontanés, en reconnaissant, presque à l'inspection de l'équation proposée, que l'une des variables y devient infinie d'après une certaine valeur finie de l'autre ; sous la réserve toutefois des explications que j'aurai naturellement lieu d'indiquer ci-desBous sur le vrai sens général d'une telle condition analytique.
49. En rapprochant convenablement la définition des asymptotes de celle des tangentes, il est aisé de sentir que toute asymptote constitue la limite nécessaire d'une suite correspondante de tangentes, ou, en d'autres termes, peut être envisagée comme une tangente dont le point de contact s'est éloigné à l'infini : car, en même temps que ce point s'approche ainsi de l'asymptote, la direction de la tangente, déterminée par la coïncidence finale qui la caractérise, tend évidemment à se confondre aussi avec celle de l'asymptote ; pourvu d'ailleurs qu'on n'applique jamais une telle comparaison qu'à partir de la dernière sinuosité, où l'asymptotisme commence réellement à
se manifester. Tel est le principe, éminemment simple et général, de la première méthode des asymptotes, la senle pleinement universelle, parce qu'elle comporte naturellement la même extension que la méthode des tangentes, dont elle offre seulement une nouvelle application. On voit ainsi que, pour déterminer le coefficient angulaire et le coefficient linéaire propres à Tasymptote, il suffit de supposer infinies les coordonnées du point de contact dans les deux formules relatives à une tangente quelconque, conformément au chapitre précédent,
a fe b^y + x^^:
l y Ty
les valeurs correspondantes de a et 6 feront connaître Fexis tence, le nombre,et la situation des asymptotes cherchées. Quant au cas d'impossibilité, il faut bien distinguer, suivant Tesprit de la question, entre les courbes fermées et les courbes indéfinies. Pour les premières, si, par inadvertance, on y poursuivait une recherche évidemment contraire à leur nature, ce calcul en avertirait machinalement en attribuant à a et 6 des valeurs imaginaires, puisque la supposition de Tune des variables infinie y rendrait l'autre imaginaire. Mais, envers les courbes indéfinies, qui seules comportent raisonnablement une telle étude, la valeur extrême de a ne saurait être imaginaire, ni, par suite, celle de b ; car, soit que la courbe ait ou n'ait pas d'asymptotes, il existe alors une limite nécessaire de la direction des tangentes, d'ailleurs toujours utile à connaître. L'existence ou l'absence des asymptotes sera donc annoncée par la cohérence ou Tincompatibilité entre ces valeurs réelles de a et de b ; en termes plus précis, les asymptotes obliques seront ainsi indiquées ou interdites suivant que Ton trouvera b fini ou infini.
Si, dans l'usage de cette méthode, les commençants éprouvaient d'abord quelque difQculté à calculer directement les
ix^^'Xi,y='<a, ils pourraient en éluder aisémeot i, d'après la précaution algébrique de transformer
lent X et y en - et - , afin de supposer ensuite / = 0,
nd la formule aurait été ainsi convenablement préabitude d'un tel expédient finira d'ailleurs par indi- Lauément le moyeu de s'eu dispenser, en faisant sortir les principes relatifs à la substitution directe laquelle, quoique moins simple que celle de zéro, sentiellement à ne conserver, dans chaque formule , que le terme du plus haut degré, emiëre méthode des asymptotes n'offre vraiment ve inconvénient analytique que la difficulté trfes-fréliscerner ainsi les valeurs extrêmes de a et de b, qui eront souvent sous une forme d'abord indéterminée,
|, ou tout autre symbole équivalent. A la vérité, l'a-
iscendante fournit ensuite des procédés propres à une telle solution, en dissipant presque toujours une équivoque. Mais, outre que l'obligation d'y recourir alors la détermination, les faibles connaissances al- (ue j'exige ici du lecteur nous en interdisent l'usage ; le cette imperfection naturelle doit actuellement enicoup l'application d'une telle méthode, d'aprës le tée des artifices que fournit, à cet égard, l'algèbre e. Sans doute, il serait vicieux de regarder cet in- . comme strictement propre à la question présente; ihérentà toute évaluation quelconque des formules B, et pourrait aussi survenir pour une situation finie B contact. Toutefois, il faut reconnaître que, surtout équations algébriques proprement dites, que nous s ici principalement, des coordonnées infinies occa-
sionneront plus fréquemment que d'autres ce grave embarras. Le seul conseil général qui, sous ce rapport, contienne maintenant au lecteur, consiste à réduire d'abord, dans chaque formule à évaluer, les deux variables xei yk une seule, d'après Téquation proposée, et à préparer ensuite l'expression de manière que la variable indépendante n*y entre que d'une seule manière, ce qui ne sera possible que dans les cas suffisamment simples : quand cette dernière condition aura été remplie, l'indétermination cessera nécessairement.
Soit, par exemple, l'équation commune des trois sections coniques (n® 23)
y« + (4 — n') x^'-^dx + (fi = 0.
On aura ici
Rapportant tout à a:, il vient
d-f(7i* — l)a: dx — d*
V (n*— l)x^+2ûte— d*' V (n*— i)x^+ 2dar— cP'
Il suffît de diviser par x les deux termes de chaque fraction pour que cette unique variable n'y entre plus que d'une seule manière, de façon à dissiper toute indétermination; car, alors
d comme - devient nul quand x est infini, on trouve enfin, sans
équivoque
ppréciatioD générftle, ces valeurs ne sont ans l'ellipse, où n est inférieur à i. Pour > 1, elles indiquent deux asymptotes syméi envers l'axe de la courbe et s'y croisant au ! lecteur peut aisément le constater. Quant à = 1, la valeur de a est nulle, ce qui assigne Dite unique de la direction des tangentes; ini, ce qui constate l'absence d'asymptotes. 3ore réqnatioii
mie ne présente aucune équivoque, et donne . Quant h la première, il suffit encore d'y tout écrivant
qu'une seule fois, on trouvera aussilAt, = — 1 . Ainsi, l'équation de l'asymptote est r, qui indique la bissectrice du second angle
npks pussent faire illusion sur la facilité de invénients algébriques propres à cette pre- I asymptotes, il serait superflu de lesmulli- , puisque nos réflexions générales ont déjJi itérisé de tels embarras, dont la troisième
partie de ce traité nous fournira de fréquentes occasions de sentir spécialement la gravité.
50. C'est surtout comme spontanément dégagée d'une telle imperfection pratique, que se recommande, envers les courbes algébriques proprement dites, la seconde méthode des asymptotes, qu'il faut maintenant expliquer. Directement indépendant de la théorie des tangentes, le principe de cette méthode consiste à voir, dans toute asymptote, une droite dont deux intersections avec la courbe se sont éloignées à Tinfini. Pour bien apprécier cette conception, il faut envisager séparément rinfluence d'une telle hypothèse envers chaque intersection. Si, dans la courbe BC [fig. 36), dont AD est l'asymptote, on considère une sécante quelconque M'M", tournant autour de M', de telle manière que M" s'en éloigne indéfiniment ; il est clair que, à la limite M'N, au delà de laquelle le second point M" reparaîtrait sur l'autre partie de la courbe, la droite sera devenue parallèle à l'asymptote : quand le point M" sera à l'infini, il appartiendra, en effet, indifféremment à la courbe età l'asymptote. Ce premier mouvement, exactement inverse de celui qui produit les tangentes, détermine donc, en chaque point quel* conque de la courbe, une direction fixe, parallèle à l'asymptote, ou, plus généralement, à la limite de la directioji des tangentes. Or, si maintenant on fait aussi varier le point M , en opérant une pareille rotation en un point de plus en plus éloigné sur la courbe, et par suite de plus en plus rapproché de l'asymptote, il en résultera une droite qui, toujours parallèle à celle-ci, tendra à se confondre avec elle, comme d'après une translation directe. Ainsi, l'asymptote constituera naturellement la limite finale des sécantes dont deux intersections ont disparu àl'inflni. La nécessité de se borner à deux intersections, sans rien préjuger sur les autres quelconques, résulte ici, comme dans la théorie des tangentes, du nombre de points
céohéthie plahe.
jrminer uoe ligne droite. Un eboI point à l'infini ic la courbe ne caractériserait pas suffisamment en tant que pouvant également convenir k touteE s ; mais trois points seraient supertlus, etne san- : être facultatifs, pas plus qu'envers la tangente : la lu la persistance du troisième point après l'éloigneiix premiers dépendra de ce que, suivant les cas, si obtenue serait également asymptote ou simplee envers une autre partie de la courbe proposée. 1 rapprocberune telle conception decellequi sertde imiëre méthode, pour sentir aassitAt l'équivalence es deux principes : puisque, d'après la coïncidence finit les tangentes, une tangente dont le point de igné indéfiniment constitue naturellement unedroite fini deux points communs avecla courbe. Hais, afin iprécier ce rapprochement fondamental, il importe abord du contraste préliminaire ci-dessus caracid la première intersection a seule disparu, et en l d'iùlleurs le discours par l'exclusive mention des ne comportent ~pas plus de deux points en ligne } avons ainsi reconnu que, en chaque point d'une finie, il existe nécessairement deux directions trësilon lesquelles unedroite ne coupe qu'une seule fois l'une, celle de la tangente, variable d'un point à lisse toute la courbe adjacente d'un même cAté; Ulèle k l'asymptote, ou k la limite de direction des !St toujours la même en tous les points, et pénètre ^avité delà courbe ; la première résulte d'une rota- >proGhe indéfiniment l'intersection mobile de l'inter- ; la seconde provient d'une rotation inverse, qui, !, écarte indéfiniment l'une de l'autre. Or, ces deux ffêrents d'étabUr l'unité d'intersection tendent à se
confondre, à mesure que le centre commun de ces deux rotations opposées s'éloigne de plus en plus ; et les deux limites partielles coïncident nécessaii*ement quand ce point est à Tinfini. Telle est Texplication générale de Téquivalence fondamentale de deux conceptions qui, sous un certain aspect, semblent d*abord contradictoires.
Quoique cette nouvelle manière d'envisager les asymptotes coïncide géométriquement avec la précédente, la forme qui lui est propre conduit à une méthode analytique très-différente de la première, et ordinairement bien plus commode, mais seulement envers les courbes algébriques. Q suffit ainsi, en effet, pour déterminer les deux coefficients de Tasymptote cherchée y = or -|- 6, d'éliminer y entre cette équation et celle de la courbe donnée / (a;, y) = 0, afin de constituer Téquation
finale,
/ (j?, ûu: -f- ô) = 0,
de façon que deux de ses racines deviennent infinies ; ce qui fournira deux relations, d'après lesquelles on calculera a et 6. Mais, quoique ce principe soit pleinement général, on ne saurait prescrire aucune règle fixe quant à la manière de formuler une telle condition analytique, soit à l'égard des équations transcendantes, soit même envers les équations algébriques surchargées de fonctions fractionnaires et surtout irrationnelles. C'est seulement pour les équations rationnelles et entières, d'un degré quelconque d'ailleurs, et de la forme,
ka^ -f Ba:«»-i + Ca:»"^ -f. etc.. -|- Ka: -f- L = 0,
que l'on peut nettement caractériser d'avance l'existence de
deux racines infinies, en y concevant x remplacé par -, afin
de ramener ce cas à celui des racines nulles. Le lecteur le moins exercé aux spéculations algébriques pourra ainsi consta-
GÉOHÉTBIE PUNE.
ent qu'une première racine infinie suppose annulé le t du plus haut degré, et que ^chacune des autres exigelulation de l'un des coefScienIs suivants, d'après tnrel des exposants. En développant de cette manière i / (x, or + 6) =■ 0, on obtiendradonc les deux con-
A = 0, B = 0, déterminer a et b. Si leur accomplissement entraîne nellement l'annulation d'un on plusieurs des coefBvants C, D, etc., l'asymptote obtenue se trouvera aussi à autant de nouvelles parties de la conrbe. re appréciation decettemélbode et sa judicieuse appliigent également que l'on s'attache k bien interpréter le ces deux conditions algébriques. D'après sa formaremière, A = 0, sera naturellement indépendante lis que l'autre le contiendra avec a ; ce qui pourra leaucoup l'évaluation successive des deux inconnues, le cette circonstancealgébrique correspond il'imporarque géométrique ci-dessus expliquée, que la dispal'une des intersections, en lussant subsister l'autre, i la direction fixe de la droite, quel que puisse &tre cientlinéaire ; en sorte que l'indépendance nécessaire ient angulaire envers celui-ci se trouve ainsi confir- ^tiquement, outre son évidence directe. Cette séparatanée des deux parties de l'opération est donc pleineforme àla nature de laquestion, et constitue l'un des X avantages de la méthode actuelle. Judicieuse- Usée, elle tend à simplifier extrêmement les calun grand nombre de cas. Si, en effet, on procède i l'évaluation propre du coefficient angulaire de ite, suivant l'esprit d'une telle recherche, on pourra •quatloncorrespondante,A = 0,en substituant seule-
ment y = aXy puisque, b n'y devant pas entrer, elle sera la même que pour 6 =» 0. Or, cette substitution monôme, trèsfacile & pratiquer, et d'après laquelle on déterminera a par Tannulation des termes du plus haut degré, équivaut réellement à ce que renferme d'utile une méthode mal à propos qualifiée de nouvelle, où Ton cherche la limite du rapport - pour
y ^\,x infinis, sauf à calculer ensuite, quant au coefficient linéaire, la limite correspondante de y — «a? ; il est aisé de sentir que cette prétendue innovation ne constitue qu'un simple changement de forme dans l'ancienne méthode ; et que cette récente transformation, très-défavorable envers le coefficient linéaire, n'offre véritablement, à l'égard même du coefficient angulaire, aucune utilité qui mérite une mentionplus spéciale, n importe d'autant plus de séparer ainsi habituellement les deux parties de la recherche des asymptotes, que la détermination propre du coefficient angulairecorrespondantconstitue, par sa nature, une question commune à toutes les courbes indéfinies, avec ou sans asymptotes, indiquant, pour chacune d'elles, la limite, toujours utile à connaître, de la direction des tangentes. Enfin, il faut aussi remarquer que cette première notion offrira seule, en beaucoup de cas, une véritable difficulté ; parce qu'une judicieuse discussion préalable de l'équatioD, ou même de la simple définition, imposera souvent aux asymptotes possibles des restrictions spontanées relativement à leur coefficient linéaire, dont il sera dès lors superflu de s'occuper distinctement. C'est ainsi, par exemple, que la double symétrie de l'hyperbole nous avertit aussitôt que, si cette courbe a des asymptotes, elles doivent se croiser symétriquement au centre ; en sorte qu'il sufQra de déterminerleur coefBcient angulaire, par la simple substitution de ax au lieu d'y dans l'équation ci-dessus considérée, ce qui reproduira trèsaisément le résultat déjà obtenu.
GÉOMÉTRIE FLANE.
pliquanl l'ensemble de cette seconde méthode des tes à l'équation
ff' + a:» = 1.
l'équation finale ' + 1) x" + Sa'bx' + Zab'x + (é" — 1) = 0,
fl»-f-l = 0, et3a'ô=0; onduit à a sa — 1, et } =— 0, conrormëment à la preéthode. On voit ici que l'autre terme en x s'annule lément, en sorte que la troisiitme racine ne peut alors £tre pareillement infinie ; ce que nous reconnaîtrons I spécialement conforme à la nature de cette courbe, nptote s'adapte également aux deux parties. Qcore l'équation
î/* + a:* + 3iy-=i; uve les deux conditions
a»-f-l=.0, 3fl*6 + 3a = 0, nent a = — 1 , d =— 1 ; et, par suite, l'asymptote est = 1 : on reconnaîtra semblablement qu'elle convient oute l'étendue de la courbe.
Lioique les deux méthodes générales que nous avons vement établies soient les seules vraiment usuelles que vions appliquer habituellement aux courbes algébri-
ne sera pas inutile à l'instruction logique du lecteur dérer sommairement une autre méthode qui semble très-distincte des deux précédentes, et qui, mieux apne constitue, au fond, qu'une transformation, d'ailllement avantageuse, de notre seconde méthode. Cet
caractéristique pourra contribuer à faire éviter celte )le fécondité, qui, portant essentiellement sur le style
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analytique sans atteindre réellement la pensée géométrique, encombre trop souvent les ouvrages mathématiques d'une vaine répétition de la même notion sous des formes diverses, dont la plupart doivent être écartées.
Le principe de cette troisième méthode reposerait sur Tinfluence algébrique de la coïncidence de Tasymptote cherchée avec Tun des axes des coordonnées. Si Taxe des a: est asymptote, Téquation, devant fournir deux valeurs infinies de a: pour y = 0, devra manquer des deux termes en x du plus haut exposant. Quand cette condition ne sera pas spontanément remplie, elle indiquera que Taxe actuel n'est point une asymptote de la courbe proposée : mais on conçoit qu'un tel effet analytique résulterait du choix de Tasymptote pour axe. Donc, en opérant, dans Téquation donnée, /(x, y) = 0, une transposition d'axes totalement indéterminée, cette substitution,
/ {x' cos X' -f- y! cos Y'+ a, x' sin X'+ y' sin Y'+ 6) = 0,
permettra de discerner les valeurs des constantes introduites a, 6,X', Y', propres à l'accomplissement de celte condition, d'après l'annulation des coefficients totaux des deux plus hautes puissances de x seul ; et l'asymptote cherchée se trouvera déterminée.
En considérant l'ensemble de cette opération analytique, on sent d'abord qu'elle contient d'inutiles complications, puisqu'elle ne fournit que deux équations pour calculer desinconnues qui semblent y être au nombre de quatre. Gela tient à ce que le caractère adopté exige seulement que l'asymptote soit prise pour axe des or, sans rien prescrire envers l'autre axe, ce qui permet et même prescrit de ne point changer celui-ci, en sorte que l'on peut et doitsupposer Y'=9(>* et a = 0; la disponibilité de ces deux constantes ne saurait faciliter en rien l'accomplissement effectif des conditions convenables, et surchar-
'rtçl^'iiî^;'
'li
îi^ t
gérait inutilement les calculs. L'équation précédente se réduit donc, au fond, à
/ {x' cos X', X' sin X' + y' + 6) = 0.
Or, comme on n'y doit finalement considérer queles termes en or' seul, on pourrait encore faciliter leur formation en posant d'avance y' «= 0, ce qui donnera, en dernier lieu, l'équation
/ {x' cos X', X' sin X' + 6) = 0,
où il s'agit d'annuler les coefficients des deux termes prépondérants, afin de déterminer les inconnues X' et 6, qui représentent le coefflcientangulaireet le coefficient linéaire de l'asymptote cherchée. Ainsi dégagée de toute superfiuité algébrique, cette opération équivaut évidemment à former les deux équations propres àla seconde méthode, avec celte unique innovation, nullement favorable, que l'angle X' y entrera maintenant par son sinus et son cosinus, au lieu de sa seule tangente.
Cette appréciation finale d'une méthode qu'un vain appareil analytique présente d'abord très-spécieusement comme distincte, peut suggérer aux élèves et aux professeurs d'utiles rapprochements semblables envers plusieurs autres questions, qu'il ne convient pas de mentionner ici.
52. Aucune de nos deux méthodes n'étant arrêtée par l'indétermination des coefficients dans les équations proposées, pourvu que les exposants soient spécifiés, chacune d'elles, appliquée en sens inverse, conduit aisément à formuler les conditions analytiques de Tasymptotisme entre une courbe, donnée seulement d'espèce, mais inconnue de grandeur ou de position, et une droite entièrement donnée. 11 suffira de chercher, d'après l'équation proposée,
f {x, y, a, 6, Y, S, etc.) = 0,
les coefficients angulaire et linéaire de l'asymptote correspon-
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dante, suivant celle des deux méthodes que Ton croira devoir préférer, etd'en égaler l'expression aux valeurs respectivement indiquéespar la droite donnée. On formera ainsi deux relatioAS tendant à déterminer les constantes inconnues de la courbe a, 6, Y, etc., conjointement avec d'autres conditions déjà formulées, comme des passages ou des contacts : on vérifie ici que toute asymptote équivaut à deux points pour la détermination d'une courbe quelconque, selon Tesprit de notre première théorie, qui reçoit maintenant une nouvelle extension générale. L'opération est donc la même que lorsqu'il s'agissaitde trouver l'asymptote : il n'y a maintenant de changé que la destination ultérieure des deux conditions obtenues, où il n'est plus indispensable alors, si l'on emploie la seconde méthode, de dégager les coefficients de l'asymptote.
Cette question conduit naturellement à la recherche des asymptotes curvilignes d'espèce donnée, dans le cas, seul vraiment usuel, où les courbes proposées seraient toutes deux susceptibles d'asymptotes rectilignes, en y constituant alors la coïncidence de ces asymptotes. Il est d'abord évident que, si la courbe donnée a une asymptote, la courbe cherchée en devra admettre aussi, sans quoi leur asymptotisme mutuel serait contradictoire. Cela posé, un tel asymptotisme pourra toujours être conçu comme consistant en ce que les deux courbes comportent une asymptote commune, etparconséquent cette question rentrera dans la précédente, après avoir d'abord déterminé l'asymptote de la courbe donnée. Si f[x, y) =>0 désigne son équation, <p (^, y, a, 6^ y» etc.) =«0 celledela courbe cherchée, enadoptantla deuxième méthode, on substituera préalablement y = ax-\' b dans la première, afin de calculer, àl'ordinairoi les valeurs de a ei b propres à Tasymptote ; quand elles seront obtenues, on fera la substitution déterminée y «Baa:-|-6dans laseconde équation, et l'annulation des deux
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ulespuissancesyforinuleralescoQâitions nécessaires de ilotisme proposé, qai.ainsi conçu, ne contribuera jamais Time deux points à la détermination de la courbe cber- .'introduction de l'asymptote commune, ultérieuremeat ■e, aura finalement servi à facilîterbeaucoup la formaces deux relations.
1 ne reste plus maintenant qu'à considérer les conditions ptotisme entre des courbes qui ne comportent pas d'aite rectiligne, et qui cependant peuvent être souvent ^otes l'une del'autre, comme il est aisé de le faire sentir niques exemples. C'est ainsi que deux paraboles égales, i sur le même axe, sontnéccssairementasymplotesrnne tre, d'après leur seule définition : la comparaison de ^uatioDS le confirme d'ailleurs très-clairement en mona'il existe alors une différence constante entre les carrés 8 ordonnées, et, par suite, une différence indéfiniment santé entre ces ordonnées elle-mèmes. On trouverait tment que les denx courbes
yt = mxi, et t/f = mxi + n.
icessairement asymptotes l'une de l'autre ; ce qui comme infinité d'exemples distincts quoique analogues,
l'indétermination des exposants p et q.
rincipe fondamental de notre seconde méthode s'adapte ent à la recherche directe des asymptotes curvilignes,
qu'ony définisse convenablement l'asymplotisme. Cette n géométrique doit, en efTet, autant que celle du contact, le offre, au fond, une pure modification générale, être fe comme susceptible de degré, suivant les explications 4, où il suffit ici de remplacer la coïncidence desinters par leur éloignement Jt l'infini. Une droite, toujours inable d'après deux points, ne comporte envers une
courbe quelconque, que le moindre asymptotisme, correspondant à deux intersections inflnies. Mais une parabole, déterminée seulement par quatre points, serait susceptible, à regard des mêmes courbes, d'un asymptotisme plus prononcé, où quatre intersections disparaîtraient. Ainsi le mode ordinaire suivant lequel est posé le problème des asymptotes ne saurait être suffisamment précis qu'envers la seule ligne droite, et constituera, pour tout autre genre d'asymptotes, une recherche nécessairement indéterminée. En s'y bornant, il suffira donc d'éliminer y entre les équations des deux courbes considérées,
f[x, y) = 0, (p {x, y y a, 6, Y, etc.) «= 0,
et d'annuler les deuxpremierscoefficients de Téquationfinalé ; ce qui fournira deux relations entre les constantes inconnues a, 6, Y, etc. de la seconde courbe. Un tel asymptotisme ne contribuera encore que comme deux points ordinaires àla détermination ultérieure de cette courbe.
Quoique ce procédé soit généralement applicable aux courbes algébriques, on conçoit que son usage deviendra souvent impraticable, à cause des difficultés analytiques que suscite l'élimination fondamentale, quand les deux équations . sont assez compliquées pour qu'on ne puisse l'accomplirpar substitution ; ce qui oblige de recourir aux méthodes, spéculativement suffisantes, mais habituellement impraticables, que fournit, à cet égard, l'algèbre supérieure. Tel est le principal motif qui doit faire sentir l'importance de la solution ci-dessus expliquée envers les courbes susceptibles d'asymptotes rectilignes ; et où cet utile intermédiaire permet d'éluder heureusement ces graves embarras algébriques.
Pour que la recherche des asymptotes curvilignes devînt, en chaque cas, aussi précise que ceUe des asymptotes rectilignes, il faudrait y pousser toujours l'asymptotisme jusqu'au
vî**
ii^:
degré marqué par le nombre de points déterminant, comme je Tai expliqué, au n** 44, à Tégard du contact. Alors, par exemple, la parabole asymptote serait celle dont les quatre intersectionsavec la courbe donnée s'éloigneraient simultanément àrinfini ; ce qui fournirait quatre conditions nécessaires, d'après Tannulation des quatre premiers coefBcients de Téquation finale correspondante, où quatre racines devraientàla fois devenir infinies. En rapprochant convenablement ces deux grandes questions géométriques, on reconnaît que la même équation permet de formuler, tantôt chaque degré de contact, tantôt chaque degré d'asymptotisme, en y exprimant qu'un certain nombre de racines deviennent tantôt égales, tantôt infinies, la seconde relation y étant d'ailleurs bien plus facile h constituer que la première.
54. Afin de ne rien omettre d'usuel relativement à cette troisième théorie générale, ilnous reste ày considérer sommairement, à titre de méthode subsidiaire propre à certains cas, un artifice analytique assez étendu ; quoique son importance aitété vicieusementexagérée, son judicieux emploi comportera quelquefois une véritable utilité, pour trouver commodément diverses asymptotes, tantôt rectilignes, tantôt curvilignes. Il repose sur la décomposition de la fonction, algébrique ou transcendante, qui exprime l'ordonnée d'après l'abscisse, en deux parties dont Tune s'anéantisse quandl'abscissey devientinflnie ; l'autre partie représente dès lors l'ordonnée d'une ligne nécessairement asymptote de la proposée. Si, en effet, on a
et qu'on suppose <p (oo ) «= 0, il est clair que la différence de cette ordonnée à celle de la ligne z = f [x) ne peut s'annuler pour X infini sans devoii* finir par décroître indéfiniment pour des valeurs croissantes de x. On conçoit quMl en serait ainsi, à
plus forte raison, si les équations, au lieu de contenir ^etsàla première puissance, en renfermaient d'égales puissances quelconques; puisque Tasymptotisme existerait alors, d'après une remarque antérieure, quand même la différence des seconds membres, au lieu de diminuer, resterait constante : ce qui pourra augmenter un peu la portée de cet artifice, en n'obligeant pas à dégager totalement y. Il faut d'ailleurs reconnaître que, si la fonction ^ [x) est composée de plusieurs termes, on en pourra joindre telle partie qu'on voudra à la fonction /(a:), sans altérer aucunement la remarque fondamentale, et de manière à obtenir de nouvelles asymptotes. Mais il est évidemment indispensable de ne laisser dans la fonction f (2:) aucun terme autre que ceux qui s'annulent pour x infini.
A l'égard des équations algébriques, que nous devons ici avoir essentiellement en vue, cette fonction 9 (a;) se composera de puissances négatives, soit entières, soit même fractionnaires. 11 n'en pourra point exister quand l'ordonnée sera une fonction rationnelle et entière de Tabscisse.En tout autre cas,leur introduction sera spontanée ou deviendra facultative, en développant convenablement les quotients ou les radicaux, suivant les règles de division ou d'extraction. Quoique ces développements doivent ordinairement faire naître une suite infinie de pareils termes, cette circonstance ne saurait, évidemment, opposer aucun obstacle à la détermination des asymptotes correspondantes; pourvu qu on n'y omette aucun des termes à exposants positifs^ on y pourra comprendre autant et aussi peu qu'on voudra des autres. Par exemple, envers l'équation y*-f- a:'= 1, considérée ci-dessus, on aurait y = — y/ar* — 1, et Textraction de la racine ne donnerait que le terme x affecté d'exposant positif; ce qui reproduirait aussitôt l'asymptote y =» — or, déjà obtenue.
Outre sa restriction évidente, cet expédient analytique est
GÉOKËTRIE PLANE.
.imparfait eoceque la nature des asymptotes n'y saue racultattve, en sorte que le plus souvent il indiquerait rbes fort oiseuses, sans déterminer les asymptotes rec- :, qui seules peuvent habituellement offrir un véritable Hais il importe néanmoins de connaître un tel artifice, 1 faire un judicieux emploi dans les cas qui le permet- ;omme nous aurons lieu d'en citer ultérieurement quel- :emples remarquables, au delà même des équations du degré, trop exclusivement considérées à cet égard.
CHAPITRE IV
Théorie dcx diamètres.
«nglemps borné au cercle, pour y désigner toute droite '. au centre, ce nom indique maintenant, envers une quelconque, la ligne, quelquefois droite, mais ordinalcourbe, qui y réunit les milieux d'une suite de cordes les ; définition qui, dans le cas du cercle, reproduitsponntla notion primitive. ATégarddes courbes susceptibles plus de deux points en ligne droite, chaque corde ne jamaisque deux points ; seulement elle présentera alors de milieux qu'il existera decombinaisonsbinaires entre les intersections ; ce qui pourra souvent faire prévoir lite inférieure du degré de l'équation du diamètre, alors illement supérieur à celui de l'équation donnée. que les divers diamètres relatiTs aux différents systèmes les d'une même courbe ne soient pas toujours d'une Espèce géométrique, au point que les uns peuvent être )les droites, tandis que les autres sont des courbes plus
compliquées que la première, ils comportent néanmoins une commune équation, où le coefOcient angulaire de ces cordes reste indéterminé, en sorte que ses valeurs spéciales y produisent tous les diamètres particuliers, quelque distincts qu'ils puissent être, d'après Tinfluence analytique plus ou moins intime de cette constante caractéristique. C'est une telle équation générale qu'il s'agit maintenant de déduire de celle de la courbe proposée.
Bien qu'il convienne de traiter ici cette nouvelle théorie géométrique avec toute la généralité possible, il faut cependant reconnaître que, par sa nature, elle ne saurait offrir, comme les théories précédentes, et aussi comme les suivantes, un égal intérêt envers toutes les courbes. En effet, l'étude des diamètres ne contribue réellement à faire mieux connaître chaque courbe que quand ces lignes sont beaucoup plus simples que celle qui les engendre, et surtout lorsqu'elles sont droites. Or, au contraire, les diamètres constituent presque toujours, comme on le sentira ci-dessous, des courbes plus compliquées que celle d'où ils proviennent; et c'est seulement envers les courbes du second degré qu'ils deviennent indistinctement rectilignes (*j. Cette théorie n'a donc pas, en général, autant d'importance géométrique que les six autres traitées dans cette seconde partie.
On peut l'instituer d'après deux méthodes analytiques bien distinctes, quoique également générales, au moins envers les courbes algébriques, l'une très-naturelle et fort directe, mais d'une application trop pénible, l'autre trop artificielle et trop détournée, mais finalement plus usuelle.
56. La première méthode, facile à concevoir, consiste à formuler spontanément chacune des conditions de la définition, en introduisant, comme variables auxiliaires, sauf leur élimination ultérieure, les coordonnées x', y\ et a:", y'\ des deux
{*) Voir la note i rectificative à la fin du volume.
^Jd:
extrémités d'une quelconque des cordes considérées. En nom* mant t eiu les coordonnées indéterminées d'un point du diamètre, et m le coefficient angulaire des cordes correspondantes, on aura d'abord ainsi les trois équations fixes
auxquelles se joindront naturellement, en chaque cas, les deux équations spéciales
exprimant que les points introduits appartiennent à la courbe donnée / (x, y y) e» 0. U suffira donc d'éliminer, entre ces deux groupes d*équations, les quatre variables auxiliaires ^\y 'i^*'i y"i pourobteniraussitôtréquation finale9(/,M,m)«=0, propre à Tensemble des diamètres considérés. Quoique le premier groupe ne se compose que d'équations du premier degré, la double éliminationà laquelle devraprésider le secondgroupe deviendra souvent presque impraticable, quand la courbe donnée sera d'un degré un peu élevé, même avec un petit nombre de termes. On sait d'ailleurs que l'extrême imperfection de l'analyse mathématique ne permettrait presque jamais une pareille opération envers les courbes transcendantes, si une semblable recherche y pouvait offrir un véritable intérêt.
Un seul exemple caractérisera suffisamment cette méthode, sauf ses embarras analytiques, qu'il est aisé de concevoir en général, et que le lecteur devra spécialement sentir par quelques exercices spontanés. Soit la courbe y = x*; les deux équations variables seront ici y' = a;'*, y" =5: "• : en y ayant égard, les équations fixes deviendront
entre lesquelles il reste à éliminer vP* et x'\ Or cette élimina-
lion s'accomplira aisément par substitution, d'après la combinaison des deux équations extrêmes, qui donne
il en résulte finalement, pour l'ensemble des diamètres, Pé-
quation •
y e=i Zax — Sx»,
en reprenant la notation habituelle des coordonnées, quand elle ne comporte plus d'équivoque.
Si Ton voulait seulement exécuter un semblable calcul envers les courbes y =ar* ou y^ = ar*, fort peu différentes de la précédente, on éprouverait des difficultés algébriques trèsconsidérables.
57. Tout Tartiflce de la seconde méthode repose sur cette observation évidente que les deux extrémités de chaque corde acquièrent nécessairement des coordonnées égalesausigne près quand on place Torigine des axes au point 'correspondant du diamètre. Ainsi les points du diamètre peuvent être réciproquement caractérisés par cette aptitude analytique, qui ne saurait convenir à d'autres. Si donc on opère, dans l'équation donnée / (a:, y) = 0, un déplacement d'origine indéterminé, par la substitution accoutumée àGt-\' xeiU'-\-y b\x lieu de a: et y, il faudra chercher la relation entre t et w propre à rendre la nouvelle équation f{t -{-x,u-{- y)= 0 susceptible de fournir pour j:, et dès lors pour ^, deux valeurs égales au signe près, quand on y supposera y => mx^ équation de la corde correspondante. En conséquence, la question consistera finalement, après avoir changé, d'abord ar en t -\-x et y en u -f- mx^ à découvrir la condition d'une telle opposition algébrique entre deux racines de l'équation
/ (/ -f a:, w + mx) =» 0, où / et u figureront, à titre de constantes arbitraires, parmi
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ers coeffldentB. Or pour résoudre ce problËme d'alil BurSra de cocslituer la divisibilité du premier mem- 'Mie ëquslion par un binôme du second degré a^ — a'. aatioD de l'indéterminée auxiliaire », qui désigne ici se spéciale du couple de points considérés, entre les quations que fournira l'annulation accoutumée du u premier degré, conduira à la relation cherchée m) =• 0, qui, géométriquement envisagée, constitue on générale des diamètres de la courbe proposée.
méthode, quoique souvent pénible, sera beaucoup aborieuseque la précédente, comme n'exigeant qu'une imination, au lieu de deux, entre des équationsde degré ur, malgré que leur composition doive y être plus juée qu'auparavant.
par exemple, la courbe y=x*. En y substituant t-]-x mx, au lieu de x et y, on a finalement l'équation
+ kla^ + &t*x* + {4C — m) 3: + [(* — «} = 0, igit d'exprimer la divisibilité parx* — «', ce qui donne, mplissant la division, les deux équations
>_m + 4/«»=0, ï* — M + «» (6ï» +«')«= 0. nation de «• y conduit aisément h l'équation générale mètres
lQx»y = m» + lôffLC* — 64a:*, ip plus compliquée, comme on voit, que celle de la primitive.
rs les courbes du second degré, cette seconde méthode te spontanément une extrême simplification que nous remarquer déjà. Ou y est alors dispensé, en effet, de la 1, et surtout de l'élimination consécutive, qui en con- 9 principal embarras algébrique. L'équation en x étant
seulement du second degré, la condition analytique fondamentale y devra directement consister dans Tabsence des termes du premier degré. Tout le calcul se réduira donc, en ce cas, à la simple substitution préalable de / -4- ^ et m -j- '^^ au lieu de X eiy; l'équation générale des diamètres résultera aussitôt de Fannulation du coefficient total de la première puissance de x.
58. Pour procurer convenablement à Tétude effective des diamètres toute Futilité qu'elle comporterait dans la géométrie comparée, il importerait beaucoup de pouvoir suffisamment constituer la théorie inverse qui nous permettrait de ne poursuivre une telle appréciation géométrique qu'envers les courbes dont les diamètres offriraient une assez grande simplicité, qui maintenant ne saurait être facultative. Ce retour de Téquation commune des diamètres à celle de la courbe primitive constituerait donc, en général, une question plus intéressante que la recherche directe. Mais, dans Tétat présent de la science, nos ressources sont, à cet égard, comme je vais Texpliquer, extrêmement bornées, par suite d'une grave lacune analytique, d'ailleurs très-f&cheuse en plusieurs autres occasions.
La nature éminemment simple et directe de la première méthode, la rend seulepropreà une telle inversion, qui semble devoir s'y borner à substituer les formules fixes dans l'équation donnée «p (/, t/, m) = 0 pour l'ensemble des diamètres. Mais, quoiqu'ayant ainsi éliminé les coordonnées du diamètre, et introduit celles de la courbe, on ne saurait envisager ce résultat
comme constituant réellement l'équation de la courbe primitive, parce qu'il s'y trouve à la fois deux points indéterminés de cette coqrbe, au lieu d'un seul. Néanmoins, on en déduirait
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oaeat l'équation cherchée, si l'on y poavait séparer ces its, eo sorte que chaque membre se rapportât à un couple [ue de coordonnées : car, les deux couples y devant tou- 8 entrer spontanémentde la même manière, cette équation idrait la forme
indiquerait qu'une certaine fonction des coordonnées cone une valeur invariahle eu passant d'un point quelconque 1 courbe demandée à un autre point quelconque; t'équade cette courbe serait donc finalement
f{x,y) = c, [instante c y devant rester naturellement arbitraire, puischaque système de diamètres peut correspondre à une iné de courbes distinctes, quoique analogues, ^uteladifficullé réelle de la théorie inverse des diamètres ^duitdonc finalement à ceproblème purement analytique: i groupes de variables entrant identiquement dans une ition donnée, transformer cette équation afm que chaque ibre n'y contienne qu'un seul groupe. Mais l'analyse ac- £ ne présente réellement aucun principe propre à instituer ttlcul de séparation. On ne saitjusqu'ici séparer les groupes ntanl qu'ils ne coexistent pas dans les mômes termes : il t alors de transposer convenablement d'un membre k ,re, suivant la règle analytique la plus élémentaire. Il est de sentir combien rarement pourrontBuffiredesressources i étroites.
jur en citer un seul exemple caractéristique, proposons- 1 de trouver la courbe dont tous les diamètres sont des is droites, perpendiculaires aux cordes correspondantes, )Dvergeant en un même point, où nous placerons l'origine, uation des diamètres sera ici
/ + mw ==. 0,
qui fournit, entre deux points quelconques de la courbe cherchée, la relation,
Or, comme les termes où les points seraient mêlés 8*y détruisent spontanément^ une facile transposition l'amène aussitôt à la forme
ce qui donne finalement, pour la courbe demandée, Téquation
où l'on reconnaît, conformément à la nature du cas, un cercle de rayon arbitraire.
59. La grande complication habituelle des calculs relatifs à la formation de l'équation générale des diamètres, même en suivant la meilleure marche, et l'évidente inutilité d'une telle recherche envers la plupart des courbes, doivent faire attacher beaucoup de prix à une commode détermination spéciale des diamètres rectilignes, seuls ordinairement susceptibles d'un véritable intérêt, sans être obligédeles déduire de cette équation commune, où ils seraient d'ailleurs nécessairement compris. Or, il est facile d'instituer cette importante méthode subsidiaire^ d'après les formules relatives à la transposition des axes, en se fondant sur rinflucnce analytique des diamètres rectilignes, quand onprend chacun d'eux pour axe des abscisses avec des ordonnées parallèles aux cordes correspondantes. La seule définition des diamètres conduit aisément à reconnaître, comme j'ai eu plusieurs occasions de l'indiquer dans la première partie de ce traité, que l'équation doit alors renfermer seulement les puissances paires de l'ordonnée, afin que les valeurs de celle-ci puissent être deux à deux égales au signe près pour chaque valeur de l'abscisse, suivant un caractère essentielle-
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ilogne à celui qui forme la base de la seconde méthode . Une telle aptitude analytique pouvant donc suflire iriser les diamètres rectilignes, on les obtiendra, par spositioD d'axes indéterminée, d'aprËs les formules
;os X -|-y'cos Y + a, y^ z' sin X' -f y' sin Y '+ b,
:iens axes sont rectan^laires, en cherchant à disposer tantes angulaires ou linéaires ainsi introduites pour , dans l'équation proposée, tous les termes distincts ux'puissances impaires de y' résultées de cette subsli- )uand des valeurs réelles et Unies de ces diverses conauront pu remplir toutes ces conditions, la courbe : admettra des diamètres rectilignes, envers chacun
on connaîtra ainsi un point, sa direction, et celte des «rrespondantes. Au cas contraire, l'absence de tels is sera pareillement constatée.
le ce caractère analytique ne dépend aucunement de la de l'origine, pourvu qu'elle reste sur le diamètre, on pour abréger les calculs, supprimer l'une des coninéaires a ou b, sans diminuer réellement la faculté de iauxconditionsproposées, puisque cela revient à placer
à rintersectioD du diamètre cherché avec l'un des iiels. Ainsi, les constantes arbitraires introduites sont . seulement au nombre de trois, et ne permettront par snt d'annuler à volonté que trois des puissances im. 3 la nouvelle ordonnée. Si donc l'équation donnée en
davantage^ le problème sera ordiosirement impoà- !st ce qui a lieu dèsle troisième degré, où les condi- ?aientdéjàau nombre de quatre, à cause des termes
y', x', et y*; cette disproportion se prononce enplus en pins, à mesure que le degré s'élève. En consik cet égard, l'ensemble des courbes algébriques, on
voit donc que rexislence des diamètres rectilignes, sans jamais être impossible en aucun degré, devient de plus en plus exceptionnelle au delà du second. Mais, pour celui-ci, les conditions y étant seulement au nombre de deux, le problème est, au contraire, indéterminé, et il existe une inGnité de diamètres rectilignes, ou plutôt ils le sont tous ; puisque, la direction des cordes reçtant arbitraire, on pourra encore suffire aux conditions convenables d'après la seule disponibilité des deux constantes, angulaire et linéaire, propres au diamètre correspondant.
Une telle méthode de détermination spéciale des diamètres rectilignes conduit aussitôt, d'après une légère modification, à déterminer aussi les axes géométriques proprement dits, c'està-dire, les droites autour desquelles une courbe est symétrique ; car ces droites constituent évidemment de simples diamètres rectilignes, qui ne se distinguent des autres que par leur perpendicularité aux cordes correspondantes. On aura suffisamment égard à cette circonstance caractéristique, en employant, dans la substitution fondamentale, les formules
x=^x' cos X' — y' sin \' + a,y = x' sin X' -f y' cos X' + b,
où Ton a exprimé la rectangularité des nouveaux axes. Les conditions ordinaires ne pourront donc ici être remplies qu'à Taide des deux constantes arbitraires relatives à Taxe cherché : en sorte que Texistence de tels axes sera, en général/ encore plus exceptionnelle que celle des autres diamètres rectilignes ; leur situation deviendra même déterminée pour le second degré, sauf le seul cas du cercle, où cette anomalie analytique est aisément explicable.
Quand Taxe d^une courbe a été trouvé, et qu'il est placé de manière à la rencontrer, cette intersection constitue une espèce remarquable de points singuliers, dont la vraie nature dépend
ensuite de la direction correspondante de la tangente. *D*aprës la symétrie supposée, cette direction ne peut être, évidemment, que celle de Taxe ou sa perpendiculaire, à moins qu'il n*y ait deux tangentes symétriquement placées autour de Taxe . Le point cherché sera donc un point de rebroussement dans le premier cas, un nœud dans le dernier, et ce qu'on nomme un sommet dans l'autre cas.
CHAPITRE V
Théorie des centres.
60. Pour étendre convenablement cette dénomination géométrique, longtemps bornée au cercle, il suffit de restreindre à la seule comparaison binaire des points directement opposés la notion d'équidistance, d'abord absolue, qui en constitue le caractère essentiel ; en sorte que le centre d'une courbe est, en général, le milieu de toutes les cordes qui y passent, quelles que soient d'ailleurs leurs longueurs relatives. Un tel point est nécessairement unique dansles courbes algébriques proprement dites, que nous devons ici avoir principalement en vue, puisqu'elles ne peuvent offrir qu'un nombre limité de points en ligne droite. Mais, au contraire, celles des courbes transcendantes qu'une droitepeut couper en une infinité de points présenteront quelquefois une infinité de centres, comme nous aurons lieu, par exemple, de le constater ci-dessous envers les courbes y =3 sin a:, y «=» tang a:.
Il serait superflu d'insister ici sur l'importance évidente d'une telle recherche, puisque la détermination du centre d'une courbe, ou même la certitude qu'elle n'en comporte pas, dai-
vent certainement contribuer beaucoup à mieux indiquer sa figure générale.
Cette question admet, en général, deux méthodes très-distinctes ; l'une très-naturelle, mais trop compliquée, qui la rattache à Tétude des diamètres ; Tautre plus indirecte, mais bien plus simple, et seule vraiment usuelle, qullui est spécialement propre.
61. Le principe de la première méthode consiste à regarder le centre d'une courbe comme le point de concours nécessaire de tous ses diamètres quelconques : car, en rapprochant les deux définitions, on conçoit aussitôt que, si une courbe a un centre, chacun de ses diamètres y devra passer ; et, réciproquement, si tous les diamètres d*une courbe ont un point commun, ce point sera, par cela même; le centre de la courbe. Sous cet aspect^ la théorie analytique des centres consisterait à juger, d'après Téquation générale des diamètres delà courbe proposée, formée suivant les règles du chapitre précédent, si ces divers diamètres convergent indistinctement en un point unique. Quand cette convergence se fait à l'origine des coordonnées, la seule inspection de l'équation des diamètres l'indique aussitôt, par l'absence constante du terme indépendant des deux variables. C'est ainsi, par exemple, que, pour la courbe y ™aî^, l'équation générale des diamètres, obtenue au chapitre précédent, y=s3ma;— 8x*, montre que son centre est à l'origine, puisque, quel que soit m, le diamètre y passera toujours. Mais, lorsque ce concours s'opère en un point quelconque du plan, un calcul spécied, et souvent pénible, devient indispensable à sa manifestation. Il faut alors attribuer au paramètre angulaire m. qui, dans Féquation générale, distingue les divers diamètres, deux différentes valeurs indéterminées m' et 7n'\ et chercher ensuite lescoordonnéesdupointcommun à ces deux diamètres quelconques, qui peuvent représenter toutes les combinaisons binaires
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;b diamètres proposés. Si les valeurs de ces coordonnées coma unes, simpliGées autant que possible, deviennent finalement dépendantes de m' et m", la courbe aura un centre, dont ces ileurs détermineront la position, puisque l'universelle consrgence des diamètres y sera ainsi constatée. Quand, au conaire, on aura reconnu que ces valeurs ne peuvent être renies indépendantes de m' et ni", comme il arrivera le plussoumt, chaque couple de diamètres ayant alors son intersection 'opre, il sera certain que la courbe manque de centre. Soit, par exemple, la courbe y' — x;/ ~\- x = 0. Ea y applilant la seconde méthode des diamètres, on trouvera aisément
le leur équation générale est y ^ . Or, si l'on y fait
icce8sivementm = m', m ta m", on trouve d'abord que l'ab-
isse commune est — -, fraction indépendante de m
m', et toujours égale k 2 : mats il faut, en outre, s'assurer
un pareil caractère envers l'ordonnée correspondante, que
m trouve, en effet, exprimée dès lors par r — , — --■ La
lurbe a donc un centre, dont l'abscisse est 2 et l'ordonnée 1. Considérons encore la courbe y* — %xy + x> — x ■= 0.
ule inspection montre que tous les diamètres sont des droites irallèles ; d'ofi il suit aussitôt que la courbe manque de ntre.
Une telle méthode deviendra souvent presque impraticable i delà du second degré, puisque, outre la formation, frélemment pénible, de l'équation générale des diamètres, qui a d'ailleurs, en elle-même, aucune autre utile destination lométrique, elle exige une élimination oi-dinairement très-
laborieuse, entre des équations qui sont toujours plus compliquées que celle de la courbe donnée. Je n'ai donc mentionné ce premier moyen que comme conséquence naturelle de la théorie établie au chapitre précédent. C'est uniquement d'après la seconde méthode qu'on devra procéder habituellement à la détermination des centres.
62. De la seule définition du centre, il résulte aussitôt que, si on prend' ce point pour origine des coordonnées, quelle que soit d'ailleurs la direction ou Tinclinaison des axes, tous les points de la courbe auront deux à deux, des coordonnées égales et de signe contraire ; en sorte que l'équation ne devra pas changer quand on y changera simultanément les signes des deux variables : il est pareillement évident, en sens inverse, que la vérification d'un tel caractère analytique permet d'assurer que l'origine correspondante est le centre de la courbe. Tel est le principe général sur lequel repose la méthode la plus propre à la recherche des centres. C'est ainsi que, à la simple inspection des équations y = rc', y = sin rc, y =tang a:, on reconnaît que ces courbes ont pour centre l'origine des coordonnées. Quand le changement de a; en — rc et y en — y altère l'équation proposée, cela peut tenir ou bien à ce que la courbe manque réellement de centre, ou bien à ce qu'il est placé ailleurs qu'à l'origine. Mais, comme une telle propriété analytique est toujours possible envers une certaine origine si la courbe a effectivement un centre, on dissipera totalement cette incertitude d'après un déplacement d'origine indéterminé, en substituant X'\-a9Xy -\- b ^yy lieu de x et y, afin de disposer des constantes arbitraires a et 6 ainsi introduites pour que l'équation supporte sans altération le changement simultané du signe des deux variables. Lorsqu'une telle condition sera convenablement satisfaite , la courbe aura un centre, dont les
valeurs correspondantes de a et 6 détermineront la position :
so
m contraire, aucun système de valeurs réelles et finies eux constantes ue rendra l'équation susceptible d'une ilitude, on sera pareillement assuré que la courbe de centre,
méthode, aussi simple que générale, ne convient pas iix équations transcendantes qu'aux équations algé- On peut ainsi constater, par exemple , envers les y=>sin X, yeatangi, que tous les points, en nombre 1 elles coupent l'axe des z, constituent autant de vérisntres ; puisque, en y plaçant l'origine, par la substi- IX + «, x + 2n, ...x + nit, au lieu de x, cbacune de tions continuera à Jouir de la propriété analytique qui ise le centre : ces courbes étant, en effet, composées Qniié de parties identiques, d'après la périodicité des s correspondantes, il serait géométriquement impostroaver, à cet égard, aucun motif de préférer une [lie de ces intersections à toutes les autres, isidérant spécialement les courbes algébriques, on y nuler davantage la méthode des centres, si l'on apprénce l'influence générale du changement de signe des iables sur les quatre sortes de termes qu'elles peuvent , suivant les types Ax", By", Cx'.y', D. Les deux prelangeront de signe ou resteront inaltérables selon que it de leur unique variable sera impair ou pair. Quant les ot les variables coexistent, la règle sera encore la n estimant le degré, comme de coutume, par la somme L exposants : car, si ce degré est impair, l'un des facmra pas varié, et le changement de signe de l'autre ra celui du produit ; si, au contraire, le degré est pair, n des facteurs n'aura varié, ou ils auront à la fois le signe, en sorte que le produit ne sera jamais altéré. } de cette appréciation que l'équation ne pourra sup-
porter sans altération le changement élémentaire qui caractérise le centre qu'autant que ses divers termes seront tous de degré impair ou tous'de degré pair, en comprenant le terme constant parmi ceux de degré pair. C'est donc à faire disparaître les termes de degré impair, si Téquation est de degré pair, ou les termes de degré pair, si son degré est impair, qu'U faudra destiner le déplacement d'origine propre à déterminer le centre, puisque d'ailleurs le degré de l'équation ne saurait varier.
Si Ton envisage l'ensemble des cas, cette méthode indique aussitôtque l'existence d'un centre estnormaledans les courbes du second degré, où il faudra enlever ainsi seulement les deux termes du premier degré, ce qui sera ordinairement possible en disposant convenablement des deux constantes arbitraires aeib: ce ne sera que par exception que la courbe manquera de centre, quand les valeurs de ces constantes deviendront infinies. Mais, au contraire, dès le troisième degré, et ensuite toujours davantage, les courbes pourvues de centre constituent nécessairement une exception de plus en plus rare à mesure que le degré s'élève, parce que le nombre croissant des conditions à remplir y excède progressivement le nombre fixe des quantités disponibles.
Quant à la situation générale du centre, il résulte de cette méthode que, dans toutes les courbes de degré impair, le centre est inévitablement placé sur la courbe, puisque, en y transportant l'origine, le terme indépendant des deux coordonnées figure alors parmi ceux qui doivent disparaître. La suppression de ce terme n'étant pas obligatoire lorsque le degré est pair, le centre pourra donc, en ce cas, ne plus appartenir à la circonférence de la courbe, sans qu'une telle position y soit d'ailleurs impossible.
63. Tous les calculs qu'exige la méthode précédente pouvant également s'accomplir malgré l'indétermination, non des ex-
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ibU, mais des coefGcients, on pourra l'appliquer, en sens rse, h formuler les conditions nécessaires pour qu'une 'be, connue seulement d espËce, aiL son centre en un point lé. Si a et 6 désignent les coordonnées de ce point, il ra d'opérer, dans l'équalion proposée /{a:,y,«,6,7,J,.,.)=^, lîislitutioa alors déterminée de x+a et y + A au lieu de y, aÛn d'annuler ensuite le coefficient total de chacun des les qui doivent ainsi disparaître ; ce qui Tournira autant de ions propres à spécifier, conjointement avec d'autres conns quelconques, les constantes inconnues, «, 6, y, î, etc. relations seront, par exemple, au nombre de quatre dans équation du'troisiëme degré, où il faudra supprimer les . termes du second degré et le terme constant ; ellesdevient de plus en plus nombreuses à mesure qne le degré s'é- ■a.
1 sujet d'un tel accroissement, il importe de dissiper l'obon très-naturelle qu'il semble d'abord présenter contre le ;ipe général, établi au premier chapitre de cette seconde e, sur la manière dont les points singuliers, quelle que eur nature, contribuent nécessairement à la détermination tourbes. Selon ce principe, le centre d'une courbe, en tant point singulier, ne devrait jamais compter que pour deux itions déterminantes; tandis que, suivant notre appréciaspédole, il paraît devoir en fournir quatre dans le troie degré, sis dans le quatrième, etc. Mais cette apparente ?adiction ne résulte que d'un jugement trop confus, otiTon ïue & la situation donnée du centi'e ce qui provient unilenl de sa simple existence, alors plus ou moins exceplelle. Dans le troisième degré, par exemple, l'existence du e, en quelque lieu qu'il se trouve, exige deux relations I les coe^cients de l'équation générale ; ces relations, qui ilètent la définition de la courbe, doivent y être toujours
prises en considération, quand m^tme son centre ne serait pas connu ; de même que, en sens inverse, Tabsence de centre fournirait une condition déterminante envers une courbe du se- .cond degré. Si donc la courbe du troisième degré que Ton considère est, en effet, du petit nombre de celles qui onl un centre, comme cela doit être pour qu'une telle question soit raisonnablement posée, ces deux conditions se trouveront identiquement satisfaites, et la position du centre donné ne fournira véritablement que deuxi*elalions entre les paramètres inconnus. Mais, si, au contraire, on n'avait pas ainsi spécifié la courbe proposée, et qu*on se fût borné à indiquer son degré, tout en lui imposant un centre, ces deux premières conditions, indépendantes de la situation spéciale de ce centre, quoiqu'alors elles ne fussent plus identiques, ne représenteraient qu'un simple complément de définition, indispensable à la nature du problème, et servant à développer suffisamment une circonstance trop implicitement supposée dans Ténoncé. En un cas quelconque, la position particulière assignée au centre ne fournira jamais, par elle-même, que deux relations déterminantes, conformément à la théorie fondamentale du chapitre premier.
CHAPITRE VI
Théorie de la similitude des courbes.
64. La notion de similitude convient évidemment, par sa nature, à toutes les figures possibles, envers lesquelles les observateurs les plus étrangers à la géométrie rationnelle emploient journellement les qualifications de semblables ou dissemblables, en y attachant un sens, vague et confus peut-
GËOMËTRIE PLANE.
aals au fond essentielleraent juste. Quand les géomi Ispëcialementemparés de cette cooception universe inée pour la systématiser convenablement après l'i lent analysée, ils ont dû considérer premièremen 1 purement rectilignes, dont les éléments sont din appréciables, ainsi que les lois de leur assemblage. ' la similitude se montre avec une pleine évidence coi tant dans l'égalité des angles respectifs et la propor des cAtés homologues : toute l'élaboration scientl consister, à cet égard, qu'à réduire au moindre noi le les conditions d'une telle âéRaitioii ou apprécia d envers les triangles, et ensuite pour les polygones i es, suivant les explications de la géométrie élément s'agitmaintenantd'étendreconvenablementauxdiv< ;s planes ces notions primordiales, aQn de décou ique cas, les conditions précises de la similitude, o ter que l'identité d'espèce n'exige aucune relation [ s ; question dont il serait superflu de faire ici ress isément la haute importance, premier aspect, une telle extension semble ne poi er, en général, que d'après l'analyse transcendante, sidérant les courbes comme des polygones d'une in tés infiniment petits, permettrait d'y exprimer dis t l'égalité directe des angles et la proportionnalité sans être alors arrêté par la nature infinitésimale t des autres. Mais un examen plus approfondi de tante théorie géométrique conduit k reconnaître 'se ordinaire suffit réellement à l'instituer d'une mai ussi générale et beaucoup plus commode. Il faut si pour cela, choisir convenablement, parmi les propr ielles des polygones semblables, celles qui sont susc i devenir immédiatenientappréciableBenversles cou
sans exiger la considération de côtés inflniment petits et d'angles infiniment obtus, et en réduisant l'inévitable notion de l'infini à n'influer que sur le nombre des sommets, à l'égard desquels l'uniformité de leur caractère analytique permet aisément de surmonter une telle difficulté, d'après le simple examen d'un point indéterminé, propre à les représenter tous, suivant un artifice logique déjà familier, à beaucoup d'autres titres, en géométrie analytique.
On ne peut d'abord employer à cet indispensable office la proposition fondamentale, trop exclusivement mentionnée dans l'enseignement habituel de la géométrie élémentaire, sur la décomposition des polygones semblables en triangles semblables. Car, en l'étendant aux courbes, cette décomposition offrirait, comme la définition primitive elle-même, quoiqu'à un moindre degré, l'inconvénient capital d'obliger à considérer des angles et des côtés infinitésimaux. Mais, la théorie de la similitude des figures rectilignes fait aussi connaître, à leur égard, deux autres propriétés générales, dont chacune est, par sa nature, éminemment propre à s'étendre aux courbes, comme spontanément exempte d'un tel vice ; de manière à pouvoir fournir ensuite, plus ou moins commodément, un fondement suffisant à la théorie analytique que nous voulons constitueriez
65. D'après la première de ces propriétés, les contours semblables ont leurs divers sommets déterminés par des triangles respectivement semblables ayant tous, dans chaque figure, une base commune; et réciproquement deux figures ainsi construites seront nécessairement semblables, quel que soit le rapport de ces deux bases homologues. Les côtés let les angles de ces triangles artificiels, indépendants de lafigure proposée, restant naturellement finis quand le polygone devient infinitésimal, rien n'empêche d'étendre aux courbes un tel caractère, avec la seule obligation de l'y vérifier envers un point indéterminé, comme le
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toujours raDiformilé de la définition, géométri^e ou ue, afin d'éviler l'embarras direct d'un nombre infini s. C'est ainsi, par exemple, qu'on démonlrerait aisésimilitude constante de deux cercles, surtout en y prerbasesdeuxdlamËtresrespectirs.puisqueles triangles, constamment rectangles, se trouveraient spootauénblables, en ne comparant entre eux, suivant l'esprit Ëorëme, que des points pour lesquels un des angles à iïrirait, de part el d'autre, la même grandeur. era pas dirUcile de formuler analytiquement celte preléorïe, quand on aura d'abord convenablement adopté :s homologues, dont le choix pourra presque toujours beaucoup sur la simpliUcalion des calculs. Soient = 0, /s (ar, y) =0, les éqnalions des deux courbes , de mÈme espfece, AMBM, A'M'B'N', (fig. 37), dont jprécierla similitude. Apres y avoir choisi deux bases ^es, AB, A B', par exemple, on mènera, par une lé A de la première hase, une droite AM formant avec ïngle arbitraire, ayant une tangente indéterminée m ; 'offre aucun embarras, suivant la théorie analytique ne droite. Calculant ensuite les coordonnées du point e coupe la courbe, on en déduira, conformément à Is léorie préliminaire, la tangente de l'inclinaison de la I sur la droite BM qui joint son autre extrémité B k ersection : cette tangente sera finalement une fonction lée de la constante arbitraire m. Une seconde fonction 3 de la même constante résultera d'un pareil calcul autre courbe. Dès lors, les angles en A et A' ayant été iix, la similitude exigera la coïncidence de ces deux s, quel que soit m, afin d'exprimer l'égalité nécessaire es en B et B',et par suite la similitude continuelle des > HAB, H'A'B', envers un point quelconque de chaoue
coarbe comparé à son homologue de Tautre. Ainsi, les relations que pourra exiger une telle identification entre les constantes des deux équations proposées constitueront aussitôt les conditions de similitude propres aux courbes correspondantes : et, si celles-ci devaient être toujours semblables, par cela seul qu'elles appai*tiendraient à Tespëce donnée, on le reconnaîtrait aussi^ en constatant alors Tidentité spontanée des deux fonctions obtenues.
Supposons, par exemple, quil s'agisse de deux ellipses ou de deux hyperboles, d'après la définition du n^ 19. En prenant pour bases respectives des deux séries de triangles les lignes, OA, OA', {fig. 38), évidemment homologues, qui joignent chaque point fixe A ou A' au centre correspondant, et concevant ces lignes superposées, les équations des deux courbes, relativement aux axes accoutumés, seront
et leur parfaite analogie permettra de n'exécuter qu'envers l'une seulement le calcul prescrit. Menant donc de 0 une droite arbritairement inclinée sur la base OA, son équation sera y^^mx^ et les coordonnées de son intersection M avec la courbe seront
c j c^ — dP me I c^-'-cfi
La tangente de l'inclinaison de la base sur la droite qui joint ce point M à sa seconde extrémité A, ne sera ici que le coefficient angulaire de cette ligne MA; et, par suite, on aura finalement
me v/c* — cP tang,<p =
c c* — d* — d v/wac*-4- c* — d*
près un pareil résultat envers l'autre courbe, il f r la alnûlitude, qu'on ail identiquement
c ^/c' — d* _ c'y/c* — rf''
1 que soit m : or il est aisé de constater qu'une telle
exige la condition -, = j,- U n'y a donc d'ellip;
^ei'bolesseoiblablesquecellesotilesdeuxdiniensioni luées dans cette définition sont respectivement propo
onsidérouB encore l'exemple de la parabole, d'après ion du 11° SO. En prenant pour bases les droites 01 , 39] qui joignent chaque point fixe au sommet, et I lleurs coïncider les axes et les sommets desdeux para uènera encore,de l'origine 0, une droite hrbitrairey= t l'intersection M avec la première parabole y* c=>2(£:
ï X = — ^, y = — .En joignant ce point M à l'autre
é F de la base, on aura tang. ç ==x^ %■ Or, ce résu
m*~ 2 rait changer en y remplaçant d par d' pour l'autre i, puisqu'il est évidemment indépendant de d. Donc itboles sont toujours semblables entre elles, commi Jes. 11 serait aisé de constater aussi, d'après l'éqi
=~ ,en choisissant convenablement les bases, a
encore de même de deux cissoîdes. Au reste^ en d nt ces trois cas de similitude spontanée, on conçoit, à] me telle relation est inévitable en toute espèce de c t l'équation pourra être réduite à ne contenir qu'une
constante arbitraire : car, s'il y pouvait exister une condition quelconque de similitude, elle tendrait alors à déterminer cette unique constante ; en sorte que la courbe semblable à la proposée se trouverait ainsi individualisée, ce qui serait évidemment absurde.
Une telle institution analytique de la théorie générale de la similitude des courbes planes n'offre d*autre défaut essentiel que la trop grande complication des calculs qu'elle exige, quand il s'agit d'équations peu simples, et lorsqu'on ne peut choisir assez commodément les bases homologues. Aussi adopteronsnous finalement, à ce sujet, un autre mode, fondé sur une propriété plus aisément formidable.
66. Cette seconde propriété générale des contours semblables se rapporte à la situation parallèle dans laquelle ils peuvent toujours être placés, d'après l'égalité nécessaire des inclinaisons respectives ; puisqu'il suffit de tourner un seul côté parallèlement à son homologue, pour que tous les autres se dirigent d'eux-mêmes parallèlement aux leurs. Or, ainsi disposées, on sait que, vu la proportionnalité des côtés, les deux figures offrent aussitôt Tuniverselle convergence des droites qui y joignent touslespointshomologues enunpointunique,quelquefois appelé centre de similitude^ quoiqu'il fût mieux nommé centre d'homologie. Enfin, les longueurs de ces droites comptées depuis ce point jusqu'à l'une et à l'autre figure sont alors entre elles dans un rapport constant, égal au rapport linéaire des deux contours. Réciproquement, deux figures ainsi construites, à partir d'un point quelconque, seront nécessairement semblables, soit qu'ion ait placé les points homologues en partageant proportionnellement tous les rayons, soit qu'on les ait déterminés successivement d'après le parallélisme des cordes correspondantes. La condition fondamentale pour l'extension spontanée aux figures curvilignes est encore ici évidemment remplie.
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qu'on évite ainsi dipectemenl toute considération inflnitési- 3, autre que celle relative au nombre despoinls à comparer, ne constitue, par sa nature, aucune ditBcullé essentielle, 'econnalt, par exemple, aussitôt, d'aprësce second mode, la lilude constante de deux cerclea,commeunesuite nécessaire 1 définition ordinaire : il sulHt de les concevoir concenles.
Sométrlquement envisagée, une telle propriété offre le grave nvénient de mêler les relations de situation aux notions imilitude qui, en elles-mfmes, n'en sauraient dépendre. I ce mélange n'est, au contraire, nullement vicieux sous lect analytique. Comme les idées de situation sont seules lédiatement exprimables par nos équations, suivant les ications initiales de ce traité, c'est h raison même d'une réduction des conditions de forme aux relations de posique cette seconde théorie de la similitude s'adapte plus modément que la première à l'institution analytique, suffit pour cela de concevoir les deux courbes semblables IN, A'M'B'N', {/îg. 40), disposées parallèlement, comme mstaterait, par exemple, le parallélisme de deux lignes hoagues AB, A'B', et de supposer l'origine des coordonnées êes au centre de similitude ou plutAt d'homologie corresiant à cette situation. On voit alors que les coordonnées M'P', et OP, O'P' de deux points bomologues quelconques M' seront nécessairement en raison constante. Si donc y satisfont i. l'une des équations, mx et my devront, par mème,satisfaire Àl'autre.en prenant convenablement la conte Pï.Lesdeuxéquationsproposées^ (a:, y)=0, /■»{!, y)=0, ont ainsi coïncider, en changeant dans l'une d'elles x en mx enmy. Tel est le principe éminemment simple delameile théorie analytique de la similitude des courbes, la vérité, si la vérification d'un pareil caractère analytique
constate évidemmentla similitude des courbes correspondantes, on ne saurait toujours assurer, en sens inverse, que sa nonvérification démontre leur dissemblance effective ; car cela pourrait aussi provenir de ce que les deux, figures ne seraient pas actuellement parallèles, ou môme seulement de ce que la présente origine des coordonnées ne se trouverait pas au centre convenable. Mais, quoique ce mélange primordial entre les relations de position et celles de forme doive exiger, en général, comme je vais l'expliquer, de nouvelles opérations analytiques pour dissiper une telle incertitude, il n'en faut pas moins reconnaître que, dans beaucoup de cas, le principe précédent pourra immédiatement suffire, lorsque Tétude préalable de l'espèce de courbes proposée aura déjà garanti Taccomplissement de cette double condition préliminaire relative à la seule situation ; ce qui sera presque toujours facile quand cette question arrivera en temps opportun.
Si, par exemple, il s'agit de deux ellipses ou hyperboles, d'après la définition du n<> 19, il est évident que les deux équations
se rapportent à deux axes semblablement placés envers les deux courbes, dont chacune est symétrique autour de chacun d'eux ; en sorte que, en cas de similitude, les deux courbes sont certainement déjà dans la disposition parallèle, et l'origine au centre d'homologie correspondant. Changeant donc, pour la première, x en mx et y en my, et disposant les équations de manière à éviter toute condition superflue, il faut identifier les deux équations
rèB une valeur convenable de la constante m. Or, on fait
cider leurs seconde membres en prenant m = \ / —3 — ,
ui détermine le rapport linéaire des deux courbes. Mais la paraison des premiers membres montre clairement que la
me l'avait ci-deasus indiqué la première méthode, ans le cas de la parabole, en prenant les équations = tdx, y* =2d'x, on est évidemment assuré encore que leux conditions préliminaires relatives Ii la situation sont samment remplies, d'après la coïncidence spontanée de i lignes caractéristiques, l'axe et la tangente au sommet, : leurs bomologues. U devient alors facile de constater i, plus commodément que par l'autre méthode, que les [ courbes sont toi^ours semblables. L'opération ne serait plus pénible enversfdeux cissoldes.
'. Il reste maintenant à compléter analyliquement cette rie définitive de la similitude des courbes envers les cas, ibles mais peu usuels, où, faute de renseignements préala- , les deux équations données ne seraient pas de nature à >oser l'accomplissement des conditions préliminaires relas à la situation. On conçoit, en général, que l'usage convee des formules propres à la transposition des axes devra re pour ramener ces cas aux précédents, ipposons d'abord, afin de simplifier celle extension grale, que les courbes soient encore disposées parallèlement, s que l'origine des coordonnées ne soit plus placée au centre imililude correspondant, comme dans la flgure^l. U suffit remarquer ici que la propriété analytique fondamentale, lie au n" précédent, n'exige pas que les deux courbes ni rapportées à la même origine, et qu'elle aurait néces-
sairement lieu, de la même manière, envers deux origines seulement homologues. Par conséquent, il existera une certaine origine 0', aisée à déterminer géométriquement, pour laquelle la seconde équation /a (j:,y)=0 devra coïncider avec la première, d'après le changement caractéristique de x en mx et y en my. Au lieu de calculer d'avance, suivant la construction naturelle, la position de ce point placé envers la seconde courbe comme Torigine primitive 0 envers la première, il vaut mieux qu'elle ressorte finalement de l'opération analytique ellemême. On se bornera donc à opérer, pour l'une des courbes, un déplacement d'origine indéterminé, et on tentera ensuite de faire coïncider les deux équations /i (ma;, my] = 0, /g (x + a, y-[-6)=aO, d'après des valeurs convenables des trois constantes arbitraires m, a, et ô, qui représentent, d'une part, le rapport linéaire des deux courbes, d'une autre part, les coordonnées du point homologue, envers la seconde, à la position de l'origine actuelle dans la première. Les relations nécessaires à cette identification constitueront les conditions de similitude cherchées, si toutefois on est d'avance suffisamment assuré du parallélisme effectif des deux courbes proposées.
Considérons enfin le cas le plus général, où les deux courbes ne seraient pas même parallèles, comme dans la figure 42. En construisant sur A'B' , homologue de AB, un triangle semblable au triangle OAB, il déterminerait d'abord un point 0' placé envers la seconde courbe de la même manière que l'origine actuelle 0 envers la première. Si, en ce point, on place des axes O'X', 0' Y' , faisant avec A'B' les mêmes angles que les axes primitifs OX, OY font avec AB, il est clair, en généralisant, autant que possible, la conception de la propriété fondamentale du n'* précédent, que l'équation de la seconde courbe relativement à ce nouveau système d'axes ne devra, en cas de similitude, différer de celle de la première que par le changement,
)UJour3 également caractéristique, de x en mx et y en my. insi, sans chercher d'avance la situation de ce système, on pérera, dans l'une des équations, une transposilion d'axes idéterminée, portant à la fois sur la direction et l'ori^ne, lus en conservant la même inclinaison, et on examinera s'il evlent possible d'identiÛer les deux équations
(ai'cosX'— y'siûX'+o, arsinX'+ff'cosX'+&)^), /'i{mjB,my)=0,
a disposant convenablement des quatre constantes arbitraires j, a, b, et X', dont les valeurs, nullement étrangères à la uestioQ, détermineront le rapport linéaire des deux courbes, L feront en même temps connaître exactement en quoi conste la diversité efTeetive de leurs situation s'actuelles. Toutes !S relations indispensables à une telle coïncidence constilue- )nt ici des conditions nécessaires pour la similitude des deux lurbes proposées, dont la disposition mutuelle est maintenant lUt à fait quelconque.
68. Quelque théorie analytique, ou mCme géométrique, que on croie devoir employer relativement à la similitude des jurbes, il importe de sentir, en général, qu'on devra surtout , diriger, eu chaque cas, vers la détermination du nombre Écessaire des conditions disUncles; car, c'est en cela que consle réellement la principale dîfQculté d'une telle étude. Austât que ce nombre est connu, il ne faut plus attacher qu'une nportance secondaireàla forme actuelle sous laquelle se préinte ainsi chacune de ces conditionsdesimiliLude, qui, parla alure du sujet, comporte nécessairement beaucoup de transirmattons ultérieures, toujours assujetties d'avance à un rincipe commua. Ce principe, résumé final de toutes les proriétés relatives aux Dgures semblables, consiste dans l'uni- ;rselle proporlionnalilé eldans l'égale inclinaison des diverses roilee homologues qu'on y peut respectivement considérer; ce
qui constitue uue simple extension de la définition élémentaire, dès lors indistinctement appliquée à toutes les droites quelconques^ transversales ou latérales, inhérentes à chaque figure. Toute condition de similitude pourra prendre ainsi deux sortes de formes, Tune linéaire, Tautre angulaire, suivant qu'on la concevra comme relative à une proportion de longueurs ou à une égalité d*angles, chacun de ces modes comportant d'ailleurs autant d*énoncés distincts que Ton pourra instituer de combinaisons binaires entre des droites caractéristiques. Hais ces diverses expressions, de Tune ou Tautre espèce, seront, par leur nature,essentiellement équivalentes,quoique plus ou moins convenables, et il faut s'habituer à les échanger directement, selon les convenances propres à chaque cas, sans jamais se préoccuper, & cet égard, d'aucune rédaction exclusive. Si donc laméthode analytique ne présente pas d'abord les conditions de similitude sous une forme suffisamment nette, comme il devra arriver le plus souvent, il faudra peu s'en inquiéter, puisque la nature des courbes proposées fournira immédiatement des énoncés presque toujours préférables, pour peu qu^elles aient été préalablement étudiées. Or, cette réflexion générale est éminemment propre à simplifier beaucoup, dans la plupart des cas, l'application effective de la théorie de la similitude. Car, en se bornant ainsi à en déduire surtout le nombre des conditions, on pourra souvent se contenter du simple aperçu des calculs prescrits, sans avoir besoin de les accomplir strictement. Par exemple, d'après la théorie générale du n* précédent, il est aisé de sentir, envers deux équations complètes du second degré, contenant cinq termes variables, que les courbes correspondantes exigeront seulement une condition de similitude, puisque le nombre de termes à identifier n'excède alors que d'une unité le nombre universel des constantes disponibles pour cette
coïncidence. Quant à la nature de cette unique condition, l'en-
si
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tière exécntwQ du calcttl fie ferait que la présenter sotts une forme pénible, qu'il est inutile de eofinattre : noue etammerons plus tard les divers énoneés spéciaux^ linéaires ou angulaires, qu'il conviendra d'y appliquer directement.
69. Afin de perfectionner davantage la théorie générale de la similitude des courbe» planes^ il y faut maintenant joindre une importante considération subsiâialre, qui, judicieusement appliquée, dispensera souvent de toute opération analytique, en permettantde déduire immédiatement la solution de la seule définition des lignes proposées* €ette méthode auxiliaire repose sur rbeureux aperçu, indiqué par Glairaut dans ses éléments de géométrie f et suivant lequel deux figurvs semblables ne diffèrent que d'après Téchelle sur laquelle riles sont construites, en sorte qu'un simple changement d'écbdlle pourrait toujours les rendre superposàbles. Quoique Glairaut n'y eût es vue que les figures rectilignes^ ce judicieux énoncé convient également, sans aucune préparation spéciale, aux diverses figures eurvilignes^ On doit le regarder comme l'expression la plus concise de tous les rapprochements géométriques auxquels!» similitude peut donner lieu.
D'après un tel principe^ le travail à accomplir sur chaque définition proposée d'une espèce de cotfrbe, afin d*y découvrir les conditions de similitude^ consistera à y bien séparer d'abord les données, linéaires ou angulaires^ indispensables à la grandeur de la coufbe d'avec celles qui n'affecteraient que sa situation, et ensuite h réduire le» premières au moindre nombre possible . Cette do uble préparation présente quelquef oisy surtout sous le second aspect, des difficultés insurmontables,* pour certaines définitions^ envers lesquelles on ne pourra éviter^ à ce sujets l'emploi ultérieur de la méthod«r analytique, qui conserve donc nécessairement son privilège exclusif d'une entière généralité. Mais, quandcesdeuxconditionspréliminairesauront
r» r— il
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été sQfHsammént remplies, le principe de Clairaut fournira aussitôt la solution demandée. Car, si la grandeur de la courbe est ainsi déterminable d'après une seule dimension, toutes les courbes de cette espèce sont nécessairement semblables entre elles, puisque le simple changement d'échelle pourrait les faire coïncider^ en identifiant leurs dimensions respectives. Quand il faudra plusieurs donnée§ distinctes et indépendantes^ la si* militude exigera autant de conditions qu'il existera de ces éléments moins un, et chacune d'elles consistera naturellement dans la proportionnalité des lignes considérées,* ou dans l'égalité des angles introduits, sauf à lui attribuer ensuite toute autre forme^ linéaire ou angulaire, que l'on jugerait préférable, suivant la faculté de transformation expliquée au n^ précédent. Alors, en effets le changement d'échelle ne pourra identifier qu'une seule dimension respective, et les courbes ne seront semblables que si cette première coïncidence entraine celle de tous les autres éléments, ce qui suppose évidemment l'universelle proportionnalité des longueurs proposées ou l'égalité mutuelle des angles considérés. On voit qu'une telle marche revient, en d'autres termes, à déduire les conditions de la similitude de celles de l'identité, en considérant, d'une part,quele nombre des unes doit toujours être inférieur d'une unité à celui des autres, et^ d'une autre part, que les diverses égalités linéaires simultanément prescrites par celles-ci doivent se changer en simples proportionnalités pour celles-là.
Cette méthode subsidiaire ferait aussitôt décotivrir la similitude constante, déjà constatée analytiquement, dans les divers cas du cercle, de la parabole, de la cîssoïde, etc. : elle nous apprend, en outre, que la même relation s'étendraaux courbes qui dériveraient de ces premières d'une manière déterminée, d'ailleurs quelconque, comme à l'égard du cercle, la cycloïde, répicycloïde, lescourbes de Descartes (n'' 26), etc. Au contraire,
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psesou hyperboles, d'après la définition dnn*19, ne selemblables qu'autant qu'il y aura proportionnalité entre ux longueurs, évidemment indépendantes et irréducti- [ui y déterminent la grandeur de la courbe, abstraction e la situation. La définition commune des trois sections tes (n" 23) exigera ainsi, pour la similitude, l'égalité du rt spécifique coirespoudant. Envers les définitions de la oldeou des sections toriques, on trouvera, sans plus arras, des résultats analogues.
conditions préliminaires propres à garantir le succès de tnélhode subsidiaire sont de la même nature que celles 'es h la méthode correspondante que comporte anssi la e du nombre de points déterminant : seulement, ce ibule indispensable est ici plus difficile et plus incertain 9 quelques définitions, pareillement antipathiques à ces procédés supplémentaires; puisqu'il faut maintenant e, en outre, une séparation, souvent délicate, et quelquenpossible, entre les idées de grandeur et les idées de po- . C'est ainsi, par exemple, que les définitions du cercle, )mme segment capable, soit comme lien des points dont itances à deux pilles sont constamment proportionnelles, rmettraient nullement de constater, par ce moyen, lasiminécessaire de tous les cercles, puisqu'elles semblent ■ deux données distinctes pour déterminer k grandeur de rbe, quoiqu'une appréciation ultérieure, que l'équation leule, en général, diriger sûrement, doive montrer qu'il d'indispensable, à cet égard, qu'une certaine combinaison e de ces deux éléments en apparence irréductibles Hais usable évidence des erreurs que pourrait produire, enles courbes peu étudiées ou trop compliquées, l'applicarréflécbie de celte méthode subsidiaire ne saurait altérer contestable elTicacilé dans les cas qui s'y adaptent suffi- «nt.
CHAPITRE VII
Théorie des quadratures.
70. Il serait ici superflu de faire expressément ressortir la haute importance générale d'une telle théorie, directement relative aux questions sur la mesure de l'étendue, où réside surtout la destination finale de Tensemble des études géométriques, dont toutes les autres parties ne constituent, à cet égard, que des préambules indispensables, soit pour préparer la solution effective, soit pour diriger Tapplication ultérieure. Outre la mesure des aires planes curvilignes, cette théorie comprend, en général, les trois ordres de questions fondamentales désignées sous les dénominations caractéristiques de quadratures^ rectifications, et cubatures, expressions très-propres à rappeler la transformation définitive de Taire proposée en un carré, de la circonférence donnée en une droite, et du volume considéré en un cube,résultatnaturel de toute mesure géométrique. Une judicieuse prépondérance du point de vue analytiqueaconduit les géomètres modernes, ainsi que ce chapitre l'expliquera, à concevoir ces diverses recherches générales comme essentiellement équivalentes, au point de pouvoir rentrer à volonté les unes dans les autres, tandis que la géométrie ancienne n'avait pu saisir entre elles qu'une vague et insuffisante analogie. Mais le titre de cette grande théorie doit cependant rester toujours tiré du problème des quadratures, qui constitue la forme sous laquelle cette commune question est le plus simplement accessible aux procédés analytiques.
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« tels problËmes sont aujourd'hui conçus, d'une maaiëre I exclusive, comme ae pouvant Cire jamais traités que par alyselrauscendante. Quoique cette analyse soit, sans doute, spensableà leur solution dans les cas nn peu compliqués, l'est point d'elle que dérive réellement l'ébauche, même tytique, de cette théorie générale. On a maintenant trop lié la phase rapide, mais impérissable, que présente l'hise de la géométrie moderne depuis la fondation de la géo- Tie analytique par Descartes Jusqu'à la découverte de alyse infiniti^simale par Leibnitz. Dans ce mémorable Tvalle, plusieurs géomètres, et surtout Wallis, ont housement concouru à développer et k systématiser de plue plus la théorie générale des quadratures par les seules ïoupces de l'analyse ordinaire ; et c'est principalement IF perfectioaner ces premiers efforts que le calcul intAt a été ensuite créé, tandis que le progr&s de la théorie tangentes conduirait au calcul différentiel. II importe ucoup que la marche individuelle de l'initiation géoméi ue reste toujours conforme à cette gradation spontanée développement historique, en caractérisant ici avec soin moyens que comporte, à cet égard, l'analyse élémen- •e, et qui, quoique plus bornés qu'envers toutes les ques- 18 antérieures, sont cependant bien plus étendus qu'on le suppose maintenant, sans altérer d'ailleurs cette indlssable exposition par aucune vaine introduction déguisée de lalyse transcendante.
'our poser le problème des quadratures sous la forme la iux accessible à toute analyse, il faut réduire les aires à iurer au simple trapèze curviligne MPM'P' (fig. 43), oomi entre deux ordonnées quelconques MP, M'P' et les parties irceptées PP', MM', tant de l'axe, que de la courbe ppopo- . Laquadrature d'un tel espace conduira aisément i celle du
segment proprement dit, renfermé entre un arc de la courba et sa corde, en procédant par soustraction envers le trapèze reotiligne con»espondantrCe i^egmentune fois mesuré, ou pourra évaluer, en général, Taire de tout polygone formé arbitraire* ment d'arps de courbes, analogues ou hétérogènes ; car, après avoir estimé le polygone rectiligne qui résulterait des cordes de tous ces arcs quelconques, il suffira évidemment d'y ajouter les segmentscoucaves et d'en ôter les segments convei^s, Nous pourrons même le plus souvent simplifier encore un peu la forme du problème fondamental, en nous bornant k y carrer le triangle rectangle curviligne AMP, qui conduira au trapèze H'P'MP, en retranchant Tun de Tautre les deux espaces trian* gulaires relatifs aux deux ordonnées extrêmes.
Cela posé, Tesprit général de la méthode des quadratures, spontanément manifesté par le grand Archimède envers quel-r ques cas caractéristiques, *dès le premier essor des hautes spéculations géométriques, consiste à concevoir Taire curviligne demandée comme la limite vers laquelle tend une certaine aire rectiligne^ inscrite ou circonscrite, à mesure que ses parties deviennent indéfiniment plus nombreuses et plus petites; puisque les figures rectilignes sont seules immédiatement appréciables. Si, par exemple, on divise, pour plus de facilité, la base AP' ou PP' du segment proposé en n parties égales, et queTon élève les ordonnées carrespondantes yi^ f/i, ys, etc., en menant ensuite de Textrémité supérieure de chacune d'elles une parallèle à Taxe prolongée jusqu'à la suivante, on substi^ tuera à Taire AM T' ou MT'MP la somme d*un pareil nombre de rectangles ainsi formés, et la limite de cette somme
" (yi"l"ya+y3...+y)i quand n augmente à Tinflni, déterminera Taire cherchée. Toute la difficulté d'une telle recherche consiste donc à découvrir, en chaque cas^ Texpression de cette
, pour laquelle les anciens n'ont possédé que des rests purement spéciales, toujours trës-bornées, comme i leurs autres spéculations géométriques. Du point de lalylique, ou conçoit, en général, que cette limite com- 1 constammenl par se présenter sous une forme entièreindéterminée, 0 X 00 1 — , ou tout autre symbole équiva-
[orsqu'on introduit brusquement l'hypotlièse de n infini, voir eu suffisamment égard k l'équation proposée. Ain», :et aspect, la question fondamentale des quadratures est m réductible finalement h un simple problème d'analyse, itant à transformer, d'après la loi des ordonnées envers
sdsses, la fraction - — — — ^— — = en une autre équivan
qui ne devienne pas indéterminée pour n inllni : de
que nous avons tu la rechercbï des tangentes se réduire
; seulement la
ormation actuelle présente, par sa nature, beaucoup plus arras que l'autre.
lalyseordinairene peut immédiatement surmonter cette ilté caractéristique qu'à l'égard des seules courbes, dites loliçues, où une puissance quelconque de l'ordonnée est rtionnelle il une autre puissance quelconque de l'abscisse. supposerons même d'abord que l'une des coordonnées ne ave qu'à la première puissance, en sorte que l'équation = a*». Toutefois, d'après ce cas primordial, l'heureux pe d'extension posé par Wallis nous permettra de procétsuite à l'entière solution du problème envers beaucoup es courbes.
;as fondamental peut être traité suivant deux modes trèstnta, qu'il faut ici successivement expliquer, l'un plus
simple, mais plus borné au fond, Taulre plus difficile, mais beaucoup plus élendu, et seul finalement susceptible d'une vraie généralité.
71. Dans le premier mode, la forme de la solution consiste à chercher le rapport entre les deux segments complémentaires OMP et OMQ (fig, 44), reposant sur les deux axes. La connaissance de ce rapport conduira aussitôt à la détermination du segment proposé OMP, puisque la somme des deux segments équivaut au rectangle connu OMPQ, formé par les deux coordonnées extrêmes.
Pour trouver ce rapport, concevons substituée à chaque segment une suite convenable de rectangles, selon la construction ci-dessus indiquée, mais sans fixer encore le mode de succession des sommets intermédiaires M', M", M", etc., dont le nombre doit seulement toujours rester indéfini. L'esprit de cette première méthode consiste surtout à profiter d'une telle faculté afin de simplifier l'expression du rapport des deux suites, de telle manière que sa limite devienne distinctement appréciable. En nommante' et y', x" et y'\ etc. , les coordonnées intermédiaires, R et r, R' et r' etc., les deux sortes de rectangles partiels, le premier rapport élémentaire sera évidemment
exprimé par la formule - = ^77 i. Si, d'après Téquation
proposée y = aa^^ on y élimine les ordonnées, elle devient
d'abord — = — j^ — ;^— . Or, la nature de la question exige
évidemment la suppression du facteur commun 2: — x\ qui, s*annulant à la limite, laisserait indéterminé le rapport partiel, et par suite le rapport total. Après l'avoir ôté, on a
'"(?r+(ir+-+(5)+'-
OfiOHÉTRIB PLANE, es rapports partiels — , — 7,< etc., seraient exprimés par iules analogues, procédant pareUlement ealon les puis^
■6 -r,> —77^1 etc. Pour en déduire le rapport total
4> R ' + elc, ., , , ... I
-; — T— T , il faut remarquer, et cest en cela que
-(= r 4- etp,
l'arUfîce rpndsaient^l de cetl« premiëF^ méthode, quo
tion deviendrait très-pimplesices divers rapport é\é'
)s pouvaient devenir égaux entre eux, puisque le rap*
sommes cofnciderail alors avec celui des parties. Or,
^llé etit ici pleinement façtillalive, comme exigeant
nt la relation — ==-- = — etc. ; ce qui revient à X X X '
!r tellement les point? intermédiaires M'. H", H", etc., i abscisses, et par suite leurs ordomiées aussi, décroisrogressiongéométrique, s&ns fixer d'ailleurs la rvBOD^ progression, de maniôre i pouvoir multiplier indéflnii sommets, en rapprochant q de l'unité, qni cgnstitne I, Dana celle hypothbse, on a donc
HR'4-R"+Btc. 1
j, r' + r- + elc. ^ y-i^i+y"-34.y«.-^...+ç+i-
ssant k la limite, où q- = 1, il en résulte aussitôt, pour rt cherché des deux segments OMP el OMQ, la for-
itement la quadrature graphique, et ensuite \ la loi
tre attention. On y voit que, pour déduire, de la fonction
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relative à Tordoniiée, celle qqi eiprime Taire, il suffit ici d*augr ^ menter d'une unité Texposant de la première et de la diviser par cet eipo^q.nt aipsi augpienté, Cette opération algébrique étant précisément Tinverse dp pelle qu'exigerait la fprmatioQ de la fonction dérivée proprement dite, on peut donc finalQ-r ment rédiger cette loi analytique des quadratures sous cette forme plus concise : la fonction relative à Tordonnée est la dérivée de celle relatiye à Taire. Li'analyse transcendante montre d'ailleurs qu'un tel énoncé ne constitue pas seulement, comme nou3 devons le penser d'abord, un mode plus succinct d'expriqaer le résultat algébrique de la solution actuelle, mais qu'il renferme directement l'expression la plus générale de la loi fondamentale des quadratures, qui, dans une courbe quelconque, coiisiste, en effet, en ce que Tprdonnée est toujours la dérivée de Taire.
Tout lecteur judicieux a sans doute déjà senti spontanément, dans Texposilion précédente, Tanalogie remarquable que présente cette première méthode élémentaire des quadratures avec la première méthode élémentaire des tangentes, de manière à saisir une véritable afflnité analytique entre les deux principales de nos théories générales, qui, en effet, ne peuvent Tune et l'autre être convenablement généralisées que d'après une intervention, essentiellement équivalente, quoique très-distincte, de Tanalyse infinitésimale. Ou tre la conformité fondamentale, cidessus indiquée, entre les deux problèmes analytiques correspondaats, on voit que l'élaboration algébrique repose pareillement surla division de a* — b^ par a — ô, et que les deux résultats s'accordent naturellement à introduire en géométrie, suivant deux voies différentes, la grande considération des dérivées.
Afin d'étendre, autant que possible, cette première méthode, il faut maintenant expliquer la modification algébrique d'après
! le même artifice g4ométriqae perrael d'aborder avec le succès le cas plus général de l'équation y"*™ a3^, les [poBonta y élant entiers et positifs, mais d'ailleurs quels. En y dégageant l'ordonnée, le rapport élémentaire
ent alors
;ule dilïicullé nouvelle consiste ici dans l'impossibilité iate d'enlever le facteur qui, à la limite, annule simulnt les deux lermesde cette fraction. Or, un le} embarras pe aisément d'après un&simple préparation algébrique, isiste & se défaire des exposants fracliounaires, suivant ient ordinaire, en posant x = l', x' =• t'", sans qu'il ailleurs se préoccuper du sens géométrique des varialuliaires t et /', qui vont prochainement disparaître, 'ansformation donne anssitftt la formule
r "° l'" {f — /'■)' peut àhs lore enlever, comme ci-dessus, le-facteur vi- — f, d'où
r~ /■>» (fK-i -I- («-s /' + ('■-') ■
ipression ne dépend, au fond, ainsi que dans le premier e du rapport —, suivant la loi
D*après une telle préparation, les rapports partiels deviendront
t t' t" encore égaux, si Ton suppose - = -, = -77,, etc., ce qui re-
vient, de même qu'auparavant, à faire décroître les coordonnées intermédiaires en progression géométrique. On aura donc, pour le rapport totale l'expression
R + R' + R" -f , etc. y«i~i 4- ym-g -f -fi
r + r'+r'*'\-, etc. ™y«-i -f-j'u-S-}- fi'
qui, à la limite, donne - = — , d'où il résulte, géométrique-
m ment^ S = ary, ce qui conduit aussi commodément que
ci-dessus à la quadrature graphique, et ensuite analytique-
mentS= — Ce dernier résultat montre clairement que
la loi de formation algébrique d'abord établie sur l'équation y sa flra:»», pour y passer de l'ordonnée à l'aire, s'étend exactement à l'équation y^ «» ax*, en mettant celle-ci sous la même forme à l'aide des exposants fractionnaires^ envers lesquels on opérerait comme s'ils étaient entiers. Ainsi les deux cas de quadrature auxquels cette première méthode est immédiatement applicable aboutissent finalement à un même énoncé analytique.
72. La seconde méthode consiste à traiter directement la question analytique qu'introduit naturellement le problème des
quadratures,suivantlaformulegénéraleS=a:r^ ^ ^^*" )
(n* 70), en cherchant l'expression de la somme des valeurs que prend la fonction relative à l'ordonnée pour une suite de va-
oc oc oc or
leurs -, 2 -, 3—, n -,de la variable: ce qui équivaudra,
il* -
dans chaque Cas, à la sommation d'une certaine suite de nombres. Sous cet aspect, la sommation des suites acquiert aussitôt une haute importance géométrique, puisque, dès qu'on est partenu à sommer une stiite quelconque, on en peut déduire immédiatement la quadrature d'une certaine courbe. Malheureusement nos connaissances à ce sujet sont, mètneaujonrd'hui, et serotit nécessairement toujours fort imparfaites, d'après la grande difficulté que présente ce genre d^ spéculations analytiques, quand on s'écarte des plus simples progressions. Aussi le principal vice de cette marche, éminemment naturelle et pleinement générale, qui fut essentiellement celle de Wallis et de ses contemporains, consiste-t-il à exiger iiiùtilement la recherche complète d'une telle sommatioii, quoique Soii ét^iression totale ne doive pas influer sur le résultat demandé, puisque la plupart des termes disparaîtront à la limite, sans que iiéanmoins nous puissions actuellement dégager les seuls qui doivent réellement affecter cette limite, qui constitue pourtant Tunique objet du problème des quadratures. Le privilège essentiel de l'analyse transcendante, consiste, à cet égard, à aborder directement la détermination exclusive d'une telle limite, abstraction faite de la sommation effective, qui présente beaucoup plus de difficultés, et qui n'est vraiment accessible qu'en un bien plus petit nombre de cas. Mais ici nous devons accepter la question avec toutes les complications superflues qu'elle présente naturellement, et apprécier ainsi les ressources que comporte, à cet égards l'analyse la plus élémentaire envers les courbes de l'espèce y = aa^^ où m est entier et positif; sauf toutefois à écarter, dans l'exposition, l'inutile développeiïïént des termes de la formule sommatoire qui se montreraient évidemment dépourvus de toute influence ^ur la limite cherchée.
Dans ce cas, on a S = aa^-^^ 1,
ty-
et la question consiste à sommer les m^^' puissances des nombres naturels 1, 2, 3....^/»; afin de comparer cette somme à
n»»+^ pour prendre la Taleur de ce rapport quand n ésl infini. Quoique cette rechercbe algébrique n'exige réellement rien aU delà des premiers éléments d'algèbre^ on a*a pas coutume encore de l'y traiter; en sorte que, si je ne l'expliquais ici succinctement, je craindrais de n'être point assez compris du lecteur qui n'aurait strictement reçu que le degré précis de prépai*ation analytique proclamé d'abord indispensable à l'étude de ce traité. Polir déterminer, eu général, la somme des m*^^ puissances d'une suite de n nombres a, 6, c...... Ar, /, en progression arith-
métîque, dont la raison est r^ il suffit d'élever à la puissance m 4" i chacune des relations caractéristiques
qui définissent la progression, et d'ajouter ensuite tous ces développemeftits. Car, en désignant par Sm+i, Spu Sm-i.... ^j Si, la somme des termes proposés élevés chacun à la puissance que marque l'indice, on aura ainsi, après avoir ôté Sm+u commun aux deux membres, une relation fondamentale
/r. f IX {fn-{-i)mlm — 1) ,^ , ^,
(Sm_i — /«-!) + ^^^^ ' {S—2 - /"-2)+ etc.
entre la somme cherchée et toutes les sommes analogues relatives aux puissances antérieures. Si donc on part de Si, déjà coniiu,oii même de So, dont la valeur est immédiate^ ou pourra former ainsi successivement les expressions de 82,83, etc . , jusqu'à telle puissance qu'on voudra. Dans la progression considérée ici 1, 2, 3, 4 n, cette relation se simplifie et devient
+ ^ \^l ^'(S«.-s - ^"'-*) + etc.
loique ce moyen pûl certainement conduire à sommer des issances spéciales même trës-élevées, il serait difficile d'en duire la loi générale propre à un exposant m indéterminé, lis, en réfléchissanl à la deslination actuelle d'une telle somition, nous y pouvons aisément saisir la seule partie qui isse influer sur la quadrature proposée. Car, soit par la nare de la question, soit même d'après la relation précédente, ;st d'abord facile de sentir que Sm sera une ronclton de n du gré m + 1. Or, comme nous devons la comparer à n"+i, il Iclair que le seul terme de celte formulequi doive réellement ecter la limite cherchée est celui du plus haut degré, puise toutes les autres parties du rapport s'annuleront pour n Ini, en tant que contenant finalement n en dénominateur, question algébrique étant ainsi Kduite à la recherche de ce 'me unique, la relation précédente le montre évidemment
al k j ; en sorte qne la limite du rapport -jjtt sera cer-
m+i ode (').
73. Après avoir établi, par l'une ou l'autre des deuxmélhodes écédenles, la quadrature des courbes paraboliques, l'analyse dinaire peut déduire, de ce cas fondamental, beaucoup d'au- !S quadratures, à l'aide du lumineux principe dû à Wallis r la réduction des polynômes aux monômes. Ce piincipe évint consiste eo ce que, si l'ordonnée de la conrbe proposée
'IQacIquc^lt^mentBlrequc soil réellemcntunolellccxposilion, lescomnçanis auxquels elle oITrirait quelques dimcultés, pourronl ulilemcnl liai rcir en se bornant à y considérer d'abord les cas particuliers les plus iplea m =î,m=3,pourrevenireDsulte au casde l'exposant quelconque.
-. * Hl
est décomposable en plusieurs autres, suivant la loi constante,
on aura, envers les aires correspondantes aux ordonnées partielles, la même relation araire totale S = S' + S" — S", pourvu que tous ces segments soient d'ailleurs estimés entre les mêmes limites latérales : en sorte que quand ces ordonnées auxiliaires appartiendront à des courbes déjà quarrables, il en résultera aussitôt, sans aucun effort, la quadrature de la courbe proposée. En effet, les rectangles de même base étant proportionnels à leurs hauteurs, on conçoit que cette subordination existe d*abord entre les rectangles élémentaires, par suite entre les sommes respectives d'un pareil nombre quelconque de ces divers éléments, et enfin entre les limites correspondantes à ces sommes. On pourrait dire, plus généralement, que si la relation de la courbe composée aux courbes simples contenait aussi des coefficients constants, comme y=^ay* -{-by" — cy'*\ la même dépendance existerait encore entre les aires convenables
S=«S' + ôS"— cS'".
D'après cet important principe, évidemment applicable à un nombre quelconque de parties, la quadrature des courbes paraboliques conduit aussitôt à celle de toutes les courbes où Tordonnée seraitcomposéed'unesommede puissances dePabscisse, sans excepter d'ailleurs le cas des exposants fractionnaires, auxquels la règle primitive a été étendue au n® 71. En attribuant à ce principe toute son extension logique, jusqu'à l'appliquer à une infinité de termes, nous pourrions même en déduire déjà, sous une certaine forme, à la vérité très-imparfaite, la quadrature de toutes les courbes algébriques, au moins quand l'ordonnée y peut être dégagée. Car, à quelque fonction algébrique qu'une telle résolution ait donné lieu, on pourra toujours, soit par division ou par extraction, suivant
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a'elle sera tVacttonnaire ou irrationnelle, la transformer en ne série indéfloie plus ou moins régulière, procédant selon s puissances positives, et mËme entières, de l'abscisse; de çon à pouvoir ensuite, d'après le principe de 'Wallis, en Éduire, suivant la quadrature primordiale, une autre série tlalive à l'aire cherchée. Les moyens plus perfectionnésque de iusconipIèt«s connaissances algébriques fournissent pour cette ansformationanalytiquepourront d'ailleurs faciliterbeau coup se telle opération, en faisant mieux saisir la loi de chaque !rie. Enfin, si l'on considère que les fonctions transcendantes les-mëmessontaussi susceptibles d'un pareil développement, 1 concevra que l'usage convenable du principe de Wallis peut )Dduire, i, cet égard, l'analyse ordinaire jusqu'à exprimer en >rie l'mre d'une courbe quelconque. Quoiqu'une telle expresonsoit sans doute peu satisfaisante, il faut s'accoutumer dès ! moment à regarder cet expédient comme souvent indispenible, non-seulement k l'analyse ordinaire, mais encore à analyse transcendante, qui, en multipliant beaucoup les cas il la loi de quadrature est assignable en termes finis, ne pourra ipendant Jamais aborder que d'après les séries la plupart des jestions de ce genre.
Le pins heureux usage que puisse comporter celle introducon des séries, consiste à n'y voir qu'un simple intermédiaire aurmienxdécouvrir la formule finie, lorsque la série obtenue î présente que le développement d'une fonction déjà connue, ien que ces cas doivent être fort rares, nous en pouvons citer i un exemple important, qui va procurer une nouvelle exlenon à notre règle primordiale de quadrature, et, par suite issi, ouvrir de nouvelles voies i remploi ultérieur des séries, 1 y permettant l'admission des exposants négatifs. Soit à aarrer la courbe y=aj:—™, envers laquelle il convient de lodifier un peu la position antérieure de la question, en évi-
tant de compter Taire à partir de 2: => 0, qui rend alors y infini : nous supposerons donc que le segment commence, par exemple, à or = 1. Toutefois, afin de ne pas changer leshabitudes antérieures, où les règles algébriques de quadrature se rapportent toujours à une aire partant de Taxe des y, il faudra transporter cet axe à la position correspondante à cette abscisse initiale ; ce qui se réduit à changer, dans Téquation proposée, X en 1+5:. On a alors y=»a (1 -^-xy-^*^ et, en développant suivant la loi du binôme^
y = a[l-mx+-Ljl-'x»- ^J] + V+etc). ■
En opérant la quadrature, d*aprës le principe de Wallis, on trouve la série
Or^ en la considérant avec attention, il est aisé d'y reconnaître le développement de (i+a;)~'"+i, où Ton aurait ôté le premier terme 1, et ensuite le facteur — m + i. Il en résulte donc une expression finie de Taire cherchée, qui, en revenant à Tancienne origine des abscisses, se trouve enfin représentée par la
formule
a(ar-"H-^ — i)
Eu égard àTorigine actuelle des aires, ce résultat consiste évidemment à étendre aux exposants négatifs la règle de quadrature précédemment démontrée envers Téquation y=!ax«, quand m était supposé positif.
74. Telles sont les ressources essentielles que présente réellement Tanalyse ordinaire pour aborder, à un certain degré, la théorie des quadratures proprement dites, en évitant d'y exagérer puérilement sa portée effective par une vaine imitation,
)u moins dissimulée, des procédés vraimeat émanés de yse transcendante. 11 faut maintenant expliquer successintles divers rapprochements fondamentaux qui étendent :oup l'utilité géométrique des moyens analytiques quelles relatifs à la mesure des aires, en permellant d'y rar au36i la mesure des longueurs el celle des volumes, manifestation définitive de ces relations nécessaires con- ., vers le milieu dé l'avant-demier siècle, l'un des prei résultats naturels de l'heureuserévolution que Descartes l d'opérer dans le systëmedes spéculations géométriques, faisant convenablement prévaloir les conceptions analyi,.qui ont permis une généralisation auparavant impos- Aussi ces importantes relations vont-elles ici s'établir avec la généralité désirable, sans exiger«ucunement l'analyse cendante, qu'on y croit mal à propos indispensable au- 'liui, quoique sa création ait été bistoriquemenl trèsrieure à leur découverte.
isidérons d'abord la rectification des courbes planes. La lie générale de la solution s'y présente aussitôt comme évilent analogue à celle du problème des quadratures, puisi difficulté consistera ici h discerner la limite delà somme éments reclilignes, tels que m m' (fiff. 45), composant le one inscrit que l'on substitue à l'arc proposé, M'H, ris entre les oi-données M'P' et MP. Mais un examen plus ifondi montre aisément que l'on peut établir, sous le rapanalytique, une véritable identité entre les deux recheren ramenant la rectilîcation d'une courbe quelconque à ïdrature d'une autre, liée h la première suivant une loi mte. Il suffit pour cela de cbercher l'expression générale émentcurviligne d'après l'élément pp' ou mn de l'abscisse, immant a l'angle m'nm, qui, à la limite, devient évitent l'inclinaison de la tangente en m sur l'axe, on aura
mm'^=h séc a. Or, cette formule pennet d'envisager rélément linéaire proposé comlne numériquement équivalent à l'élément superficiel d'une certaine courbe auxiliaire K*K dont l'ordonnée serait représentée par la fonction qui; envers la courbe donnée, indique la sécante de l'inclinaison de la tangente, en sorte que l'on pourra déduire son équation, d'après la règle des tangentes, de celle de la courbe proposée, suivant
la loi y = V/ 1 + (/'(x) )', si y = /* [x) est l'équation primitive. Une telle assimilation élémentaire détermine la même relation entre les sommes d'un pareil nombre d'éléments respectifs, et par suite entre les limites de ces sommes. Ainsi l'arc cherché M'M équivaudra numériquement au segment K'P'KP. Si donc la quadrature de la courbe auxiliaire est accessible aux méthodes connues, elle fournira aussitôt la rectification de la courbe proposée.
Qu'U s'agisse, par exemple, de rectifier le cercle y^a^=r^.
On aura ici tang a e= , et dès lors la courbe auxiliaire, sui-
r vantlaloiprécédente2=séca,aurapouréquation:s<
Cette courbe du quatrième degré n'étant pas actuellement quarrable par nos méthodes, si ce n'est en série, la question proposée ne comporte maintenant qu'une pareille solution.
L'extrême imperfection où nous avons dû laisser ci-dessus la théorie des quadratures proprement dites nous permettrai rarement d'accomplir ainsi les rectifications, vu la trop grande complication que la nature de cette loi de transformation devra communément introduire dans l'équation de la courbe auxiliaire, même d'après une très-simple équation primitive. Mais le problème des rectifications doit être, en général, réputé plus difficile que celui des quadratures, et beaucoup moins souvent susceptible d'une solution satisfaisante,
QÉOHÉTRŒ PLANE.
•yens analytiques qu'on puisse l'aborder, il citer ici un exemple remarquable, où, par 1 analytique éminemment exceptionnelle, la ievient réellement plus simple que la courbe luidelacourbey'=x*, oùl'on trouve, pour
ire, l'équation s «= y 1 + - x, qui, mise
- ) indique évidemment une para-
irrable d'aprës la règle élémentaire dun°71, ent les ~ de l'aire du rectangle des coordondoit seulement remarquer, à ce sujet, que la 3. son sommet à^ en arrière de l'axe des^, itte règle estime l'aire, et d'où nous voulons rc cherché : il faudra donc, de l'expression nentvariable, retrancher maintenant celle du étenddecesommetàcetaxe ; ce qui donnera i rectification proposée, la formule
maintenant à la mesure des volumes, nous e pas sortir réellement de la géométrie plane, lent les corps engendrés par la révolution e autour d'im axe situé dans son plan. Après ques et coniques, dont la mesure résulte imlelle des prismes et des pyramides, ces corps le cas le plus simple et aussi le plus usuel : ion générale suffit d'ailleurs à caractériser table esprit de la méthode fondamentale des l'on puisse s'y borner, comme envers les 3S rectifications, h une seule décomposition
élémentaire ; taudis que les volumes les plus compliqués exigeraient deux décompositions consécutives afin de se résoudre en éléments directement évaluables.
Proposons-nous donc de mesurer le volume produit par le segment curviligne quelconque M'MPP' [fig. 46), tournant autour de Taxe des x. Les éléments naturels de ce corps seraient d'abord les troncs de cône résultés des trapèzes élémentaires dont Taire génératrice est immédiatement formée. Mais de même que, à chacun de ces trapèzes mm 'p'p, on peut substituer le rectangle correspondant mnp'py un motif semblable autorise également à remplacer ces éléments coniques par les simples cylindres qu'engendreraient ces rectangles; puisque chaque tronc de cône est évidemment compris entre deux cylindres, un extérieur et Tautre intérieur, qui, à la limite, coïncident exactement, comme les rectangles générateurs m'qpp' et mnp'p. D'après cela, l'élément du volume cherché aura pour mesure ity^h. Or, en omettant le facteur constant ir, cette expression peut être attribuée à l'élément superficiel d'une courbe auxiliaire G'G dont l'ordonnée correspondrait au carré de la fonction de l'abscisse qui représente l'ordonnée de la courbe donnée. Âinsi^ en raisonnant comme au n® précédent, on reconnaîtra, sans aucune difficulté, que la quadrature de cette nouvelle courbe, entre les limites proposées, représentera numériquement la cubature demandée, pourvu que le résultat en soit finalement multiplié par le rapport connu de la circonférence au diamètre. La loi J5«=y*, suivant laquelle la courbe auxiliaire dérive ici de la courbe donnée, montre clairement que cette seconde extension fondamentale de la théorie des quadratures est plus favorable que la précédente ; puisque la quadrature finale doit êlre alors bien plus souvent accessible à nos méthodes actuelles, d'après la simplicité comparative de la nouvelle équation.
fe^
Lx; »
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir ainsi la mesure du segment sphérique, en partantderéquationy*-{-^'=^» du cercle générateur. Dans ce cas, la courbe auxiliaire est une simple parabole ««=r* — a:*, aisément quarrable suivant notre
rc*
règle élémentaire, et qui donne S = r'a; — , d'où il résulte,
pour le volume cherché, la formule y s^izlr^x — « j, où le
Segment est naturellement compté du centre, et qui conduirait aisément à l'expression du segment compté de la surface. Au reste, celui-ci s'obtiendrait directement en représentant le cercle générateur par l'équation y^=2ra:--a:^,d*où la même méthode
déduirait, sans plus d'embarras, la formule V = Tca:^ f r — - x\.
Chacune de ces formules, d'après Thypothèse x^^r, déterminerait l'hémisphère, de manière à reproduire spontanément,
pour la sphère totale, l'expression élémentaire - w r^, dont la
démonstration pourrait logiquement être ajournée jusqu*à ce degré actuel de l'initiation mathématique, quoiqu'il convienne d'ailleurs, à tous égards, de maintenir l'usage de faire connaître beaucoup plus tôt un tel résultat géométrique.
Considérons encore le cas du tore, engendré par la révolution du cercle ABDE {fig. 47), dont le centre C est sur Taxe des y y autour de l'axe des x. L'équation du cercle est alors (y— 6)a-|-a:^=r>, et il en résulte, pour la courbe auxiliaire, l'équation
î5=62 + r» — ajadb 26\/r« — aî%
où le double signe correspond à la duplicité actuelle des ordonnées MP et M'P relatives à une même abscisse. Il importe ici de sentir que, si on appliquait aveuglément la règle ordinaire à l'une ou à l'autre de ces deux fonctions, on n'obtien-
drail pas, en étendant le résultat aux limites horizontales du corpsproposé, la vraie mesure du tore, mais celle seulement ou du corps produit par Tespace circulaire concave HADBK, d'après la première, ou de celui que produirait l'aire convexe HAEBK : un instant de réflexion directe sur Torigine de la relation fondamentale suffira pour le faire bien comprendre au lecteur. Or, le tore étant évidemment équivalent à la différence de ces deux volumes, on voit quil faut maintenant quarrer séparément les deux courbes auxiliaires, et ensuite retrancher le second résultat du premier. Dans cette soustraction; les termescommuns,d'ailleurs, aisément quarrables, devraientdisparaître, en sorte qu'il serait superflu de s'en occuper : au contraire, les termes distincts se doubleront, d'après l'opposition des signes, et tout se réduira finalement, selon le principe
de Wallis, à quarrer la courbe z^^^ r^ — j;*, sauf à multiplier le résultat par Ab, outre le facteur habituel iz en dernier lieu. Nous ne pourrions maintenant opérer qu'en série cette quadrature définitive, qui est évidemment celle du cercle générateur, s'il s'agissait d'un segment torique quelconque. Mais, envers le tore entier, le résultat en est déjà connu, suivant la règle élémentaire relative à l'aire du cercle, et qu'il faudra ici appliquer au demi-cercle. On trouvera ainsi la formule finale V= âTc'ir', parfaitement conforme à la loi générale de Guldin sur la mesure de tout corps rond par le produit de Taire génératrice et de la circonférence que décrit son centre de gravité.
Un tel exemple méritaitici une appréciation spéciale, comme propre à caractériser la manière dont il faudra modifier la méthode fondamentale quand la figure proposée, au lieu de s'étendre inférieurement jusqu'à l'axe, suivant notre hypothèse ordinaire^ sera circonscrite entre les deux parties d'une même courbe, ou d'ailleurs entre deux courbes distinctes, dont
les ordonnées, différeraient d'après un mode analytique quelconque, au lieu de n'être distinguées que par le signe d*un radical.
76. Procédons enfin àla dernière extension générale de notre théorie des quadratures, en l'appliquant à la mesure de la surface courbe qui entoure les corps ronds que nous venons de cuber. On est alors obligé de conserver les éléments coniques engendrés par les c<^tés élémentaires mm'[fig. 46) de la courbe donnée, sans pouvoir aucunement leur substituer les éléments cylindriques correspondants aux parallèles m^n ou m'q^ entre lesquelles Nlément naturel n*est plus compris. Un élément quelconque de Taire cherchée sera donc ici mesuré par ^izhy séc a, en ayant égard à l'expression du n® 74 pour le côté mm\ a désignant toujours Tinclinaison de la tangente sur Taxe. D'après une telle formule, une marche semblable à celle déjà employée envers les deux autres extensions fondamentales, conduit aisément à reconnaître que la quadrature de la surface courbe proposée se réduit à celle de Taire plane correspondante à une courbe auxiliaire dont Téquation se déduirait de celle de la courbe donnée suivant la loi ^ =3 y séc a : il faudra seulement multiplier cette aire par le facteur constant 2 Tt.
La loi de transformation générale est ici plus compliquée qu'en aucun autre cas; par suite, cette troisième classe de recherches doit être finalement regardée comme la moins accessible à nos méthodes actuelles, et même aux moyens plusparfaits que fournit Tanalyse transcendante. Je ne puis guère citer ici d'autre cas intéressantoùelledeviennecomplètementapplicable que celui de la sphère, où, par une compensation éminemment exceptionnelle, les radicaux propres aux deux facteurs y et séc a, au lieu de secombiner, comme de coutume, se détruisent mutuellement ; en sorte que, contre l'usage
normal, la ligne auxiliaire se trouve alors plus simple que la ligne donnée. En partant de Téquation y*= ^rx — ar*, afin d'obtenir naturellement la zone à une seule base, on trouve
séc a = - ; ainsi la ligne auxiliaire est ici z = r, c'est-à-dire
une simple parallèle à Taxe : il en résulte, suivant nos règles, la formule S= 2 ic rx, parfaitement conforme à la loi connue.
Dans le cas du tore {fig. 47), on trouverait aisément, d'après la même équation qu'au numéro précédent, la courbe auxiliaire
En étendant sa quadrature jusqu'aux limites horizontales du tore entier, le signe supérieur correspondrait à l'aire résultée de la demi-circonférence concave ADB, et le signe inférieur à celle qu'engendreraitlademi-circonférence convexe AEB. L'aire cherchée dépendra donc de la somme des deux quadratures^ sur laquelle leterme distinct ±: r ne saurait influer, en sorte que tout se réduit à doubler le résultat correspondant à l'équa-
tion % = — . Or^ quoiqu'elle échappe directement à nos
méthodes élémentaires, sauf le recours aux séries, il est aisé de sentir que, en y omettant le facteur ô, cette quadrature coïncide avec celle qu'a exigée, au n*» 74, la rectification du cercle, laquelle nous est déjà connue envers la circonférence totale, qui se rapporte ici à l'ensemble du tore. D'après cet utile rapprochement, on trouve aisément la formule finale S=4 'K^br; conformément à la seconde partie de la loi de Guldin sur la quadrature de tout corps rond suivant le produit du contour générateur par la circonférence que décrit son centre de gravité. 11 ne faut pas négliger d'ailleurs de remar-
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quer, au sujet d'une telle solution, cet exemple évident de Tefflcacité naturelle, môme spéciale, du point de vue analytique pour le perfectionnement des diverses notions géométriques à Taide des nouvelles liaisons abstraites qu'il établit entre elles, et qui permettent de faire souvent rentrer les unes dans les autres des questions qui devaient d'abord sembler hétérogènes.
CHAPITRE PREMIER
Considérations générales.
77. A. la manière dont jusqu'ici on s'est borné à concevoir cette partie essentielle de la géométrie plane, elle constitue seulement l'application générale de l'ensemble des méthodes que nous venons d'établir à la détermination caractéristique de la vraie figure d'une courbe d'après son équation. Sans exiger proprement aucun nouveau principe, cette partie ne se distinguera ainsi de la précédente que par la combinaison spontanée et continue des diverses théories qui ont été ci-dessus considérées séparément, et qu'il faut maintenant faire concourir à l'appréciation progressive des formes correspondantes aux différentes équations, en apprenant surtout à perfectionner les unes par les autres ces indications distinctes, qui pourront souvent se suppléer mutuellement. C'est dans le sentiment familier d'une telle solidarité générale que consiste la principale utilité de cette nouvelle étude, communément très-imparfaite, et à défaut de laquelle on ne saurait pourtant obtenir qu'une insuffisante manifestation du véritable esprit de la géométrie analytique.
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Pour caractériser d'abord convenablement la marche fondamentale que doit toujourssuivre la discussion géométrique des équations, il y faut distinguerici deux degrés essentiels nécessairement consécutifs, Tun relatif à l'ordonnée, Tautre à la tangente. Le premier degré, base indispensable de Tensemble de la discussion, consiste surtout, non à examiner minutieusement quelques points particuliers, comme on a coutume de le faire presque au hasard, mais à saisir nettement le mode général de vaciation deFordonnée d'après Tabscisse. Cette apprér dation se compose essentiellement de deux parties successives, l'une où Ton détermine d'abord entre quels intervalles l'ordonnée sera réelle, l'autre où l'on discute ensuite en quel sens et avec quel signe varie sa grandeur pour chaque intervalle de réalité, sans plus s'occuper de ceux où elledevientimaginaire. On connaît ainsi, en premier lieu, si la courbe est limitée ou illimitée, continue ou discontinue ; en second lieu, si elle est ascendante ou descendante, et si elle traverse ou non les axes coordonnés. Chacune de ces deux parties de la discussion fondamentale de l'ordonnée donne lieu d'ailleurs le plus souvent à un complément naturel, consistant à déterminer, autant que possible, les points particuliers où s'opèrent ces différents passages de la réalité àl'imaginarité, de l'ascension à la descente, d'un côté de l'axe à Vautre côté. Il convient alors de résumer l'ensemble de cette première appréciation par la figure la plus simple qui puisse convenablement satisfaire aux divers renseignements ainsi obtenus ; suivant l'important précepte logique, mentionné dans la première partie de ce traité, sur la nécessité d'introduire le plus promptement possible une hypothèse propre à lier tous les documents déjà recueillis, saufà la modifier ensuite d'après de nouvelles informations.
Quoique cette discussion de l'ordonnée puisse quelquefois suffire à caractériser nettement la vraie figure générale d'une
.iif
courbe, cependant elle laissera presque toujours, sur le sens effectif de sa courbure, une incertitude radicale, qui ne saurait être dissipée que par un second degré de discussion, relatif au mode de variation de la tangente dans les diverses parties de la ligne. La méthode naturelle que nous avons d'abord employée pour décider si une courbe est concave ou convexe vers un axe, en comparant son ordonnée à celle d'une corde convenablement choisie, conduirait le plus souvent à des calculs beaucoup trop compliqués. Or, celte comparaison spontanée entre deux fonctions distinctes peut être maintenant remplacée par une comparaison équivalente, non moins générale, mais bien plus facile, enlre les valeurs successives d'une même fonction, celle qui exprime, en chaque point, le coefficient angulaire de la tangente correspondante. Car, en supposant, pour mieux fixer les idées, que l'ordonnée croisse avec l'abscisse, il est clair que, si la courbe est concave vers l'axe, l'inclinaison de la tangente diminuera toujours, avec ou sans limite d'ailleurs, à mesure que la courbe s'élèvera ; tandis que, si la courbe est convexe, cet angle ira, au contraire, en augmentant. Quand la courbe descend, le symptôme se trouve inverse, mais pareillement décisif : l'angle, dès lors obtus, que fait la tangente avec l'axe se rapproche ou s'éloigne de l'angle droit à mesure que l'abscisse augmente, suivant que la courbe est concave ou convexe. Ainsi, le mode général de variation du coefficient angulaire de la tangente est toujours propre à déterminer le vrai sens de la courbure, sans qu'il convienne d'ailleurs d'arrêter d'avance, à cet égard, aucune formule spéciale, qui ne saurait également s'adapter aux diverses applications.
Ce second degré général de la discussion géométrique des équations indique d'abord certains points remarquables, qui complètent naturellement la discussion de l'ordonnée, en faisant connaître les maxima ou minima des deux variables simulta-
nées, d'après les tangentes parallèles aux axes, comme je l'ai expliqué, en principe, en exposant Tapplication de la théorie des tangentes à cette importante recherche analytique. Mais, outre ces points, qui appartiennent proprement au premier degi'é de discussion, la marche des tangentes introduira spontanément la détermination d'une autre sorte de points, qui s'y rapporte spécialement, ceux où la courbure change de sens. Quand une courbe est sinueuse, chacune de ses inflexions se trouve, en effet, caractérisée, d'après Texplication précédente, par un état maximum ou minimum de la fonction qui mesure Tinclinaison de la tangente sur Taxe ; puisque c'est alors que cette fonction passe de Taccroissement au décroissement, ou en sens inverse selon la position de la figure. On pourra donc découvrir ces points d'inflexion en appliquant au coefficient angulaire de la tangente les méthodes que l'on jugera convenables pour en déterminer les maxima ou minima. Suivant les principes que nous avons établis à ce sujet, on pourrait considérer le caractère analytique de ces points comme consistant, en génoitd, dans l'annulation de la seconde dérivée de la fonction relative à l^ordonnée, sous la réserve habituelle des exceptions propres à cette théorie. Mais, soit que nous puissions immédiatement appliquer un tel caractère, soit que, comme il arrivera le plus souvent, nous soyons forcés de suivre, à cet égard, les détours algébriques, déjà expliqués, qu'impose la faible instruction analytique exigée dans ce traité, ce sera toujours d'après une semblable considération géométrique que nous procéderons ici à la recherche de ces points remarquables.
A ces deux degrés essentiels de la discussion géométrique seule accessible à l'analyse ordinaire, Tandyse transcendante en joindra ultérieurement un troisième, destiné à compléter le second, comme celui-ci aura déjà complété le premier, en
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appréciant le mode général de variation de la courbure, considérée, non plus seulement dans sa direction concave ou convexe, mais aussi dans son intensité plus ou moin^ grande. Nous ne pourrons ici instituer, à cet égard, qu'une première ébauche, nécessairement vague et imparfaite, en examinant les changements plus ou moins rapides qu'éprouve Tinclinaison de la tangente. Là où cet angle variera beaucoup dans un petit intervalle, nous jugerons la courbure très prononcée en général ; quand, au contraire, il changera peu entre deux sinuosités fort écartées, nous conclurons aune faible courbure. Mais ces insufBsantes indications, les seules que fournisse, à ce sujet, Tanalyse ordinaire, ne sauraient d'ailleurs nous permettre nullement ni de mesurer ces inégalités de courbure, ni de distinguer ce qui s'y rapporte aux divers points de chaque branche. C'est Tunique aspect sous lequel nos figures devront ici rester ordinairement indécises, jusqu'à ce que Tanalyse transcendante ait mis le lecteur en état d'aborder une telle appréciation, où elle est essentiellement indispensable.
Les diverses indications géométriques relatives à nos différentes théories générales viendront d'ailleurs se grouper spontanément, selon leur nature, autour de l'un ou de l'autre de ces deux degrés nécessaires que nous venons de distinguer dans la discussion des équations. A la discussion fondamentale de l'ordonnée, se rattachera naturellement, quandil y aura lieu, la considération des diamètres ainsi que celle des centres. De même la discussion complémentaire de la tangente conduira habitiiellement à la détermination des asymptotes, quand Texamen de l'ordonnée ne les aura pas directement indiquées.
Suivant ces explications générales sur la marche nécessaire de la saine discussion géométrique des équations, cette troisième partie essentielle de notre étude doit surtout consister en une suite d'exemples convenablement choisis, propres à bien
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caractériser ràpplication familière de ces principes incontestables, qui, comme tous les préceptes logiques, malgré leur immédiate évidence, ne sauraient être suffisamment appréciés que d'apr'ës un judicieux exercice. Toutefois, afin d'éviter d*inutiles développements, je me bornerai ici aux exemples susceptibles de faire nettement ressortir les diverses difficultés d'un tel travail, en les coordonnant d'ailleurs de manière à permettre aisément la formation de nouveaux cas, dont je re* serverai ensuite au lecteur Texamen spontané. Rien n'est plus propre que de pareils exercices, bien conçus et bien dirigés, non-seulement à faire profondément sentir le vrai génie de la géométrie analytique, mais aussi à réaliser directement cette universelle préparation logique qui constitue, au fond, la principale utilité finale de Tinitiation mathématique. Car, une telle élaboration tend spécialement au développement rudimen^ taire de Tesprit d'ensemble, jusqu'ici trop rare chez les géo* mètres, en habituant à faire exactement converger toutes les diverses déterminations analytiques vers un même résultat synthétique, d'abord confusément entrevu, et ensuite graduellement ébauché, à mesure que les renseignements s'accumulent, en ne compliquant jamais l'hypothèse primitive qu'autant que Pexige la nécessité de satisfaire à toutes les informations recueillies.
78. Pour diriger le choix rationnel des exemples successifs qui doivent ici caractériser la discussion géométrique des équations algébriques, il serait nécessaire d'établir des principes généraux sur la classification naturelle des courbes correspondantes. Or, c'est là que se manifeste, chez les esprits convenablement préparés, l'extrême imperfection actuelle de cette troisième partie essentielle de la géométrie analytiquev qui, sous ce rapport, n'est pas encore sortie de l'enfance ; à tel point que la plupart des géomèti*es, même éminents, n'ont
pas seulement compris jusqu'à présent quels sont, à cet égard, les vrais besoins de la science, faute d'une disposition philosophique qui ne peut être, à ce sujet, suffisamment développée que sous des inspirations logiques émanées des plus hautes parties de Tétude des corps vivants, unique source spontanée des véritables principes relatifs à la théorie universelle des classifications quelconques.
Dès Torigine de la géométrie analytique, les habitudes algébriquesontinvolontairementconduitàclasserlescourbesplanes d'après les degrés de leurs équations rectilignes, sans qu'on ait jamais examiné directement si ce classement empirique peut aucunement satisfaire aux conditions essentielles que la raison impose en une telle opération. Il est néanmoins évident, en principe, que les motifs qui, en algèbre, ont inspiré et maintenu une telle classification ne sauraient nullement sufQre pour la transporter en géométrie. Car, ils se rapportent essentiellement à la difficulté croissante que doit nécessairement offrir, à mesure que le degré s'élève, la résolution des équations, objet final des spéculations algébriques. Or, celte distinction ne comporte, par sa nature, aucune importance géométrique, puisque le lieu d'une équation est^ comme nous l'avons reconnu au début de ce traité, radicalement indépendant de sa forme actuelle : en géométrie, l'équation est habituellement conçue résolue, sans qu'il faille s'y enquérir aucunement de l'embarras, pm*ement analytique, que peut susciter la réalisation d'un tel projet. Le degré d'une équation n'a, par lui-même, d'autre influence géométrique que d'indiquer une limite supérieure du nombre de points en ligne droite que comporte la courbe correspondante. Mais cette considération, qui pourrait acquérir une véritable importance, en signalant le nombre des sinuosités, si une teUe indication était plus précise, ne peut nullement devenir un principe de classement, vu son incertitude radicale.
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Il existe, par exemple, dans tous les degrés pairs, des courbes que, comme les sections coniques, aucune droite ne saurait couper en plus de deux points.
Cette insuffisance nécessaire du classement empirique adopté spontanément par les géomètres pour les courbes algébriques est aisément vérifiable en plusieurs cas décisifs, quoique Télude comparative de ces diverses figures ne soit pas encore convenablement instituée, ni même judicieusement conçue dans son ensemble. On peut, en effet, constater souvent qu'un tel classement rompt directement toutes les analogies essentielles, et qu'il conduit aussi à de vicieux rapprochements. Dans tous les degrés, et sans même excepter le second, les vrais analo* gués géométriques de chaque courbe se trouvent fréquemment parmi des lignes de beaucoup d'autres degrés, tandis que celles du degré correspondant en diffèrent, au contraire, essentiellement : double confirmation, spontanément développée dans toute cette troisième partie, de l'inanité radicale d'un tel classement. Malgré l'habitude invétérée, transmise, sous de nouvelles formes, des anciens aux modernes, qui rapproche essentiellement l'ellipse, d'une part de la parabole, et d'une autre part de l'hyperbole, nous allons spécialement reconnaître, au chapitre suivant, que, si l'on considère l'ensemble des rapports, sans se préoccuper d'aucun rapprochement exclusif, les véritables affinités géométriques de la parabole ou de Thyperbole existent surtout envers certaines courbes dispersées parmi tous les degrés algébriques, bien davantage qu'envers les courbes du second degré. Plus on méditera sur ce grand sujet de philosophie géométrique, à peine entrevu jusqu'ici, mieux on sentira que la classification des courbes planes d'après les degrés de leurs équations n'est pas plus rationnelle, au fond, que ne le serait une classification zoologique fondée sur la couleur ou sur la taille, etc., indépendamment de toute profonde comparaison organique.
Malheureusement, Tétat présent de la géométrie ne permet pas de remplacer encore ce vain classement empirique par une conception vraiment rationnelle. Depuis Descartes, on a dû s'occuper exclusivement de constituer, sous son inspiration fondamentale, la géométrie générale proprement dite, en établissant les méthodes analytiques, élémentaires ou transcendantes, propres aux différentes recherches auxquelles toute figure géométrique peut donner lieu. Quant à ce qu'on doit nommer la géométrie comparée, qui ne peut résulter que d'une application comparative de l'ensemble de ces méthodes aux diverses Yormes possibles, l'existence n'en est pas même soupçonnée encore : elle ne pourra d'ailleurs être conçue que lorsqu'une plus forte éducation philosophique aura suffisamment introduit chez les géoinètres le sentiment, développé jusqu'ici par les seuls naturalistes, du véritable esprit de la théorie logique des classifications quelconques; comme je lai établi en divers lieux de mon Système de philosophie postfive. J'expliquerai soigneusement, dans la dernière partie de ce traité, comment la grande conception de Monge sur les familles desurfaces a commencé spontanément à ébaucher la constitution directe de la géométrie comparée. Mais ce germe fondamental, d'ailleurs si mal apprécié jusqu'ici, et dont Lagrange seul a dignement pressenti l'importance, ne convient réellement qu'aux surfaces^ et ne saurait fournir aucune indication relative aux courbes. Ainsi, sous cet aspect capital, je ne puis ici que signaler, dans la géométrie actuelle, une immense lacune générale, habituellement inaperçue. L'ordre fondamental de conceptions géométriques qui est naturellement propre à cette troisième partie essentielle de notre étude, et qui pourrait lui procurer à la fois tant d'intérêt philosophique et tant d'extension scientifique, nous manque donc encore totalement.
Dans une telle situation, l'impossibilité évidente d'adopter
ici le classemenl empirique des courbes algébriques suivant les degrés de leurs équations recUlignes, nous impose Tinévitable obligation de recourir à un expédient provisoire, pour coordonner nos divers exemples de discussion géométrique d'aprës un principe analytique qui, sans pouvoir réellement suffire, puisse toutefois, judicieusement employé, nous mieux guider que cette vaine considération primitive. J*ai cru devoir adopter, à cet effet, la distinction fondée sur le nombre des termes, mais sans l'étendre au delà de quatre, nombre total des diverses sortes de termes propres aux équations algébriques. Nous discuterons donc d^abord les équations binômes, ensuite les équations trinômes^ et enfin, sous le nom d'équa-
tions polynômes, toutes celles qui contiennent plus de trois termes, quel que soit d'ailleurs leur nombre, qui dès lors n'a plus, en général, aucune haute importance géométrique. Mais, en utilisant une telle distinction, le lecteur ne devra jamais oublier qu'elle repose sur un principe radicalement insuffisant, qui ne peut aucunement dispenser de l'élaboration ultérieure d'un sujet aussi difficile qu'important, dont je voudrais surtout rappeler ainsi la destination caractéristique. Cette classification provisoire ne sera vraiment satisfaisante que pour notre premier ordre, où nous allons, en efl'et, reconnaître les seuls exemples bien constatés jusqu'ici de l'existence des familles pleinement naturelles parmi les courbes planes.
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CHAPITRE II
Courbes binômes.
79. Celte première classe comprend nécessairement deux sortes d'équations : les unes, de la forme y»8= oo:**, composées d'un terme en y et d'un terme en x\ les autres, de la forme y«j:»=a, contenant un terme en or et y avec un terme constant. Quoique le second type puisse algébriquement rentrer dans le premier , en supposant négatif l'un des exposants, ladistinction, sous quelque forme analytique qu'on la conçoive, n'en est pas moins indispensable sous l'aspect géométrique. Il en résulte deux familles de courbes essentiellement différentes, qu'on désigne communément par les dénominations de paraboles et A'hj/perboles^ empruntées aux genres les plus simples et les mieux connus.
Etudions d'abord la première famille, où la courbe est engendrée par un point dont les distances à deux axes rectangulaires varient de telle manière que deux de leurs puissances soient constamment proportionnelles. De toutes les définitions de courbes, c'est assurément celle qui diffère le moins de la définition analytique de la ligne droite, qui s'y trouverait même comprise en cas d'égalité entre les deux exposants. Aussi, en considérant l'ensemble des aspects géométriques, pourra-t-on reconnaître que ce groupe de courbes planes est, au fond, le plus simple et le mieux connu. Pour l'apprécier convenablement, il faut distinguer deux cas essentiels, selon que les exposants sont tous deux impairs, ou l'un pair et l'autre impair ; ils ne peuvent d'ailleurs être simultanément pairs.
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Dans le premier cas, représenté par le type ySm+i 4. ûx*»+i, d'où y = \ lax^-^^ la discussion fondamentale de ToN
donnée montre aussitôt que la courbe est toujours illimitée en tous sens et continue, puisque les racines impaires ne sont jamais susceptibles d'imaginarité. En même temps, ces racines ne comportant qu'une seule valeur réelle, de même signe que la puissance correspondante, la courbe se composera de deux branches opposées, situées dans les deux régions impaires du plan ou dans les deux régions paires, selon que le paramètre a sera positif ou négatif. Ces deux parties seront, du reste, parfaitement identiques, puisque le changement simultané du signe des deux coordonnées n'altère nullement l'équation, en sorte que la courbe aura pour centre l'origine, qui sera d'ailleurs un point d'inflexion : la langue géométrique manque ici d'un terme propre à qualifier cette identité entre deux branches opposées, qui coïncideraient d'après un double repli de la figure successivement selon chaque axe /tandis que le vaoi symétrie y est depuis longtemps consacré à désigner l'identité entre deux branches adjacentes, susceptibles de coïncidence par un seul pli. Enfin, chacune de ces deux moitiés de la courbe s'éloîgnera continuellement des deux axes à la fois, quoiqu'avec une inégale rapidité, suivant la grandeur relative des deux exposants. Mais, conformément aux réflexions générales du chapitre précédent, on voit que cette première discussion laisse entièrement indécis le sens de la courbure dans l'une ou l'autre branche, qui pourrait être indifféremment concave ou convexe vers l'axe des a:, ou même très-sinueuse, sans cesser de satisfaire à l'ensemble des documents ainsi directement émanés de l'ordonnée. On ne peut dissiper cette incertitude que d'après l'examen de la tangente. En appliquant la règle ordinaire, on
^L trouve ICI
(2n + 1) ax^^ tang a s= i- — / ' ; mais, comme x ei y va-
rient en même sens, on ne peut juger la marche d'une telle fonction sans y tout rapporter à la variable indépendante, ce qui
donne tang « = - — r-r a^w+i x 2«+i . Cette fonction sera évi-
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demment toujours croissante ou toujours décroissante,selon que n sera supérieur ou inférieur à m. Ainsi, la courbe est constamment convexe vers Taxe correspondant au plus haut exposant, et qui constitue sa première tangente : elle n'a jamais d'autre sinuosité que ceUe relative à son centre, conformément à la figure 48, où Ton a supposé rC>m, La valeur extrême de tang a étant ainsi nulle ou infinie, on conçoit d'ailleurs que cette courbe ne saurait avoiraucune asymptote rectiligne; car, elle n'en pourrait dès lors admettre que de parallèles à l'un des deux axes, ce qui ne peut s'accorder avec son extension indéfinie suivant chacun d'eux. Une telle courbe, quel que soit son degré, ne pourra jamais être coupée qu'en un ou trois points par aucune droite^ sauf ses tangentes qui auront avec elle deux points communs, l'un de contact, l'autre d'intersection. Les valeurs des deux exposants m et w ne sauraient évidemment exercer qu'une influence secondaire sur sa forme générale, en sorte que toutes les courbes ainsi obtenues, d'après tous les exposants possibles, constitueront certainement un même genre pleinement naturel. On ne pourra point cependant les concevoir de même espèce^ si, comme la raison l'exige, on définit l'espèce, en géométrie comparée, d'après la similitude rigoureuse des figures correspondantes. Il n'y aura donc une véritable identité d'espèce, entre deux courbes de ce genre, qu'autant que les deux exposants y présenteront les mêmes valeurs quelconques, sans aucune autre diversité que pelle du paramètre a.
Considérons, maintenant, le cas où l'un des exposants est pair et l'autre impair, suivant le type ^2m.B- ^r^sn+i^ d'où
y=±: ^ ax^^^. L'ordonnée devient alors susceptible d'imaginarité, et ne peut être réelle qu'autant que â? a le même signe que( a : ainsi la courbe est limitée dans un sens et illimitée dans l'autre. En même temps, chaque ordonnée réelle a nécessairement deux valeurs égales au signe près ; en sorte que la courbe se compose encore de deux branches, mai^ placées dans les deux régions adjacentes, et d'ailleurs parfaitement symétriques autour de Taxe qui les sépare, chacune d'elles s'éloignant, du reste, continuellement des deux axes à la fois. Telles sont les indications fondamentales que fournira toujours ici la marche générale de l'ordonnée, quelles que soient les valeurs des deux exposants m etn. Mais la discussion de la tangente va dévoiler la nécessité de distinguer, dans ce cas qui paraît unique, deux genres vraiment différents, selon que le degré de l'équation sera pair ou impair. Car, on obtient alors, pour le coefficient angulaire de la tan-
gente, l'expression finale tang a «= a^"» 05 *» . gj
donc l'équation est de degré pair, c'est-à-dire si 2m surpasse 27i-|-i, l'exposant total de x y étant négatif, cette fonction sera indéfiniment décroissante, et la courbe tournera constamment sa concavité vers son axe, qui constituera sa première normale, comme dans la parabole proprement dite, qui appartient évidemment à ce genre. Quand, au contraire, le degré de l'équation sera impair, la fonction croîtra continuellement et sans limite, en sorte que la courbe deviendra toujours convexe vers son axe qui lui sera tangent. L'origine sera un sommet proprement dit dans le premier cas, et un point de rebroussement dans le second. Du reste, ces deux sortes de courbes ne sauraient comporter davantage que celles du genre primitif, l'existence d'aucune asymptote rectiligne : elles sont d'ailleui^s évidemment dépourvues de centre. On aura donc les deux
formes générales indiquées par les figures 49 et 50, selon que Texposant pair sera supérieur ou inférieur à Texposant impair. La première, quel que soit son degré, ne peut être coupée en plus de deux points par aucune droite, en sorte que les tangentes n*y rencontrent qu'une seule fois la courbe ; dans la seconde, toute droite coupera en un ou trois points, et chaque tangente en deux points : ces diversités géométriques sont en pleine harmonie avec la notion algébrique relative au nombre constamment pair des racines imaginaires.
Tels sont les trois genres parfaitement naturels qui composent la famille des paraboles, où chaque courbe ressemble certainement davantage, sous les divers aspects essentiels, à toutes celles du même groupe qu'à aucune de celles d'un autre groupe, sans nul égard au degré, dont la faible influence géométrique est réellement bornée à la seule détermination des espèces, conformément aux réflexions générales du chapitre précédent.
80. La seconde famille des courbes binômes ne dififêredela première qu'en ce que la raison directe des deux puissances constamment proportionnelles s'y trouve changée en raison inverse. Mais ce simple changement analytique détermine, sous l'aspect géométrique, une diversité très-prononcée entre les hyperboles et les paraboles. Supposons d'abord, comme dans l'autre cas, que les deux exposants soient impairs, ce qui correspond ici aux hyperboles de degré pair, suivant le type
ÏJM-t-l/
alt^i y2m+i = a, d'où y = y ^r
La discussion fondamentale de l'ordonnée sera la même qu'auparavant, quant à la réalité et au signe ; en sorte que la courbe se composera encore de deux branches opposées et identiques, ayant toujours Torigine pour centre. Mais, en ce qui concerne la grandeur, la marche sera évidemment inverse; puisque
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Tordonnée décroît ici lorsque l'abscisse augmente, et réciproquement, sans que ces variations admettent d'ailleurs aucune limite : chacun des axes est donc alors une asymptote de la courbe. Quant au sens de la courbure, déjà indiqué par ce double asymptotisme pour la majeure partie du cours, il est aisé de reconnaître qu'il ne changera jamais : car, on a
tang a = — ^ , , - ; et, par suite, ce coefficient angulaire
'im-f-i X
diminue continuellement si x augmente ; ce qui exclut toute
sinuosité, conformément à la figure 51.
Ce premier genre comprend évidemment l'hyperbole proprement dite, quand les deux exposants sont égaux, en sorte que l'équation soit réductible à la forme xi/=a, qui serait nécessairement celle de l'hyperbole ordinaire, définie au n** 19, si on prenait pour axes les deux asymptotes que nous lui avons déjà reconnues, comme nous l'expliquerons d'ailleurs spécialement en son lieu. Dans cette espèce primordiale, l'équation présente une propriété très-remarquable, qui ne saurait autrement exister, en vertu de sa symétrie parfaite entre les deux variables. Il importe de remarquer ici, à cette occasion, qu'un tel caractère analytique indique, en général, la symétrie géométrique de la courbe correspondante autour de la bissectrice du premier angle des axes: car, tous les points étant ainsi susceptibles deux à deux de coordonnées réciproques, on en conclut aisément que leurs distances à l'origine sont deux à deux égales et d'ailleurs pareillement inclinées sur cette bissectrice, envers laquelle ils se trouvent donc symétriquement disposés. Gomme, en outre, l'équation actuelle ne change pas non plus en changeant y en — ar et a: en — y, un semblable raisonnement prouve que la courbe est aussi symétrique autour de la seconde bissectrice, conformément à l'identité générale des deux branches. On ne peut douter que cette double symétrie
ne soit particulière à Thyperbole du second degré : car, d'après la parité nécessaire qui doit toujours exister entre les deux asymptotes, ces deux bissectrices sont évidemment les seuls axes que puisse comporter aucune hyperbole de degré pair ; or, elle ne saurait certainement les admettre qu'en cas d'égalité des deux exposants. Ainsi, les idées de symétrie que rappelle spontanément cette espèce primitive doivent être entièrement écartées pour s'élever convenablement à la vraie notion géométrique du genre correspondant (*).
Examinons maintenant le second genre d'hyperboles, où les deux exposants sont l'un pair et l'autre impair, en sorte que l'équation est alors de degré toujours impair, suivant le
type y^ ;r2»+i = a, qui donne y = ± i/ -^r-i Comme
dans le second cas des équations paraboliques, la courbe se composera de deux branches égales et adjacentes, symétriquement disposées autour de l'axe des x. De même que ci-dessus, chacune d'elles aura encore pour asymptotes les deux axes. Quant à la marche des tangentes, elle n'offrira évidemment aucune diversité essentielle, d'après la formule
{*) Au sujet de cette espèce exceptionnelle, il convient d'éclaircir ici une contradiction apparente, relative au nombre de points déterminant, qui, d'après l'équation x» y '»=a, doit toujours se borner à quatre dans toutes les courbes hyperboliques, comme dans les courbes paraboliques, conformément à )iotre théorie fondamentale; tandis que, d'une autre pari, nous l'avons spécialement reconnu égal à cinq pour l'hyperbole ordinaire. Mais ce défaut d'accord tient uniquement à ce que nous ne considérons ici que des hyperboles à asymptotes rectangulaires ; et, si les axes étaient obliques, l'angle des asymptotes n'en serait pas moins donné : ce qui doit naturellement diminuer d'une unité le nombre des conditions déterminantes, qui s'élèverait^ en effet, à cinq, envers toutes les hyperboles, si l'on regardait comme indéterminée l'inclinaison de leurs asymptotes.
La môme explication dissiperait aussi la contradiction analogue que semblerait offrir ici la théorie, de la shnilitude.
tangacs — ?, qui continue à exclure toute sinuosité,
Â!TÏ\ X
conformément à la figure 52. Telles sont les seules différences fondamentales qui puissent avoir Ueu entre les hyperboles de degré impair et celles de degré pair : leur distinction peut se résumer par Tabsence ou Texistence d*un centre.
Nous devons remarquer ici que ce second cas des courbes hyperboliques ne comporte nullement la division qu'a exigée le cas analogue des courbes paraboliques, d'après Tordre de grandeur des deux exposants. Car, cette distinction, sans aucune influence sur la marche générale de l'ordonnée, ne se rapportait qu'à la tangente, dont le coefficient angulaire devient ici toujours décroissant, quel que soit celui des deux exposants, pair ou impair, qui surpasse l'autre. Ainsi, la famille des hyperboles ne comprend réellement que deux genres, quoique celle des paraboles en contienne trois. Dans le premier genre, de degré pair quelconque, aucune droite ne peut couper l'hyperbole en plus de deux points ; dans le second, de degré impair, l'hyperbole admet trois points en ligne droite : il faut d'ailleurs, en chaque cas, avoir égard aux restrictions nécessaires relatives, d'une part, aux tangentes, de l'autre, aux parallèles aux asymptotes.
Envers ces deux genres d'hyperboles, il convient, pour en mieux concevoir la forme, de déterminer le point le plus rapproché de l'origine actuelle, où se croisent toujours les deux asymptotes. Mais, au lieu d'appliquer à la fonction a:*+y*, qui exprime le carré de cette distance, la méthode générale des minima, après y avoir réduit les deux variables à une seule conformément à l'équation donnée, on obtiendra une solution beaucoup plus simple en employant ici un principe géométrique de minimum qui, quoique particulier à ce genre de questions, n'en mérite pas moins d'être soigneusement ap-
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précié, à cause de son utilité prononcée en beaucoup d'occasions. C'est le principe évident que le plus court chemin d'un point à une ligne quelconque, d'abord droite et puis courbe, lui est toujours perpendiculaire ; Ce qui ne saurait certainement offrir aucune difficulté quand le point appartient, comme dans le cas actuel, à la convexité de la courbe. D'après cela, le caractère analytique du point cherché consistera simplement en ce que le coefficient angulaire de la tangente et celui du rayon y soient réciproques et de signe contraire, suivant la loi ordinaire (n^ 28). Si donc a:* y»»= a désigne, en général, l'équation d'une hyperbole quelconque, du premier ou du second genre, le point le plus rapproché de Tiiîtersection
des asymptotes y sera déterminé par l'équation — - =»- , d'où
correspondant, et dès lors les coordonnées spéciales du point cherché. On voit ainsi que ce point remarquable ne peut jamais ôtre équidistant des deux asymptotes, sauf dans l'hyperbole du second degré, où 7W=n : il sera toujours plus rapproché de l'asymptote relative au plus fort exposant; ce qui est pleinement conforme à nos réflexions antérieures sur la symétrie.
Toutes les courbes de la famille des hyperboles sont^ comme celles de la famille des paraboles, exactement quarrables d'après nos méthodes actuelles. En partant de l'équation pré-
i/— ; ce qui indique aussitôt la direction du rayon
cédentea:*y«»=a,on trouve ainsi S=a , pour
m Taire comptée à partir de x=i. Il est digne de remarque que cette aire, étendue jusqu'à chacune des deux asymptotes, est toujours finie d'un côté et infinie de l'autre. Cai*, en faisant.
dans cette formule, les deux hypothèses a:=0, a; = 00, qui correspondent à ceslimites,le terme variabley devient d*abord nul et puis infini, ou réciproquement, selon que son exposant est positif ou négatif, c'est-à-dire, suivant que m est supérieur ou inférieur an: d'où il résulte que Taire indéfiniment prolongée a constamment une valeur finie vers l'asymptote relative au plus haut exposant, tandis que sa valeur totale est, au contraire, infinie vers l'asymptote à laquelle se rapporte le moindre exposant. Pour l'hyperbole ordinaire, où les deux exposants sont égaux, la formule devient indéterminée, ce qui tient à un changement de naturedela fonction correspondante, comme je l'expliquerai spécialement en son lieu : nous reconnaîtrons alors que ces deux segments sont pareillement infinis. Cette première classe de courbes, paraboliques et hyperboliques, la seule jusqu'ici où les conditions nécessaires d'une classification vraiment rationnelle se ti*ouvent suffisamment remplies, doit être envisagée comme offrant le type le plus satisfaisant de la discussion géométrique des équations.On voit ainsi comment la nature des termes d'une équation binôme range aussitôt la courbe correspondante dans la famille des pai*aboles ou dans celle des hyperboles, et comment ensuite l'appréciation comparative des deux e^cposants détermine aisément auquel des trois genres de la première ou des deux genres de la seconde appartient le lieu proposé. Une telle ébauche spontanée, quoique bornée au cas le plus simple, peut déjà indiquer au lecteur intelligent ce que deviendra sans doute un jour la géométrie comparée, quand cette nouvelle face universelle de la science géométrique, si méconnue maintenant, aura été réellement constituée d'après les conceptions générales qui lui sont propres.
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CHAPITRE III
Courbes trinômes.
81. Le principe provisoire qui, à défaut de tout autre finalement convenable, nous sert ici à classer géométriquement les équations algébriques, d'après le nombre et la nature de leurs termes, cesse déjà d'offrir une suffisante rationalité à partir même des équations trinômes, où Ton n*a plus la certitude qu*il conduise à instituer des groupes pleinement naturels, comme dans le chapitre précédent. Néanmoins, sa judicieuse application y est encore très-utile pour coordonner et varier les divers exemples qui doivent y caractériser les principales difficultés relatives, en général, à la discussion géométrique deséquations.Trop peu prononcées envers lescourbesbinomes, ces difficultés doivent être surtout étudiées dans cette seconde classe, dont l'examen complet suffira certainement au lecteur pour apprendre convenablement à bien discuter les équations à deux variables; ce qui constitue maintenant le but essentiel de cette troisième partie de la géométrie plane, puisque Timperfection actuelle de la science nous oblige d'ailleurs à y renoncer encore aux spéculations supérieures de géométrie comparée que j'ai dû me borner h y faire entrevoir.
Comme les diverses catégories géométriques sont ici à la fois plus nombreuses et plus étendues qu'à Tégard des équations à deux termes, il ne nous sera pas possible d'épuiser, aussi pleinement qu'au chapitre précédent, l'appréciation détaillée de chacune d'elles. Je me bornerai à compléter cet examen pour la plus simple catégorie, comprenant un terme relatif à chaque
variable et un terme constant.Quant aux autres plus compli* quées, où les cas se multiplieraient davantage, j'indiquerai seulement un petitnombred'exemplescaractéristiquesjaissant au lecteur à poursuivre spontanément, d'après les mêmes distinctions, de telles séries d'études, dont les développements propres nous entraîneraient beaucoup trop loin, sans comporter d'ailleurs aucune suffisante utilité, soit scientifique, soit logique. Au reste, tous les exemples considérés en ce chapitre, quoique relatifs à des exposants déterminés, afin de mieux fixer les idées en facilitant les calculs, seront toujours traités de manière à constituer autant de types des cas analogues que produiraient d'autres exposants quelconques assujettis aux mêmes conditions.
Dans la première classe des équations trinômes, sous la forme y«»+a2:«=6, les deux exposants peuvent d'abord être simultanément impairs, et alors égaux ou inégaux : considérons un exemple de chaque sorte.
Premier exemple. Soit l'équation y'-|-a;*a=i. Pour rendre cet exemple plus intéressant, j'y ai supposé, outre l'égalité des exposants, celle des coefficients, en sorte que la courbe devient ainsi symétrique autour de la première bissectrice ; mais j'engage d'avance le lecteur à ne pas attacher trop d'importance à cette particularité, dont l'absence maintiendrait essentiellement, à cette seule symétrie près, la figure générale que nous allons reconnaître; comme on pourra d'ailleurs le constater aisément d'après un autre exemple comparatif où cet accident n'ait pas lieu.
La formule y = y^l — a:* montre d'abord que, l'ordonnée étant toujours réelle et unique, la courbe sera illimitée en tous sensetcontinue.Quanta: est positif, l'ordonnée reste positive et décroissante de i à 0, tant que x ne dépasse pas la valeur
1, après laquelle Fordonnée devient négative, et dès lors indéfiniment croissante : x négatif la rend constamment positive et la fait croître sans limite. Ainsi la forme la plus simple compatible avec l'ensemble de la discussion de l'ordonnée serait
la courbe ponctuée de la figure 53.
x^ D'après le coefficient angulaire de la tangente, tang a = 5,
les tangentes en A et B sont certainement perpendiculaires aux axes correspondants, en sorte qu'il y a sinuosité : en C, sur la bissectrice qui sert d'axe à la courbe, on a tang «= — 1, et ce point est par conséquent lin sommet. La courbe est d'ailleurs toujours concave vers l'origine depuis A jusqu'à B, puisque cette fonction continue évidemment à croître entre ces limites. Au delà, on n'en peut plus apprécier la marche
que par sa réduction à une seule variable, sous la forme
tang a = _■ . Or, en divisant les deux termes par a:*,
on a tang a = — ^ et l'on reconnadt aussitôt que
v/(-pr
cette fonction, nécessairement d'abord décroissante, à partir de x= 1, qui la rendait infinie, ne cesse jamais de diminuer, en tendant vers la limite — i, qui indique la direction de la seconde bissectrice. Il en est de même, en sens inverse, pour x négatif, en sorte que cette limite est commune aux deux parties, qui, après les inflexions A et B^ sont, dès lors indéfiniment convexes vers cette seconde bissectrice, où il est aisé de reconnaître Tasymptote de la courbe, comme j'ai déjà eu l'occasion de l'expliquer. Ainsi comprise entre une tangente et une asymptote parallèles, cette courbe à double inflexion est maintenant assez caractérisée, outre sa symétrie autour de OC. Sa courbure est évidemment beaucoup plus prononcée entre les
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ux sinuosités, que dans tout le reste de son cours; puisque faible intervalle fait varier de 90 degrés la direction de la igente, que le prolongement indéfini de la courbe change suite seulement de të". En y cherchant, d'après le principe Sciai employé au chapitre précédent, le point le plus rapproé de Torigine, d'où partent déjà les trois normales OA, OC, t, il est clair que les deux extrêmes doivent correspondre k minimum puisqu'au delà il y a accroissement, et celle du lieu à un maximum, comme le confirment leurs grandeurs ipectives.Cet exemple nous offre l'occasion naturelle de comiter cet utile principe géométrique, en y remarquant que le smin normal, toujours minimum quand il part de la condté, est,au contraire, lantAt minimum et tantôt maximum, partant de la concavité, suivant la position du point de dépt sur la normale correspondante : cette distinction, directeint évidente envers le cercle, présente d'ailleurs, à l'égard ine courbe quelconque, de véritables difficultés que l'analyse linaire est peu propre à surmonter, et dont le lecteur doit ajourner la solution générale.
U serait superQu d'établir expressément que Tensemble de iiscussion précédente convient essentiellement à toutes les irbes du genre ^"H-i-l-a^H-isal, avec de simples nuances ondaires résultées du degré.
')euxième exemple. Supposons maintenant l'équation f-x'^l, où les deux exposants impairs sont inégaux. Cette érence ne saurait influer sur la marche générale de l'or-
mée. Quant à la tangente, on a tang « = — ~^, et de A à
Ig. 54), iafonction procède comme ci-de8su3,'avecles mêmes exioDs, sauf la position de la normale intermédiaire. Maie, delà de B, on a ici
tanga
Y X ÛT X' x^^
cette fonction s*annulant pour xinfinija courbe, constamment concave vers Taxe des x, ne comporte plus d'asymptote de ce côté. En changeant le signe de x, on obtient la même valeur extrême : ainsi, après Tinflexion A, où la tangente est parallèle à cet axe, la courbe, d*abord convexe, finit aussi par devenir concave, et sans asymptote possible. Il existedonc à gauche une nouvelle inflexion, correspondante au minimum de la
. ,. x'^ + Ax^ + ^^ + Ax* + i .,,. ,. , ,
fonction ' — j-j— î ■ — : si 1 on y applique la me-
thode que nous avons établie, on trouvera sans difficulté
a:Baiy/5, pour Tabscisse de ce point remarquable. Cette troisième inflexion et Tabsence d^asymptotes distinguent profondément cette courbe d'avec la précédente, en caractérisant Tinfluence irréctisable de Tinégalité des deux exposants.
Au sujet de cette première comparaison, je dois en général, recommander au lecteur de ne pas se borner, comme on Ta toujours fait jusqu'ici, à discuter isolément chacune des équations qui lui serviront successivement d'exercices, mais de comparer ensuite judicieusement les résultats de chaque discussion avec ceux des cas antérieurs qui seront suffisamment analogues. Cette appréciation comparative augmentera beaucoup l'utilité logique d'une telle étude géométrique, qui, ainsi conduite^ pourra, d'après un petit nombre d'exemples bien choisis, faire profondément sentir le véritable esprit de cette partie essentielle de la géométrie plane. Pour garantir la pleine efScacité de semblables comparaisons, il faut toujours les rendre parfaitement nettes, en s'y assujettissant, comme dans les expériences physiques bien instituées^ à ne jamais compa*
rer entre eux que des cas géométriques différant sous un seul aspect analytique, dont Tinfluence finale sera ainsi distinctement caractérisée.
Troisième ércemp/é. Considérons main tenant le cas des deux exposants pairs, en les supposant d*abord égaux, suivant l'exemple y*+«*=ii oùTégalité simultanée des deux coefficients entraîne d'ailleurs accidentellement la double symétrie de la courbe autour des deux bissectrices. D'après la formule
y = ± \/i — x^, la courbe, déjà symétrique autour des deux axes coordonnés, est évidemment fermée et continue, entre les limites -f- * ©^ — * suivant chaque axe ; de manière à être contenue dans le carré ABA'B' {fig, 55). Quant à la tan-
x^ génie, son coefficient angulaire ^ montre clairement que
chacun des octants identiques dont la courbe est composée est toujours concave vers son centre, et que les huit points où elle rencontre ses quatre axes géométriques constituent autant de sommets; en sorte qu'elle est finalement inscrite dans un octogone quasi-régulier. Aux deux extrémités de chaque octant, la distance au centre est évidemment, d'après le principe des normales, maximum suivant OC et minimum suivant OB, puisque d'ailleurs on peut reconnaître aisément que OC surpasse OB.
Outre la comparaison de cet exemple avec le premier, afin de bien saisir la grande influence géométrique de la substitution des exposants pairs aux exposants impairs, il est naturel de comparer la courbe actuelle avec le cercle y* -f- rc^ = i , dont il semble d'abord difficile de la bien distinguer géométriquement. Quanta l'ordonnée, on reconnaît ainsi sans incertitude que la courbe est circonscrite au cercle, puisque la fonction \/i — x^ êurpasse toujours, entre 0 et 1, la fonction v/i — x^ : le maximum d'écartement est sur les bissectrices.
La marche des tangentes confirme cette diversité, en montrant que les huit sommets sont les seuls points de notre courbe où se reproduise le caractère constant de la tangente au cercle, d*ètre partout perpendiculaire au rayon correspondant. On pourrait donc se figurer grossièrement cette courbe, et les diverses courbes analogues y* -f- ^' = ^i .V' + «' = 1, etc. comme provenues d'une sorte d'uniforme dilatation thermométrique d'un cercle métallique encastré dans un châssis non-dilatable ABA'B' qui, empêchant Téloignement des sommets correspondants, produirait un écartement croissant jusqu'au milieu de chaque intervalle.
Quatrième exemple. Pour avoir complètement apprécié le cas des deux exposants pairs égaux entre eux, il faut y considérer, comme nouvel exemple, Téquation y* — «* = 1, où l'opposition des signes détermine une profonde différence géométrique, qui ne pouvait exister envers des puissances impaires, susceptibles de changer ainsi par suite d'une simple transposition d'un côté à l'autre de l'un des axes coordonnés. Ce contraste doit être essentiellement analogue à celui que nous avons vu, dans la première partie de ce traité, résulter d'un pareil motif algébrique entre l'ellipse et l'hyperbole. Il consiste surtout en ce que la courbe, au lieu d'être fermée et continue, devient illimitée et discontinue; les deux bissectrices, au lieu d'être dés axes, deviennent des asymptotes : la courbure de l'ensemble de la courbe est donc, à tous égards, beaucoup moins prononcée que ci-dessus.
Cinquième exemple. Supposons maintenant que les deux exposants pairs soient inégaux, comme dans l'équation y*-\-x^=iy qu'il faudra naturellement comparer à i/^+x^=i et à y*+aj*=:i. L'ordonnée, dont la marche générale y sera essentieUement conforme à celle de ces deux cas, y aura d'ailleurs une valeur constamment intermédiaire, en sorte que la courbe se trouvera
circonscrite au cercle et pourtant inscrite à celle de lufigure^^. Quant à la tangente, elle né comporte ici d'autre remarque essentielle que celle relative à la normale moyenne entre OA et OB, qui cessera dès lors de coïncider avec la bissectrice^ conformément au défaut de symétrie selon OC.
Sixième exemple. Considérons encore, à ce sujet, l'équation y» — a:*t=i, qui devra être géométriquement comparée, d'une part à la précédente, d'autre part à y* — x* = l. Envers celle-ci, la différence consistera surtout dans l'absence d'asymptotes rectilignes, d'où résultera une courbure totale plus prononcée. Il serait aisé de constater ici Tasymptotisme avec les deux paraboles y earha;'; mais il contribuerait peu à éclaircir la figure générale de la courbe.
Septième exemple. ^Kssons enfin au cas où les deux exposants sont l'un pair et l'autre impair, en supposant d'abord que celui-ci l'emporte, comme dans l'exemple y* + a;» = i, qu'il
faudra surtout comparer ày'+ar^rr: i . La formule y =±:v/l — a^ indique la limitation de la courbe à droite en A {fig, 56), où 07= i, et son extension indéfinie h gauchie, en restant d'ailleurs toujours symétrique autour de OX. D'après le coefficient
angulaire de la tangente — ^, la courbe est évidemment
toujours concave vers l'origine entre A et B ou B' : le principe
des normales apprendra aisément que le point de cette partie le
plus éloigné de l'origine a pour abscisse - ; cette distance
maximum excède si peu les minima égaux OA et OB, que de
B en B' la courbe diffère à peine d'un demi-cercle. Hais, au
_ 3/ps 3
delà, tang a «=> _ = : or^ cette fonc-
tion, d'abord nulle aux inflexions B etB', augmente continuel-
lement et sans limite à mesure que x croit négativement. Ainsi, la partie gauche indéfinie, beaucoup moins courbée que la partie droite, quoique dépourvue d*asymptote, est toujours convexe vers Taxe des abscisses.
Huitième exemple. Il ne reste plus, pour avoir rapidement apprécié tous les cas essentiels de cette première catégorie d'équations trinômes, qu'à y supposer un exposant pair supérieur à un exposant impair, suivant l'exemple y*-|-x'=i, qui devra surtout être comparé au précédent et au premier: La marche générale de l'ordonnée y est évidemment la même que ci-dessus. Quant à la tangente, elle n'offrira non plus aucune différence importante du côté des x positifs. Mais, dans la partie gauche indéfinie, on aura
tang a =
Or, la fonction sous le radical, d'abord infinie pour x=^0, le devient encore pour x= oo; en sorte que, dans l'intervalle,
l'angle a commence par augmenter^ mais finit bientôt par diminuer continuellement jusqu'à zéro. Ainsi la courbe, primitivement convexe à gauche, comme dans le cas précédent, ne tarde pas à devenir toujours concave, et enfin parallèle à l'axe, sans comporter d'ailleurs d'asymptote. Outre le couple d'inflexions B et B', il en existe donc un second, peu éloigné du premier, et provenu du degré actuellement pair. Pour trouver sa position précise, il faut obtenir le minimum de la fonction
' - . En l'égalant à une ordonnée auxiliaire a.
il faudra, suivant notre méthode^ chercher une tangente parallèle à l'axe des x dans la courbe correspondante; ce qui fournira, d'après la règle ordinaire, la condition
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9x* + 18a:* + 9a;* = Sx^z. Ayant ôlé la solution x =0 déjà connue , il vient , en substituant la définition de z ,
Six^+^x' + Sx' + i)
9a:«+18ar»+9 =
-. Cette équation finale
est très facile à résoudre, si Ton remarque qu'elle peut être
mise sous la forme 9 [x^ + ^)*
car, en suppri-
mant le facteur commun inutile à la question, elle devient 9 == — ^^ — r — ■; d'où résulte aussitôt ar «■ 2, et, par suite,
y = v/3, a = 150**, pour le point cherché.
82. La seconde catégorie des équations trinômes comprend celles où, les deux variables restant encore séparées. Tune d'elles entre à la fois dans deux termes et Fautre dans un seul. Cette coexistence de trois exposants doit évidemment y multiplier bien davantage les distinctions géométriques qu'envers le groupe précédent, borné à la comparaison de deux exposants. Aussi me réduirai-je ici à caractériser, par quelques exemples choisis, un petit nombre de ces cas, laissant au lecteur à discuter spontanément tous les autres; ce qu'il pourra maintenant exécuter sans guide, d'après l'ensemble des habitudes déjà contractées sur la discussion géométrique des équations.
Premier exemple. Considérons d'abord la courbe j/=x^ — x, où les trois exposants sont impairs. Par cela même, l'ordonnée y étant toujours réelle et unique, le lieu sera illimité et continu : ses deux branches auront d'ailleurs l'origine à la fois pour centre et point d'inflexion, et chacune d'elles coupera l'axe des x, à droite ou à gauche, à la distance 1, Entre 0 et 1, l'ordonnée, nulle aux deux extrémités de cet intervalle, sera d'abord croissante et puis décroissante, son maximum corres-
pondant à X
suivant la règle des dérivées, ici immé-
diatement applicable sans difflculté : au delà, Tordonnée change de signe, et croît dès lors indéfiniment de part et d'autre, conformément à la figure 57.L*examen ducoefficientangulairedela tangente , tang a = 3^:^ — 1 , ne laisse aucun do ute sur le sens ainsi assigné partout à la courbure, ni sur Tabsence totale d'asymptotes : la tangente au centre se confond évidemment avec la seconde bissectrice AÂ'.
Une comparaison peu approfondie pourrait disposer à confondre une telle forme avec celle qui convient au premier genre des paraboles. Mais un examen plus attentif fera clairement ressortir la différence essentielle des deux cas, d'abord analytiquement, puis géométriquement. Il suffit, pour cela, de rapporter la courbe actuelle aux deux bissectrices, qui s'y trouvent évidemment placées, d'après l'ensemble de la discussion précédente, comme les axes propres à ce genre. Les formules de
transposition seront alors x = —- , y = ^ , ce qui
donneral'équationj-'^-faa^'^y'+Saj'y'Hy'— 4y'=0,dontla différence très-prononcée avec celles du chapitre précédent interdit aussitôt tout pareil rapprochement.
Outre cet exemple, où l'exposant impair de l'ordonnée est égal au moindre exposant de l'abscisse, il faudrait, pour avoir vraiment apprécié tous les cas à triple exposant impair, en considérer quatre nouveaux où le premier exposant serait successivement égal au plus grand des deux autres, puis supérieur à celui-ci, ensuite compris entre les deux, et enfin inférieur au plus petit.
Deuxième exemple. Supposons maintenant que, l'unique exposant de l'ordonnée demeurant impair, les deux exposants de l'abscisse deviennent pairs, en prenant, comme seul exemple, parmi tous les cas divers que comporterait cette condition, l'équation très-simple y = x^ — a:*. Après avoir di-
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iclement recoDou l'iUimilation et la continuité du lieu, ainsi le sa symétrie autour de l'axe des y, il est aisé de constater le rordoDDée, nullepour2::=0et2:~3l,et positive dans l'in-
rvalle, y atteint son maximum ^ pourx=3 * /i ; quand elle
traversé l'axe des abscisses, la courbe s'en éloigne indé&oilenl. Mais sa vraie figure est plus compliquée que ne l'indile d'abord cette discussion fondamentale. Car, en examinant
marche des tangentes, d'après la loitanga =ar — tr*, 1 aperçoit que, outre le maximum, la tangente est aussi digée suivant l'axe à l'origine, qui est donc un sommet, et ïn un point de rebroussement : par suite, il doit exister une [flexion dans l'intervalle. On la déterminera en cherchant le laximum de tang «, ce qui donne immédiatement l'équation
-m.-0, d-où ._± ^î, J =.1 el Ung.= I y/î-
ï courbure éprouve ainsi de fortes variations dans l'interille ACBOB'C'A' {fig. 58), au delà duquel la direcUon de la .ngente ne subit pas jusqu'à l'infini un changement total de )°, puisque, en A et A', on a tang a = q: 2 : il n'existe d'iûlurs, évidemment, aucune asymptote.
Troisième exemple. Comme exemple unique du cas ot les ois exposants sont pairs, discutons l'équation y* =ax* — x^. 'ordonnée, réelle seulement de 0 à 1, atteint son maximum pour U même abscisse que ci-dessus ; eu sorte que la courbe, rmétrique autour des deux axes, et ayant son centre à l'orine, est contenue dans le rectangle ABB'A'C'C {(ig. S9).
uant à la tangente, d'après la loi tang « = — ^^^^^ , U est
air que tous les cAtés de ce rectangle touchent la courbe, les ns une fois, les autres deux fois. Il faut surtout remarquer, cet égard, ce qui concerne le centre, oùlang « =» ± 1 indique
deux tangentes distinctes, dirigées suivant les bissectrices; comme le confirmerait d'ailleurs la considération spéciale du
rapport -. Cette nouvelle propriété a fait donner le nom de
nœud à ce point exceptionnel, déjà doublement remarquable ici, & titre de centre et de point d'inflexion. L'ensemble d'une telle discussion ne peut laisser aucun doute sur la figure générale de cette courbe, que sa forme a fait appeler lemniscate. Sa courbure est évidemment beaucoup moins prononcée, en général, du nœud 0 au maximum B que de là au sommet A ; puisque le premier intervalle, quoique supérieur au second, produit une variation totale moitié moindre dans la direction de la tangente.
En substituant, à cette équation^ l'équation inverse y^sssx* — a^, il faudrait surtout remarquer, outre le changement accoutumé d'un lieu fermé et continu en un autre illimité et interrompu, le nouveau caractère qu'y prendrait le centre, toujours placé à l'origine. On voit que ce point, loin de réunir plusieurs branches distinctes, se trouverait isolé de tout le reste de la courbe, dont il continuerait cependant à faire partie, comme le point conjugué de la conchoîde. Si l'on généralise davantage un tel contraste géométrique, il est aisé de sentir que, en toute équation de la forme
les abscisses propres à confondre les deux valeurs de y, non par l'annulation de la fonction placée sous le radical, mais par celle du facteur qui le précède, indiqueront des nœuds ou des points isolés selon qu^elles rendront positive ou négative la première fonction / (^r), puisque les ordonnées voisines seront dès lors tantôt réelles et tantôt imaginaires. Ainsi, quelque
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opposées que soient géométriquement ces deux sortes de points, le même caractère analytique pourra leur convenir, avec une simple nuance relative seulement au sens d'une certaine inégalité. Leur différence, quant à la tangente, consistera en ce que son coefficient angulaire, toujours double en TunetTautre cas, restera réel pour le premier et deviendra imaginaire pour le second ; comme le confirme aisément l'exemple précédent. Quoique le type analytique que je viens de formuler soit loin d'offrir, à cet égard, toute la généralité convenable, il est pourtant propre à étendre déjà les idées du lecteur sur l'opposition de ces deux points singuliers, autant que le comporte et l'exige ici notre initiation géométrique.
Quatrième exemple. Pour signaler les cas où, l'exposant de l'ordonnée restant pair, l'un de ceux de l'abscisse devient impair, considérons enfln la seule équation ya— sa:* — x*. La courbe, tout entière à droite, ne s'y étend que de l'origine jusqu'à rc = 1, symétriquement autour de l'axe, au-dessus duquel sa plus grande hauteur correspond, suivant la règle des
dérivées, kx = j, d'où y = . « \/ 3 ; ce qui la renferme dans
lerectangleOBAB'C/îgr.eOj.Onaicitangassa — â~~^ en sorte
que les trois côtés BC, B'C et CC, touchent la courbe : mais, quant au quatrième, en 0 la direction de la tangente semble d'abord indéterminée. En la cherchant, soit par la substitution de
3 — Ax I X l'ordonnée, qui donne tang a = — - — \j \ ' ^^^^ ^^^
près la considération spéciale du rapport - , il est aisé de recon-
naître que la tangente initiale coïncide avec l'axe des abscisses. Si donc, des deux points où cet axe coupe la courbe,run A est un sommet proprement dil, l'autre 0 constitue un point dere-
broussement. Ainsi^ entre 0 et B ou B', il doit exister un double point d'inflexion, dont Tabscisse unique correspondra
au maximum de tang a, ou à celui de la fonction —. -^
suivant Tesprit des transformations propres à la théorie des maxima, où Ton a toujours le droit de modifier, pour plus de simplicité, les fonctions proposées, pourvu que les maxima ou minima ne cessent point de correspondre aux mêmes valeurs de la variable indépendante.
83. En introduisant, dans les équations trinômes, un terme où les deux variables soient mêlées, on y forme une troisième catégorie générale, qui, pouvant comporter jusqu'à quatre exposants simultanés, doit nécessairement offrir encore plus de diversité que la précédente. J'en examinerai seulement deux exemples très-simples, Tun de degré impair, l'autre de degré pair.
Premier exemple. Soit d'abord la courbe a^ — x y^= 1.
D'après la formule y = rt 1 / x^ , elle s'étend indéfiniment à droite, depuis a: =» 1, en s'éloignant sans cesse de son axe : à gauche, l'ordonnée, infinie pour ar ==» 0, ce qui indique l'asymptotisme de l'axe des ^, doit premièrement décroître; mais elle ne tarde pas à augmenter, puisque les accroissements
du terme o;^ l'emporteront bientôt sur les diminutions du terme
-, et ensuite elle croît jusqu'à l'infini. En considérant de plus
près la marche générale de cette fonction, on aperçoit aisément, suivant la méthode subsidiaire des asymptotes, que les
deux bissectrices y = ±: \/x^ constituent deux autres asymptotes, placées au-dessous de la partie droite de la courbe et au-dessus de sa partie gauche. L'ensemble de ces documents ne laisse ici, vu le degré, aucune incertitude sur l'absence
totale de sinuosités et de rebroussements, sans qu'il soit réellement nécessaire de consulter la tangente, sauf pour le minimum d'y, ainsi déterminé par l'équation 3 a;* — y*=0,qui le place sous un angle de 120^ autour de l'origine, au point
a?=i/-, y^*=i/ —-. Si l'on cherche les points les plus rapprochés de l'origine, où concourent les trois asymptotes, il est aisé de constater, d'après le principe des normales, et en écartant la solutiony=Ocorrespondante au sommet A, qu'ils se trouvent
sur les rayons dont le coefficient angulaire est v^S, un peu au-dessus des minima B et B' de l'ordonnée. Ainsi, la figure 61 caractérise exactement la forme générale de la courbe.
Deuxième exemple. Considérons, en second lieu, la courbe y^ — ar'y*=a:', où y =4: — ^=z= . Évidemment comprise entre
les asymptotes ic==l, eta; = — 1, elle estillimitéedanslesens vertical, d'aiUeurs continue, et symétrique autour des deux
axes. Au centre, cette formule indique, d'après le rapport —,
l'existence d'un nœud, où la courbe touche les deux bissectrices ; en sorte qu'il serait encore superflu ici d'examiner la marche des tangentes pour constater la justesse delà figure 62. Quant à la courbure, d'abord croissante, puis décroissante, de chaque quart de courbe, elle doit être, en général, peu prononcée, d'après la faible variation totale qu'y éprouve la direction des tangentes.
84. La dernière catégorie des courbes trinômes, celle dont la discussion complète exigerait la plus grande diversité de cas, comprend les équations les plus compliquées, où les variables sont mêlées dans deux termes, le troisième étant dès lors constant. Je m'y bornerai, comme envers la précédente,
à deux exemples choisis, Tun de degré impair, l'autre de degré pair.
Premier exemple, SoitTéqualion a;2/2-|-ya:^s=al, où la symétrie des deux variables indique déjà une courbe symétrique autour de la première bissectrice. La discussion de l'ordonnée
offre ici une nouvelle circonstance préliminaire qu'il importe
de remarquer, en ce que la partie rationnelle -^ - a:, qui précède le double radical, appartient à une droite qui, à raison d'une telle relation algébrique, doit coUper en leur milieu toutes les cordes verticales du lieu; puisque, pour obtenir les deux points correspondants à chaque abscisse, il faudra également porter, de part et d'autre de cette droite, la valeur du radical commun. Ainsi, outre sa symétrie suivant BOB' qui la
coupe en C où a:== i/-, la courbe aura pour diamëti*e la
droite OA, qu'elle rencontre en A où a: = — y^i, et dont la considération permettra de réduire la discussion essentielle de l'ordonnée à celle du seul radical. Or, ce radical, infini d'abord, de manière à indiquer l'asymptotisme de l'axe vertical, ne tarde pas à devenir croissant, et dès lors sans limites, puisque
l'augmentation du teime - ar^doitbicntôt y surpasser ledécrois-
sèment du terme - , qui influe de moins en moins sur la valeur
totale. En négligeant ce dernier terme, suivant l'esprit de la méthode subsidiaire des asymptotes, on trouve, autour de
rorigine,deuxnouvellesasymptote8j/= — -,r±:- a?, dont l'une
^Slv^
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coïncide avec Taxe des abscisses^ et Tantre avec la seconde bis-
/l 1 sectrice. A gauche, le radical devient v - x^ , et la courbe
se trouve interrompue entre Tasymptote OY et la verticale en A, au delà de laquelle elle s'élend indéfiniment et sans discontinuité : mais les deux valeurs de Tordonnée sont alors également positives, en sorte que le lieu ne pénètre pas dans la troisième région du plan, et se trouve d'ailleurs au-dessous de Tasymptote oblique, dont l'ordonnée y surpasse la sienne, qui, à droite, l'emportait. Quoique cet exemple soit Tun des plus difficiles que puisse offrir la discussion géométrique des équations peu compliquées, le lecteur judicieux ne tardera pas à sentir que la figure 63 indique la seule forme générale propre à satisfaire à l'ensemble de ces renseignements divers. L'examen de la tangente, suivant la formule tang «=—?-( ^~\ ) »
n'est indispensable ici qu'envers quelques points remarquables. En C, sur l'axe du lieu, on a tang a =» — 1, ce qui confirme quo ce point est un sommet; en A, sur l'autre diamètre rectiligne, la tangente est verticale. Pour trouver le minimum de y dans la partie droite et inférieure, il faut poser y-\-%K «=0, d'où résulte aussitôt la direction du rayon correspondant, et ensuite
X = i/- ; en sorte que ce point D est sur la même verticale
que le sommet C de l'autre branche. Quant au point le plus rapproché de l'origine, le principe des normales fournit aisément l'équation
relativement au coefficient angulaire de son rayon. Quoique du troisième degré, cette équation est facUe à résoudre, en utilisant la connaissance antérieure de Tune des trois normales cherchées, la bissectrice OC, qui y indique la racine m = i.
dont la vérification algébrique est d'ailleurs évidente, en écrivant (m*— l)-f-2m(m— i)=0. Après l'avoir ôtée, il reste réquation m^+3^+l=0, qui détermine sans difficulté les deux autres directions, OE etOF.
Deuxième exemple. Considérons enfin, comme dernière
courbe trinôme, celle qui résulte de Té^uation ar'y^— a:y*=l,
où y=Hh — =r . A droite, le lieu commence à l'asymptote
x=i^ au delà de laquelle il s'étend indéfiniment, en se rapprochant toujours de l'axe des abscisses, qui lui constitue une seconde asymptote, aussi bien qu'un axe. Vers la gauche, il n'y a aucune interruption, et les deux axes sont asymptotes. L'ensemble de la courbe est donc nécessairement conforme à la figure 64, puisque le degré empêche d'ailleurs toute sinuosité entre les asymptotes.
Une telle discussion conduit naturellement à soupçonner l'entière identité des quatre parties de la courbe. Pour s'en assurer, il suffît évidemment d'examiner si le point C, situé au .milieu de l'intervalle où l'axecoupelesdeuxautres asymptotes, est réellement le centre du lieu ; ce qui se réduit à y transporter l'origine, afin de voir s'il en résulte la disparition spontanée du terme de degré impair; ce qui arrive effectivement. L'équation devient ainsi
de manière à rentrer dans la catégorie précédente. Cette nouvelle équation serait donc préférable pour l'étude ultérieure de la courbe. En l'appliquant à la recherche du point le plus rapproché du centre, le principe des normales y donne la con-
diti(»n — ^-^ = -, d'où, après avoir ôlé le facteur superflu, Ax* — 1 y
ilrésuUey*=jc' — -, et, par suite, 1^'— 2) = * î «^îûsi, en ce
point, on a .T = - v^^, y =» 1, et tang « = — - y/5. On confir-
merait aisément ce résultai par la recherche directe du minimum de ar^+y^i <J*après la méthode algébrique la plus élémentaire, qui serait ici très-praticable.
CHAPITRE IV
Courbes polynômes
85. Dans Tétat d'enfance où se trouve aujourd'hui la géométrie comparée, le principe provisoire qui nous a précédemment servi à classer les courbes algébriques, et qui ne pouvait être pleinement satisfaisant qu'envers les seules équations binômes, cesse d'offrir aucune véritable importance géométrique, quand les équations contiennent plus de trois termes. Aussi, pour ces équations plus compliquées, faut-il nous borner ici à quelques exemples choisis indépendamment de tout classement, et uniquement destinés à faire sentir comment le mode de discussion géométrique caractérisé par les chapitres précédents peut s'étendre à toutes les autres équations algébriques.
Prewfeîr ea;^wpZc.Considéronsd'abordlacourbey*s==n!r2[-3l_l
D'après la formule y = ± x ^ , le lieu, symétrique
autour de l'axe des abscisses, est limité à droite par l'asymplote a:=l, et no dépasse pas à gauche son intersection avec
râxe> à la distance 1 de Torigine. Il se compose donc de deux parties qui se réunissent à Torigine, Tune à gauche, fermée de toutes parts, Taulre à droite illimitée, verticalement. Le coefBcient angulaire de la tangente y est finalement
1 -^ X ' x^ tang a = -ï- z==, ; il devient infini pour a: = ± 1, et
(1 — ar) y/i — a:?
prend, à Porigine, la double valeur db 1, d'ailleurs indiquée
d'avance par le rapport - : ainsi, des deux points A eiO{figM),
où la courbe rencontre son axe, le premier est un sommet, le second un nœud, où elle touche les deux bissectrices, audessus desquelles s'élève ensuite de plus en plus son cours indéfini. Quant au point culminant de la partie gauche, il
correspond à l'équation l+a:=a;', quidonnea:= — ^(v^^""^''
après avoir écarté la racine positive, comme excédant les
limites horizontales du lieu. On ne peut donc plus conserver
aucun doute sur la forme générale de la courbe. Sa courbure,
trèS'prononcée dans la portion BAB', l'est beaucoup moins
dans le reste de la partie fermée, et diminue encore davantage
dans la partie indéfinie. Gomme le centre devrait être sur la
courbe, en vertu du degré impair, et enmôme temps surl'axe
des abscisses, à cause de la symétrie, il est clair que cette
courbe n'en comporte pas, puisqu'il devrait être placéenO ou
en A, contrairement à Tensemblede la discussion.
^x ■■• x^ Deuxième exemple. Soit maintenant l'équation y^=— — ^,
d'oùy=rti/i ■ [^ ; celle décomposition en fac-
leurs est ici destinée à mieux caractériser la marche générale de l'ordonnée. A droite, chaque terme de la fraction renferme un facteur positif, en sorte que y ne sera réel qu'autant que
yç:"
îi*
ls •«-
les autres facteurs 2— o^ eix — i auront le même signe, ce qui restreint x entre 1 et 2, puisque ces facteurs ne sauraient d'ailleurs devenir simultanément négatifs. Cette partie de la courbe ne commence donc qu'à Tasymptote CC {fig. 66), et se termine à son intersection B avec son axe. Vers la gauche,
on aurait y «a V//. . v T — r^ ^U pw conséquent, la
courbe ne s'étendrait que de Torigine jusqu'à l'asymptote ares _ 1. D'après le coefficient angulaire de la tangente,
que les points B et 0 sont des sommets : ainsi, depuis chacun d'eux jusqu'à l'asymptote correspondante, chaque partie de la courbe doit offrir une inflexion, dont le calcul serait ici trèslaborieux. La courbe ne saurait d'ailleurs avoir de centre, puisqu'il ne pourrait être qu'en À, milieu entre ces deux sommets, ce qui est évidemment contraire à la discussion. Toutefois les deux parties, droite et gauche, du lieu semblent jusqu^à présent fort analogues. Pour en mieux saisir la vraie relation, il faut y comparer deuxordonnées placées, surchaque portion, à la même distance du sommet correspondant, en faisant successivement a:=2— ^, x=—t\ d'où il résulte d'a-
bord y> = ^j^_\..^_^Y et ensuite y'^
traction faite des facteurs communs, la seconde fraction
Abs-
surpasse évidemment la première, comme ayant à la fois,-pour
/<1, un plus grand numérateur et un moindre dénominateur :
donc la partie gauche s'élève davantage que la partie droite.
Troisième exemple. Considérons encore la courbe y=ari:
v/So:^'— 6x — x'. Le terme rationnel, placé devant le radical carré, y indique, comme au n** précédent, pour lescordes ver-
ticales,un diamètre rectiligne, coïncidant ici avec la première bissectrice, qui coupe le lieu aux trois points a:=sO, x=^% Xf=^. En décomposant la fonction irrationnelle, afin d'en
mieux juger la marche, on a y = x dz \/x [x — 2) (3 — x). Dès lors, la courbe ne peut s*ét'endre à droite que de la seconde à la troisième intersection avec son diamètre, de A enB {fig. 67). Mais à gauche, les deux premiers facteurs étant toujours négatifs, et le dernier toujours positif, la valeur du radical sera constamment réelle et croîtra sans limites. Ainsi la courbe se compose de deux parties. Tune à droite fermée, Tautre à gauche indéfinie, séparées par un intervalle vide, de 0 à A. Le maximum d'écartement de la première envers son diamètre se déterminera aisément en annulant la dérivée de 5x'— &r— x';
ce qui donnera x = — - — , l'autre racine se rapportant à
une ordonnée imaginaire : en construisant la valeur correspondante du radical, on renfermera cette portion du lieu entre deux parallèles au diamètre. Quant à la tangente, on trouve
lOg—6— 3a;»
finalement, d'après nos règles, tang a = 1 + . ■ . . , ;
Y dx* — ox — ic'
ce qui confirme la position de ces deux tangentes, et la verticalité de celles en 0, A et B. Cette fonction devenant infinie pourâ; = 00 , comme le montre la division des deux termes par a:', on reconnaît ainsi tout à la fois l'absence d'asymptote et l'existence d'une double inflexion à gauche, dont la position précise exigerait un trop long calcul, aussi bien que celle du maximum ou minimum de l'ordonnée adroite. Pour que ces sinuosités soient conciliables avec le degré, qui interditici plus de trois points en ligne droite, il suffit que la tangente s'y trouve dirigée de manière à ne pas couper la partie fermée du lieu.
Quatrième exemple. Soit, en dernier lieu, l'équation
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-2a:'ff*— a;*+i™0, donl la forme indique aussitôt udp rbe symétrique autour des deux axes, avec l'origine pour
tre. D'après la formule y =±\/j^ ± v/2a:' — i, il faudra lord s'assurer de la réalité du radical partiel, ce qui exige
iementx> \j â'' ^^^ on voit ensuite que, si le premier
>e de ce radical donne toujours une ordonnée réelle et inniment croissante, il n'en saurait Être de même du signe insur, qui rendra bientôt y imaginaire, à partir de la valeur 1, correspondante à y=0. Ainsi, le très-petit intervalle
izontsl de 1 / ^ à 1 exige ici une appréciation spéciale, puis-
l'ordonnée s'y trouve quadruple, tandis qu'elle est seuleil double dans tout le reste indéfinide la courbe. En consimtpour plus de clarté, cette courbe comroenaissantenA,
rencontre avec son axe, il faudra donc concevoir le point rivant s' avançant d'abord vers l'axe vertical jusqu'en B, I il s'en éloigne ensuite à l'inGni, conformément à la figure A mesure que x augmente, la valeur du radical partiel i-à se confondre avec i' v^2; ce qui indique, autour du Ire, deuil asymptotes rectUignes, dont le coefDcient angu-
s est ± V* 1 + \/\. Quoique leur existence décide sufllsamit du sens de la courbure dans la majeure partie du lieu, imen de la tangente est pourtant indispensable, surtout
erslapartieBAB'.Or,onaicitanga=— 7-T — =^,;donclatan-
te est Verticale en A où ^b=0 et en B où y^^x ; en sorte que, s l'intervalle, il existe une inflexion, donl le calcul serait Iteurs trop pénible. En rapportant tout à x, 11 vient
j a = — ^—^— — ■ ■ ■ ■ Sil on divise jesdeux
termes par (x? afin de supposer x infini, celle formule devienl
tang a =
An
2 4-\/2 sa valeur extrême est ce qui reproduit, sous
une autre forme, la direction déjà trouvée pour l'asymptote, dont le coefficient linéaire serait d'ailleurs reconnu nul en complétant l'opération, quand môme la symétrie ne l'eût pas indiqué d'avance. Quand au point le plus rapproché du centre, le
principe des normales donnera ici la condition - | -r-^ |= -,
qui n'admet évidemment d'autre solution que y=0, ou le sommet A, à partir duquel la courbe s'éloigne donc continuellement de son centre, même dans la partie AB, où elle s'avance vers l'axe vertical : il est aisé de vérifier, en effet, que la distance OB surpasse un peu OA.
Cet exemple extrême est propre à faire sentir la nécessité d^accorder quelquefois une attention spéciale à de petits intervalles pour discuter convenablement certaines équations : les principaux accidents géométriques se passent ici entre A elB; au delà, la courbure est évidemment très- faible, puisque la direction de la tangente ne varie pas de 45^ dans tout le reste indéfini de la courbe. On sent toutefois que l'existence de tels intervalles est toujours indiquée par une judicieuse appréciation de la formule qui exprime l'ordonnée ; en sorte que de pareils cas n'autorisent nullement à contracter, en général, ces habitudesaveuglémentminutieusesqui s'opposent tropsouvent aujourd'hui à toute saina discussion des courbes algébriques.
GÉOMÉTRIE PLAHE.
I serait ici superflô d'ex&miner géométriqaement un plus ad Dombre d'équaUoas polynômes : je laisse au lecteur iien Itiplier spontanément les exemples, auxquels chacun pourra intenaut appliquer sans ditScullé les principes que nous ns désormais assez caractérisés. ABn d'éviter les embarras Sbrîqaes trop supérieurs à l'instrucUon analytique exigée lS ce traité, j'ai considéré exclusivement des équations fas à résoudre, au moins quant à l'une des variables. Hais. Es avoir assezétudié la haute algèbre, il conviendra de pourrre, sur quelques exemples bien cholMs, la discussion géo- Irique des équations algébriques, sans y dégager aucune rdonnée. Je recommanderai spécialement, h cet égard, la rbe remarquable que Descartes tira de l'équation t^+2xy ^=.0. Un très-petit nombre de cas analoguesdans les degrés érieurs caractérisera sufflsammeDt les nouvelles difBcultés métriques qui résultent alors de notre impuissance algélue, en évitant d'ailleurs avec soin de susciter, à ce sujet,
calculs trop comphqués, dont la fastidieuse influence altélit beaucoup la principale utilité logique de tels exercices. S. Quand la géométrie comparée, jusqu'icik peine entrevue
quelques esprits philosophiques, aura été rationnellement stituée d'après ses véritables principes, on pourra rendre 1 plus profitable la discussion géométrique des équations pnlroduisanl babiluellemenl les questions inverses, aurd'hui trop peu accessibles, qui consistent à composer des ations correspondantes à des formes générales arbitraireit données. Ces nouveaux problèmes, toujours profondé- Qt indéterminés, ne peuvent (tre maintenant abordés avec ilque succès que dans lescas les plus simples. Je crois pour- L devoir ici en indiquer un exemple, alin de signaler aulecr intelligent le genre d'exercices le plus propre, sansdoute, lire promptemenl approfondir l'çnsemble de la géométrie
analytique. Supposons qu'il faille composer une équation algébrique dont lelieu puisse ressembler à la courbede la figure 69. En concevant Torigine placée au sommet 0 et Taxe des abscisses confondu avec Taxe de la courbe, il sera facile de former
Féquation de manière à satisfaire aux conditions de symétrie et
f [x] d'asymptotisme, en lui donnant la forme y* = i\i pourvu
que le numérateur s'annule avec x et que le dénominateur, devenant infini pour a;=oo , soit d'un plus haut degré,la fraction devant d'ailleurs conserver toujours le signe de l'abscisse. Toutes ces indications seraient simultanément remplies, par exemple, d'après la formule
où les trois coefficients, supposés toutefois positifs, demeurent encore indéterminés. Une telle fonction assurera, du reste, l'existence d'un point culminant, analogue à A, et dès lors aussi celle d'une inflexion B entre A et l'asymptote. Ainsi, les diverses conditions essentielles de la figure sont simultanément satisfaites par cette équation, où la disponibilité des constantes a^ 6, c, permettra maintenant de remplir les indications numériques relatives à la position et à la hauteur du point culminant. Car, l'indétermination de ces coeflicients n'empêche pas d'appliquer complètement ici la règle des tangentes, qui don-
nerà tang a = ^ — , où Ton voitd'ailleurs
2 {bx^+ c) \/ax [bx^-\- c]
que l'origine est, en effet, un sommet, suivant l'exigence de
la figure, et comme l'indiquait déjà le rapport -. On trouve
ainsi x ts=a ^ /^ ys:^*/^ pour les coordonnées du point culminant. Après l'avoir convenablement placé, on
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ra disposer eDcore d'une constante, en faveur d'une seule Ition relative au double point d'inQeùon. 51 l'on adoptait lation plus compliquée
ax*
^'^ bx* + cz' + dx* + ex -{• r
ouïrait, outre les prescriptions précédentes, remplir aussi es les indications propres à l'inflexion B, B', soit quant à coordonnées, soit quant à la tangente correspondante : i de ces nouvelles constantes resterait même disponible ' quelque autre intention géométrique.
CHAPITRE V
Discussion spérinle des érgualions du secoDd degré.
'. AprËs avoir suffisamment caractérisé, dans les chapitres édents, la discussion générale des équations algébriques, it mnintenunl complétercette étude en indiquant spt^cialct, par un exemple convenable, la manière d'apprécier fous as géométriques que peut offrir un genre particulier d'éions, suivant les diverses hypothèses relatives abx coefn- Is indéterminés qui s'y trouvent. Tel est ici le principal t de la discussion spéciale h laquelle nous allons soumettre qualions du second degré, et qui d'ailleurs formera, pour ■emble de ce traité, une transition naturelle de cette troile partie à la quatrième, où nous devons étudier particulièîul les courbes de ce degré. Quoiqu'une pareille analyse té aussi opérée par Newton envers le troisième degré, cl le par Euler \ l'égard du quatrième, ces deux cas condui-
sent àdes distinclions tellement compliquées, et surtout si nombreuses, qu'il ne convient point de les introduii*e, à cette fin, dans renseignement élémentaire, où le second degré constitue sous ce rapport, un type très-sufOsant et complètement appréciable, qui n'aurait d'autre inconvénient que de donner une trop faible idée des difficultés propres à cet examen complémentaire, si sa facilité exceptionçelle n'était pas d'avance aisément explicable.
Cette appréciation spéciale serait, par sa nature, très-peu propre à maniFester, suivant un vicieux usage scolastique, les vrais principes généraux de la discussion géométrique des équations ; car^ les particularités relatives à ce degré y aplanissent spontanément presque tous les obstacles essentiels que nous ont offerts ci-dessuslesautreséquationsalgébriques.Mais,ayantdéjà appris, sur des exemples convenables, à surmonter ces difficultés fondamentales nous pourrons maintenant utiliser pleinement, sans aucun scrupule, ces simplifications exceptionnelles, dont la judicieuse inlroduction,loindecompromettreuneétude générale désormais assez caractérisée,doit ainsi réagir,au contraire, sur son perfectionnement total, en y indiquant l'heureux emploi des circonstances particulières quiavaientdû être précédemment écartées.
88. Afin que le nombre des coefficients de l'équation générale du second degré se trouve exactement conforme aux conditions de la détermination, je supposerai toujours Tun d'eux égal à l'unité, en faisant toutefois tomber cette particularité sur le terme le moins important, pour diminuer autant que possible l'inconvénient de ne pouvoir ainsi représenter immédiatement le cas où ce terme manque, inconvénient d'ailleurs bien moins grave qu'une fausse insinuation habituelle sur le nombre de points déterminant. L'équation étant donc
ay^+bxy+cx'^+dy+ex=^i ,
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pres^onde l'ordonnée y est
(bx+d\ 1 , .
.-^-~-'±-y/(b->-4ac)x'-\-^bd-iae)x+{d*+Aa).
)Q voit d'abord ici, comme en plusieurs cas antérieurs, que lartîe rationnelle indique un diamètre rectïUgne pour les des parallèles à l'axe des 7/. Mus cette iodication prélimi- ■e acquiert maintenant beaucoup plus d'importance qu'en un autre exemple, si l'on réfléchit qu'elle correspond à l'é- UoQ la plus générale de ce degré, tandis que jusqu'ici elle l'était manifestée qu'envers destypes algébriques très-parUlers relativement aux degrés respectifs. Une telle équation pouvant éprouver aucun changement de forme d'après un lacement quelconque du lieu, qui n'y produirait que de iveaux coefficients, il s'ensuit que cette propriété géoméue doit, au fond, convenir alors à tous les systèmes de des, puisque les ordonnées pourront toujours lenr être posées parallèles en tournant suffisamment les axes. On ouvre ainsi, dès le début, indépendamment de toute théorie diamètres, le caractère peut-être le plus remarquable qui, s l'ensemble delà géométrie comparée, doive distinguerlcs rbes du second degré, comme ayant, en tout sens, des diatrès rectilignes. Par un raisonnement inverse convenablent approfondi, on pourrait d'ailleurs se convaincre qu'une e propriété est, en effet, pleinement caractéristique, en tant exclusivement relative à ces courbes (1). .a discussion générale de l'ordonnée, encore plus fondamen- 1 ici qu'envers tout autre cas, étant ainsi réduite an seul men du radical, qui indique la distance verticale de la irbe au diamètre, on est aussitôt conduit k y distinguer deux iothèsesnécessairemenldifférentes,d'abordanalytiquement, s géométriquement, selon que ce radical affecte une fonction
) Voyez la noie I rectilicalivc à la fin àa volume.
de degré impair ou de degré pair, c'est-à-dire suivant que la constante composée A* — Aac est ou n'est pas nulle. Dans la première supposition, la courbe ne rencontrera qu'une seule fois ce diamètre^ et par suite tous les autres ; puisque, comme ci-dessus, cette remarque doit, au fond, convenir, d'après la généralité de l'équation actuelle, à un diamètre quelconque : dans la seconde, au contraire, le diamètre rencontrera deux fois la courbe ou pas du tout. Il est clair, àpriori^ que la marche générale de l'ordonnée ne saurait être la même en ces deux cas. Considérons d'abord le premier, où l'on a
{bx + d} 1
Le seul terme variable du radical devant alors changer de signe en même temps que x^ cette fonction sera toujours réelle d'un c6té du point de rencontre de la courbe avec son diamètre^ et toujours imaginaire de l'autre côté, suivant le signe du coefficient bd — 2ae : dans la partie réelle, sa valeur croîtra indéfiniment en s'éloignant de ce point. Ainsi, ce premier cas correspond à un lieu limité horizontalement d'un côté et illimité de l'autre, sans aucune limite parallèle au diamètre. Nous le désignerons brièvement sous le nom de parabole, déjà employé, dès le deuxième chapitre de cet ouvrage, envers une courbe qui appartient évidemment à ce type ; sauf à démontrer bientôt, par la voie ordinaire de la coïncidence des équations, que, réciproquement, toute courbe du second degré bornée dans un sens et indéfinie dans l'autre constitue effectivement une parabole proprement dite, engendrée par un point toujours équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe.
Supposons maintenant que la fonction sous le radical soit du second degré, et imaginons que, pour faciliter la discussion, on l'ait décomposée, comme en divers cas antérieurs, en deux facteurs du premier degré. On aura alors
^ ^ _ (É£±iL) H. ^ ^(é,_ 4„c) (^ _ ^.) (^ _ ^..)^
a:' et x" désignant les racines correspondantes à l'annulation du radical, et, par suite, caractérisant les deux intersections de là courbe avec son diamètre. Ici surgit évidemment la nécessité d'une nouvelle distinction, selon que le facteur constant V^ — 4ac est négatif ou positif, ce qui, obligeant les deux facteurs variables à être tantôt contraires, tantôt conformes de signe, doit nécessairement affecter beaucoup la marche générale de l'ordonnée. Dans le premier de ces deux nouveaux cas, la courbe sera certainement comprise entre les ordonnées des points où elle rencontre le diamètre, et d'ailleurs continue, puisque toute valeur dé x inférieure \l x" et supérieure à x' rendra y réel. Son écartenaent du diamètre sera, en outre, inévitablement limité ; et le maximum du produit [x-^x') [x' — x), qui le déterminé, correspondra au milieu de ces deux intersections, d'après un théorème familier d'algèbre élémentaire, relatif aux produits dont la somme des facteurs est constante. Ainsi, la courbe est alors renfermée dans un parallélogramme, formé par deux ordonnées et deux parallèles au diamètre : nous la qualifierons à' ellipse, sauf à justifier ci-dessous la parfaite convenance de celte dénomination, en ramenant l'équation actuelle au type qu'elle rappelle.
Enfin, quand b^ — 4ac est positif, la marche générale du radical devientessentiellementinverse de laprécédente; puisque l'ordonnée ne sera jamais réelle entre x=x' et^==a:", et le deviendra toujours, au contraire, en deçà de l'une des in tersections ou au delà de l'autre : la courbe pourra d'ailleurs maintenant s'écarter à l'infini de son diamètre. Ce lieu sera donc à la fois illimité en tous sens et discontinu, comme l'Ayperbole proprement dite, dont nous lui appliquerons déjà le nom, que nous reconnaîtrons bientôt rigoureusement convenable.
Telles sont les distinctions successives d'après lesquelles la discussion fondamentale de l'ordonnée démontre naturellement que toute équation du second degré représente géométriquement une parabole, une ellipse, ou une hyperbole, selon que la constante composée b^ — Aac est nulle, négative, ou positive. Ce caractère analytique doit donc toujours persister quand la courbe se déplace arbitrairement, quoique les coefficients a, 6, c puissent alors changer. Il importe de remarquer, dès Torigine, que le premier cas s'ofire spontanément comme plus distinct des deux autres que ceux-ci ne le sont entre eux : cette comparaison sera confirmée, dans la quatrième partie de ce traité, par l'ensemble des propriétés de ces trois courbes.
La seule considération du degré suffit ici, indépendamment de tout examen de la tangente, pour déterminer le sens de la courbure, en indiquant que le lieu doit toujours être concave vers son diamètre, afin de ne jamais présenter plus de deux points en ligne droite.
89. Complétons maintenant cette appréciation fondamentale, en considérant successivement les équations du second degré sous les divers aspects généraux propres aux théories géométriques que nous avons établies.
Quant au nombre de points déterminant, notre distinction principale se soutient évidemment en indiquant quela détermination de Tellipse ou de Thyperbole exige cinq points, tandis que quatre suffisent envers la parabole, puisque Tune des constantes arbitraires, a, b, c, peut alors disparaître de l'équation, d'après sa subordination spéciale aux deux autres.
Relativement aux tangentes, on a ici
by -f- ^x -f- e ^"«^ Zy + bz+d'
mais la discussion de cette formule, actuellement inutile pour
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discerner le sens de la courbure, ne présente quelque intérêt qu'envers les points propres à annuler son numérateur ou son dénominateur, en indiquant les tangentes parallèles aux axes. Encore le résultat pourrait-il même en être aisément préyu : car, les tangentes verticales, par exemple, correspondent à 2ay+ éa: + rf=0, ce qui constitue précisément l'équation du diamètre relatif à des cordes verticales; il s'ensuit donc que, à sa rencontre avec la courbe, la tangente est parallèle à ses cordes. Cette remarque, également convenable au numératew, peut être facilement étendue à un diamètre quelconque, d'après la considération lumineuse que nous avons déjà employée sur la généralité géométrique de Téquation actuelle. Or, ainsi agrandie, cette relation constante des tangentes aux cordes constitue, sous un autre aspect, une suite nécessaire de la direction de la courbure, indiquée par le degré; puisque, là où le lieu coupe un diamètre, la tangente ne pourrait cesser d'être parallèle aux cordes correspondantes, qu^autant qu'il y aurait rebroussement, ce qui est évidemment impossible.
En appliquant ici Tune quelconque de nos deux méthodes générales pour la détermination des asymptotes rectilignes, ou même la méthode subsidiaire, d'après l'extraction de la racine, on trouvera, sans difficulté, la double équation
Les deux coefficients y sont imaginaires quand ô^— \ac est négatif, comme le cas l'exigeait géométriquement. Us sont réels, mais incompatibles, si b^ — 4ac=3 0; en sorte que la parabole n'a pas non plus d'asymptote : toutefois, la courbe étant alors indéfinie, la valeur du coefficient angulaire y indique, suivant nos principes généraux, la limite constante de la direction des tangentes. L'unité d'une telle limite montre que les deux bran-
ches de la courbe, autour de chaque diamètre, tendent à devenir parallèles entre elles à mesure qu'elles s'en écartent. On doit d'ailleurs remarquer que cette commune direction est précisément celle du diamètre déjà obtenu, d'après le coefficient
angulaire— —, également convenable aux deux cas. Mais cette
relation pouvait être aisément prévue, puisque les diamètres ne rencontrent alors qu'une seule fois la courbe, ce qui est ici le caractère, en un point quelconque, des droites parallèles à la limite de la direction des tangentes! Un tel rapprochement conduit donc à penser que tous les diamètres de la parabole doivent être parallèles entre eux, comme nous le vérifierons ci-dessous.
Quant à l'hyperbole, l'équation précédente y indique évidemment deux asymptotes toujours distinctes, dont l'intersection correspondrait aux coordonnées
^ae — bd 2crf— be
^ ~ é* — Aac' ^ ^ 6» — Aac'
que nous verrons bientôt convenir au centre, conformément aux exigences géométriques, qui ne sauraient permettre de placer ailleurs une telle rencontre. Cette diversité de limite entre les directions des deux parties de l'hyperbole séparées par chaque diamètre intérieur, constitue la principale diversité graphique propre à empêcher de confondre jamais l'aspect d'une parabole avec celui d'une demi-hyperbole, quelque grossier que puisse être leur tracé, pourvu qu'il soit judicieux.
Si maintenant on considère les courbes du second degré relativement aux diamètres, on y trouvera aisément, d'après notre seconde méthode, l'équation générale
fbm ■\- 2e\ (dm + ^\
fc*!i ■ ^
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qui indique, en tous sens, des diamètres rectilignes. Mais cette commune propriélé essentielle avait été ci-dessus prévue, indépendamment de toute théorie des diamètres. Nous avons aussi déjà reconnu le parallélisme nécessaire des diamètres de la parabole, que cette équation confirme facilement, en y remarquant que, d'après la relalion ô^= 4 oc, le coefGcient angulaire du diamètre devient indépendant de celui m des cordes correspondantes. Quant à Tellipse ou Thyperbole, on pourrait ainsi constater la convergence de tous leurs diamètres en un point unique ; mais elle sera mieux annoncée ci-dessous par la détermination du centre. Le plus heureux usage que Ton puisse faire ici de Téquation précédente, consiste à l'employer spécialement, d'après la nature rectiligne de tous les diamètres, pour trouver les aœes de la courbe, en évitant la transposition d'axes indéterminée qu'exige, en tout autre cas, une telle recherche, selon nos explications générales. 11 suffit, en effet, de disposer de m afin que le diamètre devienne perpendiculaire à ses cordes, suivant la condition ordinaire
2am + b bm + 2c'
ou m» + 2 (^-t-t) ^ — i = 0,
qui indique deux directions rectangulaires constamment possibles, et d'où résultent les deux droites autour desquelles toute courbe du second degré doit être symétrique. Cependant, en achevant le calcul, on remarquera que, dans le cas parabolique, l'une de ces valeurs est inadmissible, en tant que rendant infini le coefQcient linéaire du diamètre correspondant; en sorte que la parabole n'est symétrique qu'en un seul sens, comme l'exigeait évidemment sa figure générale. On pourra également constater ainsi que l'ellipse est rencontrée par ses deux axes, et l'hyperbole par l'un seulement, conformément aux conditions géométriques de continuité ou discontinuité.
fJSr-if
La méthode des centres conduirait ici aux coordonnées rapportées ci-dessus, qui sont toujours réelles, et d'ailleurs finies pour Tellipse ou Thyperbole. Devenant infinies pour la parabole, eUes y confirment Tabsence de centre qu'indiquait déjà sa figure générale, et vérifient en même temps le parallélisme précédemment reconnu entre tous ses diamètres.
Enfin, si Ton applique à deux courbes quelconques du second
degré
ay^ + bxy -(- car* + d'y + ^«2: =» i
aY +b'xy + c'x^ + d'y + e'x^i
notre théorie générale de la similitude, il faut substituer, dans la première équation,
X' cos X' — y ' sin X' -f a et x' sin X' + y' cos X* + ^
au lieu de x et y, afin de l'identifier avec la seconde, où l'on aurait d'abord changé x en mx* et y en my\ Mais, sans qu'il soit nécessaire d'exécuter ce long calcul, on voit aussitôt qu'il ne conduira qu'à une seule relation, comme nous l'avons depuis longtemps remarqué. Cela posé, la recherche de cette unique condition de similitude pourra, suivant nos principes généraux, s'accomplir directement sous diverses formes équivalentes, soit linéaires, soit angulaires, dont la plus convenable me semble être ici relative à l'égalité d'inclinaison des deux asymptotes, qui, envers chaque lieu, constituent certainement deuxlignes homologues. L'équation ci-dessus rapportée
donne, pour un tel angle, la formule tang Y ainsi la condition de similitude est
\/6» — 4ac .
(6« — \ac) {eC + c^ — (ô'» ^ 4a'c') [a -f cY= 0.
Elle devient constamment identique dans le cas parabolique; en sorte que deux paraboles sontnécessairement toujours sem-
fi
"•xi.
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bles. La similitude spontanée de deux cercles s'y vérifie aussi fment, d'après le double caractère correspondant, juoique la considération géométrique d'où dérives! commolent celte condition semble particulière à l'hyperbole, le illtat doit être étendu, sans aucun scrupule raisonnable, aux :x autres cas, puisque celui qu'on avait d'abord en vue ne lislingue analyliquement par aucune relation précise ten- .t à restreindre la généralité de l'équation. Même envers les ations elliptiques, où les coefficients angulaires des deux ites considérées deviennent imaginaires, si l'on interprète coefQcients en y changeant le signe du radical commun, ce ne saurait altérer la relation finale, on donnera naissance eux droites, qui, pour n'être plus alors des asymptotes, n'en isUtueront pas moins toujours, envers les deux courbes, des tes certainement homologues, dont la vraiedestination géotrique, indifférente à une telle appréciation, sera d'ailleurs JrieuFement expliquée.
O.-Ponr compléter la discussion spéciale des équations du and degré, il nous reste k considérer les divers cas singuliers, ntanément écartés ci-dessus, où, quoique offrant le caraci analytique de l'une des lignes précédemment examinées, s ne représentent réellement aucune courhe. Cette appréion complémentaire estici d'autant plus intéressante, qu'elle ipra indiquer les anomalies relatives à toutes les autres équais algébriques, envers lesquelles nous n'avions pu nullent ébaucher auparavant un tel examen.
Invisageonsd'abordles équations paraboliques,ofi, ffl — Aac mutant, l'ordonnée est exprimée par la formule
t/ ^^^W^ + éa v'2(4rf-2ae)x + (d»+4a).
it que bd — iae n'est pas nul, il en résulte une parabole.
suivant notre discussion fondamentale. Les cas exceptionnels doivent donc s'y rapporter à Tannulation de cette seconde fonction des coefficients, d'où résulte, en effet, une formule du premier degré
qïd ne saurait jamais convenir à une courbe, et qui indiquera deux droites parallèles, ou une. seule droite, ou Tabsence totale de lieu géométrique, selon que la troisième constante composée rf* +4 a sera positive, nulle, ou négative. A ces trois cas singuliers, correspondent, pour Téquation primitive, les formes
qui sont directement caractéristiques, comme rappelant la décomposition spontanée du premier membre de Téquation en deux facteurs du premier degré, dont les termes variables coïncident, et dont les termes constants sont tantôt inégaux, tantfttégaux, ettantôtimaginaires. Tous les degrés comporteraient évidemment, par de semblables motifs analytiques, des exceptions analogues, sauf les modifications plus variées relatives au nombre des facteurs.
Dans les équations elliptiques, où 6' — 4 ac est négatif, nous avons discuté la formule
(bx-^d)
quand les deux racines auxiliaires x' et :r'* sont réelles et inégales, c'est-à-dire lorsque le polynôme
a {ae^ -\- cd^ — bde + Aac — ô*),
formé de l'ensemble des coefficients, est positif : c'est le cas normal de Tellipse. Supposons donc maintenant que cette condi-
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. De soit pae remplie, et d'abord que ces deux constantes dément égales, en vertu de l'annulation de ce polynôme. On i alors
ËqnaUon ne comportera d'antre solution réelle que celle tive 11 a: B3 a;', qui fait disparaître le radical imaginaire : en e que le lieu géométrique se réduira au seul point
Zae — bd Icd—be
—^ ' "* é* — 4ac' ^ ^ i' — Àoc'
uivant les explications fondamentales placées au début de .raité, il serait plus exact de regarder l'équation comme ne vaut Être sufBsamment représentée, par suite du défaut de ilore des solutions imaginaires : car ce point unique pourra lleurs conserver la même position dans une inftnilé d'hypoles différentes sur les coefOcients, (11,6, c,(/,«, ainsi assujetlis lementà trois relations pour chaque situation donnée de ce tendulieu. En remontant àlacomposition correspondante de nation primitive, on y reconnaît la forme
borne directement les solutions réelles au seul point comn aux deux droites y 4-;).r +y = Oety -|-;)'x-j-y'=0. Lien de pareil ne saurait avoirlieudansancun degré impair, près la notion algébrique relative à l'existence nécessaire ne racine réelle en toute équation de degré impair à une le inconnue. Mais tous les degrés pairs comporteront des idents analogues, et avec plus de vuiété, d'aprfes le type éral
, manifestant l'impossibilité de détruire l'on par l'autre deux
groupes toujours positifs, indiquera, comme seules solutions réelles, les coordonnées communes aux deux lignes/ (or, ^)ssO et cp (a:, y) e» 0. Dans le second degré, où ces lignes doivent être droites, il n'en peut résulter qu'un point unique. En un degré plus élevé, où elles pourront devenir courbes, ces points isolés pourront se multiplier davantage, jusqu'à une limite toujours déterminée par le nombre des intersections possibles* Ainsi, par exemple, une équation du quatrième degré pourrait ne fournir géométriquement qu'un seul point, ou bien en donner deux^ trois et même quatre, suivant les relations des deux courbes / (a:, y) = 0, cp (^, y) = 0, alors du second degré, et pouvant offrir jusqu'à quatre points communs sans se confondre.
Nous pouvons ensuite supposer que, dans une équation elliptique, les constantes auxiliaires x' et x" soient imaginaires, c'est-à-dire que le polynôme a [aé^ + ^^^ — ^d^ + 1 ac — 6*), positif pour le cas normal, devienne négatif. En reprenant la formule
on sait, parla théorie algébrique des équations du second degré, que la fonction [x — x') (a:— x") reste alors constamment positive, quelle que puisse y être la valeur de x. Donc, b^ — A ac étant négatif, on voit que maintenant l'ordonnée sera toujours imaginaire; en sorte que l'équation n'aura plus aucun lieu géométrique, mais suivant un tout autre mode analytique que dans les équations paraboliques ci-dessus assujetties à la même anomalie. Ce cas, géométriquement exceptionnel, pourra être algébriquement aussi fréquent que le cas normal, en prenant des coefficients au hasard, puisqu'il n'exige entre eux aucune relation précise, et qu'U se distingue seulement par le sens, d'abord imprévu, d'une certaine inégalité. La composition cor-
respondante de Téquation primitive est nettement représentée par la formule
{y +px + qf + [y +p'^t + qy+ *«= o,
qui montre directement l'impossibilité d^aucune solution réelle, même en annulant les deux parties variables.
Toutes les équations de degré pair comporteraient évidemment une semblable anomalie géométrique, suivant le type
{f[^. y)y^+ (? (^, y))^ + {^ {X. y)^+ etc... + A>= o.'
Considérons enfin les cas singuliers propres aux équations hyperboliques, où 6' — A(ic est positif. D'aprèslamême formule,
nous avons reconnu l'hyperbole quand les constantes x' et x" sont réelles et inégales. Supposons-les maintenant égales, selon l'hypothèse a (ac* -{-ciP — bde+^ac — 6*)=»0. La formule devient, comme ci-dessus,
[bx + d] ,[x—x').. 7= T—
y ^—±-—-yt^-iac.
Mais le changement de signe de b^ ^ \ac y produit un effet géométrique très-différent, quoique pareillement singulier; car, l'ordonnée est alors, au contraire, toujours réelle; en sorte que l'équation admet encore un véritable lieu, à la fois continu et indéfini. L'anomalie consiste donc ici en ce que ce lieu, cessant d'être curviligne, se compose de deux droites, qui concourent nécessairement, au point dont l'abscisse esta:'. En remontant àTétat correspondant de l'équation primitive, on y reconnaît la forme
{y + px + qY -{x + p'y -f- qj^ 0,
qui indique aussitôt une décomposition exceptionnelle en deux
facteurs du premier degré, relatifs à deux droites non parallèles. Tous les autres degrés, pairs ou impairs, seraient évidemment susceptibles d'accidents analogues.
Si les constantes x' et x" deviennent imaginaires, en supposant négatifle polynôme a (atf*-)-ccP — bd€-\-Aac — ô'), il est aisé de reconnaître que ce cas n'est nullement singulier envers les équations hyperboliques, quoiqu'il ait dû Têtre pour les équations elliptiques. Car^rinvariabilité du signe de la fonction placée sous le radical de y constitue alors l'ordonnée en état constant de réalité, de manière à faire également naître une courbe indéfinie. On pourrait seulement craindre d'abord que ce lieu ne cessât ici d'être discontinu, puisque l'interruption horizontale, primitivement constatée entre x*=^x' eix ^^x'\ disparaît ainsi nécessairement. Mais il suffit de penser à la significationgéométriquedesconstanteso:' et x" pour reconnaître que cette diversité n'indique réellement aucune modification de forme, et ne tient qu'à un simple accident de situation. En effet, ces racines déterminant les intersections de la courbe avec le diamètre correspondant aux cordes verticales, leur imaginante actuelle montre que ce diamètre, et par conséquent ses parallèles trop rapprochées, cessent de rencontrer le lieu, dont la discontinuité se retrouve alors suivant les perpendiculaires à cette droite. Il n'existe donc géométriquement aucune différence effective entre ce cas et celui qui nous a servi de type fondaiAental. On voit que toute leur diversité consiste en ce que la courbe coupe ou ne coupe pas un certain diamètre. Gomme la forme générale de l'hyperbole indique évidemment que, du centre placé dans sa convexité, partent indifféremment des diamètres propres à rencontrer la courbe et d'autres qui ne sauraient l'atteindre, suivant les directions des cordes correspondantes, il est clair que cette distinction reste purement relative à la situation de l'hyperbole envers
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les axes actuels. Ainsi, ce troisième cas des équations hyperboliques n*est réellement pas plus singulier que le premier. Leur distinction est tellement insignifiante, qu'ils pourront aisément coexister, en comparant les deux modes de résolution de Téquation, où a: et y peuvent être alternativement dégagés. Car, dans la formule analogue.
^^Èy±Û±^y(b^^^ac){y-y)(y-y^'),
il est aisé de constater que le polynôme d'où dépend la réalité ou Timaginarité des nouvelles constantes auxiliaires y' et y" ne diffère de celui que nous avons considéré envers x' et a:" que par le changement du facteur monôme a en c, le facteur complexe n'éprouvant aucune modification : or, « et c pourraient ici être opposés de signe, en sorte que Timaginarité de Tundes couples coïnciderait avec la réalité de l'autre ; tandis que, si réquation était elliptique, ez et c auraient nécessairement le même signe, et ces deux hypothèses ne sauraient coexister, comme Texigeait d'avance leur incompatibilité géométrique.
En résumant l'ensemble de cette discussion complémentaire, on voit que, selon des caractères déterminés : i** les équations paraboliques comportent trois anomalies distinctes, où elles représentent deux droites parallèles, ou bien une seule droite, ou enfin n'admettent aucun lieu ; 2"^ les équations elliptiques offrent deux cas singuliers, suivant que le lieu s'y réduit à un point, ou disparaît totalement; 3^ enfin, les équations hyperboliques ne présentent qu'une seule exception géométrique, où le lieu dégénère en deux droites convergentes.
91. Il ne nous reste maintenant qu'à considérer les équations du second degré sous un dernier aspect général, en y étudiant les simplifications qui peuvent y résulter d'un heureux choix des axes rectangulaires. Nécessairement plus prononcées qu'en
tf'
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aucun autre cas, comme je Tai indiqué, en principe, au n^ 30, ces réductionsconstituerontd'ailleurs la préparation immédiate de l'élaboration spéciale à laquelle doit être consacrée la quatrième partie de ce traité, envers les trois courbes que ce chapitre a caractérisées.
Pour mieux apprécier ces modifications analytiques, il faut les partager en deux classes : Tune, relative au déplacement des axes rectangulaires autour d'une même origine quelconque, est essentiellement commune à tous les cas ; l'autre, qui se rapporte au simple changement d'origine, produira des 'effets distincts selon que Téquation sera ou non parabolique.
La première simplification, qui est évidemment la plus importante^ comme affectant les termes du plus haut degré, doit surtout consister à séparer les variables. Outre que le terme où elles sont mêlées est ordinairement le plus gênant, il pourra disparaître sans queFéquation cesse de représenter indifféremmentles trois courbes, tandis que, si Fun des carrés manquait, b^ — 4ac étant dès lors toujours positif, Téquation ne pourrait jamais être qu'hyperbolique. Substituons donc, au lieu de X et y, dans Téquation générale
ay^ + bxy + ca:^ + ^y + ^^ =" li les formules
a: sa a;' cos X' — y' sin X', y = a:' sin X' + y* cos X',
afin de disposer de Fangle X' de manière à annuler le coefBcient total du terme en x' y\ Il en résulte la condition
2 (a — c) sin X' cos X' + * cos» X' — 6 sin« X' = 0,
ou, en introduisant la tangente,
tang» X'— 2 l^Lzi} tang X'— 1 = 0.
s -tri
Cette équation montre que la transformation sera toujours
>le, el que le eystème rectangulaire propre à y satisfaire nécesBairemeot unique, puisque les deux valeurs de K" conviendront évidemment à deux droites perpendicu-
enlre elles : il n'y aurait indétermination que dans le cas îpcle, où le double caractère A = 0, a = c, rendrait ition totalement identique, couformément aux exigences étriqués. Si, sans accomplir immédiatement cette réducon en voulaitseulement constater la possibilité constante,
pourrait parvenir, d'une manière moins directe, mais Mmmode, en introduisant d'abord l'angle 2X', à l'égard alla condition primitive donnerait aussitôt
tang 2X' = — ^, ° c—a
lie simple, el facile à retenir, qui d'ailleurs reproduirait lent celle de tangX', d'après la règle trigonométrique aire.
reste, la seule appréciation géométrique d'une telle 'ormation sucrait pour la représenter d'avance comme ble et déterminée. Car, quand les variables sont séparées, !UX diamètres immédiatement résultés de la résolution de ilioE par rapport à y ou à a;, et qui correspondent à des s parallèles aux coordonnées respectives, deviennent néiremenl parallèles aux axes opposés, el dès lors perpendies k leurs propres cordes. Ainsi, les axes rectangulaires plibles d'une telle propriété doivent Cire parallèles aux géométriques de la courbe, dont l'existence constante, au ) pour l'un d'eux, et la détermination unique, sauf envers cle, garanlissaient !t priori qu'il existerait toujours, aul'une origine quelconque, un seul système d'axes rectan- ■es susceptible de permettre la séparation des variables.
Toute équation du second degré étant ainsi constamment réductible à la forme
ay2 + cx^ -{- dy + ex t^ i,
considérons les simplifications ultérieures que pourra lui faire éprouver, envers les termes inférieurs, un changement convenable d'origine, sans altérer désormais la nouvelle direction des axes. 11 faut, à cet effet, distinguer deux cas, selon que Téquation est parabolique ou non parabolique, c'est-à-dire suivant que la courbe manque de centre ou en admet un. Dans le premier cas, le caractère invariable b^ — Aac=^0 indique d'abord que le terme en xy ne peut s'annuler sans queTun des carrés ne doive spontanément disparaître. Envers les nouveaux axes rectangulaires, Téquation est donc alors, par exemple,
Le déplacement d'origine n'y peut tendre qu'à supprimer le terme du premier degré en y et le terme constant, afin que les deux variables continuent à y coexister. On peut aisément vérifier, en exécutant cette facile opération analytique, qu'une telle réduction est, en effet, toujours possible, à moins que a ou e ne soit nul, ce qui n'aurait lieu que dans l'un des cas singuliers appréciés au n** précédent. L'interprétation géométrique indique clairement cette possibilité permanente : puisque la disparition du terme dy suppose qu'on a pris pour axe des abscisses l'axe géométrique de la parabole, et celle du terme constant que l'origine est placée sur la courbe ; en sorte que les deux conditions seront à la fois remplies en transportant l'origine à l'unique sommet que comporte alors le lieu. C'est ainsi que toute équation parabolique du second degré est finalement réductible à la forme
y2 ess mx.
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en assignant aux axes rectangulaires une direction et une position convenables. Une telle réduction constante ne saurait maintenant laisser aucun doute sur la parfaite identité de la courbe correspondante avec celle que nous avons spécialement qualifiée àepai'abole dans la première partie de ce traité. Quand Téqùation
sera elliptique ou hyperbolique, il sera facile d'y enlever les deux termes du premier degré, en transportant Torigine au centre, dont Texistence est alors reconnue d'avance. Ainsi, toute semblable équation du second degré pourra prendre finalement, envers les deux droites rectangulaires autour desquelles la courbe est symétrique, la forme
qui rend désormais irrécusable la coïncidence des lieux géométriques correspondants avec les courbes introduites, dès le début de notre étude, sous les noms spéciaux d'ellipse et d'hyperbole. C'est le type analytique que nous devons habituellement préférer pour la théorie particulièi*e de l'une ou l'autre figure. Toutefois, si l'on désirait conserver aux équations elliptiques ou hyperboliques la faculté de devenir aussi paraboliques, ce qui, quoique rarement convenable, peut néanmoins faciliter certaines opérations communes aux trois courbes, il faudrait, comme ci-dessus, transporter l'origine au sommet, alors tantôt quadruple et tantôt double; ce qui ramènerait l'équation à la forme
indiquant la parabole, l'ellipse, ou l'hyperbole, selon que n serait nul, négatif, ou positif.
Nous avons toujours supposé jusqu'à présent que les nou-
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veapx axes demeuraient rectangulaires, ainsi que Texige ordinairement la simplification de Tétude géométrique, quoique cette obligation ôte la faculté d'enlever à Téquation un terme de plus. Hais, afin de compléter ici l'appréciation générale des réductions que comportent les équations du seconddegré d'après un choix convenable des axes coordonnés^ il faut examiner enfin les modifications plus profondes qu'y pourrait produire la double disponibilité de leurs directions, suivant les formules
j:ta=»x'cos X'+y'cosY', y=ar'sinX'+y'sinY',
qui permettraient d'annuler simultanément deux des trois termes du second degré. Ces termes ne sauraient être que les deux carrés ; sans quoi Téquation serait parabolique, auquel cas une telle réduction aurait déjà été mieux accomplie, avec des axes rectangulaires. Or, quand les deux carrés auront disparu, Téquation présentera nécessairement le caractère hyperbolique. Ainsi, une telle réduction est impossible pour Tellipse, dont Téquation ne peut jamais admettre moins de trois termes. Mais elle convient évidemment à Thyperbole, à cause de ses asymptotes. Car, en dirigeant Tun des axes coordonnés parallèlement à Tune d'elles, on sait que l'équation doit manquer du carré correspondant ; en sorte qu'on éliminera simultanément les deux carrés, en prenant, autour d^une origine quelconque, des axes parallèles aux deux asymptotes. Il est aisé de vérifier, en 'effet, par Texécution de la substitution indiquée, que les deux équations, d'ailleurs naturellement idenlicjues, qui détermineront les angles X' et Y' d'après cette double condition, assigneront à leurs tangentes des valeurs exactement égales à celles ci-dessus rapportées quant aux coefficients angulaires des asymptotes. Si, en outre, on place l'origine au centre, l'équation de l'hyperbole sera finalement réductible à la forme
annonçant aussitôt une courbe asymptotique aux deux as^es, qui ne seraient rectangulaires qu'autant qu'on aurait en d'abord c sa — a. Quoique leur obliquité ordinaire doive s'opposer à remploi habituel d'une telle équation, il n'en est pas moins très*remarquable que l'hyperbole soit susceptible, comme la parabole, mais suivant im tout autre mode analytique ou géométrique, d'une équation simplement binôme, tandis que l'équation de l'ellipse doit toujours être au moins trinôme. Cette différence nécessaire, ipiparfaitement appréciée jusqu'ici, conduira peut-être un jour, dans la constitution rationnelle de la géométrie comparée, à rapporter l'elUpse et l'hyperbole à des familles de courbes vraiment distinctes, malgré la grande analogie que vont nous offrir, à beaucoup d'égards, leurs propriétés respectives.
ÉTUDE SPECIALE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ
92. La discussion géométrique deâ équations n'étant, par sa nature, qu'une première ébauche fondamentale de Tensemble des attributs propres aux courbes correspondantes, la troisième partie de ce traité vient réellement de caractériser l'application combinée de nos diverses théories essentielles àl'étude générale des courbes algébriques. Mais, pour que notre appréciation graduelle du véritable esprit de la géométrie analytique puisse acquérir enfin toute la netteté et la précision convenables, il faut maintenant ^écifier davantage cette application, envers quelques-unes des courbes ainsi considérées. Ce but logique sera suffisamment atteint par une étude judicieuse des principales propriétés des trois courbes remarquables qui résultent des équations du second degré; outre la haute utilité scientifique d'une telle connaissance, d'après l'usage capital de ces figures dans les parties élémentaires de la philosophie naturelle, et surtout en astronomie.
D'après le nouveau plan qui caractérise cet ouvrage, une pareille étude ne saurait y offrir aucune difficulté essentielle, puisque nous n'avons plus qu'à y appliquer spécialement des principes généraux pleinement établis ; ce qui permettra ici d'abréger beaucoup ce travail, quoiqu'en y comprenant plus de propriétés de ces trois courbes qu'on n'a coutume d'en consi-
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it. Toute ratt«ntion du lecteur devra s'y concentrer sur la pMcation spontanée de nos méthodes universelles, et sur ureUse inlerprélation de leurs résultats particuliers. C'est ii que cette dernière partie de la géométrie plane doit courir, à sa manière, k développer le sentiment fondamental l'harmoDÎe nécessaire entre les conceptions analytiques et lotions géométriques,quiconstitue l'unité philosophique de re euseigaement. Sans la réaction logique qui doit résulter
de ce complément spécial, les théories générales, dans pielles consiste surtout la géométrie analytique, resteraient ctées d'une sorte d'uniformité machinale, qu'il importe ucoup de corriger, en manifestant, sur quelques exemples actérisliques, le genre de modiûcations qu'elles doivent ir pour s'adapter le mieux possible aux convenances de que cas.
luelque satisfaisant que soit, à cet égard, le choix des rbes du second degré, il faut y reconnaître franchement I inévitable imperfection historique, consistant dans le dét radical d'originalité d'une telle application ; puisque les icipales propriétés que vont nous offrir analytiquement les tions coniques ont été réellement découvertes, par des voies tes différentes, vingt siècles avant que celle élaboration
y Être opérée. Cetteconsidération est ici destinée surtout i iliquer d'avance le peu de spontanéité que le lecteur pourra larquer envers certaines notions, que le mode moderne eût icilement dévoilées, etqu'il a dCt seborneressentiellementà ifier, quand l'ancienne étude de ces courbes a été reprise près les méthodes analytiques introduites par la grande ovation cartésienne. Au reste, ce grave inconvénient didacle peut Être aujourd'hui suffisamment évité envers les plus lortants théorèmes, quel'analyse ferait naturellement décou- ', s'ils étaient encore ignorés : il ne reste vraiment inévi-
table que pour quelques propositions accessoires, qui, quoique remarquables, et même utiles, pourraient presque être écartées sans altérer essentiellement la principale destination d'une telle étude. Toutefois, cette sorte de fausse position logique exigerait peut-être, afin de mieux atteindre le but propre de cette quatrième partie de la géométrie plane^ qu'on y comprit aussi Tappréciation spéciale de quelques courbes algébriques assez compliquées pour n'avoir pu être convenablement examinées sous Tancien régime géométrique. Un traité sommaire de la cissoîde me semblerait pouvoir suffire à cet office ; et je me réserve de le joindre à une autre édition de cet ouvrage, si ce nouveau système d'enseignement de la géométrie analytique obtient l'assentiment des professeurs judicieux.
CHAPITRE PREMIER
Théorie des foyers et des directrices.
93. Avant de procéder directement à Tétude spéciale de chacune des trois courbes du second degré, il faut établir, sous un aspect commun, la seule théorie nouvelle que nous n'ayons pas encore traitée, et qui, étant réellement particulière à ces lignes, ne devait point, en effet, figurer parmi les théories vraiment générales auxquelles était consacrée la seconde partie de cet ouvi'age. Quand ce préambule immédiat sera convenablement construit, l'appréciation successive des principales propriétés de la parabole, de l'ellipse, et de l'hyperbole n'exigera plus qu'une simple application judicieuse d'un ensemble de méthodes pleinement élaboré.
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On ignore essentiellement quelle fût, dans l'étude originale des sections coniques, la véritable source des notions relatives aux foyers, qui durent constituer historiquement Tune des plus anciennes découvertes sur ce sujet et la base delà plupart des autres. La refonte analytique de cette étude a fait sentir aux géomètres modernes le besoin d'un point de vue commun propre à lier entre elles les idées, jusqu'alors trop diverses, que présentaient, à cet égard, la parabole d'une part, l'ellipse et l'hyperbole de l'autre. Telle est la principale destination de la définition, d'abord purement algébrique, qu'on applique maintenant au foyer d'une ligne du second degré, en appelant ainsi un point dont la distance à un point quelconque de la courbe est une fonction rationnelle des coordonnées variables de celuici (*). Mais, quoique cet artifice puisse immédiatement suffire pour procéder uniformément à la détermination des foyers dans les trois courbes, il ne saurait remplir assez les conditions essentielles d'une véritable définition, si, suivant un usage trop ordinaire, on ne s'attachait pas à faire convenablement ressortir l'interprétation géométrique de ce caractère analytique. Gomme cette corelation générale constitue le nœud principal de toute la théorie des foyers, il importe ici de l'établir soigneusement.
Quand la formule \/ (y — ^Y -h (jx: — a)2, exprimant la distance du foyer cherché à un point quelconque du lieu, sera devenue une fonction rationnelle des coordonnées variables, cette fonction ne pourra être que du premier degré, envers
(*) Cette définition est souvent altérée par une restriction vicieuse, consistant à imposer cette obligation de rationalité envers Tune des coordonnées seulement; ce qui ne convient, comme on le verra ci-dessous« qu'à certaines équations du second degré : la distance ne peut ôtrc généraiement rationnelle qu'en fonction des deux coordonnées à la fois.
une courbe du second, sous la forme px+qy+r. Or, une telle expres^on peut toujours être envisagée géométriquement comme représentant un multiple déterminé de la distance du point variable à une certaine droite Qxe j/^==hx+k. Car, cette distance serait exprimée, d'après la règle du n^ 29, par la
fonction > qui, multipliée par une constante m,
deviendrait exactement identique à la précédente, en prenant
en sorte que l'équation de la droite ainsi introduite, étant dès lorspa7+yy+r=0, se formerait en annulant l'expression rationnelle de la distance au foyer. D'après l'indispensable introduction d'une telle droite, ordinairement nommée dtm/rtc^, la dféflnition primitive du foyer devient vraiment géométrique, et consiste à concevoir toute courbe du second degré comme le lieu d'un point dont les distances variables à un point fixe et à une droite fixe demeurent constamment proportionnelles. Réciproquementr cette notion géométrique reproduit aussitôt le caractère analytique primordial, puisque cette proportionnalité indique évidemment que la première de ces deux distances est aussi rationnellement exprimable que la seconde.
Une telle explication fondamentale réduit la détermination générale des foyers et des directrices dans les courbes du second degré à mettre l'équation du lieu sous la forme
V (a:— a)«+(y— 6)« = px + qt/ + r, qui résulte immédiatement de cette définition, désormais à la fois analytique et géométrique. Or, cette transformation n'offre aucune difficulté en la concevant en sens inverse, c'està'dire, en ramenant ce nouvel état de l'équation au mode ordinaire
ay^+bxy+cx^+dy+ex'Bai^
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eonant les cinq coodilions de colocideoce
2 [6 + qr) i(^ + py)
détermineront snrSsamment les cinq constantes inconnues p, g, r, relatives au foyer et à la directrice, ainsi qn'aa lorl \^ p'+ y', qui spécifie la courbe proposée. La distincprimordiale entre les trois courbes du second degré o&e »ympt6mes équivalents dans les deux formes de l'équation ; lecoerCcientcomposéi' — 4acéquivauticià4 (;)' + ?*— 1); orle que le lieu sera parabolique, elliptique, ou hyperque, selon que le rapport spécifique \/p*+ q' sera égal, rieur,ou supérieur à l'unité, conformëmentàladiscussion de et spéciale du n* 23.
i. Outre ce mode nalureldc la double théorie des foyers et directrices, il importe d'en concevoir un second, qui, ique moins propre ordinairement à l'usage effectif, offrira e grand avantage logique de familiariser déjà le lecteur avec des plus puissanisartifices généraux de l'analyse mathémale, communément réservé jusqu'à présent aux plus hautes lulations géométriques et surtout mécaniques, sous le nom iModedexmuUiplieateurs, essentiellement due à Lagrange. n considérant analvLiquement la question proposée comme Bistant i. rendre un carré parfait la fonction
irÈs la relation que l'équation primitive
ay'+bxy+cx'' + d}/+€x — 4<=0 )lit entre le» deux variables, la principale difficulté provient e qu'on ne saurait avoir ordinairement égard à cette liaison
parla simple substitution de y en rc ou x eny ; puisque la condition proposée ne peut être remplie, en général, qu'autant que la formule de distance continue à renfermer simultanément les deux variables, ainsi que j'^iurai lieu d'ailleurs de l'expliquer spécialement ci-après. Cependant, une telle substitution semble d'abord le seul moyen de prendre en suffisante considération la subordination fondamentale de ces variables. Dans cette perplexité, il devient indispensable de généraliser, à cet égard, les conceptions habituelles, en s'élevant à la notion du mode analytique le plus étendu que puisse comporter l'appréciation d'une semblable dépendance. Il consiste ici à ajouter à la fonction {x — a)^4-(y — 6)a, qui doit devenir un carré parfait, en prenant convenablemeut a et 6, un multiple indéterminé de celle qui doit être nulle en vertu de la liaison des deux variables, et à traiter ensuite celles-ci comme si elles étaient pleinement indépendantes, de manière à convertir la question proposée en ce simple problème d'algèbre : rendre un carré parfait le polynôme à deux indéterminées
f x — a)2 -h (y — 6)2 + k {at/* + bxy+ cœ^ + dt/ + ex -- 1),
d'après certaines valeurs des constantes a, S et A. Cette recherche algébrique pourrait s'opérer de plusieurs manières, comme dans le cas analogue très-connu envers un polynôme en X seul. Mais,, au lieu de procéder par l'extraction de la racine, il est préférable d'employer, surtout ici, la méthode des indéterminées de Descartes, en assimilant le polynôme proposé à un carré artificiel (jox-|-?y+'')2. Or, si l'on développe les six conditions ordinaires d'une telle coïncidence, on sentira aisément que, en y éliminant d'abord le multiple auxiliaire A:, géométriquement superflu, on retombe nécessairement sur les cinq relations directement établies au n"" précédent pour la détermination des constantes a, 6, et p, q, r. Ainsi, ce se-
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d mode équivaut fioalement «u premier, sauf un nouveau :uit analytique, étranger à la recherche géomélnque. Quoique, par ce motif, celte marche ne doive pas être ici ployée babitueliement, j'att^icbe beaucoup de prix k l'occa- 1 qu elle m'offre de caractériser, en un cas élémentaire suRiiment important, le grand artifice d'analyse qui lui sert de e. Cetarlifice,quin'ajamais été conçu directement jusqu'ici s son entière généralité, conâste à ramener, en tout prône analytique, le cas de la dépendance des variables à celui lenr indépendance, en ajoutant, à la fonction qui consUtne ujet de la condition proposée, un multiple indéterminé de e qui doit s'annuler d'après la liaison des variables considéi. D'abord introduite parEuIer danslaplus hante théorie des :imaelmmii?ui,cetteconceptiongénéraleesten5uitedevenue, r Lagrange, l'un des plus précieux moyens de la mécanique ly tique. Son légitime usage reposera parlout,comme ci-des- , sur ce qu'une teUeadjouclion, qui alorsn'altère pas l'étatâe inction proposée, confond en un seul mode toutes les ma- '68 possibles d'avoir égard à la relation donnée, et permet, lonséquence^ de traiter désormùs les variables comme inendantes.
â. Après avoir établi, sous l'une ou l'autre forme généi, la théorie fondamentale des foyers et des directrices, il , la concevoir, en sens inverse, comme propre h formuler le condition géométrique relative soit an foyer, soit à ladirice,soità leur relation mutuelle :ce qui lèvera d'avance, ers les courbes du second degré, les dinicultés essentielles peuvent offrir les problèmes quelconques où l'on introduit Lelles conditions.
1 la courbe doit avoir un foyer donné, on supposera cons les coDstantes «et € dans les cinq équalions délermioantes l'dS, où réliminaUondep, q, r conduiradËBlorsauxdenx*
relations cherchées entre les coefficients a, 6, c, rf, é», communes à toutes les courbes de même foyer, et propres à déterminer chacune d'elles conjointement avecd*autres prescriptions quelconques. Mais, au lieu de formuler distinctement ces conditions, on n'aura souvent besoin que du type analytique qui leur correspond pour l'équation du lieu, ainsi réduite à ne contenir que trois constantes arbitraires. Or, ce type pourrait être directement formé, sans ce long calcul, d'après l'équation fondamentale
{X - «)«+ (y - 6)»= {px + q^y + r)^
relative à la propriété focale des courbes du second degré, et où il suffirait alors d'attribuer les valeurs convenables aux coordonnées a et. S du foyer^ en concevant indéterminées les autres constantes jd, g, r, propres à la directrice et au rapport spécifique.
Quand la courbe aura une directrice donnée y = Aa: -|- A, on joindra, aux cinq formules du n'^OS, les conditions — — = h ,
== A:, et l'élimination des cinq constantes a, 6, p, y, r,
fera découvrir les deux relations correspondantes entre les coefBcients de l'équation proposée. Si on veut directement constituer celle-ci d'après cette obligation géométrique, elle sera naturellement
[X — a)^+ (y — 6)«= m^y'-hx'- kf,
en supposant indéterminées les trois constantes a, S, m, relatives au foyer et au rapport spécifique.
Lorsque, au lieu d'être entièrement donné, le foyer devra seulement appartenir à une ligne connue / («, y)=0, il suffira de joindre aux cinq égalités fondamentales la condition correspondante /(a, 6)=0, pour que l'élimination des cinq con-
slantes a^ 6,p, g^r^ permette d'obtenir la relation convenable entre a, b,c, rf, e. Dans le second mode de solution, on emploierait la liaison proposée entre a et ê à rapporter l'une de ces constantes à l'autre ; ce qui permettrait de restreindre suffisamment l'équation focale, de manière à n'embrasser que les courbes susceptibles d un tel accident.
Pareillement, si la directrice jDrc+yy+r=0, sans être totalement donnée, devait toucher une certaine courbe, ou remplir telle autre condition équivalente, aboutissant à une relation spéciale entre/), q, r, cette nouvelle égalité rendrait possible rélimination des cinq constantes ordinaires,de manière à manifester laliaison correspondante descoefficientsprimitifs. Sous la seconde forme, une telle égalité permettrait de rapporter Tune des constantes p, y, r, aux deux autres, de manière à restreindre convenablement Téquation fondamentale.
On procéderait de môme envers des conditions qui, au lieu de se rapporter isolément au foyer ou à la directrice, concerneraient leur disposition mutuelle. Quelle que fût la prescription géométrique, aussitôt qu'elle serait directement formulée entre les constantes relatives au foyer et à la directrice, elle pourrait être ainsi convertie, soit en une liaison équivalente des coefficients primitifs, soit en une restriction correspondante du type focal. Il est superflu d'avertir que, si les axes sont disponibles, leur choix judicieux poiura faciliter beaucoup l'accomplissement de ces diverses opérations analytiques.
Au sujet de ces questions composées, qui comportent une grande variété, je crois devoir seulement m'arrôter ici à une mention spéciale envers celles qui concernent les conditions de similitude ou d'égalité des courbes du second degré. Suivant nos principes généraux, la définition focale indique évidemment que deux courbes de ce genre ne seront semblables qu'autant que le rapport constant V^ JD^+?* Y ^^^^ ^^ même valeur ;
Bt c'est pourquoi je le qualifie hal)ituelleinent de spécifique. L'égalité des deux courbes exigera, en outre, la coïncidence des distances respectives du foyer à la directrice, représentées par
Oa -4- Q^ H- T
la formule "^ ■ — . D'après cela, si on voulait formuler
la similitude des deux courbes
ay^ + bocy + car* + rfy + ^x = 1 a'y^^ Vxy-^r c'ar»+ d'y+ e'x— 1,
il faudrait identifier les deux expressions correspondantes de P^ + ?^» préalablement déduites des cinq relations du n« 93, et on devrait ainsi reproduire la condition que nous avons déjà obtenue, au dernier chapitre de la troisième partie, par une voie beaucoup plus simple. Quant à Tégalité des deux courbes, il faudrait d'ailleurs exprimer aussi Tidentité des deux valeurs
Da -f- û'ê 4- r
correspondantes de la formule — ; et on retrouverait,
Vp'+q^
mais plus péniblement, les deux relations que fournirait directement la méthode générale pour la superposition analytique des courbes quelconques, d'après la coïncidence de leurs équations par une transposition d'axes convenable. En l'un ou l'autre cas, cette méthode spéciale conviendrait mieux sous sa seconde forme, par une juste restriction immédiate de l'équa-
tionfocale. Car, en posant \/p'+y3=n,et^ ' ±--111-. = m^ on formerait aussitôt l'équation
relative aux courbes semblables; ou envers les courbes égales, l'équation plus particulière
(a:— a)a+(y-6)a=(a:V/ n^—q'^+qy+imn- a V/ n^—q^- gé))\ 96. Pour compléter suffisamment la théorie des foyers et des
directrices, il reste à y apprécier une méthode subsidiaire, 'qui résulte spontanément d'une judicieuse modification de la méthode fondamentale envers certaines équations du second degré, d'autant plus importantes à considérer ici séparément qu'elles comprennent les cas usuels auxquels nous devrons spécialement appliquer une telle théorie dans les chapitres suivants.
En considérant l'équation focale
on voit que le terme en xy s'y trouvera communément taht que p et g ne seront pas nuls, c'est-à-dire, géométriquement quand la directrice ne sera parallèle à aucun des axes coordonnés. C'est pourquoi la distance au foyer ne peuC être généralement rationnelle qu'envers les deux variables à la fois, comme je l'ai ci-dessus annoncé afin de prévenir yne vicieuse routine. Mais, pour toute équation du second degré où les variables sont séparées, on voit ainsi que la directrice est toujours perpendiculaire à l'un des axes géométriques de la courbe, conformément à la discussion directe du no 23, et la distance de* vient rationnelle en fonction d'une seule coordonnée. D'après cela, on pourra procéder alors plus simplement à la détermination du foyer, et ensuite de la directrice, en ayant égard à l'équation de la courbe par la substitution naturelle àe yen x ou X en y dans la formule
qu'il s'agira finalement de rendre un carré parfait, quand on l'aura convenablement développée par rapport à l'unique variable conservée. Or, cette question algébrique ne saurait offrir aucune difficulté essentielle, ni exiger aucun calcul pénible.La fonction ainsi formée sera d'abord irrationnelle ordinairement :
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il faudra donc y détruire préalablement un tel obstacle analytique, ce qui tendra à déterminer Tune des deux constantes a, S ; l'autre se déterminera ensuite d'après la condition élémentaire pour les carrés trinômes.
Cette méthode subsidiaire, dont nous ferons naturellement un grand usage, n'a d'autre inconvénientpropre que l'incertitude primitive sur le vrai sens de la directrice, que l'on sait seulement devoir être alors parallèle à l'un des deux axes coordonnés . Il en résulte algébriquement l'obligation d'exécuter alternativement les deux substitutions de y en â: et de a: en y, qui doivent d'abord sembler indifférentes, et. dont une seule pourtant convient à la solution actuelle^ laquelle pourrait donc échapper à l'adoption arbitraire d'une substitution unique. Mais, malgré cette double opération algébrique, une telle méthode n'en constituera pas moins habituellement, envers les cas qui s'y rapportent, une utile simplification de la marche générale.
CHAPITRE IL
Théorie de la parabole.
97. L'équation y' = mXj la plus simple de toutes celles dont la parabole soit susceptible, est d'abord très-propre à donner une idée fort nette de la forme générale de^^ette ligne. Sa discussion directe montre que la courbe, symétrique autour de Taxe des a:, s'étend indéfiniment dans le sens des abscisses de même signe que la constante m, que nous supposerons habituellement positive, sans jamais pénétrer de l'autre côté de
'•'J-iïtFT???..
p ^: Taxe des*y, et en s'écartant de plus en plus des deux axes à la
•^ .: fois, mais moins rapidement du premier que du second.Ontre
que le degré indique déjà suffisamment la direction effective de
fît
la courbure, le coefficient angulaire de la tangente, tanga = — • ,
constate évidemment que la parabole est toujours concave vers son axe, auquel elle tend graduellement à devenir parallèle, quoiqu'elle n'y parvienne jamais exactement ; en sorte que ses deux branches divergent de moins en moins entre elles tout en s'écartant de plus en plus, et seraient parallèles à Tinfini. Cette tendance continue, et Tabsence correspondante d'asymptotes rectilignes, doivent empêcher de jamais confondre, même à Toeil, l'aspect d'une parabole avec celui d'une demi-hyperbole, quelque grossier que soit leur tracé respectif : la courbure totale est, par suite, plus prononcée dans la première figure que dans la seconde, puisque l'ensemble de son cours y fait varier davantage la direction de la tangente.
Si l'on voulait ainsi construire réellement les divers points du lieu, il suffirait de combiner avec chaque abscisse une ordonnée égale à la moyenne proportionnelle entre cette abscisse variable et la longueur constante m, qui caractérise individuellement chaque parabole, et qui, à ce titre, est spécialement qualifiée de paramètre. Réciproquement, on peut obtenir, sur une parabole déjà tracée, la grandeur effective de son paramètre, presque aussi facilement qu'on trouve graphiquement le rayon d'un cercle, en le concevant, d'après l'équation fondamentale y* = mx^ comme la distance à Taxe de l'extrémité de la corde menée du sommet sous un angle de 45**. Tout autre point du lieu déterminerait également cette constante,
suivant la loi w= — ; mais celui-ci offre l'avantage d'une construction beaucoup plus simple, qui mérite de devenir
amilière, pour que Timage du paramètre ne se sépare jamais de celle de la courbe.
Enfin, la parabole étant, après le cercle, la plus simple de toutes les courbes, il convient de remarquer, au sujet de cette équation, le mode facile d'après lequel on pourrait déduire Tune de Tautre, en se rappelant que les longueurs des diverses cordes circulaires menées d'un même point sont liées k leurs projections sûr le diamètre correspondant de la même manière que les ordonnéesparaboliquesdépendent de leurs abscisses. Si donc on prolongeait les ordonnées NP d'un cercle relativement à un diamètre quelconque OCA (fig. 70) de manière à les rendre égales aux cordes correspondantes ON, les points M ainsi obtenus formeraient une parabole, dont le paramètre serait égal au diamètre du cercle, et qu'un tel tracé étendrait seulement jusqu'au point D, qui, suivant l'indication précédente, sert à marquer commodément le paramètre. On conçoit d'ailleurs qu'une telle relation de la parabole au cercle, pleinement conforme à la commune absence de condition de similitude, ne contredit pas réellement notre notion sur le nombre de points déterminant ; puisque la position de la parabole doit alors exiger une constante de plus que celle du cercle, afin de fixer le point d'où procède cette construction.
98. Après cette interprétation directe de l'équation simplifiée de la parabole, considérons successivement les diverses propriétés caractéristiques qui, suivant nos méthodes générales, en constituent des conséquences plus lointaines, en commençant par les propriétés focales.
Les variables se trouvant séparées dans l'équation y^ssmo:, il faut y appliquer la méthode subsidiaire expliquée & la fin du chapitre précédent, pour déterminer le foyer par substitution de y en a; ou, réciproquement, dans la fonction {x — a)*
+ (y—^)* ou
qui doit ainsi devenir un carré parfait. Par la première substitution, on a
ce qui montre d'abord que le foyer doit être sur Taxe, afin que (P soit' rationnel par Tannulation de 6. Cela posé, la fonction devient a:*+(m — ia)x-]-ofl ; et, en y appliquant la condition
connue pour les trinômes carrés, on trouve a =a - m. Il existe
donc, en effet, sur l'axe de la parabole, un unique foyer, à une distance du sommet égale au quart du paramètre. Sa
distance rationnelle à un point quelconque de la courbe devient
ainsi rf «a jî + -m; et^ en l'annulant, on voit que la direc-
trice est une perpendiculaire à Taxe, pareillement éloignée du
sommet, mais en sens inverse : le rapport spécifique \/jp*+ y* est ici évidemment égal à Tunité. Tel est le mode pleinement naturel suivant lequel, la notion générale de foyer une fois admise, l'analyse fait graduellement ressortir de l'équation des courbes du second degré limitées d'un côté et illimitées de l'autre leur conception géométrique comme engendrées par un point toujours équidistant d'un point fixe et d'une droite fixe.
Si, au contraire, on substituait x en y, on ne pourrait que confirmer, sous une autre forme, les résultats précédents. On aurait alors, en effet.
Quoique cette fonction soit spontanément rationnelle, la condition préalable € s» 0 n'y est pas moins indispensable pour qu'elle puisse devenir carrée : car, sa racine devant être du
second degré, doit d'aillears manquer du terme du premier degré, puisque le polynôme lui-même n'en contient pas du troisième. D'après cette première détermination, la fonction se
réduit au trinôme ^ + ( i — 2 — |.y> -|- a^, qui, en achevant
Topération, reproduira, aussi clairement que ci-dessus^ la
condition a =» - ?n. Ce second mode algébrique de la méthode
auxiliaire des foyers n'aboutit donc, comme on devait le prévoir, qu'au retour du premier résultat, sous une forme d'ailleurs peu convenable, puisque la fonction cf, étant alors du second degré, ne comporterait plus directement l'interprétation géométrique qui constitue la principale base d'une telle théorie.
Pour se mieux familiariser avec la position du foyer, et par suite de la directrice, il faut remarquer que son abscisse convient à une ordonnée parabolique qui en est le double, et d'ailleurs égale au demi-paramètre. De là résultent de nouvelles manières d'envisager le paramètre d'une parabole, soit comme la corde perpendiculaire à l'axe menée du foyer, soit comme la^double distance du foyer à la directrice.
Il serait superflu d'insister ici sur les facilités évidentes que procure la propriété focale de la parabole pour décrire cette courbe par points ou par un mouvement continu.
99. Parmi les nombreux problèmes relatifs à la détermination de la parabole d'après des conditions propres au foyer ou à la directrice, et dont la solution analytique ne saurait maintenant offrir aucune difGculté essentielle aulecteursufBsamment imbu de nos principes généraux, je me bornerai à considérer spécialement, soit à titre d'exemple caractéristique, soit à raison de son utilité réelle, celui où l'on donne, avec deux points de la courbe, son foyer ou sa directrice.
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Dsns le premier cas, cette question de géométrie abstraite «porte une précieuse destination astronomique, pour dél«r^ ner le cours d'une comète d'après deux positions observées, adoptant l'heureuse approximation parabolique spécialeiiit appliquée par Newton à la seule partie de l'orbile qui isse être habituellement visible. Supposons donc qu'il s'agisse faire passer en deux points donnés une parabole ayant un 'er donné, qui, en une telle application céleste, serait le eil. La propriété focale fera trouver aisément une solution iphique, consistant àconstruire d'abord la directrice, comme igenle commune aux deux cercles qui, ayant leurs centres ipectifs en ces deux points, se couperaient à ce foyer : cette )ite une fois trouvée,l'axe,le sommet, et le paramètre delà rahole en résulteront sang difQculté. On obtiendra ainsi deux raboles, ordinairement très-différentes de position et même grandeur,entreleBquelles lesindications astronomiques diseraient facilement toute indécision. Cette construction in- |ue d'ailleurs, conformément k la nature du problème, que jnestionnesaurait offrir d'autres cas d'impossibilité que ceux i tiendraient h la coïncidence de l'un des points donnés avec foyer ou à la situation des deux points en ligne droite avec le rer et du même cdté.
La solution analytique ne peut présenter aucun embarras, isqu'elle se rapporte à des conditions déjà spécialement forilées.Si les axes sontdispoaibles, on la simplifiera beaucoup plaçant leur origine au foyer donné, et dirigeant l'un d'eux rs l'un des points donnés. On aura alors l'équation
lecaractère parabolique donne d'abord la relation p*+ j*=l. [ant aux deux autres conditions propres à déterminer les astaotes inconnues p, g, r, elles seront, d'après les deux pasfes,
Comme les premiers membres de ces équations, relatifs aux distances u' ett^" de ces points au foyer, sont entièrement connus, on pourra ramener ces deux équations au premier degré,
sous la forme
px* + qy'-\- T^=^u'
et dès lors ony rapporterafacilement p et ^ à r, qui se déterminera finalement par une équation du second degré, résultée de la condition primordiale p* + jr» b= i.
A Toccasion de ce problème, je crois devoir établir sommairement une importante notion de philosophie mathématique, jusqu'ici très-confuse, sur la nature des divers sympU^mes analytiques de l'impossibilité, qu'une aveugle routine algébrique conduit trop souvent à croire indistinctementannoncée par l'imaginarité des inconnues, quoique le mode doive nécessairement varier suivant les cas. D'après Tharmonie fondamentale qui doit toujours régner, en mathématique, entre les appréciations concrètes et les indications abstraites, on peut constamment prévoir de quelle manière l'impossibilité devra être analytiquement manifestée, suivant une judicieuse discussion spéciale, destinée à discerner si les conditions quilà caractérisent sont vagues ou précises; c'est-à-dire, en d'autres termes, si elles correspondent à une simple inégalité ou aune véritable relation d'égalité. L'analyse conduira nécessairement, dans le premier cas, à des valeurs imaginaires, à moinsque les valeurs négatives ne fussent pareillementinadmissibles, ce qui arrive rarement en géométrie. Quant au second cas, le symptôme analytique devra changer de nature, et consistera en certaines valeurs réelles spécialement exclues du sujet; le plus souvent
8 OÉOHÊTRIE PLANE.
tteezclnsion déterminée, se bornera aux valeurs nulles ou Snies. Tel est le principe philosophi^e quidoittoujours doinerla discussion effectivedessolntionsanalyliqnes relatives on ordre quelconquede recherches concrètes. En l'appliquant à la question actuelle, on reconnaît aussitôt le tous les cas d'impossibilité y sont dénature prédse, et que, T conséquent, leur indication algébrique doit résulter de vaurs réelles inadmissibles. Si l'inconnue principale est r, qui isigne géométriquement la distance dufoyerà la directrice, il yaurad'exclusion que pour les valeursO et oo .C'est donc par ined'elles quel'imposBÎbilitésera toujours annoncée,et jamais après rimaginarité, quoique l'équation en r soit du second !gré. L'examen de la solution graphique montre d'ailleurs le cette indication résultera ici de valeurs nulles, et non de leurs in&uies. J'engage le lecteur à confirmer algéhriqueent une telle prévision rationnelle.
Relativement à, ce premier problème, il convient de remai^ ler, mais uniquement pour l'application astronomique, l'ne simplification que recevrait la solution analytique, si l'on y Q ployait l'équation polaire de la parabole autour du foyer, ablie au n'SS, et qui dispenserait spontanément de formuler conditionlaplusdifQcile. Avec les notations actuelles, cette Tiatioa serait
1 — COS {f + «)'
lia modifiant, suivant l'esprit de la question, de manière à riger arbitrairement l'axe polaire. Le passage de la courbe IX deux pointsdonnés fournira aisémentla détermination des iux constantes, linéaire et angulaire, propres à ce type analy- ]ue, etqui fixent, runelagrandeur.l'autre la direction, de parabole cherchée. En conduisant l'axe polaire vers l'un de & points, on aurait ainsi les deux relations
QUATRIÈME PARTIE, CHAPITRE DEUXIÈME. 319 M ■= : = — r-r- — r, U
1 — cos ((p' + a)' 1 — COS «*
d*où, en éliminant m, on conclura, pour l'angle a, Téquation
irigonométrique
i — cos a w"
1 — COS((p'+«) u'
dont la résolution se simplifiera beaucoup en introduisant les demi-angles, et fera connaître la double inclinaison de Taxe de la parabole sur un tel axe polaire.
Supposons maintenant que le foyer donné soit remplacé par la directrice; la solution graphique se renversera facilement, en construisant le foyer d'après l'intersection des cercles déjà considérés, et dont les rayons seront alors les distances des deux points à la directrice donnée. Il en résultera encore deux paraboles inégales, quoique parallèles. Quant aux cas d'impossibilité, ils y consisteraient d'abord dans le passage de la directrice à l'un des points donnés, ou dans sa perpendicularité à la droite qui les joint ; mais, outre ces hypothèses relatives à des conditions précises, la question comportera d'autres exceptions, de nature vague, lorsque, par exemple, la directrice tombera entre ces deux points, ou, en général, si ceux-ci sont trop écartés.
La solution analytique sera très-simple, si la disponibilité des axes permet de prendre la directrice donnée pour l'un d'eux, en dirigeant l'autre vers l'un des points donnés. Dans cette hypothèse, l'équation focale devient
etles deux passages y déterminerontaisément les coordonnées inconnues du foyer d'après les relations
a« + 6» — ^ax'— 26y ' + y'»= 0, a^+ 6»— 26y" + y"»= 0 ;
dont la soustraction fournirait une équation du premier degré
en a et 6, de manière à conduire promptement li une équation finale du second degré en a, par exemple, distance du foyer à la directrice. La première classe de cas dlmpossibilité s'y an* noncerait naturellement par des valeurs nulles, et la seconde parTimaginarité.
En supprimant Tun des deux points donnés, chacun des deux problèmes précédents deviendraitindéterminé,toutefoissuivant la juste mesure qui comporte la recherche des lieux géométriques ; en assignant, non des positionsflxes, mais d'invariables trajets, aux divers points inhérents à la parabole. Le lecteur pourra donc, à ce sujet, s'exercer à découvrir des l^eux plus ou moins remarquables, surtout ceux du sommet, ou du point paramétrique.
100. Considérons maintenant les propriétés de la parabole quant aux tangentes. En un point quelconque {x\ y*) de la courbe y^c=» mx^ la tangente aura pour équation, suivant la théorie générale.
Pour en déduire sa construction, il suffit d'y chercher, en faisant y = 0, Tabscisse du point où elle rencontre Taxe, et on trouve ar = — x'\ en sorte que ce point T (fig, 71), et le pied P de Fordonnée sont toujours équidistants du sommet. On énonce communément ce résultat en disant que, dans la parabole, IdiSouS'tangente TP est constamment double de Tabscisse du point de contact. Hais la forme la plus remarquablé^ sous laquelle il puisse être présenté, consiste à reconnaître que la sous-normale PN est toujours égale à la moitié du paramètre : car, en toute courbe, le triangle rectangle TMN montre que l'ordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous-normale
et la sous-tangente, d'où PN «= ^ ; or ici TP = 2a?', donc
NP = ~-, =a — . De là résulte, en sens inverse, une nouvelle
manière d'envisager le paramètre de la parabole, ainsi rattaché à une tangente quelconque, comme double de la sous-normale.
Au sujet de ce théorème, il convient de remarquer une conséquence spéciale, relative àla première ébauche spontanée d*une importante notion géométrique, que Tanalyse transcendante peut seule d'ailleurs convenablement établir. En considérant une normale de plus en plus voisine de Taxe de la parabole, on voit ainsi que le point N où elle le coupe, quoique se rapprochant toujours du sommet, a pour limite le point G, deux fois plus éloigné que le foyer F ; cette extrême position deviendrait donc ici le centre du cercle qui, suivant Tindication générale du n^^ 44, aurait en 0 le plus intime contact avec la courbe. Sous un autre aspect, le chemin normal dirigé suivant Taxe, à partir d'un point situé dans la concavité de la parabole, serait un minimum ou un maximum selon que ce point de départ se trouverait avant ou après cette limite G.
Le théorème fondamental que nous venons de remarquer, sous diverses formes, pour la tangente à la parabole, acquiert une nouvelle importance géométrique quand on le combine avec la propriété focale. Car, cette relation OT<=OP, donne aussitôt
FT ou OT -j- - m = FM ou a:' + - m : donc les angles opposés
FMT et MTF sont constamment égaux. Ainsi, la tangente à la parabole est la bissectrice de Tanglé formé par les deux droites menées du point de contact, Tune au foyer, l'autre perpendiculairement à la directrice. En remarquant d'ailleurs que ces deux droites MF et MQ sont constamment égales, il s'ensuit que la tangente est toujours perpendiculaire sur le milieu de la droite FQ, qui joint le foyer à la projection du point de contact sur la directrice : ce milieu devant sans cesse tomber
on voit attsù,comme noarelle fonne delà m£me reUtîoa, « projections du foyer sur les diverses tangentes forment gne droite, qui est la tangente au sommet, rsiquement envisagée, d'après la loi générale de la rén de la lumière ou de la chaleur, cette importante pro- : géométrique explique directemeotl'idéede concentraUon fique que n^pelle spontanément le nom de foyer. Car, 'ayon de lumière on de chaleur qui tomberait sur la pai, parallèlement à son axe, devrait ainsi se réfléchir touvers le foyer, pour maintenir l'égalité nécessaire entre igles de réflexion et d'incidence formés avec la tangente. L parabole, celte propriété s'étendndt évidemment an ololde résulté de sa rotation autour de son axe : en sorte tel miroir est propre à concentrer en un point unique ileur que reçoit sa concavité totale dans une même ion, sauf l'inévitable a&iblissement qu'occasionne tonte ion. En sens inverse, nn semblable réflecteur est souvent tyé, surtout pour les phares, à rendre parallèles tous les s qai divergent d'un même point; Ils peuvent d'ailleurs iltérieurement concentrés en an autre point, d'après une de réflexion analogue, conformément à une célèbre eipé- ! thermologlque.
mt à l'usage parement géométrique d'une telle propriété, 1^ directement l'avantage de s'adapter indifféremment à istruction de la tangente, dans les trois cas élémentûres f rapportent communément, selon que l'on donne le point Qtact, ou la direction, on un point extérieur. Pour le ier cas, U suffit d'élever une perpendiculaire sur le mi- [ de la droite FQ précédemment définie, n est aisé de ir spécialement, à la manière des anciens, qu'une telle ndiculaire aura, en effet, hors de la parabole tous ses s autres que U ; puisque Tan quelconque N d'entre eux,
se trouvant ainsi équidistant de F et de Q, sera nécessairement plus rapproché de la directrice que du foyer, et dès lors extérieur à la courbe.La détermination des tangentes à la parabole ne pouvait donc, sous cette forme^ offrir aux anciens aucune difBculté essentielle, aussitôt qu'ils ont pu procéder d'après la propriété focale, qui, dans leur mode d'étude, a dû consti-. tuer, à tous égards, le principal obstacle propre à la théorie des sections coniques.
Si maintenant on veut tracer une tangente parallèle à une droite donnée, la droite FQ se trouvera immédiatement déterminable, et par suite la construction précédente s'appliquera également, sans même que l'intervention graphique de la parabole soit indispensable pour marquer le point de contact, qui sera sufQsamment assignable d'après sa projection Q sur la directrice. Quant à la solution analytique du même problème, elle consisterait d'abord à trouver l'ordonnée, et dès lors l'abscisse, du point de contact, en renversant la loi primor-
ui
diale tang a = — . Mais on peut aussi traiter directement cette
question, d'après le principe des racines égales, en cherchant la relation du coefficient linéaire au coefficient angulaire qui rend la droite y <» âur + d susceptible de toucher la courbe
y2ea tnx : on trouve alors ô = — ; d'où résulte l'équation
qu'il importe de remarquer comme la plus propre à caractériser une tangente quelconque à la parabole, quand la nature des questions exigera que cette tangente soit surtout considérée suivant sa direction et indépendamment de son point de contact. Enfin, lorsque la tangente doit partir d'un point extérieur N, la droite FQ peut encore se retrouver aisément, puisque le
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: Q, toujours situé sur la directrice, est d'ûlleurs à une ace de ce point N égale à NF; en aorte qu'il résultera de rsection de la directrice par le cercle décrit du centre N le rayon NF. Cette rencontre, nécessairement double, si lut donné N est vraiment en dehors, déterminera donc les droites sur les milieux desquelles doivent être perpendires les tangentes cherchées, dont la construction s'achëdës lors comme ci-dessus. On peut remarquer, à ce sujet, ù le point N appartenait à la directrice, ces deux droites iaires, et par suite les deux tangentes, seraient nécessaint rectangulaires : ce qui permet d'envisager la directrice ne décrite par le sommet d'un angle toujours circonscrit
solution analytique du m&me problème ne présente aucune ulté, d'après les explicaUons générales du a* 41, pour 'er les coordonnées du point de contact, en combinant les équations
y' — 6 = ^. («■- «). y'^~ *nx- .
si, sans opérer l'élimination, on voulait construire le ré- L en coupant la paraboledonnéeparle lieu qui corresponà la première équation où x' et y' deviendraient variables, idralt d'abord la transformer & l'aide de la seconde, afin. ,er le lieu parabolique qu'elle fournirait spontanément, réduite au premier degré, cette équation'
senteraitla droite qui joindrait les deux points de contact hés. 11 n'est pas inutile d'y remarquer : 1* que le point le rencontre l'axe de la parabole resterait invariable si le de départ des deux tangentes se déplaçait perpendiculaintàcetaxe.etanssienversnne autre parabole ayant mftme
axe et même sommet ; puisque Tabscisse -— a de ce point est indépendante de 6 et de m ; 2^ que son intersection avec l'axe des y ne changerait pas si le point de départ se déplaçait en ligne droite avec le sommet ; 3** que la direction de cette corde des contacts demeurerait la même si ce point donné se déplaçait parallèlement à Taxe. Ces petites remarques offrent, intrinsèquement, peu d'intérêt, et encore moins d'importance : mais elles peuvent servir à rendre plus sensible aux commençants Fexacte interprétation géométrique des résultats algébriques, considérés même relativement aux éléments qui n'y entrent pas.
Au sujet d*une telle construction des tangentes menées d'un point extérieur à la parabole, je dois signaler une propriété plus essentielle, commune aux trois courbes du second degré, et tendant à déterminer directement la corde des contacts, d'après deux sécantes quelconques tii*ées du point donné. En joignant, d'une part latéralement, d'une autre part diagonalement, leurs quatre intersections avec la courbe, il en résultera deux couples de droites, qui, par leurs rencontres respectives, détermineront finalement deux points, toujours situés sur cette corde, et dès lors suffisants pour la tracer, de manière à en déduire les tangentes cherchées : ce qui constitue certainement, à cet égard, la plus convenable de toutes les solutions graphiques où l'on fait intervenir la courbe. Gomme larencontre des ligîies transversales ne saurait jamais manquer, le théorème conserverait toute son efficacité si les lignes latérales devenaient parallèles, puisque la droite cherchée aurait alors la même direction. Je laisse au lecteur Texécution, et même l'institution, des calculs un peu longs qu'exige la démonstration analytique de cette proposition remarquable, dont Torigine effective est peu connue. Le principal embarras consistera à décider si, dans le choix des axes les plus propres à
k.7 '.'il-'
simplifier une telle opération, on doit préférer la pins simple équation des trois courbes du second degré y^ >» mx -j- nafl^ sauf à compliquer les équations des deux sécantes initiales ; ou, au contraire, avoir essentiellement en vue les simplifications relatives à ces deux droites, surtout en les prenant pour axes, à la charge d'employer envers la courbe Téquation la plus générale at/^ + bxy + car* + rfy + ^ar = 1. Si cette délibération préalable est heureusement accomplie, cet exercice analytique deviendra peu laborieux.
101. Parmi les nombreux problèmes auxquels peut donner lieu la considération des tangentes à la parabole, je me bornerai à signaler spécialement, comme types, la détermination d'une parabole d'après deux tangentes, ou une seule et un point, conjointement avec le foyer ou la directrice. La solution graphique consistera surtout, de même qu'au n^ 99, à construire d'abord la directrice ou le foyer. Si la parabole, ayant un foyer donné, doit toucher deux droites données, il est aisé de voir que chacune d'elles indiquera un point de la directrice, en prenant, par rapport à elle, le point symétrique du foyer ; si l'une de ces tangentes était remplacée par un point, la directrice devrait toucher le cercle qui, y ayant son centre,passerait au foyer : on aura donc, en Tun ou l'autre cas, la directrice, et par suite tout ce qui concerne la parabole, en joignant deux points, ou en menant d'un point une tangente à un cercle ; l'impossibilité proviendrait, dans la première question,de conditions précises, tendant à faire passer la directrice au foyer, et, dans la seconde, elle pourrait, en outre, résulter de conditions vagues, relatives à la situation du point intérieurement au cercle. Quand la parabole devrait, au contraire, admettre une directrice donnée, chaque tangente indiquerait un lieu du foyer, savoir la droite formant avec elle un angle égal à celui qu'elle-même ferait avec cette directrice ; et dès lors le foyer
résulterait aisément ou delà rencontre de deux pareilles droites, ou de l'intersection de Tune d'elles par le cercle tangent à la directrice qui aurait pour centre un point donné de la courbe. La solution analytique de ces problèmes ne saurait maintenant offrir aucune dif&culté d'institution, d'après nos principes généraux, ni même aucun embarras d'exécution,en choisissant convenablement les axes : les indications précédentes y feront d'ailleurs aisément prévoir la nature algébrique des divers symptômes d'impossibilité,que les commençants pourront utilement vérifier. Si, par exemple, la directrice est donnée, et qu'on y place l'axe des y, l'équation de la parabole sera, comme au n* 99,
ya _ 2gy — 2our + (6« + a») c= 0.
Dès lors, pour y formuler le contact d'une droite y =aax sur laquelle on aurait choisi l'origine, le principe des racines égales fournira la relation
En écartant toute autre condition, la parabole serait indéterminée, mais susceptible de lieux, parmi lesquels cette relation indique spontanément celui du foyer : il est aisé d'y reconnaître la droite ci-dessus introduite. Ce cas est remarquable par la nature uniformément rectiligne de tous ces lieux ; comme le lecteur peut facilement le constater en passant analytiquement de ce lieu immédiat du foyer à ceux qui en dériveraient, plus ou moins indirectement, pour le sodimet, le point paramétrique, etc. Une remarque générale, utile à signaler ici, à cause de son efficacité en divers autres cas analogues,explLque aussitôt cette particularité, d'après le principe géométrique qui sert de meilleure base à la théorie analytique de la similitude des courbes : car, les courbes ici comparées étant toujours semblables, d'ailleurs placées parallèlement à cause de la di-
rectrice commune, et ayant, en outre, pour centre évident de similitude ou d'homologie Tintersection de cette directrice avec la commune tangente, tous les lieux qui s*y rapporteront seront nécessairement des droites dirigées vers ce point.
Le plus intéressant, à tous égards, des lieux très:multipliés que produirait la parabole considérée quant à ses tangentes, consiste dans la cissoïde, résultée de la projection du sommet sur les tangentes.Ën discutant directement une telle définition, il est d'abord aisé d'y reconnaître une courbe nécessairement symétrique autour de Taxe de la parabole, commençant au sommet où elle touche cet axe, et finissant à la directrice quilui est asymptote : cette dernière condition résulte de ce que, la projection d'une distance étant au plus égale à sa longueur^la projection du sommet sur une tangente quelconque ne peut jamais s'écarter de celle diï foyer, que nous savons appartenir toujours à la tangente au sommet, que d'une quantité au plus égale à la distance du sommet à la directrice ; une telle prévision est d'ailleurs en harmonie avec la notion de la directrice comme lieu des intersections des tangentes rectangulaires. Si maintenant on cherche l'équation du lieu proposé, soit d'après l'équation de la tangente relative au point de contact, soit d'après celle qui se rapporte à sa direction, on trouvera très-
facilement l'équation y*
, où Ton reconnaît aussitôt
la cissoïde annoncée. En renversant cette importante liaison entre deux courbes que l'on croit d'ordinaire fort hétérogènes, on pourrait déduire la parabole de la cissoïde, comme tangente au système des perpendiculaires menées, en chaque point de celle-ci, aux cordes parties de l'origine : mais cette inversion où il faudrait analytiquement revenir de l'équation générale
des tangentes paraboliques y = aa: + j- à celle de la courbe
correspondante exigerait nécessairement l'analyse transcen* dante. Au reste, une telle connexité mutuelle doit peu étonner entre des courbes qui, au fond, découlent d'une môme source géométrique; puisque nous avons remarqué, au début de ce chapitre, que la parabole peut dériver du cercle tout aussi directement que la cissolde, quoique suivant une tout autre loi.
Quant aux lieux, en quelque sorte inverses^ résultés, au contraire, du déplacement de la parabole elle-même envers certaines tangentes, je me bornerai à considérer, comme type, celui qui correspondrait au sommet d'une parabole invariable mue de manière à toucher constamment deux droites fixes, que je supposerai, pour simplifler, rectangulaires. L'appréciation directe d'une telle définition indique aisément une courbe symétrique autour de ces deux droites, et même de leurs bissectrices, surtout en considérant que la directrice doit, àraison de la perpendicularité de ces tangentes, passer toujours à leur intersection : un examen plus attentif démontre aussi que ces deux droites doivent être asymptotes du lieu cherché, puisque, leur rectangularité ne permet à chacune de contenir le sommet qu'autant que l'autre s'en éloigne à l'infini. Pour trouver l'équation du lieu, la marche la plus analytique consisterait à partir de l'équation focale de la parabole, afin d'y formuler les deux contacts et ensuite le paramètre. On abrégera un peu l'opération si, plaçant les axes selon les deux droites fixes, on remarque le passage nécessaire delà directrice à l'origine : l'équa^ tion sera ainsi
{x — a)2 + (y - 6)î c= {px + qyf
en y supposant p^+ y' = 1, vu le caractère parabolique. Il suffira dès lors d'y exprimer le contact avec l'un des axes, ce qui donnera la rela tion (1 — p^)6'=j3^a*.Quantau paramètre donné
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ouble de la distance du foyer & la direc-
velle condition pa + ç6= - m, qui, com-
)pécédentes, permettra d'éliminerp et g, . Le lieu du foyer étant ainsi trouvé, on sommet, en regardant ce point comme ourbe el sur la perpendiculaire menée du
oins complètement analytique que le prénple, et d'ailleurs assez général ponr Être lire courbe invariable mue autour de deux îrail à procéder par inversion, en suppolobile, alin de chercher, d'aprËs sa plus i-elation constante entre les distances de foyer, ou de tout autre point singulier, à igulaires quelconques. En prenant, pour Dn y = aa- + T- ^ alors éminemment contre serait donc y =■ x — . Leurs
l'origine, qui deviendraient finalement, . indiqués, les coordonnées du lieu du
irimées par les deux formules
lination du coefficient variable a fourniion cherchée.
tion, dontle principal avantage consiste à ent de formuler l'invariabilité delà courbe
présentée sous une autre forme, esseulé, d'après les formules relatives k la a, en exprimant, dans l'équation ^=:mjc
ainsi généralisée, les deux conditions de contact envers les nouveaux axes; ce qui permettrait, par réliminalion des trois constantes auxiliaires, d'obtenir une équation finale entre les nouvelles coordonnées d'un point quelconque dont les anciennes seraient connues. Mais cette transformation analytique du mode précédent diminuerait sa simplicité, sans pouvoir,' au fond, rien ajouter à sa généralité réelle.
102. Tous les problèmes sur les tangentes peuvent suggérer autant de nouvelles questions enverslesnormales. Quoique ces dernières recherches soient nécessairement assujetties aux mêmes principes que les premières, ce qui dispense d'y insister beaucoup ici, leurs résultats seront cependant plus compliqués; ainsi, par exemple, tandis que le lieu des intersections des tangentes rectangulaires est, pour la parabole, une ligne droite, celui qui correspond aux normales respectives est une courbe, que j'engage le lecteur à chercher. Je me bornerai à considérer spécialement le plus important de ces nouveaux problèmes, consistant à mener une normale par un point quelconque du plan. Sa solution analytique revient à déterminer le point correspondant de la parabole, d'après l'équation de cette
— 2y' courbe combinée avec la condition xf — 5 = ^ ix' — a), qui
exprime le passage de la normale au point donné oc, 6. On trouve ainsi, pour l'ordonnée d'incidence, l'équation du troisième degré
qui indique algébriquement l'existence d'une seule normale ou de trois, selon les relations des données a, S. Ces deux cas ordinaires seront séparés par le cas exceptionnel de deux normales, correspondant à l'égalité de deux des racines de cette équation. En cherchant la relation entre a et ê nécessaire pour
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e égalité, soit d'après lu méthode employée au a" 43, soit HDt tout auli'e mode algébrique, on trouvera, plus ou ns commodément, l'équation
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lieu géomélrique déterminera une courbe d'un côté de la* lie il pourra parlîp trois normales, tandis que de l'autre on L pourra mener qu'une seule: il est d'ailleurs Tacile d'éviter e méprise à cel égard, même indépendamment des notions briques spéciales, en considérant que si € était assez petit, urtout nul, on pourrait certainement tirer trois normales, si, la première région est située entre les deux branches de c courbe auxiliaire, et tout le reste du plan présentera tre cas. La courbe, aisée k reconnallre, appai'tient au sième genre de la famille générale des paraboles {n" 79), ique l'équation devient binôme en transportant l'origine en tg. 71], oh commence nécessairement le lieu HGH' : il est e de constater que sa rencontre avec la parabole correspond le abscisse OL octuple de celle du loyer, ne suRisanle appréciation de la définition précédente peut duire naturellement à lapins importante propriété de celte rbe auxiliaire, consistant en cequ'elle touche toutes les nores de la parabole, comme l'indique déjà l'équation envers remière d'entre elles, ou l'axe. Car. si l'une d'elles péné- L dans sa concavité, il partirait évidemment plusd'une nore de tous les points qui s'y trouveraient compris ; puisque, 'e celle-là, il en existerait au moins une autre, corresponte à la moitié adjacente de la parabole : or, cette coexis* :e deviendrait directement contraireà la destination géoméae d'un tel lieu, de la concavité duquel nous venons de itater qu'il ne saurait émanerjamais qu'une seule normale.
Au reste, il serait aisé de vérifier analytiquement une telle propriété, en cherchant d'abord la relation entre a et b propre à rendre une droite indéterminée y =âric+6 normale à la parabole yî=ma;, d'après Tassimilation à Téquation primitive de
la normale y — y' = ^ {x — x% en procédant comme au
n^ 43 pour les tangentes. L'équation générale des normales à
la parabole deviendrait ainsi finalement, envers Torigine G,
yssxox — -ma^\ et dès lors on pourrait sans difficulté consta-
1er, par les voies ordinaires, que, quel que soit a, cette droite
touche constamment la courbe auxiliaire y-= — — a?.
D'après une telle propriété, chaque point de ce lieu pourrait être conçu comme Fintersection de deux normales infiniment voisines, conformémentà ce que nous savions déjà pour le seul point initial (n* 100). Il en résulterait donc aussi, envers un point quelconque de la parabole, la détermination du cercle le plus tangent possible, précédemment obtenu à Tégard du sommet seulement. C'est ainsi que l'analyse ordinaire peut ébaucher, en certains cas, une éminente recherche géométrique, d'ailleurs essentiellement réservée, par sa nature, à l'analyse transcendante, sans laquelle cette question ne saurait ordinairement acquérir la netteté et la précision qu'elle a pu ici présenter exceptionnellement au sujet de la parabole.
103. Il faut maintenant apprécier une troisième série de propriétés essentielles de la parabole, celles qui concernent ses diamètres : les principales d'entre elles ont déjà été signalées, dans la troisième partie de ce traité, d'aprèsTéquation la plus générale; en sorte qu'il suffira dlndiquer ici comment elles ressortent, d'une manière plus simple et plus nette, de l'équation spéciale y^^^mx. En y appliquant notre seconde méthode
!s diamètres, ou même la première, elle conduit enta l'équation 2ou™m, pour un diamètre qi rrespondant à des cordes dont le coefficient an^ul 1 voit ainsi dircclemenl que tous les diamÈtres de 1: nt des lignes droites, parallëtes à son axe. Rëcipn ute parallèle à l'axe est un diamètre, relatif ii des i llëles & la tangente menée de son unique inlersecti
urbe; cara=s_, indique le coefficient anguli
ngente qui correspond à une ordonnée u. L'axe e: ul diamètre perpendiculaire h ses cordes, et tous nt de plus en plus obliques aux leurs k mesure ignent de lui.
Quand il s'agit de déterminer la parabole d'après )ns relatives aux diamètres, il faut considérer qi
amètre donné, isolément de ses cordes, indique sei ^^..„
rection de l'axe ; en sorte que la multiplicité de tels diamètres saurait constituer aucune restriction nouvelle. Mais il n'en l plus ainsi lorsqu'on donne en m&me temps la direction des rdes correspondantes : alors, chacun de ces diamètres fournit
connu et l'obliquité a de ses cordes; une seconde relation
mbiable tang a' ^^ ^r-, déterminerait aisément m, aussi bien
e het h', dont la différence est connue, et égaie à la dis* ace des deuxdiamèlres donnés. Après avoir ainsi oblenul'axe le paramètre de la parabole, il ne resterait d'arbitraire que position spéciale de son sommet, que de telles conditions ne liraient jartiais fixer; puisque toutes les paraboles égales icéessurlemémeaxeontnécessniremenltousleursdiamètres dimuns envers les mêmes systèmes decordes:si,dansce cas.
on donnait, en outre, un point de la parabole, ou une tangente, il serait aisé de compléter sa détermination.
On peut facilement prévoir la forme que prendrait Téquation deila parabole, en choisissant pour axes un diamètre quelconque et la tangente correspondante. Car, cette condition devant exclure tous les termes contenant la première puissance de l'ordonnée, le caractère parabolique b^ — Aac = 0 exigerait d'ailleurs que, vu l'absence des x' y\ les x'^ manquassent aussi; enfin, la position de l'origine sur la courbe supposerait la disparition du terme constant. Parmi lés six termes propres aux équations du second degré, il n'en pourrait donc subsister que deux, et l'équation conserverait nécessairement la même forme y^ = m'x' qu'à l'égard des axes, qui ne se distinguent, à cet égard, que par leur rectangularité. Il serait d'ailleurs facile de prolonger cette prévision jusqu'à déterminer d'avance la valeur du paramètre variable m* d'après la position du diamètre correspondant^ indépendamment de tout calcul de transposition d'axes : car, il suffirait ainsi de connaître les nouvelles coordonnées d'un seul point; or, cela ne présente aucune, difflculté envers le sommet, à l'égard auquel la construction des tangentes donne aussitôt a:'=a, et
y' ss y/ 6*+ 4a^ a et i désignant les anciennes coordonnées de l'origine actuelle; d'où m' = m + 4«. Toutes ces indications seront aisément vérifiées en exécutant, suivant les formules ordinaires, le passage des anciens axes aux nouveaux, dont
l'un donne X' = 0, et l'autre tang Y' = r^. La loi relative à la
variation du paramètre m' revient évidemment à le concevoir toujours comme quadruple de la distance de l'origine correspondante au foyer ou à la directrice ; en sorte que le paramètre principal m est le moindre de tous, en tant qu'il correspond à l'origine la plus rapprochée du foyer : il fallait bien
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que raugmentalion continue de ce coefScientcom- 3liquîté croissanle des axes qni s'y rapporteot. luvelle équation de la parabole doit nécessairemeiit lUX mËDoes résultats que l'ancienne, pour toutes les lions qui n'exigent pas la rectangularité des axes. Il at le remarquer envers la tangente, quant à t'esten- ;qnierl ainsi le théorème fondamental : la sous-tanlouble de l'abscisse. La possibilité de l'appliquer désjn diamètre quelconque, facilitera la construction de Le, d'abord quand le point de contact est donné, et tns les deux autres cas élémentfûres. Mais la loi lie propre à la sous-normale ne comporte pas une énéralisalioD, parce qu'elle suppose des ordonnées [ilaires .
résumer commodément l'ensemble des principales de la parabole, il convient de les appliquer à une d'ailleurs utile, dont toute la difficulté réside dans ieuse combinaison. Elle consiste h reconstruire tons its géométriques d'une parabole d'après une portion sa circonférence. Quel que soit cet arc, on y pourra nenep deux cordes parallèles, dont les milieux dent d'abord un diamètre, et par suite la direction de iorte qu'il suffirait de trouver un point de celui-ci. er peut être aisément obtenu ; car, la parallèle i ces inée h l'intersection de ce diamètre avec l'arc donné ■e tangente, la propriété caustique de la parabole inussitôt une droite allant au foyer cherché : une ingente, et dès lors un second lieu semblable, sera instruire, soit de la même manière, soit parla sous- Le foyer étant ainsi trouvé, on en déduira aisément, )mmet, la directrice, et le paramètre, ur compléter l'étude de ïa parabole, il ne reste plus
qu'à y considérer ce qui concerne sa quadrature, à laquelle nos méthodes conviennent dirtectement. D'après la règle générale du n^ 71, le segment parabolique OMP(/î^. 72) sera les deux tiers du rectangle OMPQ, formé par les coordonnées extrêmes, et le segment OMQ en sera le tiers. Sous cette dernière forme, ce résultat pourrait être directement obtenu, sans recourir à la méthode analytique, à Taide d^une comparaison spéciale que je dois signaler. Elle consiste à remarquer que, les abscisses croissant ici comme les carrés désordonnées) les éléments rectangulaires du segment OMP suivent la même loi que les éléments prismatiques d'une pyramide d'égale hauteur, pareillement décomposée en tranches équidistantes. Il suffît d'étendre cette constante analogie aux limites respectives des deux sommes élémentaires, pour en conclure que la quadrature du segment parabolique équivaut numériquement à la cubature d'une pyramide de môme hauteur et de base numériquement équivalente : dès lors, la règle connue sur la mesure de la pyramide conduit aussitôt à celle de ce segment, d'après le tiers du produit de sa base par sa hauteur, conformément à la théorie analytique.
Archimède a découvert cetimportant résultat sous une forme qui mérite d'être conservée, en considérant l'aire ONM, comprise entre l'arc parabolique OM et sa corde. Cette aire se dé-
duit aisément du segment OMP = - xy^ en retranchant le
triangle OMP ou - xy. Or, au lieu de comparer le reste
- a:y au rectangle OMPQ, Archimède avait été naturellement
conduit à introduire le triangle NOM, de même base OM que le segment, et dont le sommet N était placé au point où la tangente est parallèle à cette base commune, c'est-à-dire à Tinter-
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3 de la parabole avec le diamètre correspondant à la OH ; ce point N était alors assez justement nommé le ■i propre da segment paralxiliqne OMf . En opérant celte inûson, le leetenr reconnaîtra sans difficnlté qne ce seg-
el énoncé consiste dans son extension spontanée à l'aire imprise entre nn arc quelconque de parabole et sa corde. : que soit l'origine H de cet arc, il suffit, en effet, de conla courbe rapportée au diamèlre et à la tangente qui j it : comme l'équation conserve alors la Tonne primitive IX, le rapport déduit de celle-ci reste encore applicable, le la méthode des quadratures n'exige d'ailleurs nullela rectangularité des axes. Ainsi, le segment parabolique
Bl toujours les - du triangle HIL de mftme base et de
sommet.
re théorie des quadratures fournit uisémeril la mesure des paux volumes produits par la révolution de la parabole, le le segment OMP tourne autour de OX, ou le segment lUtour de OY. Suivant la loi de réduction z=y*, la precubature dépend de la quadrature de la ligne z='mx ;
résulte, d'après la r&gle ordinaire, V ;= —^. En compa-
e volume à celui du cylindre produit par la révolution tangle OMPQ, on énonce géométriquement ce résultat iant que le pa{^boloTde est la moitié du cylindre de base et de même hauteur. Quant au volume engendré segment convexeOMQ autour de la tangente au sommet, rient, afin de ne pas altérer sans motif la notation habidc notre règle, où l'axe de révolution était supposé jer avec celui des x, de renverser la situation et l'équa-
lion de la parabole. Dès lors, d'après Téquation ar^=-my, la loi
de réduction donne ici s -= — ; pour la courbe auxiliaire, dont la quadrature doit déterminer le volume cherché, qu^on trouve ainsi exprimé par V c=« — ^. Pareillement comparé au cylindre
circonscrit, il en est seulement le cinquième.
De ces deux cubatures, également accessibles à nos méthodes actuelles, la première avait seule été accomplie par Archimède, et Ton peut assurer que la géométrie ancienne ne permettait pas de trouver la seconde : ce qui est très-propre à faire sentir la supériorité de la marche analytique, qui, même avec des ressources aussi boi'nées que celles ici employées à cet égard, comporte spontanément une variété d'application géométrique, nécessairement interdite aux plus éminents efforts du génie antique.
La combinaison de ces deux résultats permettrait de déterminer aisément, d'après la règle de Guldin, le centre de gra-
vite du segment OMP, dontles coordonnées serontainsiari=-^,
CHAPITRE III
Théorie de l'ellipse.
i08. Une fois ramenée à la forme/) ^2 + ^^y^ =1, p et y étant positifs, l'équation deJ'ellipse indique très-clairement la figure générale de cette courbe, composée de quatre parties identiques, s'étendant d'un axe à l'autre, en se rapprochant du second à mesure qu'elle s'éloigne du premier. Entre ces
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X limites, la distance au centre augmente ou diminue Bans le ; en sorte que les sommets de l'ellipse sont les points les 9 rapprochés ou les plus éloignes du centre, comme le conle d'ailleurs la marche des tangentes, d'après le coenicient
ulùro lang « = — —, nul ou infini aux extrémités de cha-
quart.Parce motif, les diamètres rectangulaires correspon- Is h ces sommets sont justement qualifiés de grand axe et t axe. On facilitera habituellement l'interprétation géoméue de l'Équation, en les y introduisant comme coeRlcienls,
place des constantes purement abstraites p et q. En désint leurs moitiés par a et b, qui indiquent donc les plus
ades valeurs des coordonm-es respectives, on aura ?>=■-;,
= ■Tj, et l'équation s'écrira
es deux dimensions caractéristiques, dont le rapport est le ne dans toutes les ellipsi^s semblables, sont nécessairement ;ales, à moins que l'ellipse ne devienne circulaire : nous poserons communément a> b.
i l'on voulait déduire de celle équation la description de la rbe par points, il suffirait de dégager y ^ - V a* — j^, pour
struire cette formule par les moyens ordinaires. Mais cette struction peut s'accomplir sous une forme également simple iimineuse, qu'il importe d'apprécier, en comparant l'ornf e de l'ellipse, à abscisse égale, avec celle z du cercle cirscrit, donlle grand axe serait le diamètre. Car, on aurait ainsi
y : z:: b : a; 1 il suit que l'ellipse dérive du cercle eny diminuant propop-
tionnellement toutes les ordonnées relatives à un même diamètre. Une telle réduction s'opère spontanément quand on projette le cercle sur un plan, que Ton peut toujours supposer, pour plus de facilité^ mené du centre : puisque, en rapportant les deux courbes au commun diamètre, résulté de Tintersectioa de leurs plans, les ordonnées de la seconde seront les projections de celles de la première sous une môme obliquité, dont le cosinus indiquera le rapport des deux axes de Tellipse ainsi produite. Le même cercle diversement projette peut donc faire naître des ellipses de toute forme, mais non de toute grandeur, leur grand axe étant toujours égal à son diamètre.
Si Ton comparait Tellipse au cercle inscrit, ayant pour diamètre le petit axe, on trouverait également, à ordonnée égale, un rapport constant entre les abscisses a: et ^ : en sorte que Tellipse dérive du cercle en y augmentant proportionnellement toutes les ordonnées relatives à un même diamètre, aussi bien qu'en les diminuant.
D'après cette double comparaison, la construction de l'ellipse par poinls,quand ses deux axes sont donnés, s'opère facilement à l'aide des deux cercles correspondants. Il suflit de prolonger chaque parallèle à l'un ou à l'autre des axes jusqu'au cercle circonscrit, et de projetter ensuite sur elle Tintersection du cercle inscrit avec le rayon mené de cette extrémité.
Une simple transposition de la proportion précédente,
y : y/a^—x^ : : ,i : a, conduit à une autre description de l'ellipse^ par un mouvement continu fort simple. Car, en l'écrivant
elle indique directement que, de chaque point de l'ellipse, où peut mener, entre les deux axes, une droite dont les deux parties seraient invariablement égales à 6 et a. Ainsi, réciproquement, quand une droite invariable glisse entre deux axes
Sr*---
rectangulaires, chacun de ses points décrit un quart d'ellipse, dont les demi-axes sont respectivement égaux aux parties opposées de sa longueur : il serait aisé de vérifier spécialement que le milieu décrit, en effet, un cercle.
Cette ancienne génération de Tellipse doit être aujourd'hui envisagée comme un cas particulier d'une description remarquable, qu'il faut ici caractériser sommairement. Pendant qu'une droite invariable glisse entre deux axes rectangulaires, un point quelconque qui s'y trouve invariablement lié décrit aussi bien une ellipse que les deux points mêmes de la droite. Comme on peut toujours supposer ce point générateur déterminé par ses distances aux deux extrémités de la droite mobile, la question revient à trouver le lieu d'un sommet d'un triangle invariable dont les deux autres sommets décrivent deux lignes données, que nous supposons ici consister en deux droites rectangulaires, afin de nous borner au seul casintéressantd'une recherche analytique, d'ailleurs facile à généraliser. En prenant pour axes ces deux droites, d'après l'évidente symétrie de l'ensemble du lieu autour de chacune d'elles, et introduisant, comme coordonnées naturelles, ou à titre de variables auxiliaires, l'ordonnée 6 et l'abscisse a des extrémités de la base a du triangle donné on aura pour équation spontanée g*4-a*=*a*, d'oîi il faudra éliminer a et 6 d'après les distances 6 et c du point décrivant aux deux extrémités de cette base, suivant les conditions évidentes (a:— a)*+y«=ac^ (y— g)^+a:^ass6«. lien résulte sans difficulté l'équation rectiligne.
dont le second membre deviendrait monôme en introduisant l'angle au sommet, suivant la relation trigonométrique ordinaire. Cette équation prend ainsi la forme la plus commode
X v/c* — y^-^ y \/t^ — o;^ = 6c cos A.
La suppression des radicaux relèverait au quatrième degré : mais, comme chacun d*eux n'affecte qu'une seule variable, il sufDrait, pour la discussion, d'en écarter un seul, par exemple . le premier, ce qui donnerait l'équation
cV= t^b^ cos2 A 4. bY—'^bc cos Ay v/*^— x\ d'où l'on tire aisément la formule de l'ordonnée
c cos A i/é* — x^± \/c^x^ — c^x^ cos* A y ^ 1 .
11 importe ici de remarquer l'accident analytique survenu au second radical, qui devient évidemment rationnel, et égal à ex sin A. Cette circonstance indique algébriquement que notre équation du quatrième degré est réellement décomposable, contre la nature ordinaire des équations à deux variables, en deux facteurs du second degré ; d'où résulte géométriquement la duplicité du lieu cherché, qui, loin de constituer une véritable courbe du quatrième degré, ne se compose donc que de l'assemblage de deux ellipses. Un tel caractère, où réside le nœud principal delà question actuelle, y était d!ailleurs facile à prévoir, en pensant à la double situation que peut évidemment prendre le triangle donné autour de chaque position de sa base : en sorte que cette indication nécessaire eût sufTisamment annoncé un couple d'ellipses, aussitôt que le calcul avait pu signaler une équation finale du quatrième degré. En poursuivant l'aqalyse précédente, on trouve facilement
6*y* + c^a^ :tz ^bc sin kxy =*=» b'^c'^ cos^ A
pour la double équation elliptique. On en conclut^ d'après les règles établies dans le dernier chapitre de la troisième partie, que ces deux ellipses concentriques sont égales et symétriquement placées autour des axes coordonnés, conforméinent aux exigences géométriques d'une telle génération : la formule
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■ ., 2ÔC sin A . ,, . , ,.
[g 2X s= ± — j — —, qm détermine les directions pespec-
es de leurs axe3 4>nncipaux, confirme directement c«ttedisiition mutuelle, en montrant que les deux couples de direc- Ds rectangulaires qui en résultent correspondent & des angles ituellementcomplémenlaires ou supplémentaires, selonle sens la comparaison. Le lecteur y retrouvera d'ailleurs aisément . indications déjà connues relativement aux deux casextrê- ;s,o(ile triangle devient reclani^le ou bien se réduit à sa base. Enfin, l'appréciation géométriquede l'équation fondamentale l'ellipse conduit, sous un nouvel aspect, i une relation trtsnarquable, qui la caractérise essentieUement, entre les diilions des deux cordes, dites supplémentaires, qui, partant m mËme point quelconque de la courbe, aboutissent à deux ints diamétralement opposés. Leur Rectangularité constante nsle cercle est remplacée, envers une ellipse arbitraire, par ivariabillté du produitdes tangentes de leurs inclinaisons sur n ou l'autre de ses axes. En. nommante', y' les coornnécs du commun point de départ, et x'\ y" celles de l'un s points d'arrivée, ces tangentes, estimées qua^l au grand e, et dès lors égales aux coeflicients angulaires des deux rdes, seront exprimées, suivant la i-isgle ordinaii'e, par les
ictioDs^,~^„ et ^1^-., ilont le produit est ^.^■~-^,-.,. Or,
ayant maintenant égard à l'équalionde la courbe, qui donne i deux relations a'y'*+A*x'^=a'i', a''j/"'+b'x"*=xa*l>*, tia connaît aisément, d'après leur simple soustraction, que ce
rte de pléonasme, ou du moins un défaut réel d'élégance, h entionner expressément, dans l'énoncé habituel de ce théome, cette valeur du produit constant; car, aussitôt qu'on le
proclame invariable, sa valeur effective résulte nécessairement
d'un couple quelconque de cordes dont la direction soit facile^
ment appréciable, et surtout de celles qui joignent entre eux
les quatre sommets. Quand Tellipse devient équilatère, on a
tang 6 tang 6' = — 1 , conformément à la rectangularité connue
des cordes supplémentaires du cercle.
Dans une ellipse quelconque, leur inclinaison varie néces-
1 # 1 . ,T tangê — tangS' . ^
sairement, suivant la formule tang v = .--- ^^ — ^, dont
' l+tangôtangê
le dénominateur est constant, sans que son numérateur puisse Tètre. Les facteurs tang 6 et tang 6' étant ici toujours opposés de signe, le numérateur, et par suite tang V, varie proportionnellement à la somme de leurs valeurs numériques. Or, leur produit étant constant, le minimum de leur somme doit correspondre à leur égalité, en renversant un théorème élémentaire d'algèbre sur le maximum d'un produit de facteurs à somme constante. Comme cette égalité convient évidemment aux cordes qui joignent une extrémité de l'un des axes aux deux extrémités de l'autre, le losange des quatre sommets indique donc le plus grand angle obtus ou le plus petit angle aigu que puissent former, dans l'ellipse, deux cordes supplémentaires quelconques, dont l'inclinaison peut ainsi varier d'autant plus que la courbe s'écarte davantage de la figure circulaire.
106. Appliquons maintenant à l'ellipse notre théorie des foyers, sous la forme subsidiaire convenable à l'équation actuelle, comme pour la parabole. En substituant y en a: dans la
formule (P=y- + a:' ~ 26y + 2ax + (6* + a^), elle prendla forme
(P=-, (a*— x«) + a:^ — 2g - x/a^— a:* — 2aa: + (6* + a«) ;
ce qui exige préalablement 6 «= 0, afin qu'elle soit d'abord rationnelle. Ainsi devenue
elle ne sera carrée qu'autant que Ton fera « = ±: y/c^ — i^. n ei^iste donc, sur le grand axe de l'ellipse, deux foyers symétriquement placés, dont la commune distance au centre, ordinairement qualifiée ^txoenirxdié^ et communément désignée parc, forme, avec le demi-petitaxe, un triangle rectangle ayant pour hypothénuse le demi-grand axe ; ce qui permet de les marquer aisément. Si Ton eût, au contraire, substitué x en y, le résultat aurait été, par une évidente analogie, a =» 0,
6 = ^ 6* — a*, qui ne serait admissible qu'autant que h surpasserait a\ en sorte que les foyers de l'ellipse ne peuvent jamais être situés que sur son grand axe. Us ne coïncident entre eux, et avec le centre, que dans le cas circulaire.
En achevant l'opération précédente, leurs distances rationnelles à un point quelconque de la courbe sont exprimées par les deux formules
rf'= a 37, d"=3 a + - a:,
dont la confrontation fait aussitôt ressortir la principale propriété spéciale de l'ellipse, en montrant l'invariabilité de la somme de ces deux distances variables. La valeur effective de cette somme constante est d'ailleurs inutile à mentionner expressément, puisque les sommets du grand axe, et même aussi ceux du petit:, la déterminent immédiatement, dès que sa constance est reconnue. Il serait, du reste, superflu de s'arrêter ici aux moyens évidents que fpurnit spontanément un tel théorème pourdécrire commodément l'ellipse, soit par points, soit par un mouvement continu, qui peut ainsi recevoir diverses formes géométriques.
Quant aux directrices correspondantes à ces deux foyers, l'annulation de cette double formule leur assigne, suivant nos
règles générales, la double équation a: «=» ± — , qui indique
deux perpendiculaires au grand axe, au delà des sommets, en une position facile à construire. Le rapport spécifique est ici - ,
et par conséquent inférieur à 1, conformément à la théorie fondamentale.
On voit que la principale différence entre Tellipse et la parabole relativement aux foyers ou aux directrices consiste dans leur dualité actuelle opposée à leur unité primitive ; ce contraste est naturellement en harmonie nécessaire avec Texistence ou Tabsence d'un centre ou d'un second axe.
En étendant à Tellipse le problème déjà résolu au n** 99 envers la parabole, et consistant ici à déterminer une ellipse d'après un foyer et trois points, il y acquiert encore plus d'importance astronomique, comme directement relatif à la véritable figure moyenne des orbites planétaires. Sa solution graphique, consistant toujours à construire d'abord la directrice correspondante, résultera de ce que les distances de cette droite aux trois points donnés sont alors proportionnelles à leurs distances connues au foyer donné. Or, chacune de ces deux proportions, isolément envisagée, détermine l'intersection de la directrice avec la droite de jonction des points respectifs : il est aisé de reconnaître, d'après un théorème élémentaire, déjà employé au n* 21, que cette rencontre se trouve sur la bissectrice du supplément de l'angle des deux droites qui vont de ces points au foyer. La directrice étant ainsi obtenue d'après deux de ses points, il sera facile d'achever la construction, en traçant d'abord l'axe focal, puis ses deux sommets et le centre, d'où résulteront aussitôt l'autre foyer, l'autre directrice, et l'autre axe. Quant aux cas d'impossibilité, ils ne pourraient ici tenir qu'à la confusion du foyer avec l'un des points, ou à la disposition de ceux-ci en ligne droite, soit entre tous trois, soit entre deux seulement et le foyer du même côté. Cette construC'
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les manifeslerail par le passage de la directrice oblenae, 61 au foyer, tonltïtà l'un des points.
a. solution analytique de ce problème s'instituera aisément, ime dans la parabole, d'après l'équation focale
on place l'origine au foyer donné. En dirigeant d'aiUears e des X vers l'un des points, on aura, pour déterminer les 3 inconnues p, g, f , les trois relations
+ x'^={j}x' + qy'+ r)\ >/-*+ x"^ = (px'- + qy" + r)*,
x"'*={px"+ r)*, pourront aussi être ramenées au premier de^ré, sous les ues + jy' + r = m', px' H- qt/' + r — « ", pu"' + r = «'',
/', w", «"' désignent pareillement les distances dufoyer aux ils donnés. Si l'on choisit comme inconnue principale r, 1 résulterait encore, quoique moins directement qu'envers
arabole, la distance — ■ du foyer à la directrice, les
irs cas d'impossibilité, étant tous de nature précise, ne rront également se manifester que d'après des valeurs les inadmissibles, que l'examen de chacun d'eux ferait ment prévoir.
insiste peu d'aillem-s sur la discussion spéciale, soit gradue, soit algébrique, d'un tel problème, qui doit natureUeit être repris et complété au sujetdel'byperbole. C'est alors lement que sa nature deviendra pleinement appréciable, en 3ncevantcomme nécessairement commun aux trois courbes second degré.
.'emploi de l'équation polaire relative au foyer y doit pour- : être mentionné ici, comme envers la parabole, à cause de
son importance astronomique. Diaprés le n^ 23, cette équation
sera
1 — e cos (çp + a)
en comptant les angles à partir d'un axe incliné de a sur Taxe focal de l'ellipse, et nommant e, selon Tusage astronomique,
le rapport spécifique - : car, la distance d (*) du foyer à la di-
rectrice est ici — , en tant qu'égale à la différence de leurs
distances respectives - et c au centre. Si Ton a égard aux trois
points donnés, dont Tun peut être supposé sur Taxe polaire, cette équation permettra aisément de déterminer d'abord a, puis e, et enfin a^ qui caractérisent la direction, la forme, et la grandeur de Tellipse cherchée, sauf les embarras de Texécution trigonométrique.
En remplaçant le foyer donné par la directrice, le problème précédent ne sera pas plus difficile à résoudre, soit analytiquement, ce qui est évident, soit même graphiquement, que dauE la parabole. Car, afin de trouver le foyer correspondant, chacune des deux combinaisons binaires des trois points donnés fournira encore spontanément, quoique d'une autre manière, un lieu circulaire, d'après la proportionnalité des distances respectives du foyer cherché à ces divers points, comparées avec leurs distances connues à la directrice donnée : la construction
(*) Par analogie avec la théorie de la parabole, le double de cette distance est quelquefois qualifié aussi de paramétre de l'ellipse, comme constituant le
coefficient du terme du premier degré dans l'équation y* = — x — -, a*,
OÙ roriginc est placée au sommet. Ce paramètre est, de part et d^aulrc,
toujours égal à la double ordonnée relative au foyer. Ses deux caractères,
analytique et géométrique, conviennent pareillement à Thyperbole.
Iquée à la fin du n° âl déduira ainsi des deux points cornés un cercle ayant pour diamètre la parlje de la droite de ction comprise «ntre la directrice et le point, aisément a&lable, qui divise leur intervalle proportionnellement à leurs tances respectives à celte ligne. Le Foyer une fois obtenu par encontre de deux pareils cercles, la construction s'achèvera si facilement que ci-dessus. Outre les cas précis d'impossité tenant au passage de la directrice kl'un des trois points, à la disposition rectiligne de ceux-ci, cette solution indi- Tait d'ailleurs, comme dans la parabole, des cas vagues respondants à la non-intersection de ces cercles : la solution .lytique devrait reproduire les uns et les autres, suivant mature respective.
07. Considérons maintenant les propriétés de l' ellipse qnant L tangentes, d'après l'équation
! notre théorie générale assigne ici à la droite qui touche la
irbe en un point x\ y'. On en déduit aisément x = —„
ir l'abscisse du point ofi la tangente rencontre l'axe; d'oti altérait une construction facile, que l'on rendra plus simple ore, et surtout plus élégante, si l'on remarque que ce altat, indépendant de b et de y, resterait identique, envers les les ellipses de mCme grand axe, en y considérant des Qts de contact situés sur la mOme ordonnée : l'une d'elles ni un cercle, la construction spéciale de sa tangente conra k celle de toutes les autres. Ainsi, en prolongeant l'orinée MP(/Î*/. 73)dupointdonné jusqu'au cerclecirconscrit, nenant de cette extrémité N la perpendiculaire NT au rayon respondant, le point T oti plie rencontrera l'axe, conviendra
également à la tangente cherchée MT : la figure confirme, en effet, que la distance OT équivaut à — .
De cette première détermination, résulteront la sous-tangente TP «== ; — , et la sous-normale PQ = -^ x\ Au lieu
d'être constante, comme dans la parabole, celle-ci est maintenant proportionnelle à Tabscisse du point de contact; sa limite
- sera toujours ]a moitié du paramètre : elle indiquera pareil-
lement le rayon du cercle qui aurait en A le plus intime con-
tact possible avec Tellipse ; on trouverait de même -j- pour le
rayon d'un tel cercle à l'autre sommet B, où Ton voit ainsi que la courbure est moindre.
L'appréciation géométrique du coefTicient angulaire de la tangente conduit à un théorème remarquable, en généralisant envers une ellipse quelconque la loi relative au cercle. Car, la
simple confrontation du coefficient — ^— à celui ^ du rayon
correspondant montre aussitôt que leur produit est toujours
— 6* égal à — j- : ici Tindication de constance ne suffirait pas, et
il convient de mentionner habituellement la valeur effective du produit, qu'aucun cas particulier n'indiquerait aisément. Quand l'ellipse est équUatère, ce théorème reproduit spontanément la perpendicularité connue de la tangente au rayon.
Cette relation devient à la fois plus importante et plus lumineuse, si on la rapproche de la loi analogue relative aux]cordes supplémentaires. Le produit constant ayant, des deux parts, la même valeur, il s'ensuit que les deux couples ainsi formés, soit par deux cordes supplémentaires quelconques, soit par une tangente et son rayon, peuvent toujours être rendus parallèles.
et doivent offrir d'égales variétés d'inclinaison. Il en résulte aussitôt un moyen très facile pour tracer la tangente d'après le point de contact ou d'après sa direction, du moins en faisant intervenir Tellipse dans la construction.
Au sujet de ce rapprochement, il convient de remarquer que le théorème propre à la tangente ne constitue, au fond, qu'un simple cas particulier de celui des cordes supplémentaires, qu'il sufQt, en effet, de pousser jusqu'à sa limite naturelle. Que les points d'arrivée des deux cordes demeurant flxes, on fasse indéfiniment rapprocher de l'un d'eux leur commun point de départ; le produit des coefBcients angulaires devant rester invariable, sa valeur ne saurait changer lorsque, par la coïncidence finale, Tune des cordes se confondra avec la tangente et l'autre avec le rayon. On voit ainsi comment le théorème des cordes supplémentaires, dont l'importance spéciale est communément trop peu sentie, conduirait sans peine à l'équation de la tangente à l'ellipse, indépendamment de toute méthode générale.
La relation de la tangente aux foyers, éminemment naturelle pour les anciens, ne ressort pas ici de l'équation aussi directement, à beaucoup près, qu'envers la parabole; et si notre étude analytique de l'ellipse était historiquement originale, peut-être ignoreraît-on encore cette propriété, faute d'avoir été conduit spontanément à la combinaison algébrique correspondante, queles modernes n'emploient réellement qu'àla vérifier. Cette vérification est du reste aisément exécutable, sous les trois formes géométriques, essentiellement équivalentes, que comporte un tel théorème. Son acception la plusconnue, et la plus directe chez les anciens, consiste en ce que la tangente à l'ellipse est égalementinclinée sur lesdeux droites qui joignent le point de contact aux deux foyers. 11 est aisé de le constater d'après les coefDcients angulaires de ces droites : car, on trouvera ainsi, réduction faite, pour l'une des inclinaisons, l'expression
lang V = — ,, qui, changeant de signe et non de valeur envers
l'autre foyer par le changement de c en — c, indiquerait trèsnaturellement une telle relation, si un tel rapprochement était assez motivé. Gomme dans la parabole, ce théorème, physiquement interprété; explique aussitôt, quant à la lumière ou à la chaleur,ou môme ici au son, la propriété de concentration par réflexion que rappelle spontanément le nom de foyer : les émanations de Tun des foyers seront ainsi réfléchies vers Tautre, soit sur Tellipse, soit sur Tellipsoïde allongé résultant de sa rotation autour de Taxe focal.
Sous sa seconde forme, cette propriété consiste en ce que le lieu des propriétés des foyers d'une ellipse sur ses tangentes est un cercle. Il est aisé de saisir la filiation géométrique des deux relation8,en considérant que,d'après la notion précédente, une tangente quelconque MT (fig. 74), devant être la bissectrice de l'angle NMF formé par l'un des rayons vecteurs avec le prolongement de l'autre, sera perpendiculaire sur le milieu de FN, qui joint l'un des foyers au point N obtenu en prolongeant le rayon vecteur MF' d'une longueur égale à MF. Or, la propriété mutuelle des deux foyers indique aussitôt que la projection K du foyer F sur la tangente tombe à une distance/ constante du centre, puisque cette distance OK est évidemment la moitié de F'N, ainsi toujours égale à 2 a.
Gomme cette seconde forme constituerait, sans doute, du point de vue moderne, la source la plus naturelle du théorème dont il s'agit, je crois devoir en indiquer distinctement l'explication analytique. Il convient d'y préférer, pour la tangente.
l'équation y = mx + \/<jhm? + 6^, que fournit directement le principe des racines égales, et qui, indépendante du point de contact, et mieux adaptée que notre équation primitive à toute spéculation étrangère à la position spéciale de ce point. La
perpendiculaire menée du foyer sera donc représentée par Té-
c[uation.y=3 (^— c), qui permettra d'éliminer aisément m,
tu
de manière à former l'équation du lieu des projections du foyer sur les tangentes. On la trouvera ainsi du quatrième degré^ mais bicarrée ; en y dégageant y*, on y reconnaîtra, après les réductions convenables, le produit de deux équations du second degré y* + -^^^ — ^^= ^^ ^^ y* + (or — c)* «±= 0 ; celle-ci ne fournissant aucune ligne, l'autre indique seule la courbe cherchée, qui est évidemment le cercle circonscrit à Tellipse.
Enfin, la troisième forme géométrique de cette relation des tangentes aux foyers consiste en ce que les distances des deux foyers à une tangente quelconque sont inversement proportionnelles, sans qu'il faille mentionner expressément la valeur effective de leur produit constant, spontanément évidente aux quatre sommets, surtout à ceux du petit axe, où les deux facteurs sont égaux. Pour voir comment ce théorème, d'ailleurs facile à constater analytiquement, dérive du précédent, il suffit de mener du centre une parallèle 01 et une perpendiculaire OH ou q sur la tangente ; alors, en nommant p et jd' les distances FK et F'K' des deux foyers à cette tangente, une proposition élémentaire bien connue, suite immédiate du théorème de Pythagore, donnera aussitôt, dans le triangle OF'K*, envers le côté OF' ou c, la relation
puisque le côté OK' est maintenant reconnu toujours égal à a : or, la distance auxiliaire q étant la moyenne entre jo et/)', cette relation devient finalement jop ' = a' — d^ — ô*, suivant l'énoncé ci-dessus,
De ces trois formes équivalentes d'une même loi, lapremière est la mieux adaptée à la construction de la tangente, soit d'à-
près le point de contact, soit d'après sa direction,, soit enfin d'après un point extérieur. Quant au premier cas, il suffit, comme on Ta vu plus haut, de mener du point donné M une perpendiculaire sur la ligne FN, précédemment définie. On peut aisément constater, à la manière des anciens, que tous les autres points de cette droite seront extérieurs à Tellipse, en tant qu'équidistants de F et N ; puisque la somme de leurs distances aux deux foyers, ainsi équivalente, pour chacun d'eux K', à K'F' + KN, surpassera évidemment le grand axe, que cette construction représente par F'N, Cette conséquence est tellement spontanée que, dansTellipse comme dans la parabole, la découverte d'une pareille propriété des tangentes a dû être facile aux anciens, une fois qu'ils ont connu le théorème fondamental sur les foyers.
S'il faut mener une tangente parallèle aune droite donnée,le renversement de cette construction fera retrouver sans difficulté le point N d'où tout découle, comme situé sur une perpendiculaire menée à cette droite et l'un des foyers et sur le cercle décrit de l'autre avec le rayon 2«. De même, quand on donnera un point extérieurK', ce cercle servira pareillement à déterminer ce point N, par l'intersection d'un autre cercle décrit de K'avec le rayon K'F. En ces deux caB,laconstructionpouiTa s'achever, y comprismêmela détermination des points de contact, sans aucune participation delà courbe.
La solution analytique de ces deux problèmes ne mérite pas de nous arrêter. J'y indiquerai seulement, quant au dernier, une transformation analogue^ celle déjà remarquée envers la parabole, et tendant aussi à déterminer la corde qui joint les deux points decontact cherchés. Si, dans l'équation
fe?'
qui, combinée avec ay * + i*«2r'* == «*6*, doit alors fournir les coordonnée&inconnuesx'et^'d'après les coordonnées connues ot et ^, on considérait les premières comme variables, le lieu correspondant serait naturellement elliptique, et dès lors graphiquement inadmissible. Mais, en ayant égard à la seconde condition, la première peut s'abaisser au premier degré, et devient, sous la forme a^y'+ i*aa:'=a*6^ Tutile équation de la corde de contact, dont la construction conduirait aisément à la solution graphique du problème, si on y admettait la participation de Tellipse. La direction de cette corde et ses rencontres avec les axes peuvent suggérer diverses propositions secondaires, analogues à celles déjà signalées envers la para* bole, et que le lecteur développera aisément.
108. Parmi les nombreux problèmes relatifs aux tangentes de Tellipse, il convient spécialement de remarquer ici celui qui concerne le lieu du sommet d'un angle invariable dont les oAtés touchentconstammentla courbe, surtout quand cet angle
est droit. L'équation y •= mx + \/ a^^+ b^ est très-propre à cette recherche, en y considérant les deux valeurs de m qui correspondraient à des valeurs données de x et y, ce qui lui fait prendre la forme
Si, d'après ses racines, on formule rinclinaison des deux tan-
gentes, suivant la loi
tang V, on en déduira aisé-
f mm
ment l'équation du quatrième degré qui convient au lieu demandé. Dansle cas, seul utile à spécifier, où les tangentes sont rectangulaires, le dernier terme de l'équation précédente conduit aussitôt à y^+ a:» = «î4- 6', qui indique un cercle, dont le rayon est d'ailleurs superflu à retenir, puisque les tangentes aux sommets l'annoncent spontanément.
La considération de ce lieu circulaire rendrait très-facile la détermination spéciale des rectangles maximum et minimum circonscriptibles à Tellipse, et dès lors inscriptibles à un tel cercle. Car, sous ce dernier aspect, le maximum correspondrait évidemment au carré, si toutefois celui-ci peut être circonscrit à TeUipse : pour s'en assurer, il suffît de remarquer que, d'aprèsune symétrie nécessaire, ses côtés doivent être inclinés de 45° sur les axes; or, enfaisantm=Hildans Téquation de la tangente, son coefficient linéaire coïncide, en effet, avec le rayon du cercle précédent, ce qui décide la convenance de cette solution. Quant au minimum, il faut discerner, entre tous les rectangles circonscrits à l'ellipse et inscrits au cercle, celui dontlescôtés diffèrent leplus, ce qui revient à combiner les tangentes les plus éloignées du centre avec les plus rapprochées; d'où résulte aussitôt le rectangle construit sur les deux axes.
Pour résoudre ce double problème d'une manière vraiment analytique, susceptible d'imitation envers toute autre courbe,
il faudrait, à l'équation y = mx + V/ a*m* + 6* d'une tangente quelconque, Joindre les trois autres
y^mx S/ a^m^^ b\ y = — 1 a: + \/^^-\- b\
qui représentent celle qui lui est parallèle et les deux qui lui sont perpendiculaires. Dès lors, par un calcul facile, quoiqu'un peu long, on formulerait, d'abord les intersections mutuelles des quatre côtés du rectangle correspondant, ensuite leurs longueurs, et enfin l'aire de cette figure, relativement à la seule constante indéterminée m. Cette formule une fois obtenue, l'application, sous telle forme qu'on jugera convenable, de la théorie des maxima et minima y conduira aisé-
bt-'
ment à la solution demandée. La fonction se trouvant être ici du quatrième degré, mais bicarrée, on y pourra même appliquer la méthode algébrique primordiale, en résolvant d'abord la question plus étendue qui consiste à circonscrire, à une ellipse donnée, un rectangle équivalent à un carré donné.
Quelques autres lieux intéressants peuvent être déduits de la considération des tangentes à Tellipse, en y projetant, soit sur les tangentes, soit aussi sur les normales, les divers points singuliers^ tels que le centre^ les foyers, les sommets, etc. Je m^arrèterai seulement au cas delà projection du centre sur les normales. On y formerait aisément Téquation du lieu, d'après
réquation ordinaire de la normale y — y = t^^, [x — x') com-
b^x' binée avec celle du rayon perpendiculaire y = j-, x, en
éliminant les variables auxiliaires x' et y' par la relation ahj'^ 4- ô*2r'*a= a*6*. Mais il convient mieux d'y employer une nouvelle forme générale de l'équation de la normale, analogue à celle qui vient de nous servir pour la tangente, c'est-à-dire relative à son seul coefficient angulaire. En procédant par assimilation, comme je Tai indiqué déjà envers la parabole, on trouvera aisément que l'équation
y s» mx +
représente ainsi une normale quelconque à l'ellipse. Si l'on y
élimine m, d'après l'équation y = x du rayon perpendiculaire, on obtient aussitôt, pour le lieu cherché, l'équation du sixième degré
dont la discussion directe serait embarrassante, mais qui devient facilement appréciable par l'introduction des coor-
données polaires. On trouve ainsi finalement Técpiation polaire
c* sin2 9 C0S2 ç
Il ^— » ' *
a^sin2(p + 6*cos*<p'
très-propre à caractériser nettement la forme générale de chacune des quatre parties symétriques qui composent ce lieu remarquable. Le rayon vecteur, nul pour (p c=a 0 et <p = 90**, ce qui indique au centre deux tangentes confondues avec les axes
de Tellipse, atteint son maximum a — b quand tang 9 e
comme Tindique la résolution de cette équation en sens inverse.
109. Nous devons maintenant considérer les propriétés de Tellipse relativement aux diamètres. En appliquant ici Tune ou l'autre de nos deux méthodes générales à ce sujet, on trouve
aisément Téquation y = r— x, envers un diamètre quel-
avn
conque, correspondant à des cordes dont le coefQcî en t angulaire est m. Cette équation montre aussitôt, conformément à nos indications antérieures, que tous les diamètres d'une ellipse sont des lignes droites qui convergent au centre. Mais sa spéciale appréciation géométrique fait, en outre, découvrir
une propriété remarquable, résultée de la liaison mm'«= 5,
ainsi établie entre les coefdcients angulaires simultanés d'un diamètre quelconque et de ses cordes. La symétrie analytique d'une telle relation indique géométriquement que les diamètres de Tellipse sont réciproques les uns des autres, ou, suivant l'expression usitée, d'ailleurs un peu vague, conjugués : car, si Ton mène du centre deux droites dont les coefficients angulaires soient ainsi liés, chacune d'elles passera aux milieux des cordes parallèles à l'autre. Cette constante réciprocité constitue, quant
aux diamètres, la principale différence entre Tellipse ou l'hyperbole et la parabole : elle est évidemment en harmonie nécessaire avec Texistence ou l'absence d'un centre.
Plus spécialement envisagée, cette liaison fondamentale des diamètres conjugués de l'ellipse reproduit de nouveau la relation d'abord observée quant aux cordes supplémentaires, et étendue ensuite à la subordination de chaque tangente à son rayon; en sorte quei d'après ce rapprochement, ces trois couples de droites peuvent toujours devenir parallèles et comportent les mêmes diversités d'inclinaison, déjà appréciées envers le premier . il en résulte surtout une construction fort simple pour déterminer, à l'aide de Tellipse, deux diamètres conjugués formant un angle donné, en cherchant des cordes supplémentaires qui leur soient parallèles, au moyen d^un cercle capable de cet angle et décrit sur un diamètre quelconque. Son intersection avec l'ellipse donnée, ailleurs qu'aux extrémités de cette base, marquera le point de départ des cordes cherchées, de manière à in^liquer aisément les diamètres demandés. Cette rencontre ne sera possible qu*autant que l'inclinaison proposée tombera entre les limites convenables qui, suivant la loi précédente, correspondent aux diamètres parallèles aux cordes des quatre sommets, et dès lors dirigés selon les diagonales du rectangle des axes : l'angle donné ne pourra donc s'écarter de 90* que jusqu'à l'angle aigu ou
obtusdont la moitié aurait - pour tangente ou pour cotangente.
Dans cet intervalle, la construction indiquera toujours deux systèmes symétriquement placés, qui ne coïncideront que lors des deux cas extrêmes, dont l'un se rapporte aux axes de l'ellipse, et l'autre à ce dernier couple de diamètres^ offrant le maximum d'obliquité.
La correspondance générale des diamètres conjugués aux
cordes supplémentaires, quoiqu'elle ne soit communément envisagée que comme le simple résultat d'unrapprochement algébrique, n'offre pourtant rien d'accidentel, et comporte directement une explication géométrique qu'il importe d*apprécier, parce qu'on y peut voir la vraie source spéciale de l'ensemble des notions relatives aux diamètres de l'ellipse, indépendamment de toute théorie générale. Il suffît de remarquer, d*après la déGnition des cordes supplémentaires, que la parallèle menée du centre à une corde quelconque passe nécessairement au milieu de sa conjuguée : or, le théorème primitif des cordes supplémentaires nous apprend que, si des cordes sont parallèles, leurs supplémentaires doivent l'être aussi; doncla droite menée du centre parallèlement à une corde arbitraire passe toujours aux milieux de toutes celles qui sont parallèles à sa supplémentaire ; d'où résulte aussitôt la démonstration simultanée de la nature rectiligne des diamètres de l'ellipse, de leur convergence au centre, et de leur réciprocité nécessaire. Ainsi, le théorème des cordes supplémentaires, qui, sous un aspect, nous avait déjà fourni la base essentielle delà théorie spéciale des tangentes à l'ellipse, est également propre, d'un autre point de vue, à y fonder entièrement la théorie des diamètres. Ce double rapprochement, inaperçu jusqu'ici, tend à représenter une telle notion comme étant peut-être la plus fondamentale de toutes celles qui concernent particulièrement l'ellipse : son office réel, dans l'ensemble de l'étude de cette courbe, est au moins aussi important que celui de la propriété focale.
En rapportant l'équation de l'ellipse à un couple quel conque de diamètres conjugués, il est aisé de prévoir qu'elle conservera nécessairement la même forme qu'envers les axes primitifs, qui ne se distinguent, à cet égard, que par leur rectangularité caractéristique ; car, l'équation ne pourra dès lors contenir la première puissance d'aucune des deux coordonnées, afin que
^rr a-
chacune d'elles puisse admettre deuic valeurs égales et coutraires pour une même valeur de l'autre, conformément à leur commun attribut géométrique. On vérifie effectivement cette prévision, par la substitution des formules ordinaires de transposition,
x=a:' cos X' + y' cos Y\ y = a:' sin X' + y' sin Y*, pourvu qu'on y ait égard à la relation nécessaire
tang X' tang Y' «= -,,
sans laquelle les deux diamètres ne seraient pas conjugués^ et
qui annulera spontanément le coefficient total du seul terme
contenant à la fois la première puissance de rtme et de l'autre
if' variable. Quant aux coefficients des termes restants, ilspeuvent
toujours devenir analogues à ceux de l'équation primitive
en introduisant aussi les distances du centre aux intersections de la courbe avec les nouveaux axes, sous les noms semblables de a' et 6', de manière à former, envers un système quelconque de diamètres conjugués, l'équation finale a'V*+ 6'*^'*==a**i'*. L'exécution du calcul de transposition déterminerait spontanément les expressions de ces constantes linéaires a' et V en fonction des constantes angulaires correspondantes,
y»» en
a*sin*X'+6*co8»X' a» sin» Y' + ô« cos» Y'"
Mais ces formules, nécessairement similaires, peuvent d'ailleurs être directement obtenues, comme devant coïncider, par leur nature, avec l'équation polaire de l'ellipse relative au centre.
D'après la relation fondamentale tang X' tang Y' = ^,
tandis que l'un des diamètres conjugués se raccourcit en s'éloîgnant du grand axe, Tautre s'allonge en s'écartant du petit axe ; en sorte qu'il existe une situation intermédiaire où leurs longueurs sont égales : elle correspond évidemment au cas où les deux angles X' et Y' sont supplémentaires; les deux diamètres s'y trouvent symétriquement placés, et dès lors dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes ; c'est-à-dire qu'ils coïncident avec ceux où nous avons déjà,reconnu le maximum d'obliquité. Ce système remarquable, le plus important de tous après celui des axes proprement dits, présente donc, envers celui-ci, un parfait contraste, soit quant à Tinclinaison, soit quant au rapport des longueurs. Sa position dans l'ellipse représente exactement celle des asymptotes dans l'hyperbole, comme on le confirmera spécialement au chapitre suivant, quoiqu'il n'existe d'ailleurs aucune analogie géométrique entre les deux couples dedroites.Le seul rapprochement analytique auquelilspuissent donner lieu, consiste en ce quel'équation de la courbe peut, àleur égard, être réduite, de part et d'autre, à ne plus contenir qu'une seule constante arbitraire : mais la diversité nécessaire des deux équations respectives, dont l'une a la forme x* -f y* = r\ et l'autre a:y =m^ empêche une telle conformité d'avoir aucun efifet géométrique de quelque importance. Néanmoins, il convient de noter ici que l'ellipse est susceptible d'une équation analogue à celle du cercle, mais envers un système unique d'axes qui ne peuvent jamais y devenir rectangulaires, et dont le degré d'obliquité caractérise naturellement l'espèce d'ellipse dont il s'agit ; celle-ci différera d'autant plus du cercle que cette inclinaison s'écartera davantage de l'angle droit, en exacte conformité avec les notions antérieures sur la condition de similitude, puisque la tangente de la moitié d'un tel angle représente
le rapport des deux axes de Tellipse. On peut d'ailleurs calculer
aisément, parles formules précédentes, en y faisant tang X'= - ,
la valeur de Tunique constante r que contiendrait alors l'équation de l'ellipse, et que l'analogie conduirait à nommer spécîale-
ment le rayon de cette courbe : on trouve ainsi r^= - (a^ + b^) ;
ce qui lie directement ce rayon à la corde du quart d'ellipse^ suivant la même loi que dans le cercle.
Les longueurs variables des diamètres conjugués de l'ellipse, comparées, soit entre elles, soit à l'obliquité correspondante, donnent lieu à deux importants théorèmes spéciaux, qui méritent de conserver le nom de leur immortel auteur Apollonius, le plus grand géomètre de l'antiquité après Archimède. Quant au premier, le point de vue moderne y conduirait très naturellement s'il était encore ignoré. Car, les longueurs a' et 6', subordonnées, suivant les formules précédentes, aux angles X' et Y', ne sauraient être indépendantes Tune de l'autre qu'autant que ces deux angles le seraient aussi : mais la liaison nécessaire de ceux-ci indique évidemment,'' entre a' et V , une relation constante, qu'on découvrira aisément en substituant,
dans la condition angulaire tang X' tang Y' = j, les exprès-
sions de tang X' et tang Y' en a* et h\ L'exécution normale de ce calcul, sans aucun vain artifice, conduit finalement à
Ainsi, le premier théorème d'Apollonius consiste en ce que, dans l'ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est constante. Sous forme graphique, cet énoncé revient à dire que, si, à l'extrémité de chaque demidiamètre, on élève une perpendiculaire égale à son conjugué, le point correspondant appartiendra toujours au cercle déjà re*
connu pour être le lieu des intersections des tangentes rectangulaires.
Quant au second théorème d'Apollonius, il faut, ce me semble, avouer avec franchise que la marche moderne n'y conduirait point spontanément, s'il n'était pas préalablement découvert : en sorte que la démonstration analytique doit ici consister en une pure vérification, qu'il convient alors de simplifier le plus possible, en vue de la relation à constater, qui est a'b' sin Y'X' = ab, 11 suffit, pour cela, de multiplier entre elles les expressions précédentes de «'* et 6'" afin d'y transformer ensuite le dénominateur d'après la condition fondait mentale tang X' tang Y' = ^, mise d'abord sous la forme
a* sin X' sin Y' + i* cos X' cos Y' = 0, et ensuite élevée au carré. Le théorème ainsi vérifié consiste donc géométriquement dans la constance remarquable de l'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques, quoique ses angles et ses côtés varient sans cesse.
Ces deux relations spéciales a'*-f-6'*= a'4-i^a'6'6inV=aé, peuvent être utilisées, en sens inverse, pouf déterminer commodément la longueur des axes de l'ellipse d'après un système arbitraire de diamètres conjugués, donnés à la fois de grandeur et d'inclinaison. ïl serait d'abord facile d'en déduire directement a et ô, en résolvant une équation bicarrée. Mais il convient mieux, par un artifice aisément inspiré, d'y prendre spécialement pour inconnues a - b et a -\- b, dont les valeurs y résulteront de combinaisons très-simples, suivant les formules
(flr-ft)tû'«+6'«4-2a'6'sinV, (a-\-b)^=a'^-hb'^—2a'b's\nY,
dont la construction est surtout commode, si on les compare à la relation connue qui détermine un côté de triangle d'après les deux autres et l'angle compris. On trouve ainsi a — b comme
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constituant le troisième côté d'un triangle facile à tracer, où les deux côtés a' et 6 comprennent un angle complémentaire de Tinclinaison donnée \; a-hb s'obtient ensuite en remplaçant cet angle par son supplément, afm de changer le signe du cosinus correspondant.
Une telle construction dissipe d'avance la seule, grave difficulté graphique que pût offrir le problème essentiel par lequel nous terminerons Tétude de Tellipse aussi bien que celle de la parabole, en tant que très-propre à y rappeler le souvenir des principales propriétés, dont il exige uniquement la judicieuse application collective. Qu'il s'agisse donc, comme pour la parabole, de reconstruire tous les éléments géométriques d'une ellipse d'après un arc quelconque. Deux couples distincts de cordes parallèles y détermineront d'abord le centre par l'intersection des diamètres correspondants, presqu'aussi commodément que dans le cercle. On pourra ainsi avoir deux diamètres conjugués, dont Tun sera naturellement connu de longueur comme de position d'après sa rencontre spontanée avec l'arc donné; quant à l'autre b\ un seul point de cet arc le déterminera facilement, suivant l'équation correspondante de la courbe
a'Y^ + b'^x'^ = a'^b'\ d'où résulte la formule é' ~ ^
facile à construire. Cela posé, la construction d'Apollonius conduira, comme ci-dessus, à trouver les longueurs des axes a et ô. Dès lors, la considération dulieu des projections des foyers sur les tangentes permettra d'achever aisément la solution, d'après la détermination des foyers ; puisque le cercle circonscrit, qui contient toutes ces projections, peut être maintenant décrit, et qu'il est d'ailleurs facile de tracer les deux tangentes indispensables, en menant de l'extrémité de chaque diamètre une parallèle à son conjugué.
110. Il ne nous reste plus à considérer dans l'ellipse que les
propriétés relatives à la théorie des quadratures. L'application directe de nos méthodes élémentaires à réquationay+**^*=
a^ô', ou y => - \/ a*— x\ ne pourrait nous fournir qu'en série
l'expression générale de Taire du segment elliptique. Mais, en supposant connue la mesure du cercle; au moins en totalité, cette équation ramène aussitôt, d'après le principe de Wallis, la quadrature de l'ellipse à celle du cercle circonscrit ; puisque les segments respectivement compris entre les mêmes limites auront alors, aussi bien que les ordonnées correspondantes, un rapport constant, égal à celui des axes de l'ellipse. Ce rapport est d'ailleurs spécialement conforme ici à la considération de l'eUipse comme projection du cercle, eu égard à la règle ordinaire pour projeter une aire plane : au reste, ces deux manières d'élaJblir une telle comparaison sont essentiellement équivalentes. Ainsi, l'aire du cercle circonscrit étant exprimée par ic a^, celle de l'ellipse entière se mesurera par ic aé ; en sorte que l'ellipse est moyenne proportionnelle entre les deux cercles inscrit et circonscrit, ou équivaut à un cercle dont le diamètre serait moyen proportionnel entre ses deux axes. Il est aisé d'en conclure la détermination d'une ellipse semblable à une ellipse donnée et équivalente à un cercle donné.
Notre théorie des quadratures fournit aisément la mesure des deux ellipsoïdes, l'un allongé, l'autre aplati, produits par la révolution d'une ellipse autour de ses axes. Autour du grand axe, suivant la loi z = y^^ la courbe auxiliaire sera la parais ft* / x^\ bole z «= — a (a* — 3?)^ dont l'aire S = -, ( a^x — - ) , donne a* . a* \ 3 /
aussitôt ia formule V =s ir -^ ( a^x — ^ j , pour le volume du
segment d'ellipsoïde, compris entre deux plans perpendiculaires à l'axe, menés, l'un du centre, l'autre à la distance x. En y faisant x^ssa^ on trouve finalement que Tellipsoïde entier
est mesuré par - ic 6^a. Un calcul semblable conduirait à un
résultat analogue - ^ a'6 envers Tautre ellipsoïde. On voit
que Tellipsoîde allongé est moindre que Tellipsoîde aplati, suivant le rapport du petft axe au grand. Ces deux volume^ ne coïncideraient que pour une ellipse équilatère^ en reproduisant spontanément la cubature connue de la sphère.
CHAPITRE IV
Théorie de Thyperbole.
111. L'équation simplifiée de Thyperbole, pa:*-f- Çy^ = *i ne diffère de celle de Tellipse qu*en ce que les deux coefficients p et y y sont nécessairement opposés de signe ; ce qui correspond géométriquement à ce que, des deux droites autour desquelles la courbe est symétrique, Tune continue à la rencontrer,mais l'autre ne la coupe plus ; en sorte qu'il n'existe alors qu'un seul couple de sommets, au lieu de deux. Nous supposerons habituellement que les abscisses x se rapportent à l'axe trans^ verse^ et les ordonnées y à Taxe non transverse. On pourra introduire algébriquement, comme dans l'ellipse, la longueur 2a
du premier, qui désignera pareillement la distance des deux
sommets, en posant p c=s ~. Mais c'est seulement par une pure
analogie algébrique, qui d'abord semble dépourvue d'interpré-
tation géométrique, qu'on fera aussi y = — tr-^, de manière à
donner à l'équation de l'hyperbole la forme habituelle
•^^ — ^«1 — 1, ou aV-.6«a:«c=. — a«ô^ 0^ or
qui ûe diffère de celle de l'ellipse que par le simple changement de 6* en — é^ : toutefois, on va reconnaître que, quoique moins directe que celle de a, la signification graphique de b est cependant tout aussi nette et précise.
En discutant cette équation, on reproduit aisément le contraste que nous a déjà présenté si souvent une telle opposition de signe,substituant un lieu illimité et interrompu aune courbe fermée et continue. Le sens de la courbure y est indiqué,outre le degré, par la marche générale du coefBcient angulaire de la
tangente tang a = — , qui, d'abord infini au sommet, diminue
ensuite constamment, comme le montre la substitution de y en rr, suivie de la commune division par x. Sa limite de diminution d: - annonce la direction des deux asymptotes, que Ton
sait d'avance assujetties à passer au centre : la méthode subsidiaire le confirme d'ailleurs clairement, d'après l'équation
yt=s±-^ a^ — a*. Cette détermination représente ces droites
comme coïncidant spontanément avec les diagonales du rectangle construit sur les deux axes de l'hyperbole, de manière à occuper ici la place qui, dans l'ellipse, est affectée aux diamètres conjugués égaux. Réciproquement envisagée, une telle construction fournit spontanément la meilleure interprétation géométrique de l'axe non transverse 26, dès lors égal àlapartie de la tangente au sommet comprise entre les deux asymptotes. Au reste, en mettant l'équation de l'hyperbole sous la forme
- a:* — y* =3 6^, on pourrait généraliser cette appréciation, en
regardant b comme une moyenne proportionnelle entre les
deux distances - x + y et - x — y d'un point quelconque de la
courbe aux deux asymptotes, estimées parallèlement à cet axe
fi*- .
non transverse : une pareille détermination conviendrait aussi envers Taxe transverse,mais sans offrir communément autant d'utilité.
L'angle variable des asymptotes, ainsi dépendant du rapport des axes, spécifie la forme de chaque hyperbole.Quand il est droit, Thyperbole se nomme e^ut7a^éré,puisque a et d sont alors égaux. Cette espèce remarquable remplirait, envers les autres hyperboles, le même office que le cercle à Tégard des ellipses quelconques, si elle pouvait nous être aussi connue : mais sa forme, guère plus facile à concevoir que celle d'une hyperbole non équilatère, doit aujourd'hui faire attacher peu d'intérêt à son étude spéciale, en sorte qu'il serait superflu d'insister ici sur Téquivalentde la comparaison qui nous a permis de déduire graphiquement l'ellipse du cercle. Suivant que Taxe 'transverse sera plus grand ou plus petit que l'axe non transverse, l'hyperbole se trouvera comprise dans l'angle aigu ou dans l'angle obtus des asymptotes, et dès lors, moins ou plus ouverte que l'hyperbole équilatère.
Comme il importe de se familiariser beaucoup avec la notion des asymptotes, dont l'image doit devenir inséparable de celle de l'hyperbole, il convient de les coûcevoir aussi sous un autre aspect géométrique, en tant que lignes naturelles de démarcation entre les droites qui, tirées du centre, rencontrent la courbe et celles qui ne la coupent pas. Si on cherche l'intersection d'un rayon quelconque?/ =mur avec rhyperbole,lescoor-
ab mab
et y = .-r:=z.<. IDL-
données communes, x =
V b^-aHn^
diqueront que la rencontre aura lieu quand il sera au-dessous de l'asymptote, et cessera lorsqu'il passera au-dessus, après s'être éloignée à l'infini pour l'asymptote elle-même.
Les deux autres courbes du second degré ayant été,dansles deux chapitres précédents, spécialement rattachées au cercle,
il n'est pas inutile de remarquer aussi que Thyperbole en dérive indirectement, par Tinterniédiaire de la parabole. Cette dérivation peut d'abord s'établir d'après le même mode suivant lequel la parabole a déjà été tirée du cercle. Il est aisé de constater, en effet, qu'une parabole se transformera en hyperbole, si on y prolonge les ordonnées de manière à les rendre égales aux cordes correspondantes menées du sommet. Mais on ne peut ainsi produire qu'une hyperbole équilatère, dont l'axe serait égal au paramètre de la parabole : il faudrait y redoubler de plus en plus la même construction pour en déduire d'autres hyperboles, de moins en moins èquilatères à mesure que ces modiflcations graphiques se multiplieraient davantage. A ce mode géométrique trop restreint ou trop indirect, il convient de joindre une autre génération qui, de la même parabole, fait aisémcntdécoulertouteslesespècesd'hyperboles.Elleconsisleà regarder l'hyperbole commelelieu du sommet d'un angle invariable dont les deux côtés touchent continuellement une parabole fixe. On obtient ainsi, envers les axes ordinaires de la parabole y*= mar, l'hyperbole
1 fti^
y^— tang-2 V a:^ — - m (-2 -f tang*^ V) a: = — tang^ V,
m» lu
qui convient également à l'angle V et à son supplément, en sorte que cette génération permet d'obtenir la totalité de la courbe. Il est d'ailleurs facile d'en construireles sommets, soit d'après son équation, soit en cherchant les points de Taxe où la tangente & la parabole forme avec lui un angle moitié de Y ou de son supplément. L'inclinaison de ses asymptotes sur cet axe commun des <leux courbes est évidemment égale à l'angle donné. On voit par là, conformément à la théorie générale de la similitude, que les hyperboles de-tnême espèce correspondront au mouvement du môme angle autour de diverses paraboles : chaque parabole, au contraire, donnera naissance à
toutes les flgures hyperboliques en y faisant mouvoir différents angles, quoique les axes de ces hyperboles doivent d'ailleurs, à raisoii d'une telle communauté d'origine, conserver entre eux quelque relationconstanle, inutile à déterminer ici.
Au reste, il faut peu s'étonner que les trois courbes du second degré puissent ainsi, directement ou indirectement, dériver du cercle, puisqu'elles en sont historiquement issues, sous leur nom antique de sections coniques, par une construction en relief il est vrai, mais pourtant fort simple, comme nous le reconnaîtrons au chapitre suivant : il fallait bien que cette source primitive trouvât quelque équivalent plan.
112. Quoique l'étude de l'hyperbole, si elle était immédiate, dût naturellement offrir un peu plus de difficulté que celle de l'ellipse, elle se simplifie beaucoup quand on ne l'aborde qu*a* près celle-ci, puisque l'analogie des équations dispense alors de reproduire les divers calculs relatifs aux recherches vraiment communes, ensebornant à en modifier les résultats parlesimpie changement de 6* en — 6*, pour n'insister spécialement que sur les modifications géométriques correspondantes. Appliquons d'abord cette marche didactique au théorème des cordessupplémentaires, dont nous avons reconnu, envers l'ellipse, la haute importance, et qui doit ici persister essentiellement, à titre de conséquence directe de la commune équation.
La modification qu'il y éprouve consiste en ce que le produit constant des deux coeincienls angulaires devient alors positif: comme le losange des sommets disparaît, on doit maintenant
mentionner expressément la valeur propre — de ce produit,
qu'aucun couple particulier ne pourrait plus indiquer assez aisément, sicen'estàla limite. Ce changement de signe annonce que les deux angles correspondants sont ici simultanément aigus ou obtus, tandis que, dans l'ellipse, ils étaient toujours
d'espèce différente : on voit sans peine qu'une telle distinction est en harmonie spontanée avec la diversité fondamentale des deux figures. Il en résulte que maintenant Tundes deux facteurs
est supérieur et l'autre inférieur à - ; d'où il suit, géomé-
triquement,que,dedeux cordes supplémentaires quelconques, l'une est plus oblique à l'axe transverse et l'autre moins oblique que les asymptotes. Cette différence est la suite nécessaire delà distinction spontanément établie entre les cordes intérieures, joignant deux points de la même branche d'hyperbole, ou comprises dans la concavité, et les cordes extérieures, allant d'une branche à l'autre, ou tracées dans la convexité. On voit dès lors que l'inclinaison mutuelle des cordes supplémentaires n'est plus assujettie, pour l'hyperbole, à aucune limite : en partant de deux cordes rectangulaires, qui sont parallèles aux axes, on pourra, sur la même base, poser des couples offrant tous les degrés d'obliquité, jusqu'au parallélisme rigoureux, relatif aux cordes parallèles à l'asymptote : il est facile de vérifier, en effet, que le cercle d'après lequel on obtiendrait ici, comme envers l'ellipse, deux cordes supplémentaires formant un angle donné, ne pourrait jamais cesser de rencontrer la courbe.
Si l'hyperbole devient équilatère, ce théorème subit une modification, beaucoup moins remarquable qu'à l'égard del'ellipse, mais pourtant digne de mention : elle consiste en ce que les inclinaisons de deux cordes supplémentaires quelconques sur l'axe de la courbe sont alors toujours complémentaires.
Pour mieux caractériser, envers l'hyperbole et l'ellipse, la vraie nature, trop peu sentie aujourd'hui, d'un tel théorème, il faut maintenant le convertir en définition directe de ces courbes,ainsidécritespar unpointdont les lignes de jonction à deux points fixes forment, avec une droite fixe, deux angles ayant toujoursdestangentesinversement proportionnelles. En
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nommant 9 et 4» ces deux angles variables, Téquation naturelle du lieu serait donc tang (p tang ^j; = A:. Quel que soit le signe de ce produit constant, la discussion préalable indique d'abord une courbe ayant toujours pour centre le milieu entre les deux points fixes, et même nécessairement symétrique autour de la parallèle et de la perpendiculaire qui y sont menées à la droite fixe. La distinction des deux cas s'y présente ensuite spontanément, selon que k est négatif ou positif. Car, dans la première hypothèse, la courbe, qui coupera toujours Tun de ses axes, poun'a également couper Tautre; les deux angles <p et<}/ étant alors d'espèce différente,les deux droites mobiles ne pourront jamais devenir parallèles, et le lieu sera fermé aussi bien que continu. Si, au contraire, k est positif, ces angles seront toujours de même espèce, et susceptibles d'égalité; en sorte que le lieu, nécessairement illimité, sera, en outre, discontinu, comme ne pouvant plus rencontrer à la fois ses deux axes. Quant au passage à l'équation rectiligne, il ne peut offrir aucune difficulté, surtout envers de tels axes. En appelant p etgr les coordonnées correspondantes de l'un des points
y — 9 y + ^ fixes, on aura tang <p = , tang ^ = ; ce qui con-
duit à r équation y*— Aa;'= y^— Ap" où l'on reconnaît aussitôt l'ellipse ou l'hyperbole, et qui d'ailleurs indique le passage du lieu aux deux points donnés, déjà géométriquement expliqué au sujet de l'ellijgse.
il3.L'application de la théorie des foyers àl'équation simplifiée de l'ellipse nous a fourni les deux systèmes 6=aO, a= \/a^ — 6^, et a=0, 6=^ b^ — a^, dont chacun est tour à tour seul acceptable, selon la grandeur relative des deux dimensions a et b. Pour l'hyperbole, le changement de 6 en — 6' indique, au contraire, que le second ne peut jamais convenir, et que le premier subsiste toujours, quel que soit l'ordre de grandeur
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des axes. Les deux foyers sont donc ici constamment placés sur Taxe transverse et non sur le grand axe. En général, tout ce qui, pour Tellipse, s'appliquait au grand axe, convient, pour l'hyperbole, à Taxe transverse, et de même envers le second axe respectif. Quand on a besoin d*une dénomination commune afin de désigner la droite qui, dans l'hyperbole, joint les deux sommets, et, dans l'ellipse, constitue le plus long diamètre, le nom d'axe focal se présente donc naturellement, comme seul également propre aux deux cas.
Suivant la modification précédente, l'excentricité c vaut
ici V^ a' + é*, et représente la distance du centre de l'hyperbole au point où l'asymptote coupe la tangente au sommet : les foyers se trouvent donc situés au delà des" sommets, tandis que ceux de l'ellipse les précédaient. Mais cette diversité ne fait que maintenir une conformité plus essentielle, consistant en ce que, de part et d'autre, les foyers tombent toujours dans la concavité de la courbe, suivant les conditions nécessaires de la notion primitive. Une telle différence ne constitue donc qu'une nouvelle conséquence, facile à prévoir, du contraste fondamental des deux figures.
En formulant les distances rationnelles,
du foyer à un point quelconque de la courbe, il faut ici renverser, envers la première, Tordre de soustraction convenable à l'ellipse^ puisque c eix sont alors supérieurs à a. 11 en résulte que la différence de ces distances variables devient maintenant constante au lieu de leur somme, conformément à notre distinction primordiale des deux courbes. La position des directrices est également déplacée, puisque leur commun écar-
tement du centre — est ici moindre que a ; en sorte qu'elles
ibent entre les sommets, et non au delà. Mais, comme eas les foyers, celle naodîûcalioo maintient une conformité essaire, afin que, des deux parts, les directrices i-ésidenl is la convexité de la courbe, qu'elles ne doivent jamais cou-
. Enfin, le rapport spécifique - surpasse désormais l'unité,
iformément au contraste déjà apprécié au n' 23. ii nous reprenons, envers l'hyperbole, le problème, d'abord té pour l'ellipse, qui consiste à déterminer la courbe d'après foyer et trois points,nous en pourrons maintenant compléter solution, soit grapbique, soit analytique, toujours assujettie i m(me marcbe. Quant à la première, la construction déjà iliquée supposait tacitement que la directrice cherchée de- L constamment laisser les trois points donnésd'unmémec<>té, ame l'exige nécessairement rellipse,et aussi la parabole. s, pour l'hyperbole, il en peut être autrement, et dès lors Lracé ne donne pas toutes les solutions admissibles : il faut envers chacun des points de la directrice ainsi déterminés, epter en outre la position comprise entre les deux points inés correspondants, et que marque, sur la droite dejonc- 1, la bissectrice de l'angle dont nous avions considéré seulent le supplément. 11 en résulte finalement quatre sofulions : trois nouvelles ne peuvent jamais convenir qu'à des byperes ; la première seuleserahyperbolique, elliptique, ou même ■abolique, selon que la directrice obtenue se trouvera plus prochée, plus éloignée, ou aussi écartée des points donnés s l'est le foyer.
/appréciation analytique ne semble pas d'abord susceptible reproduire cette inévitable pluralité, surtout quand on rane au premier degré les trois équations de condition, comme is avons dû le faire au n° 106. Mais, avec plus d'attention, reconnaît aisément l'exacte correspondance nécessaire des
deux modes de solution, en considérant que, dans cette utile réduction, chacun des membres connus u\ u'\ u'" pouvait également être pris avec le signe — , et que le choix spontané du signe + n'était nullement motivé. Si donc, sans altérer les formulesobtenues,onaconvenablementégardàunetelleambigu!té, il sera facile de leur procurer toute Textension convenable à la pleine appréciation du problème proposé. On pourrait même craindre d'obtenir ainsi huit solutions au lieu de quatre, s^il n'était évident que, cette ambiguïté devant être essentiellement relative, elle se trouvera suffisamment représentée par le signe alternatif de deux des trois distances données, u\ u'\ ti", en attribuant arbitrairement à l'autre un signe fixe.
Cette considération est la seule qu'il importât ici d'indiquer expressément, au sujet des divers problèmes relatifs aux foyers, et qui d'ailleurs se résoudront, pour l'hyperbole, de la même manière qu'envers l'ellipse, sans exiger maintenant aucune nouvelle explication, analytique ou géométrique.
114. Relativement aux tangentes, les propriétés de l'hyperbole sont essentiellement les mêmes que celles de Tellipse, le changement fondamental de 6* en — 6* ne pouvant exercer, à cet égard, qu'une influence très-secondaire. L'équation ordi-
naire de la tangente est ici y — y's= -^-7 {x — ar') : il en résulte
comme dans l'ellipse, a: = — . , pour son intersection avec Taxe
focal ; seulement x' étant maintenant supérieur à a, et pouvant croître indéfiniment, ce point tombe toujours entre le sommet adjacent et le centre, en se rapprochant continuellement de celui-ci, avec lequel il se confond quand le contact a lieu à l'infini , conformément aux indications fournies par l'asymptote.
Entre la direction de chaque tangente et celle du rayon cor-
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)Ddani, il existe ane relatioa analogue à celle de l'ellipse, H tang ii'^=-^: mais les deax facteurs de ce produit constant
lors le même ûgne, et deviennent susceptibles d'exacte idence, quand les deux droites se conrondentavecVasympen tout autre cas, le coefficient angulaire de la tangente ipérienr et celui du rayon est inrérieur au coefDcient anre de l'asymptote. La comparaison aux cordes supplémeni subsiste essentiellement, et comporte la même prévision te, ainsi que des conséquences équivalentes, sous de pas modiflcations respectives. A la disUnction de ces cordes térieures et extérieures, correspond l'existence actuelle nites, inférieure ou supérieure, pour les inclinaisons de la inte ou du rayon sur l'axe focal: la tangente ne peut être lële qu'aux cordes intérieures et le rayon anx antres. , la possibUité d'une obliquité quelconque, reconnue ici ■s le premier couple, peut être également constatée et ]uée h l'égard du second.
ant k la propriété de la tangente à l'ellipse par rapport aux a, elle n'éprouve, sons sa forme la plus usuelle, d'autre fication réelle, dans l'hyperbole, que celle qui y résulte sairement de la nouvelle figure générale exigeant ici a tangente tombe toujours entre les deux foyers, au lieu i laisser du même calé ; en sorte qu'elle devient alors la jtrice de l'angle même des deux rayons vecteurs, et la aie celle de son supplément ; les positions de ces droites ainsi échangées, comparativement au cas primitif. Il ', superflu de s'arrêter expressément aux conséquences iques de cette propriété, pour tracer la tangente, quand inne successivement son point de contact, sa direction i point extérieur : ces trois constructions sont spontanéanalogues à celles du chapitre précédent. Au sujet da
dernier cas, il peut seulement devenir utile de déduire, soit d'une telle figure, soit de la solution analytique, la distinction des deux modes d'incidence des deux tangentes menées du point donné, qui tomberont sur la même branche d'hyperbole ou sur les branches opposées, selon que ce point sera compris dans ceux des angles des asymptotes qui contiennent la courbe ou dans leurs suppléments. Enfin, la situation actuelle de la tangente entre les deux foyers modifierait notablement les suites physiques de cette propriété, relativement à la réflexion, par l'hyperbole ou par l'hyperboloïde correspondant, des émanations issues de l'un des foyers ; la convergence vers l'autre foyer n'affecterait plus alors les droites elles-mêmes, mais leurs simples prolongements : cette diversité, qui n'aurait aucune influence quant à la lumière, ferait disparaître la concentration caustique, qui exige un concours réel, et non purement géométrique.
Sous la seconde forme essentielle, la plus spontanément analytique, ce 'théorème ne peut subir ici aucune modification, puisque l'équation y^ -f- a;*= a* du lieu des proj ections des foyers sur les tangentes dans l'ellipse ne contient pas 6'. Ce lieu est donc toujours un cercle, ayant encore pour diamètre l'axe focal : seulement, au lieu d'être circonscrit à la courbe, il lui est maintenant inscrit : le calcul et la figure s'accordent à cet égard. En considérant les asymptotes comme des tangentes, on y peut aisémentconslater la confirmation spéciale de leur commune participation à cette loi.
La troisième forme géométrique de cette propriété n'éprouve réellement aucune modification dans l'hyperbole : la valeur effective du produit constant des distances des deux foyers aune tangente quelconque y est pareillement indiquée par les sommets, et en outre par l'asymptote, seule tangente qui soit alors équidistante des deux foyers.
, ici le lieu de mentionner un problème intéressant, que is envers l'ellipse, afin d'éviter toute répétition superals qui, par sa nature, convient également aux deux s, et mSme, en certains cas, k la parabole. Il consiste miner une courbe du second degré d'après son foyer et ingénies. Sa solution analytique, ne présente aucune djfet n'exige aucune explication nouvelle. Quant à la so- ;raphique, elledépend de la considération des projections îr donné sur les tangentes. Lorsque ces trois projections exceptionnellement eu ligne droite, lu courbe sera une le, dont la détermination ultérieure a déjà été explîa son Ueu. En tout autre cas, on tracera le cercle cordant, et, selon que le foyerdonné s'y trouvera intérieur prieur, on aura une ellipse ou une hyperbole : son axe tant ainsi obtenu, de grandeur et de position,il sera aisé fer la construction, conformément i. la nature de la . Si l'ensemble des données était disposé de manière à asser ce cercle auxiliaire par le foyer connu, cette indise rapporterait évidemment à un nouveau cas d'impos- , autre que ceux relatifs au parallélisme des trois tan- , ouàleurconcoursenuQ mëmepoint, ou & la situation ip sur l'une d'elles.
lujetdes lieux plus on moins remarquables qui résultent onsidération des tangentes à l'ellipse, il faut seulement envers l'hyperbole, la modification de celui qui se rapux intersections des tangentes rectangulaires. Son équa- !vient ici x^+ y^=a^ — 6*, en sorteque sa nature géoméreste lamûme, le rayon du cercle étant seulementchangé. ! changement se trouve tel que, si l'hyperbole est plus ilatère, ce lieu n'existe plus, aprës s'être réduit au pour l'hyperbole équilatère elle-même. On peut aiséixpliqaex' ces résultats, en considérant que, lorsque l'by-
perbole est contenue dans Tangle obtas des asymptotes, aucun poînlilu plan ne saurait fournir de tangentes rectangulaires : puisque les deux tangentes qui en émanent forment toujours un angle supérieur à celui-là ou inférieur à son supplément selon la situation de ce points d'après laremarque déjà signalée sur les incidences respectives des deux tangentes correspondantes : rhyperbole équilatère ne comporte d'autres tangentes rectangulaires que celles tirées du centre, c'est-à-dire les asymptotes.
115. La nature des diamètres, et leur réciprocité ou conjugaison, n'éprouvent aucun changement essentiel en passant de l'ellipse à l'hyperbole, soit qu'on les découvre analytiquement, soit qu'on les déduise spécialementduthéorèmedes cordes supplémentaires. Seulement^ la relation fondamentale entre les directions de deux diamètres conjugués quelconques subit ici la modification que nous avons déjà appréciée envers les cordes supplémentaires, et ensuite à l'égard d'une tangente comparée à son rayon. Par rapport aux diamètres, elle indique que les deux droites de chaque couple, alors contenues dans la même région du plan, sont toujours situées, l'une au-dessous, l'autre au-dessus, des asymptotes : en sorte que l'une d'elles rencontre la courbe et l'autre ne peut la couper, conformément aux exigences géométriques de sa figure générale. Les deux coefficients angulaires tendantainsi versPégalité, les deux diamètres comportent une obliquité quelconque, et se rapprochent continuellement l'un de l'autre en s'écartant des axes correspondants, de manière à admettre Fasymptote comme leur limite commune. Il est d'ailleurs évident que la distinction des diamètres en transverses et non-transverses correspond spontanément à celle de leurs cordes en intérieures et extérieures.
D'après les motifs déjà expliqués pour l'ellipse, en rapportant l'hyperbole à deux diamètres conjugués quelconques^ son
prendrafinalement la mËme forme qn'enver i''a;'*= — a''i'',le9con8tanle3a'*elé'*ét Lprimées par les formules
cos' X' — a* sin* X' ' a* sin* Y' —
ent, soil da calcul de transpositioa, soit de ilative au centre. Le coefficieut 6',propreai iverse, n'a d'abord, comme b Inî-mème, qi rement abstraite : mais elle devient tout anss' le d'interprétation concrète, à l'aide des as équation ne pouvant Être affectée par l'obi i. toujours, envers un système quelconque <
iroques, !/'=-± -73:', et donnera semh
è, pourx ="«' : en sorte que la longueur a transverse équivaudra encore à la partie rallèle qu'interceptent les asymptotes. Oi continuer aussi à regarder sa moiUé ci proportionnelle entre les distances d'un p e l'hyperbole aux deux asymptotes, estimé 1 diamètre cherché.
lieux lier les notions géométriques relativ ngueurs des diamètres non Iransverses, il c ;r la courbe résultée de leurs extrémités. L le de i' en fournit spontanément l'équati* ertie.suivant le mode ordinaire, enéquation infin à a' y* — i*a:' = a'i'. Ce résultatindlq lommée quelquefois la cotijugufe de la prem les mêmes, mais en sens inverse, conform . Elles ont donc tes mêmes asymptotes, doi cupelesanglesinterdits à l'autre: leurfigun
tuellement opposée, et elles ne coïncident que dans le cas équilatère. On peut aisément constater que ces deux courbesont nécessairement les mêmes diamètres , mais touj ours par contraste : en sorte que leur office spontané pour représenter distinctement les longueurs des diamètres non transverses se trouve nécessairement mutuel. Si Ton s'habitue à ne pas séparer de l'image d'une hyperbole, celle, non moins naturelle, de sa conjuguée, les deux sortes de diamètres deviendront également intelligibles.
Les longueurs des deux diamètres conjugués étant chacune illimitée et d'ailleurs croissant à la fois, il est impossible que le premier théorème d'ÀppoUonius ne soit pas profondément modifié envers rhyperbole, où il devient, en effet, «'^—6'*= a*— 6*, suivant le changement accoutumé. lien résulte que jamais a' et b' ne peuvent être égaux, à moins que a ne soit égal à 6, auquel cas a' équivaut toujours à b\ Ainsi, en aucun sens, il n'existe, dans Thyperbole, un système spécial de diamètres conjugués, caractérisé par une égalité de longueur qui n'est jamais possible qu'autant que la courbe devient équilatère, et qui alors a lieu indifféremment. On sait déjà, en effet, que la position des diamètres égaux de l'ellipse correspond à celle des asymptotes de l'hyperbole, lesquelles ne sauraient constituer mutuellement aucun couple de diamètres conjugués, puisque chacune d'elles représente à la fois les deux éléments d'un tel couple.
Quant au second théorèjoûe d'Apollonius, a*b' sin Veaûé, il ne peut subir ici aucune modification, d'après la compensation des changements simultaùés qu'y éprouvent b et b\ Cette persistance analytique s'explique géométriquement, malgré Tillimitation commune des longueurs a' et b\ par la suppression nécessaire de toute limite d'obliquité : à mesure que les deux diamètres s'allongent à la fois en se rapprochant tous deux de
ptote, la dimmutton, non moins indéfinie, de leur angle, t de concevoir que l'aire du parallélogramme corresponemeure invariable, quoique sa constance soit alors encore tmarquable que dans l'ellipse.
ujet de ces deux théorèmes, il convient de noter ici que lilîcatjon nécessEÙre du premier y interdit l'emploi de ;e spécial qui, pour l'ellipse, nous avait conduits à simbeaucoup la détermination, soit algébrique, soit surtout que, de la longnenrdes axes d'après deux diamètres con-
quelconqnes.donnês de grandeur et de position. Hais, urnaot un peu cette solution, de manière h pouvoir y fer le nouvel ordre de propriétés, éminemment caractée, que présente Thyperbole envers ses asymptotes, on laltra ci-dessous que l'ensemble de cette recberche, com- Inalement encore plus de simplification dans l'hyperbole ins l'ellipse, quand on y emploie judicieusement, de part lire, les moyens les plus convenables.
En considérant l'équation des asymptotes de l'hyperapportées à deux diamètres conjugués quelconques,
z —, a;',on aperçoit d'abord l'entière généralisation de leur
uction primitive, en reconnaissant, d'après l'hypothèse ', qu'elles coïncident toujours avec les diagonales du pagramtne construit sur ces diamètres. Mais, une pins ïte appréciation géométrique de laméme équation conduit e ik un théorème très-remarquable, qui constitue réellea plus importante propriété spéciale de l'hyperbole. On y m effet, que chaque valeur de l'une des coordonnées x' lonne toujours à l'autre deux valeurs égales envers les isymptotes. Cela posé, toute transversale tirée an hasard ) plan de l'hyperbole pouvant y être regardée comme paà quelque diamètre, transverse ou non transverse, le
conjugué de celui-ci passera donc constamment au milieu de la partie de cette droite comprise entre les asymptotes : or, le milieu de la corde, extérieure ou intérieure, que cette même droite forme dans l'hyperbole étant aussi situé nécessairement sur ce dernier diamètre, il s'ensuit que les deux portions de la transversale interceptées, des deux parts, entre la courbe et Tasymptote, telles queMN et M N' [fig, 75) ou LD et L'D', ont sans cesse une égale longueur.
Cette belle propriété fournit spontanément le moyen le plus simple pour décrire par points une hyperbole, d'après les asymptotes, et un point donné M, d'où il suffira de mener une transversale quelconque NN' entre les deux asymptotes, afin d'y reporter, à partir de Tune, sa portion MN marquée par fautre, de manière à obtenir le second point M' de la courbe qui s'y trouve situé : chacun des points ainsi marqués pourra d'ailleurs devenir, à son tour, le centre d'une pareille construction, pour éviter la confusion graphique inhérente à l'accumulation d'un trop grand nombre de lignes autour d'un même point.
Quoique une telle description doive, par sa nature,être jugée caractéristique, il importe cependant de le constater expressément, en déduisant l'équation de l'hyperbole de cette seule propriété. Mais, auparavant, il convient de simplifier ici l'équation naturelle M'N'=MN,soit pour sa discussion directe, soit pour le passage à Téquation rectiligne, en la remplaçant parla relation, évidemment équivalente, M'E=NB, entre deux longueurs dont la direction est invariable, et que déterminent les parallèles menées respectivement de M et M' aux asymptotes opposées. Sous cette forme mieux appréciable, cette définition indique d'abord que la distance M'£ du point décrivant M' à la droite donnée OX peut diminuer autant qu'on voudra, sans cependant s'annuler autrement qu'à l'infini.
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la longueur NB elle-même, à mesure que la transverr tend vers la direction OX : ainsi, indépendamment : notion antérieure, le lieu cherché doit être asymplochacune des deux droites fixes. On voit aussi que le >nné H en doit Mre partie, en considérant la transqui 7 aurait son milieu, et qui dès lors y deviendrait ;ente, d'après la coïncidence spontanée des deux points
transformer cette équation naturelle, H'E = NB, en a rectiligne, il convient de diriger les axes suivant les oites ïxes OX et OY, en vertu de leur asymptotisme. ^ant par x' et y\ les coordonnées correspondantes dn iriable M', et para et fi celles du point donné M, l'équa- La transversale sera
idra exprimer que la valeur dey — 6 qui y correspond équivaut constamment k y'. On trouve ainsi l'équa- 'sscig, qui annonce évidemment l'hyperbole. nsidérant directement la forme que doilprendre l'équal'hyperbole par rapport à ses deux asymptotes, il est prévoir, comme je l'ai indiqué au n'91, qu'elle couse ulement le terme en xy et le terme constant, puisque termes propres à chaque variable doivent k la fois dis- , d'après l'asymptotisme de l'axe correspondant. Cette 1 xy=w} indique géométriquement que le parollélo- I MPOB, construit sur les coordonnées asymptotiqnes int quelconque M de l'hyperbole, a une aire invariable: is cette forme que les anciens connaissaient, à leur maatle relation nécessaire. Si l'on considère en particulier \% ainsi formé au sommet, et dont le côté équivaut évi-
demment, d'après les notions antérieures, & la demi-distance du foyer au centre, on reconnaît que cette constante m représente ici la demi-excentricité. L'ensemble de ces prévisions est aisément confirmé par l'exécution du calcul de transposition qui, en partantde Téquation primitive, ah/^ — 6'ar^= — a^i*, relative aux axes de Thyperbole, fournit, par rapport aux asymptotes,
a* H- b^ Téquation xy = — -— , suivant les formules ordinaires
a «= a;' cos X' -f j/' cos Y', y = x' sin X' + y' sin Y', en ayant égard aux hypothèses actuelles,
tangY'=-, tangX' = — -.
Cette équation xy=^nt? serait plus propre qu'aucune autre, à raison de sa simplicité supérieure, \ Tétude spéciale de la courbe, si les axes correspondants étaient rectangulaires : mais cela n'a lieu, comme on sait, que pour l'hyperbole équilatère, dont l'étude particulière ne mérite plus aujourd'hui une attention séparée. Envers tout autre cas, les inconvénients attachés à l'obliquité de tels axes font plus que compenser ordinairement l'aptitude algébrique d'une telle équation, sauf envers les recherches géométriques où la rectangularité des axes ne constitue aucun avantage important. On peut remarquer ici cette exception au sujet des tangentes, dont le coefficient angulaire, ainsi
devenu — ~ , fournira un résultat fort simple relativement à la
sous-tangente correspondante, maintenant égale à l'abscisse asymptotique du point de contact. Toutefois, il faut reconnaître que cette notion ne constitue, au fond, qu'une conséquence facile du théorème des transversales, qui, poussé jusqu'à sa limite, indique aussitôt l'égalité constante des deux parties de la tangente comprises entre le point de contact et les deux
>totes : en sorle que celte propriété caractéristique de scbole y fournit spontanément la meilleure solution spéio problème dee tangentes. Nous allons bientôt apprécier, la question plus importante des quadratures, l'avantage liel que présente, à certains égards, la simplicité snpé- I de l'équation asymptotique de l'hyperbole, judicieux emploi des propriétés relatives aux asymptotes plus facile envers l'hyperbole qu'envers l'ellipse la conion finale suivant laquelle on détermine graphiquement es éléments géométriques de la courbe, d'après une por- ;ueIconque de sa circonférence. On commencera, comme l'ellipse, par tracer, à l'aide de deux couples distincts de s parallèles, un système de diamètres conjugués, dont la eur se trouvera spontanément connue ainsi, quant à celui sra transverse, et ensuite aisément assignable pour l'autre, le d'un des points de l'arc donné, selon nos explications eures. Mais, après ce préambule graphique commun aux courbes, tout le reste de la construction pourra prendre e marche plus simple que dans l'ellipse, en déterminant M les asymptotes, par les diagonales du parallélogramme spondant aux deux diamètres obtenus. Cela posé, la din des axes de l'byperbole résultera immédiatement de la :tion des deux angles asymptotiques, et la longueur de nsetrouverafiualement sous plusieurs formescommodes, it comme moyen proportionnel entre les distances d'un de l'arc aux deux asymptotes, mesurées parallèlement e cherché, ou entre la coordonnée correspondante de ce et celle de l'intersection de sa tangente avec cet axe, etc., anière à fournir aisément divers modes de vérification l'ensemble du tracé.
. Parmi les nombreux problèmes, déterminés ou indé- Qés, que suggère naturellement la théorie de l'hyperbole.
il suffira d'en choisir ici quelques-uns, qui permettront au lecteur de multiplier spontanément ces utiles exercices.
Considérons d'abord la détermination d'une hyperbole d'après une asymptote et trois points. La loi des transversales y indique aussitôt une commode solution graphique, fondée sur la construction préalable de la seconde asymptote, dont ce théorème fournit aisément deux points, à l'aide des deux cordes qui joignent l'un des points donnés aux deux autres, prolongées d'abord jusqu'à l'asymptote connue. Quant à la solution analytique, on la simplifiera beaucoup, si les axes sont disponibles, en prenant pour axe des y l'asymptote, et faisant passer l'axe des x par deux des points : l'obliquité de tels axes n'apportera d'ailleurs aucun obstacle à cette recherche, d'après la nature des conditions proposées. L'équation de l'hyperbole sera ainsi, en vertu de l'asymptotisme,
bxy + ex' + ex = 1.
En ayant égard aux abscisses x" et or'" des deux premiers points donnés, lesquelles devront devenir les racines de l'équation ca:*+ ea:«=l, et formulant ensuite le passage à l'autre point x\ y\ on obtiendra finalement
^"" x"x"" ^~ x"x'^''' "■ xy'x'x"'
D'après ces formules, tous les cas d'impossibilité seront nécessairement de nature précise, conformément aux indications géométriques ; elleâ deviendraient infinies, si x" ou x'" s'annulaient, ce qui placerait l'un des deux premiers points sur l'asymptote; en outre, la troisième pourrait l'être aussi, d'après l'annulation de x' ou y\ d'où résulterait la situation de l'autre point ou pareillement sur l'asymptote ou en ligne droite avec les précédents. On doit enfin remarquer le cas de 6 ■» 0, qui
pas plus admissible que ceux-là : il y Taal considérer le irateur comme équivalent au produit(£' — w") {x' — x "), irtc que celte hypothèse revient à x'b=x" ou x' ^ x ", à-dire que Tune des deux cordes menées du dernier point leux premiers deviendrait parallèle à l'asymplole donnée. nalo^es graphiques de ces divers symptûmes d'impossisont facUes h apprécier.
pposoas maintenant que deux des points qui précèdent it remplacés parle sommet. Eale considérant comme équintdesdeuxasymptotes,!aconslructlonreslerapresqu 'aussi ipourtrouverd'abord la seconde asymptote, ainsi tangente cercle aisément assignable, et passant encore en un point u : seulement, ce tracé signale ici, outre les cas précis possibilité déj& remarqués, un casvaguetenantàlasituale ce point dans ce cercle. La solution analytique devra tenant Taire préférer des axes rectangulaires, l'asymptote . perpendiculaire au sommet. En partant de la môme tion que ci-dessus, l'abscisse d de ce dernier point, et les lonnées x\ y' du premier, y fourniront d'abord les deux itions
cd^ + ed^l, bx'y' + ex'* +ex' = i,
faudra compléter en caractérisant analyliquement le som- Pour cela, le mode le mieux en harmonie avec l'ensemble question actuelle, consiste à exprimer l'équidistance aux asymptotes, comme dans la solution graphique. Car, ici,
Jthode subsidiaire conduit aussildt, par une division mo-
!, à Téqualion de la seconde asymptote y = — rx — t,
la distance au sommet donné fournit aisément la troisième ition cherchée 2c</ + e* = 6*d'. Les deux premières perdaient sans difficulté la réduction préalable de c et e k la
seule inconnne 6, dès lors déterminée par une équation du second degré, que j'engage le lecteur à discuter.
En supprimant, dans cette question, le second point donné x\ y\ elle devient indéterminée, mais suivant la juste mesure que comporte la recherche des lieux. Proposons-nous de trouver celui des foyers. Les axes précédents restent très-convenables, d'après l'évidente symétrie d'un tel lieu. Mais, quoique Téquation ci-dessus permit, sans doute, suivant nos principes généraux, ou conformément à la construction spéciale, l'introduction du foyer, il est préférable d'employer un autre type analytique, directement fondé sur l'équation focale
où les conditions d'asymptotisme donneraient d'abord 9^ = 1, fesa — 6, pour la suppression nécessaire des termes en y seul. Ainsi devenue, comme précédemment,
le passage au sommet donné y fournirait une première condition [p^ — 1) rf> + 2 (a — p^) ûf ■= a*, qu'il resterait à compléter d'après le caractère d'un tel point. Parmi les divers modes qu'il comporte, le plus simple consisterait ici dans la rectangularité entre la tangente correspondante et la droite qui va de ce
point au centre x=0, y = 6 . Cette seconde relation étant
une fois formée,elle permettrait d'éliminer p à l'aide de la première, de manière à fournir l'équation cherchée y^= — ^ — -r- ,
par un calcul dont je laisse l'exécution au lecteur.
La définition de ce lieu indique naturellement, en ayant égard aux notions spéciales, une description par points, qui conduirait plus simplement à l'équation précédente, et qui d'ailleurs annonce déjà la figure générale d'une telle courbe.
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Car, en considérantrasymptote donnée comme le lieu spontané du centre, chaque position C de ce point déterminerait la position correspondante du foyer F (fig, 76) par l'intersection de la droite CD qui le réunirait au sommet fixe D avec un cercle décrit de C et passant en E, où la perpendiculaire DE à Taxe variable de rhyperbole coupe Tasymptote OY. D'après celà,quand cet axe CD tend vers sa limite horizontale OX, l'ordonnée FP, toujours inférieure à DO ou d, tend à lui devenir égale, suivant la constante similitude des triangles FDP et EOD, dont les hypoténuses tendent alors vers l'égalité. Ainsi, la partie droite de la courbe cherchée est symétriquement comprise entre deux asymptotes horizontales, BG et B'G^ menées à la distance d de son axe OX. Une comparaison analogue montrera ' en sens inverse, que ces asymptotes conviennentaussiàlapartie gauche, correspondante au second foyer F', dont l'ordonnée F' F' décroîtra simultanément, en tendant vers sa limite inféférieure d. Si maintenant on rapproche, au contraire, l'axe variable DC de sa limite verticale DI, on voit que le foyer F tendra vers le sommet donné D, tandis que l'autre foyer s'avancera continuellement vers la verticale opposée D'L', qu'il ne cessera pourtant de dépasser qu'à Pinfini ; en sorte que la seconde poïtion du lieu, interrompue de OY à rL',se trouvera* symétriquement comprise entre des asymptotes rectangulaires. Le lecteur reconnaîtra facilement la conformité de l'équation ci-dessus obtenue avec la figure générale que notre définition graphique assigne ainsi à cette courbe remarquable du troisième degré.
En renversant la question précédente, on est conduit à chercher le lieu des sommets de toutes les hyperboles ayant une même asymptote et un foyer commun. Si, par un motif évident de symétrie, on rapporte encore l'hyperbole à l'asymptote donnée et à la perpendiciilaire menée du foyer donné, sou
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équation sera, d'après le type focal, et eu égard à Tasymptotisme,
d désignant la distance du foyer à Tasymptote, et p le coefQcient variable de la directrice. On introduira ici le sommet
comme étant à la fois sur Thyperbole et sur la perpendiculaire
y= - [x — d), menée du foyer à la directrice; ce qui, par Té-
limination de p, conduira aisément à l'équation cherchée
y*=— ^ i, déjà discutée dans la troisième partie de ce traité.
La description spéciale, dont cette courbe serait encore plus facilement susceptible que la précédente, confirmerait clairement la forme résultée de cette équation, qui pourrait d'ailleurs être ainsi obtenue très-simplement.
Si, dans ce dernier problème, on remplaçait le foyer donné par une directrice, il serait superflu de chercher aucun des lieux correspondants ; car, la théorie de la similitude indique d'avance, envers toutes les hyperboles ayant une asymptote et une directrice communes, qu'il n'en pourra jamais résulter que des lieux rectUignes, convergeant tous vers Tintersection de ces deux droites.
118. Il ne nous reste plus maintenant à considérer l'hyperbole que relativement à sa quadrature. En partant de l'équa-
tion aux axes y z= -y a? — a^ la mesure du segment hyper-
bolique ne deviendrait accessible à nos méthodes élémentaires que sous forme de série : seulement on aperçoit aussitôt, comme dans l'ellipse, d'après le principe de WalJis, la réduction spontanée du cas général à celui de l'hyperbole équilatère, dont il sera dès lors permis de s'occuper exclusivement, quoique cette simplification n'offre ici aucun avantage impor-
tant. Mais, en considérant Téquation asymptotique ocy «= m', on peut y découvrir une loi très-remarquable pour Taire correspondante SDMP {fig, 77), comptée du sommet. Si Ton transporte Torigine en D, conformément à nos habitudes de
m* quadrature, cette équation devient y «= — ■ — , et le dévelop- ^ tn-f- z
pement du quotient en série, donne aisément
t/c=sm — xH 5 + etc.
U en résulte, pour Taire cherchée, la série très-simple
où Talgèbre apprend à reconnaître le développement du loga-
rithme népérien de i 4- - . On trouve ainsi finalement, en re-
venant à Tancienne origine des abscisses, la formule
S = w'/ (- 1, d'après laquelle ce segment hyperbolique, d'où
tout autre pourrait dériver, croît comme le logarithme du rapport de ses deux abscisses extrêmes.
Cet important résultat peut être essentiellement confirmé, indépendamment de notre théorie générale des quadratures, par une appréciation spéciale de la somme des rectangles élémentaires qu'on substituerait d'abord au segment SDMP, en y considérant divers points intermédiaires M', M", etc., dont nous ne fixons pas encore la répartition. Sia:',y' eta;",y", etc., désignent les coordonnées de ces sommets auxiliaires, les rectangles successifs auront pour mesure r «= y' [x' — m), r'=y"(x"— a:'), r"=t/'' (a:'"— a:"), etc. En y rapportant les ordonnées aux abscisses, d'après l'équation an/ ea m*, on aura finalement
(l_^). r-=m«(l-|), r-=m'(i-|;.),etc.
Or, ces expressions montrent que tous ces rectangles partiels deviendraient équivalents, en faisant croître les abscisses intermédiaires, ou décroître les ordonnées correspondantes, en progression géométrique, comme pour notre première méthode élémentaire de quadrature, quelle que fût d'ailleurs la raison de cette progression. Dans une telle hypothèse, un second segment hyperbolique MPNQ équivaudrait nécessairement au premier, si son ordonnée finale NQ était en progression géométrique avec les ordonnées extrêmes SD et MP de celui-ci ; puisqu'on y pourrait ainsi inscrire un pareil nombre de rectangles égaux à ceux de la série primitive, en tant que leurs hauteurs prolongeraient la même progression, la relation constante de ces deux sommes analogues devant d'ailleurs s'étendre jusqu'à leurs limites respectives. L'aire SDMP augmente donc en progression arithmétique, quand son abscisse finale OP croît en progression géométrique ; ce qui est exactement conforme à la loi analytique obtenue ci-dessus, suivant la correspondance fondamentale entre la marche des logarithmes et celle des nombres. Toutefois, cette considération spéciale est moins complète que notre appréciation générale, en ce que la loi de variation des aires hyperl)oliques n'y assigne pas la mesure propre de chaque segment, mais seulement son rapport effectif à un segment initial, dont la détermination resterait alors inaccomplie.
On voit ainsi comment la quadrature de l'hyperbole ordinaire, que nous avons vue, au n^ 80, échapper, au moins directement, à la règle analytique qui convient à toutes les autres hyperboles, est assujettie à une loi distincte, qui rentre pourtant, à sa manière, 4ans cette commune formule, quand on y applique les moyens propres à l'évaluation des symboles
^ff
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niDés. Si I'od considère l'ensemble de l'aire hyperboepuis le sommet jusqu'à l'une ou h l'autre asymptote, : démonslratloQs précédentes annoncent pareillemenl deux aires, actuellement égales, sont toutes deux in- )il comme proportionnelles au logarithme d'un nombre mt grand, soit comme augmentant indériniment par quivalenls ; tandis que, envers toute hyperbole d'un it degré, nous avons reconnu que l'une d'elles est TiDie e infinie.
théorie des quadratures fournit aisément la mesure imes résultés de la rotation de l'hyperbole autour de de ses axes. Si l'on considère d'abord l'hyperboloïde au, produit autour de l'axe transverse, il faudra, pour ronbler nos habitudes analytiques, porter l'origine au , où seulement commence le segment générateur, en
t l'équation y*= -, (a:»+ 2aa;). D'après la règle ordi-
ji ramènera cette cuhature à la quadiature d'une parafe* '^ \
trouvera ainsi la formule V = it - x'I ;; x4-a ,ana-
celle du segment sphérique. Quant a 1 h.pjibololde , correspondant à la révolution de la courbe autour de non transverse, on pourra conserver l'équation ordiy'— ô'a;^= — a'A*, en y dégageant œ au lieu d'y, puis- )tation se fait maintenant dans l'autre sens. Le résultat, int encore de la quadrature de la parabole, sera dbs
CHAPITRE V
Appréciation des courbes du second degré comme sections coniques.
119. Après avoir suffisamment étudié les principales propriétés de la parabole, de Tellipse, et de l'hyperbole, il nous reste à considérer ces trois courbes sous un dernier aspect commun, plus propre qu'aucun autre à faire nettement saisir l'ensemble de leur figure, en y voyant, suivant la notion initiale des anciens, les sections d*un cône ou d'un cylindre par un plan diversement situé. Toute ligne peut être envisagée, d'une infinité de manières, comme l'intersection de deux surfaces ; et, quand celles-ci peuvent être facilement conçues, en tant que résultant du mouvement de lignes plus simples, aucune description directe ne peut aussi clairement caractériser la forme d'une courbe qu'une telle pénétration : c'est ainsi, entre autres, que les courbes du n^ 22 sont surtout appréciables à titre de sections planes d'un tore. En partant de la ligne droite et du cercle, naturellement indiqués dans une foule de phénomènes journaliers, les premières courbes régulières que l'esprit humain ait réellement inventées furent, en effet, imaginées d'après ce mode, quand les géomètres grecs pensèrent à combiner entre elles les plus simples surfaces engendrées par ces deux lignes primordiales.
S'il s'agissait ici de considérer, en général, toutes les intersections de surfaces propres à produire les courbes du second degré, la question exigerait nécessairement la géométrie à trois dimensions. Mais, devant nous borner à la combinaison la plus
iropre i. perfectionner l'étude de ces lignes, celte appréciation omplémenlaire, sans appartenir spontanément à la géométrie liane, y peut aisëmeot rentrer, k l'aide d'un artifice spécial, [ui, généralisé autant que possible, s'étendrait également aux ections planes de toute surface de révolution. Nous l'appli- [uerons seulement au cylindre et au cdne considérés en gêomérie élémentaire, c'est-à-dire à la fois circulaires et droits, et [ui, comme on sait, deviennent alors esceptionnellement les ilus simples corps ronds. Quoique le premier cas soit facile- Dent compris dans le second, et malgré que le cylindre ne misse fournir que l'une de nos trois courbes, son image plus :laire encore et plus familière doit nous déterminer k l'eavîlager d'abord distinctement.
En concevant un cylindre engendré par une droite A.N fig. 78), autour d'un axe parallèle IL, les sections planes de ;ette surface sont immédiatement connues, comme envers tout lutre corps rond, quand elles sont perpendiculaires à l'axe : ir, c'est en partant de tels cercles, que, par une méthode spéciale, on peut découvrir la nature ou former l'équation de la ;oupe qui résulterait d'un plan quelconque, sans sortii" réelement du domaine de la géométrie k deux dimensions. Quel [ue soit ce plan, la section sera nécessairement toujours symé- Tique autour de sa trace AB sur le plan qui lui serait mené lerpendiculairement par l'axe de la surface : quant au cylindre iU particulier, la courbe aura d'ailleurs pour centre évidentle loint où son plan coupe cet axe. Plaçons donc en ce point l'oriçine de deux axes rectangulaires situés dans le plan de cette ;ourbe, et dont l'un coïncide avec cette trace. Afin de trouver a relation d'une abscisse quelconque OP à l'ordonnée corres- )ondanle, il suffit de mener par P, perpendiculairement à l'axe lu cylindre, un plan auxiliaire, qui coupera la surface suivant in cercle dont CPD sera le diamfetre : dès lors, cette ordonnée,
spontanément commune aux deux courbes, fournira, d'après la seconde, la relation constante y'=PD X PC, qu'on peut ici considérer comme Téquation naturelle de la section oblique. Pour en déduire Téquation déflnitive,il ne reste plus qu'à rapporter les facteurs PD et PC à l'abscisse OP ou Xy à l'aide des constantes du problème, qui sont le rayon r du cylindre et l'inclinaison a de son axe sur le plan coupant. Or, la somme de ces deux lignes étant connue, tout se réduit à calculer PD, d'après le triangle PAD, qui donne
PD=AP sina=(AO — a;)sina={ -; a;)sina=r— «sina.
\sina /
Il en résulte aussitôt Péquation de la courbe cherchée
Cette section est donc toujours une ellipse^ dont le petit axe équivaut constamment au diamètre du cylindre,le rapport des axes y étant égal au sinus de l'inclinaison de son plan sur l'axe de la surface. Tel est le mode le plus simple d'après lequel on puisse nettement se représenter une ellipse. On voit ainsi que, sur un même cylindre, on pourra concevoir des ellipses de toute forme, en changeant l'obliquité des coupes, mais non de toute grandeur. L'excentricité est ici égale à la projection OE du demi-grand axe OA sur l'axe du cylindre ; ce qui permettra de marquer aisément les foyers.
120. Considérons maintenant le cas du cône, principal objet de ce chapitre, en concevant cette surface comme engendrée par la rotation d'une droite G'SG invariablement liée à l'axe fixe CSC, qu'elle rencontre toujours en S : chaque cône sera suffisamment défini par l'angle constant 6 de cette génératrice avec cet axe. En supposant que la figure 79 soit tracée dans le plan mené par l'axe du cône perpendiculairement à celui de la section cherchée, nous rapporterons cette courbe à deux axes
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ingulaires, dont l'un AX coïncide, de même qu'envers 'lindre, avec l'iDlerseclion de ces deux plans : nous plans d'allIeurB, pour plus d'uni formilê, l'origine au point A, on peut aisément constater que la tangenteàla courbe sera ;lamment perpendiculaire à son axe géométrique AX.Cela !, en menant, comme ci-dessus, par l'extrémité P d'une isse quelconque, une section auxiliaire, perpendiculairet à l'axe de la surface,on aura pareillement ys=PDX PE; à exprimer en x ces deux facteurs variables, à l'aide des lées, linéaire et angulaire, qui délînissent le plan coupant, rës la distance d du sommet de. la courbe au sommet du i et l'inclinaison n de son axe géométrique sur la généra- : SA. Or, le triangle APD fournit immédiatement l'expres-
de PD = ir — ;. Quant à PE, on le rapportera ppovisoire-
t à PB ou AB — T, dans le triangle PBE, qui donne
' ' cos €
igle BAS : ce dernier triangle permet ensuite d'éliminer
= -: — ■ — ^, Il en résulte finalement, pour la courbe
sm (it + e)
chée, l'équation
sin Ht sin (a + 251 , o. ■ . . tf* H ^ ■ X* — 2rf sin a tang 6.x = 0.
ectioD d'un cône parun plan est donc toujours une courbe econd degré : c'est en cela que consiste ici notre proposiprincipale ; car, d'après cette notion, l'inspection directe i figure permet aisément de caractériser les situations proà fournir successivement la parabole, l'ellipse et l'hyper- . D'après la rfegle analytique ordinaire, ces trois cas corjndrontk« + 26=]80', a + 26 <180°, «4-26> iSO"; û indique le plan coupant, soit comme parallèle à la gé-
nératrice opposée, soit comme la renconlranl au-dessous du sommet S, soit enfin comme la rencontrant au-dessus de ce
point : on voit, en effet, que le lieu sera dès lors limité d*ui^ côté et illimité de l'autre, ou fermé de toutes parts, ou enfin illimité et discontinu entre les deux nappes du cône. En concevant ainsi les trois courbes du second degré, Tellipse se présente d]abord spontanément, puis la parabole, et ensuite l'hyperbole, en s*écartant graduellement de la section perpendiculaire à Taxe, qui constitue ici le point de départ naturel : la situation parabolique devient alors la commune limite des situations elliptiques et des situations hyperboliques. Pour les anciens, qui ne considéraient habituellement que des sections perpendiculaires aux génératrices, ces trois lignes exigeaient chacune un cône différent : la parabole correspondait au cône rectangle, où Tangle des génératrices opposées est droit, l'ellipse au cône acutangle, et Thyperbole au cône obtusangle.
On peut envisager Téquation précédente comme représentant aussi les sections cylindriques, en y supposant nul Tangle du cône 6 ; mais il faut alors transformer le dernier coefficient, afin d'éviter Tindétermination qu'y produit d'abord l'hypothèse simultanée de d infini, en remplaçant cette longueur par une autre qui doive rester finie, telle qu€ la distance r du sommet de la section à Taxe de la surface, laquelle équivaut à d sin ê. En faisant ensuite 6==0,on obtient l'équation y^+ sin' a.x^ — 2r sina.x = 0, qui ne peut plus représenter qu'une ellipse, conformément au n** précédent, où l'origine, maintenant au sommet, était au centre.
Quoique l'artifice employé dans ces deux cas doive être bientôt remplacé par les méthodes générales que fournit spontanément la géométrie à trois dimensions pour toutes les intersections de surfaces quelconques, cependant, comme il est toujours utile, au moins logiquement, de généraliser
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que possible chaque procédé scientifique, il convient Lir que celaî-ci est pins étendu qu'on ne le suppose irement et qu'il devient essenliellement applicable à s corps ronds, d'après la connaissance préalable deleur méridienne. Pour s'en mieux convaincre, le lecteur .'appliquer à quelque autre surface de révolution sufË- !nt simple, en étudiant ainsi, par exemple, les sectioas du paraboloïde.
Afin d'éclaircirautant que possible la notion des courbes ind degré comme secUona coniques, il faut maintenant 'ersarle cône les principaux éléments géométriques us a successivement offerts l'étude spéciale de cbacune
i appréciation finale est d'abord très-facile envers ia le, dont l'équation est ici y' =" 4rf sin* €.x, d'après hèse caractéristique « + 26 = 180*. De celte expression
paramètre, on peut aisément déduire la construction e de son foyer, où l'on doit ainsi voir la projection, sur le la parabole, de la projection du sommet de cette
sur l'axe du cûne. Il en résulte, réciproquement, un brt simple pour ti'ansporter, sur un cfine donné, une le donnée : car, en y regardant la distance du foyer au 'À comme la base d'un triangle rectangle dont l'angle 1 soit égal à celui du cône, l'hypoténuse de ce triangle irala distance du sommet de la parabole àl'axe du cône, permettra de placer facilement la section, it à l'ellipse, on déterminera ses axes en comparant ion générale du n' précédent à celle de celte courbe tée BU sommet.
ce qui donne
** sin a sin (a + âê) b^ . , . • .
-, = hs • 1 - = a sm a tang €.
fl* cos*b a
De la combinaison de ces deux relations, il résulte les formules
d sin 6 cos 6 . , . ^ . / sin a « = -: — ■ -— , ^ = asmb
V sin (a
sin (a + 26)' V sin (a + 26)'
La première indique que le grand axe de l'ellipse est toujours la droite AB, résultant de rintersection de son plan avec celui qui lui est mené perpendiculairement par Taxe du cône, suivant les évidentes indications du sujet. Quant à la seconde, Tinterprétation conique en est moins directe ; mais il est aisé d'y reconnaître le demi-petit axe comme une moyenne proportionnelle entre les distances des deux extrémités A et B du grand axe à Taxe du cône. En combinant convenablement ces deux déterminations^ on en déduirait la construction conique des foyers : mais on peut aussi l'obtenir immédiatement avec plus de simplicité, de manière à mieux éclaircir l'ensemble d'une telle concordance. Ilfaut remarquer que, d'après ces notions^ la distance des foyers est toujours égale à la partie AN ou BR delà génératrice comprise entre les deux plans perpendiculaires àl'axe du cône, qui circonscrivent l'ellipse considérée: cette relation résulte d'un théorème élémentaire, peu connu et d'ailleurs peu utile, constituant une conséquence indirecte du théorème de Pythagore, et consistant en ce que, dans tout trapèze isocèle tel que ANBR, le carré de la diagonale équivaut au carré du côté égal plus le rectangle des côtés inégaux. Si donc on porte sur AB, de part et d'autre de son milieu, la moitié de AN, on y marquera les deux foyers de Tellipse.
En renversant les relations précédentes, il devient facile, réciproquement, de placer, sur un cône donné, une ellipse
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îe. Graphiquement, oopeuld'abordreproduire aiséroenl, le plandel'ellipse.les triangles ANB et BRA, en prenant )a8e commune la distance entre les- foyers, et ponr angle ;nt le complément de l'angle ducAne ou le supplément de nplément, le ciïté opposé étant d'ailleurs égal au grand les troisièmes câtés ainsi obtenus indiqueront les doubles stances de l'axe du cùoe aux deux sommets A et B de se proposée ; ce qui permettra de la placer Tacitement, construcliou monlrela question comme toujours possible que soient l'ellipse et le ci3ne, puisque ces triangles ne ont jamais offrir le cas d'impossibilité, le cAté opposés îdonnéyétant constamment supérieur su câté adjacent. Smecfine quelconque peut donc fournirtoutee lesellipses nables: autour d'un sommet fixe A, il présentera tous ;rés d'ellipticilé, en y faisant varier l'inclinaison a, de- L direction circulaire du plan coupant jusqu'à sasituation ilique : ensuite, pour chacun de ces degrés, les dimenvarierontà volonté en transportant parallèlement la a à une distance convenable du sommet du c6ne. ïu lieu d'accomplir graphiquement cette double déterion, on veut l'opérer algébriquement, il suRlra de reaies deux relations fondamentales, en y concevant donnés , afin d'y chercher « et rf. La seconde inconnue résultejément de la première, qu'il s'agit donc de dégager dans
,- . ■ A,- siUŒ sin{« + 26) ft* „ , .
Uon trigonométnque ~ : ^ -. On lasim-
cos'6 ,(-
1 beaucoup en y transformant le numérateur, d'après un me connu, en - (cos' 2€— cos2 (« + 6}), ce qui donnera angle auxiliaire 2(o-f-€}, le résultat fort simple cos2(- + 6) = 2co.'fi('l--*\_l.
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OÙ l'on peut aisément véi ifier la constante possibilité de la question, cette formule ayant toujours une valeur, non-seulement réelle, mais inférieure à Tunité, suivant les conditions d'un tel mode.
Considérons enfin le cas de Thyperbole, envers laquelle il est facile de constater d'abord la permanence essentielle de toutes les notions précédentes au sujet des divers éléments géométriques qui lui sont communs avecTellipse, c'est-à-dire les deux axes et Texcentricité. La seule appréciation spéciale qui doive icinous arrêter concerne les asymptotes, dont il importe de sentir nettement l'interprétation conique. On y est naturellement conduit, soit par la figure, soit d'après Téquation, en remarquant que leur inclinaison sur l'axe transverse de l'hyperbole doit être la môme pour toutes les sections parallèles, qui, géométriquement, seront toujours semblables, ou, analytiquement, auront des axes proportionnels. Dès lors, en faisant graduellement rapprocher le plan coupant du sommet du cône^ sans jamais changer sa direction, on atteindra finalement une limite où la situation des asymptotes deviendra irrécusable^ quand la section se réduira à ces droites, d'après le passage du plan au sommet. Telle est donc l'origine conique des asymptotes del'hyperbole, toujours parallèles aux génératrices suivant lesquelles le cône est coupé par un plan mené de son sommet parallèlement à celui de la section. On peut d'aQIeurs vérifier cette construction, en reconnaissant, d'après la formule ordinaire des angles trièdres, que chacune de ces génératrices forme avec l'axe de l'hyperbole, un angle égal
à celui dont la tangente est - ou — -1/ sin a sin (a + 2€) : car,
a cosb ^ ' '
en considérant l'angle trièdre dont les arêtes seraient ces deux droites et Taxe du cAne, l'un de ses angles dièdres se trouverait droit, et compris entre deux faces, dont Tune serait
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W, et l'autre consLiluerail l'iaclinsison cherchée f , la Tace étant fi ; il en résulterait donc
fi08 6=C03([.C0S (S + a— 180").
onclutuneexpression detangf exactement équivaprécé dente.
L ces notions, il esisle, sur chaque cdoe, une limite ! pour le degré d'ouverture des diverses sortes d'hya'on y peut tracer, puisque l'écartement des asymplurailninsi excéder jamais celui des génératrices ophyperbole la plus ouverte correspond donc toujours parallèle & l'axe du cAne; eu sorte que, en dépassant ttion maximum, l'hyperbole, au lieu de s'éloigner I de la Sgure parabolique, qui avait constitué son départ, s'en rapprocherait nécessiùrement. Cette directe est pleinement conforme aux conditions de ; qu'exige alors le problème, déjà résolu envers l'elsistant à placer, sur un cône donné, une courbe n effet, dans la détermination graphique, les triangles ;àANB etBRA ne serontplus toujours possibles, puisé opposé à l'angle connu s'y trouvera maintenant in- I côté adjacent. Lalîmile aura lieu quand tes triangles
>ntreclangles,cequiexigecos6=-, d'oîitangfits -;
lue l'angle ducâne doit être au moins égal au demiasymptotes de l'hyperbole, conformément à la règle ,e. La solution trigonométrique reproduirait, à sa la même condition, eu donnant alors, d'après le sut accoutumé de b"* en — A^ la formule
cos2(a + e) = 2cos»6(l + -) — i.
qui, sans cesser d'être réelle, peut maintenant acquérir une valeur supérieure à l'unité, si cos 6 y excède -.
Telles sont les diverses notions essentielles relatives à l'appréciation spéciale des courbes du second degré comme sections ducAne circulaire droit. Quoi qu'il ne convienne plus aujourd'hui de reprendre, de ce point de vue, suivant le mode antique, l'étude entière de ces lignes, il faut cependant y remarquer l'origine très-naturelle de plusieurs déterminations importantes. Cela est surtout sensible pour la théorie de la similitude, d'après la considération élémentaire de la constante ressemblance géométrique des diverses sections parallèles d'une pyramide, et par suite d'un cône : il en résulte aussitôt que deux paraboles sont constamment semblables, comme pouvant toujours se placer parallèlement sur un même cône; au contraire^ deux ellipses ou deux hyperboles ne le seront qu'autant que leurs plans pourront ainsi devenir parallèles, ce qui, d'après les formules précédentes, exige que leurs axes soient proportionnels ou leurs asymptotes également inclinées. On conçoit aussi que, sous cet aspect conique, la question des tangentes ne saurait jamais offrir, envers ces trois courbes, aucune autre difficulté réelle que celle de transformer une construction dans l'espace en construction plane ; puisque la tangente à la section se trouve alors déterminée spontanément, en chaque point, par l'intersection du plan de la com*be avec le plan tangent à la surface, aisément assignable d'après la tangente correspondante à la base circulaire du cône.
122. La destination propre à ce chapitre complémentaire a dû nous y réduire à l'examen du cône droit, comme étant la plus simple surface d'où puissent résulter les trois courbes du second degré. Mais il n'est pas inutile de remarquer,' en terminant, que l'artifice adopté conviendrait aussi au cône circulaire
quoique ce ne soit plus une surface de révolution, du Qous bornant à y considérer des sections perpendicu- 1 plan principal du cône, c'est-à-dire, à celui mené perpendiculairement au plan de la base, et contenant es deux génératrices maximum et miuimum. En protxaclement comme ci-dessus, on y trouvera, pour Q analogue de la section qui fait un angle a avec l'une ênératrices, d désignant toujours la distauce de son k celui du cane,
an a sin (y + 5 — a) . , sin « sin (y + Sj
sm Y sin S sin y sm S
lant alors délînidaprës les deux angles distincts -/etS eutces génératrices extrËmesavec le plan delabase. La ince la plus intéressante que Toumisse maintenant une ation, se rapporte k la détermination des sections cir- Ony voit que, pour obtenir un cercle, il faut supposer (y+! — a)=™sinY sinB; d'où résultent les deux solus Y, 01=3 S, dont l'une indique, à l'ordinaire, un plan
à la base, el l'autre correspond, par exception, à une section oblique, que les anciens qualifiaient judicieu- 'antî-paral/èle :cesde\ix directions ne sauraient coln- Butanl que le cône deviendrait droit.
)roposition remarquable, qu'il convient de noter ici à
son utilité spéciale en plusieurs occasions, surtout en ' lie, ne constitue d'ailleurs, comme on le reconnaîtra qu'un simple cas particulier de Ja propriété générale iquelle toutes les surfaces du second degré, à l'exceple seule, comportent toujours deux sortes de sections es, dont les plans ne se confondent que quand la surle révolution.
CHAPITRE VI
Application générale de l'étude des courbes planes à la construction des
équations déterminées.
123. En terminant Tétude élémentaire de la géométrie plane, d'abord générale, puis spéciale, il importe de caractériser sommairementrapplication naturelle de l'ensemble desnotions ainsi acquises à la construction des équations à une seule inconnue. Au début de ce traité, nous avons considéré la construction des formules proprement dites fournies par la résolution des équations, et consistant dans la simple substitution des opérations graphiques aux calculs arithmétiques indiqués pour l'évaluation de chaque résultat; Il s'agit maintenant d'une transformation, à la fois plus difficile et plus importante, où la figure doit suppléer à l'ensemble total de Télaboration abstraite, soit numérique, soit surtout analytique^ d'une équation qu'on ne saurait résoudre, et dont les racines réelles seront pourtant graphiquement assignables. Cette utile conversion, si souvent destinée à compenser, quoique incomplètement, l'extrême imperfection nécessaire de la résolution des équations, consiste à concevoir ces racines comme les abscisses propres aux intersections de deux lignes convenablement choisies, d'après deux équations à deux variables susceptibles de reproduire l'équation proposée ^ (a:) = 0 par l'élimination de la variable auxiliaire y. Une telle condition fondamentale peut être, analytiquement, remplie d'une infinité de manières : puisque, au couple quelconque d'équations qui y aurait satisfait, on pourrait toujours en substituer beaucoup d'autres équivalents, dus
ombinaisons distincles, mais d'ailleurs arbitraires, de LioQS primitives. 11 est même aisé de sentir quecette inlalioQ subsisterait encore après avoir choisi à volonté s deux équations auxiliaires f {x,y] = 0: cap, il par exemple, de prendre l'autre suivant le type / (x, y) + /(i) = 0, oùlesecond facteur >|< (jr, y) désigne tioa tout à Tait quelconque ; sans que ce mode analyt, à cet égard, le plus complet, il est assez étendu e ici hautement ressortir l'extrême diversité des sysconstruction propres k chaque cas. Sous l'aspect géo- !, cette variété est encore mieux évidente; outre la ^combiner les abscisses cherchées avec des ordonnées 6s, il est clair surtout que, après avoir Cxé les interproposées, on y peut faire passer, d'une infinité de i, toutes les sortes de lignes qui exigent un plus grand de points pour leur détermination.
ubleappréciationindiquesunisammeDlque toute ladircesconatruclionsconsisteessentiellement à y employer s les plus convenables au but que l'on se propose. Si, arrive souvent, la figure n'est introduite qu'à titred'arique, ce qui constitue, au fond, la haute utilité d'une Lsrormation, on tiendra moins à simplifier son tracé l'àrendresa conception plus directe et plus spontanée, essein, le meilleur mode consiste ordinaicement à comilignedroiteaveclacoarbecorrespondante à l'équation m considérant, par exemple, suivant la forme la plus s racines réelles de f{x] = 0 comme les abscisses des I la courbe y=/'(a:) rencontre l'axe des a:. Mais, quoi- )de soit constamment le plus naturel, il faudra presque l'écarter quand, au contraire, il s'agira d'utiliser flna- L figure dans la détermination effective des racines les: on préfère alors compliquer unpeul'unedesdeux
lignes introduites afin de pouvoir davantage simplifier l'autre, suivant une loi de compensation nécessaire ci-après expliquée. 124. Pour apprécier convenablement cette application fondamentale de Tensemble de la géométrie plane, il importe de la concevoir habituellement comme également convenable à tous les genres possibles d'équations déterminées, aussi bien transcendantes qu^algébriques. Soit à construire, par exemple, Téquation x tang a; = l. Au lieu du mode naturel, qui exigeraitla considération d'une courbe tropcompliquéey=xtang a:, on pourra d'abord combiner la courbe trigonométrique, facile à concevoii', y = tang a;, avec l'hyberbole équilatère xy =^i. Mais un peu de réflexion fait aisément sentir que cette dernière courbe pourrait être remplacée par une simple ligne droite,
sans que la première devînt réellement plus difficile à tracer :
car, il suffirait de considérer la courbe t/ = ^ = cot x
tang X
comme coupée par la bissectrice 2/ = a:; or, cette courbe n'est
autre, au fond, que la précédente, déplacée horizontalement
de 5, et tournée en sens contraire. Une telle ligne étant compo-
sée d'une infinité de filets identiques, compris chacun entre doux asymptotes verticales, et dont les centres ou inflexions se succèdent, à intervalles égaux, sur l'axe horizontal, la figure indiquera nettement une infinité de racines réelles, tendant de plus en plusàseconfondreavecles abscisses des asymptotes voisines, conformément à la discussion abstraite de l'équation proposée. Considérons encore, dans l'autre classe des équations transcendantes, le cas fort simple x log x es a^. Ici le mode le plus convenable consistera à combiner la logarithmique y == log a: avec l'hyperbole xy=a^ ; si on remplaçait, comme ci-dessus, cette dernière courbe par la droite y=a5, on serait alors forcé
d'employer la courbe transcendante y «=» -. , dont la com-
cation supérieure ferait plus que compenser la simplification lérente à cette substitution. En conservant donc le premier sterne, il sera facile de rcconndtre que l'équailon proposée net une seule racine réelle.
îoit enfin l'éqnalion x + sln a; = fl. Le meilleur mode y isislera évidemment à couper la courbe des sinusy^sin x, nposée d'une infinité d'ondulations égales et alternatives, Il les centres ou inflexions sont équidistants, par la droite =a — X, parallèle \ la seconde bissectrice, et qui déterminera linairement une seule intersection de part ou d'autre de l'axe 'izontal, sauf le cas du contact, qui ne pourrait avoir lien autant que le terme donné a serait un multiple impair deit, le dernière appréciation résulte aisément de la considération ^ciale de la tangente à l'origine, évidemment confondue ici !c la première bissectrice, d'après la limite naturelle du rap-
,^. Envers les équations algébriques proprement dites, les 'érents systèmes de construction sont nécessairement assu- Lîs à une condition fondamentale qu'il importe de connaître, près le théorème d'algèbre qui assigne, comme limite supéare du degré de l'équation finale, le produit des degrés des lations à deux inconnues entre lesquelles s'accomplit l'élimîion. Suivant cette notion générale, les degrés des deux lignes ployées à construire chaque équation déterminée doivent ic former toujours un produit au moins égal au degré de le-ci. Par conséquent, si l'une de ces lignes est droite, ttre sera nécessairement du même degré au moins quel'équa- 1 proposée. C'est pourquoi, afin d'obtenir une simpliQcatioD yenne, à peu près équivalente i. l'égard des deux lignes ■oduites, on doit communément préférer, quand il s'agit ne construction effective, d'élever le degré de l'une pour
pouvoir abaisser celui de l'autre . Appliquons maintenant ces notions générales aux équations des quatre premiers degrés.
Dans le premier, les deux lignes peuvent évidemment, suivant cette loi, être de simples droites, et ce cas correspond, en effet, à la construction des formules rationnelles, d'ailleurs entières ou fractionnaires, toujours réductible à un certain assemblage de quatrièmes proportionnelles, suivant les explications spéciales du n^ 15.
Quant à l'équation du second degré j:*+pa?+y = 0, Tune des deuxlignes devra nécessairement cesser d'être droite, et devenir au moins une section conique. Le mode le plus naturel consisterait à combiner la parabole y=x^-\-px avec l'horizontale y = — q. Mais cette courbe peut être aisément remplacée par un cercle, que couperait l'axe des ic. Car, en faisant y=0 dans l'équation générale du cercle [x — a)^+(y— ê)^ = r^, elle devient a;' — 2aar+(a'+ê*— 7^) = 0, de manière à pouvoir représenter, d'une infinité de manières, toute équation du second
degré, en posant « = —-;», r:= V/ô P*~" ^ + ^^ ^ restant
arbitraire, et pouvant toujours rendre r réel. Si l'on place le centre sur l'axe horizontal, la construction reproduit spontanément la formule algébrique ordinaire, pour le cas des racines réelles.
Considérons maintenant les équations du troisième et du quatrième degré, qui, suivant la remarque initiale de Descartes, peuvent, sous cetaspect, être simultanément appréciées, comme exigeant naturellement les mêmes moyens graphiques. On ne pourra plus les construire par la combinaison d'une droite et d'un cercle, ni par celle de deux cercles, qui, d'après une exception spéciale fondée sur la nature algébrique des équations circulaires, n'a pas,aufond, plus d'étendue analytique, puisque la soustraction de deux équations de ce genre en fournit une du
premier degré. Le mode le plus simple consistera donc ici dans l'intersection de deux sections coniques, dont Tune pourra être prise arbitrairement. Soit l'équation a^+px^ + qx^=r. On y peut employer, par exemple, la parabole j:*s==y, etPhyperbole xy -\- py + yx = r, ou l'hyperbole plus compliquée xy + px^ + qx=^r: en ajoutant ou retranchant entre elles les deux équations primitives, ou leurs multiples quelconques, on pourra d'ailleurs substituer à ces courbes une infinité d'autres couples de sections coniques. Il en serait de môme pour l'équation du quatrième degré cc^ + px^ + qx^ + ra: = 5, où, en posant d'abord x^ = y, on aurait ensuite y^ + pxy+qy -{■ rx^=s ou y^ + pyx -f qx^ + ra: =5.
126. A l'égard des équations du troisième et du quatrième degré, il faut maintenant apprécier spécialement le mode trèsremarquable suivant lequel Descartes a finalement constitué leur construction effective, en montrant que, du moins après quelques préparations faciles, elle peut toujours résulter de la combinaison d'une parabole donnée avec un cercle convenablement choisi, de manière à dépendre du tracé le plus praticable que puisse, évidemment, comporter un pareil cas. Cette explication n'est directement relative qu'aux équations du quatrième degré : mais il sera facile ensuite d'y ramener constamment celles du troisième, en y introduisant artificiellement un nouveau facteur arbitraire x — a, qu'on prend communément égal à x^ pour plus de simplicité : l'intersection factice ainsi surajoutée devra être soigneusement écartée de la figure définitive.
Soitdoncseulementàconstniirc, de cette manière, l'équation
X* -f px^ + qx'^-\- rx = s.
Comme la généralité du mode proposé ne doit évidemment, dépendre que de la disposition relative des deux courbes, et non de la situation de chacune envers les axes coordonnés, on
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pourra toujours adopter la forme la plus simple de Téquation parabolique, pourvu que Téquation circulaire reste pleinement générale. Toutefois, il faut remarquer que la parabole doit pouvoir s'étendre horizontalement dans les deux sens, afin que toutes les racines réelles de Téquation proposée puissent être pareillement construites, quel que soit leur signe. Il faudra donc employer, pour Téquation parabolique, la notation inusitée x^ = my. Sa combinaison avec le type circulaire {x — a)^-f- {y — 6)*«=R^ fournit Téquation finale
a:* + (m«— 26m) a?— 2in«aa; 4- m^(a>+ ^ — R*) = 0.
Or, en la confrontant à la proposée, on reconnaît aussitôt que leur identification ne saurait devenir possible tant que celle-ci contient le terme en a:*, qui manque à l'autre . Ce mode graphique exige donc une certaine préparation algébrique, d'ailleurs peu gênante, consistant à faire d'abord disparaître ce
terme, par le changement de a? en rc — -, qui équivaut géomé-
triquement à déplacer l'origine de - vers la gauche. Ainsi, la
construction relative à l'équation convenablement préparée conviendra aussi à l'équation primitive, à l'aide d'un égal déplacement inverse de l'origine correspondante.
En supposant maintenant que l'équation proposée soit déjà privée de son second terme, la comparaison précédente donne, pour les éléments géométriques du cercle cherché, les formules
Les coordonnées du centre resteront toujours réelles et finies, quel que soit m :1e rayonpourral'êtreaussi, quand même 5 serait négatif, sans qu'il en résulte, pour ce paramètre, aucune autre restriction que celle relative à une certaine limite inférieure. A
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parabole quelconque, on pouiïadonc constamment adapter ercle, de manière à construire toute équation du quatrième 'é convenablement préparée. Quand cette équation résuld'une équation primitive du ti'oisième degré, il convient ^marquer que, suivant le mode le plus ordinaire, le cercle era toujours k l'origine, qui constitue alors Tin terseclion ce, 6nalement superflue, d'après la multiplication préalable r : on pourra donc, en ce cas, borner la construction kla rmination du centre, sans aucun besoin de calculer spécia- !nt le rayon, de manière à rendre inutile la plus compliquée es trois formules.
ms l'usage matériel d'un tel procédé graphique, )a faculté hoisir à volonté le paramètre de la parabole acquerrait icoup d'importance réelle, en permettant de dispenser d'a- I de la plus pénible partie de chaque construction particu- I par l'uniforme introduction d'une seule parabole soigneuent exécutée d'avance, et qui, diversement combinée avec cercles convenables, pourrait également convenir à toutes quations successives du troisième ou du quatrième degré, intersection des deux courbes aura lieu habituellement en >u deux couples de points, ou sera totalement impossible, trois cas, pareillement normaux, seront séparés par deux es de cas exceptionnels relatifs au contact, et comportant seule rencontre ou trois. 11 est aisé de sentir la concor- ;e spontanée de ces diverses indications géométriques avec otion algébrique sur la conjugaison nécessaire des racines binaires.
ppliquons, par exemple, ce mode spécial à l'équation de la iction de l'angle x*~ - a: + j = 0, où * désigne le sinus de
;le donné, etxceluideson tiers. En l'élevantau quatrième ■é, par l'introduction du facteur x, la réduction préalable
s'y trouve spontanément établie, et les coordonnées du centre
du cercle sont6=3 -, a = — ~, si l'on prend le paramètre delà
parabole égal à Tunilé, c'est-à-dire au rayon trigonométrique. Envers une parabole tracée d'avance, celte relation servira,' au contraire, à ajuster convenablement ce rayon, et, par suite, la ligne donnée 6, d'après le mode que j'ai expliqué en son lieu pour la détermination graphique de ce paramètre.
Soit encore l'équation très-simple a:' = 2a', qui se rapporte directement au problème de la duplication du cube. La préparation algébrique y* est pareillement spontanée, et l'on trouve
alors ^ = - w, a = — • en sorte que le cercle sera très-facile à
construire, môme en laissant m quelconque par rapport à a. En multipliant de tels exercices, le lecteur devra s'attacher, soit ày comparer judicieusementcemode spécial aveclesdivers autres systèmes graphiques, soit aussi à y faire sufflsamment concorder les indications particulières de la figure avec celles que fournit directement l'appréciation algébrique de chaque cas. Sous ce dernier aspect, il serait aisé, par exemple, de constater, envers les deux équations précédentes, que la construction y confirme l'existence nécessaire de trois racines réelles dans la première, et de deux racines imaginaires dans la seconde, quelles que soient les données respectives.
CHAPITRE PREMIER
Notions fondamentales.
127. Notre élude élémentaire de la géométrie analytique n'en caractériserait point suffisamment le véritable esprit fondamental, sinous ne consacrions pas lafln de ce traité à apprécier sommairement sonindispensable extension àlathéoriegénérale des surfaces courbes, en tant qu'elle reste accessible à l'analyse ordinaire. Outre sa propre importance scientifique, ce dernier ordre de conceptions doit exercer spontanément une heureuse réaction logique sur l'ensemble de la géométrie plane, dontles principales notions, ainsi considérées finalement d'un point de vue supérieur, deviendront à la fois plus simples et plus systématiques. Quoique cette étude des surfaces n'ait été méthodiquementinstituéeque depuisun siècle environ, et qu'elle doive être jusqu'ici beaucoup moins développée que celle des lignes; elle constitue évidemment, par sa nature, un sujet bien plus
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Q même temps que plus dirGcile, puisque les snrfaces 'lent nécessairement plus de variété que les lignes. i, en effet, résultant du mouvement d'un simple point, leul différer entre elles que par la loi d'un tel déplacetandis que, outre cette source de diversité, qui alors mËme plus étendue, les surfaces se distinguent surtout s des autres d'&près la nature des lignes génératrices. issor plus récent de cette partie de la géométrie, sous ipllssement essentiel de la grande rénovation cartésienne, abord y faire ordinairement prévaloir de meilleures halogiques, et y restreindre aussi les études actuelles aux .lions les plus générales; en sorte que, malgré sa comn et sa fécondité supérieures, nous pourrons ici la caer suflîsammenl k l'aide d'un développement beaucoup e que celui qu'a exigé la géométrie plane. Ses concepi constituent d'ailleurs, à divers égards, qu'une simple an de ceUes qui sont propres à la théorie des lignes ; or, ixposition en ayant fait directement ressortir l'esprit j le lecteur n'éprouvera aucune grave difficulté k les rspontanémentd'aprèscettenouvelledestination. Ainsi, u des avantages inhérents au plan qui caractérise ce jette dernière étude géométrique y devient naturelleisceplible d'une forte condensation, en nous bornant k uer rapidement tout cequi est essentieUemenl analogue Jons déjà établies, et réservant nos explications spéour les seules considérations qui soient vraiment prola géométrie à trois dimensions, juela théorie des surfaces constitue son principal objet, aussi destinée nécessairement i compléter et à générathéorie des lignes, que nous avons dû réduire jusqu'ici irbes planes. Or, l'importance et la simplicité de cescas ent pas empêcher de recomialtre combien il est parti-
culier dans Tensemble total des figures curvilignes. Car, si les courbes cylindriques, par exemple, étaient étudiées aussi spécialement que celles qu'on peut tracer sur un plan, elles offriraient certainement autant de diversité au moins : il en serait de même parmi les courbes coniques, ou sphériques,etc. Toutes ces formes si Variées restent encore enveloppées sous la commune dénomination de courbes à double courbure^ relative au caractère fondamental qui les sépare des courbes planes : en partant de Tétat rectiligne d*un fil parfaitement flexible en tous sens, celles-ci résulteront d'une simple /7e.Tt(m proprement dite, laissant tous les éléments du fil dans un même plan; tandis que les autres, s'écartant davantage de la figure initiale exigeront, en outre, une véritable torsion^ changeant, en chaque point, la direction du plan de deux éléments consécutifs. Malgré que Tusage de ce terme expressif tende habituellement à dissimuler Textrème diversité naturelle des lignes correspondantes, on sent néanmoins qu'il existe nécessairement parmi elles bien plus de variété qu'entre les courbes planes, quoique les géomètres s'en soient jusqu'ici beaucoup moins occupés. L'étude même des lignes ne saurait donc acquérir, en géométrie plane, toute la plénitude et la généralité convenables, outre que les seules figures qu'on y considère ne peuvent d'ailleurs y être envisagées dans leurs plus vastes relations mutuelles. Néanmoins, l'appréciation des courbes n'est presque jamais qu'accessoire en géométrie à trois dimensions, où la plupart des conceptions analytiques, soit élémentaires, soit transcendantes, ne concernent directement que les surfaces, à l'étude desquelles on rattache les spéculations sur les lignes. Toutefois, on ne doit pas oublier que, dans le développement historique de la géométrie moderne, ce dernier ordre de considérations a constitué, entre la géométrie plane et la géométrie à trois dimensions, unesorte de transition
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e, dont la première ébauche remonte jusqu'à Des- !t qui tendrait k se reproduire spontanément dans la générale de l'initiation individuelle, si l'essor direct laides pensées géométriques n'y permettait aujourd'hui luUoQ plus rapide.
U faut d"abord établir ici, comme en géométrie plane, option préliminaire des systèmes de coordonnées, sans , departnid'anlre, les idées géométriques ne sauraient réductiblesàdes idées numériques, seul sujet immédiat ;ulation6 analytiques.
Ldispensabte préambule consiste maintenant à- déternpointdansrespaceparl'intersection de trois surfaces, nature et le mode de variation caractérisent lesyslème louuées adopté, etdont une seule condition restée arbiidique, en chaque cas, la coordonnée correspondante, le système rectiligne proprement dit, qui, encore plus r la géométrie plane, mais d'après de pareils motifs, tre presque exclusivement employé, ces trois surfaces jours des plans respectivement parallèles à trois plans' le nous supposerons ordinairement rectangulaires, et oupent selon troisdroites, dès lors rectangulaires aussi, désigne également sous le nom d'axes. Les coordoncbaque point sont ses distances à chacun de ces plans nés, mesurées suivant l'axe extérieur, et le plus sou- ' ce même axe, où elles représentent d'ailleurs les ans respectives de la distance du point à Vorigine comïs plansou axes fixes : on peut en outre, les former par ojections successives du point proposé M (Jlg.SO), sur plans coordonnés, et decetteprojection N surl'un des ce plan ; ce qui est surtout propre à mieux indiquer la nutuelle des trois coordonnées. Quant à la manière rs valeurs combinées déterminent la position du point
correspondant, elle revient à concevoir celui-ci comme le sommet opposé à l'origine dans le parallélipipède construit sur les axes avec des côtés égaux aux coordonnées respectives : en s'aidant de la construction analogue en géométrie plane, on peut aussi employer les coordonnées x et y, que nous supposerons habituellement horizontales, à déterminer, suivant le mode ordinaire, la projection horizontale N du point cherché, dont la hauteur verticale sera indiquée ensuite par la troisième coordonnée z. Ces trois coordonnées sont évidemment susceptibles de signe, et il est indispensable d'y avoir égard, afin de distinguer suffisamment les huit régions dans lesquelles Tespace est divisé par les trois plans fixes indéfiniment prolongés en tous sens, et dont chacune pourrait également convenir à un même groupe de valeurs de a;, y, z, si la considération du signe ne dissipait Tambiguïté géométrique propre à chaque distance.
L'unique système qui, à défaut du précédent, soit quelquefois employé, commeengéom6trieplane,maisencore plus rarement, sous le nom dejDo/aire, consiste à déterminer un point, dans l'espace, d'après sa distance w à un point fixe 0 [fig, 81) et les deux angles <p et ^ formés par cette droite variableavecdeuxaxes fixes 0 <p, 0 1|/, que nous supposerons communément rectangulaires et horizontaux. Chaque point M résulte alors de l'intersection d'une sphère, à centre fixe, dont le rayon variable est indiqué par la valeur de la coordonnée linéaire w, avec deux cônes circulaires droits, ayant respectivement pour axes fixes les deux axes polaires, et dont les angles variables sont égaux aux valeurs correspondantes des deux coordonnées angulaires 9 et ^. On adopte quelquefois, surtout en mécanique, dans la théorie analytique des rotations, un système, que l'extrême pénurie de notre langage géométrique conduit aussi à qualifier ordinairement de polaire, et qui pourtant diffère beaucoup du précédent, quoiqu'il soit, comme lui, réellement analogue au système
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nsi nommé. Il consiste à déterminer d'sbord la projecirizoDtale N du point proposé d'après ses coordonnées s planes r et a, pour aboutir ensuite au point H h l'aide :linalson 6 de son rayon vecteur sur un axe perpendicu- Li plan correspondant : cette troisième coordonnée est la vraiment commune aux deux systèmes, en tant qu'elle .lit aussi le point à faire partie d'un cône dont l'axe est lais les deux premières correspondent k de nouvelles !s, l'une indiquant un cylindre vertical au lien d'une , et l'autre un plan vertical au lieu d'uncône.Tontesles lés que pourrait, en général, présenter l'exacte apprécomparalive des divers systèmes de coordonnées dans e seront tonjoursfacilesàdissiperdelaméme manière, judicieux examen respectif de la nature et du mode de on des surfaces introduites.
ecessystèmesde coordonnées, seuls usités, la géométrie que à trois dimensions en pourrait évidemment adopter inité d'autres, dont la variété y est nécessairement encore «ndue qu'en géométrie plane, vu la multiplicité et la cation supérieures des lieux ainsi combinés. Si, par le, on déterminait un point d'après ses dislances à trois il résulterait de l'intersection de trois sphères à centres t à rayons variables. De mSme, en introduisant les disde chaque point à trois axes donnés, il se trouverait à la itre des trois cylindres variables construits autour de ces Hais il serait superflu d'insister ici sur des explications imeul dépourvues de toute utilité scientifique, et dont logique est déjà rempli spontanément par l'enlière génélue le lecteur a imprimée babituellement à une telle no-
Cette conception préliminaire permet d'apprécier immëlent la correspondance fondamentale entre les surfaces
et les équations, instituée d'abord par Clairaut, ^uivi d'Euler, d'après une heureuse extension de la grande idée mère que Descartes avait fondée un siècle auparavant.
Quand un point se déplace arbitrairement dans l'espace, ses trois coordonnées constituent des variables entièrementindépendantes. Mais si, sans avoir un trajet déterminé, il se trouve assujetti à rester sur une certaine surface quelconque, celle-ci tiendra lieu naturellement de l'une de celles qui correspondent aux coordonnées adoptées, dont deux seulement suffiront alors à rentière détermination de chaque position, en sorte que la troisième résultera nécessairement des autres, suivant une équation correspondant à la propriété commune aux divers points de la surface proposée, et dès lors susceptible de représenter analytiquement cette surface, dont les moindres variations géométriques, mèixieles plus simples déplacements, affecteront plus ou moins une telle équation, où d'égales valeurs des deux variables indépendantes devraient procurer des valeurs nouvelles à la variable dépendante. C'est le même principe fondamental que dans la géométrie plane, avec une innovation capitale, relative à l'indépendance simultanée de deux variables, qui résulte ici de l'indétermination supérieure des lieux considérés : l'étude des surfaces constitue habituellement la première source historique et le meilleur type dogmatique d'une telle pluralité, qui a tant agrandi l'ensemble des spéculations analytiques. Toute surface rigoureusement définie d'après une propriété commune à tous ses points est donc représentée analytiquement par une équation à trois variables entre leurs coordonnées quelconques. Dans le système rectiligne, nous supposeronshabituellement, pour simplifier le discours, de manière même à faciliter accessoirement la pensée, que les deux coordonnées horizontales :tr et ^ soient les variables indépendantes, et que la fonction proposée s6 rapporte à l'ordonnée verticale z. 85
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:1 seiail superflu d'expliquer formeUement, & ce sujet, que, nme en géométrie plane, l'équation de chaque lieu sera reive h la nature des coordonnées employées, mais d'ailleurs inement indépendante, pour ch&que système, de la diversité ) définitions.
4ous recoDnatlroDs bientôt que, la géométrie comparée étant ourd'huibeaucoupplusavancéeenyersles surface s qu'en vers courbes, l'art de former les équations propres aux diverses Taces est déjà susceptible de certaines règles générales, dont ude constituera le principal objet de notre élaboration aclie, et qui ne comportaient aucun équivalent dans la géotrie à deux dimensions. C'est pourquoi nous pouvons dé- ;er cette introduction de toute série d'exemples préliminaires itive à cette formation, qui doit être ensuite soigneusement iréciêe. J'en indiquerai seulement ici, pour fixer lesidées, un <-pctit nombre, directement résultés delà formule élémene, d'ailleurs indispensable II connaître, qui détermine la :ance de deux points dans t'espaced'aprës leurs coordonnées Lilignes.
li les axes sont rectangulaires, ce qui constitue le seul cas iment usuel, il suffira de concevoir, du point le plus bas, ! horizontale menée h la rencontre de la verlicale de l'autre at : le triangle rectangle ainsi construit, et dont la distance rchée sera l'hypoténuse , présentera deux côtés connus, i égal àladifférencedesordonnées verticales des deux points, l'autre à la distance de leurs projections horizontales, Etlablement assignable d'après la formule analogue de géo- Lrie plane. Conformément au théorème de Pythagore, la ance de deux points est donc exprimée, dans l'espace, ime sur un plan, par la racine carrée de la somme des ■es des différences de leurs coordonnées respectives : seuleit cette formule se compose ici de trois parties au lieu de
deux. En supposant les axes obliques, la formule devrait être beaucoup plus compliquée, et deviendrait
+ ^[x'—x'){y''—y') cosXY + 2(a?"— a;') (:&"— a ') cos XZ
+ 2 (y"— y') (:5"-:5')cosYZ,
suivant une application très-simple du principe des projections, que j'aurai bientôt lieu d'indiquer spécialement.
D'après la formule précédente, on peut immédiatement former l'équation de la sphère, si l'on définit cette surface, selon sa plus simple propriété, comme le lieu des points équidistants de son centre. Il en résulte aussitôt l'équation
[x — a)« + (2/ -^ bf +{% — c)«= r*,
envers des axes rectangulaires, par rapport auxquels û, 6, c, désignent les coordonnées du centre : tel est le type analytique fondamental qui doit faire invariablement reconnaître la sphère, quelle que puisse être la diversité de ses définitions géométriques.
On pourrait ainsi, par exemple, manifester aisément la nature sphérique de la surface qui comprend tous les points de l'espace éclairés par deux lumières, en généralisant la recherche du n* 21. En plaçant l'origine à l'un des points fixes, et dirigeant Taxe des z vers l'autre, cette définition fournit immédiatement, d'après la formule des distances, l'équation
a (x* + 2/2 -f (x — df) = b[(x?'^y-{- %^),
qui, comparée à la précédente, fait aussitôt reconnaître la sphère indiquée à la fin du n° cité.
La même formule conduirait aussi facilement à Téquation du quatrième degré
[x" + yîjâ -h 2 (x^ + î/) (»2 + d«) + (î6» — d^)^— w*.
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our le lieu des points de l'espace donl les distances k deuK i^les sont inversement proportionnelles, en généralisant la éfinilioa du n" 22.
130. Quant k la représentation analytique des lignes dans espace, notre principe fondamental, sur l'exacte appréciation a degré d'indépendance des variables propre à chaque cas, Smontre directement qu'elle doit ici s'accomplir suivant im lut autre mode qu'en géométrie plane. Car, le trajet du point écrivant se trouvant alors fixé, une seule de ses trois cooronnées reste arbitraire, et les deux autres en résultent néissairement à la fois, la ligne donnée suppléant naturellelent aux deux surfaces qui leur correspondent ordinairement. r,une équation unique ne pouvant jamais déterminer qu'une u'iable unique, ce lieu plus restreint ne pourra donc Ctre 1,'ilytiquemenl caractérisé que par un couple d'équations, 9nt chacune, à cet égard, serait isolément insunisante, et qui ibordonneront, par exemple, les deux coordonnées borizonles X eiyh l'ordonnée verticale z, que nous y supposerons ibiluellement indépendante. Ce dualisme indispensable, qui mslitue une profonde différence entre la géométrie & trois diensions et la géométrie plane relativement à la théorie analique des lignes, correspond géométriquement à la considéition de toute lig:ne comme l'intersection de deux surfaces, ispectivement résultées de l'interprétation séparée de chaque ément d'un tel couple analytique. Rien n'est plus propre que :ttenotion fondamentale à fairedéjàsenlirnettementque l'élude !s surfaces constitue surtout le sujet naturel de cette seconde oitié de la géométrie générale, où l'analyse ne peut exprimer s idées de lignesque d'après une combinaison indirecteel comiquée. Si jamais les divers ordres de courbes & double courire, soit cylindriques, soit coniques, soit sphériques, etc., intAussi spécialement étudiés queles courbes planes.il faudra,
sans doute, en revenir, à leur égard, comme pour celles-ci, à Tusage d'une seule équation à deux variables, envers des coordonnées convenablement choisies, en chaque cas, d'après la nature de la commune surface considérée : telles seraient, par exemple, quant aux courbes sphériques, des coordonnées sphériques analogues à celles employées en géographie et en astronomie. Mais, tant que toutes les sortes de lignes resteront assujetties, dans Tespace, à une même appréciation analytique, on ne saurait éluder la nécessité de représenter analytiquement chacune d'elles par la coexistence de deux équations à trois variables, quels que doivent être évidemment les graves inconvénients d'un mode aussi pénible et aussi détourné.
Un tel dualisme analytique comporte nécessairement, envers chaque ligne, une infinité de formes différentes dans un même système de coordonnées ; car, les deux équations primitives n'étant alors considérées que relativement à leurs solutions communes, on en pourra déduire une foule de combinaisons distinctes, dont deux quelconques constitueraient un couple équivalent au premier, quoique composé d'éléments différents. Géométriquement, cette diversité nécessaire devient encore plus sensible, puisque la même ligne pourra toujours résulter d'une infinité d'intersections de surfaces, celles-ci n'étant assujetties qu'à faire partie de celles sur lesquelles on peut tracer la ligne considérée. On utilisera souvent unetelle variété, conçue suivant toute son extension, en choisissant les surfaces dont les équations peuvent être le plus simplement formées : c'est ainsi, par exemple, que, de toutes les combinaisons géométriques propres à produire le cercle, celle de la sphère avec le plan s'adaptera mieux qu'aucune autre à l'expression analytique de cette courbe dans l'espace. Mais, quels que soient les avantages réels de cette multiplicité, elle devient, sous un nouvel aspect, la source nécessaire d'une fâcheuse ambiguïté,
particulière à la géométrie à trois dimensions, où Ton est ainsi exposé fréquemment à juger distinctes des lignes qui pourtant coïncident, quand les deux équations de la première, quoique séparément différentes de celles de la seconde, constituent pourtant un couple, géométrique ou analytique, pleinement équivalent.
D importe donc d'apprécier maintenant, avec toute la généralité convenable, le procédé fondamental, trop étroitement conçu jusqu'ici, d'après lequel on peut réparer cet inévitable inconvénient, en organisant un mode invariable propre à faire toujours reconnaître, sans aucune équivoque, chaque ligne spéciale dans un mêmesystèmedecoordonnée&. En considérant d*abordce procédé sous le simple aspect analytique, il consiste, en général, à séparer, par une double élimination, les deux fonctions que contiennent simultanément les deux équations primitives, /\ [x\ y, 2) «=0 et /i [x, y, z) =0, de la ligne proposée. Puisque, en effet, les valeurs de z déterminent alors celles de x et y, on conçoit que Tambiguïtc n'existe qu'en vertu du mélange de ces deux fonctions, qui peut s'opérer d'une infinité de manières. Si on les sépare, en éliminant, tantôt y, tantôt X, entre les deux équations données, ces deux résultats a; = <p (z) et y =vj/ (z), ou <p [x, js) = 0 et ij^ (y, z) = 0, se retrouveront nécessairement toujours les mêmes, du moins au fond, quel que soit celui des divers couples équivalents d'où ils aient pu être successivement tirés : toute différence réelle, soit envers tous deux, soit m/^rae quant à un seul, constaterait certainement la discordance effective des combinaisons con*espondantes.
Pour mieux apprécier .la destination de cette double élimination, il nous reste à concevoir son interprétation géométrique, qui varie inévitablement selon le système de coordonnées adoptr. Dans le système rectiligne, l'équation débarrassée de
Tune des variables doit convenir, non-seulement aux divers points de la ligne proposée, mais aussi à tous ceux des droites indéfinies quisV dirigeraient parallèlement à cette coordonnée, et dont Tensembie formerait la surface cylindrique qui servirait à projeter la ligne sur le plan des deux coordonnées que renferme exclusivement une telle équation. Ainsi, ce mode analytique consiste, géométriquement, àchoisir uniformément parmi l'infinité de surfaces contenant chaque ligne donnée, les deux cylindres correspondants à ses deux projections verticales; leur combinaison sera toujours pleinement caractéristique, puisque, constamment uniques pour une même ligne, ils ne peuvent d'ailleurs nullement varier sans la faire aussi changer nécessairement. On voit que la préférence spontanément accordée à ce couple géométrique, entre tous ceux qui auraient pu également caractériser chaque lieu, doit surtout résulter de la plus grande facilité qu'on trouve à y aboutir analytiquement, de quelque autre combinaison qu'on soit d'abord parti. Telle est la principale destination de ce système, primitivement suggéré par la considération des deux projections, d'où Descartes faisait dépendre la détermination de chaque courbe à double courbure. Mais, en conservant cette appréciation initiale, il importe desentirtoujoursque chacune de ceséquations à deux variables <p [x, z) = 0 et ij; (y, z) = 0, représente, à proprement parler, l'ensemble du cylindre projetant, et non la seule projection correspondante, qui exigerait, en outre, que, par une restriction expresse ou tacite, on supposât nulle, la variable qui n'y entre pas. A quelques Abréviations de langage qu'on puisseètre graduellement conduit. Une faut jamais oublier que, dans l'espace, toute équation isolée, môme à une variable unique^ représente nécessairement une surface, et qu'aucune ligne ne peut s'exprimer que par la combinaison de deux équations.
Enfla, quanta celte DoiîoD fondamenlale. qui n'a pu trouver l'analogue en géométrie plane, il convient, pour en mieux ^sirl'e&prit géométrique, d'en considérer aussi l'interprélaiou d'après unautre système de coordonnées, aflnd'en écarter e caractère absolu qui l'altère communément. Dans le ppemier les deux systèmes polaires, par exemple, la double éliminalîoa i-desBUsexpliquée,et qui aura toujours le m^me onice analyique, conduira à deux équations /i (u, f) = 0. /, (u, ■^] = 0, lontchacune,pouvantégalemenlcoDvemràtoutes les positions ■ésultées de la rotation d'un point quelconque de la ligne pro- )oséeautourderaxe polaire correspondant, représentera, non ïlus un cylindre, mais une surface de révolulion, La séparadon analytique des deux fonctions angulaires 9 et ^i de la cariable linéaire u, consistera donc alors, gt^ométriquement, !t concevoir chaque ligne comme l'intersection des deux corps ronds qu'elle produirait en tournant successivement autour les deux axes polaires. Si l'on eût au contraire, éliminé u, l'éqnation entre lesdeux angles eût indiqué uncdne ayant pour base la courbe proposée et dont le sommet resterait uniformément fixé au pdie.
Telles sont les notions fondamentales qui démontrent que, quoique, dansl'espace, comme surua plan, la pensée géométrique de ligne corresponde toujours & la conception analytique d'une seule variable indépendante, ces deux cas généraux diffèrent profondément en ce que la ligne, d'abord caractérisée par une fouction unique, ne peutl'étre maintenant que par un couple de fonctions de cette commune variable, mutuellement solidairesà cet égard, et dont chacune isolément conviendrait & une certaine surface, de nature appropriée à celle du systètne de coordonnées adopté.
131. Réciproquement envisagée, l'idée mère de la géométrie analytique ii trois dimensions conùste à concevoirla représen-
lation nécessaire de toute équation à trois variables, en chaque système de coordonnées, par une surface déterminée, que cette première définition abstraite caractérise toujours suffisamment. En considérant,par exemple,le système rectiligne ordinaire,il est d'abord aisé de concevoir quelelieu géométrique doitêtre alors plus étendu qu'une simple ligne, pour correspondre à Tindétermination supérieure d'une telle équation, où deux des variablesrestentindépendantes,ce qui permet au point décrivant de tenir une routeentièrementarbitraire suivant chacun des deux axes horizontaux, sa hauteur verticale étant seule fixée d'après sa projection horizontale. Mais on peut établir plus clairement cette notion fondamentale, et de manière à caractériser la marche générale propre à la discussion géométrique des équationsà trois variables, en s'aidantconvenablement des discussionsdéjà accomplies engéométrie plane.
Supposons, en effet, que, dans l'équation quelconque f [^^ y»^) = 0, on attribue à l'une des variables, z par exemple, une certaine valeur constante c, elle se réduira ainsi à deux variables, sous la forme /'(^, y, c)= 0, dès lors restreinte aux points du lieu que contiendrait le plan horizontal z^= c : or, en cet état elle représentera une certaine ligne, que la géométrie plane nous fera connaître, et qui changera nécessairement, au moins de position, quand cette constante c, quiy figure àtitre de paramètre plus ou moinsinfluent, prendraune nouvelle valeur. Le lieu géométrique de l'équation proposée se montre donc composé, non d'une ligne, mais d'une infinité de lignes, régulièrement superposées par couches horizontales, et constituant, dans leur ensemble, une véritable surface, d'ailleurs fermée ou illimitée, continue ou discontinue, suivant que les valeurs constantes de 2 seront ou non assujetiiesà certaines limites, supérieuresouinférieures,hors desquelles l'équation /(x, y, c)=0 ne comporterait aucune ligne, comme n'ayant plus de solutions
if " f
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réelles, selon nos explications antérieures. Toute surface pouvant être engendrée par une ligne déterminée mais mobile,quc nous qualiflerons habituellement dep^w^ra^nc«,glissant, d*après uneloi donnée, sur une autre ligne flxe, que nous nommerons directrice, le lieu géométrique de Téquation proposée résultera du mouvement delà ligne f [x^ y, c) = 0, dont la nature dépend surtout du mode suivant lequel cette équation contient x et y, et dont le genre de variation se rapporte à sa composition enj5 : ilsuflîrad'assujettircetteligne à rencontrer toujours, par exemple, Tune des traces verticales de la surface cherchée, qu'on déterminera en annulant y ou a;. Si les trois variables n'entrent pas semblablement dans Téquation, les trois sortes de coupes de la surface correspondante par des séries de plans parallèles aux trois plans coordonnés ne seront pas également propres à donner une idée claire de sa génération, et il faudra faire entre elles un choix plus ou moinsimportant. Quelquefois, d'ailleurs, les plus simples sections résulteraient de plans parallèles dirigés obliquement aux axes coordonnés. Il pourra môme arriver que les coupes les mieux comparables correspondent àdes plans non parallèles, dont la succession serait réglée, par exemple, comme tournant autour d'une certaine droite, ou selon toute autre loi. Enfin, pour indiquer déjà, à cet égard, la plus vaste conception géométrique, il faut considérer, en général, que la série de surfaces auxiliaires la plus propre à fournir des sections nettement appréciables pourra, quoique rarement, ne pas se composer de plans, mais plutôt de sphères ou de cylindres, ou de cônes, etc., suivant la nature de la surface cherchée. Mais, quel que soit le mode de réduction de la discussion des surfaces à celle des lignes, on voit ainsi que le lieu géométrique de toute équation à trois variables se présentera toujours, plus ou moins clairement, comme engendré par une ligne déterminée, ordinairement plane,
glissant, suivant une loi connue, sur une certaine directrice. La seconde partie de ce traité élémentaire de géométrie analytique à trois dimensions montrera bientôt que Félaboration naissante de la géométrie comparée d'après la grande conception de Monge a déjà permis de soumettre aujourd'hui à quelques véritables règles cette discussion générale des équations de surfaces,aussi bien que leur formation ; ce qui doit ici nous dispenser essentiellement, sous Tun et l'autre aspect, des deux séries d'exercices qui ont été indispensables, en géométrie plane, pour caractériser suffisamment un ordre de considérations qui n'y est point réductible encore à de vrais principes rationnels. Je vais donc me borner maintenant, quant à la discussion, comme je l'ai fait ci-dessus quant à la formation, à des exemples fort simples, uniquement destinés à éclaircir ce que les explications précédentes pourraient offrir de trop abstrait.
Soit, d'abord, l'équation a:* + y* + -' = ^i qui,quoique évidemment comprise dans un type connu, doit être actuellement considérée indépendamment de toute notion antérieure. En y supposante constant, il en résulte la courbe x^-\-f/^=i — c^; ainsi les coupes horizontales du lieu sont toujours dos cercles ayant leurs centres sur l'axe vertical, et dont les rayons décroissent à mesure qu'on s'éloigne du plan des xi/, jusqu'à la hauteur 1, où le cercle se réduit à son centre, après quoi la courbe n'existe plus, de manière à indiquerleslimites verticales de la surface,d'ailleurs symétrique autour du plan horizontal. Ces caractères annoncent clairement une surface de révolution autour de Taxe des z, en sorte qu'il ne reste plus qu'à déterminer son méridien, servant à diriger le mouvement du cercle générateur : il suffit, pour cela, de faire y = 0, ce qui donne à la trace verticale de la surface cherchée, x^ -{' z^ = 1, une figure également circulaire, ayant aussi son centre à l'origine.
r^ ^Kj-
>st:-
L'ensemble de ces indications Successives ne permet pas de méconnaître la nature sphérique du lieu proposé.
Considérons ensuite Téquation 2*= ary. Des coupes horizontales y fgurniraient des hyperboles équilatères, dont le centre resterait sur Taxe verlical, et dont les asymptotes demeureraient parallèles aux axes horizontaux : leurs sommets, toujours contenus dans le plan bissecteur, y = a:, de l'angle des deux plans verticaux^ formeraient une parabole, ayant son sommet à l'origine, son axe confondu avec celui des z, et un paramètre égal à 2, d'après sa projection verticale .t3= 2. Mais la nature de l'équation proposée indique aussitôt que des sections parallèles aux autres plans coordonnés seraient ici préférables, puisqu'elles consisteraient en de simples lignes droites j5=ca:, pour y=c : cette nouvelle génératrice, constamment parallèle au plan des xz^ quoique sa directioit soit variable, rencontre d'ailleurs toujours l'axe des y. On déterminera la meilleure directrice correspondante en cherchant la trace de la surface sur un plan parallèle à celui des yz, par exemple le plan x = d, qui donnera z = rfy, d'où il résulte également une droite. La plus simple génération de cette surface consiste donc, en résumé, à faire mouvoir, sur deux droites fixes qui ne se rencontrent pas, une droite parallèle à un plan fixe. Ce mouvement peut d'ailleurs s'opérer, évidemment, de deux manières différentes, puisque, l'équation étant symétrique entre x et y, ce qui a été remarqué ci-dessus envers l'un des plans verticaux convient également à l'autre.
Examinons enfin la surface 2^=xy. Ses sections horizontales seraient encore des hyperboles équilatères,analogues aux précédentes : mais le lieu de leurs sommets, qui correspondent toujours au plan bissecteur y = a:, se compose maintenant de deux droites menées, à l'origine, sous un angle de 45'', autour de l'axe vertical, comme l'indique la nouvelle
projection verticale z = :tx. L'ensemble de cette appréciation indique déjà sufGsamroent un cône droit, à base hyperbolique horizontale, et dont le sommet se trouve à Torigine. Mais la nature de ce lieu, que n'éclairciraient pas des coupes parallèles aux deux autres plans coordonnés, ressortira surtout de Texamen des sections verticales opérées en tous sens autour de Taxe de z : car, Tun quelconque de ces.plans, analytiquement caractérisé d'après sa trace horizontale y = ax, déterminera toujours deux lignes droites passant constamment à Torigine, conformément à la seconde projection 2 = ± a? \/ a.
Sans multiplier davantage de tels exemples, j'engage le lecteur à s'exercer spontanément & ces discussions de surfaces, en partant d'équations un peu plus compliquées, mais pourtant assez simples pour que l'élaboration analytique n'absorbe pas l'attention principale, qui doit alors rester concentrée sur Tappréciation combinée des divers documents géométriques empruntés à l'étude des figures planes. Ce genre d'exercices, dont l'utilité logique dépend surtout de leur spontanéité, i^st encore plus propre que la discussion des équations à deux variables à faire convenablement ressortir le véritable esprit de la géométrie analytique, en régularisant l'interprétation géométrique du mode de composition de ces équations, même envers chacun des paramètres qu'on y supposait d'abord constants.
Après avoir considéré, en général, l'appréciation géométrique de toute équation à trois variables, il serait superflu de s'arrêter formellement au cas d'un couple quelconque de pareilles équations, puisque la ligne, qui en constitue nécessairement le lieu, y est aussitôt définie par l'intersection des deux surfaces séparément résultées de chacune des deux équations proposées .L'interprétation concrète ne saurait être directe qu'à l'égard d'une seule équation. Un tel assemblage ne peut exiger,
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en géométrie analytique, d'autres principes propres que les notions déjà étahlies sur la manière de dissiper régulièrement Tambiguïté fondamentale qui s'y rattache. Toute la discussion géométrique de chaque couple spécial n*y doit offrir d'autre difficulté nouvelle que le choix des plus simples surfaces susceptibles de contenir la ligne considérée, et qui peuvent différer souvent de celles qu'indiquent les deux équations primitives, dès lors ultérieurement remplacées par d'heureuses combinaisons mutuelles.
132. Dans Tespace, comme sur un plan, notre système de géométrie analytique se trouve nécessaireitaent assujetti à des imperfections fondamentales, à la fois g^^ométriques et analytiques, qu'il conservera probablement toujours, mais envers lesquelles il suffit ici d'indiquer sommairement la simple extension des remarques déjà soigneusement expliquées au n**8, et qui n'ont maintenant besoin d'aucune élaboration nouvelle.
Sousl'aspect géométrique,rinstitution actuelle des équations esi radicalement vicieuse, pour les surfaces aussi bien que pour les lignes, en ce qu'elle ne permet point de représenter analytiquement une portion de lieli, ni par suite un lieu discontinu, composé de diverses parties de figures distinctes.il en résulte quelquefois une imparfaite harmonie entre nos équations et les définitions correspondantes, qui devient surtout fâcheuse envers les phénomènesnaturellement relatifs à de tels assemblages, comme, par exemple, quand on étudie l'équilibre ou le mouvement des températures dans un polyèdre quelconque.
Du point de vue analytique, la représentation géométrique des équations à trois variables est souvent incomplète, puisqu'on n'y tient aucun compte des solutions imaginaires, qui fréquemment y prédominent, et qui même y peuvent être exclusives. Outre les conséquences ordinaires d'une telle imper-
feclion, lorsqu'une équation ne fournit aucun lieu quelconque ou indique seulement des points isolés, il faut ici remarquer une nouvelle anomalie, consistant en ce quelelieu géométrique, cessant d'être une surface, suivant le principe fondamental, peut devenir une simple ligne, si Téquation est constituée de manière à se décomposer en deux autres, auxquelles doivent simultanément satisfaire toutes ses solutions réelles. Tel serait le type
(cp {X, y, z) )2^' + [^ (X, y, <i)2/'= 0,
dont l'analogue en géométrie plane, ne fournissait que quelques points incohérents, mais qui maintenantsemble comporter un véritable lieu géométrique, la ligne commune aux deux surfaces 9 (ar, y, 2) = 0 et »j/ (a:, y, z) «=- 0. Il faut toutefois remarquer que ce prétendu lieu n'est pas plus caractéristique que l'autre de l'équation d'où il provient; puisque la même ligne pourrait évidemment résulter d'une infinité d'autres équations de cette nature , analytiquement très-distinctes, quoiqu'admettant les mêmes solutions réelles.
Outre cette double imperfection radicale, qu'on peut justement reprocher à notre système de géométrie analytique, où elle altère, à divers égards, la relation fondamentale entre le concret et l'abstrait, quoiqu^il soit d'ailleurs presqu'impossible d'y remédier convenablement, une critique exagérée a quelquefois conduit à attribuer vicieusement à ce système une impuissance logique dont il ne doit pas philosophiquement répondre, en tant que certainement inhérente à la nature du sujet, et non à l'insuffisance de nos conceptions mathématiques. J'ai surtout en vue le défaut de représentation géométrique des équations assez indéterminées pour contenir au delà de trois variables, et envers lesquelles la géométrie ne saurait fournir aucune exacte interprétation concrète, qu'il faudrait alors
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emprunter à des phénomènes plus compliqués, et par suite plus variés, tels que ceux du mouvement, si cette complication supérieure ne devait pas, au contraire, être plutôt considérée comme constituant un obstacle insurmontable à TefBcacité logique d'une telle peinture, qui ne saurait vraiment éclaircir des relations dès lors destinées à rester exclusivement abstraites. Toutefois, on a fait quelques tentatives partielles sur l'interprétation géométrique des équations à quatre variables, en les concevant relatives, non plus à des surfaces, mais à des volumes, suivant le progrès naturel d'une telle indétermination. Il n'est pas inutUe ici d'apprécier sommairement de tels efforts pour vérifier spécialement qu'ils ne sont susceptibles d'aucun succès vraiment fondamental, et que le nombre trois, indiqué par les dimensions nécessaires de l'étendue commepar les coordonnées propres aux positions les plus indéterminées, limite inévitablement le degré d'indépendance des variables qui peuvent régulièrement coexister dans les équations purement géométriques.
En considérant la quatrième variable comme un paramètre susceptible de valeurs successives, l'équation f{x^ y, z, /)== 0 représentera, en coordonnées rectilignes et rectangulaires, par exemple, une certaine surface, de nature déterminée ; mais dont la position changera, ainsi que la grandeur ordinairement, à l'imitation de ce que nous avons remarqué ci-dessus- en passant de deux variables à trois. Le lieu géométrique de l'équation proposée se montrera donc formé d'une suite de couches superficielles, régulièrementdisposées, selon la composition de l'équation par rapport à ^, que Ton pourra compter suivant un quatrième axe, alors purement factice, également incliné sur les trois premiers, pour simplifier Timage. Mais ce sera seulement dans quelques cas particuliers qu'un tel ensemble de surfaces constituera un véritable volume, exactement circon-
scrit, et non une masse confuse, le plus souvent même remplissant l'espace entier. Cet assemblage ne saurait devenir suffisamment net qu'autant que les surfaces partielles seront fermées et que les valeurs de la quatrième coordonnée se trouveront limitées. Telle serait, par exemple, l'équation ^*+y'+^*+^'=^i qui, mise souslaforme a:^-|-y*4"^*=i — /", indique une suite de sphères concentriques, dont le rayon décroîtra de 1 à 0, à mesure que / augmentera de 0 à 1, et deviendrait ensuite imaginaire : on pourrait donc, en effet, se représenter l'ensemble des solutions réelles de cette équation, comme géométriquement relatif au volume total de la plus grande de ces sphères, qui enveloppe toutes les autres ; le rayon de chaque couche sphérique et la valeur du paramètre variable /, se correspondraient ici suivant une construction assez facile pour que cette peinture comportât quelque efficacité, scientifique ou logique, si ces cas étaient plus fréquents. Mais, en considérant l'équation analogue a;+y+^+^==li î^i paraît encore plus simple, les diverses valeurs de t, dès lors nullement restreintes, en feraient sortir une série indéfinie et continue de plans parallèles entre eux, qui, pouvant ainsi passer en un point quelconque, ne sauraient constituer d'autre assemblage que l'espace entier, de quelque manière que t pût être géométriquement apprécié. On sent que la même confusion résulterait uniformément de la plupart des équations de ce genre, qui, par conséquent, ne comporteraient aucune véritable peinture géométrique.
Cette nécessité fondamentale, qui limitera toujours à deux variables indépendantes le degré d'indétermination analytique que la géométrie peut régulièrement apprécier, est, en réalité, d'autant moins regrettable que toute correspondance ultérieure, lors même qu'on la jugerait possible, deviendrait naturellement presque aussi inutile, comme artifice logique, à la pure
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analyse, qu'elle le serait d'abord évidemment, comme moyen scientifique, à Tinvestigation géométrique. On peut remarquer, en effet, que la peinture des fonctions à deux variables indépendantes, quoique pleinement praticable, comporte déjà, en vertu de sa complication supérieure, beaucoup moins d'efficacité logique pour faciliter les spéculations analytiques correspondantes que ne le permet Theureux usage des lieux géométriques envers la théorie abstraite des fonctions d'une seule variable.
133. Afin de compléter cette introduction fondamentale à l'ensemble de la géométrie à trois dimensions, ilfaudrait maintenantmotiver la préférence unanime qu'on a toujours accordée spontanément au système des coordonnées rectilignes et même aux axes rectangulaires. Mais cette préférence repose ici nécessairement sur les raisons générales déjà examinées, à cet égard, en géométrie plane, et qui n'exigent maintenant aucune nouvelle appréciation, sauf l'importance supérieure des moyens de simplification envers une étude naturellement plus difficile. Cet évident surcroît de motifs deviendrait surtout sensible en opposant au système adopté l'un ou l'autre des deux systèmes polaires, que des convenances spéciales conduisent quelquefois à lui substituer temporairement^ malgré la fâcheuse complication des constructions élémentaires qui s'y rapportent. En géométrie pure, la formation des équations de surfaces, aussi bien que leur discussion, ne s'opérera donc jamais qu'avec des coordonnées rectilignes, à moins que la science ne parvint à ce degré de spécialité, qui n'existe point encore, et qui peutêtre sera toujours écarté, où l'on étudierait particulièrement des formes, analogues à celles des spirales, dont les types analytiques ne deviendraient suffisamment simples qu^à l'aide des coordonnées polaires. Quant à la rectangularité des axes rectilignes, les mômes motifs la représenteront spontanément
au lecteur comme étant ici encore plus convenable que dans la géométrie plane, où nous avons quelquefois employé utilement des axes obliques, ce qui n'a réellement lieu, en aucun cas important, dans la géométrie à trois dimensions.
n ne nous reste donc plus maintenant qu'à constituer, envers cette nouvelle étude générale, les théories préliminaires ana« logues à celles de la géométrie plane, et qui deviennent aussi indispensables envers les surfaces qu'à l'égard des courbes. Ces théories, d'ailleurs naturellement plus difficiles, seront ici au nombre de trois ; car, entre la théorie de la ligne droite et celle de la transposition des axes, la géométrie à trois dimensions exige nécessairement qu'on interpose la théorie analytique du plan. Telles sont les destinations respectives des trois chapitres qui vont successivement compléter cette introduction générale.
CHAPITRE II
Théorie analytique de la ligne droite dans l'espace.
134. Nous devons d'abord établir la plus simple forme générale des équations de la ligne droite. Or, parmi l'infinité d'intersections de surfaces propres à produire cette ligne, la plus convenable, sous le double aspect géométrique et analytique, doit évidemment consister dans la combinaison de deux plans. Mais ce mode spontané semble d'abord présenter, à cet égard, une sorte de cercle vicieux, puisque la formation générale de l'équation du plan suppose, à son tour, la représentation analytique de la ligne droite, comme l'expliquera spécialement le chapitre suivant. La seule issue régulière d'une
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telle difficulté élémentaire résulte d'un choix judicieux entre les divers plans qui contiennent une même droite, en préférant deux de ceux qui sont parallèles aux axes coordonnés, et dont Téquation doit, à ce titre, suivant nos explications fondamentales., être indépendante de la variable correspondante , de manière à coïncider avec l'équation plane de la projection de la ligne sur le plan des deux autres axes. On voit que ce système n'est autre que celui des deux cylindres projetants, qui, toujours destiné à caractériser finalement cha'que ligne, est rarement le plus propre & former ses équations initiales: c'est peut-être ici le seul cas important où ce mode doive être, à cet égard, préféré à tout autre. Si, par exemple, on projette successivement la droite parallèlement aux deux axes horizontaux, on aura aussitôt les deux équations fondamentales
az + OL et y = bz -^ S^
dont l'ensemble constitue le plus simple type général qui puisse analytiquement représenter une ligne droite dans l'espace, et au quel tous les autres modes analytiques seront nécessairement réductibles d'après les transformations convenables.
Ce type devant devenir aussi usuel que celui qui lui correspond en géométrie plane, il importe de se familiariser beaucoup avec la signification concrète des quatre constantes arbitraires a, b^ a, 6, qu'il contient. D'abord le nombre de ces paramètres, deux fois plus multipliés que dans le cas plan, représente toujours, mais d'une nouvelle manière, le nombre des points qu'exige la détermination de la droite : car, d'après la dualité actuelle des équations de toute ligne, chaque passage en un point donné fournit maintenant deux relations entre les constantes qui s'y rapportent, et dont le nombre devait par conséquent devenir double de celui des points déterminants. Le même contraste analytique aura lieu nécessairement envers
toute autre ligne susceptible d'être alternativement considérée sur un plan et dans Tespace, le nombre total des paramètres y devant généralement être doublé pour le second cas, afin de maintenir la fixité du caractère géométrique relatif à la détermination.
Ensecondlieu, laloi d'homogénéité indiquerait suffisamment que deux de ces quatre constantes, a eib, sont nécessairement angulaires, tandis que les deux autres, a et 6, sont linéaires, si déjà la géométrie plane n'avait rendu très-familière cette indispensable distinction élémentaire. Quant à l'interprétation géométrique de ces divers paramètres , nos habitudes antérieures ne l'indiquent nettement qu'envers les projections respectives, d'où il faut indirectement remonter à la droite elle-même. Toutefois, cette dernière relation peut aisément devenir directe à l'égard des coefficients linéaires a, 6, qui désignent évidemment les coordonnées de la trace horizontale de la droite proposée. Mais, pour les coefficients angulaires a, &, il faut se borner à concevoir chacun d'eux comme la tangente de l'angle formé par la projection correspondanteavec l'axe vertical, ou, qi Ton veut, par le plan projetant avec l'autre plan vertical des coordonnées. La direction même de la droite dans l'espace dépend nécessairement à la fois de ces deux constantes^ suivant une loi très-simple, qui sera ci- dessous expliquée, et dont l'inversion permettra d'ailleurs de se les représenter commodément d'après cette direction.
De même qu'en géométrie plane, la théorie analytique de la ligne droite doit ici consister essentiellement à déterminer ces quatre paramètres quand, sans être immédiatement donnés, ils doivent résulter de certaines conditions élémentaires, dont l'expression est assez usuelle pour mériter qu'on la formule d'avance, et qui d'ailleurs coïncident exactement avec celles déjà appréciées pour le cas plan.
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135. Sous l'un et Tautre aspect, il faut d*abord former les équations d'une droite assujettieàpasserpar deux points donnés. Le premier passage fournira les deux relations^' ça^rz' -|- * ^^ y'= éz' +^ï cpii, permettant de rapporter les coefficients linéaires aux angulaires, conduiront au type
aussi usuel qu'en géométrie plane pour représenter toutes les droites menées d'un même point. En ayant égard au second passage, on y déterminera finalement les constantes angulaires par les formules
identiques à celles du cas plan, et dès lors susceptibles de la même explication trigonométrique, puisque chaque projection verticale de la droite cherchée contient nécessairement les projections correspondantes des deux points donnés.
D'après ce premier problème, quand de nouveaux points de l'espace devront ètreen ligne droite avec les deux premiers, chacun d'eux, comparé à l'un de ceux-ci, fera naître analytiquement deux conditions, consistant toujoursdans unedouble proportionnalité entre les différences respectives des trois coordonnées de tous deux.
Considéronsmaintenantla seconde question essentielle, relative à la détermination analytique de l'angle de deux droites dans l'espace. Par sa nature, une telle recherche est, comme en géométrie plane, nécessairement trigonométrique, d'après son évidente spécialité : seulement elle offre ici plus d'embarras, parce queles angles donnés n'y sont pas, à beaucoup près, aussi simplement liés à l'angle demandé. Commeil doit d'ailleurs demeurer indépendant des coefficients linéaires, nous pourrons remplacer les deux droites données par leurs parallèles menées
de rorigine, sans considérer, du reste, si les lignes primitives se rencontrentou non,cequin*affecte nullementleurinclioaison mutuelle, toujours également indispensable à mesurer. D'après ce préambule, la solution trigonométrique consiste à considérer, sur les deux droites données, a^=aj5, y^^bz^ei x^=^z^ ifMs^VZy deux points arbitraires, dont les ordonnées verticales, z et z' resteront quelconques, et à résoudre, par rapport à Tangle cherché, le triangle ainsi résulté de trois côtés aisément appréciables par la formule des distances. Les indéterminées auxiliaires z^iz' devant s'éliminer spontanément à la fin du calcul, pour que la grandeur de Tangle ne dépende pas de la longueur de ses côtés, on évitera commodément d'en surcharger les opérations, si on use du droit évident de les choisir égales entre elles et à l'unité. On sait que la formule trigonométrique
convenable est ici
^, rf>+rf'a— D»
en nommant d, d\ et D lesdistances des deux points artificiels à l'origine et entre eux, lesquelles sont exprimées, d'après les coordonnées respectives 1, a, 6 et 1, a' b\ par
Il en résulte aussitôt la formule cherchée,
aa'^bb'+i
cosV
qui mérite d'être retenue comme éminemment usuelle.
En faisant successivement coïncider la seconde droite avec chacun des trois axes coordonnés, on en déduit aisément les formules spéciales
cosZ=» — . C03Y= — — . cosX=» —
v/a»+6«+l y/a^-j-fta-^i y/a^^b^^i
fj»^-
Té:
pour les inclinaisons de la première sur ces axes. Ces trois angles ne sauraient être indépendants entre eux, puisque, en général, deux angles quelconques déterminent suffisamment une direction. De telles formules l'indiquent assez en ne faisant dépendre les trois inclinaisons que des deux données a et 6, dont Télimination y fera découvrir leur relation constante.On aperçoit aussitôt que cette élimination s^accomplira spontanément en ajoutantles carrés de ces trois égalités, d'où résulte le théorème
très-usuel
cos» X+ cos« Y + cos» Z = 1,
ou, sous une forme moins connue, mais utile à noter aussi,
sin» X + sin» Y + sin» Z = 2.
Au reste, ces deux énoncés algébriques peuventêtre succinctement réunis en un seul énoncé vulgaire : la somme des carrés des cosinus ou des sinus des angles formés par une droite quelconque avec trois axes rectangulaires est nécessairement constante. Il y aurait, en effet, un vrai pléonasme logique à mentionner expressément la double valeur de cette constante, évidemment indiquée, en chaque cas, par la coïncidence de la droite avec Tun des axes. Cette liaison remarquable, directement appréciée, constitué d'ailleurs, sous sa première forme, une suite peu éloignée du théorème fondamental de Pythagore. En effet, il suffit de considérer le cosinus d'un angle comme la projection d'un de ses côtés, dont la longueur serait égale au rayon trigonométrique 1, sur l'autre côté : dès lors, les trois cosinus proposés représententlesprojections de la droitedonnée sur les trois axes proposés ; ils constituent donc les arêtes d'un parallélipipède rectangle dont cette droite serait la diagonale ; ce qui conduit aussitôt, par une double application dQ ce théorème, & la relation précédente.
Réciproquement envisagées, les formules ci-dessus permet-
tent d'exprimer les deux coeflicients angulaires d'une droite quelconque d'après ses inclinaisons sur les trois axes rectangulaires, suivant la loi, très-usuelle aussi^ surtout en mécanique,
cos X , cos Y
cos Z* cos Z'
Cette loi fort simple conduit à mettre notre formule* principale de cos Y sous une nouvelle forme très-remarquable, due à Ëuler, en opérant la même transformation envers les deux droites considérées : on trouve ainsi
cos V. = cos X cos X'+ cos Y cos Y'+ cos Z cos Z' ;
ou, en français, le cosinus de Fangle de deux droites équivaut à la somme des produits des cosinus de leurs inclinaisons respectives sur trois axes rectangulaires quelconques.
D'après le problème précédent, il est facile d'apprécier la relation qui doit exister entre les coefficients angulaires de deux droites pour qu'elles forment un angle donné. Il suffit ici de mentionner le cas de leur perpendicularité, ainsi caractérisée par la condition
analogue à celle de la géométrie plane, quoique plus compliquée, mais qui ne peut plus déterminer l'une des directions par l'autre, conformément aux indications géométriques respectives. Toutefois, cette détermination doit exceptionnellement s'accomplir quand on suppose V=0, ou cos V= 1, puisqu'alors il y a parallélisme : l'algèbre exprime cette anomalie en présentant la relation correspondante sous la forme
(a - ay + (6 — b')^ -f {ab' — a'b)^ = 0,
qui, envers les valeurs réelles, se décompose nécessairement
1 ïi
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en deux conditions, a'=aa, d'^a ft, pleinement conformes à la nature du cas.
Examinons enfin le troisième élément essentiel de la théorie analytique de la ligne droite, en déterminant l'intersection de deux droites d'après leurs équations. Le principe fondamental est ici nécessairement le même qu'en géométrie plane, puisque tout point commun à deux lieux quelconques doit nécessairement satisfaire à leurs équations simultanées, quel qu'en puisse être le nombre. Mais, dans l'espace, l'application normale de ce principe uniforme conduit spontanément à une nouvelle appréciation, qu'il importe de remarquer déjà sur ce premier exemple : car, chaque ligne, droite ou courbe, ayant maintenant deux équations, le nombre des conditions qui doivent déterminer les coordonnées communes est alors doublé, tandis que le nombre de ces inconnues a seulement augmenté de moitié ; en sorte que l'harmonie du problème se trouve désormais rompue, à moins d'une coiicordance spéciale entre l'une des quatre relations et l'ensemble des trois autres, sans laquelle la question serait contradictoire. Or, cette considération analytique correspond, géométriquement, à l'impossibilité actuelle de toute rencontre entre deux lignes quelconques, si elles ne satisfont à une certaine condition mutuelle, consistant, pour deux droites, à appartenir au même plan, et toujours analytiquement représentée par la relation résultée de l'élimination des trois coordonnées communes entre les quatre équations des deux lignes. Cette importante notion de géométrie à trois dimensions aurabientôt un office très-étendu dans lathéoriegénérale des surfaces courbes. En l'appliquant maintenant au seul cas de deux droites quelconques,
a: = a^-)-a, y=6j5 4-^î et a; = a'z-{- a', y = é'^-j-€',
la condition de rencontre est finalement -r-, — - = r; -, ; ou,
en français, les différences respectives des coefficients linéaires doivent être proportionnelles à celles des coefficients angulaires. Quand elle sera remplie, les coordonnées de Tintersection cherchée seront
a'— a aa' — a' ti 6 (a' — a) + 6 (âJ — a') " ;, X^— -7-1 y--— — ^^ -•
en les supposant infinies, on reproduirait les caractères connus du parallélisme, du moins eu égard à la relation préalable. Ces formules ne doivent pas d'ailleurs être retenues : il sera préférable d'en retrouver Téquivalent spécial en chaque occasion.
136. Tels sont, dans Tespace, comme sur un plan^ les seuls éléments vraiment indispensables à la théorie analytique delà ligne droite. Parmi les nombreuses questions composées qui peuvent résulter de la combinaison de ces trois problèmes essentiels, je me bornerai à en examiner deux, analogues à celle déjà considérée en géométrie plane, quoique leurs formules deviennent ici à la fois plus compliquées et moins usuelles : outre Tapplication ultérieure dont elles seront quelquefois susceptibles, elles constitueront maintenant des types sufBsants de ces exercices secondaires, que le lecteur pourrait ensuite multiplier spontanément.
Déterminons d'abord, comme dans le cas plan, la distance d'un point donné (x\y\z')\ une droite donnée
En suivant la même marche qu'alors, il faudra préalablement former les équations de la perpendiculaire correspondante,
a: — a:' = a'(z — «'), y — y' ■=,})' (z — z']^ d'après les deux conditions
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qui expriment qu^elle forme un angle droit avec la ligne donnée et qu'elle la rencontre, conformément aux règles du n*" précédent. Quand ces deux équations du premier degré auront fait connaître a* et h\ on calculera, comme ci-dessus, les coordonnées du pied de la perpendiculaire, et sa distance au point donné en résultera finalement^ suivant la formule ordinaire.
Sans accomplir cette laborieuse combinaison analytique de nos trois questions essentielles, on peut trouver plus commodément l'expression de la longueur cherchée/), par une solution spéciale, fondée sur sa comparaison avec la distance d du point donné à un point quelconque de la droite donnée, par exemple, à sa trace horizontale : car, en nommant V Tinclinaison, aisément appréciable, de cette droite sur cette distance auxiliaire, on aura évidemment /) <= e/ sin Y. On facilitera l'opération en prenant pour origine provisoire le point 0, a, 6, ainsi choisi, sauf à revenir ensuite à l'origine primitive, par le changement final de a; en a: — a et ^ en y — 6. Dans cette hypothèse
oj: + éy -f- s
rfe=iy/ar^ + yï-|- z^ et cos V
d'où il résultera p = \/a^+ y'+ 2* - ^^^^L't^}^' En
développant et réduisant, on trouvera finalement, après avoir rétabli l'ancienne origine, la formule
beaucoup plus compliquée que son analogue plan, mais pourtant asbez symétrique pour être aisément retenue, si elle était assez usuelle pour le mériter. Il convient d'y remarquer que la
distance d'un point à une droite n'est plus, en général, une fonction rationnelle des coordonnées du point, comme en géométrie plane. Un tel caractère est particulier au cas plan, envers lecpiel la loi précédente indique spontanément cette exception spéciale : car, si la droite et le point sont tous deux situés dans le plan des xz^ il y faudra faire ds=>0, g sa 0, et y'ea 0, ce qui y réduira à une seule les trois parties de son numérateur, dès lors devenu un carré parfait, de manière à reproduire exactement la formule p = — =; du n^ 28.
Considérons, en second lieu, la question qui consiste à déterminer la moindre distance de deux droites données. Elle comporte, dans son ensemble, deux solutions fort distinctes, dont le contraste spontané est propre à bien manifester le vrai caractère des méthodes pleinement analytiques en géométrie générale. La première consiste à appliquer analytiquement le principe géométrique qui représente la distance cherchée comme devant se mesurer sur la perpendiculaire commune aux deux droites données, a:=az+ a, j/=ibz+S,eix=a'z-\-oL\ yz=:b'z+&'. D'après cette notion initiale, tout se réduit à former, suivant l'ensemble des règles précédentes, les équations de la droite inconnue, x=a*'z-^fz"ei t/=b"Z'\'^'\ afin de calculer ensuite ses intersections avec les droites proposées, d'où la formule des distances conduira finalement à la longueur demandée. Les deux conditions de rectangularité fourniraient ainsi les relations
aa"-|-W + l=0, a'a"+b'b"+ i=0,
propres à déterminer d'abord a'eib" : dèslors,la doublerencontre déterminera aussi les coefficients linéaires «" et 6", suivant deux autres équations du premier degré
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a posé, le restedu calcul, quoique très-laborieax, ne pourl offrir aucune difOcul té. On voit que cette première solution . vraiment analytique dans son exécuUon, qoi apprécie isolent chacune des conditions du problème ; mais elle ne l'est int réellement dans son institution, qui repose sur un prine géométrique antérieur, particulier au casde deux droites. Vu contraire, l'ensemble de la seconde soluUon présente un ■act&re pleinement analytique, cl airementmanifestéparnne léralité décisive, qui constitue, à cet égard, le meilleur térium. Nous allons, en effet, y procéder \ la recherche )posée, sans aucune notion géométrique antérieure, sous la lie impulsion de la théorie universelle des minima, et de la <me manière que si, au lieu de deux droites, il s'agissait de nparer, à cet égard, deux courbes quelconques. La marche cette solution analytique consiste h chercher les ordonnées 'ticales, z et z', des deux points les plus rapprochés, d'après condition que la foDction
=- (? - 2')» + {ai- a'z-+{<t— »•))*+ (iï— 6'8' + (6— r))'
-(.6(fi-6'))z+2(a'(«'-«)+ô'{e'-6))z-+(«-«')»+(6-£')», i exprime le carré de leur distance, soit un minimum. Or, tre théorie des minima est directement applicable sans difiilté à ce polynôme du second degré, qui comporterait mSme sage facile de la méthode algébrique la plus élémentaire, lant à la pluralité actuelle des variables indépendantes, elle peut constituer, envers de telles recherches, aucun obstacle idamental ; car, le minimum doit évidemment subsister à gard de chaque variable isolée, quelle que soit la valeur nstante de l'autre. Cette nouvelle institution du problème 1 donc, en général, d'autre intluence naturelle que de
fournir deux conditions, destinées à déterminer les deux inconnues simultanées. Elles se formeront ici en annulant les deux dérivées de ce polynôme séparément relatives h.zeihz\ dont les valeurs dépendront ainsi de deux équations du premier degré,
«Xl + a'^+6'2) — «(aa'+66'+i)=ez'(«— a') + ô\6--6').
Une fois calculées, leur substitution dans la formule primitive de d^ fournira sans difficulté l'expression, d'ailleurs compliquée et inusitée, de la distance cherchée. Puisque les points les plus rapprochés auront été ainsi déterminés préalablement, aucune partie essentielle de la question ne se trouvera négligée. On y pourrait même, à titre de complément alors accessoire, obtenir finalement les équations de la droite suivant laquelle se mesure la moindre distance, et de manière à reconnaître analytiquement sa rectangularité constante envers les deux droites données, si Tesprit général de cette seconde solution conduisait réellement à instituer une telle comparaison , essentiellement propre à un autre mode d'appréciation de Tensemble du problème.
Au sujet de cette question, je dois enfin avertir que, quand on s'y borne à la stricte évaluation de la moindre distance, sans s'occuper de la détermination effective des points correspondants^ cette formule peut résulter d'une troisième solution, mieux calculable, à cet égard, que les deux précédentes, et que j'aurai lieu d'expliquer dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE m
Théorie analytique du plan.
équation rectUigne du plan peut d'abord être indjt établie, avec toute la généralité convenable, sans T aucune génération de celte surface, en cherchant, averse, le lieu géométrique de l'équation complfete du legré à trois variables, aa;+iy-|-c2 ■=»(/. En y supconstant, pour étudier les coupes horizontales, =d — ch, on voit aussitAt que ce seront toujours des >ites, parallèles entre elles ; en sorte que ce lieu se ontanément parmi les surfaces cylindriques. Reste couvrir la loi géométrique suivant laquelle varie le t linéaire de cette génératrice, en lui assignant uue quelconque, par exemple l'une des traces verticales ice : or cetLetrace, correspondante à y=0 ou x=0, [nment aussi une ligne droite. Ainsi, l'ensemble de le discussion montre nettement le lieu cherché comme par une droite qui glisse parallèlement sur une autre i qui caractérise irrécusable ment le plan. Toute équaremier degré k trois variables représente donc, en ées rectiiignes, une surface plane, les axes étant rectangulaires ou obliques.
[tenant l'on considère que l'équation précédente renis constantes arbitraires, dont l'entière disponibilité : faire passer son lieu plan par trois points quelconsspace, on concevra, réciproquement, que tout plan
est susceptible d'une pareille équation, dont le lieu pourrait ainsi se confondre complètement avec lui, puisque deux plans coïncident totalement quand ils ont trois points communs non en ligne droite. Nous connaissons donc déjà, indépendamment de la génération du plan, la forme nécessaire de son équation rectiligne.
Dans Tusage de cette équation générale, il convient de réduire habituellement à Tunité Tun des coefficients, afin que leur nombre eSectif soit toujours en pleine harmonie avec celuides points qu'exige la détermination de la surface. Il en résultera deux formes distinctes, qu'il n'est pas inutile de comparer sommairement, selon que cette exception facultative affectera le terme constant ou Tun des termes variables. La première forme a^ + 6y +c-3 = l, offre une plus complète symétrie algébrique, puisque les trois coordonnées y sont semblablement traitées; mais elle est, géométriquement, moins conveiiable, parce que l'interprétation concrète des trois constantes y est trop détournée, et même trop uniforme : car, chacune d'elles est réciproque à la distance de l'origine au point où le plan proposé rencontre l'axe correspondant. Aussi préférerons-nous communément la seconde forme, z=»aX'-{- by-\- c, où la loi d'homogénéité annonce aussitôt que les coefDcients aeib sont angulaires, tandis que c est linéaire, conformément à l'explication spéciale qui montre c comme désignant la distance de l'origine à l'intersection du plan avec l'axe vertical, pendant que a et i indiquent les tangentes des inclinaisons de ses deux traces verticales sur le plan horizontal. Cette distinction spontanée entre les idées de direction et de distance, non moins nécessaire dans la théorie analytique du plan que dans celle de la ligne droite, constitue l'un des motifs principaux en faveur de ce mode usuel ; car, l'autre mode, vu sa trop grande uniformité, mêle vicieusement ces deux sortes d'indications géométriques. 87
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138. Ayant ainsi établi l'équaUon générale du plan indépennmenl de sa géaération, il importe d'apprécier comment s peut être directement formée d'après les diverses manières at cette surface résulterait du mouvement d'une ligne droite, oique celte appréciation ne soit pas strictement indispen- >le à ta théorie analytique du plan, réduite à sa vraie desUtion propre, elle offrira spontanément le précieux avantage lactique de familiariser déJiL le lecteur avec la marche fonda- Dt&le, qui, dans la seconde partie de notre étude, devra iger la formation des équations qui représentent les princies familles de surfaces, parmi lesquelles le plan peut iodifammentseranger,en y modifiant convenablement les seules ectrices.
jB premier mode consiste & regarder le plan comme une face cylindrique, ayant pour base une ligne droite. Dans tehypothèse, soient x=az-|-a et y=:6z+S, les équations la génératrice, où a et d seront constants, en vertu du palélisme, tandis que les coefBcients linéaires varieront d'une ition à l'autre, suivant une loi correspondante k la condition rencontre continuelle de celte droite mobile avec la direc-
ie donnée x^^a'z +«', y==b'z+ S'. Cetteloi sr— ^™ r;-— 7,
stitue une sorte d'équation naturelle du lieu cherché entre deux paramètres variables a et 6. Pour en déduire l'équai demandée, il suRlt d'y rapporter ceux-ci aux coordonuées nitivesxr, y, z, d'après les équations de la génératrice. On iendra ainsi une équation qui, convenant à un point quelque de celte droite mobile dans une position quelconque, résentera nécessairement le lieu engendré par son mouveil. Cette substitution de x — az et y — bz, k la place de a , fournira évidemment une équation complète du premier ré, conformément au type ci-dessus démontré. Le nombre
des constantes arbitraires y surpassera notablement celui des coefficients qui en seront formés; ce qui induit à penser que ces six constantes pourraient prendre de nouvelles valeurs, sans que le lieu éprouv&t aucun changement, pourvu que leurs fonctions relatives aux trois coefficients restassent invariables. Or, cette circonstance analytique est spontanément en harmonie avec un certain degré naturel d'indétermination géométrique inhérent à une telle définition du plan : car, la directrice y pourrait d'abord changer, comme envers toute autre surface, à la seule condition d'appartenir au lieu considéré ; mais, en outre, la génératrice elle-même pourrait indifféremment affecter Tune quelconque des directions du plan, par une exception particulière au cas actuel, et que ne sauraient offrir les cylindres curvilignes, où la direction des génératrices est toujours unique.
Considérons, en second lieu, le plan d'après sa génération conique, parle mouvement d'une droite autour d'un point fixe, quand sa directrice devient elle-même rectiligne. Si x\ y\ z% désignent les coordonnées du sommet donné, les équations de la génératrice seront ainsi a:— a:'«=» a'{z-'Z'),y — y '«»= 6' (^— ^') i les coefficients angulaires y étant maintenant variables. Leur relation constante dépendra, comme ci-dessus, de la condition de rencontre perpétuelle de cette droite avec la directrice connue, a: ■= az -+- a, y = 6z -f- 6. Dans cette relation
^ BE= — — -— ; — - il faudra pareillement substituer les
expressions de a' et b' en or, y, z^ tirées des équations de la génératrice, en commençant toutefo)!^ par supprimer les termes communs en a' 6', qui sembleraient élever vicieusement le résultat au second degré. On trouveraencore,suivantce mode, une équation complète du premier degré, où l'excès du nombre des constantes arbitraires sur celui des coefficients qui en sont
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nposés reprësentera aussi ce qu'une telle déQniUon reuferme idé terminé géométriquement, soit quant à la directrice, qui irrait y varier sans faire changer le lieu, comme eovers tout re cône, soit même quant au sommet, qui, unique pour cône curviligne, pourrait^ exceptionnellement. Être ici placé nn point quelconque du lien.
envisageons maintenant le plan comme une surface de réution, engendrée par la rotallon d'une droite autour d'un auquel elle demeure constamment perpendiculEÙre en un me point. Si 2',y',a', désignent les coordonnées de ce pôle mé, et X — x''= a (z — z'), y — t/''='b [z — 2), les équations l'axe considéré, la génératrice aura pour équations -x'""0' (z — s'), y — y'= b' (z — JE'), en concevant ses fQcients angulaires variant selon la loi de rectangularité + bb'+l =0, où il suffira de substituer leurs expressions r, y, 2, afin d'obtenir l'équation définitive dn lieu proposé, te équation sera donc
s =■ — (w — Jy + [«' 4- «m;' + *y')-
)ique, collectivement envisagée, elle contienne, sans doute, ime dans les deux modes précédents, plus de constantes ar- 'aires quede coeflicients indéterminés, une appréciation plus mtive montre, au contraire, que l'indétermination corresidante n'affecte alors nullement les deux coefficients engnes, et concerne seulement le coefficient linéaire ; en sorte , parmi les données de cette génération, a et b ue pourint aucunement changer sans altérer le lieu, tandis que y't ^'1 y pourraient indifféremment recevoir une infinité valeurs distinctes, pourvu que la fonction s' +aar'-|- iy' leur&l invariable. Or, toutes ces nuances analytiques t en pleine harmonie avec les indications géométriques, ique l'axe d'un plan ne peut avoir qu'une seule direc-
tion, tandis que le pôle peut être prisa volonté sur la surface. Au sujet de Téquation précédente, il convient de remarquer spécialement la vérification analytique qu'elle offre spontanément d'une uUle proposition géométrique, sur la rectangularité nécessaire entre les projections quelconques d'une droite etles traces correspondantes d'un plan qui lui est perpendiculaire. Car, en comparant, par exemple, la trace
^ = — aa: + (z'+ ax'+ by'),
obtenue en faisant y =0, avec la projection x — a;'=a {z — z') de l'axe sur le plan des xz^ le symptôme ordinaire de géométrie plane montre aussitôt que ces deux lignes sont rectangulaires. La génération précédente se lie naturellement à une quatrième manière d'envisager le plan, qui serait susceptible de conduire directement à l'équation de cette surface, conçue comme le lieu général des points de l'espace équidistants de deux pôles donnés x', y', z' et x", y'\z" ; ce qui fait rentrer le plan dans la sur face également éclairée par deux lumières^ pour le cas particulier de l'égalité. Cette définition fournit aussitôt, d'après la formule des distances, l'équation
[x--xy+{y^yy+{z-zy = [x-xy+{y-^y''Y+{z-z")\
où les termes du second degré se détruisent spontanément, et dont la composition confirmera ensuite aisément que le plan est perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint les deux pôles, conformément à la nature géométrique d'une telle formation, qui pourrait ainsi coïncider immédiatement avec le mode ci-dessus considéré.
Concevons enfin le plan comme une surface réglée ou rectiligne^ sous l'aspect le plus étendu, en le supposant engendré par une droite qui glisse arbitrairement sur deux autres susceptibles d'intersection. Il faut ici remarquer d'abord que le
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'etnent d'une droite quelconque n'est, en général, soffi- 3ent dé&ni d'après des directrices qu'autant que celles-ci au nombre de trois, sans quoilelieu serait nécessairement 3, la génératrice y pouvant, avec deux directrices seule* , affecter, en chaque point de l'une d'elles, une infinité rectiouB aboutissant à l'autre. Or, par une excepUoQ tout
particulière au plan, cette surface est, an contraire, sufmeat déterminée en faisant mouvoir k volonté une droite eux autres qui se rencontrent, parce qu'une droite qui a
de ses points dans un plan les y a tous. Soient donc
=as+it,y = bz + € et ar = a's + a', y = 6'« + fi',
eux directrices données, entre lesquelles on supposera
ablement la relation nécessaire => -, r : leur dou-
encontre continue avec la génératrice fournira les deux
, et" — a a"— a ,«" — «' c^'^a' liions analoeuesi;; — 3™n; — i^^^. — 3.— tt: — r;. entre
latre paramètres, alors simultanément variables, contenus les équations de celle-ci, jr-^û'a-l-oi", y i=6"z+S", Pour .'ensemble de ces quatre équations permit d'éliminer comment a", b", a", €", de manière & fournir l'équation du une cinquième relation, correspondante & une troisième itrice, serait, en général, indispensable. Mais, par une lalie algébrique, exactement équivalente à l'exception géoique spécialement signalée envers le plan, on trouvera ici sil'on dirige ce calcul de façon à éliminer seulement trois 3s paramètres, le quatrième disparaîtra spontanément, vu toutefois que l'on ait suffisamment égard à la relation lable ci-dessus formulée entre les deux directrices. 9. L'équation générale du planéUnt complètement établie, éorie analytique préliminaire qui s'y rapporte est propre-
ment destinée, comme envers laligne droite, à déterminer les trois constantes, angulaires et linéaire, qu'elle contient, lorsque, sans être Immédiatement données, elles doivent résulter de diverses conditions élémentaires suffisamment usuelles, qui se réduisent encore essentiellement aux trois considérations fondamentales de passage, d'inclinaison, et d'intersection, déjà appréciées dans la double théorie de la ligne droite.
Considérons d'abord la détermination de l'équation d'un plan assujetti à passer par trois ppints donnés. En ayant égard au premier point, la relation z't^ax'+ 4y'4- c permettra de rapporter le coefficient linéaire aux angulaires, de manière à fournir le type analytique très-usuel de tous les plans qui contiennent un même point, js— j5'c=a {x^-af) +é(y— y'). On y déterminera ensuite les deux constantes a et 6 d'après les deux autres passages, qui, ainsi combinés avec le premier, fournissent les conditions
Si Ton achève l'opération, dont le résultat général ne mérite pas d'ailleurs d'être retenu, on pourra constater aisément que l'indétermination des formules finales correspond au cas où les trois points donnés sont en ligne droite, conformément aux exigences géométriques.
On pourrait présenter cette première question fondamentale sous une nouvelle forme, en assujettissant le plan à passer par un point donné et à contenir une droite donnée. Sans doute, ce second cas rentrerait aisément dans le précédent, en exprimant que le plan cherché passe en deux points arbitraires de cette droite, ceux, par exemple, où elle rencontre deux des plans coordonnés; ce qui suffirait assurément, d'après une notion géométrique très-familière, pour garantir que tout le reste de la ligne s'y trouverait aussi. Mais il importe beaucoup
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d'apprécier ici la manière dont l'analyse peut directement ex primer, indépendamment de toute considération antérieure, que le plan z = aa: + ôy + ^ contient la droite x «=■ mz + a, yT=anzr\-& : car, le lecteur commencera ainsi à sentir, sur un premier exemple caractéristique, le mode suivant lequel nous devrons ultérieurement faire passer, en général, une surface quelconque par une ligne donnée, Popération actuelle reposant déjà spontanément sur le même principe fondamental, suivant l'attribut nécessaire de toutes les conceptions vraiment analytiques. Or, pour que la droite soit entièrement contenue dans le plan, il faut analytiquement que les coordonnées horizontales de Tune satisfassent adéquation de Tautre, en laissant l'ordonnée verticale tout à fait arbitraire : ainsi, la substitution de mz+a et nz'\-^ au lieu de x et y doit rendre identique Téquation du plan, dès lors devenue
ce qui fournit les deux relations aw -fôn=l, aa-f-W 4-^=0, sans lesquelles Téquation précédente spécifleraitrunique intersection de la droite et du plan, qui doit ici devenir indéterminée. La première de ces deux conditions caractéristiques, indépendante des coefficients linéaires de la ligne et de la surface,indique séparémentleur parallélisme ; quant à la seconde, elle signifie, en elle-même, que la trace horizontale delà droite appartient à la trace horizontale du plan : en sorte que l'appréciation géométrique explique nettement comment la combinaison de ces deux caractères analytiques constitue exactement la situation proposée.
Dans une telle corelation de l'abstrait au concret, le degré de l'équation finale en z exerce une influence géométrique qu'il importe de bien saisir : car,- il y faut voir l'indication analytique du nombre de points qu'une droite doit avoir sur un plan
pour y être entièrement contenue ; puisque toute équation du premier degré à une seule inconnue qui comporte deux solutions distinctes est nécessairement satisfaite par toute autre hypothèse quelconque, ce résultat analytique signifie qu'une droite appartient complètement à un plan quand elle y a seulement deux points. Cette appréciation ne fait, sans doute, ici que confirmer un axiome géométrique très-connu. Mais il suffirait de la généraliser entièrement, ce qui ne susciterait aucune difficulté nouvelle, suivant le privilège naturel des vraies conceptions analytiques, pour en tirer une importante détermination, souvent ignorée, quant au nombre de points qu'une droite, ou même ensuite toute autre ligne donnée, doit avoir en commun avec une surface quelconque, afin d*y être entièrement contenue. D'après le même principe, ce nombre serait nécessairement égal à trois envers une surface du second degré, et, en général, surpasserait d'une unité le degré de la surface considérée : car, la substitution analogue des coordonnées horizontales de la droite fournirait une équation finale en z du même degré que celle de cette surface ; en sorte que cette équation deviendrait inévitablement identique si elle admettait des solutions distinctes en nombre supérieur, même d'une seule unité, à ce degré. Envers une courbe quelconque, le nombre analogue excéderait toujours d'une unité le degré de l'équation correspondante en z, alors dépendant à la fois du degré de la surface et de celui delà ligne, suivant une loi algébrique d'ailleurs trop peu connue pour qu'on en puisse d'avance formuler le résultat général.
Le second élément essentiel de la théorie analytique du plan consiste à déterminer l'angle de deux plans d'après leurs équa.tionsj2=aa:-|-ôy-|-^ ©^ z^=sa'x-{-b*y-\-c . Cette question ne peut être traitée qu'en ramenant une telle inclinaison à celle de deux droites, suivant les règles géométriques fondamen-
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taies. Mais ces règles fournissent, à cet égard, deux modes très-distincts, entre lesquels le choix analytique est loin d'être indifférent. En adoptant celui que la géométrie indique d'abord, les droites auxiliaires résulteraient de la rencontre des deux plans donnés avec un troisième plan, mené, d'un point quelconque, de Torigine, par exemple, perpendiculairement à leur intersection ; ce qui conduirait à un calcul très-laborieux, que je recommande seulement à titre d'exercice scolastique. Suivant l'autre mode, au contraire, les droites sont faciles à obtenir analytiquement, comme étant respectivement perpendiculaires aux deux plans donnés : une remarque ci-dessus expliquée leur assigne ainsi aussitôt les équations
a:=— az, y=sa— Ô2 et «=— a';s, y«
Vz,
Telle est la seule difficulté nouvelle que puisse offrir la question actuelle, dès lors ramenée à la formule du chapitre précédent sur l'inclinaison de deux droites, sans qu*il convienne ici de s'arrêter spécialement à une répétition algébrique qu'U vaudra mieux opérer à l'instant du besoin : avec nos notations actuelles, la formule serait d'ailleurs littéralement la même qu'envers deux droites. On en tirerait naturellement de pareilles conséquences pour les angles de chaque plan avec les plans coordonnés, et, par suite, une semblable transformation pour l'angle de deux plans quelconques d'après leurs inclinaisons simultanées sur trois plans rectangulaires. La relation constante entre ces trois inclinaisons serait ici susceptible d'une nouvelle interprétation géométrique, que je dois expressément signaler, à cause de son utilité réelle en plusieurs occasions intéressantes. Car, en considérant la projection d'une aire plane sur un plan quelconque, le cosinus de l'inclinaison est représenté, d'après un théorème trigonométrique bien connu, par le rapport de l'aire projetée & Taire inclinée : si donc on
substitue de pareils rapports aux trois cosinus considérés dans la relation cos*X4- cos' Y + <ios'Z=l, elle conduira à reconnaître que le carré de toute aire plane équivaut toujours à la somme des carrés de ses projections simultanées sur trois plans rectangulaires; en sorte que, d'après nos explications antérieures, celte proposition remarquable constitue, au fond, une simple conséquence indirecte du grand théorème de Pythagore.
Quant à l'angle d'une droite, a:««mz4-a, y«awz+6, avec un plan, z^^^ax+by+Cy il serait encore plus facile de le ramener aussi à celui de deux droites, soit en comparant la droite donnée à sa projection sur ce plan,soit^ ce qui sera analytiquement bien plus commode, en substituant également au plan sa normale x ■■ — éî«, y— — ôz, pourvu qu'on prît ensuite le complément de l'inclinaison obtenue. La formule fondamentale du chapitre précédent conduirait ainsi à
. ,, i — ma — nb
On y vérifie aussitôt la condition ci-dessus trouvée pour le parallélisme entre la droite et le plan : quant au cas de rectangularité, la relation se décomposerait spontanément en deux autres, suivant un mode algébrique déjà expliqué.
Enfin, le dernier élément indispensable à la théorie analytique du plan consiste à déterminer l'intersection de deux plans d'après leurs équations. Cette question est aussitôt résolue que posée, puisque la droite cherchée se trouve anàlytiquement exprimée parla coexistence de ces deux équ ations,suivant les explications fondamentales de Tavant-dernier chapitre. Si ,d'ailleurs, de ce premier couple analytique, on veut passer, comme il conviendra ordinairement, au couple final des plans projetants, cette transformation n'offrira aucune difficulté propre à la re-
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cherche actuelle, et s*accomplira régulièrement, en chaque cas, d*aprës la double élimination prescrite, qu'il serait inutile ici de formuler d'avance.
Il ne sera pas plus difficile de déterminer l'intersection d'une droite et d'un plan, en combinant leurs trois équations simultanées pour obtenir les trois coordonnées du point commun.
Ces deux questions se résolvent évidemment, en ce cas, selon le même mode analytique qu'envers toute autre sorte de lieux géométriques, surfaces ou lignes.
140. Parmi les nombreuses recherches composées qui, dans la théorie analytique du plan, peuvent résulter de la combinaison de ces trois problèmes indispensables,ilfautici, comme envers la ligne droite, distinguer surtout, soit à titre de type, soit en vertu de son utilité réelle, la détermination de la distance jod'un point (a?', y', 2') à un plan (z^aX'^by-\-c). D'après les équations de la perpendiculaire correspondante,
on peut calculer les coordonnées de son pied ; mais, comme la longueur cherchée dépend seulement de la différence de ces coordonnées à celles du point donné, on abrégera sensiblement l'opération algébrique en écrivant d'abord Téquation du plan sous la forme z—z':=ia [x — x') +à(y^t/')-\-d,d désignant
provisoirementlepolynomeconnuoor'-f" ôy'+^ — z'.On trouvera ainsi la formule très-usuelle
ax'+by'+c — z' v/a^ + ô« + l
assez simple pour être aisément retenue, et dont le souvenir se liera d'ailleurs profondément à celui de la formule analogue en géométrie plane, qui en constitue naturellement une simple modification spéciale. Il serait facile de l'obtenir trigonométrie
quement de la même manière que celle-ci, à Taide du triangle rectangle formé par le prolongement de la verticale du point donné jusqu'au plan donné. On y remarque, comme dans le cas plan,qu'elle est rationnellement composée en fonction des coordonnées du point. Au reste, la rationalité de cette formule et Tirrationalité de celle du chapitre précédent pour la ligne droite étaient susceptibles de prévision géométrique, en considérant,de part et d'autre, le lieu naturel des points équidistants, dont Téquation doitètre évidemment du premierdegré àPégard du plan et du second envers la ligne droite.
La formule précédente fourniraitcommodémentréquation du plan bissecteur de Tangle de deux plans donnés, en y voyant le lieu des points équidistants de ceux-ci ; ce qui, en quelques occasions utiles, éviterait de longs circuits algébriques.
On peut aussi l'appliquer heureusement, en un cas plus important, pour obtenir l'expression de la moindre distance de deux droites données, abstraction faite des points correspondants, comme je Tai annoncé à la fin du chapitre précédent. Il suffit, en effet, de substituer à cette distance celle, évidemment équivalente, d'un point arbitraire de l'une des droites au plan qui lui serait mené parallèlement par l'autre. En utilisant convenablement ce qu'un tel calcul renferme de facultatif, on trou-
vera sans peme la formule finale^ ^ / v / \ /
y/{ar-'aJ+{b-b'Y+[ab''-a'bY Sa composition satisfait aussitôt à l'évidente condition de s'annuler spontanément quand les deux droites se rencontrent : je laisse au lecteur le soin d'y apprécier le cas exceptionnel du parallélisme, où elle semble d'abord devenir indéterminée.
Toute autre explication spéciale serait ici superflue envers les questions composées relatives à la théorie analytique du plan, et qui, essentiellement inapplicables, ne peuvent offrir d'utilité didactique qu'à titre de simples exercices^ dont l'effi-
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cacité résolte surtout de leur spontanéité. J'engage seulement le lecteur à chercher ainsi, d'après les coordonnées de quatre points quelconques de Tespace, soit le volume du tétraèdre correspondant, soit les rayons des deux sphères qui lui se* raient inscrite et circonscrite ; sans même achever ces laborieux calculs^ leur institution nette exercera utilement à la combinaison familière des trois éléments essentiels de la théorie préliminaire que nous venons d'établir.
CHAPITRE IV
Théorie de la transposiUoii des axes dans l'espace.
141. La nature et la destination de cette dernière théorie préliminaire comportent ici les mêmes réflexions générales qu'en géométrie plane : il n'y a maintenant de nouveau que la plus grande difficulté d'établir les formules correspondantes et leur complication supérieure. Sans revenir expressément sur des explications que chaque lecteur étendra spontanément, il est clair qu'une telle théorie doit être aussi indispensable à l'étude générale des surfaces qu'à celle des lignes, soit pour découvrir l'identité des lieux géométriques malgré la diversité de leur représentation analytique quand la différence ne résulte que des situations respectives, soit pour simplifier autant que possible l'équation propre à chaque lieu en assignant aux axes la position la plus favorable ; le premier office continue d'ailleurs à être ordinairement plus important que le second. Quant au nombre nécessaire des constantes arbitraires que doivent contenir les nouvelles formules de transposition, il devient natu-
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rellement plus grand que pour le cas plan : le déplacement de Torigine, qui correspond toujours à la translation deslieux, introduira trois éléments linéaires ; le changement de direction des axes exigera, en général, la considération de six angles, puisque, dans l'espace, toute direction se détermine naturellement par deux angles; mais, si Tinclinaison des axes demeure la même qu'auparavant, ce qui représente, en sens inverse, la rotation des lieux, ces six angles arbitraires se réduiront spontanément à trois, les inclinaisons données suppléant aux trois autres. Ainsi, en principe, ces formules contiendront nécessairement six constantes arbitraires, trois linéaires et trois angulaires, lorsqu'on les emploiera à la comparaison géométrique de deux équations distinctes ; elles en renfermeraient, au contraire, jusqu'à neuf, trois linéaires et six angulaires, quand on les appliquerait à la simplification algébrique de chaque équation isolée. Toutefois,mème pourcette seconde destination,les constantes disponibles ne sontpas habituellement plus nombreuses que pour la première^parce qu'on préfère ordinairement maintenir la rectangularité des axes; quoique leur obliquité permît, sans doute, de supprimer trois termes de plus, elle complique tellement l'interprétation géométrique qu'on doit ici l'éviter encore plus soigneusement qu'en géométrie plane.
En procédant, comme au n^ 29, d'après la décomposition naturelle de la question fondamentale, considérons d'abord le simple changement d'origine. Les nouveaux axes étant parallèles aux anciens, il est clair que les deux coordonnées analogues d'un point quelconque auront entre elles une différence constante, égale à l'intervalle des plans fixes où elles aboutissent respectivement, et représentant le déplacemen t d'origine correspondant. Ainsi, les formules de transposition seront encore
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b^ c, désignant les anciennes coordonnées de la nouvelle igtne, et se trouvant, par conséquent, affectées, en chaque s, d'un signe indispensable, sans l'appréciation duquel ces rmules manqueraient de généralité.
Le changement de direction des axesautonrdelamémeorite, qui constitue la principale dlfGculté d'un tel sujet, offre plus d'embarras qu'en géométrie plane, où la solution trinométrique était presqueaussifacileàinstituerqu 'à exécuter, idis que maintenant elle exigerait naturellement de pénibles mparaisous entre des lignes appartenant à des plans difféits.Ces obstacles sont assez gravespoursusciterrapplicalion in nouveau principe géométrique dû à Carnot, et qui, d'ailirs trËs-utile en beaucoup d'autres recherches, dissipe heuisement toutes les complications de la question actuelle. Il asiste en ce que, si l'on projette, sur un axe quelconque, un nlourrectiligne fermé, d'ailleurs plan ouganche,la projection chaque cAté sera toujours égale à la somme algébrique des éjections de tous les autres. Exposons d'ahord l'explication Qérale de cette importante relation.
Par sa nature, il sumtdel'avoir constatée envers un simple angle pour acquérir aussilAtledPoitdel'étendresuccessivefnt à un polygonequelconque, formé d'une suite de triangles nligus, qui peuvent d'ailleurs être situés en des plans difféils.Afin d'en mieux caractériserlanotion, bornons-nous donc onsidérer ce cas fondamental, quoique la démonstration pftt ectement convenir à tout contour fermé. On évitera toute scurité, à cet égard, si l'on apprécie préalablement, en gérai, la double manière dont peut Ctre comptée, d'aprësla loi signe concret, la projection de chaque côté, évidemment iceptible d'inversion selon le sens dans lequel on parcourt ne et l'autre ligne. Cette opposition de signe est lidëlemenl duile par l'expression algébrique de la projection, propor-
tionnellement au cosinus de rinclinaison du côté sur Taxe : car, le signe de ce cosinus change spontanément suivant celle des deux extrémités que Ton regarde comme initiale, en concevant Tautre comme finale, puisque Tangle avec Taxe, toujours compté dans le même sens, suivant le précepte trigonométrique, augmente alors de 180^.
D'après cet éclaircissement préalable,, le principe des projections linéaires ne peut offrir aucune difficulté, en considérant la succession nécessaire des projections dedeuxcôtés consécutifs, comparés à la projection du troisième côté du triangle correspondant. La seconde projection se juxtaposera ou se superposera à la première, selon que le second côté fera, comme le premier, un angle aigu avec Taxe, ou bien un angle obtus : or, la projection du troisième serait alors, évidemment, tantôt la somme, tantôt la différence géométrique de ces deux premières projections^ dont elle représentera donc toujours la somme algébrique, en ayant égard aux signes simultanés des cosinus. Même quand le second côté prend une direction perpendiculaire à Taxe^ auquel cas sa projection n'altère nullement celle du premier, la relation subsistera encore, puisque le terme correspondant s'annulera spontanément. On voit que, dans un tel énoncé, il faut considérer le dernier côté comme ayant la même origine que le premier ; si on l'estimait naissant de son autre extrémité, c^est-à-dire suivant le parcours naturel du circuit total, sa projection changerait de signe, et le théorème consisterait en ce que la somme des projectionsde tous les éléments d'un contour fermé reste constamment nulle envers un axe quelconque.
L'importance de ce principe géométrique m'engage à indiquer une autre manière générale de l'envisager, qui pourra dissiper ou prévenir, à cet égard, toute confusion. Si l'on substitue à l'axe considéré un plan qui lui soit perpendicu-
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lire.et qui d'ailleurs laisse dn même cdté toas les points proosés, il est clair que la projection de chaque l^e sur l'axe limitif se trouvera représentée par l'excès de distance à ce lan d'aoe de ses extrémités comparée h l'antre : la double lanière d'instituer cette comparaison d'éloignemeatcorrespond pontanémeot an double sens de la projection. Or, en parcoumt successivement tous les sommets d'un contoar Teraié, iangulaire ou polygonal, plan ou gauche, l'écartement proressifenvers an tel plan, toujours augmenté algébriquement es divers écartements partiels, doit nécessairement se re- ■ouver nul quand, après avoir parcouru le circuit entier, on ;ra revenu au point de départ. De là résulte la relation proosée, d'abord sous sa seconde forme, et par suite aussi sous 1 première, en renversant le mode d'estimation propre an eroier cAté, comparé è l'ensemble des autres.
142. U est maintenant facile de déduire de ce principe les irmules propres au changement de direction des axes, dans espace, autour d'une même origine, surtout en supposant s8 anciens axes rectangulaires, ce qui constitue le seul cas Buel, hors duquel il serait ici superflu de statuer, quoique la larche fût essentiellement semblable. Car, envers des axes aelconques, les trois coordonnées OP', P'N', N'H (fig. SU) un même point peuvent être regardées comme formant un aadrilalère gauche, fermé par la distance OH de ce point à origine, et auquel on peut appliquer le principe des projec- ODS. D'un autre cAlé, la projection de cette diagonale OH ir chacun des axes OX, OY, OZ, équivaut évidemment & ordonnée correspondante dn point H. Si donc on considère
quadrilatère ainsi formé des nouvelles coordonnées z', y\ s', . qu'on le projette successivement sur les anciens axes des x, 3B y, et des z, on obtiendra aussitôt les formules cherchées.
a; => a:' C08 XTt + y ' cos Y'X + z' cos Z'X y = x' 008 X'Y + y' cos Y' Y + z' cos Z'Y 2 — a:' cos X'Z + y' cos Y'Z + z* cos Z'Z,
en adoptant, pour les neuf angles ainsi introduits spontanément, la lumineuse notation de Camot, fondée sur la coexistence des deux lettres qui indiquent les deux côtés de chaque angle. En géométrie plane, nous avons pu perfectionner cette notation, sans la rendre moiils expressive, parce que, tous les angles considérés se trouvant alors formés avec une même droite, la mention formelle de celle-ci devenait superflue, et la désignation pouvait se réduire à une seule lettre, relative au c6té variable. Mais, dans l'espace, une telle abréviation ne comporterait plus assez de clarté : quant à Tusage de lettres insignifiantes, ses inconvénients géométriques surpassent beaucoup ses avantages algébriques.
L'apparente simplicité des formules précédentes tient àl'emploi d*un trop grand nombre d'angles, qui ne sauraient jamais être envisagés comme îhdépendants les uns des autres, même quand rinclinaison des nouveaux axes resterait arbitraire : puisque chacun de ceux-ci y a été déterminé par ses indinaisoûs sur les trois axes anciens, dont deux suffisent évidemment. Ainsi, Tusage de ces formules doit toujours être accompagné de la considération effective des relations nécessaires qui existent entre ces angles, et qui sont, d'après Tavant-demier chapitre,
cos» X'X + cos» X'Y + cos» X'Z = 1
cos» Y'X 4- cos* Y'Y + cos» Y'Z = 1 cos» Z'X -f cos» Z'Y -f cos» Z'Z = i.
En outre, quand les nouveaux axes seront pareillement rectangulaires, la règle d'Ëuler fournira trois autres relations
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cos X'X cos Y'X + C08 X'Y cos Y'Y + cos X'Z cos Y'Z = 0 C08 X'X cos Z'X + cos X'Y cos Z'Y + cos X'Z cos Z'Z = 0 cos Y'X cos Z'X + cos Y' Y cos Z'Y + cos Y'Z cos Z'Z — 0,
dont la combinaison avec les précédentes permettrait de réduire les formules de transposition à ne contenir que trois angles indépendants, conformément à la nature de la question. Ces deux groupes des relations indispensables au passage habituel d*un système d'axes rectangulaires à un autre pourraient aussi prendre une forme inverse, en comparant, dans le premier, les inclinaisons simultanées de chacun des anciens axes sur les trois nouveaux, et en formulant, dans le second, la rectangularité des anciens axes entre eux, d'après ces mêmes inclinaisons.
143. On peut établir les formules précédentes, ainsi que les conditions qui s'y rapportent, suivant un autre mode général, purement analytique, qu'il importe maintenant de caractériser en considérant immédiatementlecasleplusétendu, où les axes changent à la fois d'origine et de direction. Cette marche, éminemment rationnelle, due à Lagrange, repose sur l'évidente appréciation de la nature, nécessaire de telles formules, qui doivent être du premier degré, sous la forme
ar = a + mx' + ny' + pz\ y B=i 6 -|- m'x' + n'y* +p'js', z «= c + m"a:' + n"y'+p'V,
afin que leur substitution ne puisse pas altérer le degré de l'équation de chaque lieu, degré qui ne saurait changer avec la situation. Si on conseiTait, à cet égard, quelque incertitude, il suffirait de considérer que ces formules sont nécessairement communesàtoutesleséquations possibles, en tant que relatives à chaque point isolément envisagé, à quelque lieu qu'il puisse appartenir : d'après ce motif irrécusable, la permanence effec-
tive du degré envers certains lieux particuliers, dont on connaît le type analytique le plus général, convenable à toutes leurs positions quelconques, comme à Tégard du plan ou de la sphère, etc., démontrerait complètement que les formules de transposition doivent être ainsi constituées, même quand on n'aurait constaté qu'un seul exemple semblable.
La difficulté étant alors réduite à déterminer les coefficients constants des expressions précédentes, on y parvient aisément, suivant la marche ordinaire, par Texamen direct de quelques cas particuliers suffisamment connus. Quant aux termes indépendants A^x'yy\ ;s', et qui, d'après la loi d'homogénéité, doivent géométriquement être linéaires, ils constituent évidemment les valeurs de x, y, z, pour a;'«» 0, y'= 0, «'«= 0 ; et par conséquent, ils désignent nécessairement les anciennes coordonnées de la nouvelle origine, comme on l'avait autrement trouvé ci-dessus. D'ailleurs, leur mode d'association analytique à l'ensemble des autres termes indique clairement que la variation totale résultée des changements simultanés d'origine et de direction, est la somme des variations partielles dues à chaque sorte de transposition successive. On peut donc, pour déterminer les coefficients des termes variables, simplifier les formules en y concevant la fusion des termes indépendants dans le premier membre, sans diminuer nullement la généralité de cette opération, envers des constantes dont laloid'ho* mogénéité annonce déjà la nature purement angulaire. Gela posé, les trois coefficients de x' par exemple^ s'obtiendront aisément, d'après une hypothèse propre à réduire les seconds membres à m,m\m'\ c'est-à-dire, en faisant y'= 0, 2*=0et jt'bsI. Ainsi, ces trois constantes équivalent aux coordonnées anciennes d'un point pris sur l'axé des x\ à la distance 1 de la commune origine. Or, si Ton considère, d'une part, que ces coordonnées peuvent être regardées comme les projections dtt
fc^
cette distance sur les anciens axes, et d'une autre part, que ces projections sont mesurées par les cosinus des angles correspondants, on reconnaîtra finalement que m, m ' et m", désignent respectivement les cosinus des angles de Taxe des x' , avec les trois axes des x^ des y et des z. Par une semblable détermination envers les coefficients de y* et de z\ on achèverait de reproduire exactement les formules fondamentales du n<^ précédent.
Quant aux six relations nécessaires des neuf constantes angulaires, elles résulteraient simultanément de ce que la fonction ar* + y* + ^* ^^^^ rester invariable en changeant le système des axes rectangulaires, comme exprimant diversement la distance d'un même point quelconque à la commune origine. Or, si on développe cette condition ar^+y'+^'^^'^+y'M"^'» d'après les formules précédentes, on trouvera aussitôt les^ deux groupes de relations cherchés,
mn4-m'n'+w"«"=0, mp+m'p'+m"p"=0, np+n>*+n"p"=0.
Lorsque les nouveaux axes sont obliques, le second groupe est modifié, conformément à la formule correspondante des distancesna;'«+y'«+«'*+ar'y'cosX'Y'-h2a;'«'cosX'Z'+2y'i6'cosY'Z': il est digne de remarque que cette modification reproduit spon-
(*) Au sujet de cette formule desdistances, dans l'espace, en coordonnées obliques, il convientdc noter la facilité de formation qu'y offrirait le principe des projections, en considérant d'abord la relation résultée du triangle analogue à celui que nous avons considéré envers des axes rectangulaires. On aurailainsi.en premier lieu,d«=(2"—z')a-M H-ât x"—«')d'cosa,d'désignantla distance des projections horizontales correspondantes, et a son inclinaison sur l'axe des s. La formule plane déjà établie donnerait ensuite d'*=(y"— y')* -f(a;'-z')«+2(i/"-y')(a:"-ar')cosYX.Quantaudernierterme2{i"— jf)d'cosot, il suffit alors d*y envisager le facteur d'cosa comme mesurant la projection de rf sur l'axe vertical : car, en la comparant à celles des horizontales y"— y' et x"^x\ le principe des projections permettra aussitôt de la remplacer par (y' —y) cosYZ 4-(x"— a?*) cosXZ, ce qui achève d'établir la formule cherchée.
tanément le théorème d*Euler cos X'Y'="mn+ wi'n*4-»»"^", dès lors conçu d'une manière purement analytic[ue.
144. Pour compléter la théorie de la transposition des axes, il nous reste maintenant à considérer une indispensable transformation angulaire, destinée à dispenser de toute relation étrangère aux formules fondamentales, en rapportant tous leurs coefficients primitifs à trois angles seulement, dès lors pleinement indépendants. Sans doute, une telle réduction n'exigerait ici aucune appréciation nouvelle, si on prenait ces trois angles parmi les neuf déjà introduits, et entre lesquels nous avoue établi six équations supplémentaires, qui permettraient d'exprimer les uns d'aprèsles autres. Mais, àl'inspection de ces relations, on voit que les six expressions finales qu'elles fourniraient se trouveraient trop compliquées pour une destination aussi usuelle, à cause des dénominateurs, et surtout des radicaux, dont elles seraient surchargées. Si donc, on devait conserver les angles primitifs, il serait encore préférable de les garder tous^ en se résignant à prendre chaque fois en considération effective ces six conditions nécessaires^ plutôt que d'altérer autant la simplicité des formules générales en les y insérant ainsi d'avance implicitement. Telle est la seule marche qu'il faudrait habituellement suivre, quelque pénible qu'elle soit réellement, sans l'heureuse idée d'Euler qui, étendant à la géométrie abstraite un usage depuis longtemps familier en astronomie, a irrévocablement dissipé cette f&cheusQ alternative en choisissant trois nouveaux angles auxquels tous les précédents peuvent se rapporter selon des formules très-simples, dont Tinlroduction dispense désormais, à cet égard, de toute équation accessoire.
Ce mode consiste à déterminer la situation du nouveau système rectangulaire envers l'ancien en considérant d'abord l'angle 9 formé avec l'axe priinitif des x par Tinterseclion des
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iox plans x'y et xy, ensaite rinclioaison mutaelle 0 de ces ans, et enfin l'angle <^ de leur intersection avec le nouvel axe is X'. Un tel procédé ne constitue, au fond, qu'une imilatîoa idicieuse de l'usage universel des asUtinonies qui, depuis Hiptrqne, caractérisent la situation relative des diverses oHiltes anétaires, d'après la direction de leur trace sor le plan de icliptique.Ieur obliquité par rapport à celui-ci, et l'inclinaison e leur axe sar la ligne des nœuds. Quoi qu'il en soit de l'oriinalité d'un tel système angulaire, on ne peut méconnaître sa leine efOcacilé analytique, puisque la formule fondamentale e la résolution desangles triëdres ou des triangles sphériques,
cos a '^ coB b coi c -{- an b siû c cos \,
ifflra toujours directement pour y exprimer très-simplement !8 huit angles primilifs, le neuvième ZZ' étant ici seul conirvé, sous le nouveau nom de 4, comme égal à l'inclinaison luluelle des deux plans x'y' et xy. Tout se réduit, en effet, avers chacun de ces angles, à considérer l'angle trièdre dont forme une face, et dont l'arête opposée est toujours l'interïction auxiliaire OT {/ig. SU) de ces deux plans. Ainsi, pour ■ansformer cos X'X, premier coefBcient de la formule de x, a aura, dans l'angle trièdre \'XT,
cos X'X ^ cos f cos i|i 4- sin !p sin if cos 6 ;
a calculera de même cos Y'X d'après l'angle trièdre Y'XT, et Q pourrait mêmele déduire du précédent, parle changement i <{<en90*-|-<j<: quant à cos Z'X, l'angle tiièdre correspondant 'XT aura une face rectangulaire ZT, ce qui simplifiera la irmule de transrorroalion,en la réduisant au second terme, qui onnera cos Z'X=" sin f cos (W-l- 6) =>■ — sio ip sin 9. Les trois lefRcients propres à la formule dey se tronverontcommeles [■écédents, et pourront d'ailleurs en dériver, si on y remplace
partout f par 90^+^. Enfin, la transformation sera encore plus facile quant à 2, à cause delà rectangularité spontanée d'une des faces de chaque angle triëdre, le dernier coefBcient étant d'ailleurs conservé. C'est ainsi que les formules de transposition prennent aisément leur forme définitive, heureusement affranchie de toute relation extérieure,
x^=» x' (cos cp cos ^|/ -)- sin f sin 4^ cos 6) -j-
+ y' { — cos <p sin ^j* + sin ç cos ^ cos 6) — z* sin 9 sin 6 + «
y = ar'( — sin 9 cos ^-|- cos 9 sin^ cos6) +
+ y* (sin <p sin ^ 4" cos 9 cos ^ cos ô) — «' cos 9 sin 6 + 6
jge=a;'sin^sin6-{-y'cos4^sin6 + «'cps6-|-c.
145. Nous devons, enfin, apprécier une importante modification spéciale de ces formules générales, destinée àrapporter Téquation d'une courbe plane à des axes pris dans son plan, de manière à permettre d'étudier désormais cette ligne d'après une équation unique, suivant le mode plan. Si les nouveaux axes des x' et des y' appartenaient au plan, supposé connu, de la courbe donnée, f% (ar, y, z) == 0, /i (x, y, ;5) =* 0, il sufQrait alorsdesubstituerles formules précédentesdansFune ou l'autre de ces équations, ce qui, en ce cas, serait indifférent, et d'y faire ensuite z'>a 0, ce qui devrait tenir lieu, d'après l'hypothèse, de la seconde équation. Mais^ on peut d'abord abréger beaucoup l'ensemble de ce calcul^ en supposant z' «^0 avant d'accomplir la substitution^ quand la courbe est réellement plane, et que son plan est préalablement déterminé, comme nous le concevons en ce moment. De plus, la disponibilité des nouveaux axes rectangulaires dans ce plan permet d'opérer une simplification encore plus importante, en plaçant leur origine sur l'axe vertical^ et dirigeant l'un d'eux parallèlement à la trace horizontale du plan de la courbe, de manière à annuler, d'une part les constantes linéaires a et by d'une autre part
rv:ï*
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F" Al/'.
Fangle ^. L'ensemble de ces modifications réduit les formules primitives à celles-ci
x=ax' cos<f-{'t/' siuf cos6, y=s — a:' sin y + y' cos <p cos6,
js =. y' sîn d + c,
qui ne contiennent que trois données, une linéaire et deux angulaires, relatives au plan de la courbe considérée. On conçoit qu'elles doivent être fort usuelles dans toute la géométrie à trois dimensions, où Tétude des surfaces eiige presque toujours Tappréciation de leurs sections planes, qui ne saurait devenir suffisamment nette qu'autant qu'on pourra Taccomplir d'après une seule équation, directement correspondante au plan de chaque courbe. Il faut d'ailleurs concevoir que, quoique la situation ainsi assignée aux nouveaux axes doive être, en général > la plus propre à faciliter, envers de telles courbes^ la transition analytique de la géométrie à trois dimensions àla géométrie plane, elle pourran'ètre pas toujours la plus convenable, soit géométriquement, soit analytiquement, à l'examen spécial de chacune d'elles. Mais, une fois quecette étude auraété ramenée au mode plan, lesx^hangements d'axes qu'elle pourrait ultérieurement exiger s'opéreront suivant les règles ordinaires de la géométrie plane, et leur considération deviendraitentièrement étrangère à notre sujetactuel,où il s'agissait uniquement d'instituer, le plus simplement possible, ce passage indispensable. L'ulUité prononcée de ces formules spéciales m'engage à indiquer au lecteur le moyen de les établir directement, sans les déduire des formules générales de transposition. Or, en écartant le déplacement d'origine, qui n'y peut susciter aucune difficulté, leur formation immédiate estnaturellement suggérée par l'analogie spontanée des deux premières avec celles qu'indique la géométrie plane pour changer la direction des axes rectangulaires ; car, celles-ci n'en diffèrent réellement que par
le changement de ^' en^' cos 0, sauf un renversement de signes, purement facultatif, envers Tanglecp, ici compté en sensinverse du cas plan. D*après cette indication, qu*on imagine, dans le plan xy, un axe auxiliaire OU \jp.g, 82) perpendiculaire à Taxe OT, qui est maintenant celui des x' ; les formules planes que je viens de rappeler permettront de passer des coordonnées a; ety aux coordonnées x' et u de la projection horizontale H du point N* queFon considère arbitrairement sur le plan x'y' ; dès lors, le triangle rectangle N'HQ fournira aisément le moyen d'éliminer u ou HQ, et aussi d'exprimer la troisième coordonnée:? ou N'H, d'après l'hypoténuse N'Q ou y' etl'angle connuN'QH ou 6 ; ce qui reproduira exactement les formules précédentes.
146. Quand la courbe donnée /i (a:, y, -2)= 0, /i (^, y s ^)= 0, sera réellement plane, mais sans qu'on en soit averti, son plan étant d'ailleurs encore inconnu, la méthode précédente restera pareillement applicable, en y concevant alors indéterminées les trois constantes «, 0 et c, ce qui n'empêchera nullement la substitution de nos formules. Seulement, cette substitution, qui n'était d'abord indispensable qu'envers l'une des deux équations proposées, devra maintenant s'accomplir dans toutes deux, afin de constater la nature plane de la courbe considérée et de déterminer son plan, d'après l'identification totale des deux résultats par des valeurs convenables des constantes disponibles 9, 0 et c. Lorsque cette coïncidence ne saurait s'établir de quelque manière qu'on dispose de ces trois éléments du plan supposé, il sera démontré que la courbe en question n'est pas véritablement plane.
Cette opération analytique pouvant s'accomplir entièrement sans que les coefficients des deux équations primitives soient déterminés, pourvu que l'indétermination ne s'étende pas aux exposants, une telle méthode, poussée jusqu'à sapins grande extension fondamentale, permettra de résoudre un problème
si'-.
important de géométrie générale, en découvrant analytiquement les conditions, de situation ou de grandeur, sous lesquelles l'intersection de deux surfaces quelconques, données d'espëce, deviendra une courbe plane. Il suffira, eneffet,après avoir disposé de f , 6 et c, de manière à satisfaire à trois des relations de coïncidence ci-dessus prescrites, de substituer leurs valeurs dans les autres relations de ce genre^ qui exprimeront alors les conditions propres aux coefficients des deux surfaces en cas d*intersection plane.
Soient, par exemple, les deux cylindres, elliptiques ou hyperboliques, x*+pz^=: y, y*4-mz*=n. Les deux substitutions indiquées conduiront aux relations de coïncidence
cos ^ sin 9 cos 0 sin ^ cos 9 cos 0
cos^ <p sin' 9 '
sin* y cos^ Q H" JP sin' 0 cos' 9 cos' 6 -j- m sin' 0
cos' 9 sin' <p '
cp sin 6 cm sin 6 pc' — q mc^ — n ^
cos* 9 sin'(p ' cos' 9 sin* 9
la première donne 0 =. 9(y», la seconde tang 9 = y — , et la
troisième laisse c indéterminé ; ainsi, quand Tintersection est plane, son plan est vertical et passe par Taxe desjz, sous un angle connu avec Taxe des x. D'après ces éléments, la quatrième relation fournit la condition cherchée pn i» m^, qui signifie géométriquement que les deux bases, d'abord de même espèce, doivent avoir des axes verticaux d'égale longueur, quels que soient d'ailleurs leurs axes horizontaux.
SECONDE PARTIE
PRÉAMBULE
147. Toutes les théories générales que nous avons établies dans la seconde partie de la géométrie plane, s'étendent naturellement à la géométrie à trois dimensions, soit pour les surfaces, soit pour les lignes, sans exiger ici aucune nouvelle explication fondamentale. Le régime didactique ordinaire oppose seul de véritables obstacles à cette extension spontanée, en dissimulant la généralité intrinsèque des principales conceptions de la géométrie analytique, sous leur vicieuse adhérence à quelques cas spéciaux. Hais, ces divers principes ayant été, dans ce traité, conçus et exposés d'une manière pleinement générale, tout lecteur qui les aura suffisamment compris pourra, de lui-même, les appliquer, sans aucune difficulté sérieuse, à cette nouvelle destination, en y opérant, d'ailleurs, quand il le faudra, les modifications convenables. Cette facile élaboration spontanée, qui constitue l'un des avantages essentiels delà marcheque j'ai établie, me permettra ici d'abréger beaucoup l'étude analytique des surfaces, en la réduisant surtout aux seules conceptions qui lui sont vraiment propres, et
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qui n'ont aucun analogue en géométrie plane: en même temps ces notions supérieures, trop souvent inaperçues jusqu'à présent au milieu d'une foule de détails superflus ou déplacés, seront ainsi plus nettement saisies et plus complètement
appréciées. Je vais donc me borner maintenant, quant aux différentes théories déjà traitées en géométrie plane, àquelques rapides indications caractéristiques, destinées, soit à faciliter, à leur égard, le travail personnel du lecteur, soit à y signaler quelques modifications dont nous aurons lieu ensuite déconsidérer l'application usuelle.
La première d'entre elles, relative au nombre de points déterminant s'étend directement aux surfaces, aussi bien dans sa méthode subsidiaire que dans ses principes fondamentaux, sans exiger aucun autre amendement que celui naturellement relatif au nouveau nombre des coordonnées, et qui prescrira de compter désormais chaque point singulier comme équivalent, pour la détermination d'une surface quelconque, non plus à deux points ordinaires, maïs à trois. Envers les lignes, la modification est plus profonde et plus délicate, à cause de la dualité actuell^de leur expression analytique, dont l'influence, quoique toujours facile à prévoir, a été, sous ce rapport, mal appréciée quelquefois. Nous avons eu déjà l'occasion de la caractériser pour la ligne droite, de manière à indiquer nettement sa tendance générale. Il faut surtout y remarquer que le nombre de points déterminant, à l'égard d'une courbe quelconque^ est alors la moitié de celui des constantes
arbitraires ou des coefficients indéterminés propres au couple analytique le plus simple et le plus général dont elle soit susceptible, puisque chaque passage fournit maintenant deux relations au lieu d'une seule. Ce nombre total de constantes ou de coefficients doit donc être toujours pair, et il y aurait ua contre-sens grossier à le supposer jamais impair : s'il se pré-
sentait d'abord comme tel, ce serait un motif suffisant d'assurer, ou que les équations n'ont pas toute la généralité convenable, ou qu'elles contiennent quelque paramètre superflu. Par exemple^ en concevant le cercle d'après^ la rencontre d'une sphère et d'un plan, ce qui constitue, dans l'espace, son meilleur mode d'expression analytique, ses équations semblent être
(x — a)^ + (y — ê)«4.(;2 — Y)« = r%z = ezar + *y + c;
mais, puisqu'elles renferment sept constantes arbitraires, l'une d elles est certainement inutile : en effet, quoique le plan doive être unique, la sphère ne l'est pas, et pourrait varier sans faire changer le cercle : il faut donc restreindre assez cette surface pour qu'elle devienne aussi déterminée que l'autre. On y parvient commodément en assujettissant son centre à. faire partie duplan considéré; en sorte que leséquations du cercle prennent finalement la forme pleinement convenable
qui offre d'ailleurs accessoirement l'avantage géométrique de ne contenir que des constantes directement relatives àlacourbe proposée. Un tel éclaircissement sur ce cas usuel indique assez comment il faudrait procéder envers tout autre.
Notre théorie des tangentes aux courbes planes conduit aisément à former l'équation du plan tangent à une surface quelconque, en concevant ce plan comme le lieu naturel de toutes les tangentes aux diverses sections planes de la surface autour du point considéré. Or, cette notion géométrique, familière en géométrie descriptive, peut être fondée, indépendamment de toute analyse, sur la considération directe de la /lormale, immédiatement caractérisée par sa propriété de minimum. Dès lors, la formation de l'équation du plan tangent ne peut offrir aucune difficulté, puisqu'elle se réduit aussitôt à exprimer
488 GÉOMÉTRIE DANS L'eSPACE.
qu'il contient deux droites, préalablement obtenues comme tangentesàdeux courbes convenablement choisies sur la surface proposée / (ar, y, z) = 0. Les coupes les plus favorables résulteront des plans y =» yi, x^^^ x^ menés, du point de contact donné {xu Vu ^i)i parallèlement à deux des plans coordonnés : leurs équations propres seront, respectivement, f{x^yu ^)=»0, f (^1» y I ^) = 0 : elles découleront de celle de la surface, en y supposant constants y ou x. Ainsi, les équations des tangentes correspondantes deviendront, d'après notre règle fondamentale,
y=yi, X— 051=— *^[%^%i), et x^xu y^yi=z — '^ (2— ^i).
Pour que ces droites soient contenues dans le plan cherché z — j5tsa=a(a; — Xi) 4- b (y — yi), ses coefficients angulaires a et A
devront être respectivement égaux aux fractions ^-^ei — i^ïî.
L'équation du plan tangent sera donc finalement
f'zi {z - Zi) + f'yi {y ^ yi) + r« {x - Xi) = 0.
On en déduira facilement les équations de la tangente à une courbe quelconque , analytiquement représentée, de la manière la plus générale, par le couple (p (a:, y, ;8)=0, ^ (or, y, z)«=0, en concevant géométriquement cette tangente comme l'intersection des plans tangents menés, du point considéré, aux deux surfaces correspondantes. Si l'on employait le système des cylindres projetants, on ramènerait plus directementla question à la géométrie plane, puisque les projections de la tangente cherchée devraient toucher les projections respectives de la courbe : mais, au fond, ce mode de réduction ne constituerait encore qu'un cas particulier de la notion précédente. D'après ^^ l'ensemble de cette appréciation, on voit que notre méthode fon-
damentale des tangentes s'étend spontanément à la géométri,e à trois dimensions, soit pour les surfaces, soit pour les lignes, et
en y conservaût le même degré précis de généralité ; en sorte qu'elle s'y trouve pai*eillementétablie, en principe, envers tous les cas possibles, mais également restreinte ici, dans son application effective, aux seules équations algébriques, préalablement rendues rationnelles et entières, par suite d'une semblable influence delà faible instruction analytique exigée en ce traité.
En étendant aux surfaces la déOnition des diamètres, ces lieux, qui alors deviennent aussi des surfaces, pourront s'obtenir analytiquement de la même manière qu'en géométrie plane, en appliquant chacune des deux méthodes générales que nous y avons établies, avec des modifications trop évidentes pour nécessiter maintenant aucune explication. On pourrait aussi opérer une semblable extension envers la méthode supplémentaire destinée à déterminer spécialement les diamètres rectilignes, ici transformés en diamètres plans : seulement la complication supérieure des nouvelles formules de transposition entraverait beaucoup l'exécution habituelle des calculs qu'elle prescrit.
Il est encore plus facile d'étendre aux surfaces le principe analytique propre à notre théorie des centres, soit à Tégard d'une équation quelconque, soit sous la forme spéciale qui convient aux équations algébriques proprement dites. Envers celle-ci, on pourra même remarquer que, quoique la coexistence de trois variables y multiplie nécessairement les combinaisons d'exposants, les conclusions usuelles restent pourtant identiques ; car, après avoir ainsi apprécié tous les cas, on reconnaîtra finalement que les différents termes continuent à changer ou non de signe, parle changement de signe simultané des trois coordonnées, selon que leur degré est impair ou pair. Le déplacement d'origine indéterminé,destiné à la détermination du centre^ sera donc toujours dirigé vers la suppression
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des termes de degré impair daas les équations de degré pair, ou réciproquement.
Si Ton considère, enfin, notre théorie analytique delà similitude, surtout sous sa dernière forme, on reconnaîtra directement que son extension spontanée aux surfaces n'exige aucune modification, et ne suscite d'autre difficulté nouvelle que rinévitable complication des calculs de transposition qu'elle exige envers les cas les plus généraux, son principe restant d'ailleurs évidemment identique. Rien n'empêchera non plus l'application convenable, sous les mêmes conditions fondamentales qu'en géométrie plane, de la méthode subsidiaire destinée à dispenser souvent d'une telle élaboration, et qui acquerra ainsi un plus grand prix en suppléant à des opérations algébriques devenues plus pénibles.
148. D'après l'ensemble de cette rapide appréciation, toutes nos conceptions de géométrie générale relatives à l'analyse ordinaire concernent donc essentiellement l'étude des courbes planes, et ne présentent ensuite, à Tégard des surfaces, qu'une simple extension spontanée, dont l'accomplissement n'exige, au fond, aucun nouveau principe important qui soit vraiment propre à une telle destination : je peux assurer d'avance qu'il en est à peu près de même pour les diverses notions géométriques qui exigent l'analyse transcendante. Ainsi, en suivant ici le môme plan que dans la géométrie plane, sa seconde partie semble d'abord s'effacer naturellement, ou ne devoir consister qu'en une sorte d'imitation facile. En outre, les explications fondamentales que nous avons établies sur la discussion géométrique des équations à trois variables paraissent également tendre à faire spontanément disparaître la troisième partie de ce système didactique, puisqu'elles ramènent, en général, la discussion des surfaces àl'examen de leurs diverses sections planes, sauf les embarras supérieurs que suscite alors
la concentration finale des résultats obtenus. Quel peut donc être ici Tobjet propre de notre étude générale des surfaces, d'où semblent écartés d'avance les deux ordres essentiels de difiicultes analytiques envers la double relation élémentaire entre r^bstrait et le concret?
Pour apprécier convenablement le caractère, éminemment nouveau, de l'élaboration fondamentale qui nous reste à accomplir, il f{iut concevoir, dans le système total des spéculations géométriques, deux points de vue également universels, qui sont profondément distincts, quoique intimement liés, l'un abstrait, l'autre comparatif. Sous le premier aspect, essentiellement propre à la géométrie plane, il s'agit d'instituer les moyens analytiques d'étudier les propriétés générales des formes quelconques : c'est ce que nous avons fait, d'abord envers les lignes, et par suite quant aux surfaces, pour les conceptions sufBsamment accessibles à l'analyse ordinaire, et auxquelles il resterait seulement à joindre les théories plus profondes qui exigent l'analyse transcendante. Au contraire^ le second point de vue^ où Ton apprécie l'application collective de ces diverses méthodes abstraites aux différentes figures géométriques afin de les classer conformémentà l'ensemble de leurs affinités réelles, est jusqu'ici resté presqu'entièrement étranger à la géométrie plane, comme je l'ai plusieurs fois indiqué, surtout au début de sa troisième partie. C'est à la géométrie à trois dimensions qu'il appartenait nécessairement deconstituer le nouvelaspect fondamental de la science géométrique, ultérieurement susceptible, sans doute, d'être convenablement étendu .à la géométrie plane, où il laisse aujourd'hui, à beaucoup d'égards, une immense lacune. L'étude des courbes, plus simple et plus directe, devait essentiellement fonder, sous la grande impulsion cartésienne, la géométrie générale proprement dite, par les travaux graduels des suc-
CM
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cesseurs de Descaries pendant les deux derniers siècles. Mais, la géométrie comparée, non moins indispensable, et d'ailleurs plus féconde, quoiqu'elle ne pût surgir qu'après, n'a commencé à se caractériser que dans l'élude, plus vaste el plus variée, des surfaces, d'après Féminente conception fondamentale de Monge sur leur classification rationnelle, dont l'analogue n'existe encore aucunement en géométrie plane. Notre travail actuel est donc destiné surtout à établir convenablement, autant que le comporte la seule analyse ordinaire, cette nouvelle idée mère, qui constitue, à mes yeux, le plus grand pas qu'ait pu faire le système des conceptions géométriques depuis Descartes et Leibnitz, et dont le seul Lagrange, parmi les contemporains de Monge, avait dignement soupçonné lahaute portée philosophique, essentiellement méconnue de presque tous les géomètres ultérieurs, devenus de plus en plus insensibles au perfectionnement direct de l'ensemble des pensées mathématiques, par suite de l'empirisme croissantque détermine naturellement le morcellement exagéré de la culture scientifique.
Cette indispensable étude, principal aliment, à la fois scientifique et logique, que la géométrie analytique à trois dimensions puisse spécialement offrir aujourd'hui aux bons esprits, ramènera à de véritables règles, soit la formation, soit la discussion, des équations de surfaces, du moins pour toutes les familles dont l'équation collective a pu être complètement obtenue jusqu'ici. Les applications naturelles que j'aurai lieu d'y expliquer permettront d'ailleurs à cette élaboration finale de remplir accessoirement un office correspondant à celui de notre quatrième partie de la géométrie plane, en faisant suffisamment connaître les principales propriétés caractéristiques des diverses surfaces du second degré, dont toute appréciation plus particulière serait ici superflue et ne tendrait réellement qu'à détourner l'attention de notre objet essentiel.
ÈL.I..
CHAPITRE PREMIER
Notions fondamentales sur la classification rationnelle des surfaces.
149. L'étude générale des surfaces étant naturellement plus difficile que celle des lignes, on peut s'étonner d'abord que leur classification rationnelle soit pourtant beaucoup plus avancée, à tel point que la géométrie comparée n'est même dogmatiquement ébauchée jusqu'ici qu'à leur égard, comme nous l'avons souvent reconnu en géométrie plane. Mais une appréciation plus approfondie doit entièrement dissiper ce qu'un tel contraste logique semble offrir de paradoxal, en faisant sentir que, par suite de la multiplicité plus étendue et de la variété plus prononcée inhérente à leur complication supérieure, la comparaison universelle des surfaces donne lieu nécessairement à des caractères plus tranchés et à des rapprochements mieux appréciables que ne saurait le permettre celle des lignes. Une pareille opposition fondamentale se manifeste, en vertu de semblables motifs élémentaires, dans la plus éminente partie de la philosophie naturelle proprement dite, d'oti dérivent spontanément les vrais principes de la théorie générale des classifications quelconques, c'est-à-dire dans l'étude des corps vivants, entre le règne animal et le règne végétal : car, le classement des organismes animaux a toujours été beaucoup plus satisfaisant que celui des végétaux, précisément parce que les premiers, étant plus compliqués, et, dès lors, plus multipliés et plus variés, ils comportent des comparaisons plus décisives. Quelque singulier que puisse d'abord sembler ici un
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tel rapprochement philosophique à certains esprits mal préparés,ce n'est pas sansdesseinquejlndique en passant la relation naturelle de ces deux cas scientifiques, dont l'inévitable afBnité logique a certainement influé sur le peu de progrès qu*a faits jusqu'à présent la géométrie comparée, depuis sa fondation, plutôt instinctive que systématique, par la grandeconception de Monge, encore si imparfaitement appréciée : on conçoit ainsi, en effet, que cette sorte de stagnation doit tenir surtout à la vicieuse éducation des géomètres actuels, qui, d'après un empirique morcellement, restent ordinairement trop étrangers aux études les plus propres à développer^ h cet égard, des dispositions vraiment rationnelles.
En opposant directement la notion générale des surfaces à celle des lignes, il est aisé de saisir le motif fondamental de la facilité spéciale que présente nécessairement la première sorte de lieux géométriques à l'établissement d'une classification satisfaisante. Car, les surfaces sont engendrées par le mouvement des lignes, tandis que celles-ci résultent du mouvement d'un simple point. Or, un point n'ayant aucune forme appréciable, les divers lieux qu'il produit ne peuvent différer que suivant la loi de ce mouvement, sans laisser d'accès à aucun attribut caractéristique, qui puisse permettre d'instituer & la fois des distinctions tranchées et desrapprochements généraux, double condition indispensable à tout classement régulier. Les surfaces, au contraire, se rapprochent et se distinguent spon* tanément d'après la nature de leurs génératrices ; puisque la même ligne, mue diversement, peut engendrer une infinité de surfaces différentes, dont les propriétés respectives seront néanmoins essentiellement analogues, en vertu d'une telle communauté d'origine, de manière à constituer aussitôt des groupes vraiment naturels, d'ailleurs plus ou moins étendus. Aussi, en aucun temps, la classification empirique des lieux
algébriques suivant les degrés de leurs équations n'i^*t-elle pu acquérir envers les surfaces autant de consistance provisoire qu'à regard des courbes : tout en remployant, les géomètres, même avant Monge, devaient être conduits, par un instinct confus, à sentir son incompatibilité radicale avec le principe évident qui prescrivait de classer les surfaces selon leur mode de génération, de façon à réunir en un même groupe toutes les surfaces cylindriques, en un autre toutes les surfaces coni* ques, etc., sans considérer les diversités de degré's, ou en ne leur accordant qu^une attention très-secondaire.
150. Pour établir convenablement, d'après ce principe, la conception fondamentale de Monge sur la classification rationnelle des surfaces, il faut en apprécier d'abord la nature géométrique, ensuite l'expression analytique, et enfin constituer l'harmonie nécessaire de ces deux ordres généraux de notions élémentaires.
Sous le premier aspect, nous devons ici nous borner à caractériser rigoureusement l'idée de famille^ seule pensée hiérarchique qui soit encore suffisamment élaborée en géométrie comparée. Deux surfaces ne sauraient appartenir à une même famille géométrique qu'autant qu'elles sont engendrées par une même ligne : mais cette indispensable condition est bien loin de suffire; elle donnerait une notion beaucoup trop étendue de ce premier groupe naturel. Une même génératrice, en effet, peut convenir à une infinité de familles de surfaces différentes, comme on le voit, par exemple, même envers la ligne droite^ d'où résultent indifféremment la famille des cylindres, celles des c<^nes, celle des conoîdes, etc., et une multitude d'autres qu'on ne saurait confondre entre elles, malgré les relations spontanées qui doivent y résulter de cette source commune : une ligne plus compliquée, telle que le cercle, admettant encore plus de variété, doit, à plus forte
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raison, comporter la même remarque. Pour que la famille géométrique soit suffisamment définie, il faut n'y comprendre que des surfaces résultées d'une même génératrice mue suivant la même loi, en laissant seulement indéterminée la directrice qui doit achever de spécifier le lieu produit, en sorte que la diversité de celle-ci constitue réellement Tunique différence essentielle de ces surfaces, dont les équations pourront cependant, à ce titre, offrir successivement tous les degrés algébriques, ou même contenir toutes les fonctions transcendantes. Telle est la juste extension des seuls groupes naturels envers lesquels les conditions fondamentales de la géométrie comparée puissentaujourd'hui être regardées comme suffisamment remplies.
Si cette notion devait rester purement géométrique, elle serait essentiellement dépourvue d'efficacité, puisque les études quelconques de géométrie générale ne sont vraiment susceptibles d*un progrès décisif et soutenu qu'autant qu'elles peuvent se subordonner à des conceptions analytiques, ainsi que nous l'avons pleinement reconnu, en géométrie plane, à l'égard même de recherches beaucoup plus simples. Aussi est-ce surtout dans la découverte du nouveau genre d'équations propre à représenter, non plus des surfaces particulières, mais des familles ainsi définies, qu'a dû consister l'éminent mérite de l'élaboration fondamentale de Monge, avant laquelle les géomètres avaient dû s'élever quelquefois à une pensée tellement naturelle, sans pouvoir lui donner aucune suite importante^ faute d'en avoir conçu la représentation analytique.
Cette indispensable représentation repose sur la considération habituelle d'une nouvelle sorte d'équations à trois variables, contenant une fonction arbitraire, mais dont le sens est néanmoins nettement appréciable, quoique plus étendu que celui des équations ordinaires, où l'indétermination se réduit commune-
ment aux seuls coefficients, en affectant tout au plus les exposants. Il importe d'abord de concevoir abstraitement une telle interprétation des équations de la forme A(^iy>^)='? (/«(^ly^^)) ou, ce qui est équivalent, ^ (fi (x, y, x), fi (a;, y, z)) =a 0, les caractéristiques grecques (p et ^ désignant des fonctions entièrement arbitraires, tandis que les caractéristiques romaines /i et /t indiquent des fonctions déterminées, suivant une notation que je maintiendrai habituellement en toute cette théorie, afln d'y mieux éclaircir le discours analytique. Or, ce qui caractérise directement toute pareille équation à trois variables, c'est la possibilité d'être réduite à deux variables seulement, d'après une transformation toujours assignable. Car, en posant A (^» y 1 ^) *= ^ ôt A (aî, y 1 *) = w, ces deux équations déterminées permettront, en chaque cas, de rapporter deux des anciennes variables aux deux nouvelles t et t/, et à la troisième d'entre elles, suivant des formules exactement définies,
ar=Fi(/,w,z), y=F2{/,w,2).
Dès lors, la substitution de ces formules dans une équation particulière donnée f [x, y, z) =0 devra la rendre spontanémentindépendantede z^ si elle est vraiment susceptible de conformité avec le type proposé, qui constitue une relation, / z= <p (w) ou <j/ (/, ti) = 0, entre / et w seulement. Une telle disparition de 2, qui ne saurait certainement avoir lieu envers une équation prise au hasard, sera donc propre à caractériser, par un irrécusable symptôme analytique, les diverses équations spéciales que ce type peut embrasser, à l'exclusion nécessaire de toutes les autres. Ainsi, les équations qui établissent une relation arbitraire entre deux fonctions déterminées de trois variables ont, en elles-mêmes, une acception nettement appréciable, quoique plus étendue que celle des équations ordinaires.
:îe !U r^ali:/ iiiAlyL.7Ti« Rf jW AT h ï'::«ii9iaB« 4e boa iù>.->:a an m>^,i:i2, «t 'r<i>-I> i>£ii!>bfû jÊLttAiiiLtmtoÂ xT^
il« M^>^ >J^*vûtiy>a.en £:iac^t k T2>iir «ie F in" tt —irîihJf Ai cjTiMrr^. La d/.42Lû>d aoalfj^oe «n^fn den i^aiiics
lÎTiM, ni crff^U DiM ^Tution Uxjt aoss^naeneituUlniTv ;»i i'tn Semait sioipUiiKDly=» jr, oo-t x.y ^O-E» y «îi'jnanl l« «rmpl'rOM prfc^fkal, on Remuait aussitôt ^bH M; alfira d'être earacl^ri>tûin^, pnîsqiM cette ré<hictioa anx mlli iiiiiiililMf r liniiiiii lil iliiiii"in>fniiiMliirfiiiiiiiniil. prj;* chaqne mode de transfonnatioD, en ime éqnatioa qneliqne entre zet y. Ce contraste nécessaire des denx cas aii>iqoes mMIe une toigneose appréciation, comme infiqaanl intaniHiieat,d'aprèsceqnî ra snivre, llmpoHiliilité radicale tendre ans courbes le principe de classification, qne nous ms appliqaerans surfaces ; en sorteqoe, si jamais le cksse- Dl des liji^eBdeTienl vraiment rationnel, ce sera inéTÎtablent d'aprin une tout antre idée mtre, dont rien jusqu'ici ne irait indiquer le germe propre.
lous pouvons maintenant constituer directementlaconcep- 1 fondamentale relative h. la classification rBlionnelledessorîs, en élablissantnne exacte harmonie élémentaire entreles IX notions g^éralee, l'une géométrique, l'antre analytique Tiennent d'être expliquées, de manière k montrerqne ces irelles équations,
r.ff.î)— f(/'s(2:,y,s))ou4.(/i(a:,y.z}, /i(^, y,î)) = 0,
,t naturellement destinées h représenter, non de simples faces, mais des lamilles proprement dites, saivaDtUdéBni-
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lion précédente. Il faut, pour cela, discuter le lieu géométrique d'une telle équation, dans la vue d'y saisir ce qu'il offre de vraiment caractéristique, abstraction faite de toute hypothèse particulière sur lanaturedela fonction arbitraire f ou ^. Or, à cet effet, il suffit de remarquer que, quelle que soit celte fonction, l'équation proposée est composée de façon à rendre inévitablement constante Tune des deux fonctions déterminées toutes les fois que l'autre sera supposée l'être. Si donc oncon* çoit le lieu quelconque de cette équation coupé par une suite de surfaces auxiliaires résultées de l'équation /i [x^ y, zj^^a^ où a désigne un paramètre arbitraire, la seconde équation des sections correspondantes sera nécessairement fi{x, y, z)^=»b^b étant un autre paramètre analogue, dont la relation au premier reste seulement indéterminée, tant que la fonction ^ ou ^ n'est pasdéfinie. Ainsi, toutesleshypothèses relatives à cette dernière fonction auront^^ela de géométriquement commun que les surfaces correspondantes, malgré leurs inévitables différences, seront pourtant toujours composées des lignes représentées par les équations /i [x^ y^z)^=»a^f% [x^ y, z] »» b. La nature de ces génératrices, où les constantes^et 6 restent seules arbitraires, estentièrement déterminée, ainsi que la loi de leur mouvement; la diversité réelle du lieu géométrique, d'après l'indétermination de la fonction 9, pourra toujours être réduite à n'affecter que les directrices successivement combinées avec cette commune génératrice, puisque chaque relation des paramètres équivaudrait sans cesse à une condition de rencontre entre cette courbe mobile et chaque courbe fixe. Nous sommes donc conduitsà regarder un tel type analytique comme représentant une véritable famille de surfaces, suivant l'exacte définition préalable de ces groupes géométriques : on ne peut plus conserver aucune incertitude sur la correspondance fondamentale des deux modes d'indétermination, l'un concret, l'autre abstrait.
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L'analyse Iransceadanle complète heureusement cette coelation nécessaire, en permettant de remplacer ces équations irectes conteuant une fonction arbitraire, par des équations idirectes entre les deux dérivées partielles de ia variable déendaote, où cette fonctionest entièrement éliminée, etquideiennent dès Lors mieux calculables, sans qu'une telle transformaon altère d'ailleurs aucunemenll'interpré talion géométrique, [ais. quoiqu'un tel complément général soit certainement inispensable pour bien apprécier la puissance et la fécondité de
1 grande élaboration de Monge, nous pouvons déjà cepenant, avec la seule analyse ordinaire, constituer ici esseniellement la classification rationnelle des surfaces, de manière
retirer immédiatement, de cette intéressante étude, une im-^ ortanle efficacité scientifique, aussi bien qu'une haute utilité )gique.
151. D'après cette nouvelle idée mère, les familles de su^ ices peuvent être multipliées, d'une manière presque machiale, avec autantde facilité que les espèces de courbesengéolélpïe plane, en attribuant, même au hasard, diverses formes nalytiques aux deux fonctions, fi et /«, qui caractériseront, a chaque cas, le modede génération. Quoique ceshypothèses iiccessives puissent quelquefois coïncider géométriquement, ar suite de l'infinie diversité propre à la représentation ana- 'tiqued'unelignedans l'espace, on conçoitcependant qu'elles )urniront le plus souvent des familles vraiment distinctes, ont la plupart n'auraient jamais été considérées auparavant, L auraient encore moins reçu un nom propre, qui n'a été acsrdé jusqu'ici qu'à quelques familles usuelles. En chaque cas, i discussion générale du type analytique proposé, suivant la larcbe fondamentale que je viens d'établir, caractérisera tou- >urs nettement, avec plus ou moins de facilité d'ailleurs, t famille correspondante.
Soit, par exemple, Téqualion a: + y — z=<p {x — y+z). Les équations de la génératrice seront donc x + t/ — z^=a^ X — y +2? = 6; or, chacune d'elles représentant un plan de direction constante, dont la distance à Torigine reste seule ar> bitraire, il s'ensuit que la famille proposée est engendrée par une droite parallèleà la ligne fixe x-^y — ^=0, x — y+ 2=0. Ainsi, quelle que puisse être la fonction ^, Téquation donnée a pour lieu géométrique une surface cylindrique ; et ces deux dernières équations, ou leur équivalent plus simple x =» 0, y =sz, indiquent que ce cylindre est toujours parallèle à la bissectrice de Tangle de deux des axes coordonnés.
Considérons encore Téquation un peu plus compliquée
OÙ la génératrice sera représentée par x + y+ z = ^^ X — .V = bz. On y reconnaît aussiU^t une ligne droite, mais dont la direction n'est plus invariable. En cherchant à saisir ce que la génératrice otfre de fixe, afin d'apprécier la famille géométrique correspondante, il est aisé de découvrir que ces surfaces résultent toujours du mouvement d'une ligne droite parallèlement à un plan donné a: + y + ^ = 0 et le long de la bissectrice de l'angle des deux axes horizontaux.
Examinons, en dernier lieu, l'équation 2 = ^ [xy), relative à une famille qui n'a pas été signalée. Sa génératrice aura pour équations js^aa, xy =»& ; ce qui annonce une hyperbole dont le centre parcourt Taxe vertical, tandis que ses asymptotes demeurent parallèles aux axes horizontaux, son sommet se mouvant d'ailleurs arbitrairement dans le plan bissecteur de deux des plans coordonnés.
Je ne saurais trop recommander au lecteur la multiplication spontanée de ces nouveaux exercices de géométrie analytique.
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les plus propres de tous à faire profondément sentir la relation nécessaire de l'abstrait au concret, qui s'y trouve naturellement plus vaste et en même temps plus condensée qu'en aucun autre genre de discussion géométrique des équations. Sans jamais dépasser, envers les deux fonctions caractéristiques, des formes suffisamment simples, comme Texige la difQculté supérieure de telles appréciations, dont le résultat final manquerait autrement de la netteté convenable à leur destination logique, il sera facUe de varier assez les familles correspondantes pour acquérir bientôt un sentiment usuel de la conception fondamentale de Monge.
152. Ce grand principe prescrit directement la marche générale suivant laquelle on doit toujours procéder à la formation de Téquation collective propre à l'ensemble de chaque famille, quand elle sera géométriquement définie. Il sufBra d'élaborer analytiquementcette définition, de manière à obtenir les équations de la génératrice avec deux constantes arbitraires seulement. Une telle réduction sera nécessairement toujours possible, en ayant égard à toutes les circonstances caractéristiques, si ce groupe naturel est convenablement institué, c'est-à-dire, s'il a le juste degré d'extension qui correspond à une famille proprement dite. D'après cette condition préalable l'équation collective delà famille se formera toujours en résolvant ces deux équations de la génératrice relativement aux deux paramètres, ainsi rapportés aux coordonnées variables, afin d'indiquer entre ces deux fonctions une relation totalement arbitraire.
Quand l'ensemble des conditions proposées laissera plus de deux paramètres arbitraires dans les équations générales delà génératrice, ce symptôme analytique indiquera sans équivoque que le groupe considéré est trop vague pour l'état présent de la géométrie comparée, et comprend réellement une infinité de
familles de surfaces. Lorsque, au contraire, ces équations pourront être amenées à ne plus contenir qu'un seul paramètre variable, il est évident que le lieu géométrique, cessant de constituer une véritable famille,se réduira à une espèce déterminée, dont Téquationse formerait en éliminant, entre ces deux équationsy cet unique paramètre, de manière à ne laisser rien d'indécis dans la composition analytique, sauf les valeurs des coefficients.
Pour déterminer, en sens inverse, si une surface particulière donnée appartient ou non à une famUle donnée, les règles générales prescrites au n° 150 permettront toujours de le décider, en les appliquant de façon à reconnaître si Téquation spéciale proposée peut ou non rentrer abstraitement dans le type analytique correspondant. Telle est, à cet égard, la seule question judicieuse qui puisse èlre réellement posée. Car, demander à quelle famille appartient chaque surface particulière, constitue évidemment un problème trop indéterminé, puisque la même surface peut être rangée parmi une infinité de familles différentes, d'après les divers modesde génération dont elle est toujours susceptible ; quoique son étude spéciale puisse ensuite exiger, entre ces divers points de vue géométriques, un choix unique, qui d'ailleurs variera suivant la nature des recherches poursuivies. On doit regarder toute surface comme pouvant être engendrée successivement par chacune des lignes qu'on y peut tracer. Mais cette inévitable indétermination n*altère nullement la réalité fondamentale de notre conception géométrique sur les familles de surfaces, toujours caractérisées par la nature de la génératrice et la loi de son mouvement ; car, si chaque surface peut contenir une infinité de courbes distinctes, il en existe encore davantage qui n y peuvent jamais être situées : le cercle est, par exemple, la seule courbe plane qu'on puisse décrire sur une sphère.
:yr>
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Après avoir établi, dans ce premier chapitre, toates les notions essentielles relatives au classement rationnel, à la fois analytique et géométrique, des surfaces quelconques, U nous reste à mieux caractériser ces principes généraux par leur application spéciale à Tétude successive des principales familles qui ont été jusqu'ici régulièrement introduites en géométrie comparée.
CHAPITRE IL
Théorie des surfaces cylindriques.
153. Cette famille, la plus simple et la plus usuelle de toutes, comprend les surfaces engendrées par une droite de direction fixe, glissant sur une ligne quelconque. Les équations naturelles de cette génératrice, x = az + a^ ^=62 + 6, sont donc immédiatement adaptées à la formation de Téquation collective, d'après les principes fondamentaux du chapitre précédent. 11 suffit, pour cela, d'y concevoir fixes les deux coefiBcients angulaires a* et 6, en supposant variables les seuls paramètres linéaires oc et 6. Puisque les constantes arbitraires s'y trouvent ainsi réduites spontanément à deux, on formera l'équation de la famille en dégageant, suivant la règle^ a et 6 en x^ y, z^ afin d'indiquer, entre ces deux fonctions, une relation arbitraire, x—az=<p [y—bz), ou ^ {x^-az, y^bz)= 0. Telle est donc l'équation générale des surfaces cylindriques, ou tel est du moins le type analytique le plus simple auquel on puisse ramener toute surface de cette sorte : car, on conçoit d'ailleurs, en principe, que, d'après l'infinie diversité que
comporte le couple analytique propre à la représentation de chaque ligne dans Tespace, Féquation collective convenable à chaque famille pourra prendre une infinité de formes distinctes quoique équivalentes, selon le mode adopté pour formuler sa génératrice. Mais toutes ces formes diverses sont toujours susceptibles de coïncider finalement, par suite des transformations déjà expliquées au sujet des lignes. On choisit donc, envers chaque famille, le mode le plus simple^ pourvu qu'il ait une suffisante généralité ; il correspond au meilleur couple analytique de sa génératrice, et on l'emploie habituellement à caractériser les surfaces considérées. C'est en ce sens que nous consacrerons essentiellement le type analytiques? — az=<f{y — bz) à la représentation spéciale des surfaces cylindriques.
Quand on voudra reconn«dtre, d'après ce type, si une surface donnée/'(a:, y, 2)=0 appartient ou non à cette famille, il faudra donc, suivant la règle fondamentale du chapitre précédent, y changer a: — ajs et y — d^ en ^ et w, c'est-à-dire y substituer t '\- az eiu -\- bz bm lieu de x et y, afin de voir si le résultat f{t+az, w + é^f , z) = 0 peut devenir indépendant de z. Mais il importe, à ce sujet, d'apprécier ici un supplément d'explication que je n'ai pu suffisamment signaler dans la doctrine générale, parce qu'il n'a\Lrait pas été assez nettement saisissable : il consiste en ce que cette disparition de z ne saurait jamais être entièrement spontanée ; elle supposera toujours quelques conditions relatives à la disponibilité des paramètres fixes, a et d, de la génératrice. Aucune surface, en effet, n'est cylindrique en un sens quelconque, même le plan qui, exceptionnellement, se trouve l'être en une infinité de sens : c'est toujours une partie essentielle de la question que de déterminer la direction, habituellement unique, des génératrices de chaque cylindre. Il faut donc concevoir la disparition de z, dans l'équation finale f {t + az, u + bz, 2)=0, comme ne
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pouvantjamaiss*accomplir qu'en disposant convenablement des constantes a et d, qui permettront d'abord d'y annuler à volonté deux des termes distincts en z qui les contiennent : après avoir ainsi disposé de ces paramètres, il faudra que leurs valeurs réelles annulent aussi le coefBcient total de tout autre de ces termes, sans quoi la surface ne sera pas cylindrique. Si toutes ces conditions, au contraire, y peuvent être simultanément remplies, sa nature cylindrique sera constatée, et ]*on connaîtra la direction de ses génératrices : il ne restera plus, pour concevoir nettement sa génération, que de lui assigner une directrice sufBsamment simple, qui sera le plus souvent Tune des traces de la surface sur les plans coordonnés.
Considérons, par exemple, Téquation
La substitution prescrite y fournira Téquation finale
(a« + è«-2a-26+2)î5»+{2a-2) tz+(^b-2)u% + t*+u^= 1.
Pour que ce résultat devienne indépendant de 5?, d*après certaines valeurs de a et ô, il faut poser 2é = 2, 2a = 2, et a*4-6^=2a+26 — 2, les deux termes en tz et en icz ayant dû être ici traités comme distincts, quoique contenant la même puissance de ^, puisque les nouvelles variables t et une sauraient être confondues parmi les coefBcients, afin que a et A restent vraiment constants. D'après l'accord spontané de ces trois conditions, la sm'face proposée est certainement cylindrique, et les projections de ses génératrices sont parallèles aux bissectrices des angles XZ et YZ. Quant à la base du cylindre, on pourra choisir, par exemple, sa trace horizontale, qu'indique l'équation primitive en y faisant z «=» 0, d'où résulte le cercle x^ + y^= i. Au reste, on peut remarquer^ en général, que, dans la théorie des surfaces cylindriques, cette
trace s'obtiendra toujours spontanément, en même temps que la direction des génératrices, en reconnaissant la nature de la surface : car, Téquation finale précédente, lorsque z j a. disparu, représente géométriquement la trace horizontale de la surface proposée, entre les nouvelles variables t et w, alors considérées, suivant leur interprétation concrète, comme les coordonnées de la trace horizontale de la géjiératrice.
Tous les calculs ainsi prescrits pouvant également s'accomplir si les coefficients de Téquation donnée étaient indéterminés, pourvu que les exposants ne le fussent pas, cette méthode serait susceptible de dévoiler sous quelles conditions analytiques la surface correspondante deviendrait cylindrique. Quand le développement de l'équation finale
f {t -h az, î/ 4- iz, z) = 0
aurait déterminé a et 6 d'après deux des termes en z^ il faudrait que leurs valeurs, d'ailleurs réelles, annulassent chacun des autres, d'où résulteraient autant de relations nécessaires et suffisantes pour rendre cylindrique le lieu proposé. Dans l'équation générale du second degré, par exemple,
kx^ + Bi/« + Cz^ -{-Dxy-^ Ex% + Fyz -hGx-hYly -\-Kz = i,
on trouverait ainsi, après un calcul un peu long mais facile, deux relations entre les neuf coefficients, puisque les termes distincts en z s'y trouveraient au nombre de quatre, contenant l'un z^^ un autre tz^ un troisième i/z,et un derniers; seulement.
154. Il faut maintenant considérer, envers les surfaces cylindriques, la question générale qui consiste à déterminer la fonction arbitraire propre à l'équation collective de chaque famille d'après les équations de la directrice.
Gomme cette fonction indique ici la relation, d'abord indéterminée, entre les paramètres variables a et 6 de la généra-
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ljiCB,x='az + a etyB=dz + S,loul se réduit à découvrir leur liaison d'après la conditioD de rencontre perpétuelle de cette génératrice avec la directrice donnée,
/l (x, y, =) = 0 et A (X, y, z) = 0. Or, cette condition se formulera, suivant la marche ordinaire, par l'élimination des trois coordonnées x, y, z, entre ces deux couples simultanés. Une fois obtenue, la relalion des paramètres i}) (a, S) =~ 0 fournira aisément l'équation de la surface,, en les y remplaçant par a; — az et y — bz.
On peut donner h ce calcul une forme technique très-simple, qu'il convient d'indiquer ici, quand on a pris spécialement pour baseducylindre proposé sa trace horizontale, /■(3rjy)=0,î^0. Car, l'élimination préparatoire s'accomplit alors sansqu'il faille spécifier la fonction f, relative à l'équation plane de cette courbe, et la relation des paramètres linéaires devieul f [ai,€)^0, d'où résulte, à l'égard du cylindre cherché, l'équation / {a: — az, x — é2j=a0. Ainsi, on passera analyUquement d'une telle base au cylindre correspondant, en se bornant k y changer a: en x— 02 et y en y — bz ; ce qui permet de composer très-facilement des équationscylindriques, d'après les diverses courbes planes, algébriques ou transcendantes. En partant, par exemple, des équations
y* + a:'-=r', y^^mx-, xy=p', y^c*, y=isiax,ete. on formerait aussitôt les équations
{y—bz]*+(x~azY^r\ (y — bzy = m{x — az), (x~~az}{y — ia)=p', y — bi,=c'-'', y — b^^sia{x — â£),etc. pour les cylindres circulaire, parabolique, hyperbolique, logarithmique, trocholdique, etc.
Nous devons, enlln considérer aussi la détermination de la Tonction arbitraire, de manière à spécifier l'équation du
cylindre, quand cette surface, au lieu de passer par une courbe donnée, doit être circonscrite à une surface quelconque donnée /(â?, y, z) =0. La difficulté consiste encore à découvrir la relation des paramètres variables a et 6 qui rendra la génératrice, a: = ^2 + a, y = ^2 + 6, tangente à une telle surface dans chacune de ses positions : on convertira ensuite cette liaison en équation du cylindre, en y changeant, comme ci-dessus, a et 6 en a: — azeiy — bz. Or, pour formuler ce contact, d'après les seules règles de la géométrie plane, il suffit de le réduire à celui de la droite considérée avec lasectiondela surface par Tun quelconque des plans qui la contiennent. Si Ton choisit, à ce titre, Tun de ses plans projetants y=bz-{.€^ la génératrice sera suflisammentconstituéetangenteàla courbe correspondante, en établissant la même relation entre leurs projections respectives sur le second plan vertical. Tout se réduit donc à exprimer, dans ce dernier plan, suivant l'un ou Tautre des deux modesgénéraux prescrits à ce sujet en géométrie plane, que la droite x = az + a touche la courbe / {x, bz + 6, z)= 0, d'où résultera la relation des paramètres ^ (a, 6) = 0, et, par suite, l'équation du cylindre cherché ^ (x — (iZy y — bz) = 0.
En employant le principe des racines égales pour formuler ce contact plan, ce qui d'ailleurs n'est pas toujours préférable, comme on sait, on serait donc amené à chercher la condition d'égalité entre deux racines de l'équation /(az+a,6z+ê,2)=0. Sous cette dernière forme, la méthode pourrait être directementconçue,indépendammentdes considérations précédentes, puisqu'une telle équation, immédiatement appréciée, tend à déterminer l'intersection de la génératrice avec la surface donnée, en sorte que, à ce titre, deux de ses racines doivent coïncider en cas de contact.
Ce problème général comporte spontanément une application
j:%vi Ki*. r*-rv:^ '. ;=ir>* funl^j**. tis p':-! ëi.iî >
crJt il-,n 41 6«7« p.-'.-pc** 12 cT^ÎLÎrï pnIV> k «es id. J ftOTîAe d* tf,-z.'A'A t-,z^l:-^n *ïiie=înKn. s:;r la i« ç'^:.^! i^."*e, > 'J^t il; d^nu-T*:; i-a mre ïi partie
yiina pjia i'ioa^. ou par t*Ilç acîre H:rf»c« çTi^lon-Tii* 'jB Toridr» ncnf'Ar rombre, d^ienniaer» Se eoniûnr ii>-
dt romiire ainsi fjttêe. Toat dépend doac. à crt frafd. 1 d^nninatioo do cilindr? circonçrriL doDl r^qoatioii ^•^Mv^raent omLin*^ aver «îles de la eoHaw éclairfe d I '^arl'ice d'ombre fera aus^iU^t connaître les dem liçnes ^ofi'îUluenl le sujet ç'^ométriqne d'ooe lelle recherche, iven lacourbe de conLacl. îl n'est pas inatilederemarqaer D P«»urTait l'obtenir direclemenl avant de Ironver le cylinfrtde maniffre m^meà faciliter ensuite sa recherche, en r nt le lien de« points de la surface proposée ofi leplanlan-
est parallèle: aux rayons lumineux x^^az. y='b:; car, ■1;h le type général de l'équalioD du plan tangent (n* 147].
(*—»■; Al + (y — Vv fn + i^—^j Tn =0, iralli^liflme fournirait aisément la relation
;primanl que la droite correspondante x — x,^a{z — ;,), ij,T^ b (s — S|) est entièrement contenue dans ce plan. Les lions de la courbe cherchée seraient donc
f [x. y, s) = 0. af ^ + VV + r. = 0. ourrait dëslors faire rentrer cette question dans laprécé- !, on considérant celte ligne commeune directrice donnée 'lindre clicrcli^. D'après le mode analytique déformation
delà seconde équation^ son degré sera nécessairement inférieur d'une unité à celui de la première ; d'où Ton peut nécessairement conclure, envers toute surface du second degré, que sa courbe de contact avec un cylindre circonscrit sera toujours plane, et, par conséquent, une section conique.
Soit, par exemple, Tellipsoïde -- -h ^ -f 2j' = 1, éclairé par
des rayons lumineux a: = ;?, y = -5, et qu'il faille trouver Tombre portée sur le plan des xy. Cherchons d'abord le cylindre circonscrit suivant la première méthode, et en y employant le principe des racines égales, ici très-convenable ; après avoir substitué z + a et z + 6 au lieu de x et y, la relation de contact sera alors QOa^ -f 456* — 18 «6 = 441 ; elle fournira, pour ce cylindre, l'équation
90a:» 4- 45y« + 117z« — ie^xz—l^i/z—iSxy=AAi, d'où
résultera la courbe d'ombre cherchée 90aî^ + 45y» — 18yrc =441 ; quant à la courbe de contact, le lecteur pourra s'exercer à constater, en combinant convenablementles équations du cylindre et de l'ellipsoïde^ que, conformément à la remarque précé-
dente, elle appartient au plan - + | + s «i o.
4 tj
CHAPITRE III
Théorie des surfaces coniques.
155. Dans cette seconde famille, la génératrice est encore une ligne droite, mais assujettie à tourner autour d'un point fixe, en gUssant d'ailleurs sur une courbe quelconque. Si donc
S, y désîgnentles coordonnées de ce sommet donné, leeéqnains de celte génératrice,
x — « = a{z — y), y_6 = i{3 — f), i contenant plus que denx paramètres variables, les deux letBcieDtsangolairesaetÂ, se troaverontspontanémeQtadaps à la Formation immédiate de l'équation collective, qui sera, ir conséquent, en général, sous sa forme la plus simple,
'_Z1?_, (ÏS1Ê\ oabient ('-=^, '—^-0.
onr employer ce type analytique à vérifier la nature conique ; chaque surface particulière / {x, y, z) = 0, il faudrait, livant nos règles fondamentales, remplacer ;r et ^ par fa (s — y), w + 6 (2 — -jr)' *fi° ^^ rendre cette équation spéale /■(/ + « («—f), M+6(z— ï),3)=0 entièrement indépentctede ^, en disposant convenablementdes constantes B,€, y, slatlves au sommet du cône. Dans l'équation complètedu seind degré, par exemple, on aurait ainsi à annuler, comme au lapitre précédent, les termes en z*, en tz, en uz et en z seul ; ais on disposerait maintenant de trois paramètres, en sorte le ces quatre conditions n'aboutiraient ici qu'à une relation lique entre les neuf coefficients indéterminés, tandis que le is cylindrique en exigeait deux. Au reste, envers une équa- 9n quelconque, la figure cylindrique du lieu correspondant ipposera toujoursune condition de plus que la forme conique, lisque, en regardant le cylindre comme un cône dontlesomlel s'éloigne àrinlîni,il faudra joindre aux conditions coniques ae relation nouvelle propre à rendreinfinies les coordonnées 1 sommet ou l'uned'elles, en annulantle dénominateurcomuD ou partiel.
L'opération analytique propre à vérifier si une surface mnée appartient à la famille proposée est donc ici naturelle-
ment plus pénible qu'au chapitre précédent; mais elle comporte une heureuse simplification générale, en ayant égard à un théorème important de géométrie comparée, suggéré parle type conique que nous venons d'établir, quand on y apprécie les modifications qu'il éprouve en supposant l'origine des coordonnées placée au sommet du cône. Cette équation collective
devient alors - = (p ( - j ou if f - , - j = 0. Or, sous cette forme,
la vérification proposée s'accomplirait aisément, puisqu'elle se réduirait à substituer tz et uz, au lieu de or et y, dans chaque équation particulière, afin d'examiner si z y disparut spontanément. D'après ce principe, il suffit de concevoir cette substitution envers un terme quelconque PiX^y^zi^ qui deviendrait ainsi Ai™ ««. xw-H»-W, pour reconnaître aussitôt qu'une telle élimination suppose à tous les termes un même degré, estimé, suivant le mode algébrique ordinaire, par la somme des exposants des trois variables.G'est ainsi que Monge a découvert naturellement cette belle proposition générale : toute équation homogène à trois variables représente nécessairement un cône dontle sommet est à l'origine des coordonnées; et^ réciproquement, toute surface conique est susceptible d'une équation homogène, quand on transporte l'origine des coordonnées au sommet du cône. Quoique la géométrie comparée ail été jusqu'ici bien peu cultivée, une telle relation est très-propre à faire sentir la puissance du nouveau mode analytique sur lequel Monge a fait reposer l'étude collective des diverses familles géométriques ; car cette liaison remarquable entre la forme coniquede la surface et la composition homogènede l'équation, qui découle avec tant d'évidence et de simplicité de ce système d'appréciation, n'aurait pu s'apercevoir, au contraire, de l'ancien point de vue, où les différents cônes resteraient dispersés dans tous les degrés algébriques, que par suite d'une lente et
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pénible induction, que rien ne conduisait naturellement à former avant que toutes les surfaces assujetties à une même génération eussent été analytiquement envisagées sous un aspect commun.
D'après cette propriété caractéristique, on pourra reconnaître aisément la nature conique de chaque surface donnée / (a:, y, z) =0; car, si cette équation est homogène, la question se trouvera ainsi résolue immédiatement; si elle ne Test pas, il restera à déplacer Torigine de manière àla rendre telle, en y annulant tous les termes distincts dont le degré est inférieur au sien, par le changement accoutumé de x^ y, x en ^ + «1 y + ^> * + Y» de manière à déterminer, dans ce dessein, les constantes disponibles a, ^, y, qui indiqueront le sommet du cône. Pour l'équation générale du second degré, par exemple, il faudrait faire alors disparaître les trois termes du premier degré et le terme constant, d'où résulterait, comme suivant le premier mode, mais bien plus simplement, une relation nécessaire entre les neuf coefficients indéterminés, après avoir éliminé les coordonnées du sommet.
156. Considérons maintenant, de même qu'envers les cylindres, la spécification de l'équation collective des cônes, quand on donne la directrice de la surface. Entre les équations de cette base, fi (x, y, z) = 0, /s («, y, z) =» 0, et celles de la génératrice, a; — a = a (î5 — y), y — 6 =?= é (z — y)î îl suffira encore d'éliminer x, y^ Zy afin de former la condition de rencontre perpétuelle ^ (a, b) = 0, d'où l'on passera aussitôt à l'équation du cône, en y changeant les paramètres variables a et fi en
et^^ .
Je prendrai spécialement pour exemple à ce sujet le cône qui se rapporte à la théorie des mappemondes, quand ony cherche la perspective d'un cercle quelconque de la sphère terrestre,
supposé VU à travers un certain méridien dont le pôle indiquerait la position de ToBil, suivant le mode de projection géographique le plus usuel. En plaçant Torigine des coordonnées au centre de la terre, dirigeant Taxe des z vers les pôles terrestres, Taxe des x suivant le méridien ainsi choisi, de manière à faire passer Taxe des y au point de vue, les équations d'un cercle quelconque du globe, maintenant érigé en base du cône cherché, seront x* -fj/* 4- »*«= r^ et :6 = oc + fty + c. Celles de la génératrice étant ici ic=m» et y = 112 + r, la condition de rencontre deviendra finalement
Ainsi, Téquation du cône cherché sera
En y faisant y «»0, on en déduira Téquation de la perspective demandée
br ■\' c br -{- c c -h br
Sa composition indique aussitôt la principale propriété d'une telle projection géographique, où tout cercle terrestre est toujours représentéaussi par un cercle, commeles anciens l'avaient découvert d'après la considération des sections anti-parallèles du cône circulaire oblique. On pourrait y constater également, mais à l'aide d'un calcul pénible dont rien ne suggérerait naturellement la pensée, la remarque accessoire, d'ailleurs peu utile, sur l'aptitude de cette perspective à maintenir sans altération l'angle de deux cercles quelconques. En achevant l'appréciation spéciale de l'équation précédente, on trouvera, pour les coordonnées du centre et le rayon du cercle ainsi obtenu, les formules
ar^ r^ _ r
br-\- c ftr-fc br -\' c^ ^ ^
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ni la dernière est senle usitée engéograpbie.etnniqnement ime envers les parallèles ttréqualeur on les méridiens. Si on ftit les bypothèses z=c, vespx.correspondantesàcesdeux s ponr l'équation du plan dn cercle considéré, on en déduira ;ément les règles ordinaires de construction des arcs de cercle i s'y rapportent : lenrs rayons seront ainsi respeclivement isurés par la cotangente de la latitude ou par la sécante de longitude.
La formation spéciale de l'équation d'un cAoe dont la direcce est donnée se simplifie beaucoup, comme dans le cbapitre fcédenl, quand on prend pour base la trace borizontale de surface. Car, l'élimination des trois coordonnées variables ut alors s'accomplir aisément entre les équations delagénéxice, X — a^ û (a — t), y — 6= 6 (s — f), et celles d'une le directrice/" {a:,y) = 0,s^O : il en résulte la relation gérole des deux paramètres a et b, f{<x — a-f, G — tï)^0;d'où
rive l'équation du cône cherché f ( — , — ) == 0,
\ 2— T »— ï / isi déduite l'équation plane de sa base par le changement de
aZ — rX €z — yV , ,
jty en et . En parlant, par exemple, du
Tcle y'-^x* = r*, on aurait, pour le cOne circulaire,
(6ï — Tp)* + (ax — T^)'= r* {» — y)\ s'il est droit,
t CE s'anniilant alors.
Au sujet de cette application particulière, il faut ici noter la sition normale de l'apprécialion des courbesdusecond degré . tnme sections coniques, que nous n'avons pu trùter en géo- Strie plane que d'après un arlillce exceptionnel. Pour établir tte notion dans son entière généralité, envers tout cône cir-
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culaire, droit ou oblique, il sufBrait de traiter chacune des équations précédentes par la méthode générale que nous avons destinée à rétude des sections planes d'une surface quelconque, et qui maintenant fournirait aussitôt une courbe du second degré. Mais on sera même entièrement dispensé' derexécution d'un tel calcul, si Ton se borne, à cet égard, à la proposition principale, consistant, au fond, dans la simple connaissance du degré de la section, sans s'occuper d'ailleurs de sa nature parabolique, elliptique, ou hyperbolique, assez indiquée, en chaque cas, par la situation du plan. Car, du point de vue propre à lagéométrie analytique à trois dimensions, il est clair, en général, indépendamment delà méthode des sections planes, que toute surface algébrique d'un degré quelconque ne peut être coupée par un plan que suivant une courbe du même degré, puisque cela est incontestable pour les plans parallèles aux plans coordonnés, et qui peuvent représenter, à vrai dire, des coupesquelconques, en considérant l'équation la plus complète de chaque type, dont la composition convient spontanément à toutes les situations possibles du lieu. Suivant ce principe évident, toutes les sections planes du cône circulaire sont des courbes du second degré, par cela seul que cette surface fait partie de celles de ce degré.
Dans la théorie des cônes, comme dans celle des cylindres, on peut, enfin^ déterminer la fonction arbitraire en concevant que la surface doive être circonscrite à une surface quelcon-» que donnée f{x^ y, i) = 0, qui remplacerait la directrice correspondante. La solution s'accomplira delà même manière, en cherchant la relation des deux paramètres variables propres à la génératrice, x — « c=3 a (2 — y)^ y — 6 =1 6 (z — y)» Çuand celle-ci doit toucher constamment la surface proposée, sans qu'il faille ici ajouter aucune explication nouvelle à celles du chapitre précédent sur le mode de formulation d'un telcontact«
tnléT pr->ll^oi« s^*;%l ccaii^irten;!, «nifrs les lie apj,l;îa::oE a-;a ic-:i:Lf Eiîar^Ze^-î ^■z^'.^icnn- Z.S la tfétencir.1- in z^oaeti ^^ de? o:^>rfts, .;:iiad<Mi
s la Itiicière »rtli-:ir-e. On pe:;l aussi lappli-^*r à T de^licatioa praii ^e. qui n'ea cbanreni; Lall^meot B.en OLîidtrant la ijKeïii'jQ d*s co:;:';-ur5 a^pomilE :r=p«lîveî, o-i C D^ s'agit jamais ipie de trocTer !a s«- [ilan da Lab'.r^an, ou m^me de la sa.-f>i'« q^elcopijae endrait lien, par le cùae qui. ayant ^«3 somnwt an Tue, serait circoDâcril an f orps obs^rr^. En ron oa as. loate la di^^culié math^matji^e d'uce telle rese réduirait éTidemment à la connaissance du cdoe Ht,
CHAPITRE IV
Théorie des surfaces de réTOlution.
157. Le titre habituel des surfaces qui composent cette troisième famille, et le nom de corps ronds qui en offrirait Féquivalent plus rapide, se rapportent à leur principale propriété pratique, consistant en ce que chacune d'elles peut résulter de la rotation d*une certaine ligne autour d'un axe fixe auquel elle est invariablement liée. Mais, quelle que soit, dans les arts géométriques, la haute importance d'un tel caractère, qui permet souvent, envers ces surfaces, unmode de construction très-facile, il présente, sous l'aspect théorique, le grave inconvénient de ne pas appeler directement l'attention sur la véritable génératrice propre à cette famille : car, le méridien de chaque surface de révolution, variable d'un corps rond à l'autre, n'en constitue, au fond, que la directrice. Suivant nos principes fondamentaux de géométrie comparée, la génératrice devant toujours être commune à toutes les surfaces d'une même famille, cette propriété usuelle ne saurait fournir la définition rationnelle de ce nouveau groupe naturel, où le cercle est réellement la seule ligne uniformément reproduite, comme y résultant des coupes perpendiculaires à l'axe, quelle que puisse être la figure des méridiens.
D'après cette indispensable rectification préliminaire, les surfaces considérées ici sont donc engendrées par un cercle dont le centre parcourt une droite fixe, tandis que son plan reste constamment perpendiculaire à cette droite, son rayon
prës les seules mélhodes de la géométrie plane. Cette rela- Q <]' {a, b)^ 0 éUnt une fois obtenue par un procédé quelique, on en déduira l'équation du cane cherché, comme si lîrectrice était' donnée, suivant le changeaient accoutumé
a et ^ en et . La courbe de contact de ce cône
as — Y s — ï ic la surface sera dès lors représentée analyliquement, en icevant simultanéœentleurs équations respectives. Au reste, te courbe pourrait aussi Être déterminée, indépendamment cône, et de manière même àen faciliter la recherche, àlitre directrice, en y voyant encore le lieu des points de la surface iposëe où le plan tangent passe au sommet donné, d'où réterait, & son égard.Ia seconde équation
(î-t) n + (y-e) n+ix-a) r^= 0.
;e dernier problème général comporterait, envers les les, une appEcation non moins naturelle que pourlescylins, dans la détermination géométrique des ombres, quand on ipose tous les rayons lumineux émanés d'un même point ; ]ui représenterait sufllsamment, en beaucoup d'occasions, laa de la lumière artificielle. Ou peut aussi l'appliquer à I autre destination pratique, qui n'en changerait nullement lature, en considérant la question des contours apparents les perspectives, où il ne s'agit jamais que de trouver la sec- 1 du plan du tableau, ou même de la surface quelconque en tiendrait lieu, par le cûne qui, ayant son sommet au nt de vue, serait circonscrit au corps observé. En l'un ou itre cas, toute la difficulté mathématique d'une telle reirche se réduirait évidemment à la connaissance du c6ne lonecrit.
CHAPITRE IV
Théorie des surfaces de révolution.
157. Le titre habituel des surfaces qui composent cette troisième famille, et le nom de corps ronds qui en offrirait l'équivalent plus rapide, se rapportent à leur principale propriété pratique, consistant en ce que chacune d'elles peut résulter de la rotation d*une certaine ligne autour d'un axe fixe auquel elle est invariablement liée. Mais, quelle que soit, dans les arts géométriques, la haute importance d'un tel caractère, qui permet souvent, envers ces surfaces, un mode de construction très-facile, il présente, sous l'aspect théorique, le grave Inconvénient de ne pas appeler directement l'attention sur la véritable génératrice propre à cette famille : car, le méridien de chaque surface de révolution, variable d'un corps rond à l'autre, n'en constitue, au fond, que la directrice. Suivant nos principes fondamentaux de géométrie comparée, la génératrice devant toujours être commune à toutes les surfaces d'une même famille, cette propriété usuelle ne saurait fournir la définition rationnelle de ce nouveau groupe naturel, où le cercle est réellement la seule ligne uniformément reproduite, comme y résultant des coupes perpendiculaires à l'axe, quelle que puisse être la figure des méridiens.
D'après cette indispensable rectification préliminaire, les surfaces considérées ici sont donc engendrées par un cercle dont le centre parcourt une droite fixe, tandis que son plan reste constamment perpendiculaire à cette droite, son rayon
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nt d'ftUleurs suivant une loi quelconque, quedétenninera, aqne cas, la ligne Immobile sur laquelle le cercle devra ir. La propriété générale ci-dessQsremarquëe, el d'où défi nom usité, résulte directement d'une telle génération, si, dans une surface ainsi produite, on considère une ]n plane suivant l'axe, les rayons correspondants aux ses parties de l'axe y auront toujours envers celles-ci la e relation, quelle que puisse Cire la direction de cette e; en sorte que tous ces méridiens seront nécessairement ■posables. Sous un aspect plus étendu, par quelque suiv nuxîUaire, plane ou courbe, qu'on ait d'abord coupé on ; rond, la sectionne changera jamais quand la surface elle résulte ne fera que tourner autour de l'axe proposé ; ue toutes lespai'ties du cercle générateur, outre leur idenropre, sont d'ailleurs pareillement situées envers cet axe. >oQoit que cette propriété cesserait si le plan de ce cercle, [ue conservant une direction invariable, devenait oblique Iroite Qxe quedécrit son centre. Ily a donc d'&utant moins mvénients h conserver, pour ces surfaces, les dénominausitées, après en avoir rectifié ladestination géométrique es correspondent k un attribut général où l'on peut voir ment un beureux résumé spontané de l'ensemble des ca- [■es inhérents 11 la définition rationnelle d'une telle famille. ur former ici convenablement les équations de la générail faut concevoir ce cercle comme résultant de la combin d'un plan quelconque perpendiculaire à l'axe donné, 12 + a, y= Az-|-é, avec une sphère, de rayon arbitraire, le centre soil fixement placé en un certain point de cet là, par exemple, où il perce le plan horizontal. Suivant ]de, ces équations
(i — a)» + (y — ê]» + «'=r*, z + ax + by = c,
quoique plus compliquées que celles des deux chapitres précédents, se trouveront aussi spontanément adaptées & la formation directe de Féquation collective, puisqu'elles ne contiendront encore que deux paramètres variables r et c. Ainsi, cette troisième famille géométrique aura pour type analytique
(x — a)a + (y — ê)^ + ;2* =» <p (;s + or + by).
Son application normale à la reconnaissance spéciale de chaque cas particulier serait ici plus laborieuse que dans les deux autres groupes considérés, mais d'ailleurs dirigée par les mêmes principes généraux. En concevant alors leur usage algébrique sous Taspect le plus étendu, il faudrait donc éliminer deux des coordonnées variables entre Téquation proposée f[x^ y, z)= 0 et les deux relations uniformes
(ar — a)* + (y — ê)« + z'= w, z-\-aX'\-by=t\
la troisième variable devrait ainsi disparaître du résultat final, en y disposant convenablement des constantes Uy 6, a, 6, relatives à Taxe, afin d'annuler chacun des termes distincts où elle se trouverait contenue. L'élimination préalable se fera d'ailleurs, soit par le mode ordinaire de la substitution, s'il demeure praticable, soit par tout autre procédé équivalent qui pourrait devenir indispensable.
Cette équation collective des surfaces de révolution est toujours susceptible, envers chacune d'elles, d'une importante simplification, quand on prend pour axe des z l'axe même du corps rond. En y supposant ainsi «=«0, ô=0, a=0, 6=0, elle de vient d'abord X* 4- y*+2'«=»9 (a;); mais,commeletermejz^ du premier membre peut passer dans le second, oti on doit le concevoir absorbé par la fonction arbitraire, le type analytique
ëne finalement à la forme trËE-simple, et non moins ex-
voit direclemenl que la généra tricej:=c, a* -i-y's:/-*, est ^le horizontal dont le centre décrit l'axe vertical. Au :ette dernière modification secondaire apportée à l'équas corps ronds par la transposition de J» correspond géouement à la substitution d'un cylindre àla sphère jnsqu'anployée envers le cercle générateur, 'anl un tel type, rélimination fondamentale ci-dessus ite pour vérifier si une surface parliculiërc f [x, y, s) = 0, ienlàcette famille, se réduiramainlenanl, en y supprimant lirconloculion superflue, à y faire disparaître simultanéretyen posant seulement^' -f a^^^u. Ilest d'alileursé vïleraccomplissemenldeceUeconditionaQalyliquenaulotpas suffisamment, en général, à décider la négative de ucstion, quand ou n'aurait aucun motifde présumer que e la surface dût nécessairement coïncider avecl'axe des z. caractère ne deviendrait alors pleinement certain qued'ane transposition d'axes indéterminée, et en disposant conlementdes constantes arbllrairesqn'elleintroduirait.Mais, iresque tous ces cas, heureusement peu utiles à considéjusemble de cette vérification analytique deviendrait au
aussi pénible que si Ton cûtd'abord employéle type uni-
primitiveraent établi.
. En continuant & considérer la plus simple équation col- > des corps ronds, il est facile d'y déterminer, comme es deux chapitres précédents, la forme spéciale de la on arbitraire conformément à une directrice donnée, j/,3) = 0, ^(.^,y,2) = 0.Toutse réduit, en effet, à exp la rencontre de cette ligne avec une génératrice quele z==c, j:^+ y^^r*, en éliminant x,y,z entre les deux
couples d'équations, d'où résultera la relation correspondante des deux paramètres variables ^ (c, r) =0, aussitôt convertie en équation de la surface cherchée, en y changeant ^ en x; et r en
Appliquons d'abord cette méthode au cas où la directrice serait une droite donnée,a:= ûz+a, y=^, que Ton peut supposer, en effet, parallèle au plan des xz, sans particulariser, davantage, au fond, la solution géométrique. La relation des deux paramètres c et r est ici (ârc+a)2+6^=r^, et il en résulte, pour la surface cherchée, Téquation très-simple
y2 + jc* — a»2« - 2aa2 = «« + 62.
11 est aisé d'en déduire la naturedes méridiens de ce corps rond, afin de le mieux connaître, en faisant y=0, ce qui donne x^ — a%* — 2aa» = a* + 6*. Or, cette équation annonce évidemment une hyperbole, dont Taxe des z constitue Taxe nontransverse, l'autre étant parallèle à Taxe des x, et son centre
étant situé à la hauteur verticale , qui correspond spontanément au point de la directrice le plus rapproché de Taxe de la surface; conformémentaux indications géométriques directes sur la correspondance nécessaire de la moindre section circulaire avec le sommet et le centre de Thyperbole méridienne. Ainsi, la surface produite par la révolution d'une droite quelconque autour d'un axe fixe où elle adhère invariablement, peut aussi résulter de la rotation d'une hyperbole autour de sonaxe non-transverse.Lecônecirculairedroity rentre comme modification particulière, quand la droite rencontre l'axe, ou que l'hyperbole se réduit à ses asymptotes, c'est-à-dire en annulant 6.
Examinons encore le cas où ladirectrice serait une hélice^ en établissant d'abord les équations de cette courbe remarquable.
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aaginée par Archimède, et qui conBlitue, à tous égards, la lus importante de toutes les lignes à double courbure, parmi squelles elle tient, d'après sa parfaite uniformité caractéristile.le mËme rang que le cercle entre les courbes planes. Cette >urbe cylindrique résulte du mouvement uniforme d'un point irune droite pendant quecelle-citoumeuniformément autour DU axe parallèle adhérent. Sa grandeur dépend donc de deux éments llDéaires, la distance constante de la génératrice h ize, ou le rayon du cylindre dont elle fait partie, et le chemin lécial parcouru parallèlement à l'axe à l'issue de chaque révotion entière.'ou l'intervalle fixe, ordinairement nommé pas, li existe entre deux spires consécutives le long des arêtes. La éorie générale de la similitude des courbes indique aisément, Lrtoutencecas,quedeux hélices ne sont semblables qu'autant le leurs rayons sont entre eux comme leurs pas. D'après sa ifinition, les plus simples équations de cette courbe contienont ces deux constantes arbitraires : ainsi, l'hélice exige latre points pour sa détermination; puisque la transposition ixesindispensableàlagénéralisalion de ce premier type anatique y introduira naturellement six nouveaux paramètres, léaires ou angulaires. Une appréciation géométrique directe nflrm6,en effet, que les équations les plus générales de l'béedoivent contenir huit constantes,8avoir :les quatre relatives .'axe, les deux dimensions de la courbe, et enfin deux coor- Dnéesdelapositioninitiale,déjJiplacée sur un cylindre connu. Il est aisé de former les équations de cette courbe, puisque, iprès sa définition, elle se distingue de toutes celles qui aprtiennent an même cylindre, en ce que la différence des disices de deux quelconques de ses points au plan de la base est ijours proportionnelle i. la partie de ce cercle comprise entre irs projections. Hais, avant de déduire d'un tel caractère le jple analytique accoutumé, il faut d'abord noter deux pro-
priélés importantes qui en dérivent, Tune pour la tangente à
l'hélice, l'antre quant à sa rectification. Quoique cette courbe
soit transcendante, et, à ce titre, directement inaccessible aux
règles élémentaires dece traité à l'égard des tangentes, nous
pouvons cependant y traiter spécialement cette recherche; car,
d'après cette constante proportionnalité, la tangente à Thélice
doit faire avec Taxe du cylindre un angle invariable, dont la
27cr tangente trigonométrique équivaut à -r-, sir et A désignent le
rayon et le pas ; ce qui suffit pour déterminer cette droite, déjà nécessairement contenue dans le plan tangent au cylindre. En second lieu, une telle proportionnalité indique clairementque, quand le cylindre se déroulera sur un plan, chaque spire de l'hélice se développera suivant une ligne droite, dont l'angle précédent déterminera l'obliquité envers les génératrices du cylindre ; en effet, leslongueurs variablesainsi comparées conservant toujours leur grandeur après cette transformation, cette proportion reproduit spontanément le caractère fondamental de la ligne droite, lorsque les arcs de la base sont devenus rectilignes. L'hélice pourrait donc, en sens inverse, résulter de la flexion d'une droite sur la surface d'un cylindre dans une direction plus ou moins oblique. A ce titre, elle y indique nécessairement le plus court chemin entre deux points quelconques : ce chemin minimum équivaut ainsi à l'hypoténuse du triangle rectangle formé par les deux longueurs cidessus comparées ; en sorte que la rectification de l'hélice se ramène aussitôt à celle du cercle. Cette sommaire appréciation des principales propriétés de cette courbe ne laisse réellement à l'analyse transcendante aucune autre détermination essentielle que celle de la loi précise suivant laquelle chacune des deux courbures, évidemment constantes, d'une telle ligne dépend de son rayon et de son pas ; nos ressources actuelles ne
-.; ■> -i-.-.r ■,-_i-r.*ci->- ; s^î«îéiL^ l* Tin* oa TaBbc t i m*^:;rt •^:;'* ;'g&£ ca Tui» it as <iJDaâi»s
.::i 2rt.in:'>m-^i.'./^f,'.^s ^in;f;»sA7iiL-:asdeni^iiee, i.'.t *-in awr p-.ir (rloi .iesr «■iin.r'^aiil t«ïi*!Î* l'axe *I 1^ K. L'une >I""pAtiijn5 §<ra d »b»r>i j'—tf^^r'.
iAi:f% »aî^'iX.'A du caractère pr<^r^d«iiniMfit établi, X s^nit éTid^mmeot le co-
l'arc r''>rr^(>'>riilaat d«!ib«5e. $i r était le rayon tririijrie. JfaU. aa lieu de ce coaple primordial, il fnA •rrneQt pr^T^rer, saivaiit le mode ordinaire, b c
liissimplfts:^,
<n* Teriicale».
s c«rB derniJrre» éqnaiions, il devient aisé de Tonner n rif! k snrfai^e pr^jdulLe parla révoluLion d'une hélice 'ann parallèle à son ase. Alln de ne pas Ironbler jnalen lialiitad'rH aDalytiqnes propres k ce cbapilre, oA posions l'axe du corps rond confonds avec l'axe desz,
mndider un peu les équations précédentes, en y dé- 'origine, mais seulement surl'axe desz, d'unedislance intervalle donné a eutre l'axe du cylindre et l'axe de
En parlant ainsi des équations
. 2it Sir
y ^ r sin -7- 2, a: ^ r cos -r z + a, h n
era aisément la condition de rencontre perpétuelle
crcle s = (;, ar'-i-,V' = R'. qui engendre rbéliçoïde dont Téqualion sera linalemenl
yi H- x' =: 2ar cos -T- ^ + [r' + a') ;
il sera facile d'en déduire la nature des méridiens, en y faisant
Le mode général pour le passage analytique de chaque directrice donnée au corps rond correspondant, se simplifie beaucoup quand cette directrice est le méridien de la surface, dont nous supposons toujours Taxe confondu avec celui des z; alors, les équations de la courbe étant / (ar, z) ==■ 0, y=0, la relation des deux paramètres variables c et r propres à la génératrice devient aussitôt /* (r, c) = 0, d'où résulte Téquation de la surface cherchée / {\/x^ + y', 2) = 0 ainsi obtenue en changeant
seulement a? en \/x^ +y^ dans l'équation plane du méridienproposé. Suivant cette règle fortsimple,réquationa^s*-fô*ar2=a^ô*
donnerait a'^z^-{-b^x^+b*y^=a^b^ pour l'ellipsoïde de révolution ; de même, en partant de a*z^ — b^x'^ = rfc a^fia, on aurait a^z* — b^x^ — b^l/^= ±. a^b^ envers Thyperboloïde, en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que la révolution se ferait autour de Taxe transverse ou de l'axe non transverse ; pareillement, les surfaces engendrées parla rotation de la parabole autour de son axe ou de la tangente au sommet seraient y' +a:*=mz ou z*=m^(a:^-f y*), en considérant successivement les équations méridiennes x^=>mz ou 3*= mx.
Il convient, à ce sujet, de signaler spécialement les cas du tore, dont l'équation se formera d'après celle du cercle méridien z* + {x — a)2=3 r^, où nous supposons l'axe des x dirigé vers son centre. On trouve ainsi, pour le tore, l'équation du quatrième degré
z^+ (v/^Ty"^ — «V = r^
il est aisé d'y constater, en rendant y constant, que les coupes parallèles à l'axe coïncident exactement avec les courbes considérées au n* 22, puisque leur équation
z=±: \/— {c^ + a^' — r^ + x-) + 2« /c^ -f ar*
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ttonjooras'ideDlifieraTcccelleqneDOasaToasdorsrormée, DDonçaot d'aTaDcel'ipprédation géoméuiqaede cesUgoes ime seclîoiu longes.
CHAPITRE V
Tbéorte des surfaces coooKIcs.
S9. Cette déDominatioQ, dont le sens a beaaconp varié de- I ArchimÈde, eemble miûntenaiit consacrée à désigner une relie famille géométrique, Tort Datée dans les arts, et comlant tontes les surfaces engendrées par une droite glissant un axe fixe, parallèlement àun même plan, quellequesoit Uenrsla seconde directrice qui doit, en chaque cas, compléla détermination de son mouvement. Quelques auteurs liflent aussi de gauches les surfocesùnsi produites, d'après ' contraste naturel envers le plan : mais ce tenue paraît imnnémentaffecté au seul conoide du second degré. Le nom a prévalu rappelle assez heureusement une comparaison métrique avec les surfaces coniques, que confirment ci-des- B l'appréciation analytique.
os principes généraux conduiraient aisément h former l'étion collective qui doit caractériser cette quatrième famille elle, d'après l'axe donné, x •= az + <t, y ^^ bz + S, elle plan ?cleur, z =px + qy. Car, la rencontre perpétuelle de la géitrice x=^a'z + a', y = ô's -î- 6', avec cet axe, assujettirait )ord ses quatre paramètres, ici simultanément variables, à
r: — î ; ensuite son parallflismo
constant envers le plan leur imposerait encore la condition pa'+qb*=i , dont la combinaison avec la précédente permettrait de réduire ces coefficients à deux seulement, selon notre règle fondamentale. D'après un tel préambule, il sufBrait de rappor* ter ces deux derniers paramètres aux coordonnées x^ y^Zy dans les équations de la génératrice, pour en déduire aussitôt le type analytique cherché, en indiquant, comme de coutume, une liaison arbitraire entre ces deux fonctions. Mais je crois devoir laisser au lecteur Texécution de cette opération, dont je ne rapporterai pas même le résultat, que sa trop grande complication nous rendrait presque inutile. Je vais seulement former cette équation collective dans Thypothèse la plus favorable à sa simplification, c'est-à-dire, en supposant que Taxe du conoide soit pris pour axe des 2, et le plan directeur pour plan àesocy ; saufàn'appliquerensuite cette équationcollectiveàrentière appréciation d*un cas quelconque qu'après une convenable transposition d'axes coordonnés, qui offrirait, sous une autre forme, des embarras algébriques à peu près équivalents à ceux qu'occasionne l'usage direct du type le plus général.
Suivant cette supposition habituelle, les équations zssac ei t/s=iax exprimeront aussitôt l'ensemble des conditions relatives à la génératrice, ainsi assujettie, en effet, & rester horizontale en glissant sur l'axe vertical : aussi ce couple ne contient-il spontanément que deux paramètres variables, dont l'élimination conduira facilement, d'après nos règles, au type très-simple
On peut simplifier beaucoup son application à la vérification spéciale de chaque cas, en y voyant l'expression naturelle d'un théorème général de géométrie comparée analogue à celui de Mongc sur les surfaces coniques. Car, un tel caractère indique
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évidemment, comme au n® 155, que Téquation du conoïde est toujours homogène relativement aux seules variables x et y, en ne faisant point participer la troisième coordonnée z k l'estimation du degré algébrique. Ainsi, l'idée analytique d'homogénéité qui, complètement envisagée, correspond à la notion géométrique d'un cône, se lie, au contraire, à celle d'un conoïde, quand on loi fait subir cette modification élémentaire. Cette remarque générale caractérise analytiquement l'analogie spontanée de ces deux familles, et tend à mieux motiver la dénomination qui rappelle un tel rapprochement. Quoi qu'il en soit, ce caractère comporte évidemment une application fort commode à l'appréciation géométrique de chaque équation particulière; car, toute équation, comme, par exemple, z=xi/^ considérée au n* 131, qui se trouvera homogène envers deux des variables, représentera nécessairement un conoïde dont le plan directeurseraitparallèle à ce§ coordonnées, et dont l'axe correspondrait à celle qui n'aurait point participé au degré. Un usage convenable des formules de transposition d'axes dans l'espace permettrait d'ailleurs de généraliser, mais très-péniblement, l'interprétationnégatived'untelsymptôme analytique; puisqu'il n'y a pas de conoïde qui, réciproquement, ne soit susceptible d'une pareille homogénéité partielle envers certains axes coordonnés.
160. Considérons, maintenant, pour une semblable équation collective, ladétermination accoutumée delà fonction arbitraire conformément à une directrice donnée
fi (x, y, z) = 0, fi [x, y, z) = 0.
L'élimination de a:, y, z, entre ce couple spécial et le couple général j5«=c, y =âfa: relatif à la génératrice fournira aisément la liaison correspondante | (c,a) =0 des deux paramètres variables, d'où Ton déduira aussitôt l'équation du conoïde proposé,
en y changeant c en jg et a en -.
Appliquons cette méthode au cas où la directrice serait une
hélice, x==^r cos -r 2» V = ^* siii t- ^- Où trouve alors, entre les
deux paramètres, la relation a = tang -r- c, et, par suite,
y = a: tang -r- z pour Téquation, très-simple, quoique transcendante, du conoïde cherché. Cette suriace, fort usuelle dans les arts géométriques, est évidemment celle de la vis à filets rectangulaires ou de Tescalier à vis sans jour, engendrée par une droite horizontale glissant à la fois sur une hélice et sur Taxe du cylindre vertical correspondant. Quant à la vis à filets triangulaires, malgré sa grande analogie avec la précédente, elle ne constitue point exactement un vrai conoïde ; car, le parallélisme continuel de la génératrice au plan de la base du cylindre, s'y trouve remplacé par son inclinaison constante sur Taxe ; ce qui reproduira d'ailleurs Tautre cas, quand cet angle deviendra droit. Pour trouver cette nouvelle équation, on pourra conserver la seconde équation de la génératrice précédente 7/=ax\
mais il faudra remplacer l'autre, z=c, par x= — ■ 2; + a,
qu'il est aisé de former d'après la condition que cette droite fasse maintenant un angle donné y avec l'axe vertical. Relativement à l'hélice directrice, il conviendra de préférer les équa-
tions y^-{-x^=z 7'*et - = tang -^z, quirésultent aussitôt des deux
anciennes. Cela posé, on trouvera sans difficulté la relation de
rencontre a -= tang — I r^ /• en y remplaçant les paramètres « et a par leurs expressions déduites des équations de la génératrice, l'équation de la surface de la vis triangulaire sera finalement
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le beaucoup plus compliquée, en général, que celle de 'eclangulaire, elle y rentre spontanément quand l'angle lUt droit.
QvieDt maintenant d'apprécier la BlmpHGcation générale ïuve la formation de l'équation propre à chaque conoîde, on y prend spécialement pour directrice la trace de la ! Bur un plan parallèle à l'un des deax plans verticaux. lationsde cettenouvellebaseétant alors /■(a7,2)=0,y^:rf,
ion des paramètres variablesdevient toujours /f-,c]^),
luit, pour le conoîde correspondant, à l'équation
diffère de celle de la courbe donnée que par le simple ment de :c en — . C'est ainsi, entre autres, qiie, d'après itions x^=mz ou z^=^mx, le conoîde parabolique serait
e de sa base serait parallèle ou perpendiculaire au sien. le plus remarquable est, en ce genre, celui du conoîde ne, correspondant à la directrice y=rf, j=ai+a; on a aussitôt, pour cette surrace, l'équation fort simple y=dx, dont le degré annonce que toutes les sections correspondantes sont des coniques. Si on y applique lélhode générale pour l'étude de telles coupes, on reconfacilement qu'elles ne sauraient jamais Être elliptiques, les sont habituellement hyperboliques, sauf certaines ms déterminées où le plan sécant donne des paraboles.
Ce conoïde sera plus spécialement examiné, aucbapitre suivant, sous le nom consacré de paraboloïde hyperbolique.
Considérons enfin, comme envers les cylindres et les cônes, la formation de Téquation propre à chaque conoïde, quand il doit être circonscrit à une surface quelconque iorïnéef{x, y,z)=0. Le mode fondamental employé dans les deux autres cas est également applicable à celui-ci pour formuler le contact perpétuel de la génératrice, ^ = c, y = ax^ avec cette surface ; ce qui se réduira maintenant à exprimer, d'après les règles de la géométrie plane, que la droite y = ax touche la courbe / (Xj y, c) =0, en y employant, si on le juge convenable, le principe des racines égales. De la relation ainsi établie entre les paramètres variables a et ^, on passera d'ailleurs à Téquation du conoïde, comme quand la directrice était donnée. Au reste, on pourrait aussi, dans ce nouveau cas, étendre la méthode, déjà indiquée à Tégard du cylindre et du cône, afin de caractériser directement la courbe de contact du conoïde avec la surface donnée, en assujettissant le plan tangent de celle-ci^ {x^Xi) Ai-+- (y— yi) Al + (2— ^^i) a* — 0, à contenir toujours une horizontale rencontrant Taxe vertical, c'est-à-dire, à 'donner, en y supposant 2 = Zi , une droite dont la projection horizontale, {x — Xi) fx\ + [y — y\) Ai = ^» passe constamment à l'origine. On trouve ainsi
a:A+.yA=o
pour la seconde équation de cette courbe, qui dès lors pourrait devenir la directrice du conoïde circonscrit, de manière à faire rentrer cette question dans la précédente, si on le jugeait utile, comme envers les deux familles antérieures.
Appliquons, par exemple, cette méthode au cas où la surface donnée serait le cylindre vertical a:*-|- y'=»r*, en supposant toujours que le plan directeur soit horizontal, mais en donnant
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à l'axe du conolde noe situation oblique, qu'on peut !ur5 concevoir parallèle àl'ua desdeux autres plans coorïs. Si les équaUons de cet aie soDt x = az-\-'x,i/=:d,5à Dire avec une génératrice quelconque, z=c, y=px-^g, ira d'abord la condition rf=pac-!-p«+ 9- La relation de et sera ensuite q^ =1^ (p'+ !)■ En élimlnaiit les para- (3 variables p, q, et c, entre ces deux équations de con- . et celles de la génératrice, on trouvera, pour la surface hée, l'équation du qualriëme degré
[ays + a.y- dxf = f^ ([d — yf + (az + <*—x]*).
surface est ordinairement celle de l'escalier à jour, quand ipe est recliligne. Hais, si l'arête borizoolale des maren toucbanl toujours le cylindre vertical y*-(-j:' =n r", '. d'ailleurs glisser sur une hélice, appartenant à un plus cylindre autour du même axe, îe lieu ne serait plus un le. Toutefois, son équation spéciale ne serait pas plus eàformer, d'après les m Ames équations z=c6\.y=px-\-q & génératrice, en substituant à l'axe du conolde l'hélice
nce x = n. cos -j- 2, w = h ^
itact ç*^ r*(p*+ 1), il faudratl Ici joindre la nouvelle
ion de rencontre R sin , c ^p R cos -rC-^q. L'élimi-
1 des trois paramètres variablesp, q, c, entre ceséquait celles de ta génératrice, fournirait, pour la surface lée, l'équation transcendante
n-2~ycos-^ 7 ^ n (y— Ilsm-^
lésigne le rayon de la cage cylindrique de l'escalier et r le la colonne vide.
zY+l^-Rco.!-»)!,
CHAPITRE VI
Théorie générale complémentaire, relative à tous les groupes géométriques dont réquatlon collective n*est pas connue, et surtout aux surfaces recUlignes ou circulaires.
1 61 . L'étude successive des familles les plus usuelles a tellement caractérisé, dans les quatre chapitres précédents^ Tapplication normale des principes fondamentaux établis d*abord sur la classification rationnelle des surfaces, que le lecteur attentif ne saurait éprouver aucune grave difficulté à étendre spontanément le même esprit à de nouvelles familles quelconques dont la considération pourrait devenir convenable, pourvu que leurs définitions restassent conformes à la condition universelle que nous avons préalablement posée. Mais, afin de procurer à ces notions générales toute TefRcacité possible, il faut maintenant compléter leur appréciation essentielle, en la dégageant des équations collectives quine doivent servir qu'à en perfectionner Tusage régulier, de manière à pouvoir résoudre, en chaque cas particulier, les deux questions principales relatives à la formation et à la discussion des équations d'après le mode de génération des surfaces correspondantes, môme envers les groupes géométriques qui n'ont pu encore être convenablementramenés à de tels types analytiques. Pour bien sentir l'importance de cette théorie complémentaire, nous devons préalablement caractériser les difficultés fondamentales qui empêchent jusqu'ici, et qui peut-être interdiront toujours, à beaucoup d'égards, l'établissèment de ces précieuses formules communes. Ces difficultés sont de deux sortes très-distinctes, les unes
relatives à la nature des familles de surfaces Oonsidérées, tes autres àla trop grande extension des groupes naturels. Sous le premier aspect, il faut reconnaître que, sans excéder lesUmites normales de la famille proprement dite, noire appréciation analytique ne se trouve pas toujours en suffisante harmonie jusqu'àprésentavecnotre conception géométrique. Persistons, en effet, suivant les explications initiales, à ne composer chaque famille que des surfaces dont toute la différence réside en ane seule ligne fixe, et dont, par suite, l'équationcollectiTene doit contenir qu'une seule fonction arbitraire. Or, ainsi conçue, la définition géométrique de chaque famille échappera encore trop souventànostypesanalytiques. Car,les moyens actuellement connus ne permettentde former ces équations communes qu'autant que le mode de génération considéré peut ètredéfini et formulé indépendamment de celte courbe spécifique par laquelle diffèrent les divers genres d'une même famille. Quand cette ligne sera une directrice proprement dite, sur laquelle la génératrice devra simplement glisser, cette condition préalable se trouvera toujours remplie, et l'on pourra constamment réduire les équations de la génératrice k ne contenirque deux paramètres variables, de manière & composer finalement l'équation collective, comme nous l'avons éprouvé dansles cas principaux. Mais il n'en sera plus ainsi lorsque la courbe spécifique, que l'on peut continuer, par extension, li qualifier encore de directrice, sera plus profondément liée il la définition de chaque surface, de façon k constituerun élément indispensable du mode même de génération : on ne pourra plus alors former les équations générales de la génératrice indépendamment d'une telle directrice, et en n'y laissant que deux constantes arbitraires. Dans tousles cas semblables, ondgnore jusqu'ici quelle serait l'équation collective, quoique le groupe géométrique ne soilpas réellement plus étendu qu'auparavant ;
seulement Tanalyse transcendante y permet encore la formation des caractères indirects relatifs à la liaison des deux dérivées partielles de la variable dépendante, et qui correspondent géométriquement à une propriété générale du plan tangent. Telles seraient, par exemple, les surfaces, spécialement considérées ci-dessous, qu'engendrerait un cercle invariable dont le centre décrit une ligne fixe à laquelle son plan reste toujours normal : en changeant arbitrairement cette directrice du centre, cette déflnition constitue certainement une véritable famille, plus embarrassante mais aussi circonscrite que celles des cônes^ des corps ronds, etc.; or, son équation collective n'est pas connue jusqu'ici sous forme finie.
Quelle que soit l'importance réelle de ce premier ordre de difficultés analytiques, il est aisé de concevoir que l'extension supérieuredes groupes géométriques doitconstituerleprincipal obstacle à la commune appréciation abstraite de chacun d'eux, quoique la nature identique de la génératrice continue encore à établir, entre ces cas plus variés, une véritable affinité fondamentale. En partant de la simple famille, dont llndétermination consiste analytiquement en ce que les équations de la génératrice y peuvent être supposées réduites à ne contenir que deux constantes arbitraires, on peut facilement imaginer des groupes de plus en plus indéterminés, et néanmoins toujours naturels; leur extension se mesurera spontanément par le nombre des paramètres variables propres au couple analytique de la génératrice, quand toutes les conditions de chaque définition collective y auront été suffisamment formulées. Or, aucun de ces assemblages plus étendus ne comporte jusqu'à présent de véritable type analytique, sauf les caractères indirects que l'analyse transcendante y a pu manifester, et seulement même envers très-peu de cas.
Pour mieux apprécier cette difBculté fondamentale, il
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suffit de Tenvisager spécialement dans son moindre degré, relativement à la pins simple de ces catégories naturelles, c'est-àdire h regard des surfaces engendrées par la ligne droite, et ordinairement qualifiées, à ce titre, de réglées ou plutôt rectilignes. D'après le nombre des paramètres variables propres à une telle génératrice, nous avons déjà remarqué que trois directrices devenaient, en général, indispensables à Tentière détermination de son mouvement. Gomme une seule directrice laissée arbitraire dans un mode quelconque de génération constitue, en géométrie comparée, une famille proprement dite, il est évident que le groupe géométrique des surfaces rectilignes comprend nécessairement une double infinité de familles distinctes, dont les cylindres, les cônes, et les conoïdes ne nous ont offert que les plus simples et les plus usuelles. Il n'existe pas jusqu'ici de type analytique assez général pour leur convenir simultanément, et néanmoins assez circonscrit pour les caractériser exclusivement. Si jamais on parvient à Tinstituer, on peut assurer d'avance qu'il devra contenir distinctement trois fonctions arbitraires indépendantes entre elles, afin de correspondre au nombre naturel des directrices qu'exige alors l'entière détermination de chaque espèce, et de pouvoir se modifier convenablement, d'abord envers les classes, ensuite à l'égard des familles.
On rendra plus sensible encore une telle nécessité en considérant la principale division géométrique des surfaces réglées, selon qu'elles sont développables ou non développables, c'està-dire suivant qu'elles peuvent ou non être envisagées comme formées d'élémentsplans juxtaposés, ayant toute la longueur de la surface dans le sens de chaque génératrice, et infiniment petits seulement dans le sens perpendiculaire ; condition évidemment indispensable et suffisante pour permettre, en effet, de déployer toutes les parties de la surface sur un môme plan à
la suite les unes des autres, sans lacune ni confusion. Parmi les trois familles de surfaces rectilignes que nous avons étudiées, les deux premières sont développables, parce que deux positions consécutives de la génératrice y appartiennent toujours à un même plan; la troisième ne Test pas, faute d'un tel caractère fondamental. En ayant égard à cette distinction générale, il faut reconnaître que la classe des surfaces développables, quoique ne constituant déjà qu'un cas particulier de ce vaste groupe géométrique, est elle-même trop étendue pour comporter, au moins sous forme finie, une véritable équation collective, dans Tétat naissant où se trouve encore la géométrie comparée, qui n'a pu jusqu'ici fournir, à cet égard, que le caractère analytique indirect trouvé par Euler d'après la théorie générale de la courbure des surfaces, évidemment réservée à l'analyse transcendante. Cette commune équation des surfaces développables, devant être moins étendue que celle du groupe total des surfaces rectilignes, et devant pourtant conveniràune infinité de familles proprement dites, contiendrait nécessairement deux fonctions arbitraires. Il est aisé de le confirmer directement, d'apr.ès chacune des deux origines géométriques que l'on peut assigner, en général, à de telles surfaces. Toute surface développable peut d'abord résulter du mouvement d'un plan assujetti à toucher à la fois deux surfaces fixes quelconques, en considérant le lieu des droites qui joignent ses deux points de contact, et dont l'ensemble remplit naturellement la condition fondamentale imposée ci-dessus au développement d'une surface rectiligne. Sous ce premier aspect, il n'est pas douteux' que le type analytique de cette classe géométrique devrait nécessairement contenir deux fonctions arbitraires, afin de correspondre à la double source de variation inhérente à une telle définition: si les deux surfaces directrices étaient égales et parallèles, il en résulterait la famille des cylindres ; celle des
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loes correspondrail à leur simple siraililude, joiiile au mCme irallélisme ; une infinilé d'autres familles iaconnues dérivelent de nouvelles dispositions mutuelles. En second lieu, on :ut aussi concevoir une surface développable comme l'enmble des tangentes à une même courbe à double courbure, ailleurs quelconque. Celte seconde définition n'est pas, au nd, moins générale que la précédente, puisque, les généraices consécutives de chaque surface développable devant néssairemenl se renconlrer,lasuitedeleursîntersecUons forme aduellemenl une certaine courbe qu'elles touchent toutes, et li est évidemment propre à caractériser la surface corresponm te, où onlaqualirieopdinairementd'ar^terfe rtf6roussemp«/, r, sous ce nouveau poinl de vue, il est pareillement évident le l'équation collective de celle classe de surfaces devrait narellement contenir deux fonctions arbitraires distinctes, en Tludu dualisme analytique de celle courbe caractéristique, li, successivement supposée cylindrique, ou conique, ou sphé- ]ue, elc, produirait une infinité de groupes secondaires, au oins aussi étendus que nos familles proprement dites. L'ensembledes réflexions précédentes est tPËs-propreàcaracriser nettement la difficulté fondamentale qui empêche auurd'hui, et qui peut-être inlerdira toujours dans la plupart is cas, la pleine formation des types analytiques destinés & présenter les groupes géométriques plus indéterminés que ux dont nous avons considéré l'appréciation spéciale. Si, en 'et, de tels obstacles essentiels existent déjà envers la plus mple catégorie, où la génératrice ne comporte que quatre pamËtres variables, ils doivent naturellement acquérir beauup plusd'iutensilé à l'égard d'assemblages encore plus vastes, latifsàdes génératrices plus compliquées, dontla conception alytiqne exigerait trois couples de constantes arbitraires, mme pour les surfaces circulaires, ou, h plus forte raison.
quatre couples, quant aux surfaces paraboliques, et ainsi successivement, suivant le nombre de points déterminant propre à chaque génératrice.
163. Tous les systèmes de génération envers lesquels les divers motifs précédents doivent nous faire renoncer, soitmaintenant, soit même à jamais, à la formation des équations collectives introduites par Monge, ne sauraient dès lors permettre une étude générale aussi satisfaisante, à beaucoup près, que celle des groupes géométriques dont les types analytiques sont convenablement établis. Néanmoins, on peut encore résoudre, envers chaque surface particulière d'une telle nature, les deux questions fondamentales qui consistent, soit à former son équation quand sa génération est complètement déterminée, soit, réciproquement, à reconnaître le mode de génération d'après Téquation donnée.
Pour le premier problème, il faudra toujours partir du couple analytique le plus général, et pourtant le plus simple, relatif à la génératrice proposée, /i (a:, y, z, a^ 6, c, rf...) = 0 6*- A (^î y> ^y ^} *î ^y rf....)= 0. Cela posé, on y réduira les paramètres indéterminés a^ 6, c, rf... à un seul, en ayant égard à l'ensemble des conditions qui défmissentle mouvement de la génératrice, soit que cette ligne doive glisser sur des courbes données, comme dans le cas le plus ordinaire, soit qu'elle doive toucher constamment des surfaces données, ou suivant toute autre prescription géométrique. Si cette réduction nécessaire restait impossible après avoir tout pris en considération, la définition serait, par cela seul, reconnue insufQsante, et propre uniquement à constituer une famille, ou une classe, ou quelque groupe géométrique encore plus étendu, au lieu d'une espèce déterminée. Après une telle préparation, l'équation de la surface cherchée résultera toujours de l'élimination de l'unique paramètre ainsi conservé entre les équations de la
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ratrice. Vu qu'il importe peu d'ailleurs que cette préalable rdinatioD des conslanlesarbitrairessoitexpliciteou senle- , implicite, on évitera souvent de s'imposer d'inutiles ens algébriques en concevant plus largement l'ensemble de Icul, consistant & éliminer tous les n paramètres primitîrs génératrice entre ses deux équations et les n — 1 relaqui doivent spécifier son mouvement, sauf à choisir ieusement, en chaque cas, le meilleur mode d'élimi-
nsidérons maintenant le problème inverse, où il s'agit de maître si une surface donnée f (a, y, a) =» 0 peut être enrée par une certaine ligne, et de découvrir le mode de gélion. En procédant également d'après le couple analytique us général elle plus simple qui convienne à cette généra- , f{x,y, z,a, 6, c, rf...) = 0,if [x,y,z,a,b, c, rf...) — 0. idra que la ligne puisée Gtre contenue sur la surface, sans x)us ses paramètres a,b, c, d... soient entièrementdéters, et en laissant l'un d'eus totalement arbitraire, tous les islui devenant subordonnés selon des formules géométrilent admissibles. Si, en effet, cette condition est remplie, garantira nécessairement que l'équation de la surface ée pourrait dériver de celles de la courbe proposée, en nant entre elles cet unique coefficient variable. Toute ration analytique consistera donc, sous l'aspect le plus lu, à éliminer deux des coordonnées x, y, 2, entre les Lions dç la ligne et celle de la surface, aOn que l'équation : relative à la troisième coordonnée puisse devenir iden-
d'aprèsdes valeurs réelles desdivers paramètres de lagérice en fonction de l'un d'eux, pour exprimer que cette
s'applique totalement sur la surface dons chacune de ses ions. Quand la surface proposée sera wnsi reconnuesus- )le d'être engendrée par la ligne considérée, l'ensemble
de ces conditions détenninera en même temps le mode de génération.
164. Appliquons d'abord cette double méthode universelle à la théorie générale des surfaces réglées ou rectilignes. Gonsidérons-y, en premier lieu, la formation de Téquation d'après les trois directrices qu'exige alors l'entière détermination du mouvement de la génératrice, rc = ai? + a, y = 6z + 6. Dans le cas le plus simple, ces directrices seraient trois droites, sans intersection mutuelle, et dont l'une^ si les axes sont totalement disponibles, pourrait être prise pour axe des 2, en dirigeant les axes horizontaux parallèlement aux deux autres, l'une de celles-ci pouvant même être supposéedans le plan des xy. Les équations de ces trois directrices seraient donc a:=—0, y«=»0, puiszB-sO, y = c, et enfin a; = p, z™^^. En vertu de sa rencontre perpétuelle avec les deux premières, la génératrice aurait pour équations y = ax^ y = bz+ c^ où la troisième intersection exigerait la relation ap=bq +c. Si l'on y élimine les paramètres variables a et b, on obtient aussitôt l'équation de la surface du second degré cherchée,
qxy + exz — pyz = qcx.
Malgré sa grande simplicité, cet exemple intéressant sufiitici à manifester la marche générale d'une opération déjà convenablement expliquée en principe.
Pour caractériser nettement les cas où le mouvement de la génératrice est défini autrement que par des directrices, il convient d'apprécier ici le mode de formation de l'équation de chaque surface développable, que l'on croit mal à propos essentiellement inaccessible à l'analyse ordinaire, et qui pourtant n'exige, au fond, que la simple théorie du plan tangent, déjà complètement applicable, dans ce traité élémentaire, à toutes les équations algébriques proprementdites. Cette ques-
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érale serait d'abord facile à traiter, si la surface déve- '■ qat Ton considère était définie par soa artte de reiient,doiilleséqaation5.f (j:,y, :]-=0,^{x,y,z)=Ot ient aussitôt celle d'une tantale quelconque, d'après lie des denx plans tangents,
■r — J:i,?'fl + (y — y.l?'^+ (= — s,)7:,= 0, ■z— a:,; ■fn+ y — yi)f,i+ (s — i,)f.i=0:
m cherchée résulterait alors de l'élimination des eâor- : auxiliaires Xi, t/i, Zt, entre ces denx équations et les [ations, f [xt, tft, îi) = 0, i]- {xi, y,, Zi) = 0, qui ca- ;nt ce point de contact. Quoique le calent soit plus péns l'autre système géométrique propre à la définition aces développables, l'analyse transcendante n'y est pas tnt plus indispensable. Supposons, en effet, un plan issnjetli À toucher constamment deux surfaces don- ^t y> 3)=0 et i((x, y, s) = 0. Il suffira, pour instiivenablementla solution, d'y introduire, & litre de vaauxiliaires, les coordonnées respectives x\, y\, ::i. :, Z), des deux points de contact, dont la droite de constitue ici la génératrice de notre surface développes deux plans tangents correspondants auraient pour is
:.r — 3:0?it+(y— yi)?'ri+(2— sOfii — O
X ~- a:,) ■i/'ji + (y — y») Yti + (= — r,} it\i = 0.
ntification continue de ces deux équations, afin d'exjue le plan mobile touche k la fois les deux surfaces nrtiira d'abord les trois relations
* 'iii_^'n gt?'j| + yi?'ti + ^iy'n J^^''J*+ff^^''»^-^^g^''st i't'« '(''a' f" 't''»
entre les six variables auxiliaires, d'ailleurs assujetties déjà par leur nature aux deux conditions (p(a;i, 2/1, î5i)=0et<J;(a^,y2,2j2)=0. Si, à ces cinq relations nécessaires, on joint les deux équations de la génératrice
x—x^ = - ^(2-.zi), y — y^^^- ^(2-2i),
Z% — Zi -Za — Zi
on pourra totalement éliminer les six coordonnées introduites, de manière à obtenir, entre les vaiûables naturelles x, y, z^ Téquation de la surface demandée, quoiqu'une telle opération analytique dûtle plus souvent devenird*ailleurspresqueimpraticable,même envers des données fort simples. Pour en mieux saisir l'esprit, le lecteur devra pourtant s'exercer à l'accomplir dans quelques cas faciles, et au moins à l'égard de deux sphères, où les indications géométriques fourniraient directement une complète vérification spéciale.
Ainsi envisagée, la théorie analytique des surfaces développables trouverait naturellement une large application dans le problème général des ombres, maintenant conçu de la manière la plus étendue, c'est-à-dire en supposant, au corps éclairant aussi bien qu'au corps éclairé, une figure et une grandeur quelconques. Car, en déterminant la surface diveloppable circonscrite à ces deux surfaces, sa combinaison avec chacune d'elles y caractériserait la ligne de démarcation, soit entre la partie efficace et la partie superflue de la première, soit entrela partie éclairée et la partie obscure de la seconde ; ensuite, sa trace sur toute autre surface opaque donnée y marquerait le contour naturel de l'ombre portée. Il importe de noter, au sujet d'une telle application, qui indique spontanément la distinction nécessaire de l'ombre à la pénombre^ que le lieu développable ainsi obtenu se trouvera toujours composé de deux surfaces différentes, puisque le plan tangent peut être considéré dans deux sortes de situations très-distinctes, selon qu'il laisse les
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X surfaces fixes d'on mfiine cdté ou qu'il passe entre elles. ir deux sphères, ces deux élémenls du lieu cherché seraient \ c&nes circulaires droits, engendrés autour de la ligne des Lres par les deux couples de tangentes communes aux deax ids cercles correspondants. Ea un cas quelconque, on doit c trouver finalement une équation exceptionnellemeot déiposable en deux facteurs, dont l'un servirait ici A déterminer ibre proprement dite, et l'antre la simple pénombre, connément aux exigences spéciales de cette application. 65. Quanta reconnaître, en second lieu, d'après l'équation le surface donnée, si elle appartient à tel système désigné génération, la marche générale expliquée au n° i63 pour e recherche inverse se simplifie beaucoup à l'égard des sor- 8 réglées, vu l'extrême simplicité de leur génératrice, t se réduit ainsi, en effet, à substituer dans l'équation losée, /■ [x, y, 3)=0, az + a et bs-^€ au lieu de x ely, d'assujettirl'équatioD finale en z,f(az+t^l>z + S, a) = 0, ivenir complètement identique, en disposant convenablett de trois des paramètres a, b, «, 6 par rapport au quane, qui doit rester arbitraire. Cette méthode n'étant, en •e, nullement entravée par l'indétermination des coeffits de la surface, on pourra l'appliquer aussi à découvrir i quelles conditions un genre géométrique donné peut der rectiligne, suivant les relations que cette prescription jssaire imposera encore après avoir facultativement annulé ; des termes distincts en z, en vertu de la disponibilité des i paramètres. Pour caractériser nettement cette élaboration ytique par un exemple décisif, et néanmoins fort simple, iquons-la aux surfaces du second degré, parmi lesquelles iporte de discerner celles qui sont réglées, en déterminant leurs leur mode spécial de génération rectiligne. es calculs seraient trop compliqués et leurs résultats trop
confus, si on les opérait directement sur l'équation la plus générale de ces surfaces
ax^ + by^ + cz^ + dxy + exz + fyz + y^ + Ay + fe = 1.
Il faut donc commencer par la simplifier autant que peut le permettre le libre choix des axes rectangulaires, même quand on devrait y distinguer ainsi plusieurs types séparés, dès lors successivement appréciables. Une telle préparation suit nécessairement la même marche que dans la question analogue de géométrie plane, quant à la simplification préalable de Téquation générale des courbes du second degré, en changeant d'abord la direction des axes, afin d'opérer la séparation des variables, et déplaçant ensuite Torigine seule pour modifier les termes inférieurs. La première ti'ansformation, qui est, de part et d'autre, la plus importante et la plus délicate, introduirait ici, suivant nos formules de transposition, trois angles disponibles, qui permettraient d'annuler, en général^ les trois termes où les variables sont mêlées; ensuite, la distinction relative à l'existence ou à l'absence d'un centre conduirait aisément à diriger les simplifications complémentaires. Mais l'embarras du calcul consisterait, surtout sous le premier aspect^ à constater suffisamment que la réduction est toujours possible dans tous les cas que l'on doit avoir en vue ; ce qui exigerait, à regard des constantes angulaires, la considération d'une pénible équation finale du troisième degré. Quoique rien ne pût dispenser régulièrement d'une telle opération algébrique si on voulait réellement accomplir cette préparation en un cas particulier, on peut néanmoins éviter complètement cette lourde discussion, quand il ne s*agit, comme ici, que de constituer en général, les plus simples types analytiques propres aux diverses surfaces du second degré,, et destinés à diriger, sous un rapport quelconque, leur étude spéciale.
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cette nouvelle appréciation, il faut utiliser plus largel'on n'a coutume de le faire la notion générale des es propres à ces surraces, en s'aidant, d'ailleurs, des sances acquises sur les courbes correspondantes. L'ap- 1 directe de notre seconde méthode des diamètres ferait ttre, envers les surfaces quelconques du second degré, ttement qu'à l'égard des courbes de ce genre, la nature ne de tous leurs diamètres. Hais la même considération s a déjà dispensés de ce calcul en géométrie plane peut !nt nous l'épargner ici, en réfléchissant que le diamètre atement résulté de l'équation complète ci-dessus rapeu y dégageant l'une des variables, est évidemment un r, ce lieu se rapportant à des cordes qui, au fond, sont res envers la surface, vu l'entière généralité de l'équaposée quant aux situations, il s'ensuit pareillement, de 1, que tous les diamètres sont nécessairement plans ites lessurfacesdu second degré. 11 faut d'ailleurs noter Les les sections planes de ces surfaces sont des courbes le degré, que nous avons déjà reconnues être constammétriqucs soit en un seul sens, soit en deux rectanguela posé, on doitd'abord distinguer deux cas, suivant : sections n'admettraient jamais qu'un axe unique, ou pourraient aussi en comporter deux, c'est-à-dire selon seraient ou non susceptibles de centre. Si la surface e ne pouvait fournir que des coupes paraboliques, en y rant une certaine série parallèle de ces sections, le lieu < axes, nécessairement parallèles entre eux, formerait diamétral autour duquel la surface se trouverait syméluisqu'il serait partout perpendiculaire aux cordes corantes,si la direction des coupes était convenablement : dans ce premier cas, essentiellement exceptionnel, la l'est symétrique qu'en un seul sens, comme tes courbes
qui la composent exclusivement. Quand les sections peuvent aussi devenir elliptiques ou hyperboliques, ce qui doit évidemment constituer le type normal, qu'il faut ici avoir seul en vue, une pareille série parallèle pourra fournir deux suites rectangulaires d'axes partiels, d'où pourront résulter deux plans diamétraux perpendiculaires à leurs cordes et d'ailleurs entre eux . Toutes ces surfaces sont donc symétriques autour de deux plans rectangulaires. Alnsi^ en y plaçant les plans des xz et desyz^ l'équation deviendra nécessairement
ax^ + iy' + cz^ + A2 = i, afin de ne contenir aucune puissance impaire de a; ni de y. La possibilité de séparer les variables, en faisant même disparaître deux des termes du premier degré, se trou vedèslors aisément démontrée. Quant aux simplifications ultérieures, il y faut distinguer deux cas, selon que la surface est ou non susceptible décentre. Car, pour l'un, l'origine pourra être transportée en ce centre, sur l'axe actuel des 2, de manière à écarter aussi l'unique terme du premier degré qui eût été conservé, en ramenant la surface au type
que nous emploierons alors habituellement : il prouve aussitôt que de telles surfaces sont pareillement symétriques autour du troisième plan coordonné. Si la surface n'a pas de centre, le terme kz ne pourra pas disparaître ; mais on pourra enlever le terme constant, enplaçantrorigineàlarencontredelasurface avec l'axe des z, qui seul était déjà pleinement fixé. Il importe d'ailleurs de sentir que l'absence mêmedecentre assurealors l'annulation spontanée du terme en z^, d'après le choix primitif de deux des plans coordonnés ; car, sans cela, la surface
aurait évidemment un centre, dont l'ordonnée verticale serait
k — r-. Cette circonstance analytique est parfaitement analogue
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que nous avons expliquée envers les sections conignes, nepeut séparer les variables sans que l'un des carrés QultaDémenl éliminé, quand le lieu géométrique est risé par le défautde centre. Ainsi, cette dernière classe aces du second degré est finalement réductible au type
az* 4- ôy* = s.
ompléter celte discussionpréparatoire, il faudrait mainrevenir au cas exceptionnel, ot la surface n'étaitsyméqu'autour d'un seul plan, comme ne comportant que ipes paraboliques. En supposant l'axe des z perpendlcnce plan, l'équation deviendrait, d'après cette symétrie. b' = aaJ + 6y' + CXI/ + dy + ex + f.
. nature géométrique de ce cas exige d'abord que a ot 6 lulent spontanément, afin que les deux traces verticales iscnt être que des paraboles ; la mCme circonstance de- I ensuite indispensablequanlà c, d'après un pareil motif la trace horizontale. Dès lors, en plaçant l'origine au sur cette dernièrB trace, qui sera ainsi devenue recti- ■n aura finalement l'équation
2' ^ rfy 4 ex.
)ection, on y reconnaît aisément, d'après nos principes iix, une surface cylindrique, à base parabolique. semble delà discussion précédente conduirait donck dis- ■ trois types analytiques, 2*^ dy + ex, ax* + by^^^z, iy* + C2* = l, pour les surfaces du second degré, suil'ellcs sont symétriques en un sens unique, on en deux ctangulaires, ou enfin en trois pareillement rectangu- Mais le premier cas, ne convennut qu'au seul cylindre li que, doit iHre essentiellement écarta', soit parce qu'une [rface est déjà suffisamment connue, soit parce que son
équation peut, à la rigueur, rentrer dans le second type, en y annulant Tun des carrés. Il ne faut distinguer finalement, parmiles surfacesdu second degré, que deux classes différentes, selon qu'il existe ou non un centre. C'est uniquement à ces deux types, as?^ -f by^ + cz*=i, ax^-^ by^^=^z^ que nous devrons maintenant appliquer la méthode fondamentale destinée à caractériser les surfaces rectilignes.
Toutefois, avant d'accomplir cet examen, il convient de discuter sommairement chacune de ces deux équations définitives, afin de reconnaître d'avance, d'après la forme générale de ces surfaces, en quels cas il convientdepoursuivre une telle appréciation^ sans la compliquer inutilement par la considération des surfaces dont la nature exclut directement toute semblable génération.
Envisageons d'abord les surfaces du second degré qui ont un centre, pour discerner, d'après le type ax^ + by^ + cz'= 1, les divers cas géométriques qui peuvent y résulter des différents signes attribuables aux trois coefficients a, 6, c, dont l'un au moins doit être toujours positif. Si, en premier lieu, les deux autres le sont aussi, il est évident que la surface sera fermée et continue, chaque coordonnée y ayant une limite supérieure, sans aucunelimite inférieure : le nom d'ellipsoïde rappelle alors très-nettement que toutes lessectionsplanessontelliptiques.il est aiséde constater, d'après l'hypothèse de z constant, que cette surface peut résulter du mouvement d'une ellipse horizontale, dont le centre parcourt l'axe vertical, tandis que ses demiaxes constituent, en chaque position, les abscisses horizontales qui correspondent à une même ordonnée dans les deux traces verticales de l'ellipsoïde. Ces deux directrices, ax^-\-cz^ = iy éy*-f cz^s=l, ont toujours le même axe vertical : mais leurs axes horizontaux ne seront égaux qu'autant que la surface serait de révolution, si on supposait a^=^ b.
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Quand l'un des coefTicienls a, b, c, deviendra négatif, la irface as^ + by' — cz* ■= 1 se trouvera nécessairement indélie, sans cesser d'ëlre continue, puisque les valeurs de z ne iront assujetties k aucuoe resldcUon quelconque. Les deux rectrices verticales seront alors des hyperboles, ayant le finie axe non transverse, el l'ellipse génératrice pourra s'a- ■andir h l'iuRni, en partant de la situation centrale, où elle les moindres axes. On désigne cette seconde surface sous le im d'hypfrboloîde à une nappe. Elle peut encore être derévolion, lorsqu'on suppose égaux les deux coefficients positifs.
Faisons enfinl'hypolhÈse inverse, oùdeux coefficients devieniut négatifs. Dans ce troisième cas, ffsc* + by' — cz' = — 1,
s valeurs de z sont assujetties à une limite inférieure
ms comporter d'ailleurs aucune limite supérieure ; en sorte lela surface est illimitée, mais discontinue. L'axe vertical mmun des deux hyperboles directrices est alors leur aie ansverse, et le mouvement de l'ellipse génératrice est intermpu entre leurs sommets. C'est pourquoi le lieu, qui serait icore de révolution si onégalaitlcsdcuxcoefncientsdemSme gne, est qualiOé à'kyperboloïde à deux nappes. Les deux hyperboloîdes sont les seules surfaces du second igré sur chacune desquelles on puisse indifféremment tracer :s paraboles, des ellipses, ou des hyperboles, suivantladirec- )n du plan coupant : leur forme générale dispense, à cet ard, de toute appréciation analytique. On peut rapporter \ acun d'eux le cas du cône, elliptique ou hyperbolique, où quationdevienthomogëneparrannulationdutermecoDstanl, . sorte que le centre se place excepUonnellement sur la sut- Ee, dont il constitue alors le sommet proprement dit. Considérons maintenant les surfaces dépourvues de centre, iprès le type aiH 6y*"= z, qui indique naturellement deux
hypothèses géométriques, selon que les deux coefficients a et b auront le même signe ou des signes opposés. Dans le premier cas, les sections horizontales seront encore des ellipses parallèles, semblables, et ayant leurs centres sur Taxe vertical : mais le mouvement de Tellipse génératrice sera maintenant dirigé par deux traces paraboliques ayant le même axe et pareillement tournées. La surface s'étendra donc indéfiniment d'un côté du plan des jry, sans pouvoir pénétrer de l'autre côté : elle a reçu le nom de paraboloîde elliptique^ destiné surtout à rappeler que ses sections planes, toujours elliptiques ou paraboliques, ne sauraient jamais devenir hyperboliques. Quandlesdeux termes du second degréont des signes opposés, les deux traces paraboliques sont alors tournées en sens contraire, et l'eUipse génératrice se transforme en une hyperbole, dont le demi-axe transverse, toujours indiqué par la rencontre de l'une de ces paraboles directrices, est parallèle à l'un ou à l'autre des deux axes horizontaux, selon que le plan de cette hyperbole horizontale est au-dessus ou au-dessous du plan des xy^ qui coupe la surface selon deux droites remarquables, parallèles aux asymptotes de ces deux séries de sections hyperboliques semblables. Pour mieux caractériser cette dernière surface, la plus difficile à bien voir parmi toutes celles du second degré, il convient d'y considérer lanature générale des sections planes, d'après la méthode du n^" 145. Or, on trouve aisément que la constante composée qui distingue analytiquement les trois courbes du second degré est ici — Aab cos'O; en sorte que, a et 6 étant de signe contraire, la section ne peut jamais être elliptique, et se trouve ordinairement hyperbolique, sauf le cas parabolique correspondant à tout plan vertical. Tel est le principal motif delà dénomination de paraboloîde hyperbolique affectée à cette surface, qui évidemment ne sera jamais de révolution, tandis que l'autre paraboloîde en est susceptible.
. Après cette discuesion préliminaire, nous pouvons aiscdiscerner, parmi les cioq surfaces du secoud degré, qui comportent une génération rectiligne. Comme toute e réglée doit Être à la fois illimitée en tout sens et conil est clair que l'hyperboloîde à une nappe et le parabolyperbolique doivent seulsëtre soumis icià un tel examen jque, qui d'ailleurs conflrmerail envers les trois autres le évidente exclusion géométrique.
ir la première de ces deux surfaces, la substitution presx = mz + t, y = nz + é, dans l'équation
ax' + by^ — es' = 1, ira aux conditions d'identité am' + ôn'^c, ama-)-irt6 = 0, aa*-}- 66'='1. it à déterminer les trois paramètres a, b, a, relalivement li y restera arbitraire, suivant la règle fondamentale. se réduit donc à examiner si ces trois formules, qui ne ent évidemment devenir réelles envers l'ellipsoïde ou rbololde discontinu, le seront toujours à l'égard de rbololde continu. Or, l'appréciation géométrique des trois ioDs précédentes ne laisse, à ce sujet, aucune incertitude, îile en même temps le mode de génération. Car, la troirelalion sera d'abord satisfaite, aussi t6l qu'on fera glisser oratrice sur l'ellipse qui constitue la trace horizontale de ace. En comparant le coefllcient angulaire de la tangente ) ellipse avec celui de la projection horizontale de la , il est aisé de constater que la seconde condition oblige jection horizontale de la génératrice à toucher coaslamcette courbe. Quant à la première relation, qui n'est re les deux coefficients angulaires, son interprétalion trique sera plus claire en l'établissant entre l'un d'eux et licient linéaire correspondant, à l'aide des deux autres
conditions. On parviendra ainsi à reconnaître aisément que chaque projection verticale de la génératrice doit être tangente à la trace respective de la surface. L'ensemble de ces conditions étant réalisable, Thyperboloïde à une nappe est donc une surface réglée, engendrée par une droite qui glisse sur Tellipse horizontale, tandis que ses diverses projections touchât sans cesse les traces correspondantes de Thyperboloîde. Comme ces tangentes sont menées d'un point extérieur à Tégard des traces verticales, chaque projection horizontale de la génératrice peut se combiner avec deux projections verticales distinctes, ce qui indique, enchaquepointdeTelIipse directrice, deux génératrices symétriquement placées, et par suite un double système de génération rectiligne. Une génératrice quelconque de l'un des deux modes devant rencontrer toutes celles de Tautre, on pourrait donc diriger aussi le mouvement de la génératrice en l'assujettissant A glisser toujours sur trois droites fixes, conformément à une définition précédemment examinée.
Considérons, en second lieu, le paraboloîde hyperbolique, ax^ — by^^=^z. La même substitution y conduira aux trois conditions
am^ = 6n^, Samot — 26n6 = 1 , aa^ =» 66a^
dont la dernière indique encore que la génératrice doit glisser sur la trace horizontale de la surface, maintenant composée de deux droites, symétriquement disposées autour des axes coordonnés. On aperçoit, sans plus d'embarras, le sens géométrique de la première, qui, assignant une direction constante à la projection horizontale de la génératrice, assujettit celle-ci à rester parallèle au plan vertical passant par Tune ou l'autre de ces deux directrices horizontales ; ce qui annonce directement une double génération, où la génératrice rencontre alternativement Tune de ces traces en demeurant parallèle au plan de Tautre.Tout se réduit donc & constater si la seconde condi-
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tion peut èlre pareillement saQsfalte, ce qui se verra neltemenl aprfes qu'on l'aura établie entre meta, comme dans lecasprécédeQt,à l'aide des deux relations extrêmes. Car, ainsi devenue 4oma=l, elle oblige aussi la projection verticale de lagénératnceàloucbercoDstammeotla trace correspondante de la surface, dès lors rangée parmi les conoïdes.La double génération permettrait également de substituer à cette dernière condition une directrice rectiligne, arbitrairement choisie^ pour chaque mode, entre les génératrices de l'autre.
En résultat d'une telle appréciation, tvhacunedes deuxclasses de surfaces du second degré renferme donc un cas à génération rectiligne, où le lieu rêsuUe toujours du mouvement d'une droite sur deux autres droites fixes, en achevant de le déQnir, tantAt par une troisième directrice analogue, tantftt par le parallélisme à un plan donné.
167. Pour caractériser suffisamment nos principes généraux surlaformation et l'appréciation des équalion3p^opresaux8u^ faces quelconques appartenant k des groupes naturels dont le type analytique n'est pas encore connu, il convient de les appliquer aussi, mais plus sommairement, au cas le plus simple aprèscelui de la génération rectiligne, c'est-k-dire aux surfaces circulaires. Nous n'en avons considéré spécialement qu'une seule famille, la plus usuelle de toutes, celle des corps ronds proprement dits. On pourrait d'abord, en généralisant la définition de ces surfaces, composer aisément une infinité d'antres familles circulaires, dontréquationcoUectiveseraitassignable; car^ d'après une première extension, on pourrait concevoir le cercle générateur, toujours assujetti au parallélisme, mais sansqueson plan fût perpendiculaire à la droite décrite par son centre; en second lieu, on pourrait surtout remplacer successivement cet axe rectiligne par un axe parabolique, hyperbolique, hélÏQOldique, etc., ou de toute autre forme quelconque :
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chacune de ces nouvelles hypothèses produirait une famille distincte, non moins étendue que celle d'où nous sommes partis. Mais, il serait superflu de s'arrêter ici à Tappréciation spéciale d'aucun de ces cas, puisque le type analytique en serait toujours facile à former, suivant une judicieuse application des règles fondamentales du chapitre premier. Je dois donc me borner, à ce sujet, à considérer des groupes naturels dont l'équation collective soit encore inconnue. Le plus simple et le plus intéressant résulte d'un système de génération déjà signalé précédemment, où un cercle invariable se meut perpendiculairement à la courbe quelconque décrite par son centre. Ces diverses surfaces circulaires, déjà introduites, en géométrie comparée, sous les noms équivalents àe canaux, de tuyatiXy ou de tubes, comprennent évidemment une infinité de familles proprement dites, selon que le lieu du centre est une courbe plane ou cylindrique, ou conique, ou sphérique, etc. : or, c'est seulement dans le premier cas que l'analyse transcendante leur a assigné un certain type analytique, consistant en une relation entre les deux dérivées partielles de la variable dépendante, d'après une propriété caractéristique du plan tangent ; mais leur équation collective n'est jusqu'ici nullement établie, môme alors, sous forme finie, à l'aide d'une fonction arbitraire . Une tellelacunen'empècheaucunementdeformerl'équationspéciale propre à chaque cas, quand l'axe du tuyau sera donné, en procédant d'après nos principes généraux, déjà appliqués aux surfaces rectilignes. Il suffira, pour le faire convenablement sentir, d'ébaucher cette application envers l'un des exemples qui semblent d'abord les plus embarrassants, parmi ceux qui offrent quelque intérêt géométrique, en considérant le tuyau hélicoïdal. Supposons donc que le cercle générateur
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Il le rayon demenre constant, ait son centre toujours placé
i'hÉlicex=;mcos -r z, p=î7isin -r 2» i laquelle son plan
te contiDuellement normal. Les considérations spéciales innées au n° 138 conduiront ^séoientà former les équations la tangente k celle courbe, d'après sa projection borizontale mue et son invariable inclinaison sur l'axe du cyUndre : il a donc facile d'eu déduire l'équation du plan normal. Dès 8, en ayant d'ailleurs égard au lieu donné du centre, les latioDE de la génératrice deviendront finalement
,_, = _„,(^^„„_^_yeos-^f),
/ 2Tt \« / . 27t \* , ,
la: — picos t-y) + \V — »îsin -r- t) + (^ — v*=r*-
ne reste plus qu'à éliminer y pour obtenir l'équation de la ■face cherchée. Quoique celte éliminationsoit très-laborieuse, que le résultai en doive être fort compliqué, elle n'est pas anmoins aussi embarassante que parait l'indiquer la nature ces équations, à la fois algébriques et transcendantes envers paramëlre. Car, il suffit de substituer, dans la seconde, tpression de z — i donnée par la première, et l'on parvient ine équation purement Irigonométrïque en y, qui pourrait imir sin y ou cos y en résolvant une équation bi-carrée, de inière à obtenir enfin l'équation demandée, quesa compUcan interdit d'ailleurs de citer ici.
168. Quant à reconnaître, en sens inverse, si une surface Quée f (x, y, z) = 0 comporte une génération circulaire, il porte d'apprécier d'abord une simplification générale de h ithode fondamentale du n° 163, pour tous les cas où la irbe génératrice doit être plane. On peut, en effet, remcer alors cette marche universelle par une appréciation tptée h une telle hypothèse, el fondée sur une application
convenable de la règle destinée à déterminer les sections planes d'une surface quelconque. Ainsi, on substituera, dans Téquation proposée, les formules générales du n"^ 145, afin de comparer le résultat F (x\ y\ f, 6, c) = 0 au type plan de la courbe considérée. Cette comparaison indiquera de quelle manièreilfaut disposer des constantes <p, 6, et c relatives au plan de la section, pour qu'elle s'identifle avec cette ligne. Si une telle coïncidence peut être établie par des formules réelles de ces paramètres, il ne sera pas encore certain que la surface donnée comporte la génération proposée . Il faudra, de plus, que toutes ces conditions puissent être remplies sans que ces trois constantes soient entièrement déterminées. Tune d'elles devant rester arbitraire afin que le plan ne soit pas immobile, et puisse passer successivement aux divers points de la surface : à défaut de cette indétermination, la courbe considérée ne se placerait sur cette surface qu'en une situation fixe, et dès lors ne pourrait l'engendrer. Le plus souvent, le paramètre linéaire c demeurera indéterminé, et les deux paramètres angulaires cp et 6 auront des valeurs assignables, soit constantes, soit au moins relatives àlui, de manière à définir suffisamment le mouvement du plan. Quand la disponibilité de ces deux paramètres aura permis d'identifier complètement l'équation F {^\ P'j 9i ^1 c)=0 avec celle de la courbe plane proposée, la génération qu'il s'agissait d'apprécier sera dès lors constatée; et en même temps le mode en sera découvert, en éliminant le paramètre arbitraire c entre les diverses relations de coïncidence, ainsi transformables en conditions finales du mouvement de cette génératrice.
Cette méthode générale est surtout commode à l'égard du cercle, vu l'extrême simplicité de son type plan. Appliquonsla à l'examen de la génération circulaire des surfaces du second degré, en considérant successivement, comme envers leurgé-
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tioD rectiUgne, celles qni ont un cenire et celles qoi en
qnent.
)ur les premières, ta substitution ci-dessus prescrite, dans
lation ax* + by* + cz* = 1, y donnera
acos*f \x'* — &isinf coBfCosOi x'î/'+asin'(pcos*8 y'* + ■isin'y I +2isinfcosfcose| +ôcos'ipcos'6 + csin'9 + 2(^f sin 9. y' + cy», — 1,
signant ici la constante linéaire du plan. Afin que la section enne circulaire, il suffit des deux conditions ordinaires
{b — a) sin f cos ç cos 6 = 0, a co8*ç + b sin* y = { a sin' f + 6 cos' nf) cos» 6 + c sin'6,
tendent à détermirier les angles 9 et 0, en laissant y arbire ; ce qui dÈjà autorise à penser que ces surfaces peuvent iffet résulter du mouvenient parallèle d'un cercle. Néaa- Ds, avant de prononcer définitivement, il faut esaminer S6 deux conditions fournissent toujoursdes valeurs réelles. dans la première, on doit d'abord écarter le facteur cod- \ib — a, qui ordinairement n'est pas nul, à moins que la Tace ne soit de révolution, auquel cas l'appréciation actuelle iendrdt évidemment superflue. Ainsi, cette condition ne t être satisfaite que par l'une des trois hypothèses ?^0, ■ 90°, 6 = 90", auxquelles correspondent respectivement, irès l'autre relation,
. Ib—a , „ . . Ib — a , . . la—c
considérant successivement tontes les suppositions possibles ersles coefficients a, b, c, il est aisé de constater que l'un
de ces trois systèmes est toujours acceptable, tandis que les deux autres ne le sont jamais. Car, pour Tellipsoïde, où ces coefBcients sont tous positifs, si on suppose, par exemple, a < ^ < c, il est clair que le second système sera seul admissible, les deux extrêmes conduisant à des valeurs imaginaires. La double valeur de tang 0 démontre que les sections circulaires, toujours parallèles à Taxe moyen de Tellipsoîde, comportent deux situations symétriques envers le plan des xy. On découvrira la loi du mouvement du cercle générateur en cherchant le lieu de son centre, dont les coordonnées mobiles x' et y' sont, d'après Téquation précédente.
ce qui donne^ envers les axes fixes, suivant les formules de transposition, les coordonnées définitives
__^c\/{b — a] ic — b) ^ aie — b)
Si Ton élimine Y entre ces équations, on voit que le centre décrit une double ligne droite contenue dans le plan xz^ et passant naturellement à Torigine, x=± - \ / 7 z : les deux
signes de son coefficient angulaire coexistent successivement avec ceux de tang 6. L'ensemble de cette discussion nous apprend donc que tout ellipsoïde peut être engendré, de deux manières diflërentes, par un cercle dont le centre parcourt une droite perpendiculaire à Taxe moyen de cette surface, mais oblique aux deux autres, tandis que son plan se déplace parallèlement à ce même axe, en conservant une direction invariable, d'ailleurs oblique au lieu du centre, à moins que l'ellipsoïde ne soit de révolution, auquel cas les deux systèmes de génération circulaire coïncident nécessairement. On trou-
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: des résullats essenUellement analoj rboloïdes.
surfaces du second degré qui n'oal pa animent superflu d'entreprendre une ; paraboloïde hyperbolique, que noui ec loule section elliplique. Considéron tbololde elliptique az'+ by*=z. Las ne alors l'équation
b sin* f ) x'^ + 2 (i — a) sin ç cos ç < If + é cos*«) cos* 9. y'* — y' sin fl — ons du type circulaire sont <J> — a) sin ç cos !p cos 9 = 0, + b sin* (p = (a sin' ç + * cos* ;p) c icorele Facteur constant a — b, onobti .i'ois hypothèses ? ■= 0, et cos 6 = ±:
enfin9-=90°eltangip =
eslévidemmenttoujours inadmissible ;sent pour cos 8 des valeurs réelles, oh l'autre, en sorte qu'une seule sera i ble, vu la restriction cos a < 1 . Sa di >arabolo!de elliptique cocnporle aussi 'culaires, toutes deux perpendiculairef s deux traces paraboliques de la surfàc clinées sur celui de l'autre trace. Les « cercle sont, envers les axes mobiles.
2fl V
relativement aux axes fixes.
\ ^ Ib — a 1 1 ,
en supposant a < 6. Comme les deux coordonnées horizontales sont spontanément indépendantes dey^elles annoncent directement que le centre du cercle générateur décrit une double verticale, comprise dans le plan de lamoindre trace du paraboloïde, et généralement oblique au plan de ce cercle, à moins que la surface ne fût de révolution : chacune des deux positions de ce lieu se combinera exclusivement avec la valeur correspondante de cos 6.
Toutes les surfaces du second degré, sauf le seul paraboloïde hyperbolique, peuvent donc, en résumé, se ranger, sous deux modes distincts, dans la famille de surfaces circulaires la plus rapprochée des corps ronds proprement dits, où le centre du cercle générateur parcourt une droite plus ou moins oblique & la direction invariable de son plan. Mais cette exception capitale confirme sufQsamment que, même pour ce degré, la classification empirique des surfaces algébriques d'après les degrés de leurs équations est nécessairement incompatible avec l'ensemble des comparaisons géométriques.
Dans ce chapitre complémentaire, nous avons poussé Tappréciation générale de la grande conception de Monge sur Tétude rationnelle des divers groupes géométriques aussi loin que le permettent les ressources bornées de l'analyse ordinaire, dont la portée est néanmoins, à cet égard, beaucoup plus étendue qu'on ne le suppose communément. Je regrette que la nature de ce traité élémentaire doive m'interdire d'y expliquer comment r analyse transcendante complè te e t perfectionne ces notions fondamentales, d'abord par l'introduction d'un nouveau genre de relations caractéristiques, entre les dérivées partielles delà
iK\
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coordonnée dépendante, et surtout ensuite par la considération prépondérante des surfaces enveloppes, d'après laquelle Monge asi heureusementcondensé, autour d'un très-petit nombre d'éléments fort simples, tous les groupes géométriques imaginés jusqu'ici. Toutefois, j'espère que Tébauche systématique que je viens d'achever fera sentir à tous les bons esprits l'éminenle valeur d'une création trop peu comprise encore par la plupart des géomètres, et signalera l'importance des nouvelles voies philosophiques ainsi ouvertes au véritable esprit géométrique, qui, après avoir essentiellement épuisé la géométrie générale proprement dite, doit surtout poursuivre désormais la géométrie comparée, aujourd'hui si confusément conçue .
CHAPITRE PREMIER
Nam6ro8.
Notions fondamentales. (4 leçons.)
But général et caractère essentiel de la géométrie analytique : sa vraie différence principale avec la géométrie ordinaire 1,2 et 3
Notions préliminaires sur les systèmes de coordonnées. Destination nécessaire de cette conception préalable. Description spéciale des principaux systèmes 4
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Établissement,d'après ce principe, des formules générales relatives au changement de direction des axes. Double groupe de relations indispensables entre les neuf angles qu'elles contiennent 142
Formation purement analytique de ces formules et de ces relations 143
Pages.
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Réduction ftf né raie des neuf coefficienis angulaires i trois angTca indépendants 144
Formules pour rapporter analytiouement une courbe plane, arbitrairement donnée dans l'espace, â des axes pris dans son plan. Méthode qui enrésulte pour l'étude dircae des sections planes de toute surface. 145
Moyen de trouver les conditions nécessaires pour que l'intersection de deux surfaces données devienne
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SECONDE PARTIE
THÉORIE 6ÉNÉIULB DBS SURFACES COURBES, iniLTrigcs ru iuilu
PRÉAHBULB.
Extensiott spontanée des diverses théories générales de la géométrie plane à la géométrie dans T'espace
Objet caractéristique de cette seconde partie, consacrée surtouta la première ébauche rationnelle de la géométrie comparée 1
CHAPITRE PREMIER
Notions fondamentales sur la classiScatEon rationnelle des surfaces. (I leçon.)
Supériorité nécessaire de la classification des surfaces sur celle des lignes. Sourcegénérale du classement... 1
Exposition directe de la conception fondamentale de MongesurlagéomÉtrie comparée : définition exacte des familles géométriques; appréciation abstraitedes équations à trois variables ayant un sens déterminé, quoique conlenantune fonction arbitraire; harmonie nécessaire de ces deux sortes de notions 1
Facilité directe que procure cette conception pourmulliplier à volonté les familles de surfaces : divers
Marche eénérale à suivrepourformer l'équation collective d une famille donnée, et pour constater réciproquementsitelleespèceappariienti telle famille i
CHAPITRE II
Théorie des sarfaces cylindriqnes. (1 lefon.)
IvquttioD générale de cette famille. Marche qu'elle prescrit pour constater la nature cylindrique d'une Burftce donnée 1
495 à 5 SooàS
5oïà5
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Noméros. Pages.
Détermination de la fonction arbitraire d'après la directrice de chaque cylindre : simplification générale de cette opération quand cette base est la trace horizontale de la surface; divers exemples à ce sujet. Détermination de la fonction arbitraire quand le cylindre doitêtrecirconscritàunesurface donnée : application aux ombres. Possibilitédedéterminer directement la courbe de contact 1 54 570a 5 1 1
CHAPITRE III
Théorie des surfaces coniques, (i leçon.)
Équation collective des cônes. Théorème important qui en résulte sur la liaison générale entre la nature coni-
2ue d'une surface et la composition homogène de son quation. Usage fondamental d'un tel caractère anal}rtique pour vérifier si une équation donnée
appartient à un cône i55 5iià5i4
Détermination de la fonction arbitraire d'après la directrice du cône. Application spéciale à la théorie des mappemondes^ a'où résulte la nature et la construction de la perspective propre à chaque cercle terrestre. Cas général ou la directrice donnée est la trace horizontale rationnelle second degré.
quand le cône est circonscrit à une surface donnée : caractère propre de la courbe de contact i36 5x4à5i8
CHAPITRE IV
Théorie des surfaces de révolution. (1 leçon,)
Remarque préliminaire sur laconception ordinaire de cette famille. Formation et usage direct de Téquation collective. Sa simplification quand l'axe de la surface est pris pour l'un des axes coordonnés 1 67 3 19a 522
Détermination de la fonction arbitraire d'après ladirectrice. Application spéciale au cas de la ligne droite, et surtout ensuite a celui de V hélice, en déduisant d'abord de sa définition ses équations et ses principales propriétés. Cas général où la directrice est le méridien même de la surface : application spéciale au tore i58 522à528
CHAPITRE V
Théorie des surfaces conoldes. (1 leçon.)
Définition de cette nouvelle famille, et formation de son type analytique, surtout en choisissant le plus favorablement possible les axes coordonnés. Conscr-
TABLE DES MATIÉHES.
vatioD remarquable d'un certain caractère d'homo-
géoéhi i5<
Délerminaiiondelaranclionarbicratred'aprèsladirec-
trice, Appticationspécialeè l'équation de la vis rectangulaire: formation comparacive de l'^uaiion plus compiit^uéerelativeàla vis Iriansulaire.Uaa général où la directrice est unecourbepTane parallèleàl'un des plans coordonnas. Détermination de la fonction arbitraire quand le conofde doit £tre circonscrit i une surface donnée; exemples caractéristiques — i6(
CHAPITRE V
maorie générale complémentaire, relative àlons les groupes doDtl'équation collective n'est pasconnue.et aurlo iiiauxaurracegrecllligiicBoucirculaircs.(3 Ufons. )
Appréciation fondamentaledesdeuisortesdedifficullés Kénéralesqui empêchent la formation des types ana- ^liquea propres il !a plupart des groupes aeomélriques, el surtout des obstacles inhérents à la trop grande extension de ces groupes, quoique toujours caractérisés nettement i6i
Application spécialede ces réflexions générales aux surfaces réglées, et surtout développables i6j
Moyen général de formation, envers tous les groupes géométriques possibles, de l'équation particulière i chaqueespèce, Marche de l'eiamen inverse, pourreconnaLtre,enverstellesurface,telmodedegénéralion. i6:
Application de ces principesauxaurfaces réglées ou rectilignes d'abord quand chacune d'elles est définie par trois directrices données, ensuite quand la surface, étant développable, se trouve spécifiée soit d'aprèsson srfte de rebroussement, soit comme circonscrite à deux surfaces données i6;
Mode d'appréciation analytique de la nature rectiligne d'une surlàcedonnée. Préambule de l'application de cette méthode aux surfaces du second dearé, consistant dans la discussion préliminaire des diverses formes géométriques et des plus simples équations correspondantes i6!
Appréciation spécialede la nature et de la génération des deux surfaces rectitignes du second degré i6(
Application des principes générauidu n- [63 aux surlaces circulaires et surtout à la familledes/uyaiur. .. . 16^
Marchegénéralela plus convenable pour constater un mode détern;iinédegénération, quand la courbe génératrice est plane. Application spéciale à la double génération circulaire des surfaces du second degré. 16I
QUI SUCCÈDE A
Préambule. (1 leçon.)
Appréciation exacte delà science mathématique, envisagée dans son ensemble, d'après le vrai but final de toute recherche mathématique.
Division nécessaire du calcul en deux branches essentielles, Vuneal» gébrique, Tautre arithmétique. Objet caractéristique de V algèbre proprement dite.
Distinction générale entre la résolution analytique des équations et leur résolution numérique. Caractère imparfait et équivoque de celleci, pourtant seule possible le plus souvent.
Objet propre^de ce cours et son plan général.
Théorie fondamentale des équations algébriques. (7 leçons,)
I* Composition des équations. ÉtSLt génénl de la question. Réduction préalable de toute équatipn algébrique à la forme rationnelle et entière.
Double démonstration, à priori et à posteriori^ du principe fondamental. Son vrai degré d'extension.
Décomposition, nécessairement unique, de toute fonction d'un de* gré quelconque en facteurs du premier.
Décomposition, toujours multiple, qui en résuite en facteurs du second degré, ou d'un degré supérieur.
Détermination directe, en général moins convenable, de ces derniers facteurs.
Caractère essentiel des fonctions à plusieurs variables de n'être pas ordinairement décomposàbles en facteurs analogues d'un degré moindre. Nécessité géométrique d^une telle incompatibilité. Son ex-*
HP
plication analytique d'après la mesure de Tordre de généralité de la formule complète du degré m à deux variables par Te nombre des constantes arbitraires qu'elle contient. Réaction d'une telle appréciation sur le cas primitif des fonctions à une seule variable.
Relations générales entre les coefficients d'une équation et ses racines, soit d'après sa décomposition en facteurs élémentaires^ soit d'après la formation directe d'une équation susceptible de racmea données.
Réflexions générales sur la manière dont ces lois concilient la réalité et la rationalité des coefficients avec l'imagînarité et l'irrationalité des racines.
Usage général de ces lois, ou de la décomposition élémentaire qui les a fôurnies, pour traduire entre les coefficients toute relation donnée entre les racines. Divers exemples caractéristiques à ce sujet.
Théorème fondamental de Descartes sur les relations naturelles entre le mode de succession des signes des coefficients et les signes des racines. Indications qu'il fournit souvent sur les racines imaginaires dans les équations incomplètes, et même dans les autres.
Principe relatif aux racines communes à deux équations données. Simplification correspondante qu'éprouve alors nécessairement leur résolution respective.
Usage général de ce principe pour simplifier la recherche des relations entre les coefficients d'après celles des racines, surtout quant aux relations binaires. Diversexemples de cette application, même envers des relations plus composées.
Examen spécial du cas de la réciprocité des racines. Théorie des équations réciproques. Abaissement nécessaire de leur degré.
2* Transformation des équations. Position exacte de la question générale. Distinction nécessaire des deux sortes de transformations, mtroduites, les unes par Viète, les autres par Lagrange.
Volasse, où chaque racine transformée ne dépend que d'une seule racine primitive. Mode général de formation de l'équation cherchée.
Application au cas où toutes les racines sont également augmentées à volonté. Suppression facultative d'un coefficient quelconque, etsurtout du second.
Application au cas où les racines croissent proportionnellement. Appréciation des modifications facultatives qui en résultent.
Application au cas où les racines sont élevées à une même pui^ sance, entière ou fractionnaire. Appréciation d'un tel changement.
Application au cas de l'inversion des racines et à celui du change- . ment de signe.
2« classe, où chaque racine transformée dépend de plusieurs racines priniitives. Examen général des combinaisons binaires. Mode de formation de l'équation cherchée; son degré naturel. Son épuration préalable en écartant les comoinaisons affectées de répétition. Propriétés nécessaires relatives à la transposition mutuelle des racines primitives dans chaque combinaison. Abaissement final du degré de la transformée, après lequel elle doit encore comporter des conditions caractéristiques, soit quant au degré, soît envers les coefficients. Extension générale de ces diverses notions et opérations à des combinaisons plus que binaires.
Application successive de l'ensemble de ces considérations à la théo-
rie générale de Téquation aux sommes, de réquation aux différences, de réquation aux produits, de l'équation aux quotients, et de celle où les sommes sont ajoutées à un multiple des produits. Appréciation des indications nouvelles que Fétat de chaque transformée peut fournir sur les racines primitives, et surtout de celles que sujggère le mode de succession des signes dans réquation aux carrés des différences.
3* Théorie des fonctions symétriques. Position générale delà question. Sa restriction naturelle aux fonctions symétriques rationnelles. Leur division générale en simples et multiples.
Théorème préliminaire sur la composition de la fonction dérivée diaprés les facteurs élémentaires de la fonction primitive.
Lois fondamentales qu'il fournit pour déduire des coefficients d'une * ' ' ' nés de puissances •• ••
:ines, jusqu'au deg 'origme historique quables.
Relation générale supplémentaire pour passer graduellement de ces puissances a toutes les suivantes.
Moyen d'étendre ainsi ces lois, ou, ce qui est préférable, par une transformation préalable, aux puissances négatives, mais entières.
Loi générale de réduction des fonctions symétriques doubles aux fonctions simples. Extension graduelle de cette loi aux autres degrés de multiplicité.
Remarque générale sur le nombre de coefficients qui affectent la valeur de chaque fonction symétrique, simple ou multiple.
Application nécessaire de la théorie des fonctions symétriques à la formation effective de toutes les transformées de seconde classe. Mode ^ le plus convenable d'un tel calcul. Examen spécial des diverses transformations précédemment considérées.
Théorie de rélimination. (2 leçons,)
Position exacte de la question actuelle. Sa restriction générale aux équations algébriques, rationnelles et entières.
i** méthode, fondée sur la recherche du commun diviseur. Son appréciation générale d'après le principe des racines communes.
Examen plus détaillé de l'enchaînement graduel résulté des divisions consécutives.
Influence des modifications indispensables apportées aux divers dividendes sur la composition de l'équation finale. Altération possible, mai «incertaine, de cette équation. Appréciation générale d'une telle perturbation comme devant être, quoi qu'on fasse, plus ou moins inhérente à la nature de cette première méthode.
Examen des deux cas exceptionnels, relatifs à l'incompatibilité et à l'indétermination.
Faculté générale aue procure spontanément cette première méthode pour composer à volonté des équations susceptibles de conduire à une équation finale donnée.
2"* méthode^ fondée sur l'introduction de fonctions algébriques indéterminées comme multiplicateurs des deux équations primitives. Détermination des coefficients de ces deux facteurs auxiliaires pour
rentière élimination de Tinconnue considérée. Appréciation générale de cette seconde méthode. .
3me méthode, fondée sur la théorie des fonctions symétriques. Son appréciation comparative. Théorème important qu'elle fournit spontanément sur le degré maximum de Téquation finale. Interprétation géométrique de cette loi .
Théorie des racines égales. (1 leçon.)
Objet propre de cette théorie. Introduction naturelle des fonctions dérivées dans une telle recherche.
Principe fondamental sur l'existence et la composition du diviseur commun entre la fonction donnée et sa dérivée.
Système de décomposition graduelle oui résulte de Téquation proposée en diverses équations partielles, dont chacune est affectée à un seul degré de multiplicité. Mode limité à la suppression de toute répétition, sans distinction de multiplicité.
Application de cette théorie spéciale à la recherche des conditions d'égalité des racines. Examen particulier des deux cas extrêmes, de momdre ou plus grande multiplicité possible. Inconvénients propres à cette méthode envers la plupart des cas intermédiaires. Solution directe, en général préférable, de cet ordre de questions.
Relation générale et nécessaire entre les conditions d'égalité et celles de réalité. Introduction naturelle du principe des racines égales dans la théorie fondamentale des maxima ou minima.
Résolution numérique des équations algébriques. (7 leçons,)
1* Limites générales des racines réelles. Vraie nature et destination principale de cette recherche préliminaire. Sa décomposition naturelie en quatre cas, aisément réductibles à un seul.
Règle de Maclaurin, pour évaluer une limite supérieure des racines positives de toute équation algébrique.
Méthode de Newton pour obtenir souvent des limites non formulées, mais plus favorables que la précédente.
Evaluation d*une limite inférieure des racines positives, et ensuite des deux limites propres aux racines négatives.
Réflexions générales sur Pimperfection radicale de ces diverses éva^ luations normales.
2* Evaluation des racines commensurables. Principe fondamental sur la nature des racines fractionnaires que comporte toute équation à coeiSicients entiers. Réduction générale qui en résulte de la rechlerche des racines fractionnaires à celle des racines entières.
Restriction nécessaire des racines entières parmi les diviseurs ,du dernier terme. Système d'épreuves graduelles, imaginé par Claîraut,
f^our discerner facilement ceux de ces diviseurs qui conviennent à 'équation proposée. Essais préliminaires propres a écarter d'avance beaucoup de diviseurs inutiles.
Méthode pour déterminer exactement les racines incommensurables du second degré.
lion
3* Evaluation des racines incommensurables. Exposition de la ques- )n : état préalable de Téquation.
Démonstration analytique et géométrique du principe fondamental des substitutions. Sa véritable étendue. «.
Complément indispensable de ce principe par Texamen de toutes les comparaisons relatives aux deux substitutions.Vérificationspéciale d'un tel examen envers les équations algébriques.
Indications générales que fournit ce principe sur l'existence nécessaire déracines réelles, suivant que le aegré de l'équation est impair ou pair.
Distinction fondamentale entre la séparation des racines et leur évaluation.
Méthode de Lagrange pour la séparation préalable des racines, d'après l'équation aux carrés des différences. Son appréciation générale.
Méthode de Fourier pour la séparation des racines, d'après leurénumération préalable. Observation fondamentale qui sert de base à cette méthode, et où rentre spontanément la remarque originale de Rolle.
Aperçu général de la grande théorie de Fourier pour déterminer d'avance le nombre des racines réelles comprises dans un intervalle donné. Réduction spontanée du théorème de Descartes à Tensemble de cette théorie.
Modification spéciale apportée par M. Sturm à cette théorie générale pour le seul cas des équations algébriques. Appréciation finale d'un tel amendement.
Usage de ce corollaire envers les équations à coefficients indéterminés, pour y découvrir les conditions relatives à un nombre donné de racines réelles ou imaginaires.
Méthode d'approximation ébauchée par Newton et constituée par Fourier. Appréciation géométrique d'une telle méthode, et des conditions indispensables à son application régulière.
Méthode d'approximation de Lagrange. Sa comparaison à la précédente. Cas de la périodicité.
40 Théorie des racines imaginaires. Considération originale de Foncenex sur la démonstration générale de la décomposition nécessaire de toute fonction algébrique en facteurs réels du second degré, d^où résulte la forme constante des racines imaginaires. Modification apportée par Laplace à cette première démonstration, d'après des motifs qui pourraient être essentiellement écartés.
Méthode générale pour ramener l'évaluation des racines imaginaires à celle des racines réelles, soit d'après leur forme nécessaire, soit par suite de la détermination équivalente des facteurs réels du second degré. Appréciation et comparaison de ces deux modes.
Résolntion algébrique des équations des 3« et 4« degrés. (1 leçon,)
Méthodes pour ramener la résolution du quatrième degré à celle du troisième.
Résolution générale des équations du troisième degré. Extension et discussion de la formule obtenue.
Examen spécial du cas irréductible. Transformation correspondante de la formule.
Procédé spécial de Viète pour la résolution directe de ce cas d'après l'équation de la trisection de l'angle.
RâsoluUoD géoérate des équations binâmes. (1 leçon.)
1 jca non gén£ raie du théorème de Moivre i la résolution de
ïquaiion binôme. Expression générale des racines imaginaires
nilé : leur nombre et leur conjugaison.
ordination naturelle de ces diverses racines comme des puis.
> les unes des autres.
iparaison générale des deux cas relatifs au signe du terme
amposition générale des fonctions binâmes en facteurs réels du i degré,
récialion des classes d'équations dont la résolution algébrique graduellement résulter de la combinaison de la théorie des ons binômes avec l'ensemble des notions antérieures.
Développement des fonctions en séries. (4 Uçont.]
ïnsion de la formule du binôme aux exposants fractionnaires ou fs. Vice de la démonstration d'Euler à ce sujet. ,t général de la méthode des coefficients Indéterminés pour les
eloppement de a^ selon les puissances de x. Dé lermi nation, n série, soit sous forme finie, du coefficient que la méthode laisse
e pour développer log (i -c x) selon les puissances de x. Indiincidente de l'inversion des séries.
es relatives au développement du sinus et du cosinus suivantles
inces de l'arc.
e inverse pour développer l'arc selon les puissances de sa tan- Nouvelle forme que prend alors la métiiode.
sidérations fondamentales sur la distinction nécessaire entre
lalytique et l'usage numérique des séries. Inconvénie
qu'entraîne aujourd'hui la confusion trop fréquente de ces deux
ge analytique très-remarquable fait par Lagranae de la série cnlielle pour trouver la loi générale du développement des inces d'un polynôme quelconque. Détermination générale du re de termes du développement, d'après le problâme des répar-
ge analytique encore plus important de l'ensemble des quatre précédentes pour établir, sous les deux formes opposées, le >cbement fondamental entre les deux couples élémentaires de ons transcendantes, lication générale de cette relation capitale au calcul des imagi-
sidérations générales sur l'usage numérique des séries,etsurles ions de leur convergence, ainsi que sur la mesure des approxins qu'elles fournissent.
lication successive de ces principes aux séries précédentes, soit la construction des tables logarithmiques et des tables trigono-
métriques, soit pour l'évaluation commode du rapport de la circonférence au diamètre.
Sommation des suites. (i leçon.)
Appréciation générale de la nature et de l'importance d'un tel ordre de recherches.
Application naturelle de la méthode des coefficients indéterminés à la sommation des suites dont le terme général est donné. Conditions indispensables au succès de cette méthode^ ainsi restreinte au cas des fonctions entières.
Emploi de cette méthode pour la sommation successive, d'une part des carrés, cubes, etc.^ des nombres naturels, d'une autre part des nombres figurés f soit triangulaires, soit pj^ramidaux, etc. Coïncidence spontanée de ces deux sortes de sommations, dont chacune peut suppléer à l'autre.
Sommation spéciale des nombres figurés d'un ordre quelconque, d'après le triangle ou carré arithmétique.
L'ÉTUDE DE L'ALGÈBRE SUPÉRŒDRE
ConMdératioas foDdam entâtes. (4 lèçoiu.)
_ 1 générale de l'analyse transcendante. Nécessité, pour
irécier convenablement, d'approfondir la notion fondamentale lations, d'après la distinction directe des fonctions en abstraitesci rates.
'uc méthodique des cinq couples d'éléments analy it les fonctions abslraiteSaciuelleE. Appréciât!
V'é'dafe'^did
>tîtude fondamentale de l'analyse transcendante à diminuer radi- Ti en t cette difficulté dans les recherches compliquées. Caractère ~"e analyse, en la distinguant soigneusement de la méthodclrans- ... — .» —■ întielleinent à Archlmède,
icessité de considérer simultanément, dans l'état provisoire où te ve encore la philosophie mathématique, les trois conceptions cipales propres à l'ensemble de l'analyse transcendante. Impoaite de se borner aujourd'hui à une seule de ces conceptions équi-
Conception de Leibttilj, d'où méthode infinitésimale. Caractère itiel de cette conception. Définition des différentielles, Appréon des divers ordres d'infiniment petits. Principe fondamental de éthode infinitésimale.
■lllude nécessaire d'un tel principe à faciliter bcaucoupla formades équations. Généralité supérieure des équations différentielles. emples des relations différentielles propres à la théorie des tan~ ES, h celle des quadratures, et à celle des rectifications.
Imperfection logique de la méthode infinitésimale. Justification directe de son principe fondamental par la doctrine de Carnot sur la compensation nécessaire des erreurs. Etrangeté philosophique d^une telle justification.
2* Conception de Newton, d'où méthode des limites ou des fluxions. Exposition de Tesprit général de cette méthode sous ces deux formes équivalentes. Principe fondamental des ressources nécessaires qu'elle procure. Application à divers exemples.
Rigueur logique d'une telle méthode. Sa moindre aptitude aux recherches un peu difficiles.
30 Conception de Lagrange, d*oii méthode des dérivées. Explication fondamentale de cette méthode et des notations correspondantes. EIxemple des ressources qu^elle peut offrir. Son aptitude beaucoup moindre aux questions un peu difficiles.
^* Comparaison des trois conceptions. Identité fondamentale du coefficient différentiel, de la fluxion et de la dérivée. Avantages et inconvénients respectifs des trois méthodes et de leurs notations. Nécessité de les employer concurremment sans s'astreindre exclusivement à aucune. Graves aangers, soit logiques, soit scientifiques, inhérents aujourd'hui à la fusion vicieuse tentée entre elles pari irrationnel mélange des notations.
5* Division générale de Vanalyse transcendante. Distinction fondamentale entre les deux calculs opposés qui la composent. Classification gé ' ' ' --^'- - -
nature,
dent
ploi successif de tous deux. Exemple propre â caract'ériser chacun de
ces trois cas généraux.
Exposition raisonnée du plan général propre à ce cours de calcul di£rérentiel, résumé par le tableau suivant :
/ 1. Des fonctions! P A une seule variable. !• Calcul différentiell explicites t S* A plusieurs variables indépendantes.
rentiation f impiiciics j ^ Simultanées. Môme subdivisioD.
\ 8. Changement de variable indépendante.
i 1. Transformations en séries.
Théorie de la courbure des surfaces
Différentiation des fonctions explicites à une seule variable. (2 leçons.)
DifFérentiations des sommes et différences. Elimination spontanée des constantes.
Différentiation des produits. Extension de la loi à un nombre quelconque de facteurs.
Différentiation des quotients, soit diaprés celle des produits, soit directement.
itléreniiation des puissances proprement dites, soit directemeni.
d'après celle des produits. Extension de la loi à tous exposants. îflérenliation des eïponentielles. Double démonstration. Cas spéde l'exponentielle nëpérienne.
ifférentiation des logarithmes, soit directement, soit d'après les
ifiËrentiaiion d«s fonctions trigonométriques et des fonclionscir-
rincipe subsidiaire sur la difTérentiation générale des fonctions de
xemplea de la différentiaijon des fonctions composées, ifiârentiations successives. Notion fondamentale relative à la va- >le indépendante. Comparaison générale des ditférentielles de tous ordres aux dérivées ou aux fluxions correspondantes. itTérentielles successives des diverses fonctions simples. Cas de réduction des fonctions par ia diftéreniiation.
êrentiation des fondions explicites i plusieurs variables, [i Uçoju.)
X position précise de la question générale. Distinction fondamenentrc les différentielles partielles et la différentielle totale, iipériorité naturelle de la conception de Leibnitz sur celles de l'Ion et de Lagrange, quant à la pluralité des variables. Arliflre géil pour adapter néanmoins à ce cas k méthode des fluxions et e des dérivées.
otations différeutielles propres aux fonctions de plusieurs vailes.
rincipe fondamental sur la loi de formation de la diflérentielle le d'après les différentielles partielles. Démonstration de ce prin- :, d'abord par la méthode inSniiésimale, et ensuite par les deux
écessité de ce principe pour différencier, en quelques cas, lesfoncis même d'une seule variable.
héorème général sur l'inversion des différcntiations successives, extension totale aux différentielles d'un ordre quelconque rclasa un nombre quelconque de variables.
éveloppement de la différentiel te totale du second ordie, et de t autre, d'une fonction à deux variables. Extension de î'hypoihèse lamentale sur le mode d'accroissement de toute variable indépente. Loi générale d'un tel développement, soit à posteriori, soitsurt à priori.
Différenliation des foncltODs impUctles. (l hçon.)
ppréciat Ion générale de la question. Sa division nécessaireen deux où l'implicite présente divers degrés.
" eat, relatif aux fonctions isolées, en n'j^ supposant d'abord jne seule variable. Principe fondamental qui ramène leur diffétiation à celle des fonctions explicites à deux variables. Formule
pour le premier ordre. Extension naturelle de ce principe à un ordre quelconque. Marche préférable envers les différentiations successives pour les déduire graduellement de la première.
Extension directe du principe général aux fonctions de plusieurs variables. Appréciation de cette pluralité comme ne constituant, au fond, aucune nouvelle difficulté propre aux différentiations implicites.
2* cas, relatif aux fonctions simultanées, à une seule variable ou à plusieurs. Dernière extension spontanée du même principe fondamental, mais avec une complication rapidement croissante des formules de difiérentiation suivant le nombre des fonctions mêlées.
Tranftfonnati(ft) des coefficients différentiels, d'après le changement de
variable indépendante. (1 leçon,)
Appréciation générale de l'objet propre et de la destination essentielle de cette théorie complémentaire, sans laquelle les lois de différentiation seraient souvent insuffisantes. Sa division naturelle en deux cas généraux.
I* Une seule variable. Formule fondamentale pour la transformation de la première dérivée. Appréciation générale du mode nécessaire de définition de chaque changement de variable.
Formules de transformations pour les ordres supérieurs, obtenues, soit par l'extension directe du même principe, soit, plus simplement, comme conséquences de la loi relative au premier ordre.
Application à divers exemples, et surtout à l'inversion des variables, à la substitution de rare d'une courbe plane au lieu de son abscisse, enfin au passage différentiel des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires.
2* Plusieurs variables. Différence essentielle de ce cas avec le précédent. Extension générale du principe fondamental à ce genre plus compliqué de transformations différentielles.
Formules pour le premier ordre à l'égard des fonctions à deux variables. Marcne à suivre envers les ordres supérieurs, quel que soit le nombre des variables.
Application au passage différentiel des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires dans l'espace.
APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
1» Développement des fonctions en séries. (2 téç<ms.)
Aptitude spontanée des considérations diflférentielles à perfectionner les transformations analytiques.
Démonstration de la série fondamentale dite de Taylor.
d'après la convenable- Appréciation de la destination essentielle de chacune d'elles.
érie générale de Jean Bernouilli. Indication de son orlgiDe pro-
:, et de sa principale destination.
JsBgesdG ces diverses séries générales, et surtout de celle de Macrin, pour obtenir uniformément les principaux développements érieurs, de [i + Jf)*, a'^, l {i + *), «in ^, «s x. et arc (lanR = x). marque sur ce dernier cas.
nconvénient fondamental d'un tel mode de développement : cicmcaractérislique pour arc (sin = j:).
;onception de Lagrange pour perfectionner l'emploi général des ivées dans les transformations en séries. Application de cette méde supérieure à toutes les fonctions déjà considérées, et surtout : deux fonctions circulaires.
Ixtension capitale d'une telle métbode aux fonctions implicites. ■ie générale de Lagrange pour l'équation î = * +^/(î)lécessité d'agrandir, en certains cas, le champ des transformations série», par rintroduction de nouveaux éléments. Exemples relatifs ". et surtout à log(tBnfî x). Indication des théorèmes de discontîté émanés de celte derniÈre transformation.
Ixtension générale des séries de Taylor et de Maclaurin aux foncis de plusieurs variables. Reproduction naturelle du théorème de olas Bernouilli sur l'inversion des difTéren dations successives.
S* Théorie générale des maxima et mialma. (2 leçom.)
osition générale de la question : définition exacte du maximuni et minimum. Appréciation préalable de l'ensemble des ressources 3 bornées que présente, à cet égard, l'analyse ordinaire, plitude spontanée de l'analyse transcendante à de telles déterraiions. Caractère fondamental de l'élat maximum ou minimum, iposition complète de cette théorie pour les fonctions d'une seule iaole : examen des cas exceptionnels. Appréciation finale de l'enible de la méthode. Divers exemples de son application. Ixtension spontanée du caractère fondamental aux fonctions de sieurs variables indépendantes.
rtifice analytique pourlaréduction généralede ce cas au précédent, losition complète de la méthode <]iii en résulte. Examen descarac- ;s accessoires du second ordre qui compliquent alors la condition icipale. Applications diverses.
pprécialion généraiedu casoù les différentes variables deviennent ordonnées entre elles. Règle analytique très-remarquable pour lencr toujours ces maxima conditionnels à des maxima incondlinels. Diverses applications.
3^ Êvalaalion (générale des symboles indéterminés. (I kçtm.)
osition générale de la question. Énumération essentielle, et équi-
■ni-e nécessaire des divers symboles d'indétermination.
ppréciation préalable des ressources insuffisantes de l'analyse ordi-
■e pour de telles évaluations.
ptitude nitureile de l'analyse tranKendanie à de pareilles diter.
minations. Double démonstration, analytic^ue et géométrique, de la règle fondamentale envers le symbole principal -§ .
Extension de cette méthode à tous les autres symboles dMndétermination.
Indication des cas où la méthode échoue nécessairement'. Évaluation de quelques formules semblables.
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL
1* Théorie des tangentes aax courbes planes. (2 leçons.)
Formule fondamentale pour la théorie rectiligne des tangentes. Double liaison générale de cette théorie avec celle des maxima.
Application à la courbe algébrique dont la somme (ou toute autre fonction) des distances de chaque point à divers points fixes demeure constante : construction très-remarquable que Leibnitz en a tirée.
Applications spéciales à la logarithmique et à la cyclolde.
Formule générale pour la théorie polaire des tangentes, obtenue, soit directement, soit d'après la formule rectiligne.
Applications spéciales aux spirales d'Archimède et de Jacques Bernouilli.
Théorie des asymptotes, d'abord en coordonnées rectilignes, puis en coordonnées polaires. Diverses applications.
Théorie générale des points d'inflexion, d'après la considération des tangentes : principal caractère analytique de ces points.
Théorie des points multiples, et par suite, des points conjugués, des points saillants^ et des pomts àî'arrét.
20 Théorie de la courbure des courbes planes. (5 leçons.)
Appréciation générale de l'objet propre, de la haute importance, et de la difficulté supérieure d'une telle recherche.
Première notion fondamentale, propre à constituer la théorie mathématique de la courbure, d'après Tidée de flexion.
Seconde notion fondamentale, susceptible de la même destination, d'après la conception du cercle osculateur.
Identité nécessaire de ces deux méthodes géométriques. Introduction spontanée de l'analyse diflérentielle dans leur formulation.
Formules générales du rayon, et par suite du centre, de courbure, d'après la première méthode.
Formules générales du centre, et par suite du rayon, de courbure, d'après la seconde méthode.
Notion générale de la développée, envisagée comme complétant et perfectionnant la théorie mathématique de la courbure. Propriétés fondamentales de cette courbe auxiliaire. Formation de son équation d'après celle de la courbe primitive.
Application à la développée de la parabole ordinaire. Indication et appréciation, à cette occasion, du mode suivant lequel la théorie des
■tiofpte* devi«ndnjl, ca certaîiu cas. acceuiUe à Faaairie ordi-
ipplication de U ihforie de :icatioii de aoa usage poa' '~ ^rbure de la crdoide oi
pée. Râunion d'une lel._ _._
iùide. Aperçu ii>oniin£ de M prîDdpile propriété dfDamïqoe. prii te principe tpécial d'Huj^beos.
'onnule générale pour la théorie polaire de la courbure, obtenue. [ dirccicmeat, loit d*apris la formule rectili^e. ippliciliODi tpéciiiei aui ipiralei d'Archimède et de BentouïUi. lion remarquable qui en r&uJce pour la développée de la ^>iraJc arithmiquc, et d'où tuit la rtctiâcaiion de cette courbe, ^ntidérations générales sur la recherche inrene des JÉTclopites par lesdéceloppées. Exempif exceptionnel relatif au wrcle, :aractéris3n( les cas où cette question, quoique naturel lement du lortdu calcul intégral, deiicni quelqueroiï accessible au seul calcul ërenneL
lalogie fondamentale avec celle de*
. . _ . , _ ecberche des caustiques par réflexion,
is du parallélisme des rayons incidents. Indicalioa des atique* par rffraciion.
'bforie générale de Leibnitz sur les courbes emv/qppei. Application
[élhode générale de Lagrange pour former un iTStime de courbes ceprible d'une enveloppe donnée. Appréciation, analrtique et géoinqixe, de la vraie subordination des enveloppées à l'enveloppe, liéorie fondamentale de Lagranee sur les divers degrés de contact
courbes planes. Caractères, d^bord anal}^iques, puis géométris, des dinérenis contacts. Fixation du genre d'osculation propre i que espèce de courbes.
pplication générale de la théorie précédente à l'étude luaibéinati-
de ta courbure. Limitation naturelle d'une telle comparaison i la ioo du cercle oicutateur. Reproduction spontanée des formules aneures, et vérification analytique des propriétés générales de la
idicatioQ d'une nouvelle classe de points singuliers où le cercle ilateur a un contact du troisième ordie avec la courbe proposée, nparaison générale de ces points à ceux de moindre ou ptu* grande
■raclirei analytiques, reclilignes on polaires, des points de reattment. Reproduction analogue des caractères propres aux Jn-
pplication de l'ensemble de la géométrie différentielle à la discus- I perfectionnée des courbes planes, surtout transcendantes. Eiem-
I relitits aux courbe» y =" ^^i X "■ '^"^^i X^ =" cos x, y^ ,
3» Théorie des courbes à double courbure. (3 Uçons,)
Théorie des tansentes à ces courbes, soit d'après les courbes planes, soit directement. Applications à l'hélice, et à Tépicyclolde sphérique.
Théorie fondamentale du plan osculateur. Diverses formes de son équation générale. Application à Thélice.
Théoriejgénérale de la courbure ordinaire, ou de flexion. Recherche analytique du cercle osculateur.
Établissement direct des formules générales pour la grandeur et la ' direction du premier rayon de courbure. Diverses formes dont elles sont susceptibles. Application à Thélice.
Théorie générale de la seconde courbure, ou de torsion. Sa source naturelle dans la notion du plan osculateur. Formule du rayon correspondant. Application à l'hélice.
Nouvelle conception sur la théorie de la seconde courbure d'après la notion de la sphère osculatrice : comparaison des deux méthoaes ; identité nécessaire de leurs résultats. Condensation possible de toute la théorie des deux courbures autour des seules notions du plan osculateur et de la sphère osculatrice. Recherche analytique de celle-ci.
Extension générale de la théorie fondamentale des contacts curvilignes aux courbes à double courbure.
Comparaison d'une courbe quelconque à l'hélice osculatrice. Nouvel aspect correspondant pour l'ensemble de la théorie de la courbure des lignes non planes. Recherche analytique de cette hélice. Appréciation finale de cette conception.
4* Théorie des plans taDgents, et classement rationnel des sarfaees. (3 leçons.)
Équation générale du plan tangent, d'après sa définition infinitésimale. Deuxième mode ae formation, d'après le lieu des tangentes menées à une surface en chacun de ses points. Troisième mode, d'après la propriété de minimum de la normale.
Plan tangent parallèle à un plan donné, ou contenant une droite donnée. Plan tangent commun à trois surfaces données.
Conception fondamentale de Monee sur l'application naturelle de la théorie des plans tangents au perfectionnement général de la géométrie comparée par l'établissement direct de types différentiels, indépendants de toute fonction arbitraire, pour caractériser chaque famille de surfaces. Correspondance analytique de ces nouvelles équations collectives aux types unis antérieurement introduits.
Application de ces principes aux familles géométriques déjà étudiées par l'analyse ordinaire.
Équation différentielle propre à caractériser toutes les surfaces développables.
Théorie fondamentale de Monge sur les surfaces enveloppes. Différences nécessaires, analytiques et géométriques, de cette notion avec celle relative aux courbes.
Considérations générales sur la formation des familles géométriq^ues d'après cette nouvelle idée mère, qui condense à un degré supé« rieur toutes les comparaisons antérieures.
Développement analytique de cette théorie dans le seul cas de deux
» variables. Modede formatian de l'équation dit :haque famille.
lion spéciale aux diverses familles antérieures et i X dont l'axe est plan.
S* Théorie de la courtnire des surbces.
: sénérale des divers contacts des surhces. Sa
e avec celle des contacts curvilignes.
ilion de celte théorie à l'étude de la courbure dei
leur comparaison avec la sphère. Défaut radical
re l'ofllce géométrique de la sphère oeculairice i
lulateur. Nécessité correspondante d'étudier, ench
bce quelconque, une infinité de rayons de courbi
le jjénérale du rayon de courbure de toute sectior
ationdet deux rayons principaux.
uction spontanée du caractère différentiel des su
les.
t d'Euler sur la marche générale des rayons de
, résumée par une construction remarquable. Disc
courbe correspondante est elliptique, hyperboliqui
appréciation d'une prétendue indicatrice.
me complémentaire de Meunier sur la courbure d(
iiion de ces diverses notions à quelques exemptes, iceî = j:r-
on générale des ligna de courbure. Exposition ani : de Monge à ce sujet. Importance de cette dét< téctionner l'ensemble de 1 étude de la courbure t
ion directe et spéciale des lignes de courbure pi les plus usuelles.
che de la surface qui contient les centres de co sections principales.
e générale des lignes déplus grande pente. Leur ri lux lignes de niveau. Détermination spéciale de» >tication de celte théorie à la surface j s xy-
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