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PRÉFACE
La Géométrie du mouvement, appelée aussi Géométrie cinématique, n'a pas été, jusqu'ici, exposée dans son ensemble. Dans cet Ouvrage, je me suis proposé de faire une telle exposition et de compléter la Science en quelques points importants, je crois.
Les recherches modernes qui ont trait à la Géométrie du mouvement ont,. en général, comme point de départ les notions de vitesse et d'accélération. Ce n'est pas là pourtant qu'il faut chercher la source de résultats purement géométriques, car la nature et les propriétés des formes géométriques engendrées par le déplacement ne dépendent pas de la vitesse plus ou moins grande avec laquelle se fait le déplacement, mais uniquement de la loi géométrique de ce mouvernent, c'est-à-dire de la succession des positions occupées par le corps mobile.
A ce point de vue, la Géométrie du mouvement apparaît comme une branche de la Géométrie synthétique. Chasles et Mannheinij les fondateurs de cette Science (^), ont été conduits par cette même idée. On la rencontre aussi dans l'ouvrage de Schell, Théorie der Bewegung und der Krdfte, et je me plais à reconnaître que c'est précisément cet ouvrage qui fit germer en moi l'idée d'exposer la Géométrie du mouvement d'une manière purement géométrique.
Les procédés de démonstration ont été fournis en première
(') Les travaux de Chasles et Mannheim ont une importance considé-
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ligne par les ihéorèmes élémentaires de la Géométrie synthétique, d'autre part par la considération simultanée des deux mouvements d'un corps 2 par rapport à un corps 2', et de 2' par rapport à 2. Je considère ce dernier point de vue comme facilitant beaucoup l'exposition des matières étudiées et comme contribuant à la clarté de l'ensemble.
L'Ouvrage qui est soumis au lecteur n'a pas la prétention de traiter d'une manière définitive de l'ensemble de la Géométrie du mouvement. Je me suis limité à une partie, la plus importante, celle qui a rapport au déplacement de sj-stèmes invariables, lorsque chaque point décrit une courbe. Pour les autres mouvements, on n'a fait qu'établir les théorèmes principaux.
Les exemples servent à l'illustration de la théorie et n'onl pas pour but de donner une exposition complète de certains mécanismes.
On s'était proposé d'abord d'ajouter à la traduction française un aperçu complet des travaux récents sur le terrain de la Géométrie cinématique.
Malheureusement le cadre primitif de l'Ouvrage n'a pas permis de lui donner une pareille extension, et l'on a dû se borner à y admettre les résultats qui sont en relation directe avec les sujets déjà traités.
ra'ble pour la Géométrie du mouvement. II nous suffira d'y renvoyer une fois pour toutes.
Gomme particulièrement importants, il faut citer les travaux suivant-; de Chasles :
1° Propriétés géométriques relatives au mouvement infiniment petit, etc. {Comptes rendus, t. XVI, p. 1420);
2° Propriétés relatives au déplacement fini, etc. ( Comptes rendus, t. LI et LU);
Et les travaux de AFannueim :
1° Étude sur le déplacement d'une figure de forme invariable {Journal de l'École Polytechnique, XLIIP Cah., p. 67) ;
2° Sur les surfaces trajectoires {Journal de Liouville, 3* série, t. I. P-57);
3° Cours de Géométrie descriptive de l'École Polytechnique.
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Cependant nous ne voulons pas manquer de citer au moins les travaux importants qui, dans celte traduction, n'ont pas été pris en considération ou qui ne l'ont été qu'insuffisamment.
En ce qui concerne le mouvement plan, il faut mentionner quelques travaux récents sur la courbure des courbes polaires et leurs développées {Zeitschr, f. Math., t. XXXIV), et les travaux de Mehmke sur l'influence des points singuliers des courbes polaires sur la courbure, ainsi que les beaux théorèmes de Burmester et Rodenberg sur le déplacement de plusieurs systèmes l'un dans l'autre. ( Technische Blàtler. Prague, 1890. — Zeitschr. des Architect. u. In génie iirx^ereins. Hannover, 1890. — Zeitschr. f. Math., 1892.)
Pour le mouvement d'un corps dans l'espace, on citera surtout les travaux sur la polhodie et l'herpolhodie, de Hess {Math. Ann., t. XX Vil) et de Sparre, Darboux, Mannheim {Comptes rendus, t. XCIX-CII).
Enfin, sur le terrain du déplacement dans l'espace, nous mentionnerons la théorie de l'hyperboloïde articulé {Comptes rendus, t. CII) de Mannheim; la Thèse plusieurs fois citée de Thévenet (Paris, 1886) et quelques travaux de Mannheim sur les pinceaux de droites et les déplacements d'une droite dont le degré de liberté est le quatrième.
Pour terminer, nous exprimons à M. le général Dewulf toute notre reconnaissance pour le soin avec lequel il a bien voulu suivre l'impression de la traduction de cet Ouvrage, que M. Speckel a consenti à entreprendre sur sa demande.
I. — Le centre de rotation
1. Soil un plan quelconque cr', et a une portion limitée d'un plan qui se déplace d'une façon quelconque dans a'. Supposons que les limites de g s'éloignent indéfiniment, nous arliverons à la concepliou d'un plan illimité g se déplaçant dans un plan fixe et indéformable cr'. Conformément à l'usage établi en Géométrie synthétique, nous appellerons le plan a un système plan. Chacun de ses points A décrit une courbe située dans le plan g' et que nous appellerons la trajectoire de A,
Nous désignerons les points et les droites du système o- par des lettres sans indices, aussi longtemps qu'il ne s'agira que de caractériser un point A ou une droite ^ déterminés du système sans faire intervenir leur position dans g'. Par contre, les différentes positions que g, A et g prendront dans g', au cours du mouvement, seront désignées par
•^0» Aoj ^o>
^ly A,, ^1,
Ao
2. Soient maintenant A et B deux points de a qui, pour deux positions successives et arbitraires de ce système, «tq et o-j, occupent dans a' des positions Ao, Bq et Ai, B^ Si Co est la première position d'un troisième point quelconque C de o-, sa position Ci sera déterminée par la condition que les triangles AoBqCo, AiBiCi soient égaux. Et il doit être possible de transformer par un simple déplacement le triangle A^BoCo dans le triangle A,BiCi. Un seul point Ci satisfait à cette condition. Et comme ce qui vient d'être dit s'applique à tout point de o-, il s'ensuit que:
La position d'un système plan invariable qui se déplace dans son plan est complètement déterminée par la position de deux de ses points.
Comme, dansle cours de cet Ouvrage, nous ne considérerons que des systèmes invariables, c'est-à-dire tels que la distance de deux points reste la même pendant tout le déplacement, nous omettrons à l'avenir de faire ressortir spécialement l'invariabilité du système.
Élevons en A'", milieu de AoAi, la perpendiculaire «' sui' €ette droite, et en B'", milieu de BqBi, la perpendiculaire b^^
Fig. ..
et désignons par 0 le point de rencontre des droites d' et b'^
On a
AoO=AiO,
BoO=:BiO, AoBo=::AiB,.
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Les triangles AoOBo, AiOBi sont donc égaux, et
A(AoOAO -/\(BoOB,).
On voit donc que, par une rotation autour de 0, le point Ao arrivera en Ai, en même temps que le point Bo viendra en Bi- Et comme la position de a est complètement déterminée par la position de ces deux points, on peut dire :
Le déplacement d'un système plan dans son plan peut être obtenu par une rotation du système autour d'un point fixe (^).
On appellera ce point centre ou pâle de rotation. C'est le point réel commun aux systèmes congruents <Jq et <j^.
Ao Al sera la corde de x\, et la perpendiculaire a^' élevée en son milieu sera le rayon normal du point A.
Puisque, pour passer de la position Gq à la position a,, le système g tourne autour de 0, chacun de ses points C décrit un arc de cercle dont le centre est en 0. c^ passe donc par 0, et il s'ensuit que :
Les rayons normaux de tous les points du système passent par le centre de rotation.
Il peut arriver comme cas particulier que les rayons normaux a"^ et 6^ soient parallèles.
Alors leur point de rencontre est à ^'»- ^•
l'infini {fig- 2).
Les cordes AoA,, BqBj sont donc également parallèles, et comme AoBo = AiBi, elles sont égales entre elles.
Si CoCi est la corde d'un autre point quelconque C de <7, l'égalité des triangles AoBqCo, AiBiCi montre que CoCi est aussi égale et parallèle à AqAi, et BoB,,
(*) Ce théorème a d'abord été énoncé par Chasles {Bulletin des Sciences mathématiques de Férussac, t. XXIV, p. 32i; i83o). Le Mémoire complet ne fut publié qu'en 1878 sous le titre : Mémoire de Géométrie sur la construction des normales à plusieurs courbes mécaniques {Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI, p. 208).
c'est-à-dire que toutes les cordes des points de g sont égales et parallèles entre elles. II suffit donc d'une simple translation qui est donnée en grandeur et en direction par AqAi ou BqBi pour faire passer le système g de a^ en <7^. A moins d'une mention spéciale, ce cas sera toujours exclu par la suite.
3. Considérons maintenant deux positions g^ et g^ d'une droite g de g. L'intersection de ^o et gx est la position de deux points distincts A et B de g^ suivant qu'elle est considérée comme faisant partie de g^ ou de g^ : appelons-la Bo en tant que point de ^o; et Aj en tant que point de gi. Soient
Fig. 3.
Ao la position de A sur goy Bi celle de B sur gi. Comme AoBo=:AiBi, les points milieux A,„ et B,„ sont les positions d'un même point de g que nous désignerons par Gq et G, ; la ligne qui les joint sera g'"; elle fait des angles égaux avec ^'^o
et
ôi-
Les cordes de tous les points de g enveloppent une parabole qui a go,giyg"^ pour tangentes. Les tangentes à une parabole déterminent sur deux tangentes fixes des ponctuelles semblables; si donc C est un point choisi à volonté sur ^, sa
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corde CoCi sera divisée en deux parties égales par g"\ c'està-dire que C'" est sur^'". Mais on a démontré que la perpendiculaire abaissée de 0 sur CoCi passe par C". Donc, toute corde peut être considérée comme l'un des côtés d'un angle droit dont l'autre côté passe par 0 et dont le sommet est toujours sur g"\ On a donc le théorème :
Les milieux des cordes de tous les points d' une droite g sont sur une droite g"'' qui fait des angles égaux avec g^ et g^. Les cordes elles-mêmes enveloppent une parabole dont le foyer est au centre de rotation, et dont la droite g"^ est la tangente au sommet.
On appellera cette droite g"^ la médiane de g.
Projetons la corde CoCi sur g"\ La projection de CoC, est égale à celle du contour CoBoCi- Comme ^o^t^i font des angles égaux avec ^'", les projections de CqBo et de C,Bi sont égales et de sens contraires. Donc la projection de toute corde est égale à celle de BoBj, ou égale à GoGi^ c'est-à-dire que :
Les projections des cordes de tous les points d^ une droite sur la médiane sont constantes, et égales à la corde qui coïncide avec la médiane.
4. Les théorèmes précédents font voir qu'à chaque point Ao correspond un point A'", et à chaque droite ^o ni^e droite g"\ Mais l'angle de ^0 et de. ^'" est égal à-J A(GoOGi), c'est-à-dire qu'il est égal à la moitié de l'angle dont il faut faire tourner opour passer de la position o-q à la position ti. L'angle d'une droite avec sa médiane est donc constant. D'où il suit que deux droites .^o etAo se coupent toujours sous le même angle que leurs médianes g"^ et /?'".
Le système o^o, et celui a^^^ formé par les milieux des cordes, sont des systèmes semblables qui ont en commun le centre de rotation, lequel se correspond à lui-même.
5. Les résultats précédents sont indépendants des positions respectives de a^ et g^. Si ces positions deviennent infiniment voisines, les théorèmes énoncés plus haut donnent naissance à des propositions applicables à chaque instant au mouvement
d'un système plan dans son plan. La corde Ao Ai devient la tangente à la trajectoire, et d* devient la normale. Donc :
Lorsqu'un système plan se déplace d'une manière quelconque dans son plan, les normales aux trajectoires de tous les points passent à chaque instant par le même point.
Le système exécute à l'instant considéré une rotation infiniment petite autour de ce point. On l'appelle centre ou pôle instantané de rotation (^).
Nous pouvons dire encore que :
Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une droite g de (j enveloppent à chaque instant une parabole qui a le centre instantané pour foyer, et la droite g pour tangente au sommet.
6. Nous allons rattacher aux études précédentes, dans lesquelles on ne s'est occupé que des trajectoires des points, la recherche des enveloppes des droites et des courbes du système.
Nous commencerons encore par supposer données des positions (To, (7i, 0-2 du système. Conjointement, nous considérerons les systèmes semblables o-q", a'[\ définis plus haut, o-^" sera le système formé par les milieux A^" des cordes AqAi, o-j" celui des milieux de A^Ag. Désignons par Ooi le centre de rotation de o-Q et (7i. Par la considération de ces systèmes, nous pourrons démontrer en toute rigueur les théorèmes qui se rapportent au mouvement continu.
La raison en est que les propriétés de crj,", g"^ sont indépendantes des positions relatives de do, CTi, o-j, et subsistent pour un déplacement infiniment petit de o". Comme à la limite u'^
(*) C'est Bernoulli qui découvrit l'existence du centre instantané de rotation pour le mouvement le plus général d'un système plan dans son plan: De centra spontaneo rotationis {Opéra, t. IV, p. 265; 1742).
Descartes avait déjà énoncé plus de cent ans auparavant ce théorème que : lorsqu'une courbe roule sur une autre, les normales aux trajectoires de tous les points passent par le point de contact instantané {Œuvres de Descartes, édition Cousin, t. VII, p. 88; i638).
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se confond avec Gq, on pourra déduire des propriétés invariables des systèmes a'^ et ci'" des théorèmes applicables à a lui-même à chaque instant du mouvement.
7. Soit encore gQ une droite de «Jo et g'^ et g^ les droites correspondantes de crj^ et ai- Les points où g^ et ^^ sont coupées par gf (I, 3) sont des points correspondants Gq, Gi (voir Jig. 3), et la perpendiculaire abaissée de Ooi sur ^"* passe par GJ*. La similitude des systèmes co, (j"\ g y, nous montre que les perpendiculaires abaissées de Ooi sur^o et g^ coupent ces droites en Go et Gi, et que les trois perpendiculaires sont des droites homologues des trois s^^stèmes. Ceci a lieu quelle que soit la position relative de ^^o et gv Si le déplacement de odevient infiniment petit, le point GJ* se confondra avec le point de contact instantané de la droite g^ et de l'enveloppe, et la perpendiculaire abaissée du centre de rotation sur g"^ devient la normale à l'enveloppe. Mais cette perpendiculaire passe toujours par (jt"\ c'est-à-dire que Ja perpendiculaire abaissée du centre instantané de rotation sur une droite du système coupe celle-ci au point où elle touche son enveloppe à l'instant considéré.
Le même théorème a lieu pour l'enveloppe d'une courbe quelconque K de a. Soient {fig. 4) Ko et Ki ses positions dans
c7o et cTi, et soit KJ^ la courbe correspondante de g^q. Par le centre de rotation, menons une normale p"^ à KJS et soit g"^
la tangente à KJ' au point d'intersection Go'. Construisons les points et les droites correspondantes de o-q et o-j. Alors ^'o touchera la courbe Ko en Go, et^i la courbe Kj en Gi. D'ailleurs Go et Gi sont les points d'intersection de ^o* ^^^^ g^
Les droites /?o et/?, sont des normales à Kq et Kj en Go et (i, et sont donc perpendiculaires sur ^o 6t^i. Ceci a lieu quelle que soit la position relative des systèmes 0*0 et a^ et, par conséquent, pour un déplacement infiniment petit. Si nous passons à la limite, g"^ deviendra la tangente à l'enveloppe de K, et GJ* sera le point de contact. Donc la normale à l'enveloppe de K passe par le centre instantané de rotation.
Par suite, on a le théorème :
LorsquUin syslème plan se déplace ci' une manière quelconque dans son plan, les normales menées aux enveloppes des droites et des courbes du système aux points de contact açec l'ençeloppée passent par le centre instantané de rotation.
8. Considérons maintenant toutes les droites passant par un point quelconque A de a. Le point oii chacune de ces droites touche son enveloppe est à l'intersection de cette droite et de la perpendiculaire abaissée sur elle du centre instantané. Le lieu de ces points est un cercle, car il est engendré par deux faisceaux de rayons 0 et A tels que deux rayons correspondants soient perpendiculaires l'un sur l'autre.
Donc :
Les points ou les droites d'un faisceau touchent leur enveloppe sont à chaque instant sur un cercle qui a pour diamètre la droite qui Joint le centre instantané au centre du faisceau.
IL — Les courbes polaires et l'inversion du mouvement.
1 . Supposons que le système a effectue successivement des rotations 20)0, 2&)i, 203.2, . . . autour de points 0', Q', R' donnés arbitrairement dans le plan fixe. De la position initiale o-o, il passe successivementauxpositionsa,, ct.,, 0-3, ... . Déterminons
Fig. 5.
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dans la position initiale {Jig. 5) le point Q de telle manière que QO'— Q'O' et que A (QO'Q') = 2Wo, puis menons par Q la droite QT telle que A (TQO') = A (R'Q'O'). Dans le système mobile plaçons encore le point R de telle manière que RQ = R'Q' et que A (RQÏ) soit égal à 2&),, etc. Désignons encore le point 0' par 0 en tant que point de œ. Nous aurons ainsi obtenu dans g un polygone bien déterminé, OQRS, dont les côtés sont respectivement égaux à ceux de O'Q'R'S'. Si maintenant g tourne autour de 0' de l'angle 2030, Q viendra coïncider avec Q'; la rotation suivante 2&), effectuée autour de Q' amène R et R' en coïncidence, etc.
Le mouvement a donc lieu de telle façon que le polygone OQRS roule pour ainsi dire sur O'Q'R'S'.
'1. Les tbéorèmes précédents sont indépendantsdu nombre des systèmes considérés, et de leurs positions relatives. Ils ont donc lieu encore lorsque les systèmes (To, (Jy, c7., ... se
rapprochent autant qu'on voudra de façon que g se déplace d'une manière continue dans son plan. Les deux polygones se transforment alors en courbes. Le polygone O'Q'R'S' devient la courbe €' du plan fixe dont les points seront, dans le courant du mouvement, les centres instantanés de rotation ; le polygone OQRS deviendra le lieu des points du système mobile, qui, pendant le déplacement, coïncideront avec les centres instantanés de rotation. Le mouvement lui-même a lieu de telle façon que la dernière courbe, que nous désignerons par C, roule sur la courbe €' du plan fixe.
11 faut toutefois supposer que les centres de rotation ne tombent pas à l'infini, c'est-à-dire que le mouvement ne consiste pas en une simple translation, auquel cas tous les points du système décrivent à chaque instant des éléments parallèles de trajectoires. On peut dire alors que :
lO CHAPITRE I.
Tout mouvement d'un système plan dans son plan, qui ne consiste pas en une simple translation, peut être engendré par le roulement d'une courbe du plan mobile sur une courbe du plan fixe (*).
Chacune de ces courbes a été définie comme le lieu géométrique des centres instantanés de rotation; on les appellera les courbes polaires. Le théorème qui vient d'être démontré fait voir que la nature du mouvement dépend uniquement du choix des courbes polaires. On peut se donner celles-ci arbitrairement. Inversement, il est évident que le mouvement de 0- est déterminé à chaque instant quand on connaît les deux courbes polaires. Les deux polygones considérés plus haut représentent aussi deux courbes qui définissent un certain genre de mouvement pour g. Nous conviendrons toutefois de ne considérer à l'avenir que des mouvements tels que le centre instantané se déplace à chaque moment. En dehors des mouvements de translation nous exclurons donc encore ceux pour lesquels le centre de rotation reste le même pendant un temps fini.
Nous le faisons parce que dans ces deux cas les problèmes que nous avons à traiter perdent leur intérêt, et que certains d'entre eux cessent même d'exister.
3. Nous avons admis jusqu'ici que le sj^stème a se déplace dans le plan fixe u'. Imaginons maintenant un observateur invariablement lié au système c; pour lui le plan g' se déplacera dans le plan g. Le mouvement de cr' dans g sera appelé le mouvement inverse ou indirect. Au contraire, le mouvement de a dans g' sera le moxwQmenX primaire on direct. Ces mouvements ont des relations intimes; nous aurons donc souvent à les étudier simultanément (2).
(') Ce théorème est dû à Cauchy (1827), Exercices de Mathématiques, t. II, p. 75. ( Voir aussi les Œuvres complètes de Cauchy, II* série, t. VII.) Deux ans plus tard, Chastes le retrouva à son tour. Voir le Mémoire cité plus haut, p. 236.
(^) L'idée de considérer en même temps que le mouvement primitif le mouvement inverse est due à Chastes.
Il est vrai qu'il ne s'agissait pour lui que de faire remarquer un certain dualisme dans le tracé {Aperçu historique, p. 4o9)- L'utilité théorique de ces considérations fut aperçue d'abord par Aronhold {Principes de la Geo-
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Quanl aux notations qui se rapportent au mouvement indirect, nous ferons les conventions suivantes :
De même qu'on a désigné par cto, Ci, 0-2 les positions de a dans a'y les positions correspondantes de a' dans a seront o-J,, o-'ijO-g. C'est-à-dire que, soit, à un instant quelconque, o-,„ la position de g dans cr', la position de a' par rapport à g sera désignée par (j'^. De plus, nous sommes convenus de désigner par A, B, C des points déterminés du plan o- sans tenir compte de leur position dans g', et nous avons désigné par Aq, Ai, A.2 les positions que A occupera successivement dans g' . D'une manière analogue, les points du plan g' seront désignés par C, D', . . . quand il ne s'agira de les définir que comme points déterminés de g'. Et Ci, C^, C^, . . . seront encore les positions successives de C dans cr, C'" sera le point milieu de CJ, C',, et c'^ sera le rayon normal correspondant.
Par suite de ces conventions, nous verrons dans Ao, Ai, A"S. "^ 00, ô '" des points et des droites déterminés du plan g', et dans C'o, Cj, C'"', cS h'^, h'"' des points et des droites déterminés de G.
Si le mouvement est continu, tout point A de a décrira une courbe a' située sur g'. Dans le mouvement indirect de g' sur G la courbe a' passera toujours par le point fixe A. De même, si une courbe b de o- jouit de la propriété de passer toujours par un point fixe B' pendant la durée du mouvement, le point B' décrira sur g la courbe b lors du déplacement indirect. Ceci peut être utilisé pour obtenir un double tracé mécanique des courbes. Imaginons en effet un style fixé en A. Il tracera la courbe a', même lorsque, A restant fixe, nous déplaçons g' par rapport à g.
k. On vient de démontrer que le mouvement de g dans g' est obtenu par le roulement sans glissement d'une courbe C appartenant à g sur une courbe €' appartenant à g' . Mais, comme le caractère géométrique du mouvement est indépendant de notre position soit dans g' y soit dans o-, il est évident que le mouvement de g' dans g consiste en un roulement de
niétrie cinématique ^ in Verhandluiigen zur Beforderung des Gewerbefleisses, LI Jahrgang, p. 129).
la courbe <!!' sur C. Nous voyons donc que les deux courbes ont absolument la même signification géométrique et qu'il est légitime de leur donner la même appellation comme on l'a fait plus haut. On peut présenter des considérations analogues lorsque l'on envisage spécialement quelques-unes des positions du système a dans ct', cto, Ci ou o-,. Les positions correspondantes de a' dans o- devront, d'après ce qui a été dit plus haut, être désignées par o-q, g\^ a'.^. Pour amener le système cTo à coïncider successivement avec o-j, 0-2, nous avons fail (11, 1) rouler le polygone OQRS sur O'Q'R'S', de telle façon que (7 tourne successivement de 20)0, acoi, 2002, autour de 0',Q',1V,S', pendant que, par suite de ces rotations, Q, R, S viennent en coïncidence avec Q', R', S'. Nous allons encore utiliser ce principe, qu'il est indifférent pour la nature du mouvement que nous nous trouvions dans a ou dans g' . Le mouvement que g' effectue dans g doit donc consister dans un roulement du polygone O'Q^R'S' sur OQRS, c'est-à-dire que a' effectue successivement des rotations dont la grandeur est également 2 wo, 2 Wi, 2 wg, et ces rotations se font autour de 0, Q, R, . . ., pendant que Q', R', S', . . . viennent successivement en coïncidence avec Q, R, S.
5. Pendant le mouvement relatif des deux systèmes, chaque point A de g décrit une trajectoire située dans g\ de même chaque point B de a' parcourt une trajectoire située dans g. Les normales à ces trajectoires ont à chaque instant certaines relations entie elles; ce sont ces relations que nous allons étudier.
Pour les établir rigoureusement, nous partirons encore de positions arbitrairement données du système. Soient o-o,<Ti ces positions, Aq, A, les positions du point A de 3- et soit a^ le rayon normal correspondant. Soit de plus BJ, un point quelconque de c-'o situé sura^; il sera équidistanl de Aq et Aj. Mais cela doit être, soit que nous nous trouvions dans le plan o-', soit dans le plan g\ par conséquent BJ, et B, sont équidistants de Ao, c'est-à-dire que le rayon normal appartenant à B'o et R', passe par Aq.
Nous avons donc le théorème :
Si le rayon normal cC' d'un point A de g passe par un point
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H' de (j' , dans le mouvement indirect, le rayon normal b^ de ^' passera par k (^).
Et dans le cas d'un mouvement continu :
Si, à un moment déterminé, la normale à la trajectoire d'un point A de a passe par le point B' de a' , la normale à la trajectoire de B' dans le mouvement indirect passera par A.
Les paragraphes suivants vont nous faire connaître de nouvelles relations importantes qui ont lieu entre les deux mouvements (-).
III. — La correspondance quadratique et les cercles des inflexions.
1. Soient maintenant o-q, cti, 0-2 des positions arbitrairement choisies du s^^stème plan c-. Nous désignerons le centre de rotation de tjQ et o"! par Ooi, en tant que point de cti et par Oyj, en tant que point de c-, . De même le centre de o-j et g^ sera désigné par O12 ou Oj,.
Ai" sera le point milieu de AoAi, et A"' celui de Ai A,. Enfin (7'o et a\ sont les rayons normaux correspondants. Ces deux rayons normaux se coupent en un point A' de o-' qui est le centre du cercle passant par Aq, Ai, A2.
Si go est une droite quelconque de c7o, les rayons normaux a\ de ses points Aq forment un faisceau de rayons perspectif à la médiane gl'-, son centre étant 0'^^. De même, les rayons normaux a\ forment un faisceau de rayons dont le centre est O12, et qui est perspectif à la médiane g'[\ Les ponctuelles gl^ et g"^ sont semblables, étant semblables toutes deux à la ponctuelle ^'^i. Donc les deux faisceaux de rayons normaux sont |)rojectifs; ils engendrent une section conique située dans o-',
(') Comme, d'après la définition B' et a'^ sont des éléments bien déterminés de j', et que A et 6'' sont des éléments déterminés de u, la propriété (jue possède a^ de passer par B', et celle de b'' de passer par A, sont indépendantes de la position réciproque des systèmes; elles subsistent pour toutes les positions. C'est pourquoi on a supprimé les indices dans l'énoncé du théorème.
(*) Les propriétés du mouvement indirect ont été étudiées parM, Schœnflies {Comptes rendus, t. CI, p. i5o).
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et qui passe par les points fixes O'o, et 0\^. Le même raisonnement peut s'appliquer aux faisceaux de rayons normaux ayant Ooi et 02opour centres, et la conique qu'ils engendrent passe par Oéi et 0'^^. Mais ces deux coniques ainsi engendrées n'en font qu'une, puisque, dans les deux cas, ce n'est autre chose que le lieu des points de rencontre A^ des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle A0A1A2. Donc, la conique, lieu des points A', passe par les trois points fixes Ooj, O12 et O'^q. On remarquera, en outre, que, pour obtenir A', on peut se servir. aussi, à la place du rayon normal a{ de la perpendiculaire élevée sur le milieu de AoAo et qui passe par Ogo-
De même qu'on peut faire correspondre de cette manière à chaque point A de c un point déterminé A' de o-', l'inverse aura lieu aussi. On le démontre de la manière la plus commode en se servant de l'inversion du mouvement. De l'avantdernier théorème du paragraphe précédent, il résulte en effet, que Ao est le point d'intersection des rayons normaux a''^ et a'I appartenant à A' dans le mouvement indirect. On le reconnaît d'ailleurs directement en considérant que si A'^ est également distant de Ao, Ai, A,, inversement AJ,, A\, Aj sont à égale distance de Ao- La signification géométrique des points A et A' est donc tout à fait réciproque.
On en déduit immédiatement qu'aux points d'une droite h' de g' correspondent aussi dans a les points d'une section conique qui est engendrée par l'intersection des faisceaux de rayons normaux appartenant à h' dans le mouvement indirect. Cette courbe passe toujours par les points Ooi, O,,, O02, qui sont les centres de rotation du mouvement indirect.
Deux systèmes que l'on adjoint de cette façon l'un à l'autre sont dits être en correspondance quadratique, et les points O125 O20, Ooi, ou Oi2» O'goj O'oi sont les points principaux.
Nous sommes donc arrivé au résultat suivant :
Siy à chaque point A de G y nous faisons correspondre le point A' de g', oà se coupent les rayons normaux al et a\, le point A est en même temps le point de rencontre des deux rayons normaux a^' et a\ pour le mouvement inverse. Les deux systèmes ainsi obtenus sont en correspondance quadratique. Les
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points principaux de g' sont les trois centres de rotation directe; les points principaux de cr sont les trois centres de rotation indirecte.
2. La position de ces centres de rotation est déterminée par une loi simple à laquelle on parvient de la façon suivante :
Nous admettons, ce qui est toujours permis, que les points O'oi et Fig. 6. 0'i2> ainsi que les angles de rota- ^^» tion correspondants 2 cooi, 2^12? sont .^ / donnés arbitrairement, et que les {)^,^^ L systèmes plans occupent d'abord y,\>^/ /'\o;J les positions relatives (7o et (Tq. Dans "' \^^^'>C. y\ cette hypothèse (y?^. 6), OoietO'oi '\ /' /4%^ coïncident, et les points O12 et 0\^ "" ^^'^ sont situésde tellefaçon quel'on ait
Oo,o,2 = o;,o;, et a (o,,o;iO;,) =1-20)0,.
Le point O20 est le centre de rotation commun à g., et q-q ; on le détermine donc de telle façon que l'on ait en grandeur et en direction
A(Oi20oi02o) = Woi et /(OaoOiaOoi) = ÛC12.
Dans ces conditions le point O20 reviendra, en effet, à sa position primitive quand o- aura tourné d'abord autour de O'o,, puis autour de O'^g. C'est donc le point commun à o-q et <72, qui se correspond à lui-même, c'est-à-dire le centre de rotation pour ces deux positions du système.
On déterminera de la môme façon le centre de rotation O^,, du mouvement indirect. Mais les angles de rotation conservent la même grandeur 20001 et 20)12 (II, 4); O20 se trouvera encore sur la bissectrice de l'angle A (O12O01 O12), et l'angle A (O20O12O01) == 0)12, c'est-à-dire que O20 coïncide avec O^o-
Donc: Le triangle formé par les centres de rotation directe et celui formé par les centres du mouvement indirect sont des figures symétriques.
3. Comme, à chaque droite de l'un des systèmes qui ne passe pas par un des points principaux correspond dans l'autre système une section conique qui passe toujours par les points
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principaux, cela aura lieu aussi pour la droite de l'infini de chacun des deux systèmes. Mais chaque point A' de a' est le point de rencontre des rayons normaux a^ et a\ du point A; les points A de o- qui correspondent à la droite de l'infini de a' sont donc tels que pour eux al et a{ sont parallèles, et, par suite, Ao, Al et A2 sont en ligne droite. Il y a donc une infinité de points A du système g pour lesquels Ao, Ai, A2 sont en ligne droite, et leur ensemble constitue une conique qui passe par les points principaux.
Les choses se passent d'une manière analogue pour o-'.
A la droite de l'infini de g correspond une conique passant par les points principaux de g' et chacun des points B' de cette conique est tel que, pour lui, b^ et b\ sont parallèles, autremenl, que B'o, B'i, B2 sont en ligne droite.
4. La corde A0A1A2, qui contient les trois positions consécutives du point A, est une droite du système a'. Désignons-la par a'-, dans le mouvement indirect a' jouira de cette propriété que «'„, rt'i, «2 se coupent toutes les trois en A. Cela est vrai pour les cordes de tous les points A que nous avons considérés. Inversement, si a' est une droite du système u', qui, pour les trois positions du système, passe par un même point de or, ce sera une de ces cordes. De même, les cordes des points analogues B' de g' sont les droites du système a qui jouissent de la même propriété.
On peut facilement déterminer ces droites dans chacun des deux systèmes. Faisons-le pour a' . Soit donc SJ, le centre d'un faisceau quelconque de rayons de o-^, et S'^ le centre du faisceau homologue de (j\ ; les points d'intersection des rayons correspondants sont sur un cercle qui passe par SJ, et SJ. Sur ce cercle se trouve aussi le centre de rotation OJ,!, car, si /J, est le rayon du faisceau SJ,, qui passe par O^i, l\ passera aussi par O'oi. De même, les deux faisceaux correspondants de u\ et 0-2 dont les centres sont S'^ et Sj engendrent un cercle qui passe par S',, S'^ et 0\^.
Les deux cercles passent par Sj. Ils ont donc, en général, encore unpointcommun difTérent de S'i,et ce point est le point d'intersection de trois rayons correspondants «„, a\y a\ des faisceaux de rayons, c'est-à-dire que, par chaque point S'deo-',
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il passe, en général, une droite a' telle que les trois positions «0» ^1' ^2 S6 coupent en un même point A de a. Ces droites forment donc un faisceau du premier ordre. La même chose a lieu pour a, et il suit de là que :
Toutes les droites de chaque système, qui pour trois positions arbitrairement choisies du système passent par un même point, forment un faisceau du premier ordre.
5. Soit R' le centre du faisceau de o-'. Par définition, chacune des droites qui composent le faisceau est une corde AoA, A2 d'un point A. Elle contient donc aussi A'J' et A"'. Si de O'oi nous abaissons une perpendiculaire sur AqA,, elle passera par A'". L'ensemble des points A^" forme donc un cercle qui résulte de l'intersection de rayons perpendiculaires entre eux. Les centres des deux faisceaux sont O^ 1 et R'; donc O'^ j R' est le diamètre du cercle que nous désignerons par ^v'l\^. Mais a et g'^ étant des systèmes semblables, les points A de a sont également sur un cercle qui passe par les points principaux. On l'appellera le cercle des inflexions du mouvement direct, «'012-
Les résultats correspondants s'appliquent aux points B' de (t'. Ils forment le cercle des inflexions du mouvement indirect , qui sera désigné par ^^'012' Les deux triangles formés par les points principaux sont des figures symétriques; donc les deux cercles ont môme diamètre, et l'on a le théorème :
Etant donnés trois couples de positions relatives quelconques des deux systèmes plans, il existe dans chaque système une infinité de points qui jouissent de cette propriété que, pour chacun deux, les trois positions consécutives appartiennent à une même droite. Ces points forment., dans chacun des systèmes, le cercle circonscrit aux points principaux. Les deux cercles ont même rayon.
6. Si les trois systèmes plans o-i, «To, 0-3 n'étaient pas égaux entre eux, comme ici, mais simplement en collinéation, tous les points de chaque système, pour lesquels les trois positions correspondantes Ao,Ai,A2 appartiennent à la même droite seraient sur une même courbe du troisième ordre. Cette courbe se décompose pour les systèmes égaux dont nous nous occu-
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pons et nous donne le cercle des inflexions et la droite de l'infini. Car, tout point de cette droite restant à l'infini pendant le déplacement, il est évident que cette droite fait partie de la courbe.
De môme, il existe pour trois systèmes collinéaires o-q, Ci, aa, une courbe de troisième classe, formée par les droites a pour lesquelles les trois positions a^, «i, a^ se coupent en un point. Pour des systèmes égaux, cette courbe se décompose en trois faisceaux de rayons, mais desquels l'un seulement est réel.
Nous déterminerons les deux autres faisceaux par les considérations suivantes: On sait que deux systèmes collinéaires superposés ont en général trois points unis et trois droites unies. Pour des systèmes égaux un point et une droite seuls sont réels, le pôle de rotation et la droite de l'infini. Imaginons le faisceau de rayons appartenant à cto, dont le centre est en 0; le faisceau correspondant de ci aura son centre également en 0. Les deux faisceaux étant égaux, ils ont deux rayons unis, et ce sont les droites isotropes. Chacun des points cycliques est donc un point des deux systèmes qui se correspond à lui-même.
Ce qui vient d'être dit est vrai pour des positions arbitraires du système, par conséquent pour un déplacement continu. Ainsi, pendant que le centre réel de rotation varie continuellement, les points unis imaginaires restent invariablement les mêmes pour toutes les positions du système. Donc :
Dans le mouvement d'un système plan dans son plan^ deux points, à savoir les points cf cliques, restent immobiles.
D'ailleurs ce théorème résulte de ce fait que tous les cercles du plan passent parles points c^xliques; ceci a donc lieu aussi pour les différentes positions Ko, Ki, Kg, . . . du même cercle K de cr.
Maintenant il s'ensuit aussi que tout rayon passant par un de ces points appartient à la catégorie de ceux qui passent par le même point pour trois positions consécutives du système. Par conséquent, la courbe de la troisième classe, dont il a été fait mention plus haut, se décompose en trois faisceaux.
Toutes les cordes A© Ai A^ passent par un même point du
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cercle, comme on vient de le démontrer. Ce point esta l'autie extrémité du diamètre qui passe par Ooi {fig' 7). Considéré comme point de o-J", on le désignera par JJ'. A ce point correspond dans o- un point J du cercle des inllexions«'oi2> qui est celui dont la corde Jo Ji est bissectée par J'". Comme Jo'Ooi est un diamètre du cercle w^o'is» JqJi en * / est une tangente.
Le point JJ^ est également situé sur le cercle des inllexions<T^oi2?car Jo'estsurJoJi le pied de la perpendiculaire abaissée de Ooi sur cette droite. Mais J„Ooi est un diamètre du cercle «'012, donc il
faut que V'^ soit un point de ce cercle. Nous l'appellerons le centre des inflexions.
Donc : les cordes de tous les points du cercle des inflexions passent par un point de ce cercle qui est le centre des inflexions.
Le point analogue existe pour le mouvement inverse sur le cercle des inflexions ^v'^^^ de g'. C'est le point d'intersection des cordes de tous les points de w'^ 1 , ; on l'appellera le centre des inflexions du mouvement inverse. En nous servant de ces dénominations, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Si l'on se donne trois positions des deux systèmes plans, le centre des ifflexions du mouvement inverse est le centre du faisceau formé par les droites a de rj pour lesquelles les trois positions «0, «j, a.^ sont concourantes. L' ensemble des points de concours forme le cercle des inflexions du mouvement inverse. Le centre des inflexions et le cercle des inflexions du mouvement direct ont même signification relativement à g' .
Les droites des deux faisceaux seront appelées droites de rebroussement.
8. Considérons en dehors des trois positions o-q, o-j, g-i une quatrième position 0-3; aux systèmes g^, co, 0-3 correspondra
également un cercle des inflexions qui passera par O23J O31, 0,2« Les deux cercles mpoi2 et ^^^123 ont donc en commun le point O12 et, en général, se couperont encore en un point A différent de celui-ci. Ce point est caractérisé par le fait que Aq, Al, A2, A3 sont en ligne droite, tandis que ceci n'a pas lieu, en général, pour le point O12. Le même raisonnement s'applique, pour a', au point B', autre que O'i,, en lequel se coupent les cercles «^012 ^^ ^^'123*
Donc : étant données quatre positions cxq, CTi, c,, (73 du système plan (7, il existe un point bien déterminé k. de ce système tel que Ao, Ai, A2, A3 sont en ligne droite. C'est le point d'intersection différent de 0^2 des cercles des inflexions (^^'012 et wp',23. Le point analogue existe dans a' pour le mouvement inverse.
La corde A0A1A2A3 en tant que droite a' de a' jouit de cette propriété que les quatre positions «„, a\, a'^^ a'.^ passent toutes par le point A. C'est la ligne de jonction des deux centres des inflexions du mouvement direct. De même, la ligne qui joint les centres des inflexions du mouvement indirect est celle qui, dans le mouvement direct, passe par le même point pour quatre positions consécutives de a.
En conséquence : Si quatre positions ao, cti, 0*2, (73 du système G sont données arbitrairement, il existe dans ce système une certaine droite qui, pour les quatre positions données, passe par le même point. Dans a' il existe une droite qui jouit de la même propriété relativement au mouvement inverse.
9. Concevons maintenant que les positions o-q, o-], g-i se rapprochent indéfiniment, nous obtiendrons des théorèmes que l'on peut appliquer à chaque instant au mouvement d'un système plan. Les points A' deviennent alors les centres de courbure des trajectoires décrites par les points A, et de même A deviendra le centre de courbure de la trajectoire décrite par A' dans le mouvement inverse. Chaque point du cercle des inflexions passe par un point d'inflexion de sa trajectoire. Les points principaux dans chacun des deux systèmes se rapprochent indéfiniment et, à la limite, ils coïncident avec le centre instantané de rotation. Enfin les droites O01O12 et OoiO', 2 se confondent avec la tangente commune aux courbes polaires.
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Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :
Si un système plan se déplace dans un plan o"', et que A' soit un centre de courbure de la trajectoire décrite par K^ le point A sera le centre de courbure de la trajectoire décrite par k' dans le mouvement indirect. Si nous faisons correspondre ces points A et A', les systèmes a et o"' ainsi obtenus sont en correspondance quadratique. Les points principaux et les lignes principales des deux systèmes coïncident tous, les points principaux avec le centre instantané de rotation et les lignes principales avec la tangente commune aux courbes polaires.
Le lieu de tous les points des systèmes g ou g qui passent par des points d'inflexion de leurs trajectoires est, à chaque instantdumouvement, un cercle qui touche la tangente commune des courbes polaires au centre instantané de rotation. Les deux cercles ont même rayon et sont situés de part et d'autre de la tangente (^).
Nous désignerons ces deux cercles par (v et ^v' .
10. Le centre des inilexions if coïncide à la limite avec J; c'est le point autre que 0 où la normale à la courbe polaire coupe le cercle des inflexions w. Le point d'intersection de cette normale et de w' est le centre instantané des inflexions pour le mouvement inverse. Chaque droite passant par ce point, considérée comme droite de c, jouira en général de cette propriété que son enveloppe présente un point derebroussement au point de contact momentané. La même chose a lieu dans le mouvement indirect pour les droites de a' passant par J. Donc :
Les tangentes aux points d'inflexion passent à chaque instant par un même point qui est le centre instantané des inflexions. Il y a, à chaque instant, dans le système plan œ une infinité de droites qui touchent leur enveloppe en des points de
(') Le cercle des inflexions fut découvert par de la Hire. Voyez Traité des roulettes {Mém. de l'Acad.roy.deParis,p- 348; 1706). Bresse le définit comme le lieu des points pour lesquels l'accélération norniale est momentanément nulle {Journal de l'École Polytechnique, Cahier XXXV, p. 89).
rebroussement de cette courbe. Ces droites forment un faisceau de rayons dont le centre est le centre des inflexions du mouvement indirect. Le lieu des points de rebroussement est le cercle des inflexions de g' {^).
11. Le point A, qui est tel que Ao, A^jAa, A3 appartiennent à la même droite, se transforme pour deux systèmes infiniment rapprochés en un point qui passe par un point d'ondulation de sa trajectoire. C'est l'un des deux points où deux cercles des inflexions consécutifs se coupent. L'autre point d'intersection est le centre instantané de rotation. Mais celuici passe précisément par un point de rebroussement de sa trajectoire.
Donc :
L'enveloppe des cercles des inflexions se compose de deux parties dont la signification géométrique est bien différente. L'une d'elles est la courbe polaire du système; ses points jouissent de la propriété de décrire des trajectoires à points de rebroussement {première espèce'), la seconde est le lieu des points du système dont les trajectoires passent par des points d'ondulation (^).
De même, une droite du faisceau formé par les droites de rebroussement jouira, en général, de la propriété de passer par un même point pour quatre positions du système infiniment rapprochées. Car, si nous supposons tracée dans o- la courbe dont les points viennent, au cours du mouvement, coïncider avec les centres des inflexions de a', la tangente à cette courbe, considérée comme droite de a, passe par un même point pour quatre positions consécutives.
Les théorèmes analogues ont lieu pour le mouvement inverse.
(') Aronhold reconnut d'abord la liaison qui existe entre les cercles des inflexions et les points de rebroussement des enveloppes {Principes, etc.).
(*) Bail a attiré l'attention sur les points d'ondulation : Notes on applied méchantes {Proceedings of the Royal Irish Acad., 2" série, t. I, p. 243; 1871).
Everett montra que l'enveloppe des cercles des inflexions se décompose en deux courbes de significations difl'ércntes ; Kinematics of a rigid body ( Quarterly journal, t. XIII, p. 61).
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12. La correspondance quadratique des systèmes o- et a' est la source d'un grand nombre de théorèmes sur les points du système et les centres de courbure de leurs trajectoires. On les obtient facilement en se servant des propriétés connues de la correspondance quadratique. Nous ne mentionnerons ici que le cas le plus simple, et nous considérerons une droite de l'un des deux systèmes, de laquelle nous supposerons qu'elle ne passe pas par le centre instantané de rotation. Dans ce cas, la courbe correspondante, sur laquelle se trouvent les centres de courbure, est une section conique. Pour étudier sa position par rapport au point principal et à la ligne principale, c'est-à-dire par rapport au centre instantané de rotation et à la tangente à la courbe polaire, nous reviendrons encore au cas où l'on considère deux positions quelconques du système. Nous avons vu que toutes les coniques de l'un des systèmes qui correspondent aux droites de l'autre système passent par les trois points principaux, et que, parmi elles, se trouve le cercle circonscrit au triangle des points principaux. Si les positions du système se rapprochent indéfiniment, le cercle des inflexions conserve toujours la propriété d'avoir en commun avec chacune de ces coniques les trois points principaux; dans la position limite, le cercle des inflexions deviendra le cercle oscuiateurà chacune des coniques au centre instantané de rotation.
On reconnaît facilement quel est le genre d'une pareille conique. Si, par exemple, g est une droite de o-, la conique correspondante de (j' sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que ^ a o, i ou 2 points communs avec le cercle des inflexions w de u. La même chose se produit pour les droites de o-' et les coniques de o- qui leur correspondent.
Par conséquent :
Pour toutes les droites d'un des systèmes qui ne passent pas par le centre instantané de rotation, les centres de courbure des trajectoires sont sur une section conique qui passe par le centre de rotation et quia pour cercle osculateur en ce point le cercle des inflexions de Vautre système. La conique est une ellipse , une parabole , ou une hyperbole, suivant que la droite coupe le cercle des inflexions de son système en o, ï ou 2 points.
Les sections coniques sont donc, dans chacun des systèmes, osculatrices entre elles au centre instantané de rotation. Leur ensemble forme donc à chaque fois un réseau de coniques. Les coniques situées dans a' sont projectives à toutes les droites de o-, et de même les coniques du réseau situées dans G sont projectives aux droites de a' . Pour des positions spéciales de la droite, la conique qui lui correspond peut dégénérer. En effet, si la droite du système passe par le point principal, c'est-à-dire par le centre instantané de rotation, la conique se décompose; nous obtenons à sa place la droite principale, c'est-à-dire la tangente à la courbe polaire et une autre droite. Si nous regardons enfin la tangente à la courbe polaire comme une droite de o-, il ne lui correspond dans ct' que le point principal, c'est-à-dire que le centre instantané de rotation. Donc le centre de courbure pour chaque point de la tangente à la courbe polaire est le centre instantané de rotation, et ceci a lieu pour le mouvement direct aussi bien que pour le mouvement indirect.
13. Le cercle des inflexions de chaque système est, par définition, le lieu des points du système qui passent par un point d'inflexion de leur trajectoire. Nous le retrouverons plus tard (VI) en nous plaçant à un autre point de vue. Mais nous voulons encore faire remarquer ici une propriété qui découle immédiatement de la correspondance quadratique. Le cercle des inflexions de o- est la conique qui correspond à la droite de l'infini de g', c'est-à-dire que le cercle des inflexions de opeut être considéré comme le lieu des centres de courbure pour les points infiniment éloignés de o-'; de même le cercle des inflexions de g' peut être considéré comme le lieu des centres de courbure pour les points infiniment éloignés de g.
IV. — Constructions et relations métriques
1. Le mouvement d'un système étant défini d'une manière quelconque, il s'agira, à chaque instant du déplacement, de construire le centre instantané de rotation, la tangente à la courbe polaire, les cercles des inflexions et le centre de courbure de la trajectoire de chaque point. Nous sommes en mesure
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de déduire les constructions dont il taudra faire usage dans chaque cas particulier des lois générales qui ont été établies dans les paragraphes précédents.
Le mouvement d'un système plan est déterminé dès que l'on connaît à chaque instant le centre de rotation. Ce point est à l'intersection des normales aux trajectoires de tous les points du système; il est donc déterminé par deux quelconques d'entre elles. Il faut alors qu'à chaque instant on donne les trajectoires de deux points quelconques. Le système se déplacera d'une manière bien déterminée, dès que deux de ses points seront forcés de parcourir des trajectoires données qui peuvent être choisies arbitrairement. . Pour construire à chaque instant, en dehors du centre de rotation, la tangente à la courbe polaire ainsi que les cercles des inflexions et les centres de courbure de toutes les trajectoires, nous aurons besoin de connaître la correspondance quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouvement. Comme nous venons de voir que les trajectoires de deux points définissent complètement le mouvement, nous devons nous attendre à ce que cette correspondance soit déterminée dès que nous connaîtrons les centres de courbure de deux points. En effet, nousverronsque, sideuxcouples(A, A'), (B,B') de points correspondants sont donnés, on peut construire le centre de courbure C correspondant à tout autre point C.
2. Nous avons déjà fait voir, dans le précédent paragraphe (III, 11), que, pour chaque droite d'un des systèmes qui passe par le point principal, la conique correspondante dans l'autre système se décompose en deux droites dont l'une est la ligne principale. Pour approfondir davantage cette question, nous reviendrons encore au cas de deux positions quelconques du système. Et comme les mêmes lois subsistent aussi bien pour le mouvement indirect que pour le mouvement direct, dans ce qui suit nous ne nous occuperons, en général, que du mouvement direct.
Si /o est une droite quelconque de o-q passant par Ooi, et Ao un de ses points, son rayon normal al coïncidera avec l"^; il en résulte que les points d'intersection de a^ et a\ sont sur l'^. Mais les rayons normaux a\ de tous les points de /
Fier. <S.
forment un faisceau perspectif à Z^. Celui-ci coupe donc /'„" suivant une ponctuelle perspective à /f et projective à /J", et chacun de ses points A' est l'intersection des rayons correspondants al et a\.
Si nous passons à la limite, /J' coïncidera avec /; le centre de courbure A' de chaque point A de /est donc sur /elle-même, et les points A et A' forment deux ponctuelles projeclives superposées. Ces ponctuelles ont le centre instantané 0 comme élément commun. Cela résulte aussi bien des lois de la correspondance quadratique que de ce fait que, 0 passant en ce moment, en général, par un point de rebroussement, le rayon de courbure de sa trajectoire doit être nul. Si, déplus, Vet W {fig. 8)
sont les points oii / coupe les cercles des inflexions (^ et wp', onaVO = OW'etVetW'sont les points de chaque ponctuelle qui correspondent au point à l'infini de l'autre. Les ponctuelles jouissent donc de la propriété que leurs points doubles coïncident avec le centre instantané de rotation.
On sait que, du moment — que deuxpareilles ponctuelles sont superposées, on peut construire autant de couples de points correspondants qu'on le veut, dès que l'on connaît le point double et un couple de points homologues.
Maintenant nous allons voir que, conformément à ce qui a été dit plus haut, la correspondance quadratique est déterminée dès que l'on connaît deux couples de points (A, A') et (B,B'). Désignons encore toute droite passant par 0 sous le nom de rayon normal, parce que c'est la normale aux trajectoires de tous ses points, et soient la, h les deux rayons sur lesquels se trouvent les couples de points (A, A') et (B,B'). Nous pouvons sur /« et /& construire
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les points V^ et V/, qui sont sur le cercle des inflexions. Alors ce cercle est déterminé puisqu'il est circonscrit au triangle V^V^O. Si maintenant 4 est un troisième rayon normal quelconque, nous connaissons sur 4 un couple de points correspondants formé de V^ et du point à l'infini. Nous savons donc construire le centre de courbure C de chaque point C de celte droite, c'est-à-dire que :
La correspondance quadratique entre les deux systèmes <j et a' est complètement déterminée par deux couples de points correspondants.
Nous nous posons maintenant le problème : connaissant deux couples de points correspondants (AA'), (BB'), construire la tangente à la courbe polaire, les cercles des inflexions, et les centres de courbure dans chaque système. Les considérations suivantes nous fournissent le moyen d'effectuer ces constructions.
3. Soit {fig. 8) (A,A') un couple de points correspondants de a et o-', et / le rayon normal qui les joint. Nous désignerons par /• et /' les distances des points A et A' à 0, et conviendrons que /• et /•' seront considérés comme positifs quand les points A et A' seront du même côté de la tangente à la courbe polaire que le cercle des inflexions de leur système, c'està-dire quand A sera du même côté que w, k! du même côté que w\ Sur chaque rayon normal les directions positives sont donc opposées l'une à l'autre. Comme A et A' forment des ponctuelles projectives, on a •
AV.A'W'=OV =0W
Posons encore
OV=OW'=/?, on a
(a-— /0(/-'— //)= /i' et
/• /' Il
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Cette relation a lieu pour tout rayon normal. On peut en déduire une plus générale. Désignons par a l'angle que fait / avec la normale à la courbe polaire, et par Ao le diamètre du cercle des inflexions; on a
(.) (l + ^)cos«=i-.
U expression qui figure dans le premier membre de l'égalité précédente est donc une constante.
Appelons p le rayon de courbure AA', et posons AV = s.
Si donc nous prenons le point Q sur la droite / de telle façon que 0A = AQ, l'équation précédente nous donnera
qâ' = âô'==av.aas
c'est-à-dire que Q,V,0, A' forment une division harmonique, Q et 0, V et A' étant les couples de points conjugués.
Soit n la normale commune aux courbes polaires. Élevons en Q,A, VetA' des perpendiculaires sur /; elles rencontrent la normale aux points M, N, J, N' formant une division harmonique; J est le centre des inflexions, et N le milieu de OM. N et N' constituent un couple de points correspondants, et N' est le centre de courbure de la trajectoire de N.
Par suite :
Si N et N' sont un couple de points correspondants sur la normale commune aux courbes polaires, en projetant NeiN' sur un rayon normal quelconque , nous obtenons encore des points correspondants ,
Imaginons maintenant que l'on ait mené par 0 tous les rayons normaux, et projetons sur chacun d'eux le couple de points (N,N'),tous les points Aainsi obtenus sont sur un cercle qui a ON pour diamètre, et les points correspondants appartiennent au cercle dont le diamètre est ON', c'est-à-dire que :
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A tout cercle de a qui touche la courbe polaire (ien 0 correspond dans (j' un cercle qui touche également la courbe polaire €' de son système en 0.
Nous avons ainsi acquis une image tangible de la façon dont a lieu la correspondance entre les systèmes o- et a'.
k. Soient maintenant Ip et Iq deux rayons normaux quelconques de (7. Nous désignerons les couples de points correspondants sur Ip par
et sur Iç par
Si nous projetons de A^ et A^ les ponctuelles superposées sur Iç au moyen des faisceaux de rayons Ap{Ag, B^, C,,, . . .), A^(A^, B^, C^, . . .), ces faisceaux auront en commun le rayon ApA' qui joint les points Ap,A^ au point double 0. Ils sont
donc en situation perspective, et les points d'intersection des rayons correspondants sont en ligne droite. Pour obtenir cette droite, déterminons {/ig. 9) le point d'intersection S^ de deux rayons correspondants quelconques ApC^, A^C^, et joignons ce point à 0. Si nous choisissons maintenant comme sommets
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des faisceaux projetants deux autres points correspondants Up et B^ de Ipy les points d'intersection des rayons correspondants seront aussi sur une droite, et si S^ est le point d'intersection des rayons homologues BpCç et B^C^, la droite en question sera la ligne de jonction de S/, avec 0. Chaque couple de points du rayon Ip nous donnera donc une pareille droite. Mais toutes ces droites se superposent. Pour le prouver, nous n'avons qu'à faire voir que les points S^, S/, sont tous sur une môme droite passant par 0. En effet, de C^ projetons la ponctuelle A^, B^,, ... et de Cg la ponctuelle A'^, B^, ..., qui estprojective à la première. Les deux faisceaux projetants ont en commun le rayon CgC^; ils sont donc perspectifs, et les points d'intersection des rayons correspondants sont tous sur une droite passant par 0. Mais ces points sont justement Sa et Sfe. Nous pouvons donc finalement énoncer le théorème suivant :
Si Ip et Iq sont deux rayons normaux quelconques^ (Ap,A' ), {kq, k'q) deux couples de points correspondants quelconques pris sur ces rayons, les droites A pKq, k'pk' se coupent sur une droite fixe.
Nous désignerons cette droite, dont la position ne dépend que de Ip et de Iq, par Upq. Mais nous pouvons imaginer que les ponctuelles projectives situées sur Ip et Iq déterminent la collinéation de deux systèmes plans, alors 0 sera le centre et Upq l'axe de collinéation correspondant à Ip et Iq {}),
Pour déterminer sa position, nous nous servirons des points d'inflexion V^ et V^ des deux rayons normaux. Les points correspondants sont à l'infini. Donc V^V^ rencontre la droite de l'infini en un point de Upq, c'est-à-dire que Upq est parallèle à VpV^. Si nous menons encore la tangente ^ à la courbe polaire, on a A ( ^, /,,) = A ( /p, Upq), parce que, d'après des théorèmes de Géométrie élémentaire, ces deux angles sont égaux à l'angle (V^V,,0). Donc :
Si Ip et Iq sont deux rayons normaux quelconques, l'angle que la tangente à la courbe polaire forme avec l'un des
(') Aronhold, Principes ..., p. iSg.
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layons normaux est égala V angle que fait Vautre avec l'axe de collinéation.
Supposons maintenant Ip fixe et faisons tourner l,j autour fie 0; l'axe de collinéation f/^;^ tourne également autour de 0; l,, et Upfj engendrent deux faisceaux de rayons, et l'on a toujours
A(^ Ip)— A{1^, Up^),
c'est-à-dire que les rayons Ip et Upg forment deux à deux un angle constant; en les adjoignant deux à deux comme correspondants, on voit que :
Si Ip est un rayon normal quelconque fixe, les faisceauxformés par tous les rayons normaux et les axes de collinéation correspondants sont deux faisceaux égaux et concentriques dans lesquels les rayons correspondants se coupent deux à deux sous le même angle que Ip et la tangente à la courbe polaire.
A chaque rayon normal appartient donc un faisceau bien déterminé d'axes de collinéation.
En ce qui concerne les angles formés par Ip, Iq, Upq et t, on peut encore faire la remarque suivante : les rayons normaux Ip et Iq partagent le plan en deux régions; il résulte de la manière dont ont été établis les théorèmes précédents que Upq et t sont toujours dans la même région. Si donc l'une de ces droites est donnée, la position de l'autre est parfaitement déterminée.
5. En se servant des résultats précédents, on effectuera facilement les constructions dont il a été question.
Supposons que la relation quadratique soit déterminée par deux couples de points correspondants (A, A') et (B,B'), et appelons encore /« et 4 les rayons normaux correspondants, nous obtiendrons la tangente à la courbe polaire de la façon suivante :
Menons AB et A'B', et joignons le point d'intersection S de ces deux droites à 0. OS sera l'axe de collinéation Uab- Maintenant, construisons une droite t, de telle façon que
h{tyh)^ f\{la,Uab)
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et que t et Uab soient dans la même région du plan, t sera la tangente en 0 à la courbe polaire.
Cette construction, donnée d'abord par Bobillier, est connue sous le nom de construction de Bobillier (^).
Pour construire les points d'inflexion V« et V/, situés sur la et //,, nous procéderons de la façon suivante : Par A' menons une parallèle à Ih, et joignons à A le point où elle coupe l'axe de coliinéalion. La droite ainsi obtenue coupe l^ au point V/,.
Fig. 10.
Si par Vô nous menons une parallèle à m^a, elle coupera /« en \a' De cette manière le cercle des inflexions w de o- est luimême déterminé.
Si donc deux couples de points correspondants (AA') et (BB') sont donnés, on construira linéairement les points d'inflexion situés sur les rayons normaux correspondants.
On demande maintenant de construire le centre de courbure (7 correspondant à un point quelconque C de a' . Soit 4 le rayon normal sur lequel se trouve C, les droites AC et A'C se couperont sur l'axe de collinéation Uac Mais cet axe est déterminé, comme il résulte du dernier tbéorème, par le
C) Bobillier, Cours de Géométrie, i5® édilion, p. 282.
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rayon 4* Donc, nous construirons Uac <^le telle façon que Uac fasse avec 4 ^e môme angle que 4, nous mènerons AC, et joindrons A' au point où AC coupe Uac Cette droite rencontre le en C.
Si la tangente à la courbe polaire et un couple de points correspondants (A, A') sont donnés, le diamètre du cercle des inflexions pourra immédiatement être déterminé. Si nous traçons en effet la normale à la courbe polaire, le faisceau d'axes de collinéation qui lui correspond jouit de la propriété que chaque rayon normal est perpendiculaire sur son axe de collinéation. Donc (y?^. Il), menons par A' une parallèle à la
Fii
Fis. !•>.
normale à la courbe polaire, élevons en 0 une perpendiculaire sur le rayon normal /«, et appelons E le point d'intersection des deux droites. EA coupera la normale à la courbe polaire au centre des inflexions J.
Inversement on peut, étant donné le centre des inflexions, trouver le centre de courbure correspondant à chaque point A du système o-.
Enfin, mentionnons encore la construction suivante, qui permet de construire linéairement le point d'inflexion sur S. 3
chaque rayon normal, quand on connaît un couple de pointg correspondants sur ce rayon {fig. 12).
Menons par A une droite quelconque g, et joignons un de ses points P à 0 et à A'. Menons alors par 0 une parallèle à A'P, et par son point d'intersection R avec g une parallèle à PO. Celle-ci rencontrera le rayon normal / au point d'inflexion V, sur le cercle des inflexions; car
et
Donc,
PA:RA^A'A:OA PA:RA^OA:VA
Fiî
et ceci est la relation obtenue au n" 3.
Si A et V sont donnés, on pourra d'une manière analogue construire le centre de courbure A' (^).
Cette construction renferme la précédente comme cas particulier.
Si le point R de la fig. 12 vient au pôle des inflexions J, la fig. 12 se transforme en \difiig. 11.
6. Quelques exemples pour appliquer les résultats acquis. Nous nous servirons des théorèmes suivants : Si un point de a se
meut sur une droite, il est sur le cercle des inflexions w de a.
Si une droite de cr passe constamment par le même point, celui-ci décrira dans le mouvement inverse une droite, et se trouve sur le cercle des inflexions w' de g' .
{a) Le système plan a se déplace de telle façon que deux points A et R se meuvent sur deux droites fixes a' et b' de a' .
Chaque point du système décrit alors une ellipse.
On construira immédiatement le centre de rotation, et le
(') Cette construction est due à Grublcr {SclilômilclCs Zeitschvi/t, t. XXIX, p. 3io).
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cercle des inflexions (yZ,^'-. i3). Les perpendiculaires élevées en A et B sur a' et b' se coupent au centre instantané de rotation 0. Le cercle des inflexions est déterminé, car il passe par 0, A et B. Si S' est le point d'intersection de a! et de h' , ABOS' est un quadrilatère inscriptible, et, comme l'angle formé par a' et y est constant, on en conclut que le cercle des inflexions est dans ce cas un cercle invariable du système a.
Tous les points du cercle des inflexions se déplacent donc sur des lignes droites, comme A et B.
Commelestangentesd'inflexion passent toutes parle centre des inflexions (III, 9) et que a' et y sont les tangentes aux points A et B, il en résulte que S' est le centre des inflexions, et de là il suit que chaque point G du cercle des inflexions se déplace sur une droite C passant par S'. Nous pouvons donc définir le mouvement en remplaçant les points A et B par deux autres points du cercle des inflexions, par exemple par les extrémités d'un diamètre. Si F et G sont ces points, /' et g^ seront perpendiculaires l'une sur l'autre. Donc le mouvement peut être déterminé de telle façon que deux points F et G de a se déplacent sur deux droites/' et ,^' perpendiculaires entre elles.
Si M est le point milieu de FG, on a MF = MG = MS'. Le point M est donc toujours à égale distance de S', et pour lui l'ellipse devient un cercle qui a S' pour centre.
Comme l'angle (AOB) est toujours le supplément de l'angle formé par a' et h' ^ le lieu des points 0 du système mobile qui deviennent des centres instantanés de rotation au cours dii mouvement est le segment décrit sur AB, capable de l'angle (AOB). La courbe polaire de a est donc identique avec le cercle des inflexions.
La courbe polaire de a' est un cercle décrit autour de S' comme centre, car OS' est une droite de longueur constante.
Le mouvement peut donc être défini de telle façon qu'un cercle de rayon a roule à l'intérieur d'un cercle de rayon ia.
(b) Le mouvement est défini de telle façon qu'une droite g de a passe toujours par un point fixe P', tandis qu'un point A de g- parcourt une droite a' de a'. Chaque point de la droite décrit alors une conchoïde.
La perpendiculaire élevée en A sur a' et celle élevée en P'
sur ^ se coupent au centre instantané de rotation. Nous connaissons déjà deux points du cercle des inflexions, 0 et A. De plus, P' est sur le cercle des inflexions de a'. Si nous prenons le point B de OP', de telle façon que P'O = OB, B est un troisième point du cercle des inflexions de a.
On peut facilement démontrer que le lieu des pôles forme dans le système fixe cr' une parabole dont le sommet est le point P', dont l'axe est perpendiculaire à la droite a', et dont la directrice passe par le milieu de la distance comprise entre P' et a'; la courbe polaire du système mobile est du quatrième ordre.
(c) Définissons le mouvement de C en assujettissant un poiiil A à se mouvoir sur un cercle K', et un point B sur un diamètre b' du cercle (engrenage de Lahire).
Le rayon passant par A et la perpendiculaire élevée en B sur b' se coupent au centre instantané de rotation 0. Le cercle des inflexions passe par 0 et B. Le centre de courbure A' de A est le centre du cercle K'. Donc on sait, d'après ce qui a été dit, construire le point du cercle des inflexions situé sur AA'.
Les courbes polaires sont de l'ordre quatre et six; la dernière appartient au système mobile, la première au système fixe.
{d) Imaginons que le mouvement d'un système plan s'effectue de telle façon qu'un point A de ce système se déplace sur un cercle fixe K', tandis qu'une droite ^ menée par A passe toujours par un point fixe P' de K'. Alors chaque point de la droite décrit un limaçon de Pascal.
Le rayon passant par A et la perpendiculaire élevée en P' sur ^ se coupent au centre de rotation 0. Le cercle des inflexions passe parO et le point V de OP' pour lequel 0V= OP'. Si A' est le centre du cercle K', on pourra au moyen de A et de A', déterminer un troisième point du cercle des inflexions.
(e) On peut encore considérerl'exemple précédentà un autre point de vue. Nous avons vu que, dans le mouvement étudié en («), le point M décrit un cercle de centre S'. Ce mouvement peut donc encore se définir en assujettissant un point M de oà décrire un cercle, pendant qu'un second point A parcourt une droite a'. Dans le mouvement inverse, la droite a' passera donc
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toujours par un point fixe A de cj, el, comme M parcourt un cercle de centre S', ce point sera sur un cercle dont le centre est en M, et qui passe en A. L'inversion du mouvement (<7) est donc identique avec le mouvement {cl), et toutes les constructions etîectuées dans le premier cas sont valaijles pour le dernier. En particulier, il suit de là que non seulement a', mais toute droite du faisceau de rayons dont le centre est S', passe |)ar un point fixe, et que le cercle des inflexions du système conserve toujours la même grandeur. Donc le point d'ondulation (III, 10) coïncidera à chaque instant avec le centre des inflexions.
Nous voyons ainsi de quelle utilité peut être l'inversion du mouvement même dans ces cas spéciaux.
(/) Les exemples précédents sont en grande partie des cas particuliers d'un mode plus général de mouvement qui est défini par la condition que deux points A et B de o- se meuvoni sur deux courbes fixes a' et b' de g' . Les normales aux courbes a' et b' en A et B déterminent alors le centre instantané. Si l'on sait construire les centres de courbure des courbes a' et b' pour les points A etB, chacun des couples (A, A') et (B,B') déterminera un point du cercle des inflexions, el, par suite, ce cercle lui même sera déterminé. Pour chaque point P de la figure mobile a on pourra donc construire le centre de courbure de la trajectoire.
Le mode de déplacement dont il vient d'être parlé acquiert un intérêt particulier lorsque les courbes a' et b' sont des cercles.
Alors trois barres de longueurs invariables, mais faisant entre elles des angles variables, à savoir AA', AB, BB', se déplacent de toutes les façons possibles. La courbe décrite paiun point quelconque du système mobile s'appelle courbe des trois barres et a été souvent étudiée (*). Il est très facile, d'après ce qui vient d'être dit, de déterminer son rayon de courbure. La courbe est du sixième ordre; les points cycliques sont des points triples; de plus, elle a trois points tri-
(') f^oyez par exemple S. Roberts, On the three-bar motion in plane space{Proceed. of the Lond. Math. Soc, t.YII, p. i4), et Three-bar motion {Ibid., p. i36).
pies à distance finie. Ceux-ci sont sur le segment décrit sur A'B', et capable de l'angle (APB), P étant le point dont on étudie le mouvement.
En particulier, lorsque les rayons des cercles sont égaux, et si AB = A'B', le mouvement peut s'effectuer, d'une part, de telle sorte que AB reste toujours parallèle àA'B', les quatre points A, B, A', B' formant un parallélogramme. Le centre instantané est alors toujours à l'infini, et tous les points décrivent des éléments parallèles.
Mais on peut aussi faire glisser la droite AB de telle façon sur la circonférence de cercle, qu'elle ne soit pas parallèle à A'B'. Les quatre points A,B,A',B' définissent alors un antiparallélogramme.
Le centre de rotation 0 est encore à l'intersection de AA' etBB'.
De plus, comme AA' = BB', le triangle OAB est égal au triangle OB'A'. Par suite, OB - OA =r p = OA'— OB', p étant le rayon du cercle. Ces équations montrent que la courbe polaire est, pour le système fixe comme pour le système mobile, une hyperbole, ayant pour foyers A et B, ou A' et B'; si AA'>AB, les hyperboles sont remplacées par des ellipses.
L'idenlité des deux courbes polaires est évidente si l'on envisage le mouvement inverse. Lorsque deux points A et B se meuvent sur des circonférences dont les centres sont en A' et B', ce mouvement peut toujours être défini par le déplacement de A' et B' sur deux circonférences dont les centres sont en A et B. Les deux mouvements sont donc complètement identiques ; ils sont engendrés par le roulement l'une sur l'autre de courbes de même nature. Dans le cas de l'antiparallélogramme, ces courbes sont égales et se touchent en des points correspondants , c'est-à-dire qu'elles sont à chaque instant symétriques par rapport à leur tangente commune.
V. — Les points à courbure stationnaire
i. Jusqu'ici nous ne nous sommes guère occupé que des propriétés des trajectoires que l'on peut déduire de la considération de deux éléments infiniment voisins. Dans ce para-
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graphe nous ferons un pas en avant et nos recherches s'étendront à trois éléments consécutifs.
Nous supposerons d'ahord données quatre positions Co, 0-,, 0--2, o"3 du système plan c. Désignons par <7'^, «"J, a^ les trois rayons normaux consécutifs d'un point A. En général, ils forment un triangle, mais nous pouvons nous demander s'il existe des points A de o- dont les rayons normaux a^, aj*, a\ se coupent en un seul et même point, et tels par conséquent que les quatre positions Ao, Aj, A2, A3 soient sur un cercle.
Il existe en effet de pareils points. Car, si g- est une droite quelconque, les points d'intersection des rayons normaux a^ eia\ qui lui correspondent forment une conique qui passe par les centres de rotation O'j,» O^c ^'oi (lU? !)•
De même, les points d'intersection des rayons a\ et a\ formant une section conique qui passe par O23, O'ai, 0\.^. Ces coniques contiennent toutes les deux le point O'i,. Donc elles se couperont encore en général en trois autres points, et chacun d'eux est caractérisé par le fait d'être le point de rencontre de trois rayons normaux consécutifs.
Il existe donc sur g- trois points de l'espèce considérée, et l'ensemble de ces points constitue une courbe du troisième ordre. On la désignera par A'0123 ou A-Jg.
On peut encore définir de la manière suivante les points de cette courbe. Les trois positions Œq, <7i, o-g déterminent une relation quadratique entre les points de a et ceux de a'; de même les trois positions c7i,(T2, «73 en déterminent une autre. A chaque point A correspondent, en général, deux points différents. Mais les points de la courbe /rj 3 jouissent de la propriété que le même point leur correspond dans les deux relations quadratiques, et les points A' sont les éléments unis des deux systèmes superposés œ', dont chacun est en relation quadratique avec (T.
% Il existe également une pareille courbe dans le système plan (t' pour le mouvement inverse, et les deux courbes sont en relation réciproque. Si A est un point de kl^ et A' le centre du cercle qui passe par Ao,Ai,A2, A3, A' est un point A-Jg. En effet, que nous regardions o- ou cr' comme mobile, les deux points A et A' seront, pour les quatre positions considérées,
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à la même dislance l'un de l'autre. C'est dire que A^, A'^, A'gjAs sont sur un cercle dont le centre est en A. Ainsi, chaque point A' de /cjg est le centre du cercle correspondant au point A de kl^, et inversement, chaque point A de kl^ est le centre du cercle qui appartient à A'.
La courbe AJg est donc le lieu des centres des cercles pour les points de /^Jy, et A-J, est le lieu des centres des cercles pour les points de k'I'^ dans le mouvement inverse.
Chaque couple de points A et A' est formé de deux points correspondants des systèmes a et o-'; donc AJ3 et kl'^ sont des courbes correspondantes. AJ3 passe par O12, O20JO01, et AJ3 par O12, O20, O'^i, et, en effet, pour chacun de ces points, les quatre positions considérées sont sur un même cercle, car deux d'entre elles coïncident. Mais on voit que les points de AJ3 se comportent de la même manière vis-à-vis des quatre positions (Jo,u 1,(7^,(73, car, en chacun de ces points A' convergent, outre a^', a\,al, trois autres rayons normaux, qui sont les perpendiculaires élevées au milieu des cordes A0A2, A0A3, A1A3.
Donc A^3 passe par les six centres de rotation
De même, AJ3 passe par
^-'Ol» '''o2> 'Ai:!5 ^12» ^^13? ^23*
Les deux courbes passent aussi par les points cycliques
Pour le démontrer, nous procéderons de la façon suivante :
Nous avons vu que, si ^ est une droite quelconque de o-, dans chacune des relations quadratiques dont il a été question plus haut, il correspondra à cette droite une section conique, et que les points d'intersection différents de Oj, sont des points de AJ3. Si, en particulier, nous considérons la droite de l'infini de o-, il lui correspondra, pour les positions o-o,(7i,o-2, le ceicle des inflexions iP^ia et, pour les positions o'i>o"2)0-3j le cercle des inflexions ^y\^^. Les deux cercles se coupent en dehors de O12 en un point situé à dislance finie, et en deux points imaginaires situés à l'infini, points qui sont
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communs à tous les cercles du plan. Ces points sont donc des points de AJ3, et la même chose a lieu pour XJ3. Finalement on en conclut que :
■Si (To, Cl, (j-2, 0-3 sont quatre positions quelconques du système plan (7, il existe une infinité de points A pour lesquels les quatre positions Ao, Ai, Ao, A3 appartiennent à un même cercle. Ils forment une courbe du troisième ordre k\^ qui passe par les six centres de rotation Ooi, O02, Oo3,Oi2,Oi3, O23 elles points circulaires de V infini. Les centres de ces cercles forment une courbe du troisième ordre k\'^ située dans a\ qui passe par les six centres du mouvement inverse et les points circulaires de l'infini. Dans V inversion du mouvement les deux courbes échangent leur signification (*).
Soit W le point d'intersection réel des cercles des inflexions ''012 6t <ï'i23, différent de 0\^. On vient de démontrer que W est sur A ^3. Le point W^ qui lui correspond sur la courbe /.J3 est à l'infini, et c'est le seul point à l'infini de kl^. J)e même les cercles des inflexions wp'oi2 et «'123 se coupent en un point V de AJ3, auquel correspond sur AJ, un point à l'infini V^. Les trois rayons normaux de V se coupent donc en V^, c'est-à-dire que Vo,Vi,V2,V3 sont en ligne droite, et la môme chose a lieu pour les points WJ,, Wj, Wg, W^. Nous retrouvons donc pour les points V et W les propriétés dont nous avions déjà démontré l'existence en nous plaçant à un autre point de vue (III, 7). Pour les points cycliques, communs aux courbes A^3 et AJ3, nous sommes obligé de conclure qu'ils se correspondent à eux-mêmes et que, par conséquent, chacun d'eux coïncide avec le centre de son cercle de courbure. Ces points devront donc être considérés comme fixes dans n'importe quel déplacement d'un système plan dans son plan.
Si donc (7/ et a/,, sont deux positions complètement arbitraires du système plan a, les points cycliques et le centre
(') Burmester a démontré Texistence des courbes k^^ et k'^^ {Civilingenieur, t. XXIII, p. a^i). Pour les propriétés spéciales de ces courbes qui contiennent les points cycliques, voir par exemple Sghroter, Math. Aniialen, t. V, p. 5o et t VI, p. 85, ou Durege, Math. Annalen, t. V, p. 83.
de rotation Oa- sont les trois points unis des systèmes pians en collinéation. Nous devons considérer comme droites unies, en dehors de la droite de l'infini, les droites qui joignent le centre de rotation aux points imaginaires de l'infini.
4. Après avoir montré l'existence de la courbe kl^, il est naturel de lui adjoindre la courbe AJ^ qui répond aux quatre positions «Ji, 0-2, «73, (74. Les deux courbes ont en communies points cycliques et, en outre, les centres de rotation O23, O31, O12 ; par conséquent, elles se couperont encore, en général, en quatre autres points. Chacun de ces points jouit de la propriété que,, pour lui, les cinq positions Ao, Ai, Ag, A3, A4 appartiennent à un même cercle. Cela n'a pas lieu, en général, pour les points 023,031, O12. Nous arrivons donc au résultat suivant:
Si (Jo, a"i, C72, (Ta, (74 sont cinq positions quelconques du système plan (7, il existe, en général, quatre points A pour lesquels Ao, Al, A2, A3, A4 sont sur un même cercle. Les centres de ces cercles sont les points analogues de g' pour le mouvement indirect et inversement (^).
5. Rapprochons indéfiniment les positions o-o,(7i,a'2, choisies arbitrairement, et nous obtiendrons encore des théorèmes que l'on peut énoncer à chaque instant du mouvement d'un système.
Toutefois, il est nécessaire de soumettre à une étude spéciale la question de savoir quels sont les caractères spéciaux que la coïncidence des points Ooi, 0,9 avec le centre instantané 0 confère à la courbe k.^.
Comme la courbe A-qs contient les points Ooi,0i2, la courbe k^y qui prend naissance quand le mouvement est continu, sera tangente à la courbe polaire au point 0. Mais il s'agit de savoir de quelle nature est ce contact. Pour cela, revenons encore à des positions distinctes du système, et considérons une droite Iq de cto qui soit telle que l^ passe pai' O12. Alors la droite 4 passera aussi par le point O^, ainsi que /'"• Considérons un point quelconque A de /, et déterminons les rayons normaux al,a\,a\.
(') Voir BuRMESTER, Civilingenieur, t. XXIII, p. Sig.
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Les premiers se coupent en A', qui est le centre de courbure de A, pour les positions o-o, 0-1,(72; de même, a] et a^ se coupent en A" qui est le centre de courbure de A pour les positions ffi, (72,0-3. Les deux points sont sur a^{. Mais, étant donnée la position spéciale de l, la droite a'( est identique avec /'", et cela a lieu pour tout point de /.
Si donc le point A se meut sur la droite /, les points A! et A" décriront sur /'" deux séries projectives, et les points unis de ces séries sont des points de a' qui appartiennent à la courbe k^'.
Ces deux points seront, dans le cas général, différents de O12, car les points Ooi et O23 qui déterminent la correspondance des systèmes, et, par suite, la relation de projectivité entre les deux séries, peuvent toujours être choisis arbitrairement.
Ce qui vient d'être dit ne subit pas de changement, si l'on passe à des positions consécutives. Dans ce cas, les séries ponctuelles, formées par A, A', A", sont toutes sur une même droite /. De plus, dans la relation projeclive existant entre A et A', le point 0 se correspond à lui-même, et de même pour la projectivité existant entre A et A'^; donc aussi pour les séries A' et A".
Le mouvement étant continu, un point double des séries viendra en 0, c'est-à-dire qu'un nouveau point de la courbe /co3 vient en 0 ; ce point eût été différent du centre de rotation pour un déplacement fini. Le point 0' est donc un point double de la courbe A^ Mais cette courbe passe par les points circulaires de l'infini, et l'on sait que, pour ces courbes, les tangentes au point double sont perpendiculaires l'une sur l'autre ('). L'une de ces tangentes étant la tangente à la courbe polaire, l'autre est la normale. Nous arrivons au résultat suivant :
Si un système plan <j se meut dans son plan, il existe à chaque instant une courbe du troisième ordre k^ dont les points décrivent des trajectoires ayant à ce moment un cercle de courbure stationnaire. Les centres de ces cercles forment
( ' ) Voir, par exemple, Schroter, Ueber Curven dritter Ordnung {Math. Annal.., t. YI, p. 85).
une courbe k^' située dans le plan fixe a', et cette courbe est aussi du troisième ordre, et passe par les points cycliques du plan. Chacune de ces courbes possède au centre instantané de rotation un point double; les tangentes au point double sont la tangente et la normale aux courbes polaires. Dans le mouvement inverse, les deux courbes échangent leur signification. Si un système plan g se déplace dans son plan, il y a, à chaque instant, et en général, quatre points tels que les cercles osculateurs de leurs trajectoires aient un contact du quatrième ordre avec les courbes. Les centres de ces cercles sont les points analogues du plan fixe g' pour le mouvement indirect et inversement.
6. Pour appliquer les théorèmes précédents à un exemple, nous considérerons le cas déjà étudié au paragraphe précédent au n*' 6 {a).
Nous avions démontré que le cercle des indexions est un cercle de grandeur constante. Chacun de ses points décrit une droite et, par conséquent, appartient à chaque instant à la courbe k^. Il faut donc que celle-ci se décompose et nous donne le cercle et une droite u. Mais le centre du cercle des inflexions se déplace sur un cercle; il fait donc partie de A'* et, comme il n'est pas sur le cercle des inflexions, u passe par M. Il s'ensuit qu'à chaque instant les points qui passent par un sommet de leur ellipse trajectoire sont sur une droite passant par M. La droite u est donc toujours un diamètre du cercle des inflexions. Si nous considérons celui qui est perpendiculaire sur la tangente à la courbe polaire, les extrémités de ce diamètre devront être considérées comme des points qui passent par un sommet de leurs ellipses. Donc la droite u est la normale commune aux courbes polaires.
11 est à peine nécessaire de faire remarquer que ceci est une conséquence du théorème qui vient d'être démontré, et d'après lequel la courbe k^ possède en 0 un point double pour lequel la tangente et À normale des courbes polaires sont les tangentes à k^ (*).
(') I^ODENBERG [Uebcr die wàhrend der Bewegung projecliv-verànderlicher und starrer Système beschriebenen Curven und Flàchen ( Gôttinger
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VI. — La courbure des enveloppes des courbes du système
1. On peul ramener l'étude de la courbure des enveloppes à celles des trajectoires de points.
Pour le démontrer, considérons les trois positions Ko, Kj, K2 d'un cercle quelconque. Soient Aq, Ai, A, les positions de son centre {fig. i4).
Supposons encore que l'on ait tracé les cercles K'", K'/'; leurs centres sont AJ,", Af. Joignons le centre de rotation ()[,i
Fiiï.
à Ao, Aq" et Ai; nous obtiendrons ainsi les droites />o» p'ls\ P\- Elles coupent les cercles correspondants aux points Bo,B'J' et Bj, et, pour fixer les idées, nous admettons que B^" est situé
Yachrichten, 1888, p. 176) s'occupe de rechercher les points du système pour lesquels plus de n positions consécutives sont sur une courbe de /^'*°'« ordre, lorsque cette courbe est déterminée par n points; il traite aussi de quelques problèmes qui se rattachent à cette question.
entre 0^ ^ et AJ"; par conséquent Bo et Bi seront aussi entre O'q , et Ao ou Al. Enfin les tangentes aux trois cercles en Bo, BJ* ei Bi sont trois droites correspondantes èo, è^', bi de nos systèmes plans (To, (Tq", cTi.
Nous effectuerons les mêmes constructions sur les cercles Kl, Kf , Kg. Désignons par ^i, g"'^ et ^2 les lignes de jonction de leurs centres avec 0'i2. Les points d'intersection des cercles avec Çiy Çq^ g^, qui sont situés entre les centres et le centre de rotation, sont Ci, C'", C2, et les tangentes en ces points sont Ci,Ci", Cg. Concevons maintenant une courbe A de o-qui touche le cercle K en B et C, mais qui, à part cela, peut être tout à fait arbitraire. La rotation autour de O'oi devenant infiniment petite, b^Q (1, 7) tendra vers la tangente commune à la courbe k et à son enveloppe. B'^ deviendra le point de contact instantané, et p^^ la normale à l'enveloppe en ce point.
La même chose aura lieu pour c'", C"' et g"\ lorsque la rotation autour de O12 deviendra infiniment petite. Et ces conclusions s'étendent à toutes les courbes k de o- qui satisfont à la condition de toucher le cercle K en B et en C, quelle que soit la position relative des points Oqi et 0'i2'
Faisons encore l'hypothèse d'un déplacement continu de a; O'oi et O12 sont deux points infiniment voisins de la courbe polaire de a'. Alors B et C seront aussi infiniment voisins, et, comme k doit toujours toucher le cercle en B et C, K deviendra le cercle de courbure de la courbe k, et il suit de là que, pour toute courbe du système qui a pour cercle osculateur le cercle K, le point limite d'intersection de/>J" et ^f est le centre de courbure de l'enveloppe. Mais jo^" est le rayon normal a\y g'I' le rayon a\ : donc le point d'intersection de /?J," et g"'' sera à la limite le centre de courbure de la trajectoire de A. Nous sommes donc arrivés au théorème général suivant :
Le centre de courbure de V enveloppe d' une courbe coïncide à chague instant avec le centre de courbure de la trajectoire gue décrit le centre de courbure de la courbe.
2. Si nous nommons A' l'enveloppe de la courbe A, dans le mouvement inverse, A sera l'enveloppe de A', car les courbes A et A' se louchent à chaque moment, et ceci est
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une propriété purement géométrique, indépendante de notre situation dans cr ou o-'. La signification de la correspondance (|uadratique entre les systèmes ct et g' est donc beaucoup plus générale qu'il n'a été démontré dans le paragraphe précédent. Car, si k et k' sont deux courbes quelconques dont l'une soit l'enveloppe de l'autre, leurs centres de courbure pour le point de contact instantané seront toujours deux points correspondants A et A' de la correspondance quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouvement.
Les courbes polaires € et C sont aussi des courbes du genre de celles que nous considérons, et, en effet, C est l'enveloppe de € pour le mouvement direct, et € celle de C pour le mouvement inverse. Les centres de courbure des deux courbes sont donc à chaque instant des points homologues des systèmes g et a' se correspondant quadratiquement.
Les relations et les constructions qui ont été données au § IV , relativement à un couple de points correspondants A et A' s'appliquent donc également aux centres de courbure des courbes C et €'. Si /• et r' représentent maintenant les dislances du centre instantané de rotation aux centres de courbure d'une courbe et de son enveloppe, l'équation du §1V, 3 s'appliquera aussi à ces points, et l'on aura
où a désigne l'angle que fait la ligne de jonction de A etx\.' avec la normale aux courbes polaires; les signes de /• et de /' sont définis de la même façon qu'au § IV. Si p et p' désignent les rayons de courbure des courbes polaires pour le centre instantané de rotation, on a
i : COS a h — := — •
/• /•'/ p p' ko
Cette relation est appelée, du nom de celui i^ui l'a donnée j)Our la première fois, équation de Savary (*).
(') CeLLe équation fui établie par Euler : Supplemetitum de figura
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3. Faisons mainlenaiii l'hypothèse particulière que la courhe k est une droile. Son centre de courbure est à l'infini; par conséquent le centre de courbure de son enveloppe est sur le cercle des inflexions w' de o-', et le fait analogue a lieu pour le mouvement inverse. Donc :
Les centres de courbure des enveloppes de toutes les droites d'un système plan sont à chaque instant sur le cercle des inflexions de Vautre système.
Inversement, si k est une courbe du système a dont le centre de courbure est sur le cercle des inflexions de u, le centre de courbure de son enveloppe est rejeté à l'infini, l'enveloppe possède un point d'inflexion. 11 suit de là que :
Si le centre de courbure d'une courbe appartenant à un système plan est sur le cercle des inflexions, l'enveloppe de cette courbe a un point d'inflexion au point de contact instantané.
\. Pour appliquer les Ibéorèmes précédents à quelques exemples, nous traiterons d'abord quelques cas dans lesquels les courbes polaires sont immédiatement données.
{a) Mouvement cycloïdal. — Lorsqu'un cercle k roule sur une droite g, chacun de ses points décrit une cycloïde ordinaire. Le point de contact instantané du cercle et de la droite est à ce moment le centre de rotation. OA est donc la normale à la cycloïde. Si p est le rayon du cercle, on a, d'après
l'équation précédente, -, =7 , c'est-à-dire que le diamètre du
cercle des inflexions est égal au rayon de la roulette. Mais ceci entraîne la connaissance du rayon de courbure de la cycloïde décrite par A, et il en est de même pour les courbes cycloidales plus générales qui sont décrites par les points du plan du cercle mobile.
{b) Les épi- et les liypocycloïdes. — Le mouvement est déterminé par le roulement de deux cercles l'un sur l'autre.
dentium rotarum {Novi comment. Petr., t. XI, p. 207; 1765). Savary la donna à son cours de l'École Polytechnique ( V^oir Chasles, Journal de Liouville, r* série, t. X, p. 20^).
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Le point de contact des deux cercles est encore le centre instantané de rotation. Comme les centres des deux cercles sont les centres de courbure des courbes polaires, nous pourrons donc construire sur la normale aux courbes polaires le point correspondant du cercle des inflexions. Ainsi le diamètre de ce cercle est connu, et le centre de courbure de la trajectoire de tout point du plan pourra être construit.
(c) Les podalres. — Si k' est une courbe quelconque, A' un point fixe dans son plan, et que de ce point on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe, les i)ie(ls des perpendiculaires constitueront la podaire. On peut encore la définir comme le lieu du sommet d'un angle droit dont un des côtés a passe constamment par un point fixe A', pendant que l'autre b reste tangent à une courbe fixe. Soit B le point instantané de contact de b et A'; la perpendiculaire élevée en B sur b et celle élevée en A' sur a se coupent au centre instantané de rotation 0. Donc SO est la normale à la podaire. Nous connaissons déjà les points 0 et A' du cercle des inflexions du mouvement inverse; ce cercle contient aussi le centre de courbure de la courbe donnée k' . Si donc on connaît le rayon de courbure de k\ on pourra construire le cercle des inflexions et, par suite, aussi le rayon de courbure de la podaire.
0. Un dernier exemple. Supposons qu'un système plan <t se déplace de telle façon qu'une de ses droites,^ jouisse de la propriété de rester tangente à la trajectoire d'un de ses points A. La perpendiculaire /, élevée en A sur ^, est également une droite fixe de a. Elle est toujours normale à la trajectoire de A et, par conséquent, passe par le centre instantané de rotation. A chaque instant, un des points de / devient donc centre instantané, c'est-à-dire que dans a le lieu de ces points est /, qui est donc la courbe polaire de a.
Le point A décrit une développante de la courbe polaire du système a-'. Celte développante est en même temps l'enveloppe de g. La droite g enveloppe, par suite, la courbe que décrit son point de contact. Donc :
Si un système rj se déplace de telle façon que l'une des droites du système enveloppe la même courbe que celle que
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décrit son point de contact, la normale l à la courbe est l courbe polaire de œ et sa développée est la courbe polaire
de g' .
On peut, dans ce cas, déterminer immédiatement les cercles des inflexions de a et de a'. Il suit, en effet, de l'équation de Savary, qu'ils ont pour diamètre le rayon de courbure de la développée.
6. Dans l'équation de Savary, que l'on a établie plus haul, les rayons de courbure p et p' sont définis de telle façon que chacun d'eux doit être considéré comme positif quand il est, par rapport à la tangente à la courbe polaire, du même côté que le cercle des inflexions de son système.
S'il arrive que p et p' soient du même côté de cette tangente
et que p soit égal à p', l'expression --h— est nulle, et /ïq,
c'est-à-dire le diamètre du cercle des inflexions, est infiniment grand. Dans ce cas, le cercle des inflexions se réduit à la tangente à la courbe polaire.
Cette conclusion, tirée de l'équation de Savary, est liée à une condition. Nous la trouverons de la manière suivante :
Imaginons d'abord que les rayons de courbure p et p' soient toujours tournés de côtés différents, les courbes polaires se toucheront extérieurement et rouleront extérieurement l'une sur l'autre. Mais si p et p' sont dirigés du même côté, les courbes € et C se toucheront intérieurement et il y aura un roulement intérieur.
Pour fixer les idées, admettons que, à un instant quelconque, p soit plus petit que p', et considérons a comme système mobile et g' comme système fixe; alors la courbe C roulera momentanément dans l'intérieur de C. Mais, si les deux rayons de courbure deviennent peu à peu égaux entre eux, le diamètre du cercle des inflexions croîtra toujours et finira par devenir infiniment grand.
Si, après que p et p' seront devenus égaux, p devient plus grand que p', la courbe C sera à l'intérieur de €, qui alors entourera C, et nous nous rendons compte que, dans le moment 011 p et p' deviennent égaux entre eux, un changement de sens a lieu dans la rotation du système a. Dans cet instant,
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abstraction faite du centre instantané, tout point A du système et, par conséquent aussi, tout point de la tangente à la courbe polaire passera par un point de rebroussement, et aucun point ne passera à ce moment par un point d'inflexion. Cela a lieu aussi bien pour le mouvement direct que pour le mouvement indirect. Nous arrivons ainsi au résultat suivant :
Si, à un moment quelconque du déplacement^ les courbes polaires se touchent intérieurement, et que la différence de leurs rayons de courbure change en même temps de signe, tous les points des deux systèmes passeront par des points de rebroussement de leurs trajectoires.
Inversement, on voit que les courbes polaires devront jouir de la propriété énoncée ci-dessus pour qu'à un instant donné tous les points du système passent par un point de rebroussement de leurs trajectoires, à l'exception du centre instantané. Sij par exemple, un cercle roule sur une section conique et que le diamètre du cercle soit compris entre les deux axes de l'ellipse, cela arrivera aux points où le cercle est osculateur à la conique (^).
(^) Voir Mehmke , Ueher die Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene {Schlomilch's Zeitschrift f. Math., Not. 35, p. i et 65). Mehmke y étudie l'influence exercée sur la courbure des trajectoires par l'ordre du contact des courbes polaires et les singularités que présentent ces courbes en leur point de contact.
I. — L'axe de rotation et les cônes polaires
1. Imaginons qu'un corps se déplace autour d'un point fixe. On désignera par S' l'espace immobile dans lequel il se meut. Nous supposons que le corps S soit illimité dans toutes les directions. Chacun de ses points décrit dans le mouvement une courbe sphérique, et il est évident que toutes les courbes qui sont décrites par les différents points d'une droite passant par 0 ont les mêmes propriétés géométriques.
Il suffit donc de considérer le corps mobile S comme une gerbe et d'étudier le mouvement d'une gerbe autour de son centre. Dans la Géométrie synthétique, chaque gerbe apparaît en général comme Tensemble de ses rayons et de ses plans. 11 est important pourtant de remarquer que, étant donnée la nature de notre sujet, on devra également considérer sur chaque rayon de la gerbe l'ensemble de ses points.
De même que dans le § I du Chapitre précédent, nous désignerons les points, rayons et plans de S par des lettres sans indices lorsqu'il s'agira de définir des éléments déterminés de la gerbe S, sans qu'il soit question de leur position dans l'espace S'. Au contraire, les différentes positions qu'un point A, un rayon « ou un plan s de S occuperont successivement seront désignées par Ao, Ai, A2, . . . , <^oi <^i> <^2? • • • ? £0» Sd £2» • • • et So, Si, Sa seront les positions correspondantes de S dans S'.
Tous les points de la gerbe qui sont sur une sphère décrite de 0 comme centre se déplacent sur cette surface sphérique. Le mouvement du corps lui-même est déterminé par celui de cette sphère. C'est pourquoi on a coutume de traiter du mouvement d'un corps autour d'un point fixe en étudiant le mou-
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vement d'un système sphérique sur sa propre sphère. Nous préférons, au coniraire, considérer le mouvement comme étant celui d'une gerbe autour de son centre.
2. Soient donc S et Si deux positions quelconques de la gerbe mobile, et a^, b^,, a^, b^ les positions correspondantes de deux rayons <2 et ^. Les deux rayons «o»^i sont porteurs de deux ponctuelles congruentes; les rayons forment deux couples d'angles opposés par le sommet. Nous conviendrons d'entendre toujours par angle [a^a^) celui des deux angles dont il faut faire tourner Gq pour que, a^^ tombant sur «,, les deux ponctuelles congruentes coïncident point par point.
Traçons les bissectrices a^' et è^" des angles ainsi définis (<7oai), (bobi) et par «(," menons le plan a^ perpendiculaire sur (^0^1 )» pai" ^o" ^^ P''''^ Po perpendiculaire sfir {b^b^). Les deux plans, que l'on désignera sous le nom de plans normaux des rayons a et b, se coupent suivant une droite a^ passant par le point fixe 0, et il est facile de \oir que, par une rotation autour de ^, «0 et ^0 arrivent en même temps à coïncider avec <7i et ^1, et cela de façon que la coïncidence se fasse point par point sur chaque rayon.
Par suite de cette rotation, chaque rayon Cq viendra donc aussi coïncider point par point avec le rayon c, (^). Donc :
Tout déplacement d'un corps dont un des points, 0, reste fixe, peut être ramené à une rotation autour d'un axe fixe passant par 0. Les plans normaux de tous les rayons du. corps se coupent suivant cet axe ('^ ).
L'axe fixe s'appelle axe de rotation. Si, dans les deux gerbes congruentes et concentriques, nous considérons encore l'en-
(') C'est ce qu'on démontrera de la même façon que pour le théorème analogue du Chap. I, § I, 2, se rapportant aux systèmes plans.
(") Ce théorème a été donné par Euler dans les : Formules générales pro translatione quacunque corporum rigidorum {Novi Comm. Acad. , t. XX, p, 202 ; i-j-f) ).
Il ne fut trouvé que vingt-cinq ans après le théorème correspondant pour un déplacement infiniment petit. Celui-ci fut découvert déjà en 17^9 par d'Alembert {Recherches sur la précession des équinoxes, p. 83 ; Paris, 1749), et bientôt après par Euler lui-même {Découverte d'un nouveau principe de Mécanique {Mémoires de l'Académie de Berlin, p. iS5; 1750)].
semble de tous les points situés sur les rayons, c'est-à-dire si nous les considérons comme deux espaces congruents qui ont en commun le point 0 comme élément uni, l'axe de rotation sera la droite commune aux deux espaces, et telle que chaque point de cette droite se corresponde à lui-même. De plus, le plan | perpendiculaire sur x se correspond également à lui-même.
3. Si Cq et Cl sont deux rayons correspondants quelconques de Sq et S, et si c% est la droite d'intersection des plans ^ et [coCj], cj et c'q sont perpendiculaires l'une à l'autre ; car cj est perpendiculaire sur^, et cj" est la projection de x sur [coCt]. Donc, pour chaque rayon cdu faisceau S, Co, cl\ c^^c^ forment un faisceau harmonique. Soient £o et Sj deux plans correspondants de So et Si. Désignons leur ligne d'intersection par 6o en tant que rayon de £o, et par a^ en tant que rayon de £i. A b^ et«i correspondront respectivement, dans S, et So, les rayons èi et «0- Les droites correspondantes a^" et b'^ sont également deux rayons homologues de £o et £i. On les appellera Ao et Ai; £„' est le plan passant par h^ et h^. Les angles que e^" fait avec £o et Ej sont égaux entre eux. Si donc h"^ est la bissectrice de l'angle {h^h^), h'^ est la projection de x sur £j", c'està-dire que le plan [^/?o'] est perpendiculaire sur £'^\
Les deux faisceaux égaux de rayons situés dans £o et £i engendrent un cône A- de deuxième classe qui a pour plans tangents £o, £i, £j" et le plan double ^. Deux des plans tangents à ce cône sont coupés par tous les autres suivant des faisceaux projectifs de rayons.
Mais, comme ao><^oS<^i><^o sont quatre rayons harmoniques, £oj£o">Si et I coupent le plan [ao<^i] suivant un faisceau harmonique, et la même chose aura lieu pour tout autre plan[coCi] du cône. Comme Co,Co",Ci,c^ sont aussi des rayons en situation harmonique, il s'ensuit que £j^ coupe le plan [coCi] suivant Cq\ c'est-à-dire que toutes les droites c'^ qui correspondent aux différents rayons du faisceau situé dans £ se trouvent dans £"\ Donc :
Si £ est un plan quelconque de la gerbe S, et que a soit un rayon quelconque dans ce plan, les bissectrices aj* des angles a^ax) sont toutes dans un seul et même plan t'l^\
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On appellera ce plan le plan médian de s.
Donc, non seulement il correspond à chaque rayon a^ de So un rayon déterminé aj", mais à tous les rayons a^ d'un plan £o correspondent les rayons a^^'- d'un plan s'". Les rayons a'^ forment donc une gerbe en coUinéation avec So et Si, et il suit de là que :
Les gerbes formées par les bissectrices a'^ et les gerbes So et Si sont des gerbes en coUinéation qui ont comme éléments unis l'axe de rotation x et le plan \ qui lui est perpendiculaire.
k. On peut considérer tout plan tangent au cône k^ comme étant déterminé par les droites c'" et cj perpendiculaires l'une sur l'autre. Mais cj' est toujours situé dans s^", et c^ dans ^. Donc le cône k"^ peut également être engendré en déplaçant l'angle droit (cJ^Cq) de telle manière que son sommet reste invariablement en 0, pendant que l'un de ses côtés tourne autour de 0 dans le plan Ç, et que la rotation de l'autre se fait dans le plan sj'. Alors le plan de cet angle enveloppe le cône k^.
Soit e le rayon de la gerbe S qui est perpendiculaire à e; les deux faisceaux congruents dont les axes sont Cq et e^ engendreront un cône K^ du second ordre. Si 70 et yi sont les plans de ces faisceaux qui sont perpendiculaires sur Cq et Ci la ligne d'intersection (yo yi) est perpendiculaire au plan [cq Cl], c'est-à-dire que K^ est le cône supplémentaire de k^. Mais Co, c^% Cl, Co sont quatre rayons harmoniques, et c'" et c^ sont les bissectrices des angles que font entre elles Co et Ci. Il s'ensuit immédiatement que yo, yi et les plans y,„ et y^ qui sont perpendiculaires sur c^^etc^ se coupent tous suivant la génératrice (yoyi), qu'ils forment un faisceau de plans en situation harmonique, et que y,„ et y^ bissectent les angles dièdres formés par y^ et y,. De plus, la droite c-^ est toujours dans le plan 5 et c[," toujours dans e^. Donc y^ passe par x et y,„ par la droite m perperdiculaire à £q\ Le cône K^ contient donc ^ et m et peut aussi être engendré au moyen des deux plans yx et y„i qui tournent autour de x et de m, en restant toujours perpendiculaires l'un sur l'autre.
C'est pourquoi ce cône sera désigné sous le nom de cône
orthogonal {^). Les faisceaux qu'engendrent les plans yx^^y,n sont projectifs. Soit a un plan quelconque perpendiculaire à œ. Il coupe les deux faisceaux de plans suivant des faisceaux de rayons. Mais le rayon (ay,„) est l'intersection de deux plans perpendiculaires ày^; donc il est perpendiculaire sur y^» et, par conséquent aussi, sur la droite (a^y), suivant laquelle y^ est coupé par a. Deux rayons correspondants de deux faisceaux sont donc perpendiculaires l'un sur l'autre; ils engendrent un cercle, et la ligne de jonction des points {aœ) et {am) est un diamètre du cercle. La même chose a lieu pour les plans perpendiculaires à m.
Observons encore que deux cônes réciproques sont tellement situés l'un par rapporta l'autre que les lignes focales de l'un sont perpendiculaires aux plans cycliques de l'autre; nous obtiendrons finalement le résultat suivant :
Les plans qui passent par les rayons correspondants Cq et Cy de deux faisceaux de rayons s^et £, enveloppent un cône qui a pour lignes focales l'axe de rotation x et la perpendiculaire élevée en 0 sur s^". Chacune de ces droites est perpendiculaire à un plan tangent du cône, x à\et m à e^".
Les droites suivant lesquelles se coupent les plans correspondants de deux faisceaux e^ et Cy de So et Si engendrent un cône orthogonal. Si e^ et e, sont les axes des deux faisceaux, et que s soit le plan de la gerbe S qui est perpendiculaire à e, I et £^ sont les plans cycliques de ce cône.
Soient g et h deux génératrices du cône K^ qui sont symétriquement placées par rapport au plan diamétral [x m]. Krésultera de l'intersection des faisceaux projectifs
g l^e^x e^m^^, h[eQX Cyin].
Mais on a démontré plus haut que
Mco g x) =: /\ {x g ei) =z ^ A {Co g Cl) , A {coh x)= A {xhei)=: \ Ai^o^iey).
(') Cette dénomination est due à Schrôter : Ueber ein Hyperholoid basonderer Art {Jour.fur reine und angew. Math., t.LXXXV, p. 4i et 79). Turazza découvrit que les cônes qui se présentent ici sont orthogonaux {Memorie del Reale Jnst. Veneto, t. XV, p. 474)-
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De plus
A (eo^^i) — A {ejiey).
Donc aussi
A (^0^-^) = ''^ {eJi^) ol A (^^^i)— A {xhe,).
Trois plans de l'un des faisceaux font donc entre eux les mêmes angles que les plans correspondants de l'autre faisceau; donc les deux faisceaux sont congruents, et il suit de là que :
Deux rayons qui font le même angle avec l'axe de rotation peuvent servir à engendrer le cône orthogonal K^ au moyen de deux faisceaux de plans congruents.
11 en résulte pour le cône supplémentaire :
Deux plans de A^, qui font le même angle avec l'axe de rotation j sont coupés par l'ensemble des plans tangents suivant deux faisceaux congruents de droites.
5. Les résultats obtenus plus haut sont indépendants de la grandeur du déplacement que subit la gerbe S. Ils subsistent donc lorsque les positions So et Sj se rapprochent indéfiniment.
Nous pourrons les appliquer à' deux positions infiniment voisines d'un corps qui exécute un déplacement quelconque autour d'un point fixe. Alors les plans [a^ a^'] deviennent les plans tangents aux surfaces coniques engendrées par les rayons du corps, et les plans «^ deviendront les plans normaux.
Donc :
Lorsqu'un solide se déplace autour d' un point fixe, il exécute à chaque instant une rotation infiniment petite autour d'un axe passant par le point fixe. Cet axe s'appelle /'axe instantané de rotation. Les plans normaux aux cônes décrits par les rayons du corps passent par cet axe.
Et encore :
Les plans tangents à toutes les surfaces coniques que décrivent les rayons d'un plan s enveloppent à chaque instant un
cone de second ordre qui est tangent à e et au plan ^ perpendiculaire à l'axe de rotation. Le cône est supplémentaire d'un cône orthogonal et a pour lignes focales l'axe de rotation et la normale à s.
Chaque plan de la gerbe enveloppe un cône au cours du mouvement. Chacune des génératrices est la droite d'intersection de deux positions infiniment voisines de s. Pour obtenir les propriétés de ces surfaces, nous ferons se rapprocher indéfiniment So et Si. A la limite, e^ se confondra avec £o et h^ deviendra génératrice de contact de £ avec la surface conique. Comme pour tout déplacement de la gerbe S, £^ est perpendiculaire sur le plan [^/îJ']; la projection de x sur £ est à chaque instant la droite suivant laquelle £ touche son enveloppe. Le plan normal à la surface conique passe donc toujours par l'axe de rotation.
6. Soit K une surface conique quelconque de la gerbe mobile, le même théorème aura lieu pour l'enveloppe de K. Si, en effet, Ko, K,, KJ'^ sont les surfaces coniques correspondantes de So, Si, So% nous ferons passer par l'axe de rotation un plan 71^ normal à KJ" le long de bl\ Construisons alors le plan pj* qui touche K"' suivant b"^^ et déterminons les droites et les plans correspondants dans So et Si. Le plan So touche le cône Ko le long de 6o, de même Si touchera Ki le long de b^; b^ et èi sont les droites d'intersection de S"^ avec So et Si. Comme b"'' est la projection de l'axe de rotation sur SJ', b^ et bi sont ses projections sur So et Si. Donc, les plans homologues de 7ï^ sont TTo et TTi, plans normaux aux cônes Ko et Ki suivant bo et bi.
Si nous passons à la limite, Sy^ deviendra le plan tangent à l'enveloppe de K, et il s'ensuit que le plan normal à l'enveloppe de K passe à chaque instant par l'axe de rotation.
Donc :
Lorsqu'un corps se meut autour d'un point fixe, les plans normaux aux enveloppes de tous les plans et de tous les cônes de ce corps le long des génératrices de contact passent par l'axe instantané de rotation.
En particulier, il suit encore que :
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Si g est V axe d' un faisceau quelconque de plans de S, l'ensemble des Trayons suivant lesquels ces plans touchent leurs enveloppes forme à chaque instant un cône orthogonal dont les plans cycliques sont perpendiculaires sur g et sur l'aœe instantané de rotation.
Pendant le mouvement continu de la gerbe S, l'axe instantané de rotation changera à chaque instant aussi bien dans S que dans l'espace fixe S'. L'ensemble des axes forme, dans S comme dans S', une surface conique. Pour reconnaître la manière dont ces surfaces se comportent l'une vis-à-vis de l'autre, nous n'avons qu'à reprendre, dans la géométrie de la gerbe, les recherches qui ont été faites au § II du Chapitre I pour la géométrie du plan. Nous reconnaîtrons alors que la surface conique V de la gerbe S roule sur la surface conique r' de l'espace invariable, c'est-à-dire que :
Tout mouvement d'un corps autour d'un point fixe a lieu de telle façon quun cône appartenant au corps mobile roule sur un cône de l'espace fixe.
Nous appellerons ces cônes cônes des axes ou cônes polaires (^).
7. Imaginons un observateur qui soit invariablement lié à la gerbe S; pour lui l'espace S' se déplacera dans la gerbe S. Ce déplacement sera encore qualifié ô'inversion du premier mouvement.
Les notations seront choisies en tout semblables à celles du Chapitre I. Nous considérerons maintenant l'espace S' comme formant également une gerbe; nous désignerons ses rayons et ses plans par a' et s' lorsque leur position vis-à-vis de S ne sera pas en question, elparaj,, a\, a'.2,. . ., Sq, £'i» £'2'- • • leurs positions successives. Les droites et les plans dérivés seront a'^' , a]^, Ef, ....
Les théorèmes concernant les rapports des deux mouvements trouvés au Chapitre précédent se présenteront encore ici sous une forme analogue. En premier lieu, on voit que le
(') Les cônes polaires ont été découverts par Poinsot {Journal de Liouville, t. XVI, p. 26).
6o CHAPITRK II.
mouvement inverse est caractérisé par le roulement du cône polaire F de S' sur le cône polaire T de S. De plus, chaque rayon b' de S' décrit une surface conique située dans S. Soient encore So et Sj deux positions de la gerbe S par rapport à S', par suite SJ, et S'^ les positions correspondantes de la gerbe S' par rapport à S. Nous construirons le plan normal a"^ d'un rayon quelconqueaodeSiCtnous considérerons un rayon quelconque ^J, de ce plan. On peut montrer que le plan normal (3^' de èj, passe par a^. En effet, les angles que b'^ fait avec Œq et a^ sont égaux; il faut donc que, dans le mouvement inverse, a© fasse avec b'^^ et b\ des angles égaux, car cette propriété est indépendante de l'immobilité de S ou de S'. Donc :
Si le plan no/mal du rayon a de S passe par le rayon b' de S', dans le ?nouvement inverse, le plan normal de b' passera par a.
De môme, pour un mouvement continu :
Si, à un instant quelconque, le plan normal à la surface conique décrite par a passe par le rayon b' de S', dans le mouvement inverse, le plan normal à la surface conique que décrit b' dans S passera par a.
Avec l'aide de ces théorèmes, nous démontrerons, exactement de la même manière qu'au précédent Chapitre, l'existence d'une relation quadratique entre S et S'.
II. — La correspondance quadratique
1. Soient Sq, Si, S2 trois positions arbitraires de la gerbe S. Désignons par a^, a^, a^ les positions correspondantes d'un rayon a de S; et de plus par a"'- et «;'" les bissectrices des angles {a^a^) et («i^s); par a^ et a\ les plans normaux correspondants. Les deux plans a\ et a\ se coupent suivant une droite a' qui est l'axe d'un cône de révolution passant par «0, <2,, «2. Considérons un plan quelconque £« de So; les plans normaux de ses rayons forment un faisceau de plans dont l'axe est œ'^^, et qui est en position perspective avec les rayons du plan médian. De même, les plans normaux ol\ forment un
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faisceau perspectif aux rayons a'" du plan médian s^ qui a pour
axe .^i-'j 2 •
Les deux faisceaux sont donc projectifs et engendrent un cône du second ordre qui passe par J7j,j et^jg. Mais il contient aussi l'axe de rotation ^20 commun aux gerbes S2 et So, car chaque rayon a est l'intersection des trois plans normaux qui bissectent les angles (a^ai), {a^a^), {a^a^), et sont perpendiculaires aux plans de ces angles. Comme a' est à la fois dans ol\ et «y, il résulte de l'avant-dernier théorème du précédent numéro que a est la droite d'intersection des plans normaux a^'eta"(' dans le mouvement inverse; c'est donc l'axe du cône de révolution qui contient «q, a\, a\. La significalion géométrique des rayons a et a' de S et S' qui se correspondent de cette façon est donc complètement récipro(|ue. Il s'ensuit qu'inversement, si les rayons a' de S' sont dans un plan z', les droites correspondantes a de S formeront un cône du second ordre qui passe par ^20» ^^oi, ^"12- Deux gerbes qui sont liées de cette façon l'une à l'autre sont dites en correspondance quadratique, et .r,,, ^20» ^01 o" -^U» •^20 -^oi sont les rayons principaux. 11 suit de là que :
Si à chaque rayon a de la gerbe S nous faisons correspondre le rayon a' de la gerbe S', suivant lequel se coupent les plans normaux a^ et a'(, a sera aussi l'intersection des plans normaux oC^^ et c(.[ pour le mouvement inverse. Les deux gerbes qui sont ainsi liées V une à l'autre sont en correspondance quadratique. Les rayons principaux de S' sont les trois axes de rotation du mouvement direct, et les rayons principaux de S sont les axes de rotation du mouvement inverse.
Les axes de rotation j^i,, ^20? -^oi ^^^ la gerbe S forment un trièdre, et de même ceux de S'. On démontrera d'une manière analogue à ce qui a été fait pour la Géométrie plane (Chap.I, § 11,2) que les deux Irièdres sont ûq^ figures symétriques. Supposons que les gerbes S et S' soient dans la position origine So et SJ,, alors ^01 et x'^^ coïncideront, ainsi que X 2oeit/. OA»
2. Continuons à supposer que S et S' soient dans la position origine, So et S'o- Soit ri un plan quelconque perpendiculaire
à ^01) il coupera les deux systèmes qui se correspondent quadratiquement suivant deux systèmes plans reliés de la même façon. Les points principaux seront X12, X20, Xoi, etX'^j, X20, Xoi,qui sont les points d'intersection de yi avec les lignes principales de la gerbe. Comme ri est perpendiculaire sur ^oi,les deux triangles formés par les points principaux sont des figures symétriques. Donc les systèmes plans superposés sont complètement identiques avec les systèmes plans correspondants 0- et a' que nous avons étudiés au Chapitre précédent. Il nous est donc permis de transporter au cas présent les résultats obtenus. Les systèmes plans, intersections de -n avec S et S^ seront aussi désignés par a et a', et nous pourrons appliquer à ces systèmes tous les résultats trouvés en Géométrie plane (^).
Nous avons ainsi résolu en principe les problèmes qui se rattachent à la correspondance quadratique de S et de S'. Il nous suffira de déduire, des propriétés connues des systèmes a et 0-', les propriétés correspondantes des gerbes S et S'.
A la droite de l'infini de l'un des systèmes plans, correspond dans l'autre le cercle circonscrit au triangle des points principaux. Mais la droite de l'infini de chacun des deux systèmes est l'intersection des plans ^01 et y], '^qi^=zI'^^ étant le plan normal perpendiculaire à ccqi^=j^'qi. Il s'ensuit qu'au plan ^01 correspond, dans chaque gerbe, un cône qui passe par l'axe de rotation, et qui est coupé suivant des cercles par les plans perpendiculaires sur j?oi- Ce cône est donc orthogonal, et il est visible qu'il est complètement déterminé par les trois rayons principaux. Nous désignerons le cône de S qui correspond au plan ^^^ par W012 et celui de S' qui correspond au plan ^01 pai' W012; ^^ ^ démontré que les deux cercles des inflexions situés dans o- et <j' ont même diamètre, donc les angles d'ouverture de W^ia et W^ig sont égaux entre eux.
(*) Aronhold, dans les conférences de Géométrie cinénnatique qu'il fit au Polytechnicum de Berlin, montra le premier comment on peut ramener à des constructions planes celles qui se présentent par la gerbe. Sa méthode a été exposée par Buka. Elle contient déjà les principes de la représentation donnée dans le texte [Voir Buka, Das sjthàrische Kurbelgetriebe (^Inaugural Dissertation, Gottingen, 1876)].
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3. Si les positions So, Si, Sg se rapprochent indéfiniment, nous obtiendrons des théorèmes applicables à chaque instant au mouvement d'un corps autour d'un point fixe. Alors a' devient l'axe de courbure de chaque point de a. Nous désignerons cette droite sous le nom à'aœe de courbure du rayon a. Dans ce sens a sera aussi l'axe de courbure de a' pour le mouvement inverse, et l'on a ce théorème :
Si un corps se meut autour d'un point fixe, et si a' est l'axe de courbure du rayon a, a sera de même axe de courbure de a' pour le mouvement inverse. Si nous faisons correspondre ces rayons l'un à l'autre, les gerbes de rayons gui se correspondent ainsi sont en correspondance quadratique. Les rayons principaux se confondent avec l'axe instantané de rotation, et les plans principaux avec le plan tangent commun aux cônes polaires.
Les cône^ orthogonaux W012 et W^ j ^ deviendront à la limite deux cônes également orthogonaux W et W qui louchent le plan tangent commun aux cônes polaires T et F', le long de l'axe instantané de rotation. Imaginons que le plan normal à r et F mené par x coupe le cône W en u et W en v' ; x et V seront les deux rayons de W sur lesquels les plans de sections circulaires sont perpendiculaires, et x' et v' les rayons analogues du cône W. Chaque rayon 5 de W est caractérisé par ce fait que son axe de courbure est perpendiculaire sur^, et la même chose a lieu pour les rayons ^' du cône W dans le mouvement inverse. Les rayons des deux cônes jouissent encore d'une autre propriété géométrique. Le plan (sx) est le plan normal du rayon s; de plus, chacun des rayons s est projeté de X et de u au moyen de deux plans perpendiculaires; donc le plan [su] est le plan tangent le long des. La même chose a lieu pour les rayons du cône W, et cela aussi bien pour le mouvement direct que pour le mouvement inverse. Donc :
Les plans tangents aux cônes trajectoires des rayons du cône orthogonal W passent tous par une même droite, savoir la droite u de ce cône. De même les plans tangents des rayons du cône orthogonal W passent tous par le rayon v' de ce
cone. Cela a lieu 'aussi bien dans le mouvement direct que dans le mouvement inverse.
Nous venons de faire voir qu'aux rayons de tout plan £ de S correspond, dans la gerbe S', un cône du second ordre qui contient les trois axes de rotation x\^, x'^^, x'^^ du mouvement inverse. Cela a lieu pour des positions quelconqu(îs So, S,, Sa de la gerbe S, donc aussi pour des positions infiniment voisines. Dans ce cas W sera osculateur le long de x au cône du second ordre dont il vient d'être fait mention, et la même chose a lieu pour W, par rapport au cône qui correspond aux rayons d'un plan z' de S'.
Donc :
Tous les cônes du second ordre de la gerbe S' qui correspondent aux plans s de la gerbe S sont osculateurs au cône orthogonal W le long de l'axe instantané de rotation; de même, le cône orthogonal W est osculateur à tous les cônes du second ordre de la gerbe S qui correspondent aux faisceaux plans de rayons de S'.
Les cônes W et W jouent, dans la correspondance quadratique des deux gerbes le même rôle que les cercles des inflexions dans la correspondance quadratique des plans
«7 et 0-'.
k. Nous avons démontré, au § VI du Chapitre précédent, que la signification géométrique des deux points correspondants A et A' des systèmes plans o- et o-', en relation quadratique, pouvait s'étendre aux enveloppes des courbes du système.
La même chose a lieu, comme on va le faire voir, pour le mouvement d'une gerbe de rayons autour d'un point fixe.
Soit, en effet, R un cône de révolution quelconque de la gerbe S; Rq, Ri, R2 ses positions dans Sy, S,, S2 et R'^, R"' les cônes correspondants des gerbes S'", Sf en collinéation avec S. En général, ce ne sont pas des cônes de révolution, mais cela n'est pas essentiel, comme le montre la suite de ces recherches.
Soit a l'axe du cône R, «o? <^'i> <^i ses positions dans Sq, Si, So
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et al\ a"'^ les droites correspondantes de S,'" et Sf . Les plans
sont des plans correspondants des gerbes Sq, Sy" et Si-
Soit b'^ l'une des droites suivant lesquelles tt'" coupe le cône RJ^, et, pour fixer les idées, admettons que b"'^ soit situé entre jr'^i et «'". Alors tto coupera le cône Ro suivant ^0, et TT, le cône Rj suivant ^i, et b^ sera également situé entre j?^, et a^; by entre x'^^ et a,. Enfin, soit (3"^ le plan tangent au cône R'" le long de b^^; les plans correspondants j3o et |3i seront des plans tangents aux cônes Ro et Rj. Construisons de la même façon les plans correspondants
des gerljes Sj, S'" et S2, et désignons par c'" le rayon silué entre a"y et x\.^ suivant lequel p'" coupe le cône R'". Alors Ri sera coupé par pi suivant c^ et R2 par p2 suivant c,.
Nous désignerons par y'" le plan tangent à R'/^ le long de c'"; yi touchera le cône Rj le long de c^ et 72 sera tangent à R2 le long de c-i.
Soit maintenant K un cône quelconque de la gerbe S, qui ne sera assujetti qu'à toucher le cône de révolution R, suivant les deux génératrices b et c. Concevons ensuite que la rotation autour de J7g, devienne infiniment petite; alors (3'" deviendra, comme on l'a démontré au paragraphe précédent, le plan tangent à l'enveloppe de K; b^' deviendra la génératrice de contact et ttJ" le plan normal à l'enveloppe suivant ce rayon. De même, si la rotation autour de x\.^ devient infiniment petite, œ\.^ sera l'axe instantané de rotation, yf le plan tangent, c'/' le rayon de contact et p'" le plan normal à l'enveloppe.
Admettons encore que œ'^^ et x\.y soient deux génératrices infiniment voisines du cône polaire, il s'ensuit immédiatement que le rayon d'intersection des deux plans normaux n'^ et p'" devient l'axe de courbure de l'enveloppe de Ki et R le cône de courbure de K suivant le rayon b\ c'est-à-dire que pour tout cône R qui a R comme cône de courbure, la droite qui est la position limite de l'intersection de tt'o" et p'/' sera l'axe de courbure de l'enveloppe correspondante.
Il nous faut encore montrer que cette droite est réellement l'axe de courbure de la surface engendrée par a, c'est-à-dire la droite a' de S'. Cela résulte de ce qui suit :
Soit «0^ le plan passant par aj* et perpendiculaire sur ttJ'. Il est facile de voir que ttq est perpendiculaire au plan correspondant ao de So, et tti perpendiculaire sur a,. Donc «o» «1, a^^ sont les projections de ^oi sur «o, a,, a"\ c'est-à-dire que Gq et a^ sont les droites d'intersection du plan a'" avecao et GCi. Le plan aj^ est donc identique avec le plan [a^ai]. Par conséquent, ttJ* est identique avec le plan normal a^ du rayon a qui correspond aux positions So et Sj. De même, p"* est identique avec le plan normal a] qui correspond à Si et S2, c'est-à-dire que la ligne d'intersection de n"'- et de p7^ est, en effet, en même temps ligne d'intersection de a^ et de (x\f et se confond à la limite avec a'.
Désignons l'enveloppe du cône K par K', et remarquons que, dans le mouvement inverse, K est l'enveloppe de K', nous arrivons au théorème général suivant :
Si K et K' sont deuœ surfaces coniques quelconques des deux faisceaux dont l'un enveloppe Vautre, leurs axes instantanés de courbure pour la génératrice de contact sont deux rayons correspondants a et a' dans la relation quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouvement.
La signification des cônes VV et W peut être étendue au moyen de ce théorème. Soient encore K et K' deux surfaces coniques de l'espèce considérée. Si l'axe de courbure de l'un des cônes de K, par exemple, est situé dans le plan ^, celui du cône K' sera sur la surface conique W de la gerbe S'; et si Taxe de courbure de K est sur le cône orthogonal W de la gerbe S', celui de K' sera dans le plan \.
III. — Relations métriques et exemples
1. Comme on l'a montré plus haut, les deux gerbes S et S' sont coupées par tout plan f\ perpendiculaire à l'axe instantané de rotation, suivant deux systèmes en correspondance quadratique. Les cercles des inflexions de ces deux systèmes
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sont les cercles d'inlerseclion de to avec les cônes orthogonaux W et W.
Donc, toute construction relative au mouvement d'une gerbe doit être considérée comme effectuée, si nous savons faire la construction correspondante dans le mouvement d'un système plan; car il nous suffit de la transporter du domaine de la géométrie du plan dans celui de la géométrie de la gerbe.
Qu'il nous soit permis de ne pas énoncer, dans le cas d'une gerbe de rayons, les constructions indiquées au § IV. Nous ne ferons qu'établir quelques-unes des relations précédemment obtenues sous la forme qui convient à la géométrie de la gerbe.
2. Si les rayons a de S sont dans un plan s, qui passe par l'axe instantané de rotation, les rayons correspondants a' seront aussi dans ce plan. Les rayons a et a' forment deux faisceaux projeclifs superposés de rayons qui ont en commun le rayon uni œ, axe de rotation. Si s et t' sont les rayons différents de ^, suivant lesquels W et W sont coupés par le plan £, nous poserons
/\{aœ)~l, N{a'œ) — 1\ h {s x)=: K {t' x) ~ ij.;
et dans ces relations on définira les angles À et V d'une manière analogue à ce qui a été fait pour les longueurs /■ et /•' dans le plan. Alors, du Chap. I, § IV, 3, on tire immédiatement la relation
COtX -h COt>/= COl/JL.
Désignons par a l'angle que fait le plan £ avec le plan normal commun aux cônes polaires, et appelons o l'angle sous lequel ce plan normal coupe les cônes orthogonaux, nous aurons
(cotA + cotX') cosa zir cotcp.
L'expression qui se trouve dans le premier membre de cette équation est donc une constante pour tous les couples de rayons correspondants. Les axes de courbure des deux cônes r et F pour la génératrice de contact forment un couple de
rayons correspondants, a et a! . Désignons par ^ et ^' les angles de ces axes avec x^ nous aurons
COtlL + COt-y m COlcp.
Dans les systèmes plans a et o-', à chaque cercle de l'un des systèmes qui touche la tangente aux courbes polaires au centre instantané de rotation, correspond un cercle analogue de l'autre système. Donc, à un cône orthogonal de l'une des gerbes qui touche le plan tangent aux cônes polaires le long de l'axe de rotalion, et tel que l'axe de rotation soit perpendiculaire à un plan de sections circulaires, correspond un cône orthogonal analogue dans l'autre gerbe. Cela nous donne une image nette de la distribution des rayons a et a' dans l'espace.
3. Appliquons les résultats précédents à quelques exemples. Le mouvement d'un corps autour d'un point fixe est déterminé aussitôt que l'on connaît à chaque instant la correspondance quadratique qui lie les deux gerbes S et S'.
Du Chapitre précédent nous concluons que pour cela la connaissance de deux couples de rayons correspondants est nécessaire et suffisante. Si nous obligeons deux rayons de l'une (les gerbes à parcourir deux surfaces coniques fixes, ou que, plus généralement, nous nous donnions deux couples de cônes K et K' dont l'un soit l'enveloppe de l'autre, les gerbes se déplaceront l'une par rapport à l'autre d'une façon bien déterminée.
k. Le mouvement de la gerbe S est déterminé par la condition que deux rayons a ç^ih restent dans deux plans fixes at! et (3'. Le plan mené par «, perpendiculairement à a', et le pian mené par h, perpendiculairement à |3', se coupent suivant l'axe instantané de rotation x. Comme a décrit le plan a'. Taxe de courbure a' est la droite perpendiculaire à a'; de même l'axe de courbure de h est la droite h' normale à (3'. On a déterminé ainsi deux couples de rayons correspondants des deux gerbes; par conséquent aussi leur correspondance quadratique, et celle des sections planes o- et ct'. Considérons le mouvement inverse. 11 est défini par la condition imposée ;i
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deux plans a' et (3' de la gerbe S' de tourner autour de deux rayons fixes a et ^ de S. En particulier, si l'angle de a' et (3' est droit (a' (3') engendrera un cône orthogonal dont les plans de sections circulaires sont perpendiculaires à a et à ^, car {cc'^') sera toujours la droite d'intersection de deux plans perpendiculaires l'un sur l'autre, qui tournent autour de deux droiles fixes a et b. De là résulte une construction simple du plan normal à un cône orthogonal. En effet, si c est une génératrice quelconque de ce cône, nous déterminerons les deux plans
{ca)=za' et {cb) — ^';
par a et b nous mènerons les plans normaux à a' et (3'. Ces plans se couperont suivant une droite a: par laquelle passe le plan normal au cône orthogonal pour le rayon c, c'est-;i-dire (jue [cjc] est le plan normal. Pour construire l'axe de courbure du cône orthogonal, nous transporterons à la gerbe de rayons la construclion indiquée au Chapitre précédent, § IV, 5. Désignons par (3 le plan [bb'], et par y le plan [cjc]. Construisons les plans [ab] et [a' b' \, et faisons passer un plan [hx] = f] par leur droite d'intersection hi et r. Maintenant, contruisons un plan x de telle façon que
déterminons le plan [ac], et par a/ et la droite suivant laquelle /. est coupé par [ac] menons un plan; celui-ci coupera y suivant l'axe de courbure c'.
5. Revenons au mouvement considéré en premier lieu. La surface conique enveloppe des plans [ab] est, dans le cas particulier où a et b sont à angle droit, le cône supplémentaire d'un cône orthogonal. Cela suit immédiatement de ce qu'on a vu dans ce Chapitre au § I, 4.
En effet, [ab] est le plan d'un angle droit qui se meut autour de son sommet de telle façon que l'un de ses côtés reste toujours dans le plan a', et l'autre dans le plan [3'.
Si donc A' est un cône quelconque dont le cône supplémentaire soit orthogonal et que £ soit un de ses plans tangents, on pourra construire comme il suit la génératrice de
conlacl : soient a! et j3' les plans qui sont perpendiculaires sur les lignes focales de A^^; déterminons les droites d'intersection (a's) = a et ((3'£)=: h\ menons par a un plan perpendiculaire à a'; par b un plan perpendiculaire à (3', et, par la droite d'intersection x de ces deux plans, menons un plan perpendiculaire à s, il coupera s suivant la génératrice de contact e.
On pourra aussi construire l'axe de courbure du cône A^ pour la génératrice e. Cela se fera de la même façon que pour le cône orthogonal. Car la droite a\ perpendiculaire à a', est encore le rayon correspondant à a, et de même è' perpendiculaire à (3' correspond à h. On doit considérer le plan s et le cône A- comme s'enveloppant l'un l'autre. Donc l'axe de courbure c' du cône est le rayon de S' qui correspond à la droite c perpendiculaire à s. On peut alors le construire comme on l'a déjà fait pour le cône orthogonal.
6. Supposons que la gerbe S se déplace de telle façon que le plan a passe toujours par un rayon a' de S', pendant qu'un rayon h de ce plan décrit le cône de révolution K'.
On sait immédiatement construire l'axe instantané de rotation. Il se trouve, d'un côté, dans le plan diamétral passant par 6, et comme, d'autre part, lors du mouvement inverse, a' reste toujours dans a, il est aussi dans un plan passant para' et normal à a.
De là il suit que le rayon correspondant à a' est le rayon a de S perpendiculaire à a. Le rayon correspondant à b est l'axe b' du cône de révolution. On a ainsi déterminé encore deux couples de rayons correspondants, et par suite la relation quadratique qui existe entre S et S'.
Dans le mouvement inverse, le rayon «' de S' parcourt le plan a, et le cône K' passe toujours par la droite b de la gerbe S. Mais comme, dans le mouvement direct, b décrit un cône de révolution dont b' est l'axe, dans le mouvement inverse b^ décrira un cône de révolution K dont l'axe est b. Le mouvement inverse peut donc aussi se définir en assujettissant le rayon a' à parcourir le plan a et le rayon b' à rester sur un cône de révolution.
En définissant le mouvement inverse de celte manière,
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nous reconnaissons facilement que le mouvement étudié plus haut n'est qu'un cas particulier de celui-ci. Car, si le cône de révolution dégénère en un plan, non seulement a' se déplacera dans un plan, mais b' en fera autant, c'est-à-dire que les deux rayons de S' se déplacent dans deux plans fixes de la
gerbe S.
IV. — Les cônes des inflexions
1. Nous avons montré que les cônes orthogonaux W et W jouent par rapport à la correspondance quadratique des deux gerbes S et S' le même rôle que les cercles des inflexions dans le plan; mais les cercles des inflexions ont une double signification cinématique. Ils forment en effet le lieu des points qui passent par un point d'inflexion de leur trajectoire, et cette propriété ne s'étend pas aux génératrices des cônes orthogonaux. Un rayon de S qui, à ce point de vue, sera analogue à un point du cercle des inflexions doit jouir de cette propriété que ses trois positions consécutives soient dans un même plan, c'est-à-dire que a et a' seront perpendiculaires l'un sur l'autre. Mais ceci n'a pas lieu, en général, pour les génératrices des cônes orthogonaux. Si, en effet, p est une génératrice du cône W, le plan déterminé par p et v' passe par l'axe de rotation x, et comme v' est dans le plan ^' normal à Xy v' ne peut être perpendiculaire qu'à œ. Il se pose maintenant ce problème : Existe-t-il des rayons de l'espèce considérée, et quel est le lieu de ces rayons?
2. Pour répondre à cette question, nous partirons encore de trois positions So, Si, Sachoisies arbitrairement pour la gerbe mobile S. Si s est un plan quelconque de Si, les faisceaux égaux de rayons situés dans So et e^ engendrent un cône de deuxième classe qui est celui que nous avons déjà considéré plus particulièrement au § I, k. De même, les faisceaux situés dans £1 et £2 engendreront un pareil cône. Les deux cônes n'auront en général que £1 comme plan tangent commun. Il existe donc encore trois plans tangents communs et différents l'un de l'autre; dans chacun d'eux se trouvent trois rayons correspondants «o, «1, a^. Le plan £ contient donc trois
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rayons de l'espèce considérée, et l'ensemble de ces rayons l'orme un cône du troisième ordre Kli^. Sur ce cône se trouvent aussi les trois axes de rotation .ri,, 0-=,^^ œ^i, car, pour chacun d'eux, deux positions coïncident.
Les plans a perpendiculaires aux génératrices de KJ,2 jouissent de cette propriété que a^, «i, ac^ se coupent suivant une seule et même droite. Il existe donc une infinité de plans de cette espèce, et leur ensemble constitue un cône de la troisième classe ÂJ,, qui est le cône supplémentaire de KJi,.
Si ^12, l-20f loi sont les plans perpendiculaires sur œ^^, œ.^y .roi, ces plans seront tangents à kl^^. Le plan ^01 est le plan uni commun aux deux gerbes S» et Si. Si la gerbe S tourne autour de œ^i, ^01 subit un déplacement dans son plan en tournant autour du point 0. Ce plan renferme donc deux rayons doubles : ceux qui joignent 0 aux points circulaires de l'infini (Chap. I, § III, 5). Désignons-les par Îqi ety'oi. Avec œ^^ ils forment les trois rayons unis des deux gerbes en collinéation.
Comme Îqi ety'oi doivent être considérés comme immobiles lors de la rotation effectuée autour de .Toi, chacun d'eux jouit de la propriété d'être dans le même plan pour trois positions consécutives, c'est-à-dire que «oi ^^Joi sont des génératrices du cône K^j^. La même chose a lieu pour les rayons analogues des plans ^12 et ^20» c'est-à-dire que les six droites imaginaires «12, 712, hoy j\o, 4i» y'oi sont sur le cône K^^,2.
Nous avons donc le théorème suivant ;
Si Sq, Si, S2 sont trois positions arbitraires de la gerbe S, celle-ci contient une infinité de rayons pour lesquels a^y «1, a-i sont situés dans un même plan. Ces rayons forment un cône du troisième ordre K^i 2 (J^ii contient les trois axes de rotation ^ et six droites imaginaires : /12, 712, 4o> ./20J hi^j'oi- ^^ même il existe une infinité de plans on appartenant à la gerbe S, pour lesquels «o, «1,^2 se coupent suivant une même droite. Ces plans enveloppent un cône de troisième classe kl^^ qui est le cône supplémentaire du cône K^ig*
Les cônes analogues existent dans la gerbe S' pour le mouvement inverse. Nous les désignerons par KJ^g et kl\^.
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La droite d'intersection des plans «o, aj, a-i est perpendiculaire au plan des droites a^, a^, a.2. Elle ne diffère donc pas (le la droite a' qui correspond à a dans la relation quadratique qui lie les deux gerbes.
Considérons maintenant le mouvement inverse. Comme on doit désigner par a' la droite d'intersection de «o, «i, a, considérée comme faisant partie de la gerbe S', nous pouvons dire que, pour les trois positions So, Sj, S,, le plan a passe toujours par a'. Dans le mouvement inverse, le rayon a' restera dans le plan a pour ses trois positions a'^, a\, a'^, c'està-dire que c'est un rayon du cône KJ^g- Donc la droite correspondant à une génératrice a du cône K^jg sera toujours sur le cône KJi,» c'est-à-dire que :
Les deux cônes K^j, et K^'12 se correspondent dans la relation quadratique qui lie les deux gerbes S et W .
Désignons par a' le plan des trois droites a^, «i, a^^ en tant ([ue plan de S'; le rayon a restera pour les trois positions Se, Si, S2 dans le même plan a' de S'. Dans le mouvement inverse, les plans aj,, a'j, a'^ se couperont suivant une même droite a de S. Donc a est un plan tangent au cône kl\^_.
4. Rapprochons indéfiniment les trois positions So, Si, S2, les génératrices a du cône K^^ 2 jouiront de la propriété de passer par des génératrices d'inflexion de leurs cônes trajectoires, et les plans a de AJ^^ seront caractérisés par ce fait qu'ils touchent leurs cônes enveloppes suivant des génératrices de rebroussement.
D'où il suit que :
Si un corps se déplace autour d' un point fixe, il existe à chaque instant une infinité de rayons qui coïncident avec des génératrices d' inflexion de leurs cônes trajectoires. Ces droites sont sur un cône du troisième ordre ^L^qui touche le plan tangent commun aux cônes polaires, suivant l'axe instantané de rotation. Il existe un cône analogue K^' dans la gerbe S' pour le mouvement inverse (^), Le cône supplémentaire k^ du
( ' ) Schell déjà mentionne brièvement le cône IC' ( Théorie cler Bewegung und der Kràfte, t. I, p. 497 ).
cone K^ Jouit de cette propriété que ses plans tangents passent par des génératrices de rehroussement de leurs enveloppes. La même chose a lieu pour le cône supplémentaire fâ' du cône K^' dans le mouvement inverse.
On désignera les cônes K^ et K^' sous le nom de cônes des inflexions, et les cônes k^ et k^' seront les cônes de rehroussement. Toute droite de S, qui se meut dans un plan, est située sur K% et tout plan qui passe toujours par une même droite est tangent à A^^
Comme à tout rayon a de K^ correspond, dans la relation quadratique qui caractérise l'instant considéré du mouvement, un rayon a' de S', nous pourrons encore énoncer le théorème suivant :
Le cône des inflexions K^' est le lieu des axes de courbure des génératrices de K^; de même, lors du mouvement inverse, le cône des inflexions K'* sera le lieu des axes de courbure des rayons de K^'.
Les cônes K^ et k^' ont aussi une certaine relation géométrique. Nous venons de faire voir que tout plan tangent a' de k^' contient les trois droites a^, «j, a^. De même toute droite a' de K^' est la droite d'intersection de trois plans «o, a,, «2*
En passant à la limite :
Les plans du cône k^' sont les plans tangents d' Inflexion des génératrices de K^ ; et les rayons de K^' sont les génératrices de rebroussement des cônes enveloppes des plans de k^\ des propositions analogues ont lieu pour le mouvement inverse.
Pour deux rayons correspondants a et a' des deux cônes des inflexions, on a la relation (§ 111, 2)
(cot A -1- col A') cos a = cotcp.
Dans le cas présent, a et a' sont perpendiculaires l'un sur
l'autre.
Donc :
(cotX -h tangX) cos a = tang9
sin 2 X = 2 cos a tang 9.
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Celte équation détermine pour chaque plan passant par l'axe instantané de rotation les deux rayons qu'il a en commun avec le cône des inflexions.
5. Considérons maintenant quatre positions données à volonté So, Si, S2, S3 de la gerbe S. Le cône des inflexions qui correspond aux positions Sq, S,, S2 du système sera encore K5,2 6t le cône des inflexions qui correspond aux positions Sj, S2, S3 et qui, par conséquent, contient tous les rayons a de S pour lesquels «j, a^, a^ sont dans un même plan , sera désigné par K1.23. Les deux cônes se couperont, en général, suivant neuf génératrices a, et chacune d'elles est caractérisée par ce fait que a^, a^, a,, ainsi que a,, «2» <^3 sont dans un même plan. Les quatre positions «o? <^i> <^2j ^3 sont donc, pour chacune de ces génératrices, dans un môme plan. Mais le cône K^ia contient les axes de rotation ^12, ^20» -^oi et le cône KJgs les axes ^23» -^su ^n» Les deux cônes ont donc en commun l'axe œ^^. Cet axe est une droite pour laquelle la seconde et la troisième position, c'est-à-dire celles qui correspondent aux gerbes S^ et S2, se confondent; elle ne jouira donc pas, en général, de la propriété d'être dans le même plan pour quatre positions consécutives. La même chose a lieu pour les deux droites imaginaires ii2,/i2 qui sont sur les deux cônes des inflexions; mais la proposition dont il vient d'être question subsiste pour les six autres génératrices d'intersection. Il suit de là que :
Si l'on prend arbitrairement quatre positions Sq, Si, S2, S3 de la gerbe, il existe, en général, six rayons a pour lesquels <7o, a,, «2» ^3 sont contenus dans un seul et même plan.
De même, il existe six plans a de la gerbe S, ayant la propriété de passer par une même droite pour les quatre positions «0) «1» «2? oL-i, Ce sont les plans perpendiculaires aux six droites.
Si les positions des gerbes se rapprochent indéfiniment, nous obtiendrons des propositions analogues se rapportant au mouvement continu d'un corps autour d'un point fixe. Nous voyons qu'il existe à chaque instant dans le corps six rayons pour lesquels quatre positions consécutives sont dans le même plan. On pourra, par analogie avec ce qui a été
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fait pour les trajectoires de points, les désigner par génératrices d'ondulation des surfaces coniques sur lesquelles elles se trouvent. Un quelconque des six plans, qui sont perpendiculaires sur ces rayons, jouit de la propriété de passer par une même droite pour quatre positions consécutives.
La même chose a lieu pour le mouvement inverse. Si, de plus, a' est l'un des six plans de S', ce sera un plan tangent à la surface trajectoire de l'un des six rayons, et, de même, chacun des six rayons a' est une des droites par lesquelles passe l'un des six plans dans ses quatre positions consécutives.
6. Chaque génératrice œ du cône polaire F passe par une génératrice de rebroussement de son cône trajectoire au moment oii elle devient axe instantané de rotation, et, en général, il n'y aura que les génératrices de la gerbe S, appartenant au cône polaire, qui jouiront de la propriété de décrire des surfaces trajectoires ayant des génératrices de rebroussement.
De même, il est visible que le plan \ perpendiculaire à x, dans le moment oii x est axe instantané de rotation, se trouve être un plan tangent d'inflexion du cône qu'il enveloppe, et, en général, en dehors des plans tangents au cône supplémentaire de r, il n'existe pas d'autre plan enveloppant une surface conique qui possède un plan tangent d'inflexion. Ici nous pourrions répéter le raisonnement fait au Chapitre précédent (§ V, 6) pour le mouvement plan.
Il nous suffira de transporter à la géométrie de la gerbe les résultats acquis. Appelons donc ^ et ^' les angles que les axes de courbure instantanés des cônes polaires forment avec l'axe de rotation, il s'ensuivra immédiatement que :
Si, à un instant quelconque, les axes de courbure des cônes polaires sont du même côté du plan tangent commun, et que la différence ( ip — ^') change en même temps de signe, tout rayon des deux gerbes est une génératrice de rebroussement de sa surface trajectoire, et chaque plan des deux gerbes est un plan tangent d' inflexion de la surface conifjue quil enveloppe.
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Enfin, nous pourrons encore énoncer le théorème suivant :
L'enveloppe de tous les cônes cV inflexion de la gerbe S se compose de deux parties dont la signification géométrique est bien distincte. L'une de ces parties est le cône polaire F, dont les rayons jouissent de la propriété de décrire des surfaces coniques à génératrices de rebroussement. Vautre est le lieu des rayons de la gerbe dont les surfaces trajectoires ont des gén ératrices d'on du la tio n .
Les théorèmes correspondants s'appliquent à l'enveloppe de tous les cônes de rebroussement.
V. — Les cônes des axes de courbure stationnaires
1. Soient encore So, Si, S2, S3 quatre positions arbitraires de la gerbe S. Soient «"% a"\ <2^" les bissectrices des angles (ao<2i), (<2j«2)> («i<^3)j et aj, a(, ai\ les plans normaux correspondants.
Si £ est un plan quelconque de S, les droites d'intersection des plans a'^, oC[ qui correspondent aux rayons a de s sont sur un cône du second ordre qui contient aussi les axes de rotation x\^y jt'^o, x\q. De même, les droites d'intersection des plans normaux aj, a.\ forment un cône du second ordre qui renferme x'^^^ x'.^^, x\.^. Les deux cônes ont en commun Taxe <Zj2. En général, ils se couperont donc encore suivant trois autres génératrices par chacune desquelles passent trois plans a^ ol' r/y
Le plan s renferme donc trois rayons a, tels que leurs plans normaux passent par une seule et même droite. L'ensemble de ces droites forme donc un cône du troisième ordre. On désignera cette surface par ÏIJ123, ou plus brièvement par H03. Pour chacun des rayons a de cette surface, a^^a^^a-^^a-^ sont sur un même cône de révolution.
Les mêmes conclusions subsistent quant au mouvement de la gerbe S' dans S. Le mouvement inverse comporte donc une surface conique HJ',23 ou HJ3, telle que, pour une quelconque de ses génératrices b' les trois plans normaux 3^» (3\'', jS'j passent par une seule et même droite, c'est-à-dire telle que ^é, b\^ b'.,, b'.^ soient sur un même cône de révolution.
La surface conique IIJ3 n'est autre chose que la surface formée par les axes de courbure des génératrices a de HJ3. En effet, on peut faire voir que l'axe de courbure a' de tout rayon a est sur HJg. Cela résulte, d'une part, du théorème donné au § I, 7 de ce Chapitre; d'autre part on peut le voir directement de la manière suivante : comme les droites «0, <^ij ^2> «3 sont sur un cône de révolution, l'axe de révolution de ce cône est la droite d'intersection de trois plans normaux aj, a(, a\. Cet axe est relié à a par la condition de former avec «0, <^i, City ctz des angles égaux. Cette propriété a lieu, que nous considérions le mouvement de S ou celui de S'.
Donc a'o, <2^, a'^, a'^ font avec a des angles égaux entre eux, c'est-à-dire que a est l'intersection des plans normaux a^', aX, a'^. Donc a' est sur H^^. De plus, dans le mouvement inverse, a est l'axe de courbure de la surface décrite par a' .
2. Les deux cônes HJg et H^g sont donc des surfaces correspondantes des gerbes S et S' qui sont liées par une relation quadratique. Chacun de ces cônes contient les génératrices principales de sa gerbe, c'est-à-dire les axes de rotation, car, pour chacun d'eux, deux des quatre positions considérées se confondent. Donc, les axes de rotation ^ria, ^2o> -^-oi sont sur HJ., et les axes du mouvement inverse -^i a» -^'20' ^'01 sont sur HJ3. Nous avions défini les génératrices a de H^g au moyen des trois faisceaux de plans normaux a^, a\, ai. Il esl évident que, pour chacune de ces génératrices, les plans qui correspondent aux angles (aoa^), (a^a^), {a^a^) passent par l'axe a' du cône de révolution envisagé. Ces cônes se comportent absolument de la même façon vis-à-vis des quatre positions So, Si, S2, S3, et trois quelconques des six groupes
peuvent être employés à leur génération. Donc, H^j contient les six axes de rotation ^oi> •3^02? ^^qz^ ^m ^m ■^23» Gt, de même, 11 0 3 lenierme oc^ i,>2?q25'^03''^i2'"^i3'*^23' Nous arrivons par suite au résultat suivant :
Si So, Si, S2, S3 sont quatre positions de la gerbe S, choisies à volonté, il existe dans cette gerbe une surface conique du
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troisième ordre HJ3 dont les génératrices a sont telles que ÛQ, «1, <22> <^3 sont les génératrices d'un même cône de révolution. Cette surface de révolution renferme les six axes de rotation qui correspondent à deux quelconques des quatre gerbes Sq, Sj, S,, S3. Les axes de révolution forment une surface conique \\\'^, située dans S', et qui passe par les six axes du mouvement inverse. Lors de l'inversion du mouvement, les deux cônes échangent leur signification.
Sur ces surfaces coniques se trouvent aussi (§IV ) les six génératrices communes à deux cônes des inflexions successifs.
3. Si les positions des gerbes se rapprochent indéfiniment, les surfaces coniques décrites par le rayon a jouissent de la propriété d'avoir des axes de courbure stationnaires. Tout point du rayon a décrit donc une courbe qui a un contact du troisième ordre avec son cercle osculateur. On démontrera comme au § V, 5 du Chapitre I que chacune des deux surfaces coniques possède une génératrice double qui est l'axe instantané.
Donnons cette fois Ténoncé du théorème en considérant, non pas le rayon a lui-même, mais ses différents points, MOUS aurons la proposition suivante :
Si un corps invariable se meut autour d'un point fixe, il existe dans ce corps, et à chaque instant; une surf ace conique du troisième ordre tP, dont tous les points sont caractérisés par ce fait que leurs trajectoires ont un contact du troisième ordre avec leur cercle osculateur. Les axes de courbure de ces trajectoires forment une surface conique H^' située dans S'. I^ors de l'inversion du mouvement, les deux surfaces coniques échangent leur signification. Chacune des deux surfaces contient l'axe instantané et touche suivant cette droite le cône polaire de son système.
k. Soient enfin Sq, Si, S2, S3, S4 cinq positions de la gerbe S choisies à volonté. Aux quatre positions Si, S,, S3, S4 correspond un cône HJ^ qui est le lieu géométrique des droites pour lesquelles «i, «,, «3, «4 sont sur un cône de révolution. Les cônes 11^3 et H?^ renferment tous les deux les axes de rota-
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tion ^23>-*^'3i) •3^12- l's se couperont donc encore, en général, suivant six autres génératrices, et, pour chacune d'elles, «0, ^ij cLiy «3»<^4 sont les génératrices d'un même cône de révolution. Cela n'aura pas lieu, en général, pour les axes ^23? -^ai» ^^12. Donc :
Si l'on prend arbitrairement cinq positions de la gerbe S, cette gerbe renfermera, en général, six rayons a tels que «o> «1, «2) ^3> <^4 soient sur un cône de révolution. Les axes de ces cônes sont les rayons analogues dans le mouvement inverse.
De même, lorsqu'un solide invariable tourne d'une manière quelconque autour d'un point fixe, il y aura, en général, six droites telles que leurs points aient un contact du cinquième ordre avec leurs cercles de courbure. Les axes de courbure sont les rayons analogues de S' lors du mouvement inverse.
5. Les recherches faites dans ce paragraphe peuvent être étendues aux surfaces coniques enveloppées par les plans de la gerbe.
Si, par exemple, a est un rayon de IIJ3, le plan perpendiculaire à a' est tel que ao, «i, a,, ^3 sont des plans tangents d'un seul et même cône de révolution. H existe donc un cône h\.^ de troisième classe, cône supplémentaire de HJ3 qui est le lieu géométrique des plans a de la gerbe S. Nous pourrons donc tirer de chacun des théorèmes démontrés plus haut un nouveau théorème, si nous retendons aux gerbes polaires des gerbes de rayons S et S'.
On voit donc encore ici que, dans le mouvement d'une gerbe, les rayons et les plans sont soumis à des lois semblables. Nous aurions ainsi pu présenter les considérations faite dans ce Chapitre d'une manière complètement dualistique, en considérant toujours les cônes supplémentaires liés aux gerbes S et S'. Les plans des deux systèmes polaires sont alors également en relation quadratique, et cela de telle façon que deux plans seront correspondants s'ils sont perpendiculaires sur deux rayons correspondants a et a' . Si l'on ne considère les deux systèmes polaires que comme des gerbes de plans, il existera pour eux aussi deux surfaces coniques y et y', supplémentaires de F et F, dont le mouvement relatif détermine le déplacement du système invariable, etc.
MOUVEMENT d'uN CORPS AUTOUR d'uN POINT FIXE. 8l
Lors du mouvement d'un solide invariable autour d'un point fixe, il existe donc une dualité complète entre les cônes décrits par les rayons, et ceux qu'enveloppent les plans du système. Cela n'avait pas lieu pour le mouvement d'un système plan dans son plan. Tandis que, par exemple, le cercle des inflexions, lieu des points pour lesquels trois positions Aq, Al, A2 sont en ligne droite, est une courbe du second ordre, les droites g, pour lesquelles g^, g^ g^ passent par un même point, forment un faisceau du piemier ordre.
La raison de cette différence réside, comme on le sait, dans la manière différente de déterminer la ponctuelle et le faisceau de rayons. Pour le faisceau de plans, au contraire, le mode de détermination est le même que pour le faisceau de rayons, et c'est à cela qu'il faut ramener la dualité qui se présente dans le déplacement d'un système invariable autour d'un point fixe.
I. — Le mouvement d'une droite
1. Un système invariable, que nous considérons comme illimité, se déplace d'une manière déterminée dans l'espace fixe 1'.
Sa position sera connue à chaque instant, si l'on donne celles de trois points qui déterminent un plan. Car si Aq, Bo, Co sont les positions de trois points A, B, C, un quatrième point D ne pourra prendre que des positions telles que : DoAo = DA; DoBo = DB; DoCo = DC, c'est-à-dire, telles que le tétraèdre AoBoCoDq soit égal au tétraèdre ABCD. Mais une pareille position est unique. Si donc nous savons que trois points non en ligne droite ont atteint les positions qui leur étaient assignées, nous pourrons en dire autant du système lui-même.
Nous nous servirons des mêmes notations que dans les deux Chapitres précédents. A, gy s, désigneront donc respectivement un point, une droite, un plan de 2, lorsque leur position dans l'espace 1' n'interviendra pas dans la question; au contraire, les différentes positions que prend 2 dans 1' seront encore désignées par ^o» ^1? . . . • De même Ao, A,, . . . désigneront les positions correspondantes du point A deD, etc.
2. Pendant le mouvement du système, chacun de ses points décrit une courbe qui sera sa trajectoire, chaque droite engendre une surface réglée, chaque plan enveloppe une surface développable, etc.
Pour étudier les propriétés géométriques de ces courbes et de ces surfaces, nous considérerons encore deyix positions
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arbitraires Iq p^ 2, du système. Quelle que soit la manière dont elles seront choisies, le plan de l'infini sera toujours un plan uni de lo et ^i- Mais nous excluons de prime abord le cas où les deux systèmes auraient en commun un point ou un plan situés à distance finie. Car, s'ils ont en commun un point à distance finie, on peut les considérer comme étant deux positions d'un système invariable qui tourne autour d'un point fixe; mais ce cas a été étudié au Chapitre précédent. Si les deux systèmes ont en commun un plan à distance finie, ils peuvent être ou congruents, ou symétriquement égaux. Dans le premier cas, nous avons fait voir au Chapitre I que les systèmes plans congruents auront toujours un point uni.'Si celui-ci n'est pas à l'infini, nous rentrons dans le cas précédent; si c'est, au contraire, un point à l'infini du plan, il suffira d'une simple translation pour faire passer le plan et, par conséquent, le système 1 de sa position initiale à sa position finale.
Si les deux plans correspondants Sq et £i sont symétriquement superposés, désignons par goy 1h\ gu ^i deux couples quelconques de droites correspondantes des deux plans. Alors la bissectrice de l'angle (gogi) est parallèle à celle de l'angle (/îo/ii); à une droite de Sq qui est parallèle à la bissectrice, correspondra, comme on le voit aisément, une droite de même direction. Les droites ainsi définies forment, dans £o et £i, deux faisceaux de rayons parallèles qui sont symétriquement superposés. Il existe donc forcément une droite située à distance finie qui se correspond à elle-même. Désignons-la •par ^0 = ^i-
Ces deux droites œ^ et ^i n'ont, comme point uni, que le point à l'infini, ou bien elles se correspondent point par point (*). Dans le premier cas, So se superpose à Sj après une rotation de i8o° autour de ^o» Ce cas rentre donc dans le Chapitre précédent. Dans le second cas, il faut ajoutera cette
(') Un seul point uni O, situé à distance finie, ne peut pas se présenter, car autrement, par une rotation de i8o° autour d'une droite perpendiculaire en O sur s, on pourrait faire coïncider point par point non seulement Xg avec x^, mais la perpendiculaire d^ à x^ qui passe par O coïnciderait aussi avec d^. Alors les plans e^ et s, seraient superposés point par point.
rotalion une translation parallèle à Xq- Nous reviendrons au § IV, 1, sur la signification cinématique de ce cas.
3. Soient maintenant Iq et 2, deux positions quelconques de 2 satisfaisant à la condition énoncée ; soienl g^ et ^i les positions correspondantes d'une droite^; Ao,Bo, ..., A,,Bi, ...les positions des points de ^. On désignera encore par A'", B'", ... les points milieux des cordes AqAi, BoBi. Soit de plus a'^ le plan perpendiculaire en A"^ sur la corde AqAi. On l'appellera plan normal correspondant au point A.
Les plans normaux a^ et (3^ des points A et B de ^ se coupent suivant une droite g^; sur cette droite prenons arbitrairement les points M et N. Comme ces points 'sont dans a^
on a
MAo=:MAi; NAo3=NAi,
et de même, les deux points étant situés dans p^,
MBo = MBi; NBorrzNBi.
Mais AoBo = AiBi, par suite les deux tétraèdres MNAqBo et MN AiBi sont égaux entre eux et peuvent, par une rotation autour de MN, être amenés en coïncidence.
Donc :
Tout déplacement d'une droite peut être obtenu au moyen d'une rotation autour d'une droite g^ de V espace. Les plans normaux correspondant à tous les points de g se coupent suivant g"^.
Les deux droites g^ et g^ ne seront pas, en général, dans un même plan; cependant il peut arriver qu'elles se coupent ou qu'elles soient parallèles entre elles. Dans chacun des trois cas possibles, il existe une droite g^. Si ^o et g^ se coupent, g^ sera de plus perpendiculaire au plan [^o^i]-
Si ^0 et g^ sont parallèles, les cordes relatives aux points A, B, C sont également parallèles; les plans normaux passent tous par une même droite ^^, située à l'infini.
k. Si g^ et gx ne se coupent pas, les cordes relatives aux points A, B, C sont les génératrices d'un paraboloïde, cha-
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cune d'elles est dans un plan perpendiculaire à g"^. Toutes les génératrices de ce système sont coupées par celles de l'autre suivant des ponctuelles semblables. Donc les points milieux A"S B'", C"', . . . sont tous sur une droite. On l'appellera la médiane de ^''i et on la désignera par ^'". Donc :
Les points milieux des cordes relatives aux points d'une droite sont en ligne droite.
Le théorème précédent a été démontré en supposant que ^'o et g\ ne se rencontrent pas; mais, comme on l'a fait voir au Chapitre I, il subsiste lorsque g^ et ^i se coupent ou lorsque ces droites sont parallèles entre elles.
Dans ces derniers cas, on a montré que les projections de toutes les cordes sur g""- sont égales entre elles, et que
A igog"^) = A {gig'"-)' On est donc amené à se demander si ces propriétés subsistent dans le cas général. En effet, cela a lieu. Pour le démontrer, menons par A'" les droites Ço parallèle à go, et Çi parallèle à g^. Déterminons sur ces droites les séries ponctuelles a.loo, ^î>o, Co» ..., =Aoi,ift),, G, égales à A,B,C, ...,et
telles que Xo et Xi coïncident en A,„. Pour tout point C on a
c'est-à-dire que Co©o®iCi est un parallélogramme. Donc C'^est en même temps le milieu de CoGi, et comme, de plus, XoQq=:<ÂdiQi, g'"' est la bissectrice de l'angle {gog\), c'està-dire que :
La médiane g"'- fait des angles égaux avec g^ et g^.
La projection de CoCi sur g"^ est égale à la projection du contour Co3o^iCi. Mais, ©o^i étant perpendiculaire sur^'", la projection de CoCi est égale à la somme des projections de CoSo et GiCi. Comme CoSo = Ao<v1do et GiCi — Aial>i, elle est égale à la projection de AoAj.
De là il suit que :
Les projections sur la médiane des cordes relatives à tous les points de g sont égales entre elles.
Si donc une corde est perpendiculaire à g"\ il faut qu'elles le soient toutes. Ce théorème est d'une grande importance. Les médianes qui sont perpendiculaires sur les cordes relatives à leurs points ont une importance exceptionnelle dans la théorie du mouvement d'un système. Nous aurons à nous occuper plus tard tout spécialement de leurs propriétés et de leur distribution dans l'espace.
IL — Le mouvement d'un plan.
1. Soient maintenant So et s^ deux positions correspondantes d'un plan s du système 2 à trois dimensions ; à chaque point A de ce plan correspond un point A"S et à chaque droite passant par A une droite g"^ passant par un point A'". Si g et h sont deux droites quelconques de s, elles auront toujours un point commun à distance finie ou infinie; il en sera de même pour les droites g"^ et h"K Deux droites de ce système se couperont toujours, et, comme elles ne peuvent passer toutes par le même point, elles seront dans le même plan, c'est-à-dire que :
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Les milieux des cordes de tous les points d'un plan s sont dans un même plan.
On désignera ce plan sous le nom de plan médian s'" de e.
2. A tout point A de £ correspond un plan normal oC\ et à toute droite g^ qui passe par A, une droite g"^ contenue dans a'.
A deux droites quelconques g el h de e correspondent donc deux droites qui se coupent, g^ et h^. Deux droites, g^ et A^, choisies arbitrairement, ont un point commun, et, comme elles ne peuvent pas être toutes dans un même plan, elles passeront par le môme point E'. Celui-ci est en même temps le point d'intersection commun aux plans normaux de tous les points de s. Chacun de ces plans normaux passe par E'^, et le point qui lui correspond dans s'".
Les deux droites suivant lesquelles Eq et Si sont coupées par £'" sont deux droites correspondantes e^ et ei des deux plans.
La corde de tout point Bo de eo est, en effet, tout en- i''S- ^^■
tière dans s'"; par conséquent, Bi, et par suite e^, sont aussi dans £'".
La médiane e'^ de e^ et e, rencontre (Chap. 1, § I, 3) e^ et ^1 en deux points correspondants Eq et El. Si, déplus, on désigne par Si ou To le point d'intersection de Cq et ^1, suivant qu'on le considère comme appartenant à l'un ou l'autre système, Eq se confondra avec S'« et Ei avec T'".
Donc le plan mené par Eo
perpendiculairement à e^ est le plan normal (f; de même, t* passe par Ei : ce plan est perpendiculaire à e^. Donc l'intersection de G^ et f^ qui est perpendiculaire sur £'", est la droite e^ et le point F'" où é^ rencontre le plan £'" est, en outre, centre de rotation pour e^ et e^.
La droite e^' contient, en tout cas, le point E^. Mais ce point ne peut être autre que F'". Car, ainsi qu'on l'a vu plus haut, le plan normal 9"^ de ¥'"■ doit passer aussi par E^. Si donc F'" et E^ étaient distincts, 9^ passerait par e'\ ce qui est impossible, car seuls les plans normaux des points de e'" passent par é^. D'où il suit :
Les plans normaux de tous les points d'un plan s se coupent en un point E^ du plan médian £'"■. Les droites g^ qui correspondent aux droites g de s. passent également par E^.
Les deux droites suivant lesquelles o-^ et z' coupent les plans £0 et £1 sont des droites correspondantes dans les deux plans, car l'une d'elles est perpendiculaire sur e^ en E^, l'autre sur e^ en Ej. Nous les désignerons par/o et/i. On peut faire voir que leurs points d'intersection avec e^ sont deux points correspondants Fo et Fj. A cet effet, déterminons la droite p. Nous savons déjà qu'elle passe parE^=:F'" et qu'elle est dans le plan normal du point E'", lequel est perpendiculaire sur e"\ D'autre part, nous avons vu plus haut que EqFo et EiFi font des angles égaux avec/^; mais aucune droite du plan considéré ne satisfait à cette condition, si ce n'est E'"F'". Parmi les plans normaux qui passent par f se trouve donc aussi le plan £'", et la corde correspondante est perpendiculaire sur e'"-. La seule droite satisfaisant à cette condition et qui rencontre /^ et /i est la droite e^; par suite, notre proposition se trouve démontrée. Dans le cas général, il ne peut pas y avoir de second point tel que F'".
Donc :
Dans tout plan £ il existe, en général, un point à distance finie F dont la corde est perpendiculaire sur le plan médian £'". Le point correspondant F'" est le point de z'"- ou concourent tous les plans normaux des points de £. Le plan normal de ce point est £^ lui-même.
De l'égalité des triangles FoEoF'" etFiEiF'" il suit encore que
A(FoEoF'«)r=3A(F,E,F-).
Mais ces angles sont ceux que font entre eux les plans £0 et £, ; nous avons donc le théorème suivant :
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Les plans Eq et £, font des angles égaux ai^ec le plan médian.
Eq et El sont les points des droites e^ et ei où celles-ci sont rencontrées par la médiane e"^.
On désigne cette droite sous le nom de caractéristique du plan £. Elle se signale par deux singularités : d'un côté, elle jouit de cette propriété que les cordes de tous ses points sont dans £"^; d'autre part, on peut la définir comme étant la seule droite de £'" qui soit à angle droit sur la droite correspondante e^
3. Les précédents théorèmes nous permettent d'indiquer de quelle manière on peut faire passer le plan £ de sa position initiale à sa position finale. Nous lui imprimerons d'abord un mouvement de rotation autour de e^ jusqu'à ce que e^ coïncide avec e^. Alors Fq et Fj n'auront pas changé de position dans l'espace. Si nous faisons encore tourner le plan autour de Ci jusqu'à ce qu'il vienne en coïncidence avec £,, Fq viendra dans la position F^, et, comme trois points non en ligne droite sont maintenant dans leur position finale, on peut en dire autant de tous les points du plan.
L'ordre des deux opérations est interchangeable. Car nous faisons d'abord tourner le plan £o autour de e^ jusqu'à ce que Fo arrive en coïncidence avec Fi ; Cq ne changera pas de position dans l'espace. Effectuons maintenant la rotation autour de e^; les points e^ coïncident avec les points correspondants de Cl, et, par conséquent, cela aura lieu pour tous les points de £0 et de £i.
11 suit de là que :
Tout déplacement d'un plan e peut, en général, être obtenu au moyen de deux rotations successives autour de deux droites perpendiculaires V une sur Vautre. L'ordre des rotations est indifférent. L'une d'elles a lieu autour d'une droite déterminée e du plan; c'est celle qui correspond à la caractéristique e"^ du plan £'"; l'autre rotation se fait autour d'une droite déterminée de l'espace absolu, la droite e^ qui accompagne e.
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On remarquera encore que, quel que soit l'ordre des rotations, on devra toujours entendre par e la même droite de £. Sa position dans l'espace absolu varie suivant que nous prenons e ou e'' comme premier axe de rotation.
L'ordre des rotations étant interchangeable, on peut aussi les faire simultanément.
III. — Le système focal
1. Les points milieux A'", B'", C" des cordes, correspondant aux points A, 13, C du système 2, sont tels qu'à chaque droite g corresponde une droite ^'", et à chaque plan s un plan s'". L'ensemble de ces points forme donc un système i'" en collinéation avec Hq et ^i. Observons encore qu'à un point à l'infini de 2 correspond un point à l'infini de 2'", et nous aurons le théorème suivant :
Le système li"^, formé par les milieux des cordes, est en affinité collinéaire avec les systèmes 2o et Sj.
Les plans normaux a^, [3^, /', qui correspondent aux points A, B, G de 2, forment un système i^ qui, d'après ce qui a été vu au § II, 2, est en situation réciproque avec 1q et 2i. 2'" et 2^ sont donc aussi des systèmes réciproques. Le point A"^ est dans le plan oC^ qui lui correspond, et le plan s'" passe par le point E^ qui est son correspondant. Les deux systèmes ont donc l'un vis-à-vis de l'autre une situation telle, que chaque plan de l'un passe par le point correspondant de l'autre. Deux systèmes qui sont dans une telle liaison forment ce que l'on appelle un système focal (^).
% La propriété caractéristique d'un pareil système consiste en ce que, à chaque point de l'espace, correspond le même plan, qu'on considère le point comme faisant partie de 2"' ou de 2^, et inversement à tout plan de l'espace correspond doublement le même point. Cela ressort clairement des
( * ) Le système focal fut découvert à peu près en même temps par Chasies et par Mobius {Lehrbuch der Statik, § 74). Mobius le désigne sous le nom de Nullsystem.
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théorèmes démontrés au § II, 2. Car au point E'' de 2^ correspond dans le système 1'^ le plan £"\ D'autre part, si l'on considère le point E' comme étant un point F'" del"\ il lui correspondra le plan e"^ dans le système 2'.
On peut donc considérer les deux systèmes comme n'en formant qu'un setd, dont les éléments se correspondent réciproquement par couples. Nous appellerons plan focal d'un point le plan qui lui correspond, et/ojer le point qui correspond à un plan.
3. Soit maintenant g"^ une droite quelconque de 2'" et g'^ la droite correspondante de 2^ Si A'" est un point pris arbitrairement sur g"'y son plan normal, c'est-à-dire son plan focal o^y passera par g^.
Si^ de plus, (3'' est un plan quelconque passant par ^'", son foyer B^ devra se trouver sur g"^.
Considérons maintenant g^ comme faisant partie de 2'" et désignons alors cette droite par h"\ Appelons aussi D'" le point désigné plus haut par B"^, le plan correspondant ô^sera, à cause de la double correspondance, identique avec (3"% et, comme cela a lieu pour tout point B^, la droite h'^ est identique avec g"\
Désignons encore le plan a' par y'", en le considérant comme faisant partie de l"'-. C^ est identique avec A"' et se trouve, par conséquent, sur ^'"; d'où il suit encore que /i' est la même droite que g"^.
Les droites g"^ et g^ se correspondent donc aussi doublement, c'est-à-dire que, si nous considérons g^ comme étant une droite h"^ de 1'", les plans focaux ou normaux de tous ses points se coupent suivant la droite g"\
Donc :
Deux droites g"^ et g"' sont tellement liées Viuie à Vautre que chacune d'elles est la droite d' intersection des plans normaux ou plans focaux des points de Vautre.
Deux pareilles droites sont dites droites conjuguées du système focal. On peut leur appliquer le théorème suivant, comme il ressort de ce qui vient d'être dit :
Deux droites conjuguées sont telles que chacune d'elles contient les foyers des plans qui passent par Vautre.
La manière dont les espaces réciproques ^"^ et 2^ sont reliés entre eux est donc, au point de vue géométrique, complètement réciproque.
Toutefois, comme 2'" et 2^ jouissent de propriétés cinématiques différentes, nous serons obligés, en général, de séparer les deux parties du système focal, et nous continuerons à indiquer, par le mode de notation, si nous considérons un point de l'espace comme appartenant à ^'" ou ^^. ]
k. Si la droite g'"- est à l'infini, on dira que sa conjuguée g^' est un diamètre du système focal. On a ce théorème :
Tous les diamètres du système focal sont parallèles entre eux.
Car, toutes les droites à distance infinie étant dans un plan, tous les diamètres passent par le foyer de ce plan, et sont, par conséquent, parallèles entre eux. Chaque diamètre contient les foyers des plans qui passent par sa conjuguée située à l'infini; il correspond donc à un faisceau de plans parallèles, et on l'appellera <i/<2mè^re adjoint (^) à ces plans.
Parmi tous ces diamètres, il en existe un, adjoint au faisceau de plans perpendiculaires sur la direction des diamètres. On l'appelle V axe principal du système focal.
L'axe principal contient donc le foyer de tout plan ^'" qui lui est perpendiculaire, et, comme le foyer de ^'" est le point F'^ dont la corde est normale sur ^'", il s'ensuit que l'axe principal est en même temps la corde de ce point F'". Les points Fo et Fi sont donc aussi situés sur cet axe.
Cela a lieu pour tout plan perpendiculaire à l'axe principal, et il en résulte que cette droite se correspond à elle-même dans les systèmes 2o, 2i, 2'". On la désignera par x^, x^, x"' ou par X.
Les deux ponctuelles congruentes qui sont superposées sur l'axe principal n'ont comme élément uni que le point
(') Cette dénomination fut introduite par Mannheim.
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à l'infini. C'est donc le seul point uni, réel, des systèmes
—0 ei ^i-
5. Nous sommes maintenant en état de déterminer la position du foyer pour les plans que nous avons exclus d'abord de nos considérations.
Si £o et £,, par exemple, sont parallèles entre eux, c'està-dire si la droite de l'infini se correspond à elle-même dans les deux plans, ils seront aussi parallèles à s'", et s"^ contient la droite infiniment éloignée (£o£i). Le foyer est donc l'intersection de £'" avec le diamètre adjoint.
Si £o et £i doivent avoir une droite double à distance finie, ce ne peut être que l'axe principal. Alors le foyer de £'" est sur la droite infiniment éloignée conjuguée de œ : c'est donc le point à l'infini de £'" dans la direction normale à a:.
Si les deux plans ont en commun un point à l'infini, il faut que ce soit le point à l'infini sur l'axe principal. Donc, chacun des deux plans, et, par suite, £'" aussi sera parallèle à la direction de cet axe. Le plan s'"- renferme donc une infinité de diamètres du système focal. Son foyer est le point à l'infini par lequel passent toutes les droites de l'infini conjuguées de diamètres.
Enfin, nous remarquerons encore que le foyer du plan de l'infini doit être considéré comme étant à l'infini sur l'axe principal.^On peut encore donner une autre signification à ce point.
Le plan de l'infini se déplace sur lui-même pendant le mouvement. 11 possède donc un centre de rotation qui est son point double. Ce point double est le point à l'infini sur l'axe principal qui, par suite, peut être considéré comme axe de rotation du plan à l'infini.
Nous n'avons parlé jusqu'ici que des plans normaux des points du système situés à distance finie. Les propriétés du système focal font voir qu'à chaque point de l'infini correspond un plan normal qui est son plan focal. D'où il résulte que le plan normal de tout point à l'infini est parallèle à l'axe principal.
Si le point à l'infini est, en particulier, le point situé sur Taxe principal, on devra considérer le plan de l'infini comme étant son plan normal.
94 CHAPITRE m.
IV. — Le mouvement hélicoïdal et la surface des axes
1. Avec l'aide des théorèmes développés au numéro précédent, on réussira à trouver le mouvement le plus simple, au moyen duquel on peut faire passer un système à trois dimensions d'une position 2q à une position l^.
Nous considérerons le système dans sa position initiale 2o et nous lui communiquerons un mouvement de translation parallèle à l'axe principal, de telle façon qu'un point quelconque Ao de celui-ci vienne coïncider avec le correspondant Aj. Alors tout point Bq coïncidera aussi avecBi. Cette translation, égale à Ao Ai en grandeur et en direction, est désignée par 2U.
Dans cette position, les deux systèmes ont en commun, point par point, l'axe principal. Il suffît, par conséquent, de faire tourner le système i d'une certaine quantité autour de ^ comme axe, pour l'amener dans la position finale. L'angle de rotation sera 2^.
On peut intervertir l'ordre des mouvements ; car faisons tourner d'abord le système lo autour de ccq comme axe d'un angle 2 12, et effectuons ensuite la translation 2U parallèlement à ccq, Eo aura été amené dans la position Xj. Il est donc permis d'effectuer simultanément les deux mouvements. S'ils sont uniformes, il en résultera une hélice dont le pas sera 2TrU : £2, l'axe étant œ. Il suit de là que :
Tout changement de position d' un système invariable peut être obtenu en obligeant ce système à exécuter un mouvement hélicoïdal déterminé autour d^une certaine droite comm,e axe. Cet axe est la droite située à distance finie, commune aux positions initiale et finale du système (^).
(') On doil attribuer ce théorème à Giulio Mozzi (1765). {Voir GiOR- GiNi, Memorie di Math, délia Soc. ital. délie Scienze. Modena; i836). Le même théorème fut retrouvé en i83o par Chastes (i5w//e^m des Sciences mathématiques de Férussac, t. XIV, p. 324). Gauchy l'a donné aussi dans ses Exercices de Mathématiques, t. II, p. 87 (1827), pour des mouvements infiniment petits {Œuvres complètes de Cauchy, 2« série, t. VII; 1889).
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Nous désignerons le quotient U : i2, qui détermine le pas du mouvement hélicoïdal, sous le nom de paramètre du mouvement. On voit maintenant que le cas exclu en dernier lieu au § I, 2 de ce Chapitre correspond à un mouvement hélicoïdal de i8o° d'amplitude. Dans ce cas, les théorèmes énoncés aux §§ II et III subissent en effet certaines modificalions.
2. Nous pourrons obtenir une image tangible de ce mouvement de la façon suivante : nous nous servirons d'une vis dont le pas est 271 U : 12, que nous disposerons tellement que son axe coïncide avec la droite x du système. Nous imaginerons maintenant que l'écrou conserve une position fixe dans l'espace, mais que le système soit lié avec la vis. Si nous déplaçons la vis dans son écrou, le système Ho passera progressivement de la position 2o à la position Di. Chaque point de 2 décrit alors une hélice, et toutes ces hélices ont leur axe commun et même pas. Les hélices correspondant à tous les poiîuts d'un cylindre de révolution, dont l'axe est x^ sont égales entre elles. Elles se rapprochent d'autant plus d'être des courbes planes que le point décrivant sera plus éloigné de l'axe du mouvement hélicoïdal.
Nous avons fait remarquer, au commencement de ce Chapitre, que le déplacement de 2 peut être obtenu, dans certains cas spéciaux, au moyen d'une simple rotation ou d'une simple translation; ces cas peuvent être considérés comme dérivant par dégénérescence du mouvement hélicoïdal. Ce mouvement se transforme en une rotation lorsque 2U se réduit à zéro, à une translation, lorsque c'est 2^2 qui est nul.
A ce point de vue, il nous sera permis de dire que le théorème principal énoncé dans ce paragraphe est valable pour tout déplacement d'un système invariable.
3. Pour obtenir les lois du mouvement d'un corps, qu'on peut lui appliquer à chaque instant, il nous suffira de prendre 2o et il infiniment voisins. Comme A"^ est toujours le milieu de AoAj, à la limite 1*'"- se confondra avec II. Mais les théorèmes qui se rapportent à i"^ sont tout à fait indépendants de la grandeur du déplacement; il nous sera donc
encore permis de nous servir de 2'" pour déduire, en toute rigueur, de ses propriétés les lois qui caractérisent à chaque instant le mouvement d'un corps rigide. Remarquons que, à la limite, Aq Ai devient la tangente à la trajectoire de A, et cC* le plan normal à cette trajectoire; que maintenant le système focal est formé par 2 et 2^.
Nous obtiendrons les théorèmes fondamentaux qui suivent :
Si un système inçariable se déplace d'une manière quelconque dans l'espace, il exécute à chaque instant un mouvement hélicoïdal infiniment petit autour d'une droite déterminée de l'espace (^).
Si un système invariable se déplace d'une manière quelconque dans Vespace, les points du système formeront à chaque instant avec leurs plans normaux un système focal. L'axe principal est Vaxe du mouvement hélicoïdal instantané.
Dans chaque plan du système, il existe à chaque instant un point tel que la tangente à sa trajectoire soit perpendiculaire au plan : ce point est le foyer.
Enfin, en se reportant au dernier théorème énoncé au § I, 4 :
Si un système invariable se déplace d'' une manière quelconque dans l'espace, et si, à un instant quelconque, une droite est perpendiculaire à la tangente à la trajectoire d'un de ses points, elle est perpendiculaire aux tangentes aux trajectoires de tous ses points.
Les éléments de trajectoire de tous les points peuvent donc être regardés à chaque instant comme des éléments d'hélices, qui ont toutes x comme axe, et dont le pas est le même et égal à la valeur actuelle limite de 27: : £2. La tangente à la trajectoire de chaque point est identique avec la tangente à l'hélice qui |)asse par ce point.
Mentionnons quelques théorèmes que l'on peut tirer de
(*) Voir la note de la page 9^.
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la seconde des propositions précédentes et qui nous seront particulièrement utiles par la suite. Nous avons déjà fait observer que la correspondance des éléments qui font partie du système focal est réciproque; mais, eu égard à la signification cinématique différente des systèmes 2 et 2", nous continuerons à faire une distinction entre les éléments de l'espace, suivant que nous les considérerons comme appartenant à ^ ou ^^. Nous aurons donc les théorèmes suivants :
Si g" et g'^ sont deux droites conjuguées du système focal, les plans normaux de tous les points de g se couperont suivant g^y et les plans normaux des points de g^ passeront par g.
C'est-à-dire que, si nous regardons g^ comme étant une droite li de 21, la droite k^ correspondant à h sera précisément gj et les foyers de tous les plans passant par g^ sont sur g.
Si les droites^ passent par un même point, les droites conjuguées sont toutes dans un même plan qui est le plan normal de ce point; et si les droites^ sont dans un plan £, les droites conjuguées passent toutes par le foyer de ce plan, c'est-à-dire par le point dont le plan normal est e.
Si, en particulier, les droites g sont parallèles, les droites g* seront dans un plan parallèle à l'axe du mouvement hélicoïdal, et, si les droites g sont dans un plan parallèle à cet axe, les droites g^ sont parallèles entre elles.
Soit enfin £ un plan quelconque de 1, et E'' son foyer; les plans normaux des trajectoires de tous les points de s se coupent en E"; de plus £ est le plan normal de E'', c'est-à-dire que, si E^, considéré comme point de £, est désigné par F, son plan normal o" est identique avec £.
5. Pour nous représenter le mouvement continu d'un système invariable, nous commencerons par considérer autant de positions du système que nous voudrons, 2o, ^i, — La droite qui se correspond à elle-même dans les deux positions Ilo et ^1 est Xo = ^1 ; jKj -^ ft sera celle qui résulte de la considération des systèmes 2^ et^j; ^2=^3 sera commune à ^2 et I3, etc.
Nous désignerons maintenant par i' l'espace fixe dans lequel a lieu le mouvement, et par x' , 7', z' les droites de ce S. 7
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système autour desquelles se font les déplacements hélicoïdaux. Le mouvement hélicoïdal autour de ^' amène/ en y' et 2 de la position initiale 2o dans la position ^i. Le mouvement hélicoïdal qui commence maintenant autour de j' fait passer z en z', et 2 dans la position lé^, etc. Nous obtenons ainsi un système bien défini de droites de 2 qui deviendront, au cours du mouvement, les axes du mouvement hélicoïdal, et un système de droites oc' , y , z\ ... de ^^ qui représentent la suite des positions des axes dans l'espace fixe.
On désignera l'ensemble des premières droites par (R), et le système des secondes par (R'). Elles définissent complètement le mouvement du système. Soient X et Y les pieds de la perpendiculaire commune à x etj; X' et Y' les points analogues sur a-' et/'. Comme, par suite du premier déplacement hélicoïdal, y vient coïncider avec /', on a X Y = X' Y' et
Appelons plan centi'al du système (R) pour le rayon x le plan mené par cette droite et la perpendiculaire commune à œ et r, et faisons la convention analogue pour le système 2'; soient de plus X et X^ les points centraux sur œ et x' , il s'ensuivra :
Le mouvement de l'espace 2 par rapport à l'espace 2' s'effectue de telle façon que, par suite de la rotation i £2, les plans centraux viennent en coïncidence , et que les points centraux coïncident par suite de la translation i U.
La rotation i £2 est donc égale à l'angle de deux plans centraux correspondants des systèmes (R) et (R'), et la translation 2U est égale à la dislance de deux points centraux correspondants.
6. Considérons un mouvement continu quelconque du système 2, il arrivera que non seulement les positions ^o? ^i> ^2 se rapprocheront indéfiniment, mais qu'il en sera de même pour les droites ^, j, ^, . . . x' ,y\ z' , . . . .
En tous cas, nous ne considérerons par la suite que des mouvements pour lesquels cela a lieu. Dans ce cas, les systèmes (R) et (R') formeront deux surfaces réglées R et R'.
Pour deux génératrices infiniment voisines, xy ou x' y' , les
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deux égalités obtenues plus haut subsistent. Et, comme il est permis de regarder les distances infiniment petites des génératrices correspondantes comme égales pour les deux surfaces, on pourra remplacer les deux égalités par la seule suivante :
XY X'Y
Mais, dans une surface réglée, on appelle le rapport qui existe entre la plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines et leur angle le paramètre de la surface pour la génératrice correspondante. Il s'ensuit donc que, pour R et R', deux génératrices correspondantes, c'est-à-dire telles qu'elles viennent se superposer au cours du mouvement, ont des paramètres égaux.
Si g est une génératrice quelconque d'une surface réglée, il y a deux plans tangents particulièrement remarquables parmi tous ceux que Ton peut faire passer par g; ce sont d'abord celui qui est tangent à la surface à l'infini, puis celui qui est perpendiculaire au premier. Le point de contact du second est dit point central de g, et le plan lui-même prend le nom de plan central. Les plans et les points que nous avons désignés plus haut sous le nom de plans centraux et points centraux des systèmes (R) et (IV) deviennent, à la limite, les plans centraux et les points centraux des surfaces R et R'.
Nous énoncerons donc le théorème suivant :
Les surfaces réglées R et R' ont, à chaque instant, une génératrice commune pour laquelle le point central, le plan central et le paramètre sont les mêmes.
On peut aussi dire que les deux surfaces ont, à chaque instant, deux génératrices consécutives communes.
Maintenant nous pourrons encore nous représenter le mouvement du système 2 de la manière suivante : nous avons déjà vu qu'il est formé de mouvements hélicoïdaux infiniment petits autour des génératrices oo\ y\ z\ . . . de la surface R'. Pendant la rotation autour de x' , x se confond avec cette droite, le mouvement fait coïncider/ avec/', et maintenant les surfaces R et R' ont en commun les génératrices X, y et x' , r'. Ensuite le mouvement hélicoïdal se fera
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autour de j'; x et x' se séparent, tandis que z et z' arrivent en coïncidence, etc. . . Le système 2 tourne alors autour de chaque axe pendant qu'il glisse en même temps le long de celle droite. C'est pourquoi on a dit que le mouvement de 2 ou de R par rapport à R' est un roulement accompagné d'un glissement. Nous sommes donc arrivé à cet important résultat que :
Le mouvement le plus général d'un système invariable à trois dimensions consiste en un roulement accompagné d'un glissement d'une surface réglée R appartenant au système, sur une surface R' appartenant à l'espace absolu. Les deux surfaces ont même paramètre pour les deux génératrices qui coïncident au cours du mouvement (^).
7. Comme les plans centraux sont perpendiculaires aux plans tangents à l'infini, sur chaque génératrice, les surfaces elles-mêmes sont tangentes en ce point, c'est-à-dire que les courbes r\ et r^', suivant lesquelles R et R' sont coupées par le plan de l'infini, sont, à chaque instant, tangentes au point à l'infini sur l'axe du mouvement hélicoïdal.
Mais nous avons vu que ce point peut être considéré comme le centre instantané de rotation du plan à l'infini. Le plan à l'infini se déplace donc de telle façon que les courbes r^ et r' roulent l'une sur l'autre. Les surfaces R et R' caracté-
risent le mouvement du système; en les donnant, on s'impose en même temps la nature du mouvement. On les désignera sous le nom de surf aces polaires ou surfaces des axes. Elles remplissent, dans le mouvement dans l'espace, le même rôle que les courbes polaires dans le mouvement plan et que les cônes polaires dans le mouvement autour d'un point fixe. Cependant, tandis qu'on peut se donner d'une manière complètement arbitraire les courbes polaires et les cônes polaires, le choix des surfaces R et R' n'est pas abso-
(') Ce théorème est dû à Poncelet. Foi/' Re s al, Cinématique pure, p. vi et vu; Bour, Cinématique, p. i38, et Mannheim, Géométrie descriptive, 2* éd., p. 3Ho.
L'existence de cette surface fut énoncée par Cauchy dans le Mémoire cité page 9^. Bour indiqua ses propriétés {Journal de l'École Polytechnique, Cahier 29, p. 36).
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lument libre, car il faut que le paramètre de distribution soit le même le long de deux génératrices correspondantes.
De là il suit que les deux surfaces réglées seront à la fois soit des surfaces réglées ou des surfaces développables, ou des cylindres.
Si elles sont toutes les deux cylindriques, elles ne déterminent pas le mouvement du système d'une manière univoque. La raison en est la suivante : le pas du mouvement bélicoïdal dépend du rapport entre l'angle des plans centraux et la distance des points centraux. Mais la distance des points centraux devient indéterminée dans le cas des surfaces cylindriques; donc le pas du mouvement hélicoïdal peut prendre n'importe quelle valeur.
8. Jusqu'ici nous avons toujours considéré comme immobile l'espace 1' dans lequel a lieu le mouvement de 2. Mais imaginons un observateur qui soit solidaire du système mobile; il verra l'espace 2' se mouvoir par rapport à lui. On désignera encore ce mouvement de 2' dans H, sous le nom de mouvement inverse, pendant que le mouvement de 2 dans li' sera le mouvement direct on primaire.
Comme le caractère des deux mouvements est indépendant de notre propre position, soit dans 2, soit dans 2', il s'ensuit que pour les deux mouvements, direct ou inverse, on aura à chaque instant des mouvements hélicoïdaux coïncidants tant pour la position de l'axe que pour la valeur du pas. Il s'ensuit ainsi que le mouvement de l'espace 2' consiste dans un roulement accompagné d'un glissement de la surface R' sur la surface R.
De même que chaque point A de II décrit une trajectoire située dans 1', inversement, chaque point R' de 2' décrit une trajectoire située dans 2. Nous arriverons plus tard à établir certaines relations réciproques qui ont lieu pour les trajectoires de certains groupes de points de 1 et 2'. Ici nous nous bornerons à énoncer un théorème important pour nos recherches ultérieures.
Les notations seront celles qui ont été employées dans les deux Chapitres précédents, et nous considérerons d'abord deux positions quelconques du système 2o et 2,.
Si BJ) est un point du plan normal a^, BJ, est à égale distance de Aq et A,. Donc Bq et B', sont aussi à égale distance de Ao, et le plan normal (3'^' passe par A. Donc :
Si le plan normal cC* d'un point A de là passe par an point W de lé^, le plan normal (S"" du mouvement inverse passe par A.
De même, pour le mouvement continu :
Si le plan normal à la trajectoire d'un point A de ^ passe par un point B' de ^' dans le mouvement inverse, le plan normal à la trajectoire de B' passera par A (^).
V. — Le complexe linéaire
1. L'existence d'un système focal à chaque instant du mouvement d'un système à trois dimensions doit être considérée comme fournissant le moyen de développer sans difficulté la théorie du mouvement de ce système. Dans ce numéro, nous apprendrons à connaître de nouvelles et importantes propriétés du système focal.
A partir de maintenant, d'ailleurs, nous nous bornerons à considérer des positions infiniment voisines du système; ce n'est qu'exceptionnellement que nous reviendrons à la considération des systèmes 2o, li et du système correspondant 2^.
2. Deux droites conjuguées quelconques ^ et ^^ du système focal ne se rencontrent pas, ou bien alors elles coïncident. Car, si g- est une droite quelconque, un plan s passant par cette droite aura son foyer E^ sur g^. Si donc E^ n'est pas sur ^, les deux droites ne se rencontrent pas. Mais, si E^ est sur g, E^, considéré comme point F de 2, est tel que la tangente à sa trajectoire est perpendiculaire sur s, et, par conséquent, aussi sur g.
Donc g est perpendiculaire aux trajectoires de tous ses
(') Voir ScHŒNFLiES, Comptes rendus, juillet i885.
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points (IV, 3), les plans normaux cC de tous ses points A passent par ^, et cette droite coïncide avec sa conjuguée g^.
Une droite de ^ qui est perpendiculaire aux trajectoires de tous ses points coïncide avec sa conjuguée dans le système focal et réciproquement .
Dans tout plan £, il existe donc une infinité de droites qui sont à elles-mêmes leurs conjuguées; elles forment un faisceau dont le centre est le foyer de £.
Si, de plus, A est un point quelconque, et qu'on veuille chercher les droites de celte espèce qui passent par A, nous remarquerons que chacune d'elles est normale à la trajectoire du point A; elles sont donc dans le phm normal à la trajectoire de ce point, et toute droite de a' qui passe par A est à elle-même sa conjuguée.
D'où il suit que :
L' ensemble des droites du système 2, qui sont à elles-mêmes leurs conjuguées, forme à chaque instant un complexe linéaire.
Comme chaque droite de ce complexe est située dans le plan normal de chacun de ses points, elle est normale à la trajectoire de tous ses points. Nous l'appellerons rayon normal ou plus brièvement normale^ et nous désignerons dorénavant par / une droite de cette espèce.
3. Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées g et g"^ appartient au complexe linéaire.
Désignons, en effet (par anticipation), une pareille droite par /. Le plan normal du point {gl) passe par {gl) et par g^. De même, le plan normal de {g'^l) passe par {g^l) et par g. Par conséquent, la droite d'intersection de ces deux plans, c'est-à-dire la droite conjuguée de /, se confond avec /.
A l'aide de ce théorème, on peut faire voir que deux couples de droites conjuguées, par exemple, [g^ g^'\ et [/?, A^], sont toujours sur un hyperboloïde. Car si / est une droite quelconque qui rencontre g^ g^ et A, elle est à elle-même sa conjuguée, et, comme / et A ont un point commun, il faut que les droites / et hy conjuguées de / et A se rencontrent aussi.
Donc g, g^j h et îi^ sont bien rencontrées par la même droite.
k. Faisons passer par g un plan a parallèle à ^^, et par g^ un plan (3 parallèle à g. Les deux plans sont parallèles entre eux. Le foyer du plan passant par g est son point d'intersection avec g^' ; il est donc à l'infini, et, comme le plan normal de tout point à l'infini est parallèle à l'axe instantané du mouvement hélicoïdal, le plan a est parallèle à x. La môme chose a lieu pour le plan j3 mené par g^. Construisons maintenant la perpendiculaire commune à ^ et g'% elle est perpendiculaire aux deux plans, et rencontre par suite la droite de l'infini qui est perpendiculaire à x. Mais elle est en même temps un rayon / d'un complexe linéaire, et coupe la conjuguée de cette droite de l'infini, c'est-à-dire l'axe x.
Donc :
La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées g et g^ rencontre l'axe instantané et lui est perpendiculaire. Un plan qui est parallèle à deux droites conjuguées est aussi parallèle à l'axe.
Imaginons donc un plan quelconque perpendiculaire à x; il rencontrera deux droites conjuguées g et g"^ de telle façon que les trois points d'intersection avec g, g^ et x soient sur une même droite.
En démontrant les théorèmes précédents, nous ne nous sommes à vrai dire occupés que du système focal formé par 2 et 2^; mais il est visible que ces propriétés subsistent d'une manière analogue pour le système focal formé par 2'" et 2^ Nous aurons plus tard à faire usage de cette remarque.
5. Le mouvement continu d'un système à trois dimensions devra être considéré comme déterminé à chaque instant, si nous connaissons le système focal qui caractérise l'instant considéré du mouvement. Le système focal instantané et le complexe linéaire qui lui est associé sont déterminés par la connaissance de deux couples de droites conjuguées.
Pour le démontrer, montrons que l'on peut construire l'axe
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du mouvement hélicoïdal et le plan normal de chaque point au moyen de deux couples de droites conjuguées. Soient^, g"' et /i, h^ ces droites. Déterminons les perpendiculaires communes à ^ et ^^, d'une part, à A et li^ de l'autre. La perpendiculaire commune à ces deux droites sera l'axe instantané du mouvement hélicoïdal.
Si, de plus, nous voulons construire le plan normal oC* d'un point A, nous mènerons par A deux droites dont l'une rencontre à la fois h et H\ l'autre g et g"' ; chacune de ces droites est normale à la trajectoire du point A, comme étant un rayon du complexe. Donc elles déterminent le plan normal a^ de A.
Nous pouvons construire d'une manière analogue le foyer de tout plan £, c'est-à-dire le point dont ce plan est le plan normal. Nous joindrons entre eux les points où s rencontre g et g^\ de même les points d'intersection avec h et 1i*, Les droites ainsi obtenues appartiennent au complexe, et leur point d'intersection est le foyer du plan.
6. Le système focal et le complexe linéaire sont également déterminés quand on donne cinq rayons de ce complexe. Soient /, m, /«, p, q ces rayons. Tout rayon du complexe qui rencontre une droite g rencontre aussi sa conjuguée. Si nous déterminons les deux droites qui sont rencontrées à la fois par /, m, ai, />, ce seront deux droites conjuguées g et ^^; de même, les deux droites rencontrées à la fois par w, n^p^ q seront deux droites conjuguées. Les deux couples déterminent le système focal. Ce cas est donc ramené au précédent.
Il peut arriver que le couple des droites g et g^ ne soit pas réel. On peut obtenir alors un couple de droites conjuguées de la manière suivante. Considérons le système réglé auquel appartiennent /, m, q. Si a est une droite quelconque de l'autre système, et qui, par suite, coupe l^ m, p, (P appartiendra aussi au premier système. Mais de là il suit que toute droite du système /, m, q appartient au complexe linéaire. La même chose a lieu pour le système de génératrices déterminé par n,p,q.
Maintenant traçons une droite g qui rencontre chacun des
systèmes en deux points réels; g sera une droite réelle rencontrée par quatre rayons du complexe; donc elle formera avec g^ un couple de rayons conjugués du système focal.
De là il suit que nous pourrons toujours construire deux couples réels de droites conjuguées {^g, g^W^hyW^ lorsque cinq rayons du complexe linéaire seront donnés. On pourra alors, au moyen de ces couples de droites, effectuer les constructions comme il a été dit plus haut.
VI. — Les surfaces engendrées par les droites et les plans
du système.
1. De même que chaque point du système parcourt une trajectoire, de même chaque plan engendre une surface développable. La ligne de contact du plan et de son enveloppe s'appelle, comme on le sait, sa caractéristique : c'est la droite d'intersection de deux plans consécutifs.
Pour développer les propriétés des caractéristiques, commençons par revenir aux systèmes 2o, ^i, 2'". Nous voyons que la droite e'" du plan z"^ est celle qui deviendra à la limite la caractéristique du plan s; c'est la raison pour laquelle nous lui avons déjà donné ce nom plus haut (II, 2). Nous avons démontré que les cordes de tous les points de e"^ sont dans le plan s'" lui-même, que e'" et e^ se coupent à angle droit, et que e"^ est coupée par ^o el ^i en deux points homologues Eo et E,.
Le point E"^, qui leur correspond, est le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer E"^ ==:F'" sur e'". De là il suit que e^ est elle-même la corde d'un de ses points, à savoir, de celui qui est le pied de la perpendiculaire abaissée sur elle du foyer de e''^. En passant à la limite :
La caractéristique d' un plan jouit de la propriété que les tangentes aux trajectoires de ses points sont toutes dans ce plan. La caractéristique elle-même est tangente à la trajectoire d'un de ses points, à savoir, de celui qui est le pied de la perpendiculaire abaissée sur elle du foyer. La caractéristique et la droite qui lui est conjuguée sont à angle droit l'une sur l'autre.
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2. La caractéristique est la seule droite d'un plan s pour laquelle les tangentes aux trajectoires de ses points soient dans ce plan. Car s'" ne renferme qu'un couple de droites correspondantes ^o et e^. Donc, en dehors de sa caractéristique, £ ne contient aucune autre droite telle que sa conjuguée lui soit perpendiculaire.
Si donc d et d'' =z e sont deux droites conjuguées qui se coupent à angle droit, et si par d nous faisons passer un plan ô normal à ^, il s'ensuivra immédiatement que d est la caractéristique de 0. Le point E oii ô est coupé par e est son foyer, car tout plan passant par d a son foyer sur la droite e.
Si maintenant par e nous faisons également passer un plan £ normal à dy il s'ensuivra de même que e sera sa caractéristique, et que le point D, où il rencontre d, est son foyer. Les plans ô et £ se coupent suivant une droite qui passe par E et qui est perpendiculaire sur d et e.
Donc d est tangente à la trajectoire de D, et e est tangente à la trajectoire de E. Il s'ensuit :
Si d et e sont deux droites conjuguées dont les directions sont à angle droit l'une sur Vautre, chacune d'elles sera la caractéristique du plan mené par cette droite perpendiculairement à l'autre. Chacune de ces deux droites rencontre le plan passant par l'autre qui lui est perpendiculaire au foyer de ce plan, et elle est tangente à la trajectoire de ce point.
Comme D et E sont les points de ces deux droites qui sont les plus rapprochés l'un de l'autre, on peut dire :
Si d et e sont deux droites conjuguées dont les directions sont rectangulaires, chacune d'elles sera tangente à la trajectoire de celui de ses points qui est à la distance minimum de l'autre.
On a démontré plus haut que la droite qui joint les deux points D et E rencontre à angle droit l'axe du mouvement hélicoïdal. Le foyer d'un plan quelconque est donc toujours sur la droite qui passe par son intersection avec Faxe et fait un angle droit avec celui-ci.
Soient encore g et g"' deux droites conjuguées quel
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conques du système focal. Nous construirons la perpendiculaire au plan e qui s'appuie sur g et ^^ : ce sera un rayon / du complexe linéaire. Soit L son point d'intersection avec s; L sera un point de la caractéristique e de £. Car, /étant normal à £, la tangente à la trajectoire de L est dans s; c'està-dire que :
Si Von projette deux droites conjuguées sur un plan quelconque, leurs projections se couperont en un point de la caractéristique de ce plan.
Considérons en particulier le cas où l'une des deux droites conjuguées g"^ est perpendiculaire sur s, alors toute perpendiculaire à £ qui rencontre g doit être considérée comme une droite /du complexe, car toutes ces droites passent parle point à l'infini sur g^. Donc la projection de g sur £ est la caractéristique du plan, et il s'ensuit que :
Si g est une droite dont la conjuguée est perpendiculaire sur le plan £, la projection de g sur £ sera la caractéristique de ce plan.
Si la droite g^ s'éloigne à l'infini, g devient un diamètre, et, comme tous les diamètres sont parallèles à œ^ il s'ensuit que :
La caractéristique de tout plan est parallèle à la projection sur ce plan de V axe instantané.
Comme toutes les droites g^ perpendiculaires sur £ passent par un seul et même point à l'infini, leurs conjuguées seront dans un plan, celui qui est perpendiculaire sur s, et passe par la caractéristique de £. L'une de ces droites est e elle-même. Et, en effet, nous savons déjà que e est conjuguée de la droite perpendiculaire à £ qui passe par le foyer. De plus, il existe parmi elles une infinité de diamètres : ce sont les conjuguées de droites rejetées à l'infini et perpendiculaires sur £. D'après la nomenclature indiquée plus haut (III, 4), on peut aussi les nommer diamètres adjoints aux plans perpendiculaires sur £. 11 s'ensuit que :
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La projection d'un diamètre quelconque, adjoint à un plan perpendiculaire sur s, est la caractéristique de s.
Si, par la caractéristique d'un plan s, on mène un plan perpendiculaire au premier, il contiendra tous les diamètres adjoints aux plans perpendiculaires sur e.
Si Y] est un plan parallèle à l'axe instantané .r, sa caractéristique peut encore être obtenue plus simplement; car, la droite conjuguée de œ étant la droite de l'infini perpendiculaire sur œ, l'axe lui-même est la droite adjointe à un plan perpendiculaire surri, c'est-à-dire que la caractéristique d'un plan Y), qui est parallèle à l'axe du déplacement instantané, est la projection de cet axe sur y].
4. En dehors des trajectoires décrites par les points et des surfaces développables engendrées par les plans, nous considérerons encore les surfaces réglées décrites par les différentes droites du système.
Pour établir rigoureusement leurs propriétés, nous reviendrons au cas de déplacements finis. Soient donc Iq et 2i deux positions données arbitrairement du système à trois dimensions; les systèmes adjoints^"' et 2'' forment un système focal auquel on peut appliquer tous les théorèmes obtenus au paragraphe précédent.
Nous conviendrons expressément, pour l'instant, que les droites gQ et ^,, qui représentent une même droite g dans deux positions différentes du système, ne se rencontrent pas. Si, de plus, A, B, ... sont des points de .^, le plan passant par g'", la corde AqAi se confondra avec le plan tangent en A à la surface engendrée par g, lorsque le déplacement deviendra infiniment petit. En même temps, la normale en A'" à ce plan deviendra la normale à la surface en A.
Nous pourrons construire ces normales de la manière suivante :
Par g"' faisons passer un plan quelconque a, qui coupera g"" en A^. A^^ sera le foyer de ce plan. Si de A^ nous abaissons la perpendiculaire A^B'"sur g'", ce sera une droite du complexe linéaire. La corde BqBi du point B"^ est donc perpendiculaire sur /'"; et, inversement, /"' est normal au plan passant par g'" et BqBi.
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Donc, pour obtenir l'ensemble des droites qui deviennent à la limite des normales à la surface engendrée par ^, il nous faudra abaisser des différents points de g^ des perpendiculaires sur g''\ Elles formeront un paraboloïde équilalère. Chacune de ces génératrices est parallèle aux plans perpendiculaires sur ^'", et comme, de plus, elle appartient au complexe, elle rencontre aussi le diamètre w^ adjoint à ces plans. En passant à la limite :
Les normales à la surface réglée engendrée par une droite du système forment à chaque instant un paraboloïde hyperbolique équilatère qui contient la droite ^^, conjuguée de g, et les diamètres u, adjoints aux plans perpendiculaires sur g.
5. D'après cela, si A est un point quelconque de g et que, par A et w, nous fassions passer un plan [A«], il contiendra la normale à la surface au point A. Le plan tangent à la surface au point A est donc le plan mené par ^perpendiculairement sur [Aw].
Cela va nous permettre de déterminer immédiatement le plan central et le point central sur g. Désignons par G^ le point à l'infini sur g, le plan central est parallèle au plan [««G^], c'est-à-dire que c'est le plan mené par g parallèlement à u. Mais ce plan est aussi parallèle à g"^. 11 s'ensuit que :
Le plan central de la surface engendrée par g est, à chaque instant, parallèle à la droite conjuguée de g et à l'aœe du déplacement.
Comme le plan central est parallèle à ^, nous obtiendrons sa caractéristique en projetant x sur ce plan. Le point où g coupe la caractéristique est le point pour lequel la tangente à la trajectoire est dans le plan central lui-même, c'est-à-dire qu'il est le point central de g. Donc :
IjC point central de la surface engendrée par g est le pied de la perpendiculaire commune à cette droite et à l'axe du déplacement.
Nous avons expressément supposé jusqu'ici que ^o
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^^1 ne se coupent pas; mais le cas contraire peut arriver. Alors la droite mobile décrit à l'instant considéré un élément de surface développable. Dansce cas, les définitions données plus haut du point central et du plan central perdent leur signification; mais nous conviendrons d'appeler toujours point central celui qui est à la plus courte distance de la droite conjuguée, et, par suite, de l'axe du déplacement.
Comme le fait voir le théorème démontré en dernier lieu, c'est une définition qui est valable pour toutes les droites du système.
Soient d^ et d^ deux droites de 2^ et ^i qui se coupent. Elles seront aussi coupées par leur médiane; les trois droites sont dans un plan qui, considéré comme faisant partie de l'", sera désigné par ô'". Comme è"^ contient d"\ Oq passera par d^ et ôi par d^; il s'ensuit que d'"^ est la caractéristique du plan è"\ En passant à la limite, la droite d deviendra la caractéristique du plan è, et, par conséquent, la tangente à la trajectoire d'un point D, et nous pourrons conclure de là que le point central d'une pareille droite est le point pour lequel la tangente à la trajectoire est la droite elle-même.
Si l'on sait qu'une droite d'un système décrit une surface développable, elle fait à chaque instant partie de cette classe de droites d. Le point que nous venons de désigner sous le nom de point central est, dans ce cas, le point de contact avec l'arête de rebroussement de la surface développable.
7. Aux théorèmes précédents nous ajouterons quelques constructions élémentaires qui en découlent.
Nous définirons encore le mouvement au moyen de deux couples de droites conjuguées \gg^\ ^t \hh^\.
Pour trouver la caractéristique d'un plan, il nous suffira de projeter g,g^\ h et h'' sur £, de déterminer les points d'intersection de ces couples de droites et de les joindre entre eux.
Si A est un point d'une droite g et qu'il s'agisse de construire la normale à la surface décrite par g, nous ferons passer par A un plan perpendiculaire à g] nous déterminerons le foyer de ce plan de la manière qui a été indiquée, et nous le joindrons au point A. Cette ligne de jonction est la normale cherchée.
S'il s'agit de déterminer le point central sur la droite gy nous construirons les plans normaux de deux points quelconques de ^; ils se coupent suivant g^, et la perpendiculaire à ^ et ^^ rencontre g au point central.
VII. — Le complexe des tangentes aux trajectoires
1. Toute corde AqAi réunit deux points correspondants de 2o et 2i.
Leur ensemble forme, par conséquent, un complexe tétraédral de rayons dérivant des espaces congruents \ et l^.
Ce fait subsiste pour des positions infiniment voisines du système. Donc :
L'ensemble des tangentes aux trajectoires des points appartenant à un système à trois dimensions constitue à chaque instant un complexe tétraédral de rayons G^^^
Ce complexe est identique avec l'ensemble des caractéristiques de tous les plans du système ou avec l'ensemble des droites qui décrivent à l'instant considéré des éléments de surfaces développables. Car nous avons démontré (V, 2) que toute tangente <if à la trajectoire d'un point D est, en même temps, la caractéristique d'un plan à^ et jouit de cette propriété que <io et d^ sont dans un même plan.
Le tétraèdre fondamental du complexe formé par Iq et 2, se réduit à l'axe du déplacement correspondant et à la droite de l'infini qui lui est perpendiculaire. Car ce sont les seules droites qui soient communes aux systèmes 2o etl^i. La même chose a lieu pour le complexe des tangentes aux trajectoires. On peut donc s'attendre à rencontrer dans l'étude de ce complexe des formes géométriques d'espèce toute particulière.
Chaque instant du mouvement est complètement déterminé par le mouvement hélicoïdal instantané; la nature du complexe G^^^ ne dépendra donc que de lui. Dans les recherches qui vont suivre, nous aurons encore recours, quand cela sera nécessaire, à des positions arbitraires \ et2i du système.
2. Si d^ est une droite qui est coupée par la droite correspondante <ii, la médiane <i"' sera la caractéristique du plan
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ô'" = [c?o«?i] de 2'". Il en résulte (I, 3, Chap. I) que les cordes de tous les points de d^ enveloppent une parabole qui a d"^ pour tangente au sommet et le foyer du plan comme foyer. Si nous passons à des positions infiniment voisines 2o et ^i, il s'ensuivra que :
Les tangentes aux trajectoires qui sont situées dans un plan quelconque è enveloppent à chaque instant une parabole qui admet comme tangente au sommet la caractéristique du plan et comme foyer le foyer du plan.
On peut encore énoncer ce théorème de la façon suivante :
Si d est une droite quelconque du complexe G^^^, les tangentes aux trajectoires de d enveloppent une parabole qui admet cette droite comme tangente au sommet et dont le foyer est au foyer du plan qui ad pour caractéristique .
3. Si ^0 est une droite de 2 qui ne rencontre pas la droite correspondante gx, les cordes correspondantes seront les génératrices d'un paraboloïde. Celui-ci contient aussi la médiane g"^. Si G'" et Ci* sont les pieds de la perpendiculaire commune à ^'" et ^"^ et que /'" soit la droite de jonction de ces points, /'" sera un rayon du complexe linéaire qui est adjoint au système focal formé par 2'" et 2^ Elle sera donc perpendiculaire sur la corde GoGi passant par Gf , et, comme elle est perpendiculaire sur g"\ il s'ensuit qu'elle sera normale au paraboloïde au point G'".
Toute corde appartenant au paraboloïde est dans un plan perpendiculaire à g^. Nous pouvons donc prendre comme plan directeur de ces génératrices le plan passant par l'^ et perpendiculaire sur^'^
Le plan directeur du second système de génératrices est parallèle aux droites ^o et g^. Nous ferons passer un plan par pn g|^ gm g^ 1q considérerons comme un plan ^'" de 2'". Comme /'" est perpendiculaire sur l'axe du mouvement hélicoïdal, la caractéristique d""- de ô'" sera perpendiculaire à /'" et, par conséquent, parallèle à g"\ Mais ô'" renferme aussi <^„ el<^i, et, comme 2o, 2i, 2'" sont des systèmes en affinité col- S. " 8
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linéaire, d^ sera parallèle à ^o et d^ parallèle à g^ c'est-à-dire que ô'" est le plan directeur du second système de génératrices.
Les deux plans directeurs se coupent suivant /'". Or on vient de démontrer que cette droite est la normale au paraboloïde au point G'". Donc elle est l'axe principal et G'" est le sommet du paraboloïde. Passons à la limite et observons que G'" devient le point central sur ^, il s'ensuivra :
Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une droite g qui n' appartient pas au complexe Q^^-K forment y à chaque instant^ l'un des systèmes de génératrices d'' un paraboloïde. Ce paraboloïde a pour sommet le point central et pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point sur Vaxe du déplacement. Le plan directeur des tangentes aux trajectoires est perpendiculaire à la droite conjuguée g^ .
k. Chaque droite g est l'axe d'un faisceau de plans. Les deux faisceaux correspondants de 2o et I^i, dont les axes sont feo et gx, déterminent en général des droites appartenant à l'un des systèmes de génératrices d'un hyperboloïde. L'intersection de deux plans homologues So et s^ des deux faisceaux est une génératrice; à la limite, ce sera la caractéristique du plan £.
A l'aide des théorèmes établis plus haut au sujet des caractéristiques, il nous sera possible de reconnaître directement la nature ''spéciale de l'hyperboloïde sans avoir recours à la considération de deux systèmes 2o et 2i.
Nous conviendrons d'abord que la droite n'appartient pas au complexe des tangentes. Si e est encore la caractéristique d'un plan s du faisceau, le plan r\ passant par e et perpendiculaire sur £ renfermera tous les diamètres du système focal qui sont adjoints aux plans perpendiculaires à s (V, 3). Par conséquent, il contiendra certainement le diamètre u adjoint aux plans perpendiculaires sur g. Mais cela est vrai pour tout plan du faisceau g\ c'est-à-dire que les plans f\ qui sont menés par les caractéristiques des plans s perpendiculairement à ces plans passent tous par une même droite u. Toute caractéristique est donc l'intersection de deux plans
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perpendiculaires l'un sur l'autre passant l'un par u, l'autre par^.
On peut démontrer que deux faisceaux de plans dont les éléments correspondants sont perpendiculaires Tun sur l'autre sont projectifs. Cela a déjà été fait pour le cas particulier où les axes des faisceaux se coupent (Chap. II, I).
Nous pourrions en déduire le théorème général, mais nous préférons en donner une démonstration directe. Soit Zg un plan quelconque passant par g. Par g nous faisons passer un second faisceau de plans £^ tel que s^ soit perpendiculaire sur Eg. Les deux faisceaux seront égaux. Un plan quelconque a normal à g coupe le faisceau des plans e'^ suivant le faisceau de rayons e'g et le faisceau de plans £„ passant par u suivant les rayons e„. Mais s^ est toujours parallèle à e„, donc e'g est aussi parallèle à e„. Ces deux faisceaux de rayons sont donc en situation perspective avec une même ponctuelle située à l'infini. Donc les faisceaux £„ et z'g ainsi que £„ et Eg seront projectifs. Pour tenir compte de ce que l'hyperboloïde considéré peut être engendré par deux faisceaux projectifs dont les plans correspondants sont perpendiculaires l'un sur l'autre, on l'appellera hyperholoïde orthogonal.
On pourra donc dire que :
Les caractéristiques de tous les plans qui passent par une droite quelconque g du système à trois dimensions forment en général, à chaque instant, les génératrices d' un hyperholoïde orthogonal. On peut engendrer cette surface au moyen de deux faisceaux de plans dont les plans correspondants sont perpendiculaires l'un sur l'autre. L'un d'entre eux a g pour axe, pendant que l'axe de Vautre est le diamètre u adjoint aux plans perpendiculaires à g {^),
5. De même que le cône orthogonal (Chap. II, I), Thyperholoïde orthogonal jouit aussi de la propriété d'avoir ses sections circulaires perpendiculaires à deux génératrices qui sont les droites g et u. Le plan a normal à g que l'on vient
(') Sur l'hyperboloïde orthogonal, \o\v les Mémoires cités à la p. 56.
Il6 CHAPITRE III.
de considérer coupe, en effet, le plan Zg suivant un rayon e^ perpendiculaire à e'g, et, comme e'^ est parallèle à e„, e„ et eg. sont aussi perpendiculaires l'un sur l'autre. Leur point d'intersection est un point de l'hyperboloïde. Maintenant e^ passe toujours par le point {zg) et e^ toujours par (s m)- Par conséquent, la courbe d'intersection du plan a avec l'hyperboloïde est un cercle, {zg) et {su) étant les extrémités d'un diamètre. Le fait analogue se produit pour les plans normaux à u. Donc :
L'hyperboloïde orthogonal est coupé suivant un cercle par tout plan perpendiculaire à g ou à u.
Pour tout plan du faisceau, on obtient la caractéristique en projetant sur lui le diamètre u. Nous considérerons deux plans particuliers, le plan /jl parallèle à ^ et le planv qui est perpendiculaire à celui-ci. La caractéristique m du plaujut. est parallèle à u, et la caractéristique n du plan v est parallèle à g. Donc les plans [gm], [nu] sont parallèles. D'ailleurs, les deux plans sont des plans tangents à l'hyperboloïde aux points (gni) et (nu).
Soit alors /la perpendiculaire commune a g ei h ce. Comme elle est dans un plan perpendiculaire à g, elle rencontre la droite de l'infini de ce plan, et, comme c'est une droite du complexe linéaire, elle rencontre aussi la conjuguée de cette droite de l'infini, c'est-à-dire le diamètre u. Les points (gm) et (nu) sont donc tt)usles deux sur /; donc /est un axe principal de l'hyperboloïde, celui qui est parallèle aux plans des sections circulaires. Donc :
La perpendiculaire commune à g et à u est un axe principal de Vhyperholoïde, celui qui est parallèle aux plans des actions circulaires.
L'un des sommets situés sur cet axe principal se confond donc avec le point central de g.
6. Quand l'axe g du faisceau de plans est à angle droit sur Taxe de déplacement, l'hyperboloïde se transforme en un paraboloïde équilatère; car la caractéristique d'un plan est
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parallèle à la projection de l'axe du déplacement. Donc les caractéristiques de tous les plans du faisceau sont perpendiculaires sur g. Le sommet du paraboloïde est encore le point central sur g. Inversement, il est visi'ble que si, dans un faisceau de plans, la caractéristique d'un plan est perpendiculaire sur l'axe g, g et r doivent être à angle droit, et alors les caractéristiques de tous les plans sont perpendiculaires sur g. Comme cela a lieu à tout instant du mouvement, nous obtiendrons incidemment le théorème suivant :
Si un faisceau de plans se déplace de telle façon que la caractéristique d'un plan soit toujours perpendiculaire à l'aœe du faisceau, cela aura lieu pour les caractéristiques de tous les plans du faisceau.
7. Si l'axe du faisceau appartient au complexe des tangentes, lequel cas a été exclu jusqu'ici, Thyperboloïde se réduit à un cône orthogonal. Désignons, en effet, une pareille droite par d, et soit D le pointa la trajectoire duquel elle est tangente. D sera le foyer du plan qui est perpendiculaire à d. Donc le diamètre u adjoint à ce plan passe également par D. Les droites ^ et a se couperont, et les faisceaux de plans dont elles sont les axes, engendreront un cône orthogonal dont le sommet sera en D.
Tout plan qui passe par <i a en commun deux droites avec ce cône : û? et sa caractéristique. De là il suit que le plan qui a d comme caractéristique, touche le cône suivant d. Mais tout plan passant par u coupe également le cône suivant une seconde génératrice, à l'exception de celui qui est perpendiculaire au plan principal que déterminent d et u. Ce plan est donc tangent au cône le long de w ; il contient d'ailleurs l'axe du déplacement.
Donc :
Si une droite d est tangente à la trajectoire d' un point D, les caractéristiques de tous les plans que l'on peut faire passer par cette droite forment à chaque instant un cône orthogonal. Les axes des faisceaux orthogonaux qui ^engendrent sont d et le diamètre u adjoint aux plans perpendiculaires sur d. Le sommet du cône est le point D. Le plan dont la ca-
Il8 CHAPITRE m.
ractéristique est d le touche le long de cette droite, et le plan tangent suivant u contient l'axe du déplacement.
On peut donner aussi ce théorème sous la forme suivante :
Toutes les droites du complexe G^^^ qui passent par un point quelconque I) forment un cône orthogonal. Les axes des faisceaux orthogonaux qui l'engendrent sont la tangente d à la trajectoire de D et le diamètre adjoint aux plans perpendiculaires à d.
Si enfin la droite ç est un diamètre, tout plan mené par v est parallèle à x, et sa caractéristique est, par conséquent, la projection de x sur ce plan. Chacune des caractéristiques est l'intersection de deux plans rectangulaires passant par les droites parallèles x et ç. L'ensemble de ces droites forme donc un cylindre de révolution ayant le plan [vx'\ pour plan diamétral.
8. Toute droite du système à trois dimensions décrit une surface réglée. Sur chacune d'elles se trouve à chaque instant un point remarquable, le point central. C'est (VI, 5) le pied de la perpendiculaire commune à la droite et à l'axe du déplacement.
Nous nous proposons de déterminer la surface lieu des points centraux de toutes les droites d'une gerbe de rayons.
Soit D le centre de la gerbe, et u le diamètre passant par ce point. Considérons le faisceau de plans dont l'axe est u. Soit [i un plan quelconque de ce faisceau. Il coupera la gerbe de rayons suivant un faisceau dont le centre est en D. Comme [A est parallèle à x, le point central d'une droite quelconque de ce faisceau est l'intersection de cette droite avec la projection m de X sur p. Mais m est la caractéristique du plan ,a. Donc toutes ces droites m sont sur un cylindre de révolution, comme il vient d'être démontré.
Par suite :
Les points centraux des surfaces décrites par les droites
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passant par un point D sont à chaque instant sur un cylindre de révolution qui contient Vaxe du déplacement instantané et qui a pour diamètre la distance du point D à cet axe.
Parmi les droites passant par le point D, on soumettra à une élude spéciale celles qui appartiennent au complexe du second ordre C^-^
Chacune d'elles est tangente à la trajectoire de son point central. On peut donc définir les points centraux de ces droites comme étant les points du système pour lesquels les tangentes aux trajectoires sont dirigées sur un même point.
Les droites du complexe C^^) qui passent parD forment un cône orthogonal ; leurs points centraux sont donc à Tintersection du cylindre avec ce cône. Mais les deux surfaces renferment le diamètre passant par D; elles ont donc encore en commun une courhe gauche du troisième ordre c^ Le plan \^xu\ est un plan diamétral du cylindre, tandis qu'il est tangent au cône orthogonal suivant u. Les deux surfaces se coupent donc orthogonalement le long de leur génératrice commune.
11 s'ensuit que :
Tous les points du système 2, pour lesquels les tangentes aux trajectoires sont dirigées sur un point JixeD de l'espace, sont à chaque instant sur une courbe gauche du troisième ordre c^. Celle-ci résulte de l'intersection d'un cône orthogonal et d'un cylindre de révolution qui ont en commun le diamètre u passant par D et se coupent orthogonalement le long de ce diamètre. Le plan qui touche le cylindre suivant u est un plan diamétral du cône, et le plan qui touche le cône suivant u est un plan diamétral du cylindre,
9. Tout plan normal à l'axe instantané coupe le cylindre suivant un cercle, et, comme u est l'une des deux génératrices du cône sur lesquelles les sections circulaires sont perpendiculaires, il coupera aussi le cône suivant un cercle. Les deux cercles passent par le même point de w, mais il n'y a que les autres points d'intersection qui appartiennent à la courbe c^ Deux d'entre eux sont les points circulaires de
l'infini, communs aux plans perpendiculaires sur x. Ceux-ci sont donc sur c% et il s'ensuit que :
La courbe gauche c^ contient les points circulaires de l'infini appartenant aux plans perpendiculaires sur l'axe du déplacement.
Le point réel que c^ a en commun avec le plan de l'infini est le point X^^ à l'infini sur l'axe du déplacement. Comme droite du cylindre de révolution, x est une corde de c^. Mais le plan [xu^ est un plan tangent au cône orthogonal; par conséquent, l'axe x ne peut être rencontré par aucune génératrice du cône en dehors de u. Il n'y aura donc pas d'autre point de c^ sur^, qui sera, par conséquent, asymptote à la courbe.
Nous obtiendrons le plan osculateur en un point P de c% en déterminant sa tangente et en menant, par cette droite, le plan tangent au cône projetant c^ de P comme centre. Le plan asymptote est donc celui qui contient l'asymptote et touche le cylindre de révolution.
Donc :
L'axe du déplacement est l'asymptote du cercle cubique; son plan asymptote est perpendiculaire au plan qui passe par Y) et par l'axe,
10. Tout plan a perpendiculaire à x rencontre le cône orthogonal suivant un cercle et une génératrice a en un point Aa.
Si <i est la tangente à la trajectoire du point D, la droite Dalla est le diamètre de ce cercle. Faisons se correspondre deux points Aa,Ba du cercle dont la ligne de jonction est perpendiculaire sur le diamètre Dalla- Tous ces couples de points forment une involution dont le centre est le point à l'infini de la droite perpendiculaire sur DaUa. Les points doubles de cette involution sont Da et Ua.
Par suite, les génératrices a et 6 du cône orthogonal font partie aussi d'une involution de rayons, et cela de telle façon que u et d soient les rayons doubles. Comme le cône est en situation perspective avec la courbe gauche c% il dé-
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terminera sur elle une involulion de points qui aura comme points doubles D et le point à l'infini X^. On désignera deux points conjugués sous le nom de points conjugués du cercle cubique. Mais l'axe instantané x est une tangente de c^ ; par conséquent, l'involulion de points est projetée de œ par un faisceau de plans en involution. Les plans doubles sont le plan diamétral [^w] et le plan qui lui est perpendiculaire. Par conséquent, deux plans conjugués feront des angles égaux avec le plan diamétral.
Ainsi deux points conjugués A et B du cercle cubique c^ jouissent de cette propriété que les plans qu'ils déterminent avec ^ sont également inclinés sur le plan [:c m]. Nous savons que les génératrices a et 6 du cône, sur lesquelles sont situées A et B, sont également inclinées sur le plan [du] et, par suite, aussi sur le plan qui lui est perpendiculaire [.37«]. Nous en pouvons donc conclure que les points A et B sont également distants de D.
Appelons [xu] le plan principal et soit D le sommet du cercle cubique :
Deux points conjugués du cercle cubique sont à égale distance du sommet, et les plans qu'ils déterminent avec Vaxe du déplacement sont également inclinés sur le plan principal.
Ces théorèmes donnent une image tangible de la position du cercle cubique sur le cylindre.
11. Le cône orthogonal est projeté des deux rayons conjugués a ei b par deux faisceaux congruents de plans (II, 1, W). La même chose a lieu pour les points du cercle cubique.
Prenons les deux points conjugués A et B pour centres de gerbes, et considérons c^ comme résultant de l'intersection de ces gerbes. Nous aurons ainsi rapporté projectivement ces deux gerbes l'une à l'autre. Les rayons a et b, qui se coupent au point D, sont des rayons correspondants des deux gerbes.
Par suite, les deux faisceaux congruents de plans suivant lesquels c^ est projeté de a et de 6 sont des faisceaux corres-
pondants des deux gerbes. Les droites Ua et ui, des deux gerbes, parallèles à l'axe du déplacement, sont deux droites correspondantes, car elles passent par X^, et Pon peut projeter les génératrices du cylindre au moyen de faisceaux congruents de plans passant par ces droites. On pourra donc le faire aussi pour les points de c^.
Les deux gerbes jouissent donc de cette propriété que deux faisceaux de plans de l'une sont congruents aux faisceaux de plans correspondants de l'autre. Elles sont donc congruentes elles-mêmes, comme il est facile de le voir.
Donc :
Le cercle cubique est projeté de deux points conjugués par deux gerbes congruentes de rayons.
De là découle cette conséquence que le cercle cubique est projeté de chacun de ses points par un cône orthogonal.
12. Nous avons vu que le cercle cubique est le lieu des points centraux pour les droites passant par D qui appartiennent au complexe des tangentes. Ces droites sont les rayons e de la gerbe qui décrivent momentanément des éléments de surfaces développables. Pour chacun d'eux, les droites infiniment voisines e^ et e^ se coupent. Le cercle cubique résulte donc aussi de l'intersection de deux gerbes Do etDi.
Chacune de ses sécantes est alors la caractéristique d'un plan de la gerbe D. Il s'ensuit que :
Les caractéristiques de tous les plans qui passent par un point quelconque D de l'espace sont, à chaque instant, les sécantes d'un cercle cubique qui a D pour sommet.
Comme Je cercle cubique est projeté de deux points conjugués par des gerbes congruentes, il nous est permis d'en déduire que les théorèmes précédents subsistent sous une forme analogue pour des positions quelconques 2o et 2i des systèmes. Nous sommes donc ici en état de déduire de théorèmes obtenus dans le cas d'un déplacement
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infiniment petit des théorèmes applicables au déplacement fini.
Soient alors Aq et Aj les centres de deux gerbes correspondantes de 1^0 et 11 ; déterminons l'axe du mouvement hélicoïdal, et construisons le cylindre qui passe par ^, Aq et Aj. Le plan diamétral de ce cylindre, qui contient ^, est le plan principal du cercle cubique. Si Xq et Xi sont les pieds des perpendiculaires abaissées de Ao et Ai sur^, A'^X'" passera par le sommet D du cercle cubique. Ainsi le cône orthogonal qui a D pour sommet est déterminé.
13. Aux points du système à trois dimensions pour lesquels les tangentes sont dirigées vers un point D correspondent par voie de dualité les plans qui ont leurs caractéristiques dans un môme plan s. Aux caractéristiques des plans passant par I) correspondent les tangentes aux trajectoires de tous les points de s. Pour étudier ces formes géométriques, il sera rationnel de partir encore de deux positions arbitraires du système, Iq et Ij.
Soient donc Sq et £i les positions successives d'un plan s de ^, les cordes de tous les points de s forment un système de rayons S' du troisième ordre et de la première classe, et lorsque Sq et £i se rapprochent indéfiniment, chacune des cordes deviendra la tangente à la trajectoire d'un point de s. De plus, £o et£i engendrent un faisceau de plans du troisième ordre, E% qui contient le plan de l'infini. Les rayons de S', c'est-à-dire les cordes Aq Ai, sont les axes de ce faisceau de plans. Celui-ci est identique avec l'ensemble des plans osculateurs à une parabole cubique. Lorsque le déplacement devient infiniment petit, chacun des plans se transforme en l'un des plans dont les caractéristiques sont dans £. Dans ce qui suit, on étudiera les propriétés spéciales du faisceau de plans E^ et du système de rayons qui en dépend.
Chaque plan de E^ passe par deux droites correspondantes de £o et £,. Le plan médian renferme les droites homologues eo et ^1 suivant lesquelles il coupe £o et £i. Il s'ensuit donc, en premier lieu, que £'" appartient au faisceau de plans E^
De plus, tout plan a de E^ est coupé par l'ensemble des plans suivant une parabole; car, le plan de l'infini étant un
des plans de E% la section conique, située dans a, a pour tangente la droite de l'infini.
ik. Soient maintenant Xo, Xi, X"" les points d'intersection de l'axe du mouvement avec £o> £i> £"'• Considérons sur Sq, £i, s'" les faisceaux de rayons dont les centres sont Xo, Xi et X"'.
On voit facilement (Démonstration, XI, 6) que les trois droites n^, n^, /i"' perpendiculaires sur l'axe du déplacement sont des rayons correspondants des faisceaux; et il en est de même pour les droites /?o, Pu p"\ qui leur sont perpendiculaires, c'est-à-dire pour les projections de œ sur Sq, g^, s'".
Les cordes, c'est-à-dire les rayons du système S% qui unissent les points correspondants de p^ et/?i forment un paraboloïde p^-' (VII, 3) qui renferme la droite p^ et dont le sommet est au point {œp"^) =: X"\ L'axe principal du para- JDoloïde est la droite /i"*, et les plans directeurs sont les plans
Il y a dans tout plan a de E^ une des génératrices du système auquel appartiennent />o>/^i et/>'" : c'est la droite /?a qui correspond à pQ et /?i. Toutes les droites pa. sont coupées par les cordes qui forment l'autre système de génératrices suivant des ponctuelles semblables, et sur deux droites /?a et/?p qui font des angles égaux avec le plan directeur [xn"'^'\ les ponctuelles sont même congruentes. On sait que la droite de l'infini du plan s'" est coupée par tous les couples /?a,/?Q suivant une involution de points dont les points doubles sont à l'infini sur p^"- et /^"^ Mais les génératrices /?« du paraboloïde projettent cette involution de telle manière sur ^, que les points doubles seront X'" et le point à l'infini X«, sur x. Deux points conjugués quelconques sont donc également distants de X'". Par suite :
Deux génératrices du paraboloïde |)^^^ qui sont coupées par les cordes suivant deux ponctuelles congruentes sont également inclinées sur le plan [^/i'"] et rencontrent l'axe du déplacement en deux points dont le milieu est X"^.
Le paraboloïde ^J^^^, qui est engendré par les ponctuelles congruentes n^ et /«i, a également le point X'" pour sommet. Tout plan a de E^ contient la génératrice /i» du système réglé
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dont font partie «o et /if Comme n^ et n^ sont perpendiculaires sur ^, le paraboloïde est équilatère, et toute génératrice Ry, est perpendiculaire sur or. Le plan directeur des cordes situées sur 1^\^^ est [^/?'"]. On peut donc appliquer à deux génératrices du système /^a, qui sont coupées par les autres cordes suivant des ponctuelles congruenles, les mêmes conclusions qu'aux génératrices analogues />a et /?p de tJ|^î, c'est-à-dire que :
Deux génératrices du paraboloïde |3jf' , qui sont rencontrées par les cordes suivant des ponctuelles congruentes, sont perpendiculaires sur Vaxe du déplacement, le coupent en deux points également distants de X"', et font des angles égaux as^ec le plan [jc /?'"].
15. Le système de génératrices />a de 13'^^' et le système n^, de |);;' sont tous les deux perspectifs à la ponctuelle Xa. Donc les deux faisceaux de plans qui, de x, projettent les deux systèmes de génératrices sont projectifs. Mais ces faisceaux de plans sont dans cette situation particulière que trois des plans de l'un,
[^•/?o], Vocp.'l, [-3:*/?'"],
sont perpendiculaires sur les plans correspondants de l'autre,
[.r/io], [^/îi], [^/i'"].
Donc deux plans correspondants quelconques sont perpendiculaires Tun sur l'autre ;/?a est perpendiculaire sur/iaCt/^o sur no.
Donc les angles (^/>a) et {xp^ sont les angles des plans a et (3 avec x, c'est-à-dire que :
Deux plans de Y? qui coupent Vaxe du déplacement en deux points également distants de X'" font avec cet axe des angles égaux. Les projections de Vaxe sur les plans du faisceau sont des rayons correspondants de tous les plans.
Comme louteslesdroites/^asontparallèles au plan s'" et que p'"- est la projection de x sur £'", il s'ensuit encore que e'"
est le plan qui fait le plus petit angle avec a:. Il ne peut donc y avoir aucun plan réel de E^ qui contienne ^; c'est-à-dire que ^ est un axe impropre du faisceau de plans.
Observons encore que /?« et /?^, de même que /la et /ip, sont rencontrés par les rayons de S-^ suivant des ponctuelles congruentes.
Il s'ensuit que :
Deux plans de W qui font des angles égaux avec Vaxe du déplacement sont coupés par les rayons du système 'è^ suivant des systèmes plans congruents.
L'axe du déplacement a une position particulière par rapport au faisceau de plans E^ Nous le nommerons Vaxe principal de ce faisceau. De môme £'" sera appelé \ià plan principal. On peut aussi définir l'axe principal d'une manière tout à fait géométrique comme étant la ligne de jonction des deux points correspondants qui sont les plus rapprochés l'un de l'autre, et le plan principal sera le plan qui fait avec l'axe principal le plus petit angle. Nous avons déjà vu que les plans de E^ déterminent sur x une involution de points, dont les points doubles sont X'" et X^. Cette remarque donne encore naissance au théorème suivant :
Faisons correspondre deux à deux les plans de W qui sont rencontrés par les cordes suivant des systèmes congruents; tous ces couples formeront une involution dont les éléments doubles seront le plan principal s.^'^ et le plan de V infini. Toute corde Aq Ai est coupée par eux suivant une involution de points dont les points doubles sont A'" et le point à l'infini k^.
En nous basant sur les théorèmes précédents, il ne nous sera pas difficile de nous procurer une image tangible de la distribution des plans de E\
Car, si Xa et Xp sont deux points également distants de X'", les plans qui passent par ces points sont déterminés par la condition que d'abord ils doivent faire des angles égaux avec X, et que, en second lieu, les projections de x sur a et (3 sont également inclinées sur le plan [^/?'"], c'est-à-dire
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sur le plan mené par ^ perpendiculairement sur £"K De plus, £'" fait le plus petit angle avec a;, et les angles des plans a avec ^ augmentent d'une façon continue plus Xa s'éloigne de X"'. Le plan de l'infini doit être considéré comme étant le plus incliné, et perpendiculaire sur l'axe du déplacement.
Les plans de E^ sont deux à deux symétriquement situés par rapport aux plans [^/?'"] et e'"; c'est pourquoi nous nommerons E^ le faisceau symétrique de plans de troisième ordre.
16. Nous commençons maintenant l'étude du système de rayons formé par les cordes Ao Aj. Dans la suite, nous désignerons la corde AqAi par Sa. Soient Sa et s^ deux quelconques des cordes qui sont également inclinées sur l'axe du déplacement. Les plans Sq, £i, a, (3 de E^ déterminent sur elles des séries de points Ao,Ai,Aa,Ap, et Bo,Bi,Ba, Bp. Du caractère géométrique du mouvement hélicoïdal, il ressort que les projections sur ^ de AqAi etBoBi sont égales entre elles et égales à XoXi. Mais a et (3 sont des systèmes plans congruents pour lesquels ^ est Taxe du déplacement : donc les projections de
AaAp, BaBp sont égales entre elles et égales à XaXp.
Si maintenant nous observons que toute corde Sa est coupée par les couples de plans a, (3 en deux points conjugués d'une involution, qui a A,„ et A^ comme points doubles, et que Sa et Si, font des angles égaux avec œ, il s'ensuit que les ponctuelles déterminées par les plans du faisceau E^ sur^^ et ^^ sont congruentes, c'est-à-dire que :
Toutes les cordes du système de rayons qui font le même angle avec V axe principal, sont rencontrées suivant des ponctuelles congruentes par les plans du faisceau W,
Nous pourrons nous servir de ce théorème pour représenter simplement sur une gerbe de rayons le faisceau de plans et le système de rayons qui lui correspond.
Par chaque point de l'espace, il passe, en général, trois rayons Sa. Cela a donc lieu aussi pour tout point situé à l'infini P„. Comme £„ est un plan de E% deux de ces rayons sont dans £^. Il n'y a donc qu'une corde située à distance finie
passant par P^, c'est-à-dire parallèle à une direction donnée.
Par un point quelconque 0' de l'espace, faisons maintenant passer une gerbe de rayons s'a; chaque corde Sa aura sa parallèle dans s'a, et inversement. Si nous faisons abstraction des rayons situés dans s^, il s'ensuit que le système de rayons S^ pourra être représenté d'une manière univoque par la gerbe de rayons, de telle façon qu'à chaque rayon Sa corresponde le rayon s'a de la gerbe, qui lui est parallèle, et inversement.
On peut aller plus loin encore. La projection du segment AqA'" sur ûo est, en effet, pour toute corde Sa, égale au segment X^X'".
Rapportons alors la ponctuelle suivant laquelle chaque corde Sa est coupée par les plans a, (3, . . . sur le rayon correspondant s'^, de façon qu'au point A'" vienne correspondre le point 0' et, par conséquent, au point X'" de ^ le point 0' de œ'. Alors à tous les points Aa, Ba, • . . d'un plan a correspondent les points A», Ba, • . . d'un plan a' qui passe par Xa et qui est perpendiculaire sur x'. A l'ensemble des plans a, (3, ... de E^ correspond donc un faisceau de plans a, (3, . . . perpendiculaires sur a:'
Soit maintenant ^a une droite quelconque de a; les cordes Sa qui la rencontrent forment un paraboloïde qui a en commun avec £^ la droite ^'". Les rayons correspondants s'^ forment par conséquent un faisceau plan de rayons. Chaque point Aa de ^a est à la fois sur Sa et sur a. Tout point de l'intersection du faisceau de rayons avec a' correspond donc à un point de gay c'est-à-dire qu'à chaque droite ga correspond dans a' une droite g-'^. Mais à chaque point à l'inQui de a correspond un point à l'infini de a\ Il s'ensuit que les plans a et a' constituent des systèmes plans en affinité.
17. Considérons maintenant le faisceau de rayons de a dont le centre est Xa. Il lui correspond dans a' un faisceau homologue dont le centre estXa. Soient Vp^^ et f)^^ les paraboloïdes correspondant aux droites /?a et AZa.
[œn"^] est le plan directeur des cordes situées surP^^^ et [ûcp'"] celui des cordes de Vn~^' Ces deux plans sont perpendiculaires l'un sur l'autre. La même chose a lieu par conséquent pour les plans parallèles de la gerbe 0'. Ils couperont
MOUVEMENT d'UN SYSTÈME INVARIABLE. 120
donc ol' suivant deux rayons perpendiculaires l'un sur l'autre, p'rL et /^a, fl'^ii correspondent aux droites rectangulaires /?a et /^a, c'est-à-dire que pour chaque couple de plans a et a' les couples de rayons TOa^^a» /^a'^a sont des couples correspondants de rayons à angle droit. Si nous considérons, au contraire, deux autres rayons de a' perpendiculaires l'un sur l'autre, les rayons correspondants de a ne peuvent pas être à angle droit, car alors les faisceaux a et a' seraient égaux entre eux. Comme d'ailleurs les faisceaux de a', |3', . . . qui ont leurs centres sur jp' sont égaux entre eux, il faudrait aussi que tous les faisceaux de a, [3, . . . le fussent, ce qui ne peut pas avoir lieu.
Toutes les cordes qui font le même angle avec l'axe principal ont comme correspondantes dans 0' les génératrices s'a, d'un cône de révolution dont l'axe est x\ Celui-ci coupe cf! suivant un cercle dont le centre est X'^. Dans le plan qui lui correspond par affinité, ce cercle aura comme courbe correspondante une ellipse dont le centre est Xa, et dont les axes principaux sont /?a et /la- Nous allons faire voir que /la est le petit axe et p^ le grand axe de l'ellipse.
Considérons d'abord l'ellipse située dans s'". Toutes les cordes Sa, qui font des angles égaux avec l'axe principal, sont à égale distance de cet axe. Soit alors P"^ l'extrémité de l'axe dirigé suivant/)'", N'" l'extrémité de l'axe dirigé suivant /i'"; soient enfin Sp et s^ les cordes qui passent par ces points, n^, est perpendiculaire sur x^ ai Pa. forme avec œ un angle aigu. Mais N"' est le point de s^ qui est à la plus petite distance de Xf et P'" est le point analogue sur Sp. On a donc, en effet, N'«X'«<P'"X''^, c'est-à-dire queN'«X"' est le petit axe, et p/nX'« est le grand axe de l'ellipse.
De là on peut aussi conclure le théorème pour les autres plans de E^ et il s'ensuit que :
Toutes les cordes qui sont également inclinées sur l'axe principal coupent chaque plan a du faisceau E^ suivant une ellipse dont le grand axe est sur pr^ et le petit axe sur nr^.
Les grands axes de toutes ces ellipses forment le paraboloïde ^-p\ et les petits axes le paraboloïde Pj,-'. Les centres de ces ellipses sont sur l'axe principal de E^.
l3o CHAPITRE in.
Les cordes Sa elles-mêmes sont sur une surface réglée \\ du quatrième ordre. A chaque cône de révolution K' de 0', qui a a^' pour axe, correspond une pareille surface. Tous :es cônes découpent sur a' des cercles concentriques. Les extrémités des diamètres situés sur pa et /la forment des séries congruentes de points. Les extrémités des axes de toutes les ellipses suivant lesquelles a est coupé par les surfaces R formentdes ponctuelles correspondantes, qui, par conséquent, sont semblables entre elles.
Donc :
Dans chaque plaîi du faisceau symétrique de plans W, les axes des ellipses suivant lesquelles ce plan est coupé par les surfaces réglées R sont dans un rapport constant.
18. Le plan perpendiculaire à l'axe du déplacement ne fait pas partie des plans du faisceau ; il a pourtant, par rapport à celui-ci, une signification spéciale que nous voulons encore mentionner.
Désignons par^a la droite suivant laquelle le plan a touche le faisceau E^ Si g'"- est une droite quelconque du plan médian £'", on obtiendra la corde Sa du paraboloïde V^f^ situé dans a, en menant par le point d'intersection de g^. et /a la seconde tangente à la parabole située dans a.
Cela aura lieu aussi pour £^. Si donc t^ est le rayon de contact de s^, l'axe de l^f^ situé dans ce plan sera la tangente différente de t^y que l'on peut mener de {g^ t^) à la parabole située dans e^. Le point d'intersection des deux droites à l'infini sur l)^^' est donc sur t^ , c'est-à-dire que l'axe principal de Pp^ passe toujours par un point de t^.
Donc :
Le plan perpendiculaire à l'axe principal du faisceau symétrique de plans contient le rayon de contact t^ du plan de l'infini qui appartient au faisceau.
Enfin déterminons encore le point de contact du plan de l'infini. Pour cela, considérons le paraboloïde V^n^ correspondant à la droite n"K Comme du point à l'infini {n^ t^) on ne peut pas mener de tangente différente de t^ à la pa-
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rabole du plan s^, il faut que le point («^ t^) soit le point de contact du plan.
Donc :
Le plan à l'infini de Y? a, comme point de contact, le point oà t^ est coupée par un plan perpendiculaire à n"^.
19. Si nous appliquons les théorèmes précédents à un système qui se meut d'une manière quelconque, nous finissons par arriver aux résultats suivants :
Tous les plans de 2, dont les caractéristiques sont dans un plan quelconque z de l'espace, forment un faisceau symétrique de plans du troisième ordre, qui admet s comme plan principal et l'axe du déplacement comme axe principal. Les tangentes aux trajectoires de tous les points de s forment un système particulier de rayons du troisième ordre et de la première classe. Toutes les tangentes qui sont également inclinées sur l'axe du déplacement rencontrent s suiçant une ellipse dont le centre est sur x.
Le cercle cubique c^ et le faisceau E* sont des formes réciproques dans le système focal formé par 2 et i'', c'est-à-dire que les plans normaux de tous les points de c^ forment un faisceau symétrique de plans. Si nous considérons, en effet, le cercle cubique dont le centre est en D, et si nous nommons encore s le plan normal â^ de D, la perpendiculaire abaissée de D sur x est dans le plan c, et c'est la droite de ce plan que nous avions désignée par n. Si A et B sont deux points conjugués de D et «a et n^ les perpendiculaires abaissées de ces points sur JT, /z^ et n^ sont également inclinés sur le plan [x n]. 11 s'ensuit que ces perpendiculaires forment le paraboloïde p^ et que le point {x n) z=\ en est le sommet. De plus, A et B sont à égale distance de l'axe de déplacement; donc les plans normaux a^, (3^ qui passent par n^^ et n^ font des angles égaux avec x; enfin, A et B sont aussi à égale distance du sommet du paraboloïde : donc les points Xa et X^i où a' et [3^ rencontrent l'axe sont à des distances égales de X; et de là il suit que le faisceau des plans a^, (3^ possède exactement les propriétés qui définissent E% c'est-à-dire :
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Les plans normaux de tous les points du cercle cubique forment un faisceau symétrique de plans de troisième ordre^^ ^ et les foyers des plans d' un pareil faisceau forment toujours un cercle cubique (^).
VIII. — Le complexe des axes de courbure
1. Dans ce qui suit, nous considérerons trois positions arbitrairement choisies du système, Ho» ^i» 22- Nous désignerons par 2^1 le système formé par le milieu des cordes correspondant à ^0 et 2i, et 2^2 sera le système analogue pour 2i et ^2.
Les systèmes formés par les plans normaux seront désignés par ^0 1 et là\^. L'axe du mouvement hélicoïdal correspondant à 2i et li^ sera ^oi ou x'^^ selon qu'on le considère comme appartenant à 2o ou 2i; x^^ ou x\^ sera l'axe du déplacement pour 2i et ^2. Comme chacun des systèmes IJ^ et ^'(2 ^st en correspondance réciproque avec 2, les deux systèmes sont en collinéation. Ils engendreront par conséquent un complexe tétraédral de rayons qui est formé par l'ensemble des droites d'intersection des plans correspondants. Deux plans correspondants a^i et oC[^ se coupent suivant une droite ka passant par le centre du cercle circonscrit au triangle Aq Ai A2 et perpendiculaire au plan de ce triangle. Appelons-la axe central du point A, il s'ensuivra que :
Les axes ce/itraux des points d'un système à trois dimensions forment un complexe tétraédral de rayons.
2. On peut démontrer que ce complexe ne contient, en général, ni points principaux ni plans principaux réels. Les plans principaux du complexe sont les plans de lé\^ qui se confondent avec leurs correspondants dans l.\^. Si a)^j et aja forment un couple de pareils plans, il faut que Ao se
(') De là il faut conclure que la parabole cubique dont les plans osculateurs forment le faisceau E' est d'une nature spéciale. Considérons, en effet, une ellipse cubique quelconque appartenant au système S et dont le point réel à l'infini est le point X», le faisceau réciproque formé par les plans normaux renfermera aussi le plan de l'infini; mais il ne peut pas être identique avec celui qu'on a considéré dans le texte.
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confonde avec A2. En général, cela n'aura pas lieu, car les deux espaces congruenls Iq et I.2 n'ont pas de point uni à distance finie.
Si Ao se confond avec A2, les deux systèmes 1q et 2, peuvent être considérés comme deux positions d'un corps rigide qui tourne autour d'un point fixe. Alors il y aura aussi un axe commun passant par le point A (Chap. II). Chaque point Bq de cet axe se confond avec B.2; donc aussi B"\ avec B ^2 ^^ ^l^ avec (3^2' c'est-à-dire que les deux systèmes collinéaires ont en commun un faisceau de plans, par suite aussi une ponctuelle. Si donc le complexe a un plan principal réel, il en a une infinité qui forment un faisceau de plans.
Si de plus deux autres plans correspondants yl ^ et y\ ^ de I^o et ^2 se confondent, ces plans n'appartenant pas au faisceau dont il vient d'être question, il s'ensuivra que Cq et C2 se confondent. Mais alors lli et 1\^ ont tous leurs points et leurs plans correspondants unis, et le complexe des droites k devient indéterminé.
Nous arrivons par suite au théorème suivant :
Le complexe des axes centraux ne possède^ en général, ni points principaux, ni plans principaux réels; s'il a des plans principaux réels, ceux-ci forment un faisceau de plans.
Il existe encore un cas d'exception dont il faut faire mention : c'est le cas où le plan de l'infini est un plan principal pour 2^1 et 2'^ 2- Ce plan est toujours le plan normal à l'infini sur l'axe du déplacement. Si donc il doit être un plan principal pour les systèmes i^^ et i^2» ^^ f^ut que les axes des deux déplacements successifs soient parallèles, ou qu'ils se confondent. Inversement, il est clair que, si les deux axes sont parallèles, le plan de l'infini est un plan qui se correspond à lui-même dans les deux espaces collinéaires 2';ji et 1\ 2 : c'est donc aussi un plan principal du complexe engendré. Si les axes x'^^ et x\^ des déplacements consécutifs ne sont pas parallèles, le plan normal du point à l'infini sur ^01 est pour le premier déplacement le plan de l'infini; mais, pour le deuxième déplacement, le plan normal du point à l'infini sur ^01 est, comme le plan normal de tout point à l'infini, parallèle di x\^.
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Il était nécessaire de faire une mention spéciale de ce cas d'exception, parce qu'il est important et que nous le retrouverons plus loin.
3. Le complexe de rayons formé par ka peiiï être facilement rapporté projectivement au système 2, et cela, en adjoignant à chaque point A de 2 le rayon ka du complexe qui est l'intersection des plans a^J^ et d\^. Mentionnons, parmi toutes les conséquences qui s'en déduisent, les suivantes :
Les axes centraux qui correspondent aux points d'une droite forment, en général, l'un des systèmes de génératrices d'un hyperboloïde; car ils s'obtiennent par l'intersection de deux faisceaux projectifs de plans, dont les axes sont les droites i^\^ et g\^_, réciproques à ^^ Les droites ka correspondant aux points d'un plan quelconque z sont, en général, les sécantes d'une courbe gauche du troisième ordre; car elles s'obtiennent par l'intersection de deux gerbes coUinéaires dont les sommets sont les foyers des plans sj" et £"2-
De plus, les droites ka qui passent par un point quelconque de l'espace forment, en général, un cône du second ordre. Celui-ci est engendré par deux faisceaux projectifs de plans dont les axes g\^ et g\^ se coupent au point considéré; c'est pourquoi les points de 2 qui correspondent à ces droites ka sont sur la droite g réciproque de g\^ et g\^_.
Les axes centraux contenus dans un plan ô de l'espace enveloppent, en général, une conique et les plans de lé\^ qui coupent les plans correspondants de 1^[^ suivant ces axes forment un faisceau de plans du troisième ordre. Désignons, en effet, par z\^ le plan ô considéré comme faisant partie de 2'^^. Il engendrera avec £'^2 un faisceau de plans du troisième ordre qui contient £)i, et £^2* Ce faisceau ne se décomposera pas dans le cas général, car il faudrait alors que £^, q\z\^ eussent un élément uni, point ou droite, ce qui n'a pas lieu en général. Si l'on considère le faisceau de plans comme faisant partie de 1^\<^, et que l'on désigne alors par '(\\.^ le plan £'^,, il lui correspondra dans le système D^ , un faisceau déterminé par les plans 'r\\ , et £^ ^ . Deux plans correspondants de ces faisceaux se couperont alors suivant une droite ka du plan z\^.k un faisceau de plans contenant les deux plans £j< et yîq, correspond,
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dans le système i, une courbe gauche du troisième ordre, qui passe par les points E et H dont les plans normaux sonts'^, et ril^; les points dont les axes centraux sont dans le plan d l'orment donc une courbe gauche du troisième ordre qui passe par G et H.
Cette courbe passe encore par un troisième point que l'on peut facilement désigner. Il n'y a pas que les deux plans a^^ et (x]^ qui passent par ÂTa, mais le plan a^,,, perpendiculaire sur AoAo en son milieu, passe aussi par celte droite. L'ensemble des plans a^^ forme un système ]S'^ 2 collinéaire avec 2'^, etl^jj et le faisceau de plans du troisième ordre dérive des trois systèmes £'^2, £20 et £oj. Si donc nous désignons le plan el^, c'est-à-dire le plan d, considéré comme faisant partie de I^q par 9'^o, il faudra que la courbe gauche du troisième ordre passe aussi par le point F de 1 dont le plan normal est cpjo dans le système l^^,
11 en résulte que :
Les points du système ^,pour lesquels les axes centraux sont dans un plan quelconque à de l'espace^ forment une courbe gauche du troisième ordre. Celle-ci passe par les trois points de i qui ont le plan è pour plan normal dans les trois systèmes 1\.,, 1\q,
Comme le faisceau de plans du troisième ordre qui correspond à la courbe gauche dans le système ll^ est engendré par les trois systèmes plans en collinéation £'^^, yj^,, o^i, il s'ensuit que la courbe gauche peut être engendrée par deux quelconques des trois gerbes collinéaires dont les sommets sont les points E, H et F de 2.
k. Si pour le plan è on choisit le plan de l'infini, les droites ka situées dans ce plan forment un faisceau de rayons du second ordre, le plan de l'infini ne se correspondant pas, en général, à lui-même. Les points correspondants A de 2 seront sur une courbe gauche du troisième ordre. Mais, pour chaque point de cette courbe, les deux plans normaux correspondants seront parallèles; il est donc tellement placé que Ao, Al, A2 sont en ligne droite. Désignons par x^o ou x[q l'axe du déplacement qui correspond aux positions ^o 6t ig et
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observons que le plan de l'infini est le plan normal du point à l'infini sur l'axe, que, par conséquent, F, H et E sont les points à rinfini sur les trois droites ^12, -3720» -^od H s'ensuivra :
Tous les points A du système invariable pour lesquels Ao, Al, A2 sont en ligne droite, forment en général une courbe gauche du troisième ordre. Celle-ci passe par les trois points à Vinjini sur les trois axes du déplacement x^^^ ^20 -^oi 7"^ correspondent aux groupes 2^ ^2, 2^2 ^0 ^^ ^0 -^i*
Cette courbe sera donc généralement une hyperbole gauche : on l'appellera courbe des inflexions de ^ et on la désignera par il^^.
La courbe des inflexions «^,2 P^sse aussi par les quatre points principaux du complexe formé pari'^j et 1^2, car pour ces quatre points principaux le plan normal oC'^^ est identique avec a'^g, et, par suite, toute droite de ce plan peut être considérée comme axe de courbure; en particulier, cela sera vrai pour la droite de l'infini. D'ailleurs on voit directement que, pour tout point principal, CoCst identique avec Ci et que, par suite, Co, Cl, C2 sont en ligne droite.
Aussi longtemps que cette courbe ne se décomposera pas, il ne peut y avoir sur une droite quelconque que deux points A pour lesquels les trois positions Aq, Ai, A2 sontenlignedroite. Pour une telle droite, les deux paraboloïdes formés par les cordes Ao Ai et Aj A2 de ses différents points ont deux génératrices communes, d'où l'on peut conclure en passant que la courbe d'intersection de ces paraboloïdes se décompose en quatre droites. L'ensemble des droites de cette espèce forme un système de rayons du premier ordre et de la troisième classe, le système des sécantes de la courbe il^^.
Comme on l'a fait voir plus haut, les axes centraux des points d'une droite quelconque g constituent l'un des systèmes de génératrices d'un hyperboloïde. Si la droite ^ a un point en commun avec la courbe des inflexions, Ihyperboloïde dégénère en paraboloïde. Si g renferme deux points de la courbe des inflexions, c'est-à-dire, si g est une sécante de cette courbe, deux droites k sont à l'infini, c'est-à-dire que deux couples de plans normaux correspondants des faisceaux ^01 et g\^ sont parallèles. Donc g^^ et g\^ sont elles-mêmes
MOUVEMExNT d'uN SYSTÈME INVARIABLE. 187
parallèles; les droites /: forment une surface cylindrique, qui peut être hyperbolique, elliptique ou parabolique suivant que g est une sécante propre, impropre ou une tangente de ij^.
o. Les résultats qui viennent d'être acquis ne sont plus applicables lorsque le plan de l'infini se correspond à luimême dans i'^i et l^g» c'est-à-dire, lorsque les deux axes^oi et ^12 sont parallèles. On a démontré, en effet, que la courbe gauche pouvait être regardée comme le résultat de l'intersection de deux gerbes collinéaires de rayons, dont les sommets sont les points à l'infini des deux droites ^oi et ^12. Mais, tandis qu'en général Xq^ et x^^ ne se coupent pas, on obtient dans ce cas les points A de la courbe des inflexions au moyen de deux gerbes collinéaires de rayons dont les sommets sont les points à l'infini sur deux droites parallèles. Le lieu de ces points situés à distance finie se réduit donc à une droite, parallèle à l'axe du déplacement.
Mais, inversement, on peut faire voir que si la courbe gauche /2i2 se décompose, il faut que les axes des deux mouvements hélicoïdaux soient parallèles; car si il^^ se décompose, il existe une droite g pour tous les points de laquelle Aq, A,, A2 sont en ligne droite. Mais les cordes de tous les points d'une droite de 2 forment, en général, l'un des systèmes de génératrices d'un paraboloïde hyperbolique; dans le cas considéré, celui-ci renferme trois positions ^o> ^15^2 de la droite g^ et ces trois droites sont coupées par toutes les génératrices suivant des ponctuelles congruentes. Mais cela ne peut pas se présenter pour un paraboloïde proprement dit; car deux génératrices qui sont rencontrées par les génératrices de l'autre système suivant des ponctuelles congruentes sont également inclinées sur le plan directeur des génératrices de ce système, et il ne peut y avoir que deux pareilles droites. C'est pourquoi les lignes de jonction des points homologues de ^0 et gx sont toutes dans un plan, et il en résulte qu'elles sont parallèles entre elles; autrement il n'y aurait que deux points de l'espèce considérée sur g. Mais toute droite pour laquelle les cordes A^Ai sont toutes parallèles est parallèle à l'axe du déplacement; il faut donc que^o soit parallèle à l'axe ^01 luimême. Si l'on observe maintenant que les cordes AqAi sont
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idenliques en direction avec les cordes A1A2, il s'ensuivra de même que g^ est parallèle à l'axe ^12» c'est-à-dire que les deux axes sont parallèles.
Il en résulte donc que :
S'il existe une droite telle que pour chacun de ses points A, Ao, Al, A2 soient en ligne droite, les deux axes ^01 ^t Xi^, autour desquels se font les deux mouvements hélicoïdaux, sont parallèles entre eux et inversement, si les axes x^^ et x^^ sont parallèles, il existe une pareille droite.
6. Tandis qu'il y a une infinité de points pour lesquels trois positions consécutives sont en ligne droite, il n'y aura pas, en général, de point à distance finie pour lequel A3 sera aussi sur la même droite. Si, en effet, ^3 est la troisième position du système, il correspond à Du^aj^sune courbe gauche ij 23 lieu des points A pour lesquels Ai, A2, A3 sont en ligne droite. La courbe gauche il^^ est le résultat de l'intersection de deux gerbes collinéaires dont les centres sont à l'infini sur ^01 et ^12- De même «5,3 provient de l'intersection de deux gerbes collinéaires dont les centres sont à l'infini sur ^12 et x^^. Ces deux courbes n'auront donc, en général, en commun que le point à l'infini sur ^12; elles n'auront d'autre point commun que dans le cas où trois rayons correspondants des trois gerbes collinéaires se coupent en un seul et même point, ce qui n'arrivera pas en général.
7. Si les positions 2o>2i>22 se rapprochent indéfiniment, l'axe central ka se transformera en axe de courbure de la trajectoire de A. Les points de la courbe /012 deviendront les points du système qui passent par des points d'inflexion de ces trajectoires. La courbe il^^ se transforme en une parabole cubique que nous désignerons par i^.
Nous obtenons ainsi pour le mouvement continu d'un système les trois théorèmes suivants :
Les axes de courbure des trajectoires de tous les points de là forment à chaque instant un complexe tétraédral de rayons. Les points principaux et les axes principaux sont imaginaires.
MOUVEMENT d'uN SYSTÈME INVARIABLE. iSg
Lorsqu'un système à trois dimensions se déplace, il existe à chaque instant une infinité de points qui passent par des points d'inflexion de leur trajectoire. Ils forment en général une parabole cubique i^ qui contient le point à l'infini de l'axe instantané et les points principaux du complexe tétraédral. Si les surf aces polaires sont cylindriques, i^ se réduit à une droite (^).
Les conséquences qui se déduisent du premier de ces deux théorèmes sont tout à fait analogues à celles que nous avons énoncées dans le cas de positions distinctes des systèmes. Il paraît donc superflu de les énoncer encore une fois.
8. Il existe également un complexe d'axes centraux k], et une courbe des inflexions i^' dans le cas du mouvement inverse de ^' dans l'espace ^. Les deux systèmes ont une relation réciproque. Si B' est en effet un point de la droite A-^, le plan normal (3'^\ passe par A, puisque A^ est dans a\^ (IV, 8), et comme A^a est aussi dans oC\^,\Q\i\din (3^2 passe aussi par A. Le point A est donc sur l'axe central AJ, du point B' lors du mouvement inverse. Cela a lieu pour tout point B' de k^. Désignons alors par h', ka considérée comme droite de ^', il s'ensuit que les axes A:^ de tous les points de ka^=^h' forment un cône. Ainsi, tandis que les axes centraux d'une droite quelconque forment en général un hyperboloïde, un axe de courbure se distingue par ceci, c'est que l'hyperboloïde se réduit à un cône; pour un déplacement infiniment petit, nous arrivons donc à cette conclusion :
Le complexe des axes de courbure du mouvement primitif et celui du mouvement inverse ont entre eux une correspondance réciproque : chaque axe ka est une droite de lé' pour les points de laquelle les axes de courbure forment un cône, et la même chose a lieu pour les axes k'i, considérés comme étant des droites de là.
(') Everelt reconnut le premier la signification exacte de la courbe des inflexions : Kinematics of a rigid hody {Quarterly journal, t. XIII, p. 39).
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La courbe des inflexions de 2' est donc le lieu des sommets des cônes qui correspondent à des droites situées à l'infini dans 2, et de même, la courbe des inflexions de 2 contient les sommets des cônes qui correspondent à des droites à l'infini dans 1'.
De plus, chaque sécante de i^ appartient au complexe des axes de courbure A:', car les axes de courbure de ses points forment un cylindre. De même, toute sécante de la courbe des inflexions i'^ est une droite du complexe k dans le mouvement direct.
Si nous considérons l'axe de courbure ka comme une droite h' de 2', A est le sommet du cône correspondant. Si nous désignons Taxe A-^ par ^ en tant que droite de H, B' est le point de 2', sommet du cône correspondant à g-=ik',j c'està-dire que :
Si g est une droite de ^ pour les points de laquelle les axes de courbure forment uncône^ le sommet du cône sera le point B' de 2' dont la trajectoire a comme axe de courbure la droite g lors du mouvement inverse (*).
IX. — La correspondance cubique et les points à courbure
stationnaire.
1. Soient \, lii, ^2, ^3 quatre positions quelconques du système, et 2^1, lé\^y 2'^3 les systèmes de plans normaux correspondant aux cordes AoAj, A1A2, A2A3. Trois plans correspondant au môme point A se coupent en un point A' de U, qui est le centre d'une sphère passant par les points Aq, Ai, A2, A3. Mais les plans normaux qui, dans le mouvement inverse, répondent auxcordes AJ, Aj, A^ Ag, Ag A3, se coupent au point A, c'est-à-dire que A est le centre de la sphère qui passe par A' A' A' A'
Faisons correspondre deux pareils points A et A' de 2 et 2', les deux espaces ainsi rapportés Tun à l'autre auront une correspondance univoque. A chaque point de D correspond,
(') Voir ScHŒNFLiES, Journal fur die reine und angewandte Math., t. XCVIII, p. 267,
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en généra], un point de 1', et inversement. Nous allons reconnaître plus loin quel est le genre de cette correspondance.
Si les points A de 2 sont sur une droite ^, les centres A^ des sphères correspondantes seront sur une courbe gauche du troisième ordre. Elle résulte de l'intersection de trois faisceaux projectifs de plans, dont les axes sont les droites gl^, ^i2> ^2 3- Inversement, aux points A' de 1' qui sont sur une droite correspondent dans 1 les points A d'une courbe gauche du troisième ordre. Car chacun de ces points A est l'intersection des plans correspondants a^', , a]\_, a^'3 des faisceaux projectifs qui ont ^^^'1, ^^'2, ^^^3 pour axes.
Si les points A de ^ sont sur un plan s, les points A' de 1' formeront une surface du troisième ordre. Elle est engendrée par l'intersection de trois gerbes collinéaires, qui ont comme centres les foyers de s'^j, e'^^^ e'^^. Inversement, à tous les points A' d'un plan s' de 2' correspondent les points d'une surface du troisième ordre de 1 ; car les plans normaux a^'^, ^12» ^23 qui, dans le mouvement inverse, sont associés aux points A' de li', forment également trois gerbes en collinéation.
La correspondance qui existe entre les deux espaces 2 et 1' s'appellera par suite une correspondance cubique (^). Nous arrivons ainsi au théorème suivant :
Si l'on fait correspondre à tout point A de ^ le point A' de lé' oà se coupent les plans normaux a^j, oC[^y a\^, A sera en même temps le point d'intersection des trois plans normaux <^oi> '^12» ^2 3 ^^' point A' dans le mouvement inverse. Les systèmes ^ et 1' , ainsi rapportés V un à Vautre, sont en correspondance cubique.
2. Au plan à l'infini s^ de i' correspond aussi, dans le système 2, une surface du troisième ordre ; on la désignera par F5i23 ou encore par FJ3. Chacun de ses points se fait remar-
(') Voir ScHŒNFLiES, Journal fur die reine und angewandte Math., t. XCVII, p. 274. Mehmke la découvrit d'une manière indépendante {Civilingenieur, t. XXIX, p. 58i). La correspondance cubique a été étudiée à fond par Nôtiier et Gremona {Math. Annalen, t. III, p. 552 et Annali di Mat., 2« série, t. V, p. i3i). Voir aussi Sturm {Math. Annalen, t. XXII, p. 480).
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quer par celte propriété que le centre de la sphère qui passe par Ao, Al, As, A3 est à l'infini.
Les quatre points Aq, A,, A2, A3 sont donc dans un plan. Les courbes des inflexions «J^g ^t r]2 3 sont situées sur la surface FJ3. Car, A étant un point de il^^, Aq, A^, A2 sont en ligne ^droite et, par conséquent, Ac, Ai, As, A3 sont dans un plan, et de la même manière, B étant un point de i\^^, Bi, B2, B3 sont en ligne droite, et Bo, Bi, Bg, B3 dans un plan.
Il existe aussi dans 2' une surface analogue FJ3 qui, dans le mouvement inverse, correspond au plan e^ de 2. Nous obtenons donc le théorème suivant :
^0) -^i, ^sj ^3 étant quatre positions quelconques du système à trois dimensions, il existe une infinité de points A appartenant à ce système, et Jouissant de cette propriété que Aq, Ai, As, A3 sont dans un plan. Leur ensemble forme une surface du troisième ordre F03, sur laquelle sont aussi les courbes des infiexioTis i^^^ et i\^^. Il existe une surface correspondante pour le mouvement inverse dans le système 2'.
3. Considérons encore une cinquième position II^, tous les points A de 2 pour lesquels Ai, As, A3, A4 sont dans un même plan forment une surface du troisième ordre FJ^. Les surfaces FJ3 et F^^ renferment toutes les deux la courbe «5,3 î elles se coupent donc en outre suivant une courbe gauche du sixième ordre, que nous désignerons parcj^. Comme FJg contient la courbe c§^, la courbe c\^ sera sur FJ^. F14 contient donc cl^ et c\^, c'est-à-dire que chaque surface F-^ contient deux courbes c"^ de cette espèce.
On démontre que, pour chaque point A de la courbe cj^, les cinq positions Aq, Ai, As, A3, A4 sont dans un même plan. Car Ao, Al, As, A3 sont dans un plan, ainsi que Ai, As, A3, A4; les deux plans ont en commun les trois points Ai, As, A3, et comme ceux-ci ne sont pas, en général, sur une droite, les deux plans se confondent.
Ceci n'arrivera pas nécessairement lorsque Ai, As, A3 sont en ligne droite. Alors les deux plans seront, en général, différents l'un de l'autre, et se couperont suivant une droite A1A2A3.
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Donc :
Si l'on donne cinq positions arbitrairement choisies cVun système à trois dimensions, il existe une infinité de points A pour lesquels Aq, Ai, A2, A3, A4 sont dans un même plan. Ces points forment, en général, une courbe gauche du sixième ordre cj^, qui, avec «îgs» constitue V intersection des surfaces F-^ et F^
h. Considérons encore une sixième position du système Dg, il existera une surface F^^ de 2 pour laquelle les points A jouissent de cette propriété que A2, A3, A4, A5 sont dans le même plan. Les trois surfaces FJ3, FJ^, F^^ se coupent en vingt-sept points. Pour chacun de ces points, quatre positions consécutives sont dans le même plan, et, lorsque le point ne sera ni sur i\^_^^ ni sur i\^^, les plans
[Ao, Al, A,, A3], [Al, A,, A3, A4], [A,, A3, A4, A5]
se confondent, c'est-à-dire que six positions consécutives du point seront dans un même plan. Si, par contre, A est un point de «5,3, les plans
[Ao, Al, A2, A3] et [Al, A,, A3, A4]
ne se confondent pas nécessairement, leurs trois points communs étant en ligne droite ; et si A est un point de «13 4, la même chose aura lieu pour les plans
[A,, A2, A3, A4] et [A2, A3, A4, Ag].
Les surfaces FJ3 etFJ^ contiennent toutes les deux la courbe i\^^. Celle-ci coupe la surface F23 en neuf points qui sont sur les trois surfaces. De même FJ^ et F^^ contiennent la courbe «234 et les neuf points d'intersection avec F03 sont aussi des points communs aux trois surfaces. Mais les courbes /^23 ^^ «23^ ont un point commun, qui est le point à l'inflni de la droite ^23; ce point appartient donc aussi bien à l'intersection de «^2 3 avec FiJ- qu'à celle de «234 avec FJg. Les deux groupes de neuf points chacun ne représentent donc que dixsept points distincts; il reste donc dix points d'intersection, qui ne sont ni sur i\^^, ni sur «234, et il s'ensuit :
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Si l'on donne arbitrairement six positions du système 1, il existe, en général, dix points K pour lesquels Ao, Ai, A2, A3, Av, A5 sont dans un même plan.
Ces dix points sont en même temps les points d'intersection des deux courbes c§^ et c\^. Deux courbes consécutives de cette espèce se coupent donc, en général, en dix points. Parmi eux sont tous les points du système invariable qui sont forcés de se mouvoir dans un plan fixe.
5. Passons au cas de positions infiniment rapprochées du système, tout plan [Ao, Ai, A2, A3] deviendra un plan osculateur stationnaire, c'est-à-dire ayant avec la trajectoire de A un contact du troisième ordre. Les courbes i^ et c^ seront les courbes d'intersection de deux surfaces F^ consécutives. Nous arrivons donc aux théorèmes suivants :
Si un système 'L se meut d'une manière arbitraire dans V espace, il existe à chaque instant une infinité de points dont les trajectoires ont, avec leur plan osculateur , un contact du troisième ordre. Ils forment une surface du troisième ordre sur laquelle est la courbe des inflexions i"^ , Sur cette surface, il existe une courbe du sixième ordre c^, dont les points sont tels qu'ils ont un contact du quatrième ordre avec leur plan osculateur ; enfin dix des points de cette courbe présentent cette particularité, que les plans osculateurs de leurs trajectoires ont avec elles un contact du cinquième ordre.
L'enveloppe des surfaces F^ se décompose en deux surfaces de signification cinématique différente ; l'une est le lieu de toutes les courbes des inflexions et contient les points qui décrivent des trajectoires à tangente stationnaire ; Vautre est le lieu des points dont les trajectoires ont, au cours du mouvement, un contact de quatrième ordre avec leur plan osculateur. Sur cette surface, il existe d'ailleurs une courbe, lieu des points qui décrivent des trajectoires ayant, avec leur plan osculateur, un contact du cinquième ordre ; elle est l'enveloppe de toutes les courbes c^.
6. Il existe encore sur la surface FJ3 une autre courbe du sixième ordre qu'il est utile de mentionner. Parmi les points
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A du système 1 situés sur FJ^, il en existe pour lesquels les quatre positions Ao, A,, A,, A3 sont, non seulement dans le même plan, mais encore sur le même cercle. Pour les points de cette espèce, il faut que les trois plans normaux correspondants a^'i, a^2' <^23 s^ coupent suivant une môme droite. Si e est un plan arbitraire de 1, les plans normaux de ses points forment trois gerbes de plans en collinéation, dont les sommets sont les foyers de £'"1, s'", et £'".5, lesquels ne se confondent pas en général. Mais on sait qu'il existe, en général, six droites suivant lesquelles se coupent trois plans correspondants des trois gerbes; donc le plan s contiendra aussi, en général, six points de l'espèce considérée. Il en résulte donc que :
Si l'on donne arbilrairenient quatre positions du système 2, il existe une infinité de points A tels que Aq, Ai, A2, A3 soient sur un cercle. Ces points forment une courbe gauche du sixième ordre qui est située sur la surface F^j.
Nous désignerons cette courbe par A-Jj^g ou encore par kl^. Il existe dans le système 2' une courbe analogue pour le mouvement inverse. Les points de ces deux courbes font une exception à la règle trouvée plus haut et qui dit que, dans la correspondance cubique, il correspond à chaque point d'un système un point déterminé de l'autre. Car les plans normaux a'^j, a^.,, al^ d'un point A de ^^3 se coupant suivant une même droite, au point A de 2, il ne correspondra plus un point, mais une droite, qui est l'axe de courbure de la trajectoire du point A. La même chose a lieu pour les points de la courbe k^'^ de i'.
Si ka est l'axe de courbure de ce point A, il s'ensuit inversement que, à tout point B' de A^, correspondra dans le système 1 le point A.
Mais à chaque plan z' de 2' correspondait, dans le système 1, une surface du troisième ordre; comme £' a au moins un point commun B' avec l'axe de courbure de tout point A de AJ3, il s'ensuit que tous les points de A §3 sont, sur cette surface du troisième ordre; c'est-à-dire que toute surface du troisième ordre de 1, qui, dans la correspondance cubique, correspond à un plan de 2', contient la courbe AJ3; de même S. 10
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Xrjg est sur toutes les surfaces de 2' qui correspondent aux plans de ^.
Les courbes A-Jg et kl'^ sont appelées les courbes fondamentales des systèmes qui se correspondent cubiquement, 1 et 1'.
7. Comme les points A de ^^3 ^ont définis par ce fait que les trois plans normaux «oi, cc\^, al^ passent par la même droite, un point de 1 appartiendra à la courbe si deux de ses plans normaux coïncident. Tout plan ajj qui se confond avec le plan correspondant a\^ est un plan principal du complexe ©5,^/2 formé par les axes centraux /:« correspondant aux deux systèmes 2oi et 2^^. Ce complexe contient, en général, quatre plans principaux imaginaires ; donc les quatre points imaginaires de 1 qui ont ces plans principaux comme plans normaux sont sur la courbe kl-^.
Il existe en tout quatre groupes de quatre points imaginaires qui sont sur kl^; car, pour tout point A de cette courbe, non seulement a^^, a\^, a^^ passeront par une même droite ka, mais aussi al^, a^.5, a\^ perpendiculaires sur A0A2, A0A3, A, A3 en leurs milieux.
Mais, au moyen des six systèmes
yv vv sv yv vv y
on peut former quatre complexes
il existe donc, en effet, quatre groupes de points imaginaires sur ^-«3.
Considérons encore une cinquième position du système, 2^, et soit /rj^ la courbe formée par les points A de 2 pour lesquels A^, As, A3, A4 sont sur un cercle; elle contiendra les seize points imaginaires de 1 qui correspondent aux plans principaux imaginaires des complexes
Les deux courbes ont donc, en commun, les quatre points imaginaires qui correspondent aux plans principaux du complexe G',\^3 dans 2, et il s'ensuit que :
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fjCS deux courbes k^.^ et k\^ se coupent en général en quatre points imaginaires, correspondant aux plans principaux du complexe S^^'j formé par les axes centraux.
La propriété analogue a lieu pour les courbes kl\ et k\',^ de ^' dans le mouvement inverse.
8. Pour des positions infiniment voisines des systèmes, les points des courbes kl^ et AJg jouissent de cette propriété que les cercles de courbure de leurs trajectoires auront un contact du troisième ordre avec ces courbes ; nous obtenons donc le théorème suivant :
Si un système invariable se déplace d' une manière quelconque dans l'espace, il renferme à chaque instant une infinité de points pour lesquels le cercle de courbure de la trajectoire est surosculateur à cette trajectoire. Ces points forment une courbe gauche du sixième ordre. Les deux courbes sont les courbes fondamentales de la correspondance cubique instantanée qui a lieu entre les espaces i et 1,' ; la courbe k^ est donc sur F^, de même la courbe k'^ est sur F;.
Comme deux courbes consécutives k^ n'ont, en commun, que quatre points imaginaires, il n'existe pas, en général, de point à distance finie tel que son cercle de courbure ait, avec la irajecloire, un contact du quatrième ordre.
9. Comme on l'a vu plus haut, les centres de courbure, qui correspondent à tous les points d'une droite g, forment une courbe gauche du troisième ordre que nous désignerons par k"^.
Si la droite g rencontre la courbe k^ une fois, la cubique gauche k^ se réduit à une conique, ou plutôt se compose de cette conique et de Taxe de courbure stationnaire du point de rencontre (^),
Si la droite g rencontre la courbe k^ en deux points L et M,
(') Voir Thevenet, Thèses présentées à la Faculté des Sciences, 1886, p. 46 et 47.
les centres des sphères osculatrices forment une droite g', composant avec les axes ki et k,n des points L et M la cubique gauche k^. A un point quelconque A de la droite g correspond un point A' de g' comme centre de la sphère osculatrice. Mais, comme nous l'avons mentionné plus haut, le point A est centre de la sphère osculatrice de A' pour le mouvement indirect; donc la droite g' rencontre deux fois la courbe k^' du système 2'. Ainsi, quand on fait abstraction des axes de courbure stationnaires tels que /t/ et k„i, on obtient le résultat suivant :
Les cordes des courbes k^ et k^' des systèmes i et i' se correspondent de telle manière que les centres des sphères osculatrices relatives aux différents points d'une corde de l' une de ces deux courbes forment eux-mêmes une corde de l'autre courbe.
Il peut arriver que la droite g rencontre la courbe k^ trois fois ; soient L, M, N les points de rencontre. Dans ce cas, les axes kl, k„i, k^ mis à part, la courbe k^ se réduit à un seul point S, ce qui exige que les axes k/, k^, k^ passent tous par S.
Soit maintenant A un point quelconque de la droite g ; les quatre positions Aq, Ai, Ag, A3 sont à la môme distance du point S. Par conséquent, pour le mouvement indirect, S comme point U de 1' appartient à la courbe k^' du système ^' et la droite g est son axe de courbure k'i . En considérant que les trois axes A-/, k,n, k^ concourent au même point de k^\ nous trouvons que par un point quelconque de k^' il passe les axes de ti-ois points de la courbe k^.
Les courbes A*' et k^' obéissant aux mêmes lois, il s'ensuit que la surface réglée formée par les axes de courbure des ditîérents points de k^ est composée de toutes les droites qui rencontrent trois fois la courbe k^' . Mais, comme nous ve nous de le démontrer, par chaque point de k^' il passe trois de ces droites; une quelconque d'entre elles est donc rencontrée par six autres. Il s'ensuit que la surface considérée est du huitième ordre. Donc :
Les droites rencontrant trois fois la courbe k^ sont les axes
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de courbure stationnaires pour le mouvement indirect ; pour chacune d'elles, la courbe des centres des sphères osculatrices se réduit à un seul point appartenant à la courbe k^' du mouvement- i/idirect.
La surface réglée formée par les axes de courbure des points de la courbe k^ est du huitième ordre et contient la courbe k^' du mouvement indirect comme courbe triple.
Nous avons vu que les droites telles que les axes de courbure relatifs à tous leurs points forment un cône, constituent un complexe du second ordre, et que les axes de courbure sont les droites analogues pour le mouvement indirect. Nous désignons ces droites sous le nom de droites pivotantes (^). En effet, si S est le sommet du cône relatif à la droite, il est clair que la droite pivote autour du point S.
En faisant usage de cette définition, nous désignons les droites k^, k„i, - • • sous le nom de droites pivotantes stationnaires et nous avons le résultat suivant :
A chaque moment, il existe une surface gauche du huitième ordre composée de droites pivotantes stationnaires. Les sommets des cônes formés par les axes de courbure relatifs aux points de ces droites constituent la courbe k^' du mouvement indirect
10. Considérons enfin cinq positions arbitrairement choisies du système, 2^, ^i, 2,, Ij, l-, et les systèmes de plans normaux correspondant aux cordes AoAj, A1A2, A2A3, A3 A4, ces systèmes de plans normaux élant l^^j, 1\^, 2;%, 1\,^. Quatre plans homologues a\^, aj,, ol\^, a^^ forment un tétraèdre; mais il peut arriver qu'ils se coupent en un même point. A'. Si g est une droite quelconque de 2, les plans normaux de ses points formeront quatre faisceaux projectifs de plans pour les cinq positions consécutives de 2; les axes de ces faisceaux sont ^^1, g[^, 023» oli- Mais on sait qu'il existe, en général, quatre plans de chaque faisceau qui concourent en un même point avec les plans correspondants des trois autres. Il existe donc sur cette droite g, en général, quatre points de l'es-
(*) Voir TiiEVENET, loc. cit.
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pèce considérée, les quatre points qui correspondent aux quatre plans de chaque faisceau. 11 y a donc une infinité de pareils points, et leur ensemble forme une surface du quatrième ordre, que nous désignerons par FJ1234 ou F* 4. Chacun des points de cette surface est caractérisé par la propriété d'avoir cinq de ses positions consécutives sur une même sphère.
Le point A' est le point d'intersection des plans normaux al^y a^2J ^23' '^34? P^^' conséquent, les plans normaux de A' se couperont au point A lors du mouvement inverse. Le point A' est donc tel que, dans le mouvement inverse, ses cinq positions consécutives soient sur une sphère dont le centre est en A. D'autre part, A' est le centre de la sphère correspondant à A ; il s'ensuit donc que les centres des sphères qui appartiennent aux points A de FJ4 forment la surface FJ'^ dont les points restent dans le mouvement inverse sur une sphère pour cinq positions consécutives, et que FJ4 est le lieu des centres des sphères correspondant aux points A'.
La surface FJ^ contient les deux courbes A^g et k\^. Car si A est un point Arjg, Aq, Ai, A2, A3 sont sur un cercle; par conséquent, ces quatre points sont sur une même sphère avec Ag ; de même, si B est un point de ArJ^, les cinq points Bq, Bi, B2, B3, B4 sont sur une sphère, car Bi, B2, B3, B4 sont sur un cercle. La même chose a lieu dans le mouvement inverse. Nous arrivons donc au théorème suivant :
Si l'on donne arbit/'airement cinq positions du système, celui-ci contiendra une infinité de points A tels que A^, A^, A2, A3, A4 appartiennent à la même sphère. L'ensemble de ces points forme une surface du quatrième ordre F^^ qui renferme les courbes k^^ et k\^. Les centres des sphères correspondant aux points de ¥'1^ forment également une surface du quatrième ordre F^'^. Les deux surfaces se correspondent dans la transformation cubique qui lie les systèmes I1 et I1' . Dans le mouvement inverse, les deux surfaces échangent leur signification ( ^ ).
( ' ) ScHŒNFLiES, Joumal fiir reine und an g. Math., t. XCXVIII, p. 277,
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11. Soil ^5 une sixième position du système, et F^^ la surface, lieu des points A pour lesquels Aj, A2, A3, A4 sont sur la même sphère. Les surfaces FJ^ et ¥\.. contiennent toutes les deux la courbe AJ^, ; elles se couperont donc, en outre, suivant une courbe du dixième ordre AJ?. Comme FJ^ contient la courbe A-J?, la surface FJj contient encore une courbe analogue AJJ. F|^ contient donc les deux courbes AJJ et k\l, et la même chose a lieu pour toute surface de cette espèce.
Chaque point de AJJ jouira, en général, de cette propriété de rester sur la même sphère pour les six positions considérées du système. Si B est un point de Aî\, Bq, Bi, Bo, B3, B4 seront sur une sphère ; B^, B,, B„ B4, B5 également ; mais, Bi, B2, B3, B4 étant des points du même cercle, les deux sphères ne coïncideront pas en général.
Si A' est le centre d'une sphère répondant à un point A de k^l. A' sera l'intersection de cinq plans normaux ; par conséquent, A est également le point d'intersection des cinq plans normaux de A' dans le mouvement inverse; c'est-à-dire que A' est un point de la courbe AJ^' et A le centre de la sphère correspondante.
Il s'ensuit donc que :
Si ron donne arbitrairement six positions du système, celui-ci contiendra une courbe du dixième ordre AJg dont les points restent sur une sphère pour les six positions de 2. Les centres de ces sphères forment également une courbe gauche du dixième ordre A^g'. Les deux courbes se correspondent dans la transformation cubique qui relie les deux systèmes 21 et 21'. Dans le mouvement inverse, les deux courbes échangent leur signification.
12. Ajoutons enfin une septième position Dg» et considérons la surface F*^ dont les points ont la propriété de rester sur une sphère pour les positions A2, A3, A4, Ag, Ae- Les trois surfaces FJ4, FJ;^, Y\^ se coupent en soixante-quatre points.
Parmi ces soixante-quatre points, tous ceux qui ne sont pas sur AJ^ ou kl,, sont donc sur une sphère dans sept de leurs
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positions consécutives. Si, par contre, A est un point de k\,^y les deux sphères qui contiennent Aq, Ai, A2, A3, A4 ou A,, Ag, A3, A4, A5 auront en commun les cinq points d'un cercle, et par conséquent seront, en général, différentes l'une de l'autre; et, pour des raisons analogues, il en sera de même pour les points de k\^.
Les surfaces FJ^ etFJ^ renferment toutes les deux la courbe k\i^. Celle-ci coupe FJg en vingt-quatre points qui sont sur les trois surfaces. De même FJg etF^g contiennent la courbe k\^; leurs vingt-quatre points d'intersection avec Fj^ font également partie des soixante-quatre points d'intersection des trois surfaces. Mais k\^ et kl- ont, en commun, quatre points imaginaires; chacun d'eux est donc aussi bien l'un des points d'intersection de k\^ avec F^^, qu'un des points d'intersection de ^2 6 ^vec FJ^. Les deux groupes de vingt-quatre points chacun ne forment donc, en général, que quarante-quatre points distincts; il reste donc vingt des soixante-quatrcpoints d'intersection qui ne sont ni sur k\^^ ni sur k\^^^ et il s'ensuit que :
Si Von donne sept positions du système, il existe, en général^ vingt points A gui sont sur une même sphère pour les sept positions du système.
Ces vingt points sont, en même temps, les points d'intersection des courbes kH et k\l. Tout point du système invariable qui est forcé de se mouvoir sur une sphère fait partie de ces points.
Il existe également vingt points de cette espèce pour le mouvement inverse. Les vingt points de 2 et les vingt points de 1' se correspondent dans la transformation cubique. Chacun de ces points A' est le centre de la sphère correspondant au point A; de même A est le centre de la sphère sur laquelle se meut A' dans le mouvement inverse.
13. Si enfin nous passons encore au cas de positions infiniment voisines du système, la sphère passant par Ao, Ai, A2, A3, A4 deviendra une sphère osculatrice stalionnaire de la trajectoire de A, laquelle sphère contient cinq positions infiniment voisines de A. Nous arrivons donc au théorème suivant :
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Si un système invariable se déplace d'une manière quelconque dans l'espace, il existe, à chaque instant, une infinité de points dont les trajectoires ont un contact du quatrième ordre avec leurs sphères osculatrices. Ces points forment une surface du quatrième ordre F''. Les centres de ces sphères osculatrices forment également une surface du quatrième ordre F^'.
Sur la surface F^, // existe une courbe du dixième ordre k'^^ dont les points décrivent des trajectoires ayant avec leur sphère osculatrice un contact du cinquième ordre. Les centres de ces sphères forment également une courbe du dixième ordre K^*^' qui est sur Y'*'. Enfin, vingt points A de la surface sont tels que leurs trajectoires ont avec leurs sphères osculatrices un contact du sixième ordre. Les centres de ces sphères sont sur la courbe K^^'. Les surfaces F* et F*', ainsi que les courbes k^^ et k^^' et les points A et A', sont des éléments correspondants dans la transformation cubique qui lie les deux espaces i et 'L' . Dans le mouvement inverse, les surfaces, les courbes et les points échangent leurs significations.
L'enveloppe de toutes les surfaces F^ qui correspondent aux différentes positions de 2 se décompose encore en deux surfaces de caractère cinématique différent. L'une d'elles est le lieu de toutes les courbes k^ et contient les points de 2 dont les trajectoires ont, au cours du mouvement, un cercle de courbure stationnaire ; l'autre est le lieu des courbes k^^ et se compose des points du système dont les trajectoires ont un contact du cinquième ordre avec leurs spbères osculatrices. Sur cette surface, il existe d'ailleurs une courbe, lieu des points qui décrivent des trajectoires ayant avec leurs sphères osculatrices un contact du sixième ordre : c'est l'enveloppe de toutes les courbes k^^.
Les éléments essentiels qui servent à la détermination de la trajectoire d'un point A du système sont la tangenle, le plan osculateur, le plan normal, l'axe de courbure et la sphère osculatrice.
Il ne peut pas, en général, y avoir de point dont la trajectoire ait un plan normal stationnaire ; car il n'existe pas de point du système qui se trouve en repos à un instant
quelconque. Il s'ensuit que, dans ce qui précède, nous avons résolu la question qui consiste à déterminer le lieu des points dont les trajectoires ont, à un instant quelconque, des propriétés stationnaires.
X. — Des degrés de liberté dans le mouvement
1. Jusqu'ici nous avons toujours supposé que le système à trois dimensions exécutait un mouvement déterminé et que chaque point décrivait, au cours du mouvement, une courbe déterminée. Si donc 2q est une des positions de 2, le système ne pourra quitter celte position qu'en subissant un déplacement bien déterminé, qui est un mouvement hélicoïdal infiniment petit autour d'un certain axe.
Il est visible que l'on peut se donner des conditions telles, qu'il y ait possibilité pour le système de se déplacer de différentes manières à partir de la position 2q. Si, par exemple, le système est tel que l'un de ses points soit fixe, mais qu'il ne soit soumis à aucune autre condition restrictive, il pourra exécuter un nombre doublement infini de mouvements, car toute rotation autour d'un axe passant par 0 en fait partie.
Suivant la variété des mouvements que peut prendre un système à partir d'une position quelconque, on parlera d'un degré de liberté plus ou moins grand dans le mouvement. Si le système est immobile, on dira que ce degré est zéro ; s'il ne peut se déplacer que d'une façon, on dira qu'il possède le premier degré de liberté dans le mouvement ; si, à partir de ^oj il peut prendre un nombre simplement infini de mouvements, ce sera le second degré de liberté, etc. (').
Nous nous proposons d'établir ici les principaux théo
(') Les premières recherches sur les degrés de liberté dans le mouvement ont été faites par ScHONEMANN,yl/o«a^s6e/-. der Berliner Acad.; iSo5, et Journal f. Math.^ t. XG, p. 44)- Les théorèmes deSchonemann furent retrouvés par Mannheim : Étude sur le dépl. d'une figure de forme invariable {Journal de l'École Polytechnique, Cahier 43, p. 77). C'est Bail qui, le premier, donna une étude détaillée des six degrés de liberté {Transactions of the R. Jrish Acad., t. XXV, p. i83. Voir aussi Halphen, Bulletin de la Société mathématique de France, l. II).
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rèmes qui concernent la liberté du mouvement d'un système. Nous avons déjà démontré plus haut qu'il ne peut exécuter qu'un seul mouvement si l'on donne à chaque instant cinq des rayons du complexe linéaire qui caractérise le déplacement; c'est alors le premier degré de liberté. Soient /, m, n, p, q cinq rayons du complexe. Chacun d'eux jouit de la propriété d'être normal à la trajectoire de chacun de ses points. Si donc L, M, N, P, Q sont des points quelconques sur /, m, n, p^ q, la trajectoire de L sera sur une surface qui a / pour normale; de même pour M, etc. Il nous est donc permis de nous donner à chaque instant cinq surfaces sui' chacune desquelles doit se mouvoir un point du système; il s'ensuit que :
Tous Les points d' un système i décrivent des trajectoires déterminées dès que cinq d' entre eux sont assujettis à rester chacun sur une surface donnée. Le degré de liberté du système est le premier.
On peut modifler de bien des manières cette condition imposée à cinq points de se déplacer sur cinq surfaces. Au lieu, par exemple, de dire qu'un point A de 2 se meut sur une surface <I>^, on peut aussi prescrire qu'une surface <^(b) de 1 passe toujours par un point fixe B'. Car, dans le mouvement inverse, le point B' de 2' restera toujours sur une surface ^(6). Les deux conditions sont donc équivalentes. De même, nous pouvons convenir qu'une surface ^(a)» appartenant au système 2, sera constamment tangente à une surface <^[a) de l'espace fixe, car cette condition revient à dire que la normale commune aux deux surfaces est en même temps normale à la trajectoire tlu point de contact.
Comme les droites /, m, /i, p, q ne sont soumises qu'à la condition de faire partie d'un complexe linéaire, nous pourrons admettre que deux d'entre elles, / et m, par exemple, se coupent. Mais L et M étaient des points quelconques de / et m ; faisons-les coïncider tous deux avec le point d'intersection (/m), on aura ainsi déterminé deux normales en ce point. Le point {Im) décrit donc, à l'instant considéré, un élément déterminé de courbe.
Si donc nous prescrivons qu'un point du système décrira
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une certaine courbe, cela est équivalent à l'obligation pour deux points de se mouvoir sur des surfaces. La même cbose aura lieu pour la condition que l'on impose à une courbe du système, une droite, par exemple, de passer par un point fixe.
3. Si, à chaque instant, on ne donne que quatre rayons du complexe, c'est-à-dire les normales aux trajectoires de quatre points du système, il n'y aura que quatre points assujettis à rester sur des surfaces données et le mouvement du système n'est plus déterminé.
En effet, si /, m, n, p sont les normales momentanées aux quatre points L, M, N, P, la normale à la trajectoire d'un cinquième point Q peut encore être prise arbitrairement, et ce n'est qu'une fois ceci fait que tout pointa décrira, à partir de la position considérée, un élément de courbe. Comme q est quelconque, il s'ensuit que, si quatre points du système sont assujettis à rester sur des surfaces fixes, il existe encore la possibilité d'une infinité de mouvements dans lesquels chaque point décrit une trajectoire.
Dans tous ces mouvements, /, m, n,p restent des normales, et les droites g et g-^ qui rencontrent /, m, n, p sont des droites conjuguées. C'est pourquoi, toute droite qui coupe ^ et g^ est normale aux trajectoires de ses points pour tous les mouvements possibles. L'ensemble de ces droites forme un système de rayons du premier ordre et de la première classe qui a ^ et ^^ pour rayons directeurs, et qui est complètement déterminé par les quatre rayons /, m, n, p.
Par le point Q, il passe un rayon s du système; quelle que soit donc la manière dont l'on choisira la normale ^ à la trajectoire Q, le plan normal [^.ç] renfermera toujours la droite s.
Donc, pour tous les mouvements possibles que peut exécuter 1 à l'instant considéré, le point Q restera sur une surface dont la normale est s. Cela a lieu pour toute position du système.
Ainsi, lorsque quatre points du système sont assujettis à rester sur des surfaces fixes, chaque point Q du système décrira une surface. Cette surface prendra le nom de surface trajectoire du point Q. Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :
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Si (juatre points du système sont assujettis à rester sur des surfaces fixes, cela aura lieu pour chaque point. Les normales aux surfaces trajectoires des points de ^ forment, pour char/ ue position du système, un système de rayons déterminé par les normales des quatre points, et, par conséquent, rencontrent toutes deux droites fixes.
k. Dans la position du système pour laquelle ces droites sont ^ et ^"^j le théorème n'est pas applicable aux points de ces droites/.. Tous leurs points se font en effet remarquer par ceci : c'est que, par chacun d'eux, il passe une infinité de rayons du système, c'est-à-dire de normales, qui forment un faisceau de rayons. Quelle que soit la manière dont on choisisse la normale q d'un cinquième point Q, les points de g et de g-^^ auront toujours chacun le même plan normal, qui est le plan de ce faisceau. Le plan normal de tout point de g passe par g^y et le plan normal de tout point de g^ passe par g; c'est-à-dire que dans tout mouvement admissible de 2, g tourne autour de g^ et g^' autour de g. Il s'ensuit que :
Si léQ est une position quelconque de 2], et g et g^^ les droites rencontrées par toutes les normales du système, les points de g et g"^ ne peuvent se déplacer que sur des courbes à partir de ^0* Chacune des deux droites tourne autour de l'autre.
Si donc A est un point quelconque de g ou de ^^, sa surface trajectoire présentera, en général, pour la position considérée, un nœud biplanaire. Si un point de ^ est sur une telle droite pour toute position du s^^slème, il décrira une courbe pendant tout le cours du mouvement.
5. Les théorèmes précédents sont susceptibles d'un autre mode d'exposition qui reste applicable même lorsque g et g'^ sont imaginaires. Le mouvement de 2 dans lequel tout point décrit une courbe est, en général, défini à chaque instant par un complexe linéaire, et cela de telle façon, que tous les rayons du complexe qui passent par un point quelconque Q de 2 forment le plan normal de Q. Soit maintenant donnée une position quelconque de 2, nous considérons tous les complexes qui ont en commun les
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quatre rayons /, m, n^ p et, par suite, le système de rayons que déternninent ces quatre droites. Chacun de ces complexes définit un mouvement de 2 au cours duquel Q décrit une courbe déterminée. Mais, pour toutes ces courbes, le rayon q du système de rayons qui passe par Q est une normale à la trajectoire de Q. Les tangentes à toutes les trajectoires de Q sont donc dans le plan tangent à une surface quelconque qui admet q comme normale, c'est-à-dire que, dans tous les mouvements de i qui sont possibles, /, m, n, p étant des rayons normaux, le point Q se déplacera, à l'instant considéré, sur une surface admettant q comme normale.
Comme, à partir de la position 2o, le système peut exécuter un nombre simplement infini de mouvements, on dit que son degré de liberté est du second ordre.
En nous servant de cette dénomination, nous pourrons déduire le théorème suivant de ce qui précède :
Si le degré de liberté que possède an système est du second ordre, les plans normaux aux trajectoires d'un point Q qui n'est ni sur g ni sur g^ forment un faisceau de plans, et les tangentes à ces trajectoires un faisceau de rayons, et cela pour tous les déplacements possibles.
Si £ est un plan quelconque de là qui ne passe ni par g ni par^^, il renfermera toujours un rayon s du système de rayons, qui est la ligne de jonction des points où s est coupé par g et g"^. Le foyer de s sera donc sur s pour tous les déplacements admissibles. Si, de plus, nous projetons les deux droites g et g^ sur £, le point de rencontre des deux projections est un point de la caractéristique de e (VI, 3), et il s'ensuit que :
Dans toute position du système, les foyers d' un plan s sont sur une droite pour tous les déplacements possibles, et leurs caractéristiques forment un faisceau plan de rayons.
6. Toutes les droites d'un système de rayons qui rencontrent une certaine droite h forment, en général, un hyperboloïde ; cela a donc lieu aussi pour les normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite h de 2. Soit, maintenant, £ un plan quelconque perpendiculaire sur /;, il y a deux plans
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tangents à l'hyperboloïde qui passent par la droite à l'infini sur £, c'est-à-dire qui sont perpendiculaires sur h.
Chacun d'eux contient une droite appartenant au système de génératrices formé par les normales. Il existe donc deux points de h pour lesquels les normales sont perpendiculaires sur h ; cette droite est donc dans le plan tangent aux surfaces trajectoires, et il s'ensuit que :
l^es normales aux surfaces trajectoires de tous les points d' une droite h forment, en général, un hyperboloïde. Il existe, en général, deux surfaces trajectoires admettant h comme tangente.
7. Pour déterminer la surface formée par les plans tangents à toutes les surfaces trajectoires, imaginons que 1 commence à se déplacer suivant deux des manières possibles. Dans chacun de ces déplacements, les tangentes aux trajectoires des points Q de h forment un des systèmes de génératrices d'un paraboloïde, perspectif avec la ponctuelle Ji. Les deux tangentes aux trajectoires de Q nous fournissent le plan tangent à la surface trajectoire de Q. L'ensemble de ces plans forme un faisceau de plans du troisième ordre qui contient le plan de l'infini. Comme h ne touche que deux surfaces trajectoires, il n'y a que deux plans de ce faisceau qui passent par h, c'est-à-dire que h est un axe du faisceau de plans. 11 s'ensuit que :
Les plans tangents aux surfaces trajectoires de tous les points de h forment un faisceau de plans du troisième ordre qui renferme le plan de l'infini. La droite h est un axe de ce faiscea u .
8. Le second système de génératrices de l'hyperboloïde dont il a été question plus haut est formé par des droites qui rencontrent les normales aux surfaces trajectoires de tous les points de h. Chacune d'elles doit donc être conjuguée de h pour l'un des mouvements possibles du système. En effet, pour tout mouvement que peut prendre A, les normales de tous ses points passent par une même droite : donc cette droite est sur l'hyperboloïde; de même l'inverse est vrai. On peut énoncer ce fait de la manière suivante :
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Toutes les droites conjuguées d' une droite h de ^ par rapport à tous les mouvements possibles, forment l'un des systèmes de génératrices d\in hyperholoïde. Vautre système de génératrices est composé des normales aux surfaces trajectoires des points de h.
Comme Thyperboloïde contient g, g"^ et h, il existe un mouvement possible, pour lequel h est autoconjuguée, de môme un mouvement où h est conjuguée à g^ un autre où elle est conjuguée à g'^.
9. A chaque mouvement que peut prendre le système 2 à partir de la position 2o, correspond un complexe linéaire. Son axe principal est l'axe du mouvement hélicoïdal infiniment petit que définit ce complexe. On doit se demander quelles sont les propriétés de l'ensemble de ces axes principaux, c'està-dire des axes des mouvements hélicoïdaux infiniment petits que peut exécuter le système 2 à partir de la position ^o-
L'ensemble de ces axes instantanés est identique, au point de vue géométrique, avec les axes principaux de tous les complexes linéaires qui contiennent les quatre normales /, m, n, p, ou le système de rayons que déterminent ces normales.
Nous désignerons les deux droites qui sont rencontrées par /, m, n, p et qui, par conséquent, sont des droites conjuguées pour tous les mouvements de 1 par g et g^, et k sera leur perpendiculaire commune. Si x est un des axes instantanés, X sera perpendiculaire sur k (IV, k). De plus, les droites du système de rayons qui rencontrent x forment un paraboloïde équilatère, car tout rayon normal qui rencontre œ est perpendiculaire sur celte droite.
Soit maintenant £ un plan quelconque qui passe par g, et soit E son point d'intersection avec g"^. Le plan contient une infinité de rayons s du système de rayons qui forment un faisceau dont le centre est E et coupe le paraboloïde suivant un seul rayon de ce faisceau passant par E. L'axe instantané peut donc être défini comme étant une di'oite perpendiculaire à la fois sur a; et sur le rayon s que nous venons de déterminer. Cela a lieu pour tout axe instantané. Inversement,
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il faut que tout axe qui est perpendiculaire sur k et sur un raj'on normal s soit un axe principal du complexe linéaire, c'est-à-dire un axe instantané ; car, si X est le point d'intersection de œ et de 5, et que t soit une droite passant par X et perpendiculaire à x, il existera toujours un complexe linéaire, et un seul, dont feront partie les cinq rayons /, m, n,p, t. Mais ce complexe jouit de la propriété que g q\ g^ sont deux droites conjuguées et que x est son axe principal.
10. Nous obtiendrons, par suite, tous les axes instantanés en construisant toutes les droites qui sont perpendiculaires à la fois sur k et sur un rayon s du faisceau situé dans £. Pour obtenir la perpendiculaire commune à A^ et à 5, nous construisons un plan quelconque parallèle à ces deux droites; puis par k Qi s nous mènerons deux plans x et o- perpendiculaires sur ce premier plan. L'intersection de ces deux plans x et g nous fournit la perpendiculaire commune cherchée.
Si maintenant K est un point quelconque de k, menons par K des rayons s' parallèles à s ; alors les plans [ks''\ formeront un faisceau de plans projeclif aux rayons 5, et chacun de ces plans est un plan x. De plus, par le centre E du faisceau de rayons, menons une droite k' parallèle à k^ les plans [k' s^ formeront un faisceau de plans perspectif au faisceau de rayons. Menons maintenant par s un plan perpendiculaire au plan \k's^ : ce sera un plan o-, et l'ensemble de ces plans enveloppe un cône du second ordre, qui est le cône complémentaire d'un cône orthogonal. L'ensemble des plans o- forme donc un faisceau de plans du second ordre perspectif avec le faisceau de rayons s.
Le faisceau de plans du premier ordre formé par les plans X, et le faisceau de plans du second ordre formé par les plans (7, engendrent la surface des axes instantanés ; celle-ci est donc du troisième ordre, et admet la droite k comme droite double.
Les droites g et g^ sont également sur la surface ; car, si
nous considérons encore le plan s et le faisceau de rayons
qu'il contient, et dont le sommet E est sur g^^ il existera
toujours un rayon du faisceau qui est perpendiculaire sur^^.
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C'est pourquoi ^^ jouit de la propriété d'être perpendiculaire sur k et sur un rayon s, La même chose a lieu pour g. Il s'ensuit donc que :
Pour toute position du système ^, l'ensemble des axes instantanés correspondant aux mouvements possibles forme une surface réglée du troisième ordre, qui contient g et g^\ et qui a, comme droite double, la perpendiculaire commune à g et g^ . Tous les axes instantanés sont perpendiculaires sur cette droite double.
On désignera cette surface sous le nom de cvlindroïde (conoïde de Pliicker). On peut la définir d'une manière purement géométrique, comme étant la surface lieu des axes principaux de tous les complexes linéaires qui ont en commun le même système de rayons de la première classe et du premier ordre (^).
11. Le plan £ qui passe par g et rencontre g^ en E coupe encore la surface suivant une conique; cette conique est formée par les points suivant lesquels les rayons s du faisceau situé dans £ sont rencontrés par les droites x de la surface, lesquelles sont perpendiculaires sur ces rayons. Projetons la seclion conique, le faisceau de rayons, et les dçoites x de la surface sur plan n perpendiculaire à k. Si s^ est la projection d'un rayon quelconque s et ^i la projection de la droite x qui est perpendiculaire sur ce rayon, s^ et x^ seront également perpendiculaires l'une sur l'autre. Tous les rayons ^i passent par la projection Ei du point E, toutes les droites x^ passent par le point d'intersection Hi de k et de y).
Les points ^i, x^ forment, par conséquent, un cercle dont le diamètre est, la ligne HiEi, et ce cercle est la projection de la conique que £ a en commun avec la surface. Mais g ne diffère pas des autres droites de la surface ; de plus, chaque plan qui contient une droite du cylindroïde est un plan tan-
(') La signification cinématique du cyJindroïde fut reconnue par Bail {Transactions of the Royal Irish Acad.,t. XXV, p. i6i). La dénomination de cylindroïde vient de Gayley.
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gent de la surface ; nous arrivons donc au théorème suivant :
Tout plan tangent au cylindroïde a en commun avec lui une ellipse, en dehors de la droite de contact. La projection de cette ellipse sur un plan perpendiculaire à la droite double est un cercle qui passe par un point de la droite double.
12. Nous avons déjà fait remarquer que toutes les droites du système de rayons qui rencontrent une droite x du cyliiidroïde forment un paraboloïde équilatère, c'est-à-dire que chacune d'elles est perpendiculaire sur x; mais chacun de ces rayons est normal à la surface trajectoire du point où il rencontre x, par suite x est tangent à cette surface. Tandis donc qu'une droite quelconque du système 2 n'est tangente qu'aux surfaces trajectoires de deux de ses points, toute droite x est tangente aux trajectoires de tous ses points. Comme les normales à toutes les surfaces trajectoires forment un paraboloïde équilatère, les plans tangents formeront un faisceau de plans dont l'axe est x. Nous arrivons ainsi à une nouvelle propriété cinématique du cylindroïde :
Chaque droite x du cylindroïde est tangente aux surfaces trajectoires de tous ses points. Les plans tangents à toutes ces surf aces forment un faisceau de plans dont l'axe est x.
13. Si l'on ne donne que trois normales pour déterminer le mouvement du système, si donc on se donne pour une position quelconque 21o les droites /, m, /i, rayons normaux de trois points L, M, N, 2 pourra, à partir de la position 2o, exécuter tous les mouvements pour lesquels le complexe caractéristique contient les trois rayons /, m, n; mais, si un complexe linéaire contient les droites /, m, /«, toutes les droites du système réglé R^ déterminé par /, m, n appartiennent au complexe.
Les génératrices R^ seront donc des rayons normaux pour tous les mouvements possibles de 2. Si donc A est un point quelconque de R% la génératrice q qui passe par ce point est normale à sa trajectoire pour tous les mouvements possibles; mais, si A est un point quelconque du système 2, nous
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pourrons définir un des mouvements de 2 en nous donnant encore deux droites quelconques aelb passant par A, comme droites du complexe ; avec /, m, n, elles détermineront un complexe linéaire, par conséquent, un mouvement déterminé de 2. Le plan [ab] est le plan normal du point A, et, comme a et b ont été pris tout à fait arbitrairement, on peut choisir tout plan passant par A comme plan normal de ce point. Le point A peut, par suite, se mouvoir dans toutes les directions ; il s'ensuit que :
Si trois points L, M, N du système sont forcés de rester sur des surfaces fixes, et siléQ est une position quelconque de 'L, un autre point du système pourra se déplacer à partir de sa position actuelle, dans une direction quelconque. Il faut en excepter les points appartenant au système réglé que déterminent ly nxy /i, normales des points L, M, N. Chacun d'eux reste sur une surface ; la normale à cette surface est la génératrice du système réglé qui passe par le point.
On dit, dans ce cas, que la liberté dont jouit le système est du troisième degré.
\h. Si g et h sont deux droites du second système de génératrices de l'hyperboloïde déterminé par /, m, n, et si p est une droite quelconque, non située sur cet hyperboloïde, qui rencontre g et A, /, m, n, p seront des rayons normaux pour un nombre infini de mouvements de 2. Les droites g et h seront des droites conjuguées pour tous ces mouvements.
Il s'ensuit donc que :
Deux droites g et h du second système de génératrices de V hyperboloïde déterminé par /, m, n sont des droites conjuguées pour un nombre infini de déplacements possibles que peut subir le système à partir de la position ^q. Dans tous ces mouvements, chaque point de 2 décrit des éléments de trajectoires qui sont chacun sur une surface fixe.
15. Si l'on ne se donne que deux rayons normaux, / et m, on dit que le système possède le quatrième degré de liberté. Dans chaque position 2o le système peut se déplacer suivant
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un nombre triplement infini de manières. Tous les points des deux rayons normaux sont forcés de rester sur des surfaces fixes. Les rayons / et m déterminent un système de rayons dont ils sont les rayons directeurs. Deux droites g et h de ce système peuvent être considérées comme des droites conjuguées pour une infinité de mouvements.
Si l'on ne donne qu'un rayon /, le système possède le cinquième degré de liberté; à partir de chaque position 2o, il pourra se déplacer suivant un nombre quadruplement infini de manières; mais les points de / restent pendant tous ces mouvements sur une surface. Deux droites qui rencontrent / sont conjuguées dans une infinité de déplacements de 1.
Enfin, si le système est complètement libre, on dit que son degré de liberté est le sixième. Pour ce cas, nous arrivons à cette conclusion, que deux droites quelconques de l'espace peuvent être choisies comme droites conjuguées, et qu'alors il y a encore place pour une infinité de déplacements.
XL — Relations métriques.
1. Dans ce qui suit, nous considérerons encore deux positions du système choisies arbitrairement et le mouvement hélicoïdal qui leur correspond.
La position particulière qu'occupe l'axe de ce mouvement par rapport aux systèmes ^o et 2^1 donne naissance à une série de formules et de relations métriques qui relient entre eux les éléments correspondants des deux espaces. On va en développer quelques-unes ; elles se déduisent, pour la plupart, des propriétés géométriques du mouvement hélicoïdal.
Deux points correspondants Ao, Ai sont à égale distance de l'axe du déplacement ; les perpendiculaires abaissées de Ao et Al sur cette droite la rencontrent en des points correspondants Xo et Xi, et les plans qui passent par Ao et œ d'une part, par Ai et x de l'autre, sont des plans correspondants «0 et «1. L'angle que «o et ai font entre eux nous donne la quantité dont a tourné le système, tandis que la longueur XqXi est égale à la composante de translation du mouvement. On peut mettre ce dernier résultat de la manière suivante sous forme d'un théorème :
Les projections de toutes les cordes sur Vaxe du déplacement sont égales entre elles, et égales à la composante de glissement.
Soit kjn le milieu de la corde AqAi, le plan a^ mené par A'" rencontre l'axer au point X'", et A'"X'" est perpendiculaire sur x.
Nous désignerons par r la distance de A'" à ^, c'est-à-dire la longueur A'"X"'. L'angle de rotation sera 2^, et le glissement correspondant 2U.
Projetons maintenant {fig. 17) Ao et Aj sur le plan passant par A,„X,„ et perpendiculaire à X, et soient c^l^o et X^ les projections de ces points, on aura
yn
et
A (cAdoX'^Xi)— 2I2
Donc, le triangle A'"X, A| nous fournira les deux relations
(0 (iÂ^ÂT)' ^ r^ tang^i^ + U^
tang(AoAi, x) — rtangi^ : U.
2. Deux droites correspondantes ^0 et gx sont à égale distance de l'axe du déplacement et font des angles égaux avec lui. Les deux points de x qui sont les plus rapprochés de ^0 et g^ sont deux points correspondants Xo et Xi ; de même, les points de g^ et ^1 pour lesquels la distance à x est minimum sont des points correspondants Go et Gi de ces droites. La longueur XqXi donne encore la composante de glissement, pendant que l'angle des droites XoGo et XjGi détermine l'angle de rotation.
Soit g'"- la médiane pour g^ et ^j. Par un point 0 de x, nous mènerons trois droites 90, gi> 9"^ parallèles à g^, g^^ g"'. Comme ^0, gx, g^"' sont trois génératrices d'un paraboloïde, i1o> ^u g'^^ soJ^l dans un même plan, el comme g"^ fait des angles égaux avec g^ et g^ (I, 4), 9'" bissecte l'angle (fiojh)-
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De plus, l'angle des deux plans [^^Ho]» [^^ih] ^st l'angle de rotation 2^2; nous avons donc
sin(|-9oin) = sinl2 sin(c,o^')j tang(çj'".r) — cos£2tang(j^o-'^)»
et, par suite,
(3) sin[|(^o^i)]= sin£"2 sinf^o-^)»
(4) tang(^'"^) ;= cosî2tang(^o'^)«
Ces équations montrent que les angles {gogi) et {g'"^) ne dépendent que de Q, et de l'angle (^o-^)- l's ont donc la même valeur pour toutes les droites de 1 qui sont parallèles entre elles.
3. La perpendiculaire commune k à g'"- et g" jouit de la propriété de couper l'axe x et d'être perpendiculaire sur cette droite (V, k). Elle rencontre g'"- au point G'" qui correspond à Go et Gi, et x au point X'".
Soit G^ son point d'intersection avec ^^, et désignons de plus la longueur G^'X'" par r, et G'^X"' par p.
Les points G'" et G^ peuvent être situés tout aussi bien du même côté, par rapport à X'", que de côtés différents. Aussi longtemps qu'il ne s'agira, comme ici, que d'un couple de droites conjuguées, il sera permis de regarder toujours r comme étant positif. Mais nous conviendrons que les directions positives de /• et de p sont opposées ; c'est-à-dire que p devra être considéré comme positif lorsque G'" et G^ sont de côtés différents par rapport à X'", et comme négatif quand ils seront du même côté. Dans ces conditions, la valeur de G'"G'' sera toujours égale à r -h p.
11 reste aussi à fixer le signe des angles que g'"" et g^ font avec X, Il nous est encore permis de considérer toujours l'angle de g"^ avec x comme étant positif. Si maintenant, par un point quelconque de x, nous menons des parallèles t)'" et i)^ à g"^ et g'^, l'angle de g^ avec x sera considéré comme positif, si X est entre g'" et 9^, et négatif si cela n'a pas lieu. Dans cette hypothèse, f\{g"' g^') sera toujours égal à la somme des angles que g"^ et g^ font avec^'.
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4. Comme A est un rayon du complexe linéaire, qui appartient au système focal formé par 2"^ et 2^', k est perpendiculaire sur la corde Go G'" du point G'". Si, par X'", nous menons des parallèles à ^^ et à la corde GoGj, ces droites seront dans un même plan avec œ, et il s'ensuit que les angles que la corde et g^ font avec œ sont complémentaires. Si nous appliquons maintenant l'équation (a) au point G"S il s'ensuivra, comme
tang(GoGi, x) = ctg(^^^) :
(5) r tang(^^^) = U : tangl2.
Mais g"^ et g^ sont des droites conjuguées du système focal ; c'est-à-dire que g'"- est l'intersection des plans normaux de tous les points de g^, si nous considérons g^ comme étant une droite A'" de 2'".
Par conséquent, on a aussi
ptang(^'"^) -=U:tang£^; il s'ensuit
(6) /• : p =r tang(^'"^) : tang(^''^-).
Les dernières équations peuvent être appliquées aux droites gQ et g^ elles-mêmes. Désignons, en effet, par r^, la distance de gQ à X, c'est-à-dire la longueur GqXo, on a
r = /•() cos 12.
Des équations (4) et (5), on déduit alors
(7) /•otang(,^^^) =:ptang(é'-o^) = U : siniî, c'est-à-dire
(8) ro:p = tang(^o^):tang(^^^).
De sorte que, finalement, les formules (6) et (8) nous donnent le résultat suivant
(9) To : /• : p = tang(^o-^) : tang(i>-'«^-) : tang(^^^).
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Il s'ensuit donc que :
Les distances à l'axe du déplacement d' une droite quelconque du système, de sa médiane et de la droite conjuguée, sont entre elles comme les tangentes trigonométriques des angles que ces droites font avec l'axe,
11 a été démontré plus haut (I, k) que les projections de toutes les cordes des points de la droite g sur g'^ ont une longueur constante. Pour en obtenir la valeur, il nous suffira donc de considérer la corde d'un quelconque des points de g ; nous choisirons la corde GqGi du point G"'.
Imaginons que nous ayons dessiné, pour la corde GoGi, la même figure que celle qui a été tracée pour la droite AqAj, et appelons maintenant CJo et (fi les points analogues à Xq, A>i. .La projection de la demi-corde G'^Gi est égale à la projection du contour G'" (/iGi. Mais, comme g"" est dans le planG"^Çj*tGi, la projection de G'"(Ji sur g'" a pour valeur
G,„gisin(^'«^),
et celle de ÇiGi est égale à
Çi,G,cos{g"^x).
Par conséquent, nous obtenons, pour la valeur de la projection de la demi-corde sur g"\ l'expression
(10) r tang^sin(^'"^) -h U cos(^'"^).
Ceci représente donc la valeur de la projection d'une corde quelconque de g sur g'".
5. Deux plans correspondants £o et £i font des angles égaux avec l'axe du mouvement hélicoïdal, et les points où ils rencontrent cet axe sont deux points correspondants Xo et Xj.
Les projections de x sur Eq et ci sont deux droites correspondantes/?o eipi des deux plans. La longueur XqXi donne encore la composante de glissement, pendant que les plans [xpq] et [•3:^pi] déterminent l'angle de rotation.
Imaginons une droite quelconque go, perpendiculaire sur £0, par exemple, celle qui passe par Xo, la droite correspon-
dante g^ de 2i sera aussi perpendiculaire sur £,, el passera parle point X^. Mais l'équation (3) est applicable à ^0 ^^gu et
Mgogi)— A(£o£i),
?>m{g(,x) =cos(£o^); il s'ensuit
(11) sin(-5-eo£i) = sini2cos(£o'3?).
L'angle de deux plans correspondants de 2o et 2^ est donc maximum lorsque les plans passent par l'axe du déplacement hélicoïdal.
6. Le point où le plan médian £^ rencontre x est le point X'". De plus, on voit facilement que la projection de œ sur s'" est la médiane/?'" de /?o et p^.
En effet, considérons d'abord les droites /« et l^ de £0 et e^ qui passent par Xo et Xi et sont perpendiculaires à l'axe du déplacement, la droite /'" qui passe par X'" est également perpendiculaire à œ. Mais les plans [^/o]> [-^A]» [^/'"] sont des plans correspondants de 2o, 2i, lé'"- ; de plus, le faisceau de plans de 2'" qui a x pour axe est congruent aux faisceaux de plans correspondants de 2o et de 2,, par conséquent les plans perpendiculaires à [^/o]> [<^A]) [«^^'"J? de ces trois faisceaux, sont aussi des plans correspondants. Mais, de là, il suit que /?o, />i, />'" sont des droites correspondantes, car ce sont les droites d'intersection de ces trois plans avec les plans correspondants £0, £1, e"\
L'équation (4) a lieu aussi pour p^ et/>"^; mais les angles que ces droites font avec l'axe mesurent en même temps l'inclinaison de l'axe sur £0 et £'", et nous avons alors
(12) tang(£'".27) := cos£2tang(£o.^).
L'angle que £"' fait avec x est donc toujours plus petit que l'angle que fait £0 avec cette droite. Il faut en excepter le cas où £ passe par œ ou lui est normal, car alors la même chose a lieu pour £"^
7. Nous faisons suivre ces considérations de la solution du problème qui consiste à construire l'axe du mouvement hé-
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licoïdal lorsque deux positions arbitraires 1^ et Ix du système sont données.
Soient alors Aq, Bq, Cq, Ai, Bj, Ci les positions correspondantes de trois points de 2, il doit être possible, au moyen de ces données, de construire l'axe du déplacement.
La construction au moyen de laquelle on y arrive, indiquée par Chasies, est la suivante :
Par un point quelconque 0 de l'espace, menons les droites OA', OB', OC égales et parallèles aux longueurs AoAi, BoBj, CoCj. Alors le plan A'B'C est perpendiculaire à l'axe du mouvement, car les projections de OA', OB', OC sur toute droite normale au plan A'B'C sont égales entre elles. Mais les plans ABC, AiB^Ci font des angles égaux avec l'axe et le coupent en deux points correspondants Xo, Xi ; si nous projetons alors les triangles ABC, AiBjCj sur le plan A'B'C, ils détermineront deux systèmes plans congruents, et le point double X' de ces systèmes coïncide avec la projection de Xo et de Xi, c'est-à-dire que ce point appartient à Taxe du déplacement.
Si le cas se présentait où les cordes AoAj, BoBi, CqCi sont parallèles au même plan, OA', OB', OC seraient dans un plan, et la construction indiquée ne serait plus applicable. Mais alors les plans normaux menés en A'", B"", C"' se coupent en un pointa l'infini, par conséquent le plan e"' = [A"'B'"C'''] est le plan normal d'un point à l'infini, et, par suite, parallèle à l'axe du déplacement. Donc les plans AqBoCo, AjBiCi sont aussi |)arallèles à cet axe, et leur intersection donne la direction de a:.
Nous arrivons à une seconde construction en nous servant des propriétés du système focal formé par !'"■ et 2^.
Posons en effet
{BC) = a, (CA)^b, (AB)=c.
Les plans normaux menés par B"^ et C" sur BoBj, CoCi se couperont sur la droite a^ conjuguée à a"^ ; et la droite k^ perpendiculaire commune à a'" et a' rencontre l'axe du déplacement et lui est perpendiculaire. La même chose a lieu pour les droites 6'«, è^ et leur perpendiculaire commune k^y ainsi que pour c"\ c^ et k^.
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L'axe X est donc perpendiculaire sur A-^, k,,, kc et peut être construit en déterminant une droite perpendiculaire sur deux de ces perpendiculaires communes. Cette construction a été également donnée par Chasles (^),
8. Transportons maintenant les résultats précédents au mouvement instantané d'un corps qui se déplace d'une manière quelconque dans l'espace ; les composantes de translation et de rotation deviendront infiniment petites, mais nous avons vu plus haut que le quotient U : ^ prend à chaque instant une valeur limite bien déterminée, qui est le paramètre du mouvement hélicoïdal instantané. Celui-ci sera, en général, fini et différent de zéro. Nous le désignerons par/?.
Les grandeurs /• et p se rapportent de nouveau au système focal formé par 2 et 1^ et représentent les distances de deux droites conjuguées ^ et ^^ à l'axe du déplacement.
Le plan z^ vient à la limite coïncider avec £, et la corde Ao Al devient la tangente à la trajectoire du point A.
Si nous la désignons par t^ l'équation {9.) nous donnera immédiatement
(i3 ) tang(^^') ^=. T'.p.
Elle détermine la tangente à la trajectoire de chaque point si l'on connaît l'axe et le paramètre du mouvement instantané.
L'équation montre que l'angle {tx) augmente avec la distance du point à l'axe.
De plus, les équations (5) et (6) donnent
(i4) rtang(^''^) = ptang(^^) ~p
et
(i5) r:p = tang(^^):tang(^^a:),
c'est-à-dire que :
Les distances de deux droites conjuguées à l'axe du mou-
(') Comptes rendus, t. LU, p. 487-
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vement hélicoïdal instantané sont entre elles comme les tangentes trigonométriq ues des angles que ces droites font avec l'axe.
9. Si, en particulier, les droites conjuguées sont perpendiculaires l'une sur l'autre, si donc chacune d'elles est tangente à la trajectoire d'un point ou caractéristique d'un plan, on arrive encore à des relations plus simples. Nous désignerons, comme (VI) plus haut, deux droites conjuguées de cette espèce par d et e, et par ô et s les plans dont elles sont les caractéristiques. D et E seront les points à la trajectoire desquels ces droites seront tangentes. Enfin le point où DE rencontre l'axe du déplacement sera X. Maintenant on a
{diU^{d.r) tang(e^) = i ;
Fiî
par conséquent l'équation (i4) se transforme et devient
(16) DXcotg(<i^) = EXcotg(e^)=/),
c'est-à-dire que :
Pour chaque droite de ^ qui est tangente à la trajectoire d'un point, le produit de sa distance à l'axe instantané par la cotangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe a une valeur constante. Celle-ci est égale au paramètre du mouvement hélicoïdal instantané.
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Le point D est le foyer de £ et E est le foyer de è ; de plus, d est perpendiculaire sur s et e sur à : par conséquent
cotg(<i^) =: tang(£.'r) et cotg(e^) = tang(5^),
et il vient
(17) DXtang(£.^) — EX tang(Oor;) r-/?,
c'est-à-dire que :
Si £ est un plan quelconque de 2, le produit de la distance à l'axe de son foyer par la tangente trigonométrique que le plan fait avec Vaxe est une quantité constante . égale au paramétre du mouvement hélicoïdal instantané.
Enfin, nous mentionnerons encore l'équation
DX.EX
qui résulte immédiatement des autres.
Dans cette formule, DX et EX ont une double signification pour les plans ô et £; on peut les considérer comme étant les distances de leurs foyers à l'axe instantané ou comme les distances de leurs caractéristiques à cet axe. Observons que les positions du foyer et de la caractéristique d'un plan ne dépendent que de l'angle que le plan fait avec x\ nous arrivons ainsi au théorème suivant :
Lorsque deux plans de l^font avec l'axe instantané des angles complémentaires^ le produit des distances de leurs foyers à Vaxe est égal au produit des distances des caractéristiques. Ce produit est constant pour un pareil couple de plans, et égal au carré du paramètre du mouvement hélicoïdal instantané.
10. A l'aide du précédent théorème, nous sommes en état de nous créer une image nette de la position du foyer d'un plan et de sa caractéristique, ainsi que de la distribution des droites conjuguées dans l'espace. Toutefois, avant d'aller plus loin, il nous faut déterminer dans quels cas la distance d'une droite à l'axe, ainsi que l'angle qu'elle fait avec l'axe, devront être considérés comme positifs ou négatifs.
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On peut faire les conventions suivantes : Si A est un point quelconque de 2, et que / soit la perpendiculaire abaissée de A sur oC, faisons passer par A un plan normal à /, et considérons dans ce plan le faisceau de rayons dont le centre est en A. La distance du point à ^ est en même temps la distance de toutes les droites g- du faisceau à Taxe. Cette dislance peut être toujours considérée comme positive. Mais, parmi ces droites, il en existe une qui est parallèle à ^ et une qui est tangente à la trajectoire t de A. Nous conviendrons de regarder toujours l'angle de ces deux droites comme étant aigu et positif. De cette manière, l'angle qu'une droite quelconque du faisceau fait avec œ est complètement déterminé. D'après les conventions faites plus haut, les distances p et les angles {g^^) sont également déterminés pour les droites g^ conjuguées des droites du faisceau.
Les droites g passent toutes par le point A et sont en même temps dans un plan parallèle à x. Les droites g^' passent donc par le foyer de ce plan, situé à l'infini, et sont dans le plan normal yy de A. Elles forment donc un faisceau de rayons parallèles qui sont tous perpendiculaires sur / et qui font le même angle avec x; cet angle est le complément de celui sous lequel la tangente à la trajectoire de A rencontre x. Maintenant on peut immédiatement indiquer de quel côlé le rayon / est rencontré par les différentes droites g\
En effet, le diamètre u parallèle à x qui appartient au faisceau a une droite conjuguée à l'infini, et la conjuguée d'une droite perpendiculaire à x rencontre cet axe. Si donc g est une droite qui fait avec u un angle obtus dans le sens défini plus haut, elle est du même côté de x que sa conjuguée, et si g fait avec u un angle aigu, g et g"' seront de part et d'autre de l'axe instantané. Si donc nous voulons déterminer la position de g^ conjuguée d'une droite quelconque g, nous commencerons par déterminer le pied A de la perpendiculaire commune à ^ et à x. Alors la direction de g^ sera perpendiculaire à celle de la tangente à la trajectoire de ce point. Suivant que g fera avec x un angle aigu ou obtus, g et g^ seront de côtés différents de l'axe, ou du même côté.
Pour faire une application des formules données dans
Fig. ig-
ce paragraphe, nous nous en servirons pour déterminer la position de la droite des inflexions à laquelle (VIII, 5) se réduit la courbe des inflexions lorsque les axes du déplacement sont parallèles. On peut procéder de la façon suivante. Considérons d'abord tous les points A de 2 pour lesquels Ao,
A,, A2 sont dans un plan parallèle à ^01- Ces points satisfont tous à cette condition que les projections des cordes AoA^ et A1A2 sont en ligne droite si la projection est faite sur un plan perpendiculaire à ^oi«
Soient {/Ig'. 19) X^, Xy, X^ les projections de ces points, Ao^'\ , X'l\ celles des points milieux, A;'\, A;"2 et D'oi, O'ig les points d'intersection du plan avec ^q^ ela^\^. Nous désignerons par /•'(," la distance de <Âd'^\ à Oo^, et r'j" sera celle de X"\ àOi2- Nous appellerons a la distance des axes ^'^i ^^ -^U» ^^t et 2£22 les rotations correspondant aux deux déplacements, et enfin a sera l'angle que font r^" et rf^ ^^<?c un plan perpendiculaire au plan [^'oi^'^^]- On a
r'l\ tang^i2 4- r'^^ tang^oi = <^ cosa, /•'", — r^, = a sin a.
Tous les points A de 2 qui satisfont à ces deux équations jouissent de cette propriété que le plan A0A1A2 est parallèle à l'axe du déplacement; mais les points de la droite cherchée sont encore distingués par cela que les cordes A© A,, AjAg ont la même inclinaison sur ^J^j ou û:\^. Désignons alors par 2 Uqi et 2 U12 les deux composantes de glissement des deux mouvements, on a
r;;\ tangi^oi
tangl2j
Introduisons encore les paramètres des deux déplacements, et posons
Uoi _ U,2 _
tangl2o,
tangli
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Divisons, les deux membres de la première équation par /'oi tangl2,2 et tenons compte de (3). il vient
Uoi -h Ui2 Cl cosa
Uo, Cl tanglioi
La deuxième équation donne» en divisant par aJ\ et tenant compte de (3),
pli— Pq\ __ <^ sina
P^i 'oi
Posons encore, pour abréger,
a Uo,
tang£2oi lJoi-+-U,2 et
il vient finalement
a zrzcl^y
Pu pQi
r'^\ = d cosa, /•^"j =r <ii sin^c,
et cette équation nous montre que g'^\ est l'intersection de deux cylindres dont l'un a d comme diamètre et touche le plan [-^'[,,^^12] des deux axes, et dont l'autre a pour diamètre d^ et a ce même plan des axes comme plan diamétral. Par là, la position de la droite g est elle-même déterminée. Il s'ensuit encore que les deux cylindres se coupent à angle droit.
Si les positions 1q, 1^ et 1^ se rapprochent indéfinimeni, le premier des deux cylindres touchera le plan tangent aux surfaces polaires et coupera orthogonalement le second cylindre suivant la droite g et suivant l'axe instantané du mouvement.
Le premier cylindre a, par rapport au plan tangent, absolument la même position que, dans le plan, le cercle des inflexions par rapport à la tangente aux courbes polaires.
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XII. — Rotations conjuguées
1. Nous avons reconnu que le déplacement hélicoïdal est le plus simple de ceux au moyen desquels on peut mouvoir un corps dans l'espace. Il est visible qu'il existe une infinité de déplacements au moyen desquels on arrivera au même résultat. C'est ainsi que 2 peut être amené à occuper d'abord la position 22, puis seulement la position finale 2^, etc.
Parmi tous ces mouvements, il ne peut exister aucun autre déplacement hélicoïdal, car x est la seule droite à distance finie qui soit commune à 2o et 2i. Mais il existe encore un groupe de mouvements simples au moyen desquels on peut passer de la position 1^ à la position 2i. Nous allons nous en occuper dans ce paragraphe.
Si g est une droite quelconque de 2 et ^'^ la droite correspondante de 2^, g arrivera en g^ au moyen d'une rotation autour de g"^. Si donc nous imprimons au système 2 une rotation autour de ^^ jusqu'à ce que ^0 et ^1 coïncident, c'està-dire jusqu'à ce que deux points correspondants des deux droites coïncident, il suffira alors d'une rotation autour de g^ pour amener 2i dans sa position finale. Comme g et g^ forment un couple quelconque de droites correspondantes de lé et 2'% il s'ensuit que :
Si g et g"^ sont deux droites correspondantes quelconques des systèmes réciproques 1 et 21^, 2 peut passer de la position 2o à la position 1^ au moyen de deux rotations dont la première a lieu autour de g"^ , la seconde autour de g. L' un des deux axes de rotation peut être pris arbitrairement.
On appellera deux pareilles droites des axes de rotation conjugués. La droite g^ doit être considérée comme étant une droite fixe de l'espace 2', et g comme une droite déterminée du système 2. Le second axe de rotation, considéré comme droite de 2', est la position finale de la droite g,
2. Si l'une des droites g et g^ est à l'infini, la rotation correspondante se réduit à une translation. Si, par exemple,
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f^, et par suite g"\ est à l'infini, g"^ sera un diamètre du système focal formé par 2'" et 'L^ ; de même, si g"^ est une droite à l'infini, g'"- sera un diamètre ; donc g^ et g^ seront aussi parallèles à l'axe du déplacement, c'est-à-dire que :
Tout déplacement d'un système à trois dimensions peut, d'une infinité de manières, s'obtenir au moyen d' une rotation combinée à une translation. Les axes de rotation sont tous parallèles entre eux et à l'axe du déplacement.
3. En général, l'ordre des deux rotations n'est pas interversibie. En effet, si la première rotation se fait autour de g., c'est-à-dire autour de la droite g^ de l'espace fixe, et si g^^ considérée comme droite de ^, est désignée par /z^, il faut que /lo puisse être amenée dans la position Aj, non seulement par une rotation autour de ^i, mais encore par rotation autour de ^0 ; Gt de même, il faut que g puisse être amenée en gx', non seulement par rotation autour de ^^= /^o» mais aussi par rotation autour de h^. Il faut donc que
Or ceci n'aura pas lieu en général. Car nous pouvons déterminer les positions 2o et 2i en nous donnant les positions g^^ /«o et «-1, h^ des droites g et A, et comme celles-ci sont arbitraires, les conditions précédentes ne seront pas satisfaites en général.
Toutefois, nous allons démontrer l'existence d'un système de couples de droites conjuguées, pour lesquelles l'ordre de rotation est indifférent. Lorsque chaque point A d'un plan £ appartenant à 2 est arrivé à sa position finale Ai, il en est de même pour II tout entier. Or nous avons déjà vu que tout déplacement d'un plan s'obtient au moyen de deux rotations qui peuvent se faire dans un ordre quelconque autour de deux droites perpendiculaires l'une sur l'autre e et e^.
Mais la droite e se faisait remarquer par cette propriété que ^0 et e^ se coupent, et l'on peut faire voir que la droite e^ considérée comme droite <^ de 2 jouit de la même pi'opriété. En effet, si nous faisons d'abord tourner 2 autour de e' = d^ jusqu'à ce que ^o coïncide avec e^, et si ensuite nous effec-
l80 CHAPITRE III.
tuons la rotation autour de e,, é^ -Tzid restera, pendant cette rotation, dans un plan perpendiculaire à e^, c'est-à-dire que cIq et d^ se coupent. Nous arrivons donc au résultat suivant :
L'ordre des rotations est interchangeable , si les deux droites conjuguées se coupent à angle droit. Si e est l'une de ces droites^ elle jouira toujours de cette propriété que e^ et e^ se coupent.
Chacune de ces droites e est telle que sa médiane e'^ est la caractéristique d'un plan £'" de 2)'".
4. Toute droite de l'espace peut être considérée comme une droite g^ de 2"^. Alors il existe toujours une droite^, telle que si 2 tourne d'un certain angle autour de ^^, g^ vienne coïncider avec g^. A chaque droite de l'espace correspond ainsi un angle déterminé de rotation. On peut obtenir sa valeur de la façon suivante :
Si G'" et G^ sont les points de g"^ et de g"^ oij ces droites sont coupées par leur perpendiculaire commune, soient r et p les distances de ces points à l'axe x du déplacement. Nous désignerons par 1 l'angle que la corde GoGi du point G'" fait avec œ ; les composantes du mouvement hélicoïdal seront encore 2U et 2^2, et l'angle de rotation correspondant à ^^ c'est-à-dire l'angle GoG'^Gj, sera 2 w^. On a
tanga)V=:^^^^.
Mais la projection de- la corde GqGi sur ^ a la valeur 2U, par conséquent
i GoGj ^= U : cosX,
et comme la corde GoGi et l'axe de rotation g^ font des angles complémentaires avec œ, on a
cos>. = sin(^^.r); li s'ensuit que
iGoGi = U:sin(^^^).
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De plus [XI, éq. (5)],
Donc
langw^ sin(^'"^)
VangQ. sin(^'"^^)
Comme ^'" et g^ sont des droites conjuguées du système focal formé par 1'"- et 2^, c'est-à-dire qu'elles ont une signification géométrique réciproque, on a de la même manière, pour la rotation 2co'" correspondant à ^^'",
, , tango'" sin(^''^)
tan g £2 sin(^"'^'')
et il faut remarquer qu'ici ^'" doit être considérée comme une droite /ï" de 2^, c'est-à-dire comme un axe de rotation pour les droites h^ et h^ de 1^ et 2i. Des deux dernières équations on tire
5 tangw"' tangw'' tang£^
sin(^^^) sin,^'"^ sin(^'"^^)
et cette formule conduit immédiatement à la proposition suivante :
Si, par un point quelconque de l'espace, on mène trois droites parallèles à deux droites conjuguées g"^ et g"^ et à Vaxe du déplacement, et que, sur ces droites, on porte des longueurs proportionnelles à tangoj'", tangw'', tangî2, ces trois longueurs seront les côtés et la diagonale d'un parallélogramme.
5. L'équation (i) détermine la valeur de o^ à l'aide de la droite g"^ conjuguée de g"^. Nous nous proposons de la transformer, de manière à ne faire intervenir que la droite g^.
On avait
tangco^ _
iGoGi _ U:sin(^^^)
tang^
(/• -h p) tangii U[cotg(^'"^) -+- cotg(^\2;)]
Mais
U cotg(^"'^) — p tangl2.
Donc
tan
ga)V _ U
langii " p tanglii sin(^^^) -h U cos(^^^)
et dans cette expression de tangco'' n'intervient que la droite g-^. Le dénominateur du second membre de l'équation a une signification géométrique simple. Il est, en effet [XI, éq. (10)], égal à la projection de la demi-corde de G^ sur ^^, en admettant que nous considérions g"^ comme une médiane A'" de 2^". Désignons par 7?"^ la valeur de cette projection; on a
(4) z»^ langco^ = Utang^,
c'est-à-dire que :
Pour toutes les droites g^ le produit p^ tangco'' a une valeur constante.
L'expression Utang£2 est la valeur de ce produit pour l'axe du déplacement. Mais si nous choisissons comme droite g^ une droite qui lui est parallèle, p^ aura également la valeur U ; donc l'angle de rotation correspondant est aussi 2 12, c'està-dire que :
Pour toutes les droites parallèles à Vaxe du déplacement, V angle de rotation correspondant est constant et égal à la composante de rotation du mouvement hélicoïdal.
Si donc nous remplaçons le mouvement hélicoïdal par une rotation et une translation, ce n'est pas seulement la direction de l'axe de rotation, mais aussi la grandeur de cette rotation qui reste constante.
6. Désignons la droite g^ considérée comme droite de 2'" par /i"^ et le point G^ par IP^, />^ est la projection de \ HqHi sur g^. Mais
iHoHi = (/--t-p)tanga)^
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et comme la corde Hoïli est dans un plan perpendiculaire à g'^, HoHi et g"^ feront des angles complémentaires avec g'^^ et il s'ensuit que
p^ =r [r 4- p) tangco'" sin(^'"^'').
L'équation (4) se transforme donc en
(5) (/' -4- p) tangco'"tang-(o'^ sin(^'"^^) =:Utangi2,
c'est-à-dire que le produit qui figure au premier membre a une valeur constante pour deux droites conjuguées g"^ et g"^. Ce produit est susceptible d'une interprétation géométrique simple.
Si, en effet, nous portons sur les deux droites g"^ et g^ des longueurs proportionnelles à tangco'" et tangco^ les quatre extrémités seront les sommets d'un tétraèdre. Mais le sextuple du volume d'un tétraèdre est égal au produit de deux arêtes opposées multiplié par leur plus courte distance et par le sinus de l'angle que font entre elles ces arêtes. Nous voyons donc que le premier membre de notre équation représente six fois le volume du tétraèdre que nous venons de construire; et la position relative des longueurs portées sur g"^ et g^ est complètement indifférente, c'est-à-dire que :
Si L'on porte sur deux droites conjuguées g^ et g^ deux longueurs proportionnelles à tangco"' et tangco^, le tétraèdre ainsi défini a un volume constant pour tous les couples de droites conjuguées, pourvu que le rapport de proportionnalité reste le même.
Les théorèmes établis dans ce qui précède sont valables pour des positions infiniment voisines du système. On peut donc les énoncer pour un moment quelconque du mouvement. Au lieu des grandeurs tangoo'" et tangw^ interviennent alors les rotations infiniment petites co et w' qui correspondent à deux axes de rotation conjugués.
XIIL — Exemples.
1. Pour finir, on traitera quelques problèmes qui concernent des mouvements spéciaux de systèmes à trois dimensions.
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Un premier exemple sera le suivant :
Un Irièdre trirectangle se meut de telle façon que son sommetdécrive une courbée', pendant que les faces a, (3, y restent les plans osculateur, normal et rectifiant de la courbe c' .
Nous déterminons ainsi d'ime manière complète le déplacement du trièdre et du système 2 dont il fait partie; car, si nous considérons une position arbitraire du Irièdre mobile, et que T soit un point de a (jui est sur la tangente ^ à la courbe c', que K soit un point de (3 qui est sur l'axe de courbure k de c', et que le point H de y soit sur la droite rectifiante h de c', nous pourrons définir, à l'instant considéré, le mouvement de la manière suivante :
Le mouvement se fait de telle façon que le point S de 2 se déplace sur une courbe c', et que les points T, K, H du système restent dans le plan osculateur, dans le plan normal et dans le plan rectifiant de c'. Nous voyons donc qu'en effet le système focal est déterminé à chaque instant, c'est-à-dire que le mouvement de 1 est complètement déterminé.
Le plan (3 a l'axe de courbure k de la courbe comme caractéristique et le point S comme foyer: donc k et t sont deux droites conjuguées à angle droit l'une sur l'autre. Par conséf(uent, t est la caractéristique, et le centre de courbure C le foyer du plan a. L'axe r du déplacement rencontre la droite |a(3|, c'est-à-dire la normale principale de c', à angle droit. Le plan y est donc parallèle à l'axe du déplacement, et, comme sa caractéristique est la droite rectifiante h, celle-ci est parallèle à l'axe du déplacement. La droite h"* conjuguée de h est donc à l'infini, et h passant par S, c'est-à-dire par le foyer de (3, li^ est située dans le plan (3, c'est-à-dire que c'est la droite de ce plan qui est rejelée à l'infini. La droite d'intersection a de (3 et y est un rayon du complexe parce qu'elle passe par le foyer S de (3; elle passe donc aussi par le foyer de y, c'est-à-dire que le foyer de y est le point à l'infini sur a.
Pour construire l'axe instantané, il nous suffit de deux couples de droites conjuguées. Nous en connaissons déjà un.
Soit maintenant une di'oite quelconque g qui rencontre la tangente t et l'axe de courbure /i, et soient K et ï ses points d'intersection avec ces droites; le plan normal de T passera
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par le foyer C de a et sera perpendiculaire sur a ; le plan normal de K passe par S et il est perpendiculaire sur (3. On sait donc construire ces deux plans normaux et, par suite, la droite conjuguée g-"* de g.
Soit X le point oii l'axe instantané rencontre la normale principale œ, et désignons par 9 l'angle que fait avec t l'axe el, par conséquent, aussi la droite rectifiante.
On aura [\1, éq. (16)],
AXcotg9 — C\ tang9, <'esl-à-(lire
De là
t enfin
AX=r:CXtang>, CX — AXcolg^o.
AX -4- ex --= CX(i -4- tang'-Q),
CX+AX=:AX.(i-i- cotg29)
AX--:-:ACcos2 9, CX---=ACsin29.
Ces équations déterminent le point X où la normale principale est coupée par ^ (*).
2. L'hyperboloïde orthogonal est engendré par deux faisceaux projectifs dont les plans correspondants sont perpendiculaires l'un sur l'autre (VII, k). Si donc deux plans perpendiculaires l'un sur l'autre a et (3 se déplacent de manière que chacun d'eux passe par une droite fixe, la ligne d'intersection des deux plans décrira un hyperboloïde orthogonal.
Soient a' et b' les droites fixes et h la droite d'intersection des plans a et j3.
Le mouvement est déterminé par quatre conditions. Toute droite élevée sur a en un point quelconque de a' est un rayon normal, de même toute droite perpendiculaire à (3 en un point de b' . Soient y et è les plans qui passent par ces droites et les normales à a et |3, leur droite d'intersection g sera
C) L'axe du déplacement est alors l'axe de l'hélice osculatrice de c' . {ScHELL, Allgemeine Théorie cler Curven doppeltev Krlimmung, Chap. IX, n°' 3 et 5.)
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une des lignes qui sont rencontrées par toutes les normales; l'autre est la droite de l'infini perpendiculaire sur h. Ces deux droites sont donc les rayons directeurs du système de rayons formé par les normales, et, en même temps, les deux droites qui sont conjuguées pour tous les déplacements possibles du système.
La caractéristique de a est a' et celle de (3 est b' . Le plan y qui passe par a' et qui est perpendiculaire sur a renferme, par conséquent, toutes les droites adjointes aux plans perpendiculaires à a (VI, 3), et de même le plan à qui passe par b' , et qui est perpendiculaire à (3, renferme toutes les droites adjointes aux plans perpendiculaires à (3. Par conséquent, la droite d'intersection g des plans y et â est adjointe aux plans perpendiculaires à h. Elle se trouve, par conséquent, sur le paraboloïde des normales de h.
De là résulte une construction de la normale à l'hyperboloïde orthogonal. Au point A de A, élevons sur cette droite une perpendiculaire qui rencontre g : ce sera la normale.
La droite g est un diamètre pour tout système focal qui correspond à un des mouvementspossibles : donc tous les axes du déplacement sont parallèles entre eux, et le cylindroïde des axes se réduit à un faisceau de rayons parallèles. En effet, la perpendiculaire commune à deux droites g et g^ rencontre aussi les diamètres adjoints aux plans perpendiculaires sur g ou g^\ Donc nous devons considérer la perpendiculaire commune à ^ et à A comme étant aussi la perpendiculaire commune à ^ et gi,. Nous obtiendrons alors le cylindroïde (X, 9) en coupant le système de rayons par un plan quelconque £ contenant ^^, et si nous déterminons toutes les droites qui sont perpendiculaires à la fois sur k et sur un des rayons contenus dans s. Mais le plan s est parallèle à k : donc les perpendiculaires forment, en effet, un faisceau de rayons parallèles.
La tangente à la trajectoire de tout point A de ^ est parallèle à h, car elle est normale à un plan qui passe par deux rayons perpendiculaires sur Ji. Pour tout mouvement possible, nous avons donc la relation (XI, 13)
tang(A^) — /•:/?,
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OÙ /' est la distance du point à l'axe instantané, et p le paramètre du mouvement hélicoïdal correspondant.
3. Les surfaces podaires fournissent un exemple pour le cas où le mouvement d'un système n'est soumis qu'à trois conditions où, par conséquent, ce système possède le troisième degré de liberté.
Soit <&' une surface quelconque et A' un point fixe dans l'espace. Si de A' nous abaissons des perpendiculaires sur tous les plans tangents t de !a surface ^', le lieu des points P est la surface podaire de ^' . On peut l'engendrer aussi en déplaçant le système formé par le plan r, et la perpendiculaire a élevée en P à ce plan, de telle manière que r reste constamment tangent à la surface ^' pendant que a passe toujours par un point fixe A'. On connaît donc à chaque instant trois rayons normaux, à savoir la normale / au point de contact, et le plan normal de A' qui remplace deux normales ; car^ dans le mouvement inverse, A' se déplace sur a, et les plans normaux se confondent pour le mouvement direct et le mouvement inverse.
Soient maintenant ?n et n deux rayons du plan normal qui passent par A'. Le mouvement est défini dans chaque position du système par /, m, n. Déterminons l'hyperboloïde dont les points sont forcés de rester sur des surfaces. Comme m et n se coupent, il se décompose en deux faisceaux de rayons. En effet, tout rayon du plan [mji^ qui passe par A' est un rayon normal.
Si, de plus, L est le point d'intersection de / avec ce plan, et si nous désignons par p celui des rayons normaux qui passe par L, toute droite du plan [//>] qui passe par L est un rayon normal. Mais le plan [//?] contient toujours la droite a, par conséquent un rayon normal de ce plan passera par P. De là il suit que P décrit une surface pendant le déplacement que définissent r et a.
On a ainsi déterminé également la normale à la surface podaire décrite par P. La normale est, en effet, le rayon normal qui passe par P, c'est-à-dire PL. Si T est le point de contact de r avec ^', les quatre points P, T, L, A' forment un rectangle dont PL est une diagonale.
k. Imaginons qu'un trièdre trirectangle se déplace de telle façon que les plans a, (3, y de ses faces restent tangents à un ellipsoïde fixe.
Soient S le sommet du trièdre, et a=:|(3y|, Z> r= | ya |, c = I a[3 I les arêtes ; L, M, N seront les points de contact des faces avec l'ellipsoïde dans une position quelconque. Nous désignerons encore les normales en ces points par /, m, n, et alors tous les points de l'hyperboloïde déterminé par /, m, n resteront sur des surfaces pour tous les mouvements possibles du système. On peut faire voir que cet hyperboloïde passe par S.
Appelons en effet 0' le point de l'espace fixe avec lequel coïncide S. Par 0', on peut mener trois plans tangents rectangulaires à l'ellipsoïde. Le cône circonscrit à ^' dont le sommet est en S a donc une infinité de groupes de plans tangents formant un trièdre trirectangle. Le trièdre pourra donc prendre une infinité de positions telles que son sommet vienne en 0' et que ses faces louchent l'ellipsoïde, c'est-à-dire que nous pourrons faire mouvoir, autour de ()', les trois plans perpendiculaires l'un sur l'autre, de telle façon que chacun d'eux reste tangent à O' ou au cône. Mais lorsqu'une gerbe de rayons se déplace autour d'un point fixe, les plans normaux que l'on peut mener aux plans de cette gerbe, par leurs rayons de contact, se coupent suivant une même droite qui est l'axe instantané de rotation. Si donc, par les rayons de contact des plans tangents au cône, nous menons des plans perpendiculaires sur a, p, y, ils se couperont tous suivant une droite passant par 0'. Celte droite rencontre donc aussi les trois normales /, m, n, c'est-à-dire que :
Si S est un point d'oii Von puisse mener trois plans tangents rectangulaires à un ellipsoïde^ et qu'aux points de contact on mène les normales à cet ellipsoïde, S sera toujours sur l'hyperboloïde que déterminent ces trois normales.
Cela est vrai pour toute position du système : donc S décrit une surface. La normale est la droite passant par S et appartenant au système de rayons déterminépar /, m, n.
La surface décrite par S est une sphère, car soit s' un plan quelconque de l'espace fixe; considérons toutes les positions
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du trièdre pour lesquelles a. coïncide avec s', c'esl-à-dire imaginons que l'on déplace ce trièdre de telle façon que a coïncide avec £', tandis que (3 et y touchent l'ellipsoïde.
Dans ce mouvement, chacun de ces plans enveloppera un cylindre elliptique. En même temps, l'angle formé par les arêtes 6 et c se déplacera dans le plan a rr= e' de telle façon que ^ et c restent tangentes à une conique, celle qui résulte de l'intersection de s' avec le cylindre elliptique. Mais alors le sommet de cet angle décrira un cercle et il s'ensuit que tous les points S situés dans s' sont sur un cercle. Ce cercle a d'ailleurs pour centre le centre delà conique; par conséquent le plan normal du cercle que S décrit dans £' passe toujours par le centre de l'ellipsoïde. Cela est vrai pour tout plan s'; il s'ensuit donc bien que le point S décrit une sphère qui a pour centre le centre de l'ellipsoïde.
C'esl-à-dire que :
Si un triède trirectangle se déplace de telle façon que ses plans restent tangents à un ellipsoïde fixe, son sommet décrira une sphère qui a pour centre le centre de l'ellipsoïde (^).
Accessoirement, on voit encore que la génératrice appartenant au système déterminé par /, m, n, qui passe par S, est la droite qui joint S au centre de l'ellipsoïde.
5. Le mouvement d'une droite consiste à chaque instant, comme il a été montré au commencement du Chapitre, en une rotation autour d'une droite g'^- Comme les plans normaux de tous les points de g passent par g'\ les rayons normaux de tous les points forment un système de rayons qui a g et g^^
(») La démonstration donnée plus .haut de ce fait, que les points de S situés dans un plan sont sur un cercle, a été considérée comme suffisante pour prouver que S décrit une sphère. xMais cela n'est pas permis, car on voit simplement que pour certaines positions du trièdre, celles pour lesquelles a coïncide avec e', les points S sont sur un cercle. Or il existe encore une infinité d'autres positions du trièdre pour lesquelles S se trouve dans le plan s' et il faut montrer que pour ces positions S est sur le cercle. On l'a fait dans le texte en démontrant que S est situé sur l'hyperboloïde des points qui décrivent des surfaces.
IQO CHAPITRE III.
pour rajons directeurs. Celui-ci est déterminé par quatre normales. Si donc on connaît les rayons normaux de quatre points.de g, g^ sera également donné. Il s'ensuit donc que :
Si quatre points d' une droite g sont assujettis à la condition de rester sur des surf aces fixes, le mouvement de la droite sera complètement déterminé. Chacun de ses points décrira une courbe, et g elle-même engendrera une surface réglée.
On peut encore considérer la chose à un autre point de vue. En effet, la position d'un système esl déterminée, si l'on connaît la position de trois points qui déterminent un plan. Par conséquent, la position d'une droite ne définit pas encore celle du système; et le mouvement de 2 ne sera pas déterminé non plus lorsque l'on connaîtra le mouvement de la droite g. Bien plus, si g exécute un mouvement déterminé, 2 pourra encore se déplacer d'une infinité de manières. Nous obtiendrons un de ces déplacements en obligeant un cinquième point, non situé sur g^ à resler sur une surface fixe.
A chacun de ces mouvements se rapporte à chaque instant un système focal qui le caractérise; pour tous ces systèmes focaux g et g'* constitueront un couple de droites conjuguées.
Les théorèmes et les constructions qui ont été établis plus haut restent valables pour tous les éléments du système focal ou du système 2 qui concernent g, même lorsque nous considérons isolément le mouvement d'une droite. Nous obtiendrons par exemple la normale au point A de g à la surface engendrée par g^ en menant en ce point la perpendiculaire à g qui rencontre ^^, etc.
6. Définissons le mouvement de g en obligeant quatre points A, B, C, D à se mouvoir sur les plans a', (3', y', â'. Et considérons g comme faisant partie d'un système à trois dimensions 2 dont nous déterminerons le mouvement en obligeant un point E à rester sur une surface ^\. Mais il existe à chaque instant (IX, 5) une surface du troisième ordre F^ de 2 dont les points décrivent des trajectoiies à plans osculaleurs stationnaires, et les droites de 2 sont sur cette surface lorsqu'elles renferment plus de trois pareils points. Or c'est ce qui arrive pour la droite g. Par conséquent, tout point de ^ jouit
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de celte propriété que quatre positions successives sont dans le même plan, et, comme cela a lieu à chaque instant, il s'ensuit que :
Si quatre points d'une droite g se déplacent dans des plans fixes, cela a lieu pour chaque point de la droite^ c'est-à-dire que chaque point de la droite décrit une courbe plane.
Soient maintenant g^, gi, g^ trois positions quelconques, que prend g au cours du mouvement : on a
a'=:[AoAiA2], (3' = [BoBiB,], /r=[CoC,C,],
c'est-à-dire que les plans a', [3', y', . . . sont obtenus au moyen de trois ponctuelles congruentes, et forment par conséquent un faisceau du troisième ordre.
Le faisceau de plans engendré par ^o> ôi> & 2 contient le plan do l'infini, car les points à l'infini de go, g\, g^ sont des points correspondants. Considérons le système de rayons qui lui est associé; on verra de la même façon qu'au paragraphe VII, 1, que nous pouvons représenter ce système au moyen d'une gerbe 0' de telle façon qu'à chaque rayon de la gerbe corresponde le rayon parallèle du système, et qu'ainsi aux droites go, gi, g2 correspondront les droites g'o, g'^ g'^ de la gerbe 0'.
Soit maintenant x' l'axe du cône de révolution qui passe par g'^, g\, g\ c'est-à-dire le rayon de 0' qui fait des angles égaux avec ^J,, g\, g'^, le rayon correspondant x du système de rayons sera aussi également incliné sur g^, gi, g^.
Si £ est un plan quelconque du faisceau, si s est un rayon quelconque du système de rayons, et E5 le point d'intersection de £ et de 5, nous pourrons rapporter la ponctuelle A^, B5, Ci-, . . . sur s'y en A^, B^, C',, de telle façon que le point E.sde s corresponde au point 0' de s' . Alors on démontrera que tous les points A^ qui correspondent aux points A^ du plan a sont dans un plan a' . On pourra le faire de la manière suivante : soit gz une droite quelconque de £, les rayons s qui rencontrent g^ forment en général les génératrices d'un pa-
raboloïde.Les rayons correspondants 5' de 0' forment un faisceau de rayons dont le plan est parallèle au plan directeur du système de génératrices. Le paraboloïde coupe chaque plan a suivant la droite grj, qui correspond à g^. Projetons maintenant les rayons s du paraboloïde sur un plan quelconque parallèle au plan directeur, en prenant comme centre de projection le point à l'infini sur^^; nous obtenons un faisceau do rayons s" qui est projectivement égal au faisceau 5'. Les plans projetants sont parallèles entre eux et, pour chaque rayon s, la ponctuelle qu'il contient est congruente à sa projection s\ qui, par conséquent, est égale à la ponctuelle s' . Ainsi le faisceau 5" et les ponctuelles qu'il renferme sont respectivement congruents au faisceau s' et aux ponctuelles de ce faisceau ; et de plus le plan des rayons s" est parallèle au plan des rayons s' .
A tous les points d'une droite ^adu paraboloïde correspondent les points d'une droite g"^\ donc dans 0' on aura également une droite g'r^. Toutes ces droites g"r^, g'L . . . sont parallèles entre elles; la même chose a donclieu aussi pour les droites correspondantes g'a, ^'r, ... de la gerbe 0'. Donc, non seulement il correspond à tout point A^ du plan a un point déterminé A], dans la gerbe 0', mais à tous les points d'une droite goL correspondent les points d'une droite ^a» c'està-dire qu'aux points d'un plan a correspondent les points d'un plan a', et comme à tout point à l'infini sur a correspond un point à l'infini sur a', a et a' seront deux systèmes plans en affinité collinéaire.
Comme toutes les droites g'^, g'c^, . . . sont parallèles entre elles, il s'ensuit encore que les plans a', (3' sont tous parallèles.
Les plans a', (3', ... sont [perpendiculaires sur le rayon œ' de la gerbe. Car, soient E^, Ei, Eg les points de g^, gi, g., situés dans £, on a
EoAo^^EiAi — E2A2 el par conséquent
Donc le plan ol' ^:^ {k'^^ K\ \'^) est en effet perpendiculaire sur x'. '
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Enfin on voit qu'à toutes les positions que prend la droite^ au cours du mouvement, correspondent dans 0' les génératrices du cône de révolution déterminé par g'^, g\, g\. Car soit gi la position de la droite ira un moment quelconque, gi sera la droite de jonction des points E/ et A^; par conséquent, g'i est la ligne de jonction de 0' et A'^-. Or
et A'^est dans le plan a'; donc O'A'^ = ^'j est une génératrice du cône de révolution.
Nous pouvons maintenant énoncer les conclusions auxquelles nous étions parvenu au paragraphe VII pour le système de rayons, et nous arrivons au théorème suivant :
Si une droite se meut de telle façon que quatre de ses points restent dans des plans fixes, tout point de la droite se déplace dans un plan et décrit une ellipse. Tous ces plans forment un faisceau de plans du troisième ordre , qui constitue V ensemble des plans osculateurs à une parabole cubique. Les centres des ellipsessont surunedroite; celle-ci est perpendiculaire au plan qui contient l'asymptote de la parabole cubique. La droite g elle-même décrit une surface du quatrième ordre; toutes les génératrices de la surface font des angles égaux avec Vaxe sur lequel sont les centres des ellipses (^ ).
Les centres des ellipses sont les points liomologues des plans en affinité du faisceau, qui ont entre eux la distance minimum.
7. Si la droite g est telle que trois de ses points A, B, C se meuvent dans trois plans fixes a, (3, y, tout autre point D de cette droite décrira un ellipsoïde. Car des théorèmes précédents il ressort que toutes les positions que le point D peut prendre dans un plan quelconque ô de l'espace sont sur une ellipse.
( ' ) Mannheim, Sur les trajectoires des points d'une droite mobile dans l'espace {^Comptes rendus, t. LXXVI, p. 635).
La représentation sur la gerbe fut donnée par Halphen, Bulletin de la Société mathématique de France, t. I, p. 114.
igd CHAPITRE III.
Considérons g comme faisant partie d'un système à trois dimensions 2, et déterminons encore le mouvement de telle sorte qu'un quatrième point E de 2 reste sur une surface quelconque, D décrira toujours l'ellipsoïde. Mais, comme g est maintenant une droite de 2, les normales aux surfaces décrites par tous les points de g formeront un hyperboloïde, c'està-dire que les normales aux points A, B, C, D sont sur un hyperboloïde.
Considérons une des positions de g pour laquelle le point D vient dans un des plans a, [3, y, par exemple dans le plan a.
Comme A est toujours dans a, g sera tout entière dans ce plan; par conséquent, il faut que B soit un point de la droite I a (3 I et C un point de | a y ]. Nous obtiendrons donc toutes les positions de ^ pour lesquelles D est dans a, en déplaçant ^de telle façon que B se meuve sur | a (3 | et C sur | a y |.
Mais alors D décrit une ellipse dont le centre est au point d'intersection des trois plans a, (3, y. La même chose a lieu pour les plans (3 et y, d'où il suit que le sommet du trièdre formé par les plans a, (3, y est le centre de l'ellipsoïde, c'està-dire que :
Si une droite se meut de telle façon que trois de ses points restent dans trois plans fixes, tout autre point de la droite décrira un ellipsoïde dont le centre est le point d'intersection des plans fixes. Les normales à tous les ellipsoïdes forment à chaque instant un hyperboloïde (^).
Si en particulier les plans a, [3, y sont perpendiculaires entre eux, ils constituent les plans principaux de tous les ellipsoïdes; car alors l'ellipse située dans un quelconque des trois plans a pour axes les droites d'intersection du plan avec les deux autres, et les longueurs des axes seront DA, DB, DC.
8. Considérons encore trois plans quelconques a, (3, y. Le lieu de D est dans chaque plan passant par D une ellipse, intersection du plan avec l'ellipsoïde.
Parmi ces plans, il en existe un ^ qui est tangent à l'ellip-
(') Ce théorème est dû à Dupin {Journal de l'École Polytechnique, cahier 14, p. 6o).
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soïde. Si donc nous déterminons le mouvement de g de telle façon que les quatre points A, B, C, D restent dans a, (3, y, â, le mouvement de la droite sera impossible. Dans ce cas les normales élevées en A, B, C, D sur a, (3, y, (5 sont sur un hyperboloïde, tandis que cela n'a pas lieu dans tous les autres cas. Il s'ensuit donc que :
Si quatre points A, B, C, D d'une droite doivent se mouvoir dans quatre plans fixes a, (3, y, 5 et si les normales aux plans élevées aux points A, B, C, D sont sur un hyperholoïde , le mouvement est impossible (^).
La droite g est alors le rayon du système du troisième ordre dont il vient d'être question, qui rencontre les plans du faisceau de plans qui lui est associé aux points dont la distance mutuelle est minimum.
XIV. — Sur le déplacement d'un système invariable, dans le cas où les surfaces des axes sont cylindriques (^j.
Le déplacement d'un système invariable dans le cas où les surfaces des axes sont cylindriques n'a pas encore été étudié spécialement. Cependant, et l'on devait s'y attendre, étant donnée la nature particulière du mouvement, il est caractérisé par une forme remarquablement simple des lois du déplacement.
En particulier, on mentionnera ici ce fait, qu'il se présente alors une analogie toute spéciale avec les lois du déplacement plan, analogie qui ne se manifeste pas lors d'un mouvement tout à fait général. Et, en effet, aux théorèmes relatifs au cercle des inflexions de Bresse, et aux points à courbure stationnaire, correspondent des théorèmes tout à fait analogues sur les points dont les trajectoires ont des plans tangents d'inflexion et des sphères osculatrices stationnaires.
On connaît déjà un cas particulier du déplacement que nous avons en vue. C'est en même temps le seul mode de déplacé-
es) Halphen, Bulletin de la Société mathématique de France, t. VIII, p. i8.
(') Traduction d'un Mémoire de l'auteur inséré aux J/a^/i.-4nrta/e/i, t. XL.
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ment dans l'espace qui ait été jusqu'ici l'objet d'une étude approfondie. On le définit par cette propriété que tout point décrit une courbe plane, ou, si l'on passe au mouvement inverse, que chaque plan passe par un point fixe. C'est M. Dar- J)oux (*) qui, le premier, montra l'existence de ce déplacement remarquable.
Dernièrement il a été étudié plus complètementpar M. Mannheim {-).
Les surfaces des axes sont deux cylindres circulaires; leurs cercles de base sont identiques avec les courbes polaires du mouvement plan où chaque point décrit une ellipse.
C'est ce déplacement qui a donné lieu aux considérations suivantes.
Je fais encore remarquer que les théorèmes généraux auxquels on arrivera par la suite nous fourniront un moyen de réaliser mécaniquement le mouvement en question, procédé qui n'était pas connu encore. Car, si un triangle se déplace parallèlement à son plan, de telle façon que ses trois sommets restent sur trois plans fixes, tout point invariablement lié au triangle décrit une ellipse. Par le mouvement inverse on a un théorème correspondant à celui-ci par voie de dualité.
Je commence par donner les relations générales qui lient les points mobiles aux plans osculateurs instantanés de leurs trajectoires; puis j'en déduis les théorèmes relatifs aux points qui jouissent d'une propriété stationnaire. Enfin je termine par un exposé simple ducasparticulier dont j'ai fait mention,
A. La correspondance curique entre les points et les plans
OSCULATEURS DE LEURS TRAJECTOIRES
1. Soient c et c' les courbes polaires d'un déplacement plan; soit de plus Cp la trajectoire décrite par le point P du plan mobile e.
C) Sur le mouvement d'une figure invariable {Comptes rendus, l. XGII, p. 118).
(=•) Étude d'un déplacement particulier etc. {Rendiconti del cire, mat. di Palermo, t. III, p. i3i) et Déplacement d'une figure invariable {Journal de l'École Polytechnique, Cahier LX).
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Nous désignerons les surfaces cylindriques dont les bases sont respectivement c, c', c^, et dont les génératrices sont perpendiculaires sur £, par C, (i\ (E^, respectivement. La génératrice de la surface €p qui passe par P sera désignée par/?, de sorte que, pour tout déplacement qui admet comme surfaces des axes les cylindres € et C, la droite/? décrira la surface €p.
Si l'on se donne une seconde surface Fp sur laquelle devra toujours rester le point P, la courbe décrite par ce point, et par suite le mode de déplacement lui-même se trouveront déterminés.
Le mouvement consiste en un roulement et un glissement du cylindre € sur €', et la grandeur du glissement dépend de la surface F^. Tous les points de p décrivent la même courbe; pour étudier le déplacement, il suffira donc en général de considérer les points d'un plan yj perpendiculaire à la direction de l'axe.
Le mouvement dans l'espace de 2 et le mouvement plan de £ sont connexes en ce sens, qu'à chaque position de 2 correspond une position déterminée de s, et réciproquement. Le plan f] qui servira à caractériser le mouvement de 2 sera considéré comme coïncidant avec £ ; seulement il faudra à chaque fois spécifier si, pour un point P de ce plan, on considère son mouvement dans l'espace ou son déplacement dans le plan e. C'est pourquoi nous continuerons à nous servir de la double notation s, yj.
2. Il sera avantageux de commencer par quelques mots sur le déplacement du plan de l'infini s». Ce plan, quel que soit le genre de déplacement de 2, se meut sur lui-même. Mais, dans le cas qui nous occupe, trois de ses points restent fixes pendant toute la durée du déplacement; à savoir, le point Z» à l'infini sur la direction de l'axe, et les points cycliques I« et J« de la droite à l'infini de yj. Les droites que déterminent ces trois points sont donc fixes aussi; nous les désignerons par ^00, C,yco, h^ étant la droite à l'infini du plan -n.
Le déplacement du plan à l'infini est donc , dans le sens non euclidien, une rotation autour de Z«. Tout point de £« décrit une section conique ou, en parlant le langage non euclidien.
un cercle dont le centre est en Zoo.Pour les points des droites h^, ï«,y«,ces cercles deviennent ces droites elles-mêmes (^).
Le mode de mouvement considéré est complètement caractérisé par le déplacement du plan g» tel qu'il vient d'être indiqué.
3. Soient Pq, Pi, P2 trois positions d'un point quelconque de l'espace mobile 2, le plan tz' qu'elles déterminent est le plan de 2' qui, lors d'un déplacement continu, deviendra le plan osculateur instantané de la trajectoire. Entre les points P et les plans tt', il existe une correspondance cubique réversible et univoque; elle est un cas particulier de celle qui a été étudiée en détail par Nôther et Cremona.
On sait que la courbe fondamentale du sixième ordre de 2, aux points de laquelle correspond dans 2 une droite ou un faisceau de plans, se décompose pour un déplacement quelconque de 2 en deux courbes du troisième ordre, dont l'une est contenue dans le plan de l'infini, pendant que l'autre est la courbe gauche c% connue sous le nom de courbe des inflexions. Dans les cas spéciaux du déplacement que nous étudions ici; la courbe à l'infini se décompose, comme nous l'avons vu plus haut, pour donner les trois droites h^,i^J^^ pendant que la courbe gauche c^ dégénère également et donne trois droites passant par Z„.
Mais de ces droites, une seule reste à distance finie, les autres coïncident avec 4 et/„. Nous désignerons la première de ces droites par w, et nous l'appellerons droite des inflexions.
Il s'ensuit que :
La courbe fondamentale du sixième ordre de 2 se réduit à la droite des inflexions w, à la droite de l'infini h^, qui est perpendiculaire à w, et aux deux droites comptées doublement i^ etj^.
Par ce théorème on caractérise complètement la nature de la correspondance cubique.
(') Voir F. Klein, Ueber die sogenannte nicht-euklidische Géométrie {Math. Annalen, t. IV, p. 601).
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4. Les formes géométriques qui se correspondent dans les deux espaces sont, conformément à la nature spéciale de la courbe fondamentale, d'un caractère particulièrement simple. Sans entrer dans de grands développements, remarquons que le faisceau de plans E^ de 1', qui correspond à une droite g de 1, et la courbe gaucbe r^ de 1 qui est adjointe à une droite §' de 2', sont déjà connus.
Le faisceau E^ a été étudié par Halphen (^) et par l'auteur.
En ce qui concerne la courbe r% elle est un cas particulier de la courbe du troisième ordre, sur laquelle M. Hurwitz a appelé dernièrement l'attention (-). Soient en effet g^, g\, g'^ trois positions de ^'dans le mouvement inverse, la courbe r^ résultera de l'intersection de trois faisceaux congruents de plans dont les axes sont g'^, g\^ g'^- Elle est donc l'intersection commune des trois hyperboloïdes orthogonaux engendrés par les trois faisceaux pris deux à deux. Or sur chacun de ces hyperboloïdes se trouve une droite u qui est parallèle à l'axe du mouvement hélicoïdal et perpendiculaire sur une direction de sections circulaires. Dans le cas qui nous intéresse, les trois axes du mouvement hélicoïdal sont parallèles ; c'est pourquoi les trois hyberboloïdes ont une direction commune de sections circulaires, et dans chacun des plans de section les cercles se coupent en un point R de r% ainsi qu'aux points cycliques. La courbe r"^ est donc située sur un hyperboloïde de révolution dont l'axe est parallèle à l'axe du mouvement hélicoïdal; elle est, par suite, un cas particulier de la famille de courbes étudiée par M. Hurwitz. Son point réel à l'infini est le point à l'infini sur les axes du mouvement hélicoïdal.
5. A un plan quelconque de 2 correspond en général dans l'espace 1' une surface du troisième ordre. En particulier, lorsque le plan est perpendiculaire à la direction de l'axe, il contient les points I» et J». C'est pourquoi la surface du Iroi-
( ' ) Sur le mouvement d'une droite {Bull, de la Soc. math, de France, t. I, p. ii4).
(») Ueber eine besondere Raumcurve 3. Ordnung {Math Annalen, t. XXX, p. 291).
sième ordre se décompose alors en trois gerbes de plans; deux d'entre elles ont respectivement I=o et J« pour sommei. Nous désignerons par S' le sommet de la troisième gerbe et nous arrivons au résultat suivant :
Les plans osculatears aux trajectoires des points d'un plan n perpendiculaire à la direction de l'axe se coupent tous en un même point S'.
La projection sur £ d'un point quelconque P de I décrit dans £ la trajectoire correspondant au roulement de la courbe
c sur c'. Soit maintenant {fig. 20) 5. '^' ^°" W le point du plan n qui appar-
tient à la droite des inflexions tv, V \^ la projection sur £ de Wo, Wj, W2 -.\A sera une droite. Le point Wq est ^L donc un point du cercle des in- ^ j flexions de £, correspondant aux / trois positions £0, £1, £3. Mais, d'après "^^ des propriétés connues du mouve-
ment plan, la droite qui renferme les trois positions considérées du point W de £ passe par un point déterminé du cercle des inflexions, le pôle des inflexions S. De là il suit que la droite Wo W1W2 rencontre la normale s élevée en S sur £. Donc :
Le point S' ou concourent les plans osculateurs ti' de tous les points P den est le point d'intersection de la droite Wq Wj W2 açec la normale s au plan £ menée par le pôle des inflexions S.
6. La gerbe S' de plans tt' et les points P de 0 sont en situation perspective en ce sens que tout plan tt' passe par le point P qui lui correspond. Mais la correspondance entre les deux formes n'est pas, et nous allons le faire voir, du premier ordre ; elle est quadratique. Pour simplifier l'exposition nous transporterons les dénominations de pôle des inflexions et de cercle des inflexions du plan £ au plan 0.
Soit maintenant E^ le faisceau de plans du troisième ordre de U auquel correspond une droite quelconque g de 2 (*),
(*) Mannlieim a cru, pour le déplacement spécial qu'il considère, que le
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tout point d'interscclion de g avec une des droites w et /iao réduit d'une unité l'ordre de E\ A une droite g quelconque située sur tq correspond donc un cône de deuxième classe dont le sommet est évidemment en S', et il s'ensuit effectivement que :
La gerbe de plans S' et les points V de f] sont en correspondance quadratique.
Les points principaux de y) sont W, J« et I«. A chaque faisceau de plans de S' correspond donc sur r\ un cercle. Mais pour tout plan tt' passant par s la projection sur s des points Po, Pi, P2 qu'il contient est une droite ; donc au faisceau de plans dont l'axe est s correspond le cercle des inflexions de c] ou £. En se basant sur ce résultat, il est facile de déterminer le cercle de y) correspondant à un faisceau quelconque de la gerbe S'. Il passe en efTet par W, par le point A où 0 est coupé par l'axe du faisceau et enfin par le point L du cercle des inilexions qui est en même temps sur la droite SA.
Les plans principaux de S' forment le trièdre déterminé par les droites S'W, S'Ioo et S'J«. L'unique face réelle est parallèle à yj. Elle correspond à tout point de la droite A» de Y) et nous le désignerons par a' . Le cône de la seconde classe qui correspond à une droite quelconque g de o se réduit au cas oi^i g passe par W à un faisceau de plans du premier ordre. Soit encore L le point du cercle des inflexions qui est situé sur gj le plan V qui contient L et 5 est le plan correspondant au point L; l'axe a' du faisceau de plans qui correspond à g est donc la droite d'intersection de V et g' .
Les axes a' des faisceaux de plans correspondant à toutes les droites passant par ^ for înent donc un faisceau de rayons égal à celui formé par les droites g.
D'après cela, on peut facilement construire le plan u' correspondant à un point quelconque de o. Menez la droite PW, par son point d'intersection L, avec le cercle des inflexions et par S menez également une droite; la parallèle à cette der-
faisceau E^ est un cône de deuxième classe. Il a démontré seulement que E' possède un cône asymptotique de deuxième classe.
nière qui passe par S' est l'axe du faisceau auquel appartient n'. Le plan mené par cette droite et le point P est osculateur à la trajectoire de P (^).
Pour faire une application, déterminons le cône >c- qui correspond à une droite quelconque ^ [de n. A cet effet imaginons la droite g projetée de W, et coupons ce faisceau de rayons par le cercle des inflexions de y). Maintenant nous construisons le faisceau dont le centre est en S et dont les rayons coupent les précédents sur le cercle des inflexions. Soient /?,v et/»^ les rayons qui correspondent à un point P de g. Menons par S' le rayon z»^ parallèle hps, le plan déterminé par p's et P est le plan n'. C'est pourquoi le faisceau de rayons engendré par p'^ nous donnera avec la ponctuelle g qui lui est projective le cône demandé. Mentionnons encore ce fait, que les résultats précédents s'appliquent à chacun des deux systèmes de l'espace.
B. Les points qui présentent une propriété stationnaire.
7. Lorsqu'un système se déplace d'une manière quelconque dans l'espace, il existe à chaque instant certains points qui décrivent des éléments de trajectoire dont les propriétés sont stationnaires. Les points ^o\iv\Q?>(\\iQ\?>\di tangente est stationnaire, en faisant toujours abstraction des points à l'infini, forment la courbe des inflexions c^ ; les points à plan osculateur stationnaire sont sur une surface du troisième ordre F^, enfin, les points à axe de courbure et à sphère osculatrice stationnaires sont sur une courbe k^ et une surface F*. Il s'agit de voir comment se modifient ces surfaces et ces courbes dans le mouvement étudié ici.
Nous avons déjà vu que la courbe des inflexions c^ se décompose en trois droites, dont l'une w qui est toujours réelle reste à distance finie, tandis que les deux autres sont rejetées à l'infini. Les droites w engendrent pendant la durée du mouvement une surface que nous désignerons par tg) et que nous nommerons la surface des inflexions.
(') Comme conséquence des résultats précédents, il est facile d'établir les formules qui relient les points P aux plans ir'.
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Pour trouver les points à plan oscillateur stationnaire, nous partirons de quatre positions du système, 2o» ^i> ^2» ^3* Le plan PoPi P2 qui correspond au point P sera désigné par tt' comme plus haut. Enfin désignons par tz" le plan P1P2P3, nous chercherons pour quels points les plans tt' et tz" sont identiques. Or, pour tous les points P de ri les plans ti' forment une gerhe dont le sommet est en S'; de même, les plans %" formeront une gerbe ayant son sommet en S".
Les points cherchés sont donc ceux pour lesquels les plans TT passent par S' et S". Or, au faisceau de plans dont Taxe est S' S" correspond sur -n un cercle qui passe par le point d'intersection A de S'S'^avecY] ainsi que par Wo et V^, en désignant par V le point pour lequel Vi,V.2, V3 sont en ligne droite (^). Désignons ce cercle par e, et passons au cas d'un déplacement continu. Nous aurons ce résultat :
Les points dont les trajectoires ont des plans oscillateurs stationnaires forment à chaque instant un cylindre circulaire, qui est tangent à la surface des inflexions ^ le long de la droite instantanée des inflexions. Les plans osculateurs euxmêmes forment un faisceau du premier ordre pour tous les points dUine section normale au cylindre.
Nous désignerons ce cylindre par H. Pour le mouvement plan du plan s sur lui-même, il existe à chaque instant un point dont la trajectoire possède un point d'ondulation; c'est le point où le cercle instantané des inflexions touche son enveloppe. Il est clair que le cylindre <C renferme une droite passant par ce point.
Considérons encore une cinquième position ^4, il existera encore un cylindre ^^i correspondant aux quatre positions 2i, 2,? ^3) ^4- Il contient la droite w qui a été mentionnée plus haut; son intersection avec C se compose donc en outre d'une droite /dont chaque point reste dans le même plan pour les cinq positions du système. Donc :
Il existe \à chaque instant une droite dont les points ont
(*) Sur ce cercle se trouvent aussi les points T et U pour lesquels Ug, U.^ Uj, et Tg, Tj, T3 sont en ligne droite.
açec les plans oscillateurs de leurs trajectoires un contact du quatrième ordre.
L'enveloppe de tous les cylindres circulaires C se décompose en deux surfaces cylindriques de significations géométriques différentes.
L'une d'elles se compose des droites des inflexions, l'autre contient les points dont la trajectoire a un contact du quatrième ordre avec son plan osculateur,
8. Pour étudier les points à cercle de courbure stationnaire ou à axe de courbure stationnaire, nous considérerons encore trois positions quelconques 2o> ^i> ^2« Au moment oii le système occupe chacune de ces positions, chaque point a un plan normal déterminé; nous désignerons ces plans par tt^, ti^, 7:2- Or nous savons que tous les points de 2 forment à chaque instant un système focal avec leurs plans normaux; c'est pourquoi les plans normaux ti\j tt^, ti\ de tous les points de 0 forment trois gerbes coUinéaires, et trois plans correspondants qui se coupent suivant la même droite fournissent l'axe de courbure stationnaire d'un point P de n. Or il existe six pareils groupes de trois plans, et six points de y] à axe stationnaire. Dans le cas présent, trois sont à Tinfini ; car les plans normaux de la droite à l'infini lu de f\ forment un faisceau de plans dont l'axe h^ est l'axe instantané du déplacement; c'est pourquoi les axes AJ, h[^ h\ sont parallèles. Donc il ne reste que trois points de l'espèce considérée situés à distance finie et :
En général, il existe à chaque instant trois droites situées à distance finie, dont les points possèdent un axe de courbure stationnaire.
Nous désignerons ces droites par A, /, m.
Soient maintenant 2o, 2i, ^2, I3 quatre positions du système ; les points P dont les plans normaux tï^, 7r'(, iii, tz^ se coupent au même point seront, pour des positions infiniment voisines du système, des points à sphère osculatrice stationnaire.
Si g est une droite quelconque de yj, et que g^, g\, g\, gl soient les axes des faisceaux correspondants de plans normaux, il existe, comme on sait, quatre points de g dont les
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quatre plans normaux se coupent en un même point. Parmi eux se trouve toujours le point à l'infini de g, car ses quatre plans normaux sont tous parallèles à la direction de l'axe. Les points loo et J« satisfont aussi à la condition. Donc :
Les points dont la trajectoire a une sphère osculatrice stationnaire forment à chaque instant une surface cylindrique du troisième ordre ^^ qui contient les droites ««, et j^.
Sur cette surface se trouvent aussi les droites k, /, m ainsi que la droite/. Ces quatre droites forment avec i^ ety» l'intersection complète de ^^ et de C. Enfin, les droites k^, Z^, m, sont aussi sur ^^
Ajoutons aux quatre positions une cinquième 2*, nous obtiendrons une seconde surface ^J; elle coupe ^^ suivant neuf droites, parmi lesquelles se trouvent ?^,yao ainsi que Ai, /i, mi-
Les quatre autres droites d'intersection fournissent des points dont la trajectoire a un contact du cinquième ordre avec sa sphère osculatrice. Donc :
A chaque instant il existe, en général, quatre droites lieu des points dont les trajectoires ont avec leur sphère osculatrice un contact du cinquième ordre.
L'enveloppe des surfaces ^^ se décompose en deux surfaces cylindriques. L'une contient les points pour lesquels la sphère osculatrice à la trajectoire a un contact du cinquième ordre avec cette courbe, l'autre se compose des points à cercle de courbure stationnaire.
9. Des théorèmes précédents on peut, d'une manière que l'on connaît, déduire une série de conséquences pour le mouvement inverse du système II', et tous ces résultats s'appliquent indistinctement au mouvement direct et au mouvement inverse. Les surfaces et les courbes ainsi mises en évidence ont entre elles, comme l'a fait voir l'auteur (^), des relations réciproques simples.
Nous allons maintenant faire ressortir d'une manière plus
(') Comptes tendus, t. CI, p. i5o.
détaillée l'analogie dont nous avons parlé et qui existe entre les théorèmes précédents et ceux relatifs au mouvement plan.
MOUVEMENT PLAN
La courbe polaire est le lieu des centres instantanés G.
// existe un cercle des inflexions qui contient un point d'ondulation U.
L'enveloppe des cercles des inflexions se décompose en courbe polaire c et lieu des points U.
Les tangentes d'inflexion forment un faisceau dupremier ordre.
Les droites qui touchent leurs enveloppes en des points de rebroussement forment un faisceau de rayons.
Les points à cercle de courbure stationnaire forment une courbe h} qui contient les points cycliques.
MOUVEMENT DANS l'eSPACE LES SURFACES DES AXES ÉTANT CYLINDRIQUES.
La surface cylindrique "^ est le lieu des droites des inflexions w.
Sur le cylindre circulaire C se trouve la droite f lieu des points pour lesquels le contact, entre la trajectoire et son plan osculateur, est du quatrième ordre.
IJenveloppe de tous les cylindres C se compose de la surface ^ et du lieu des droites f.
Les plans osculateurs stationnaires forment un faisceau du premier ordre.
Les plans qui touchent leurs enveloppes suivant des plans de rebroussement forment un faisceau de plans.
Les points à sphère osculatrice stationnaire forment une surface cylindrique ^^ qui passe par les points circulaires à l'infini sur une direction perpendiculaire à l'axe.
DÉCRIT UNE ELLIPSE
10. Lorsque trois points A, B, C d'un plan y) perpendiculaire à la direction de l'axe ont la propriété de se mouvoir dans des plans a', (3', y' qui ne passent pas par la même droite, la même chose aura lieu pour tous les points. Car soient encore 2o, 2i, ^2, ^3 quatre positions du système, les points que nous avons désignés plus haut (7) par S' et S" devront tous les deux se confondre avec le point d'intersection des trois plans a', [3', y'. Or le plan P0P1P2 passe par
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S' et Pi, P2, P3 par S". Donc les deux plans sont identiques et il s'ensuit que :
Si un triangle se meut parallèlement à son plan, de telle façon que ses trois sommets restent sur trois plans fixes, tout point invariablement lié au triangle se meut dans un plan.
A cause de la correspondance quadratique qui existe entre les plans tt' et les points P, le point W sera un point fixe de t) ; chaque point de la droite w décrit donc une droite. De plus {fig. 20), au faisceau de plans dont l'axe s est perpendiculaire sur Y] doit correspondre un cercle fixe de yj qui passera toujours par S et W. Ce cercle c est le cercle des inflexions de £. Si donc L est un point quelconque de ce cercle, son plan X' est perpendiculaire sur yî, et la trajectoire de L dans £ est une droite passant par S. Le mouvement du plan s sur lui-même, mouvement qui est connexe au mouvement dans l'espace, est donc défini par ce fait que tout point L du cercle c se meut sur une droite passant par S. Ce déplacement est donc identique avec celui où tout point P décrit une ellipse E^j. Et en ce qui concerne le déplacement dans l'espace, chaque point P décrit l'ellipse suivant laquelle le plan %' coupe le cylindre elliptique dont la base est E^. Donc :
Si un triangle se déplace de telle façon que ses sommets se meuvent sur trois plans fixes, tout point invariablement lié au triangle décrit une ellipse; pour tous les points d'une droite w perpendiculaire sur s, les ellipses se transforment en droites.
Dans le mouvement du plan s sur lui-même, le cercle c est la roulette; la base de la roulette est un cercle c' de rayon double, sur lequel croule intérieurement.
D'ailleurs S est le centre de ce cercle.
Donc :
Si un système 2 doit se déplacer de telle façon que chaque point décrive une courbe plane, cela ne peut avoir lieu qu'à condition qu'un cylindre circulaire^ de 2 roule à l'intérieur d^un cylindre circulaire de rayon double, et glisse en même
temps le long de celui-ci, de telle sorte qu'un point de 2 reste dans un plan fixe {^).
11. Il est intéressant de rechercher ce que deviennent dans le mouvement étudié les surfaces et les courbes lieux des points à éléments stationnaires. Il est d'abord évident que tous les points satisfont à la condition imposée aux points de la surface C ; il ne peut donc s'agir que de points à cercle de courbure stationnaire. Ce sont ceux qui passent à Tinstanl considéré par un sommet de leur ellipse trajectoire; en d'autres termes, il s'agira donc de chercher à chaque instant le lieu des extrémités des axes de ces ellipses. On voit immédiatement que tout plan s doit contenir une infinité de ces
(») L'énoncé de ce tliéorème suppose connu ce résultat dû à M, Darboux, à savoir que le seul mouvement dans lequel toutes les trajectoires des plans sont planes est celui où tous les points décrivent des ellipses.
Voici la démonstration de M. Darboux.
On peut supposer qu'un certain nombre de plans de l'espace seulement sont décrits par les points mobiles. Ce cas se ramène à un déplacement de la figure parallèlement à un plan fixe.
Ou bien tous les plans sont décrits par les points mobiles.
Alors, dans le mouvement inverse, tous les plans passent par des points, fixes.
Soient deux plans parallèles de la figure mobile x et F,; pendant le déplacement, ils seront toujours à la même distance l'un de l'autre, et comme chacun d'eux pivote autour d'un point fixe, le premier sera tangent à une sphère dont le centre est le point fixe par lequel passe le second.
On peut donc énoncer ce théorème :
Si une figure de l'espace peut se déplacer de manière que tous ses plans passent par des points fixes, ces plans envelopperont des cônes de révolution.
Et comme la classe de l'enveloppe des plans dans le mouvement inverse est égale à l'ordre des trajectoires des points dans le mouvement direct^ nous pourrons ajouter :
Si une figure de l'espace peut se déplacer de manière que les trajectoires de tous les points soient planes, ces trajectoires sont des coniques.
Resterait à montrer que le mouvement le plus général où tous les points décrivent des coniques est bien celui qui a été étudié. Pour la démonstration voir le Mémoire déjà cité de M. Mannheim {Journal de l'École /*oly technique, CdihxQv 1,\).
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points, tandis que dans le cas général e n'en contient que trois. Considérons trois positions du système, lo^^i^'^i- Pour une droite quelconque g située dans le plan s, les plans normaux instantanés forment les trois faisceaux projectifs gl, g\, g\. Les faisceaux g^ et g\ d'une part, g\ et g\ de l'autre, engendrent deux hyperboloïdes, et dans le cas particulier qui nous occupe, les génératrices de ces surfaces sont parallèles deux à deux, car les génératrices correspondant à un point P de g sont toutes les deux perpendiculaires sur le plan r.' . Les deux systèmes réglés ainsi déterminés sont projectifs et rencontrent tous deux la droite g\ ; donc il existe à chaque instant sur ^^ deux points à axe de courbure stationnaire. Comme les points cycliques I» et J« sont à considérer comme des points à axe de courbure stationnaire, tous ces points forment un cercle qui passe par W.
Donc les points qui passent par un sommet de leur ellipse trajectoire sont à chaque instant sur un cylindre circulaire qui contient la droite w.
12. Il nous reste à faire voir comment on peut, étant donné le déplacement du triangle, construire à chaque instant l'axe du déplacement et les autres éléments déterminants du mouvement.
Soient {fig^ 21 ) A, B, C les sommets du triangle, a', (3', y' les plans correspondants ; soient S' le point d'intersection de ces plans et S sa projection sur le plan du triangle £.
Les arêtes du tétraèdre déterminé par a', (3', y' seront désignées par «, 6, c. Enfin Al, Bi, Cl seront leurs points d'intersection avec Y], de sorte que Ai Bi Ci est circonscrit au triangle ABC.
Or, au faisceau de plans dont l'axe est a, il correspond, comme nous l'avons vu plus haut, le cercle ka qui passe par Al, B, C, et sur ce cercle se trouve W.
De là il suit que : te
Les trois cercles ka, k^, k^ qui passent par Ai, B, C; Bi, C, A; et Cl, A, B se coupent au point W.
Pour le plan v du faisceau passant par «, qui est normal au plan Y], le point N correspondant est sur le cercle des inflexions ; d'autre part, c'est le point d'intersection du cercle ka avec SAi- Donc : Les points N^, N^, N^ ou les cercles ka, k^, kc sont coupés par SAi, SBi, SCj sont sur un même cercle avec^ et S; ce cercle est la courbe polaire du plan n (^ ).
Le point S est le pôle des inflexions du mouvement plan; donc l'autre extrémité du diamètre de c qui passe par ce point est le centre instantané du mouvement plan. En même temps S est le centre de la base de la roulette. Enfin on remarquera que, en même temps que le cercle c, on a déterminé le plan ir' correspondant à tout point P de £.
13. Si l'on veut étudier plus complètement le mouvement précédent, il sera avantageux d'adopter la marche suivante.
Comme on peut se donner arbitrairement le plan ii' correspondant à un point P de 2, on choisira de préférence un point particulier, tel que le centre M du cercle c. Celui-ci décrit sur le plan £ un cercle dont le centre est en S {fig. 22). Nous considérerons en outre comme position initiale du sjstème 2 celle pour laquelle M passe par le point le plus bas de sa trajectoire. La normale m élevée en M sur SM sera la droite d'intersection du plan [j.' avec le plan s ou yî et MS sera la projection sur s du grand axe de l'ellipse E,„ décrite par M. Le point W se confond pour cette position avec le centre de rotation, de sorte que S, M, W sont en ligne droite.
Fig. 22
(*) En ce qui concerne l'énoncé purement géométrique du théorème, on remarquera que S est un point quelconque.
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De plus, OQ voit que le cylindre C occupera aussi sa position la plus basse, et qu'une fois qu'il aura accompli une révolution complète sur C, il sera arrivé à sa position la plus élevée, et que toutes les particularités du mouvement se présentent d'une façon symétrique pendant les deux phases qui correspondent à la montée et à la descente.
On déduit facilement de cela qu'il existe sur la droite MS un point dont la trajectoire est un cercle; car, pour tous les points de cette droite, les axes des ellipses trajectoires sont l'un perpendiculaire à MS, tandis que l'autre est dans le plan normal passant par MS. Les axes de l'ellipse décrite par P pendant le mouvement plan dans s sont
a = SP et b=:OP.
Désignons par o l'angle de tt' avec s, il s'ensuit
«i=SP:cos9 et 6i = 0P,
pour les axes de l'ellipse décrite dans le mouvement de l'espace. Si donc pour le point K on a
SK t=r OK cos A-,
le point K décrira un cercle. Mais l'équation
SKtangA=rSMtang^ donne
COt - =: 2C0t a = cot S'OS.
Suivant que 2cot|j^ J i ou S'S < 2«, en désignant par 2a le diamètre du cercle c, K se trouvera entre M et S ou de l'autre côté de S, et lorsque en particulier 2cot(j.= i, S lui-même décrira un cercle. Dans ce cas, le cercle est dans un plan perpendiculaire sur WS et sur le plan du Tableau.
Il est facile de voir que K est le seul point de -n qui décrit un cercle. Le point K est toujours sur le cercle considéré en 11, et qui est le lieu des sommets des ellipses trajectoires. Comme ce cercle contient W, il suffira d'un seul point pour le déterminer. Ce qu'il y a de plus simple, c'est de chercher le point d'intersection différent de W avec le cercle des in-
flexions. Soient Q l'angle dont on a tourné la roulette c, et 7 l'angle différent de 0 qu'un point L de ce cercle fait avec la position origine de LW, on a
sin {i\ — B) ce qui détermine un troisième point du cercle.
14. Enfin, nous caractériserons analytiquement la correspondance cubique spéciale qui lie les points P aux plans tt'. Soit 0 l'origine de coordonnées rectangulaires, prenons l'axe du déplacement pour axe des 5, la normale à la courbe polaire pour axe des j. Désignons les coordonnées-points homogènes par œ^y^'z, t; par a, r, tr, /- les coordonnées-plans. On a les formules suivantes :
au = /i œl^y
h désigne la longueur SS' et 2d le diamètre du cercle c. De là on tire
p^ m 2 mv {hw — dv),
pyziz 2 vw {hw — dv),
pz ■={!' — hw -h dç) {u--\- Ç-),
pi z=z w (m^-H V-).
D'après cela, la courbe fondamentale de l'espace Ise décompose de la manière qui a été indiquée, en quatre droites; tandis que la courbe fondamentale de l'espace 2' se compose des six droites
hw — di^ —
u — iç
hw -
a 4- Lv
hw -
- dv =^ 0,
u — iv
rrrO.
NOTES. 2l3
SUR L.\ CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE DE LA TRAJECTOIRE
d'un POINT MOBILE.
Dans un Mémoire inséré aux Annales de V École Normale (décembre 1886), M. Je général Dewulf a indiqué une conslruclion très générale pour le centre de courbure de la trajectoire d'un point mobile.
Cette construction et les conséquences qui en découlent dérivent des considérations suivantes :
Nous avons vu que, si l'on désigne par M et M' un point et le centre de courbure de sa trajectoire, le centre instantané étant en 0, on a pour un rayon normalquelconque la relation
+ 7Â^/ =const.,
OM OM
en tenant compte des conventions faites sur les signes.
Ceci posé, considérons un rayon normal /,„ et le point W de ce rayon situé sur le cercle des inflexions du mouvement indirect w' .
Traçons par 0 une droite quelconque œy que nous considérerons comme une ligne de terre, et menons par un point S, pris arbitrairement sur la verticale du point 0, un plan horizontal. Projetons le point M de /,„ en m sur ce plan, puis le point W en W'^ sur la ligne de terre. Menons SW'i et Om : ces droites se coupent en m' qui se projette en M' sur OM.
Lorsque le point M se déplace sur /,„, la ponctuelle engendrée par m est en situation perspective avec la ponctuelle (M). Par suite, la ponctuelle {m') située sur SW'^ sera projective à la ponctuelle (M), ainsi que la ponctuelle (M') qui est perspective à (m).
De plus, par celte construction, au point à l'infini sur /,„ correspondra le point W, et les points unis des deux ponctuelles projectives sont réunis en 0. De ces dernières re-
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marques, il résulte que le point M', que nous obtenons ainsi, n'est autre que celui que fournirait la relation
où M et M' désignent un point et le centre de courbure de sa trajectoire.
Nous énoncerons donc le théorème suivant :
Le lieu géométrique des points W qui correspond aux points M d' une courbe Y,n est la projection horizontale de la courbe d'intersection de deux cônes : l'un de ces cônes a pour sommet le point S pris arbitrairement sur la verticale du centre instantané^ et pour base le cercle des injlexions du mouvement indirect w', l'autre a pour sommet le centre instantané j et pour base la projection de la courbe ¥„isur le plan horizontal passant par S.
Il est en effet bien facile de reconnaître sur la figure que les constructions qui ont été faites pour obtenir le point M' ne sont autres que celles que l'on ferait pour chercher un point de l'intersection des deux cônes, situé dans le plan vertical
De ce qui vient d'être dit on conclut immédiatement que, si la courbe F,„ est algébrique et de l'ordre m, le lieu du point M' sera de l'ordre 2 m,
Poursuivons plus complètement l'étude de cette courbe : nous obtiendrons des points de la courbe d'intersection des cônes qui se projettent horizontalement en 0, en coupant les deux surfaces par un plan vertical perpendiculaire au plan vertical de projection. En construisant les traces horizontales des plans tangents, on voit que chaque branche de courbe passant par 0 est tangente en 0 à la tangente 0^ à la courbe polaire.
Le nombre de ces branches est d'ailleurs égal à m.
On a vu dans le cours de cet Ouvrage que, si l'on applique ces propositions à une droite, la conique résultante est non seulement tangente à 0/, mais qu'elle a le cercle <v' pour cercle osculateur.
Nous allons voir que cette propriété est générale. En effet.
on a
OM 0M'~~ OVV
d'où
OM' OW OM'-OW'= "''
OM
Lorsque le rayon normal se rapproche indéfiniment de la tangente à la courbe polaire, le produit OM'.OW est infiniment petit du second ordre, OM restant fini dans le cas général. Donc OM'— OW est aussi infiniment petit du second ordre, c'est-à-dire que le lieu du point M' admet le cercle w' pour cercle osculateur en 0.
Jl s'ensuit de tout ceci que :
Le lieu géométrique des centimes de cpurbure des trajectoires des points d'une courbe F,„ de l'ordre ni qui ne passe pas par le centre instantané est une courbe de l'ordre im ayant trois points multiples de l'ordre m situés sur la circonférence des inflexions du mouvement inverse w' , et infiniment voisins du centre instantané de rotation, ou, en d'autres termes, ayant m branches qui passent au centre instantané, ou chacune d'elles est osculée par la circonférence w'.
Ce théorème peut d'ailleurs se déduire aussi de ce fait que les points M et M' sont, d'après ce qui a été vu à la page 21, en correspondance quadratique, les trois points principaux étant confondus en 0.
Lorsque la courbe F,;^ passe au centre instantané de rotation, la théorie de la correspondance quadratique reste applicable.
Revenons à la conique lieu des centres de courbure des points d'une droite. L'existence de cette courbe a été montrée en i853 par M. Rivais. Le général Dewulf a proposé de la désigner sous le nom de conique de Rivais.
Pour la déterminer plus complètement, nous prendrons la ligne de terre xy perpendiculaire à la droite g dont dérive la conique {fig. 28).
Nous désignerons par G' la projection verticale de la droite
qui nous sert avec le point 0 à définir le plan sécant du cône S. La conique de Rivais passe en 0 et par le point W^ situé sur la parallèle à g menée par 0. Il nous est facile d'obtenir le diamètre des cordes de cette direction; car aux extrémités de ce diamètre les tangentes sont parallèles à g.
Nous n'avons donc qu'à construire les points A et B situés dans les plans verticaux dont les traces horizontales sont OD et OE. Mais on observera que l'on peut avoir immédiatement ces points, car la trace verticale du diamètre AB étant en G', elle se projette horizontalement au point d'intersection de g et de la ligne de terre. Soit G', ce point, il nous suffira de le joindre au milieu co de OW^ pour avoir le diamètre conjugué des cordes parallèles à g. Les points A et B, extrémités de ce diamètre, sont sur OD et OE, le diamètre ED étant parallèle à xy.
Le centre C de la conique de Rivais est au milieu de AB.
Nous voyons que, lorsque la droite g se déplace en restant parallèle à elle-même, le diamètre AB pivote autour du point
w; les extrémités élant toujours sur les droites OD, OE, on a le théorème suivant :
Le lieu géométrique des centres des coniques de Rivais qui correspondent à un système de droites parallèles est une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont parallèles à OD et OE.
Cette hjpei'bole passe par le centre instantané et par le centre du cercle w' .
On obtient les points à l'infini de la conique de Rivais en traçant les rayons normaux qui joignent au centre instantané les points d'intersection de la droite g avec le cercle des indexions w'. Ces rayons normaux nous donnent donc la direction des asymptotes. Leurs bissectrices sont parallèles aux axes. Mais il est facile de s'assurer que ces bissectrices coïncident avec OD et OE. Donc :
Les axes des coniques de Rivais qui correspondent à un système de droites parallèles sont tous parallèles entre eux et aux asymptotes de V hyperbole, lieu géométrique de leurs centres.
De la construction qui a été donnée pour la conique de Rivais résulte encore une démonstration simple de ce fait que la conique et le cercle w' sont des courbes homologiques.
Joignons en effet deux points A et B de la conique de Rivais d'une droite g au point 0. OA et OB coupent le cercle w' en A, et Bi. Désignons par A' et B' les points de l'intersection du plan sécant O^i et du cône S dont A et B sont les projections. Les droites AB et A'B' se coupent sur la trace horizontale du plan. Il en est de même pour A'B' et AiBj. Donc les droites AB et A,Bi concourent aussi sur cette droite. Par suite :
La conique de Rivais d'une droite g et le cercle des inflexions du mouvement inverse sont des courbes homologiques.
Le centre d'homologie est le centre instantané de rotation et Vaxe d'homologie est la parallèle à la droite g menée par le centre instantané de rotation.
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NOTE B
SUR LE DÉPLACEMENT d'uNE DROITE DONT TOUS LES POINTS DÉCRIVENT DES SPHÈRES.
On a étudié, Chap. III (XIII, 7), un mode de déplacement d'une droite où tous les points décrivent des ellipsoïdes. Le déplacement était déterminé par la condition que trois points de la droite se déplacent dans des plans.
Considérons maintenant le cas où trois points d'une droite seraient assujettis à décrire des sphères dont les centres seraient en ligne droite.
Soient donc E, F, G trois points d'une droite / invariablement liés à trois points E', F', G' en ligne droite sur l'.
Les normales aux trajectoires de E, F, G passent respectivement par E', F', G'.
La conjuguée de / est une génératrice de l'hyperboloïde que déterminent ces trois droites. La normale à la trajectoire d'un point L de / rencontre donc cette génératrice y et est située dans le plan déterminé par y et L. Or ce plan rencontre la droite /' en un point L' qui est fixe.
Car LL', étant située sur l'hyperboloïde, le rapport anharmonique (E'F'G'L') = (EFGL). Il s'ensuit donc que LL' est de longueur constante, et que L décrit une sphère.
Il peut arriver que, pour un point M, M' soit à l'infini. Alors MM' est parallèle à /'; le point M décrit un plan.
Ce déplacement a été étudié par M. Darboux.
AVANT-PROPOS
C'est, comme on le sait, dans l'étude de la statique et de la cinématique des solides invariables que Môbius etChasles ont, pour la première fois, découvert et signalé les propriétés importantes des complexe et congruence linéaires et du complexe tétraédral ('). Il y avait intérêt à édifier ces théories sur une base plus large, en leur restituant leur caractère géométrique abstrait. C'est là le but que se sont proposé et ont réalisé Plûcker et les nombreux géomètres qui l'ont suivi dans cette voie. C'est au même point de vue que nous essayons ici de présenter, en quelques pages, les premiers éléments d'une théorie qui occupe peu de place dans les traités didac-
(') Le complexe tétraédral n'apparaît dans ces recherches que sous une forme particulière. C'est M. Reyequi, plus tard, l'a étudié le premier sous sa forme la plus générale.
tiques publiés dans notre pays. Nous nous sommes efforcé d'unir la simplicité à la rigueur, en faisant usage des principes et des procédés les plus généraux de la Géométrie moderne (^), qui, on le reconnaît aujourd'hui, sont à l'abri de toute critique, lorsqu'on leur donne l'Algèbre pour base. Il nous a paru intéressant d'exposer, dans le même esprit, les notions fondamentales relatives aux lignes ou surfaces focales des congruences et aux surfaces des singularités des complexes. Enfin nous avons cru devoir donner le mode de génération le plus simple des congruences du premier ordre et de classe quelconque.
Le présent opuscule n'était pas encore entièrement rédigé, lorsqu'à paru en Allemagne un Ouvrage conçu dans le même esprit, mais d'une importance considérable (^). Nous nous sommes imposé néanmoins de ne lui faire aucun emprunt, pour maintenir cette étude, avec son originalité propre, dans le cadre que nous nous étions tracé.
1. Imaginons l'ensemble des droites de l'espace qui obéissent à une même loi bien déterminée, de telle sorte que celles de ces droites qui passent par un même point, d'ailleurs arbitraire, forment un cône. Nous considérerons une pareille loi comme une condition simple et nous donnerons le nom (le complexe à l'ensemble des droites qui y satisfont.
Tout cône, formé par celles de ces droites qui passent par
(') On les trouvera exposés notamment dans le Traité de Géométrie àe MM. Rouché et de Comberousse.
(^) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung , von D"" Rudolf Sturm.
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un même point quelconque, sera appelé cône du complexe. Lorsque les cônes d'un complexe seront algébriques, le complexe sera lui-même algébrique et d'un ordre marqué par le degré de ces cônes.
^. Les droites d'un complexe situées dans un même plan enveloppent une certaine courbe, dite courbe du complexe. Il est facile de voir que ces courbes seront algébriques, lorsque le complexe sera lui-même algébrique et qu'en pareil cas leur classe sera égale à l'ordre du complexe. En effet, les tangentes à une telle courbe, issues d'un point quelconque de son plan, sont à l'intersection du plan avec le cône du complexe qui a ce point pour sommet. Le nombre de ces tangentes, c'est-à-dire la classe de la courbe, est donc égal au degré du cône et, par conséquent, à l'ordre du complexe.
3. Les droites de l'espace, qui obéissent à une même loi équivalant à deux conditions simples bien déterminées, forment une congruence. Ces droites sont communes aux deux complexes définis respectivement par les deux conditions. Lorsque les deux complexes sont algébriques, la congruence l'est également.
Le nombre des droites d'une congruence algébrique qui passent par un point quelconque est ïordre de cette congruence. Ces droites sont données par l'intersection des cônes des deux complexes qui ont ce point pour sommet commun. Désignons par m et m' les ordres respectifs des deux complexes. D'après le théorème de Bézout, le nombre des génératrices communes aux deux cônes, dont les degrés sont m et m', est mm'. Tel sera généralement l'ordrede la congruence. Mais il arrivera souvent aussi qu'une ou plusieurs des génératrices communes aux deux cônes devront être écartées, comme n'obéissant pas fidèlement à la loi imposée aux droites de la congruence (^). L'ordre de cette congruence sera alors inférieur à 7?im' d'une ou de plusieurs unités.
(') Un fait analogue se présente, comme on le sait, pour une courbe gauche qui n'est pas l'intersection complète de deux surfaces.
IMRODUCTION.
4. Le nombre des droites d'une congruence contenues dans un plan arbitraire est la classe de cette congruence. Ces droites sont les tangentes communes aux courbes des deux complexes situées dans le plan. Le nombre de ces tangentes communes, en vertu du théorème de Bézout, est au plus égal à mni'. Telle sera, dans bien des cas, la classe de la congruence. Mais souvent aussi ce nombre subira une réduction, soit parce que les tangentes communes aux deux courbes, à distance finie, seront en nombre inférieur à mm' , soit parce que certaines de ces tangentes communes ne satisferont pas exactement à la loi qui définit la congruence.
5. L'ensemble des droites de l'espace, régies par une même loi équivalant à trois conditions simples, forme une série continue de droites, c'est-à-dire, en général, une surface réglée. C'est ce qu'il est facile de voir. Désignons, à cet effet, par €, €', €" les trois conditions simples et appelons Gi la congruence définie par les conditions € et €', G2 la congruence définie par les conditions C et C". Considérons, dans un plan w pris arbitrairement, une série continue de droites parallèles et soit A l'une de ces droites {fig. i ). Par chaque point a de A passent un certain nombre de droites telles que a^i, appartenant à la congruence 3i et un certain nombre de droites telles que ««2, appartenant à la congruence B^, Les traces respectives a^ et a^ de ces droites sur un même plan arbitraire 9 décrivent des courbes distinctes Ai et Ag. Ces courbes se coupent en un certain nombre de points tels que r, qui sont les traces sur le plan 9 de droites telles que m^, rencontrant A et communes aux congruences Ci, Gj, c'est-à-dire satisfaisant aux trois conditions €, C, C". Lorsque la droite A se meut dans le plan m parallèlement à elle-même, les points tels que u décrivent une ligne U et les droites telles que uv, qui se dé-
placent d'une manière continue en s'appuyant sur U, engendrent une surface réglée.
Dans certains cas exceptionnels, il pourra arriver que les points tels que v décrivent une ou plusieurs droites dans le plan cp, de telle manière que les droites u^ se meuvent respectivement dans un ou plusieurs plans. La série réglée se composera alors des tangentes à une ou plusieurs courbes planes.
6. Les surfaces réglées algébriques se distinguent parleur degré, c'est-à-dire par le nombre de leurs points de rencontre avec une droite quelconque. On voit immédiatement, dans le cas d'une surface gauche, que ce nombre est égal à celui des plans tangents menés par une droite quelconque à une pareille surface, c'est-à-dire égal à la classe de cette surface. En effet, chacun des plans tangents menés par une droite quelconque D à une surface gauche cr contient la génératrice de la surface qui passe par son point de contact avec le plan. La droite D rencontre, par suite, cette génératrice en un point qui appartient à tr. Inversement, partout point d'intersection de D avec g passe une génératrice de cette surface et le plan qui passe par celte génératrice et par D est tangent à o-. Donc les plans tangents menés par D à la surface a sont bien en même nombre que les points d'intersection de D avec cette surface.
7. Les droites de l'espace, régies par une même loi équivalant à quatre conditions simples, forment un groupe de droites isolées, dont le nombre peut d'ailleurs être limité ou illimité. En effet, les droites qui satisfont à trois des conditions forment une surface ou une série réglée et il est bien clair que, parmi ces droites se succédant d'une manière continue, il y en aura une ou plusieurs qui satisferont à la quatrième condition.
Ainsi, en résumé, une droite engendre \xn complexe, une congruence ou une série réglée suivant que la loi de son déplacement équivaut à une, deux ou trois conditions simples. Une droite assujettie à une loi qui vaut quatre conditions simples occupe dans l'espace une ou plusieurs po-
sitions déterminées et donne naissance à un groupe de droites.
8. Donnons quelques exemples de conditions simples. C'est pour une droite une condition simple de rencontrei\une droite ou une courbe, d'être parallèle à un plan ou à une des génératrices rectilignes d'un cône, de faire un angle déterminé avec un plan ou avec une droite. Les droites, passant par un point quelconque et satisfaisant à une loi de ce genre, forment en effet un cône (n° 1).
On soumet une droite à une condition double, c'est-à-dire équivalente à deux conditions simples, en l'assujettissant à passer par un point, à rencontrer une courbe en deux points, à être doublement tangente à une surface, à être normale à une droite, à une courbe ou à une surface; car les droites, passant par un point quelconque et obéissant à une loi de cette nature, sont en nombre limité (^) (n° 3).
On impose à une droite une condition triple en l'assujettissant à rencontrer une courbe en trois points, à être tangente, normale principale ou binormale d'une certaine courbe, à être triplement tangente à une certaine surface; car il existe une série continue de droites satisfaisant à une pareille définition (n° 5).
Il est clair, enfin, qu'il ne saurait y avoir qu'une droite ou un nombre fini de droites rencontrant une même courbe en quatre points, quadruplement tangentes à une même surface (n^ 7). Une pareille condition est une condition quadruple.
(') Être contenue dans un certain plan constitue également, pour une droite, une condition double. Cela résulte de ce que cette droite est complètement déterminée, quand on l'assujettit à deux autres conditions simples, par exemple à rencontrer deux droites données.
I. — Pôles et plans polaires. Plans diamétraux. Diamètres et axe. Propriétés linéaires.
9. Le complexe le plus simple est le complexe du premier ordre ou complexe linéaire. Parmi les droites qui le composent, celles qui passent par un même point sont situées dans un même plan et, réciproquement, celles qui sont dans un même plan passent par un même point. Cette double définition du complexe linéaire n'est qu'un cas particulier de la double définition des complexes d'un ordre quelconque (n° 1 ).
Un complexe linéaire, comme on vient de le voir, établit, entre les divers points et les divers plans de l'espace, une corrélation de telle nature qu'à tout point correspond un plan passant par ce point et à tout plan un point contenu dans ce plan. L'ensemble de ces couples, composés chacun d'un point et d'un plan, a reçu le nom de système focal ('). Le point corrélatif d'un plan s'appelle foyer ou pôle de ce plan. Le plan corrélatif d'un point est le/? /a/i/ocr// ou plan polaire de ce point. Nous adopterons ici de préférence les dénominations de pôle et de plan polaire.
Le pôle du plan de l'infini se trouve dans une direction bien déterminée que nous appellerons la direction axiale du complexe ou du système focal correspondant. Nous désignerons sous le nom de plan diamétral un plan dont le pôle est à l'infini.
Le complexe linéaire et le système focal qui lui correspond présentent des propriétés très intéressantes. Nous allons
(») Les géomètres allemands donnent à un pareil assemblage le nom de Nullsystem .
les passer en revue et en déduire le mode de génération le plus simple de ce complexe
10. Le plan polaire y^, d'un point q, situé dans un plan cr, passe par le pôle p du plan nr.
En effet, le point q, appartenant par hypothèse à m et par définition à y^^ est sur la droite d'intersection de ces deux plans. Cette droite fait donc partie du complexe linéaire et, comme elle est dans le plan us, elle passe par le pôle p de ce plan. Le plan y^, contenant la droite, contient par suite le point p.
Supposons que le plan m soit à l'infini. Le plan x est alors un plan diamétral et l'on conclut immédiatement du théorème précédent que tout plan diamétral est parallèle à la direction axiale.
11. Le pôle q d'un plan y, conteîiant un certain point p, est situé dans le plan polaire rn du point p.
En effet, le plan x» renfermant par définition le point q et par hypothèse le point /?, contient la droite pq. Cette droite appartient par suite au complexe linéaire et, puisqu'elle passe par />, elle est dans le plan polaire cj de ce point. Le plan cj, contenant cette droite, contient par conséquent le point q.
On conclut immédiatement de ce théorème que tout plan parallèle à la direction axiale du complexe a son pôle à l'infini et, par conséquent, est un plan diamétral de ce complexe.
12. Les plans passant par une même droite J) ont leurs pôles respectifs sur une même droite!)'.
Le pôle d'un plan variable passant par D engendre un certain lieu géométrique D'. Soient a le point d'intersection de D avec un plan arbitraire m et a' l'un des points d'intersection de D' avec le même plan. La droite aa' est une droite du complexe, puisque, considérée comme située dans le plan «'D, elle passe par le pôle a' de ce plan. Mais cette droite doit aussi passer par le pôle p du plan m. Elle est, en conséquence, unique et bien déterminée. Le lieu D n'est, par suite, ren-
contré qu'en un seul point a' par un plan arbitraire m. Donc c'est une droite.
13. Supposons, en particulier, que la droite D soit à l'infini. Du théorème qui vient d'être démontré on conclut alors que le lieu des pôles d'une série de pians parallèles est une droite. Une pareille droite porte le nom de diamètre du complexe et du système focal correspondant.
Toute série de plans parallèles comprend le plan de l'infini. Donc tous les diamètres du complexe passent par le pôle du plan de l'infini, c'est-à-dire sont parallèles à la direction axiale de ce complexe.
Considérons une série de plans parallèles qui soient perpendiculaires à cette direction axiale. Le diamètre de ces plans leur est perpendiculaire. On l'appelle Vaxe du complexe et du système focal correspondant.
\h. Les plans polaires des divers points d'une même droite D passent par une même droite D'.
Soient a et (3 les plans polaires respectifs de deux points quelconques a et 6 de D et soit D' la droite d'intersection de ces plans. Les pôles des divers plans passant par D' sont sur une même droite (n° 12). D'ailleurs cette droite devant contenir les points a et 6, pôles respectifs de a et de (3, coïncide nécessairement avec D. Les plans passant par D' sont donc bien les plans polaires des divers points de D.
Il y a réciprocité entre les droites D et D', en vertu de la double propriété qui vient d'être établie et qui consiste en ce que les plans polaires des divers points de chacune d'elles passent par l'autre et les pôles des plans passant par chacune d'elles sont sur l'autre. Pour ce motif, les droites D et D' sont appelées droites conjuguées.
15. Toute droite du complexe coïncide avec sa conjuguée; car un plan quelconque passant par une telle droite a son pôle sur cette droite.
Réciproquement, toute droite qui coïncide avec sa conjuguée fait partie du complexe. En effet, soit L une pareille
droite. Tout plan m passant par L a, par hypothèse, son pôle /> sur cette droite et les droites qui passent par/> dans le planer étant des droites du complexe, il en est ainsi en particulier de L.
16. Deux droites conjuguées ne se rencontrent pas. En effet, si deux pareilles droites D et D' se coupaient en un point iy le plan polaire gt d'un point quelconque p de D, passant par D' (n" 14), contiendrait « et, contenant «et /?, contiendrait D, c'est-à-dire coïnciderait avec le plan des droites D el D'. Un plan quelconque passant par D' n'aurait donc pas son pôle sur D, ce qui est contraire à l'une des deux propriétés caractéristiques des droites conjuguées (n*' 12).
17. Toute droite du complexe qui rencontre une droite J) rencontre en même temps sa conjuguée D'.
Soit L une droite du complexe rencontrant la droite D. Le plan G7 de ces deux droites a son pôle p sur D' (n*' 12). Par suite, la droite L du plan m, devant passer par le pôle/> de ce plan, rencontrera D'.
Supposons que la droite D coïncide avec l'axe du complexe. Il résulte immédiatement du théorème qui vient d'être démontré que toute droite du complexe qui rencontre l'axe de ce complexe lui est perpendiculaire.
18. Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées 1) et D' fait partie du complexe.
En effets le plan th, qui passe par une telle droite L et par la droite D, a pour pôle/? le point d'intersection de w, c'està-dire de L avec D' (n« 12). Par suite, la droite L, étant située dans le plan w et passant par le pôle p de ce plan, fait partie du complexe.
Une droite rencontrant à angle droit l'axe du complexe rencontre la droite conjuguée de cet axe, qui est à l'infini dans un plan perpendiculaire à la direction axiale. Donc, en vertu du théorème précédent, toute droite qui rencontre orthogonalement l'axe du complexe appartient au complexe,
19. Tout plan parallèle à deux droites conjuguées est un plan diamétral.
La droite qui unit les points à l'infini des deux droites conjuguées D et D' appartient au complexe (n" 18); elle passe, en conséquence, par le p(Me du plan de l'infini. Par suite, si nous menons, par un point quelconque, des parallèles à I) et à D', le plan de ces deux droites est parallèle à la direction axiale, c'est-à-dire est un plan diamétral (n° 1).
20. Tout plan perpendiculaire à Vaxe rencontre cet axe et deux droites conjuguées quelconques en trois points d'une même droite.
En effet, la droite qui joint les traces des deux droites conjuguées sur le plan considéré appartient au complexe (n° 18). D'autre part, cette droite, rencontrant la droite à l'infini dans le plan, rencontre en même temps sa conjuguée (n** 17). Or cette conjuguée est précisément l'axe du complexe.
21. La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées rencontre l'axe à angle droit.
La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées t'ait partie du complexe (n° 18). Elle est perpendiculaire aux plans parallèles à la fois à ces deux droites, qui sont des plans diamétraux (n° 19); elle a, par suite, une direction perpendiculaire à la direction axiale ; autrement dit, elle rencontre la droite suivant laquelle se coupent à l'infini les plans perpendiculaires à la direction axiale. Elle rencontre donc aussi la conjuguée de celte droite (n° 17), c'est-à-dire l'axe du complexe.
22. Les divers points d'une droite et leurs plans polaires respectifs se correspondent anharmoniquement.
En effet, à toutpoint d'une droite quelconque D correspond comme plan polaire un plan et un seul, passant par cette droite ou par sa conjuguée D', suivant que la droite considérée appartient ou n'appartient pas au complexe (n''^ 14 et 15). Réciproquement, à tout plan passant par D' ou par D, si cette dernière droite fait partie du complexe, correspond, comme pôle, un point et un seul de B (n°s 12 et 15). Or tel est bien
le double caractère d'une correspondance anharmonique entre points et plans.
23. Les conjuguées D' des droites D d'un même plan m concourent en un même point p, qui est le pâle de ce plan.
En effet, le plan cr contenant chacune des droites D, son pôle/? est nécessairement sur chacune des droites D', respectivement conjuguées des droites D (n° 12).
Supposons le plan m à l'infini. Il en est de même du point/?. On déduit du théorème précédent, dans ce cas spécial, que les conjuguées des droites à l'infini sont parallèles à une même direction^ la direction axiale, et, par conséquent y sont des diamètres du complexe.
24'. Les conjuguées D' des droites D d'une même gerbe de sommet p sont dans un même plan w qui est le plan polaire de p.
En effet, chacune des droites D passant par/?, sa conjuguée D' est dans le plan polaire ro de /? (n^ \.k).
Supposons que le sommet de la gerbe coïncide avec le pôle du plan de l'infini. D'après le théorème précédent, toute droite passant par ce pôle, c'est-à-dire toute parallèle à la direction axiale, autrement dit, tout diamètre, a sa conjuguée dans le plan de V infini.
25. Les conjuguées D' des droites D d'un même faisceau forment elles-mêmes un faisceau qui est homo graphique au premier.
Les droites D étant dans un même plan t;5, leurs conjuguées D' passent par un même point /?, pôle du planer (n°23). D'autre part, les droites D passant par un même point q de ïït, leurs conjuguées D' sont situées dans un même plan^, plan polaire de ^ (n"^ 24.). On voit ainsi que les droites D' forment elles-mêmes un faisceau. D'ailleurs, à chacune des droites D du premier faisceau correspond une droite D' et une seule du second faisceau, et inversement. Donc les deux faisceaux sont homographiques.
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26. Les droites d'un complexe linéaire, qui rencontrent deux mêmes droites non conjuguées par rapport à ce complexe , y déterminent deux séries homo graphiques de points.
Soient les deux droites A et B. Deux hypothèses sont à considérer, suivant que ces deux droites sont ou ne sont pas dans un même plan.
Supposons d'abord que les droites A et B ne soient pas dans un même plan. Par tout point a de A passe une droite du complexe et une seule rencontrant B. Le point de rencontre b est à l'intersection de B et du plan polaire de a. De même, par tout point Z? de B passe une droite du complexe et une seule rencontrant k. Le point de rencontre a est à l'intersection de A et du plan polaire de 6. Il y a donc correspondance anharmonique entre les points a et h. Autrement dit, les points tels que a et les points tels que h forment deux séries homographiques.
On peut remarquer que cette démonstration s'applique, sans changement, au cas où l'une des droites A etB appartiendrait au complexe et au cas oii elles en feraient partie toutes les deux.
Supposons maintenant que les droites A et B soient dans un même plan. Les droites du complexe, qui les rencontrent toutes deux en des points différents, sont dans ce plan et, par conséquent, forment un faisceau ayant pour sommet le pôle du plan. Or on sait que les intersections de A et de B avec les droites d'un pareil faisceau déterminent deux séries homographiques de points.
Le dernier raisonnement ne serait en défaut que si Tune au moins des droites A et B appartenait au complexe, le sommet du faisceau se trouvant alors sur l'une des droites du faisceau ou à leur intersection. Le théorème, dans ce cas, n'a plus de raison d'être.
IL — Propriétés quadratiques.
27. Les droites d\in complexe linéaire qui s'appuient sur deux mêmes droites, non conjuguées par rapport à ce com-
plexe et non situées dans un même plan, forment une surface du second degré.
En effet, les droites du complexe qui s'appuient sur les deux droites considérées s'appuient également sur leurs conjuguées respectives (n° 17). Elles engendrent donc une surface gauche du second degré (^).
Comme cas particulier du théorème qui vient d'être démontré, on a celui-ci : les droites d'un complexe linéaire^ qui s'appuient sur une même droite et sont parallèles à un même plan non parallèle à cette droite^ forment un paraboloïde hyperbolique.
28. Deux couples quelconques de droites conjuguées, par rapport à un même complexe linéaire, appartiennent à une même surface du second degré.
Soient A et A' un premier couple, B et B' un second couple de droites conjuguées par rapport à un complexe linéaire. Par les droites A, A' et B passe une surface du second degré oet une seule, que l'on peut considérer comme engendrée par une droite mobile L s'appuyant sur A, A' et B. Cette droite L, rencontrant A et A', fait partie du complexe (n° 18) et, rencontrant B, elle rencontre également sa conjuguée B' (n° 17). Les droites A, A', B, B' se trouvent donc toutes quatre sur la surface g.
Dans le raisonnement qui précède, nous avons supposé que les droites B et B' ne rencontraient ni A, ni A'. Si A et B, par exemple, se rencontraient et, par suite, étaient dans un même plan, il en serait de même de leurs conjuguées A' et B' (n°23). La surface o-, qui contient les quatre droites, se réduirait alors à un couple de plans.
Dans un système focal, les divers points d'une conique
(') On peut aussi conclure ce tliéorème du précédent (n° 26), en s'appuyant sur un théorème de Cliasles, d'après lequel une droite mobile qui s'appuie sur deux droites fixes, non situées dans un même plan, en y déterminant deux séries homo graphiques de points, engendre une surface du second degré.
ont pour plans polaires respectifs les plans tangents cV un cône du second de gré y dont le sommet est le pôle du plan de la conique.
Plus généralement, les divers points d'une courbe plane ali^éhrique du m^^™^ degré ont pour plans polaires respectifs les plans tangents d' un cône de m^«™*' classe, dont le sommet est le pôle du plan de la courbe.
Soil C,„ une courbe du /n'*'"^ degré, contenue dans le plan w. Les plans polaires des divers points de cr passent par le pôle/? de ce plan (n° 10). En particulier, les plans polaires des points de C,„ enveloppent un cône, ayant p pour sommet. On peut mener à ce cône autant de plans tangents par une droite quelconque D passant par son sommet, qu'il y a de points à l'intersection de la conjuguée D' de D avec C,„ (n° 12). Le nombre de ces plans tangents est donc égal à m et le cône est bien de la m^*'^^ classe (^).
Nous dirons qu'une pareille courbe et un pareil cône sont corrélatifs.
30. Dans un système focal, les plans polaires respectifs de deux points conjugués par rapport à une conique sont conjugués par rapport au cône corrélatif.
Soient, en effet, a et a' deux points conjugués par rapport à une conique C, c'est-à-dire conjugués harmoniques par rapport aux points d'intersection b et b' de la droite aa' avec C. Aux quatre points a, a' ^ b et b' correspondent anharmoniquement leurs quatre plans polaires respectifs a, a', p et P', se coupant suivant une même droite, qui est la conjuguée de <2«5'(n°22). Par suite, les quatre points «, a\ b, b' étant en proportion harmonique, il en est de même des quatre plans a, a', [3, (3'. D'ailleurs, les plans (3 et (3' sont tangents au cône corrélatif
C) On démontre d'une manière analogue que^ dans un système focal : 1° les divers points d'une courbe gauche algébrique du m^^'"^ degré ont pour plans polaires les plans tangents d'une développable algébrique de la m"'""' classe; 2° les divers points d'une surface algébrique du ni"'"" degré ont pour plans polaires les plans tangents d'une surface algébrique de la m'^"^" classe.
de la conique C. Donc les plans a et a' sont conjugués par rapport à ce cône.
31. Dans un système focal, les droites respectivement conjuguées de deux droites conjuguées par rapport à une conique quelconque sont deux diamètres conjugués du cône corrélatif.
En effet, soient D et D' deux droites contenues dans le plan w d'une conique C et conjuguées par rapport à cette conique, c'est-à-dire conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes T et T', menées à C par le point de rencontre o de D et de D'. Les droites A, A', 0, 0' respectivement conjuguées de D, D', T, T', forment, comme elles, un faisceau qui est contenu dans le plan polaire c») du point o et qui a pour sommet le sommet p du cône F corrélatif de la conique C. De plus, le rapport anharmonique des quatre droites A, A', 0, 0' est égal à celui des quatre droites D, D', T, T' (n° 25), et comme les quatre premières droites sont en proportion harmonique, il en est de même des quatre dernières. Or les droites 0 et 0' sont à l'intersection du cône F avec le plan co. Les droites A et A', conjuguées harmoniques par rapport à 0 et à 0', sont donc bien deux diamètres conjugués du cône T.
32. Dans un système focal, les divers points d'un cercle ayant son centre sur l'axe et son plan perpendiculaire à cet axe, ont pour plans polaires respectifs les plans tangents d*un cône de révolution, dont Vaxe coïncide avec celui du Systems focal.
Soit 0 un cercle, dont le centre o est sur l'axe du système focal et dont le plan w est perpendiculaire à cet axe. Les plans polaires des points du cercle 0 enveloppent un cône du second degré 1^ ( ii" 2')) ayant o pour sommet. La droite à l'infini dans (0 a pour conjuguée l'axe U du système focal (n** 13). Mais le point o étant conjugué, par rapport au cercle 0, de tout point à l'infini dans w, le plan w est conjugué, par rapport au cône 12, de tout plan passant par U (n» 30). La droite U est donc, par rapport au cône ^, le diamètre conjugué du plan 0) et, comme ce diamètre est perpendiculaire à w, c'est Taxe
du cône. D'autre part, deux diamètres rectangulaires du cercle 0, étant leurs propres conjuguées dans le système focal (n'' 15), sont deux diamètres conjugués du cône 12 (n" 31). Deux diamètres conjugués quelconques du cône 12 dans le plan 0) étant rectangulaires, ce cône est de révolution.
33. Il résulte du théorème précédent que, si un point du système focal tourne autour de l'axe U, il en est de même de son plan polaire, puisque ce plan enveloppe alors un cône de révolution ayant U pour axe. Par suite, un système focal et le complexe linéaire qui lui correspond ne cessent de coïncider avec eux-mêmes, dans toute rotation autour de leur axe U.
3i. Considérons l'ensemble des plans diamétraux et des droites du complexe qui s'y trouvent réparties. Il est clair que, dans toute translation parallèle à la direction axiale du complexe, les plans diamétraux glissent sur eux-mêmes et que le faisceau de droites parallèles du complexe, contenu dans chacun d'eux, reste en coïncidence avec lui-même. Donc un complexe linéaire et le système focal correspondant restent en coïncidence açec eux-mêmes, dans toute translation parallèle à leur direction axiale,
35. Du rapprochement des deux dernières propositions, on conclut que tout système focal et le complexe linéaire qui lui correspond coïncident avec eux-mêmes, dans toute rotation autour de leur axe, accompagnée d'une translation le long de cet axe, et aussi, par conséquent, dans tout déplacement hélicoïdal autour de ce même axe.
III. — Relations métriques. Génération du complexe
linéaire.
36. Dans un système focal, il existe une relation de position remarquable entre un point quelconque, son plan polaire et l'axe du système. Cette relation est la suivante :
La distance d'un point quelconque à l'axe est inversement
proportionnelle à la tangente de V angle que fait avec cet axe le plan polaire du point.
En d'autres termes, en désigaant par /• la distance d'un point quelconque p à l'axe U et par B l'angle que fait avec U le plan polaire correspondant cr, on a
/•tango =: c,
c désignant une constante.
Pour établir cette relation, menons de/? une perpendiculaire L à U. Soit o le pied de cette perpendiculaire. La droite L lait partie du complexe (n" 18) et les plans polaires de ses divers points forment, en pivotant autour de L, un faisceau lîomographique à cette série de points (n° 22). On a, en conséquence, entre la distance /d'un quelconque de ces points à U et l'angle B du plan polaire correspondant avec le plan passant par L etU, c'est-à-dire avec U, une relation de la forme
r tango -\- ar -^ b tang0= c.
Mais le plan polaire du point à l'infini sur L passe par U. Par suite, pour rr=roo, la relation précédente doit donner tang0c= o. On en conclut <2 = o.
D'autre part, le plan polaire de o est perpendiculaire à U; ce qui exige que l'on ait tang^ r= oo, pour r = o. On en conclut 6 = o. La relation se réduit donc bien à
r tango ^ c.
37. Dans un système focal, les positions relatives de l'axe et de deux droites conjuguées quelconques sont fixées d'une manière très simple par le théorème suivant :
Dans un système focal, les distances de deux droites conjuguées à l'axe sont proportionnelles aux tangentes des angles aigus que font respectivement les deux droites avec cet axe.
Soient, en effet, D et D' deux droites conjuguées, /• et /' leurs distances respectives à l'axe U, 9 et ©' les angles que D et D' font respectivement avec cet axe. La perpendiculaire
commune I àD et à D' appartient au complexe (n° 18) et rencontre orthogonalement J'axe U (n° 21). Le plan polaire du point commun à D et à I passe par I et par D'. Il fait, par suite, avec U l'angle 9^ De même, le plan polaire du point commun à D' et à I passe par I et par D. Il fait, par suite, avec U l'angle 9. On a donc, en appliquant une relation déjà établie {n° 36),
d'où
/• tangcp^=: /•' tango ;
r tango
/•' tango'
Fiff. 3.
38. La répartition des droites du complexe autour de l'axe U est régie par une loi remarquablement simple, que l'on peut énoncer ainsi :
La plus courte distance d'une droite quelconque d'un complexe linéaire à l'axe de ce complexe est inversement proportionnelle à la tangente de l'angle aigu formé par ces deux droites (*),
Soit op la perpendiculaire commune à Taxe U et à une droite quelconque L du complexe {fig' 2). Désignons par r la plus courte distance op de ces deux droites et par 9 l'angle aigu formé par leurs directions respectives. La droite L, par hypothèse, et la droite op, par construction (n" 18), sont deux droites du complexe et, comme elles passent toutes deux par le point/?, leur plan est le plan polaire de p. L'angle B est égal à l'angle de ce plan avec U. Comme d'ailleurs /• est la distance du point/? à U, on a, d'après un théorème précédent (n° 36),
ridiU^B = c.
39. La relation (i) montre qu'un complexe linéaire est complètement déterminé par son axe et son paramèlre c. Il
C) Cette relation est en quelque sorte l'équation, réduite à sa forme la plus simple, d'un complexe linéaire. Nous en déduisons plus loin, dans une Note spéciale; l'équation générale d'un pareil complexe.
238 CHAPITHE I.
y a, toutefois, deux complexes satisfaisant à ces conditions : ils diffèrent par le sens dans lequel est compté l'angle B. Ces deux complexes sont néanmoins superposables. D'une manière générale, deux complexes linéaires sont égaux, c'està-dire superposables, lorsqu'ils ont le même paramètre c. Cette condition est nécessaire et suffisante.
Un complexe linéaire est défini complètement et sans ambiguïté, lorsque l'on connaît son axe et l'une quelconque des droites qui le composent. En effet, r^ étant la plus courte distance de ces deux droites et Qq l'angle aigu formé par leurs directions respectives, la valeur du paramètre c est déterminée par la relation c^=. r^ tang^o-
4-0. Sur les cylindres de révolution, ayant pour axe l'axe d'un complexe linéaire, considérons l'ensemble des hélices décrites dans le même sens et ayant pour pas commun
( 2 ) /l = 2 TT C,
C étant le paramètre de ce complexe. L'angle aigu Q que fait
la binormale à une pareille hélice tracée sur un cylindre de
rayon r avec l'axe de ce cylindre est, comme on le sait, donné
par la relation
h tango =
On en déduit, eu égard à la condition (2),
/• tango =:c.
C'est la relation (1). Donc :
Les droites cV un complexe linéaire ne sont autres que les hinormales à des hélices d'égal pas, tracées, dans un même sens, sur les divers cylindres de révolution ayant pour axe commun l'axe du complexe.
Nous appellerons ces hélices les hélices normales du complexe linéaire.
ki. Le plan normal à une pareille hélice, en l'un quelconque de ses points, contient la binormale à cette courbe en ce point et la perpendiculaire menée de ce point à l'axe du complexe. Cette dernière droite appartenant au complexe
(n° 18) ainsi que la binormale (n° 40), le plan normal est le plan polaire du point correspondant. z\insi :
Par rapport à un complexe linéaire, le plan polaire d'un point quelconque de l'espace est le plan normal de l'hélice normale qui passe par ce point (^).
Les deux dernières propositions auxquelles nous venons de parvenir (n°^ 40 et 41 ) fournissent l'image la plus nette que l'on puisse concevoir d'un complexe linéaire.
42. Le cas où le paramètre c est nul mérite de fixer l'attention. De la relation (i) on conclut alors soit r = o, soit tang 0 = G, c'est-à-dire B nul ou égal à 1 8o". Par suite, le complexe est formé des droites qui rencontrent l'axe U ou lui sont parallèles. Un pareil complexe linéaire est appelé complexe linéaire spécial. Tous les points de l'axe U sont des points singuliers du complexe; car toutes les droites passant par un tel point appartiennent au complexe. De môme, tous les plans passant par U sont des plans singuliers du complexe; car toutes les droites contenues dans un tel plan font partie du complexe.
Nous allons démontrer qu'un complexe linéaire ne peut admettre de point singulier ou de plan singulier, à moins d'être un complexe linéaire spécial.
43. Soit s un point singulier d'un complexe linéaire. Considérons une droite arbitraire D, qui ne passe par aucun point singulier et ne soit contenue dans aucun plan singulier du complexe. Les droites issues de s et situées dans le plan 5D font, par hypothèse, partie du complexe. Par suite, la conjuguée D' de D passe par le point s, pôle du plan .çD
(') De cette proposition et de deux tliéorèiiies démontrés plus haut ( n°' 10 et 11) on conclut facilement que : i" Les plans osculateurs d'une hélice, aux divers points de rencontre de cette courbe avec un plan quelconque, se coupent en un même point de ce plan.
1° Les points de contact d'une hélice avec les plans osculateurs qu'on peut lui mener par un point quelconque sont dans un même plan passant par ce point.
Il suffit, pour le voir, de considérer les hélices orthogonales de celles qui viennent de nous servir à définir le complexe linéaire.
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(n° 12). Cela posé, imaginons que la droite J) se déplace dans un plan m, ne renfermant pas le point s. La conjuguée D' de D ne cesse alors de passer par le pôle p du plan tts (n° 12) et, comme elle passe d'ailleurs par 5, elle reste fixe. Nous allons maintenant démontrer qu'une droite quelconque L du complexe rencontre D'. Nous pouvons supposer que la trace / de L sur le plan cr ne coïncide pas avec p; car, pour ce cas particulier, il n'y a pas de démonstration à faire. Par / faisons passer une droite D dans le plan w. La conjuguée de 1) étant la droite fixe D', le pôle du plan des droites D et L est sur D' et la droite L, devant passer par ce pôle, rencontre D'. Toutes les droites du complexe rencontrent donc la droite fixe D' et le complexe est un complexe spécial. Ainsi :
Un complexe linéaire ne peut admettre aucun point singulier, à moins d'être un complexe spécial.
kh. Imaginons que, dans un complexe linéaire, il y ait trois droites concourantes oa, ob, oc. Il est facile d'en conclure que toute droite 0/ passant par o appartient au complexe, que, par suite, le point o est un point singulier et le complexe un complexe spécial (n*" 43). En effet, la trace oh du plan aol sur le plan hoc fait partie du complexe, puisque cette droite du plan boc contient le pôle o de ce plan. De même o/, passant par le point d'intersection des droites oa et oh du complexe et étant située dans le plan de ces deux droites, appartient au complexe. Donc, trois droites particulières d'un complexe linéaire ne peuvent passer par un même point, sans être dans un même plan, à moins que le complexe ne soit un complexe linéaire spécial.
45. Considérons un complexe linéaire admettant un plan singulier o-. Prenons une droite D, qui ne passe par aucun point singulier et qui ne soit contenue dans aucun plan singulier du complexe. Les droites du plan o-, qui passent par la trace <i de D sur ce plan, sont supposées faire parlie du complexe. Par suite, d est pôle de g et la conjuguée D' de D est dans ce plan (n° 14).
Imaginons que la droite D pivote autour d'un point/? extérieur à (T. La conjuguée D' de D reste constamment dans le
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plan polaire m de p, et, comme elle est d'autre part dans le plan (T, elle est à l'intersection de ces deux plans.
Démontrons maintenant qu'une droite quelconque L du complexe rencontre D'. Nous pouvons supposer que cette droite n'est pas dans le plan nr, car, s'il en était ainsi, elle rencontrerait nécessairement D' qui est dans ce plan. Par le point p et dans le planjoL, menons une droite quelconque D. Cette droite ayant pour conjuguée D', le plan polaire du point d'intersection des droites D et L passe par D' (n° ik) et L, étant contenue dans ce plan, rencontre nécessairement D'. Toute droite L du complexe rencontrant D', le complexe est un complexe spécial. Ainsi :
Un complexe linéaire ne peut admettre un plan singulier à moins d'être un complexe spécial.
46. On conclut immédiatement de ce théorème que trois droites particulières d' un complexe linéaire ne peuvent être dans un même plan, sans passer par un même point, à moins que le complexe ne soit un complexe linéaire spécial.
Imaginons un complexe linéaire possédant trois droites A, B, C, situées dans un même plan ts et non concourantes. Soit L une droite quelconque de ce plan. La droite H qui joint le point de rencontre de B et de C au point de rencontre de A et L fait partie du complexe, puisqu'elle passe par l'intersection de B et de C et qu'elle est dans le plan de ces deux droites. De même, la droite L, passant par l'intersection des droites A et H du complexe et située dans le plan de ces deux droites, fait nécessairement partie du complexe. Le plan cr est donc un plan singulier et le complexe un complexe linéaire spécial.
V. — Construction d'un complexe linéaire contenant une droite donnée et admettant pour droites conjuguées deux autres droites données.
kl. Proposons-i^ous de construire les diverses droites d'un complexe linéaire, connaissant une de ces droites et un couple de droites conjuguées par rapport à ce complexe.
Nous résoudrons cette question de deux manières différentes, en cherchant successivement les droites du complexe qui passent par un point pris arbitrairement et les droites du complexe situées dans un plan également arbitraire.
Supposons données la droite L d'un complexe linéaire et les droites D et D' conjuguées par rapport à ce complexe (^).
Soit p un point quelconque, n'appartenant à aucune des droites D, D' et L. La droite A, menée par/? et rencontrant à la fois D et D', est évidemment une des droites cherchées (n° 18). Par p et la droite L faisons passer un plan. La droite B, joignant les traces de D et de D' sur ce plan, appartient au complexe (n° 18) et son point d'intersection q avec L est le pôle du plan ph. La droite pq est, par suite, une seconde droite du complexe. Les autres droites du complexe qui passent par p sont situées dans le plan déterminé par les droites pq et A.
Nous avons supposé que le point p n'appartenait ni à la droite D, ni à la droite D'. Si le point/» était sur une de ces droites, sur D par exemple, les droites du complexe, passant par ce point, seraient contenues dans le plan pW.
Si le point/? était pris sur la droite L, les droites du complexe qui passent par ce point seraient contenues dans le plan déterminé par L et par la droite issue de /?, qui s'appuie à la fois sur D et sur D'.
48. Résolvons le même problème, en cherchant les droites du complexe linéaire contenues dans un plan m qui ne passe par aucune des droites D, W et L. On obtient immédiatement une de ces droites A, en joignant les traces de D et de W sur le plan w (n° 18). Soit q le point de rencontre de L et de Ts5. Menons par q une droite B s'appuyant à la fois sur D et sur D'. La droite B appartient au complexe (n** 18) et détermine avec L le plan polaire du point q. La droite d'intersection de ce plan avec w fait également partie du complexe
(') La droite L n'est supposée rencontrer ni D, ni D'. Le problème serait impossible, si L ne rencontrait qu'une de ces droites. Il serait indéterminé, si L les rencontrait Tune et l'autre.
et coupe A en un point p, qui est le pôle du plan ttî. Les diverses droites passant par/» et contenues dans m appartiennent au complexe.
Nous avons supposé que le plan m ne passait ni par la droite D, ni par la droite 1)'. Si, au contraire, le plan e passait par D, les droites du complexe situées dans ce plan seraient celles qui passeraient par le point d'intersection de cj et de D'.
Si le plan cj contenait la droite L, les droites du complexe situées dans ce plan passeraient par le point de rencontre de L et de la droite joignant les traces de D et de D' sur le plan rn.
49. On peut se proposer encore de construire l'axe d'un complexe linéaire, contenant une droite donnée L et admettant un couple de droites conjuguées également données D etD'.
L'axe U du complexe est, comme on le sait (n*' 10), parallèle à l'intersection de deux de ses plans diamétraux. On a un premier plan diamétral a, en prenant un plan quelconque parallèle à la fois à D et à D' (n° 19). On obtient aisément le plan diamétral j3, qui contient la droite L : il doit passer par la droite K, parallèle à L, qui s'appuie à la fois sur D et sur D' (n» 18), et cette condition achève de le déterminer. L'axe cherché U doit donc être parallèle à l'intersection des plans a et p. D'ailleurs, il doit rencontrer les diverses droites du complexe dont la direction est perpendiculaire à la sienne et qui s'appuient sur D et D' (n" 17). On construit deux de ces droites G et H et l'on obtient l'axe U, en traçant une droite qui soit parallèle à l'intersection des plans a et (3 et qui s'appuie sur les droites G et H.
Connaissant l'axe U et l'une des droites L du complexe, on en conclut le paramètre de ce complexe, comme on l'a vu précédemment (n° 39).
I. — Génération des congruences linéaires
50. Parmi les assemblages de droites que l'on désigne sous le nom de congruences (n*' 3), le plus simple que l'on ait à considérer est la congruence dont l'ordre et la classe sont tous deux égaux à l'unité. Une pareille congruence, que nous appellerons congruence linéaire, est par conséquent telle que, parmi les droites qui la composent, il n'y en a qu'une passant par un point quelconque et une seule également située dans un plan quelconque.
En partant de cette définition, nous allons démontrer très simplement que les droites d'une congruence linéaire rencontrent deux mêmes droites^ non situées dans un même plan (^).
51. Nous ferons usage d'une remarque qui s'applique utilement dans d'autres circonstances semblables, et qui consiste en ce que, si des surfaces algébriques d'un même degré, en nombre simplement infini, sont telles que, par tout point pris arbitrairement, il en passe une et une seule, ces surfaces forment un faisceau ponctuel (^).
En effet, ces surfaces sont définies par une même équation, renfermant un paramètre variable et la substitution, dans cette
(^) La démonstration exposée ici a déjà fait, de notre part, l'objet d'une Note insérée dans le Bulletin de la Société mathématique de France (t. XIX, p. 58-6i).
(^) Une remarque analogue s'applique à des courbes algébriques situées dans un même plan.
équation, des coordonnées d'un point arbitraire devant donner lieu à une valeur unique de ce paramètre : celui-ci doit entrer linéairement dans l'équation.
Nous allons maintenant démontrer deux théorèmes préliminaires sur les congruences linéaires.
52. Les droites d'une congruence linéaire, qui rencontrent une même droite fixe arbitraire, forment une surface du second degré.
Par la droite fixe D faisons passer un plan quelconque. Ce plan contient une droite de la congruence et une seule, qui fait partie de la section, par le plan, de la surface engendrée. Cette section est complétée par la droite D, qui est une ligne simple de la surface, puisque par chaque point de D il passe une droite et une seule de la congruence. La surface est donc coupée suivant deux droites par un plan quelconque passant par D : c'est, par conséquent, une surface du second degré.
53. Les diverses surfaces du second degré, engendrées par les droites d'une congruence linéaire qui s' appuient sur des droites d'un même plan ^concourant en un même point, contiennent un même quadrilatère gauche.
Considérons un faisceau de droites D, concourant en un même point p et contenues dans un même plan ny. Chaque droite D donne lieu à une surface du second degré g engendrée par les droites de la congruence qui la rencontrent. Par tout point «, pris arbitrairement, passe une des surfaces a et une seule. Par ce point, en effet, passe une droite L et une seule de la congruence, à laquelle correspond une des droites D, celle qui joint le point /? à la trace de L sur le plan G7, et à cette droite D correspond une des surfaces cj, la seule qui passe par le point a. Donc, en vertu d'une remarque faite plus haut (n° 51), les surfaces a forment un faisceau ponctuel.
D'autre part, toutes ces surfaces a ont en commun deux droites de la congruence : celle qui passe par le point p et celle qui est contenue dans le plan cj, puisque ces deux
droites rencontrent toutes les droites D. L'intersection commune des surfaces <j comprend ainsi deux droites, qui, appartenant à la congruence, ne peuvent être dans un même plan. Par suite, d'après une proposition bien connue, le complément de cette intersection est formé de deux autres droites A et A^, réelles ou imaginaires conjuguées, s'appuyant sur les deux premières, c'est-à-dire formant avec elles un quadrilatère gauche.
54. Il n'y a qu'un mot à ajouter, pour déduire de ce qui précède ce théorème capital :
Les droites d'une congruence linéaire s' appuient sur deux mêmes droites.
En effet, toutes les droites de la congruence, qui servent à engendrer les surfaces o- (n° 53), rencontrent les deux droites A et A', ces droites A et A' étant, sur chaque surface C7, des génératrices d'un système autre que celui des génératrices formées par les droites de la congruence. 11 est d'ailleurs facile de voir que toutes les droites de la congruence concourent à engendrer les surfaces o-. Considérons, en effet, une quelconque de ces droites L; elle est rencontrée par une droite D passant par le point/? et située dans le plan nr, et cette droite D sert à engendrer une surface <j qui contient L. Donc toute droite L de la congruence s'appuie sur les deux droites A et A'.
Nous donnerons aux droites A et A' le nom de directrices de la congruence linéaire. De la méthode même que nous avons suivie pour les trouver, il résulte qu'elles ne sont pas toujours réelles; elles peuvent être imaginaires conjuguées.
55. Étant données les deux directrices A et A' d'une congruence linéaire, rien n'est plus simple que de construire la droite de celte congruence qui passe par un point donné ou celle qui est contenue dans un plan donné. Le premier problème se résout, par exemple, en faisant passer deux plans respectivement par les droites A, A' et par le point : l'intersection de ces deux plans est la droite cherchée.
Pour résoudre le second problème, on prend les traces de
A et A' sur le plan donné. En joignant ces traces, on a la droite demandée.
Chacune de ces solutions est unique et bien déterminée, à moins que le point donné n'appartienne à une des directrices ou que le plan donné ne passe par une de ces droites. 11 est clair, en effet, que par tout point de l'une des directrices, de A par exemple, passent une infinité de droites de la congruence ; ce sont les droites issues de ce point et rencontrant A'.
De môme, tout plan qui contient A renferme une infinité de droites de la congruence : ce sont les droites qui sont situées dans le plan considéré et passent par le point de rencontre de ce plan avec A'. Les points de A et de A' sont donc des points singuliers et les plans passant par A ou A' des plans singuliers, relativement à la congruence linéaire.
II. — Intersection des complexes et congruences
linéaires.
56. 11 est facile de voir que les droites communes à deux complexes linéaires forment une congruence linéaire.
En effet, les droites de chacun des deux complexes linéaires, qui passent par un point quelconque, sont dans un plan contenant ce point. La droite d'intersection des deux plans est la seule droite commune aux deux complexes qui passe par le point. Donc la congruence formée des droites communes aux deux complexes est du premier ordre.
Pareillement, les droites de chacun des deux complexes, situées dans un plan quelconque, passent par un point de ce plan. La droite qui joint les deux points ainsi obtenus est la seule droite commune aux deux complexes qui soit contenue dans le plan. Donc la congruence considérée est de la première classe.
57. La proposition que nous venons d'établir peut s'énoncer sous cette forme : L'intersection de deux complexes linéaires est une congruence linéaire.
Ce n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'une proposition plus générale, qui se démontre de la même manière et qui
peut s'énoncer ainsi : L'intersection complète de deux complexes, dont les ordres respectifs sont m et n, est une con- ^ruence d'ordre mn et de classe mn.
58. Revenons aux deux complexes linéaires. Soient A et A' les directrices de la congruence linéaire formant leur intersection. Les droites qui joignent un point quelconque de l'une des directrices A aux divers points de l'autre A' appartiennent à la congruence linéaire et, par suite, à chacun des deux complexes. Les directrices A et A' forment donc un couple de droites conjuguées par rapport à chacun de ceux-ci. On peut donc dire que deux complexes linéaires quelconques ont en commun un couple de droites conjuguées, d'ailleurs réelles ou imaginaires conjuguées.
59. Relativement à l'intersection de trois complexes linéaires ou d'une congruence et d'un complexe linéaires, on a le théorème suivant :
Les droites communes à trois complexes linéaires, ou à un complexe et à une congruence linéaires, forment une surface gauche du second degré.
Le premier cas du théorème se ramène immédiatement au second, puisque les droites communes à deux des trois complexes linéaires appartiennent à une congruence linéaire (n®56). Or, les droites communes à un complexe et à une congruence linéaire sont les droites de ce complexe qui rencontrent les deux directrices de la congruence et ces droites forment une surface du second degré (n° 27).
La démonstration précédente semble en défaut lorsque les directrices de la congruence sont imaginaires; mais le principe de continuité permet d'étendre immédiatement le théorème à ce cas spécial.
60. Nous allons compléter ce qui concerne ces questions d'intersections, en démontrant deux autres propositions et d'abord celle-ci :
Quatre complexes linéaires ou deux complexes et une con-
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gruence Linéaire, ou encore deux congruences linéaires, ont en commun deux droites, réelles ou imaginaires conjuguées.
Les deux premiers cas se ramènent immédiatement au troisième, en observant que les droites communes à deux complexes linéaires forment une congruence linéaire (n° 56).
Deux congruences linéaires ont d'ailleurs deux droites communes, parce qu'il existe, comme on le sait, deux droites réelles ou imaginaires conjuguées, qui rencontrent les quatre droites, formant par couples les directrices des deux congruences (' ).
61. Un complexe linéaire et un des systèmes de génératrices rectilignes d'une surface réglée du second degré ont en commun deux droites réelles ou imaginaires conjuguées.
En effet, soient A, B, C trois droites de la surface du second degré, ne faisant pas partie du système de génératrices rectilignes dont il est question dans l'énoncé précédent. L'ensemble des droites du complexe considéré, qui rencontrent la droite C, en rencontrent une autre D, conjuguée de C (n* 17). Les droites qu'il s'agit de déterminer, appartenant au système de génératrices rectilignes de la surface du second degré dont A, B et C ne font pas partie, doivent rencontrer A, B et C, et, appartenant au complexe, elles doivent s'appuyer sur D, puisqu'elles s'appuient sur C. Or il existe, comme on le sait, deux droites, réelles ou imaginaires conjuguées, qui remplissent ces conditions.
IIL — Faisceaux de complexes linéaires.
Conoïde de Pliicker.
62. Considérons quatre droites projectivement indépendantes H, K, L, M, c'est-à-dire telles qu'elles n'appartiennent pas à une môme surface du second degré et que deux quel-
(*) Nous appliquons encore ici le principe de continuité, dans l'hypothèse où les directrices de l'une au moins des congruences seraient imaginaires.
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conques d'entre elles ne soient pas dans un même plan. Il existe alors un couple unique de droites A et A', réelles ou imaginaires conjuguées, qui rencontrent les quatre droites H, K, L, M. Si les droites A et A' sont réelles, on peut les prendre pour directrices d'une congruence linéaire, dont font partie les droites H, K. L, M. C'est, comme on le voit, la seule congruence linéaire qui contienne ces quatre droites. Donc, quatre droites, projectiv entent indépendantes, déterminent une congruence linéaire et n'en déterminent qu'une. Le raisonnement qui nous a conduit à ce théorème implique, il est vrai, la réalité des droites A et A'; mais le principe de continuité permet d'étendre immédiatement la conclusion au cas où A et A' sont imaginaires.
63. Les quatre droites H, K, L, M déterminent une infinité simple de complexes linéaires, admettant comme droites conjuguées les deux droites qui s'appuient sur H, K, L et M. On achève de déterminer l'un quelconque de ces complexes, en l'assujettissant à renfermer une cinquième droite prise arbitrairement (n°47). On voit ainsi que quatre droites projectiçement indépendantes déterminent une infinité simple de complexes linéaires, ayant en commun une congruence linéaire.
Les complexes linéaires qui contiennent ainsi quatre mêmes droites sont dits former un faisceau. Parmi eux, se trouvent deux complexes spéciaux, d'ailleurs réels ou imaginaires; chacun d'eux est formé de l'ensemble des droites qui s'appuient sur l'une des droites A et A'.
64. Cherchons le lieu des axes des complexes linéaires formant un faisceau, c'est-à-dire contenant une même congruence linéaire. Soit i2 la perpendiculaire commune aux deux directrices A et A' de la congruence, supposées réelles. Les droites A et A' étant conjuguées par rapport à chacun des complexes du faisceau (n''58),la perpendiculaire commune 12 à A et à A' rencontre à angle droit l'axe de ce complexe (n°21). Le lieu cherché est donc engendré par une droite s'appuyant constamment sur la droite 12, en restant parallèle à un plan co perpendiculaire à 12 : c'est un conoïde droit. On
lui a donné le nom de conoïde de PliXcker, qui le premier s'est occupé de celte surface (^).
65. Occupons-nous de définir plus complètement le mouvement de la droite qui engendre le conoïde. Considérons, à cet effet, l'axe U de l'un des complexes linéaires du faisceau. Les droites de la congruence linéaire qui rencontrent cet axe lui sont perpendiculaires (n° 17). Si donc on prend une droite G s'appuyant à la fois sur A et sur A', la perpendiculaire commune à 12 et à G sera l'axe U de l'un des complexes linéaires, c'est-à-dire une des génératrices du conoïde de Plûcker.
Il est d'ailleurs manifeste que cette construction, appliquée aux diverses droites G de la congruence, fournira la série complète des axes des complexes linéaires renfermant cette congruence. En effet, on achève de déterminer un de ces complexes en l'assujettissant à contenir une droite quelconque L, ne rencontrant ni A, ni A' (n° 47). Or la construction de l'axe U du complexe, contenant la droite L et admettant A et A' comme droites conjuguées, est un problème dont la solution a été donnée plus haut (n° 49) et que l'on ramène à construire une perpendiculaire commune à 12 et à une droite G s'appuyant sur A et A'.
66. Un même axe U rencontre une infinité de droites de la congruence toutes parallèles à un même plan perpendiculaire à U. Par conséquent, pour déterminer la série complète de ces axes et engendrer le conoïde de Pllicker, qui en est le lieu géométrique, il suffit d'appliquer 'la construction qui a été indiquée (n°65) aux seules droites de la congruence issues d'un même point, d'ailleurs quelconque, de A ou de A'.
67. Il est facile de voir que les droites A et A' sont des génératrices du conoïde. En effet, par un point quelconque a de A, on peut mener une droite A perpendiculaire à A et s'appuyant sur A'. La droite A, étant la perpendiculaire com-
(') Quelques auteurs l'appellent cy/inc/roïc/e.
mune à 12 et à A, appartient au conoïde. C'est d'ailleurs une droite simple de cette surface, puisque par a il ne passe qu'une droite perpendiculaire à A et rencontrant A'.
La même démonstration, appliquée à A', montre que cette droite est également une droite simple du conoïde.
68. Proposons-nous de déterminer le degré du conoïde de Plûcker. Pour cela, cherchons le nombre des points d'intersection de cette surface avec une droite G s'appuyant sur A et sur A'. Le point où la perpendiculaire commune à i2 et à G rencontre G est le seul point où cette droite coupe le conoïde, en dehors de ceux qui sont sur A et A'. D'ailleurs, puisque A et A' sont des droites simples de la surface (n*^ 67), les points où G s'appuie sur A et A' sont des points simples de l'intersection. Le conoïde de Plïicker, étant coupé en trois points par la droite G, est du troisième degré.
69. On voit aisément que la droite Q, est une ligne double du conoïde. En effet, ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer (n° 66), on construit complètement le conoïde de Plûcker, en menant des perpendiculaires communes à 12 et aux droites qui unissent un point fixe quelconque « de A aux différents points de A'. Les pieds des perpendiculaires à ces droites, menées par un point i quelconque de 12, engendrent une circonférence dans le plan aA', et ces perpendiculaires engendrent elles-mêmes un cône du second degré ayant i pour sommet. Les génératrices d'intersection de ce cône avec un plan perpendiculaire en i à il sont les génératrices du conoïde qui passent en /, et elles sont bien au nombre de deux, comme il s'agissait de le démontrer pour établir que la droite 12 est une ligne double (^).
(') On trouvera, dans le Cours de Géométrie descriptive de M. Mannheim (•2* édition, p. 4^5-439), avec une étude plus complète du conoïde de Plûcker, l'indication bibliographique des principaux travaux auxquels cette surface a donné lieu.
IV. — Construction d'un complexe linéaire contenant cinq droites données.
Nous allons résoudre le problème suivant
Etant données cinq droites, dont deux quelconques ne sont pas dans un même plan, et dont quatre quelconques n'appartiennent pas à une même surface du second degré ^ construire le complexe linéaire qui les contient.
Soient H, K, L, M et N les cinq droites. Imaginons que l'on construise les deux droites D et D' rencontrant quatre de ces droites : K, L, M el N par exemple. Le problème se trouve alors ramené à un autre que nous avons résolu plus haut (n° 47). Mais il peut arriver qu'aucune des cinq manières d'associer par quatre les cinq droites données ne fournisse un couple de droites conjuguées D et D' réelles. Voici une autre solution qui s'applique à tous les cas.
71. Cherchons les droites du complexe qui passent par un point/? quelconque. Les quatre droites H, K, L et M déterminent une congruence linéaire dont toutes les droites appartiennent au complexe. Pour avoir la droite de cette congruence qui passe par />, construisons deux droites A et A' s'appuyant à la fois sur H, K et L. Ces droites A et A' peuvent être considérées comme droites conjuguées par rapport à un complexe linéaire contenant la droite M et, par suite, la congruence. Une construction linéaire déjà indiquée donne le plan polaire m du point p relativement à ce complexe (n*^ 47). Construisons pareillement deux droites B et B', s'appuyant à la fois sur H, K et M, puis le plan polaire ^ de/? par rapport au complexe linéaire contenant L et admettant B et B' pour droites conjuguées. L'intersection px des plans ts et ^ est la droite appartenant à la congruence déterminée par H, K, L, M et passant par p. On obtiendra de même la droite/?/ de la congruence déterminée par H, K, L et N. Le plan des deux droites/?^ et/?/ est le plan polaire du point /?, relativement au complexe défini par les cinq droites H, K, L,
M et N. Par suite, toutes les droites de ce plan qui passent par/> font partie du complexe.
On déterminerait, d'une manière analogue, le pôle d'un plan par rapport à un complexe linéaire dont on connaît cinq droites.
De la construction qui vient d'être exposée, on conclut que : Étant données cinq droites y projectiv entent indépendantes, il existe un complexe linéaire contenant ces cinq droites, et il n'en existe qu'un.
I. — Lignes et surfaces focales d'une congruence
72. Nous allons tout d'abord donner une démonstration très simple (^) d'un beau théorème dû à Schônemann, auquel M. Mannheim a donné une portée considérable, dans ses importants travaux de Géométrie cinématique. Ce théorème se déduit presque immédiatement des premiers éléments de la théorie des congruences linéaires. Il nous sera d'ailleurs utile dans ce qui va suivre. On peut l'énoncer ainsi :
Les normales aux surfaces trajectoires des points d'un solide invariable, pour une position quelconque de ce solide, s'appuient en général sur deux mêmes droites.
Elles peuvent être, exceptionnellement, concourantes ou parallèles.
Nous allons faire voir, en effet, que ces normales forment une congruence linéaire. La proposition à démontrer devien-
(*) Cette démonstration se trouve résumée dans le Bulletin de la Société mathématique de France, t. XIX, p. 58.
dra alors une conséquence immédiate d'un théorème établi plus haut (n°54.).
73. Par tout point de l'espace considéré comme appartenant au solide, dans une de ses positions particulières, passe une normale, la normale à la surface trajectoire de ce point. Nous établirons qu'il n'en passe qu'une, en démontrant que deux pareilles normales N et N' ne peuvent se rencontrer, à moins que toutes les normales ne soient concourantes, ce qui correspondrait à l'un des cas exceptionnels prévus dans l'énoncé du théorème. Supposons, en effet, que N et N' se rencontrent en un certain point i : ou bien ce point sera fixe, aux infiniment petits d'ordi'e supérieur près, et alors toutes les normales iront y concourir; ou bien le point i sera mobile; mais, dans cette hypothèse, deux points du solide, respectivement situés sur N et N' décriraient des surfaces parallèles à la surface décrite par i, ce qui ne peut avoir lieu que si les droites N et N' coïncident.
D'ailleurs ce qui vient d'être dit, au sujet du point ?, s'applique quelque éloigné que l'on suppose ce point. Deux normales ne peuvent donc être parallèles à une même direction, à moins qu'elles ne soient toutes parallèles à cette direction.
Du raisonnement qui précède nous concluons que, en dehors des deux cas signalés plus haut, il ne peut y avoir plus d'une normale passant par un point quelconque ni plus d'une normale contenue dans un plan quelconque. Ces droites forment donc une congruence linéaire et, par conséquent, s'appuient sur deux mêmes droites (n° 54).
On peut déduire de là que
Les normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite sont les génératrices d'un même système d' une surf ace gauche du second degré qui, exceptionnellement, peut se réduire à un plan.
Remarquons d'abord que, d'après le théorème précédent (n° 72), deux quelconques des normales aux surfaces trajectoires des divers points d'une droite L ne peuvent se couper ou être parallèles, à moins que les normales correspondant à
tous les points de L ne concourent au point d'intersection des deux premières ou ne soient parallèles à leur direction commune. Dans ce cas particulier, les normales considérées sont toutes dans un même plan.
Écartons ce cas exceptionnel. Il existe alors deux droites A et A', réelles ou imaginaires conjuguées, qui rencontrent chacune toutes les normales aux surfaces trajectoires des divers points de L (n» 72). Ces normales forment donc bien un système de génératrices rectilignes d'une surface gauche du second degré.
75. Ce théorème va nous conduire à la notion et aux propriétés fondamentales des lignes ou surfaces focales d'une congruence de droites. Pour cela, nous allons démontrer la proposition suivante, que Ton trouve, sous une forme un peu différente, dans le Cours de Géométrie descriptive de M. Mannheim (^) :
Les droites d'unecongruencequelconque, considérées comme étant les diverses positions successives d'une même droite mobile, sont chacune tangentes aux surfaces trajectoires de deux de leurs points.
En effet, soit L une droite quelconque d'une congruence. On peut considérer les droites de cette congruence, infiniment voisines de L, comme autant de positions particulières de la droite L que l'on aurait déplacée, ses divers points restant sur certaines surfaces trajectoires, dont l'une d'ailleurs peut être prise arbitrairement.
Les normales aux surfaces trajectoires des points de L, menées aux divers points de cette droite, forment un système de génératrices d'une même surface gauche du second degré (n« 74). Or il y a deux de ces génératrices, F et F', réelles ou imaginaires conjuguées, qui sont perpendiculaires à L: elles sont respectivement parallèles aux droites suivant lesquelles le cône asymptotique de la surface est coupé par un plan mené par son sommet perpendiculairement àL. Il résulte de laque les surfaces trajectoires des points /et/' de rencontre
(') Deuxième édition, p. 279.
des droites F et F' avec la droite L sont tangentes à cette droite.
76. Suivant des dénominations consacrées par l'usage, les points /et/' sont ]es foyers de la droite L, les plans o et cp' menés par L respectivement perpendiculaires à F et F' sont les plans focaux correspondants de cette même droite et le lieu des foyers /et/' des diverses droites de la congruence est la surface focale de cette congruence.
Cette surface focale se composera généralement de deu\ nappes, lieux respectifs des points / et /'. Il pourra néanmoins arriver que ces nappes soient deux surfaces géométri- (juement distinctes. Dans certains cas aussi l'une d'elles se réduira à une ligne. Dans des cas encore plus particuliers, les deux nappes se réduiront à deux lignes distinctes ou à deux branches difTérentes d'une même courbe. Une ligne ou l'ensemble de deux lignes satisfaisant à ces conditions, c'est-à-dire rencontrant en deux points chaque droite d'une congruence, s'appelle /oca/e de cette congruence. On a vu précédemment que la focale d'une congruence linéaire est composée de deux droites (n° 54-).
77. Appelons surfaces d'une congruence les surfaces réglées dont les généralrices rectilignes sont des droites de cette congruence. Ces surfaces donnent lieu au théorème suivant :
Les surfaces d'une congruence, qui contiennent une même droite de cette congruence, sont toutes tangentes en deux points de cette droite. Ces points de contact et les plans tangents correspondants sont respectivement les foyers et les plans focaux de la droite.
En effet, déplaçons la droite L de la congruence sur l'une quelconque des surfaces de cette congruence qui la contiennent. Les tangentes aux trajectoires des foyers/ et/' de L sont situées respectivement dans les plans focaux cp et cp' (n" 75). Puisque les plans cp et cp' passent tous deux par L et renferment respectivement les tangentes en /et/' à deux courbes tracées sur la surface, ce sont les plans tangents à cette surface en / et en /'.
78. La surface focale d'une congruence jouit d'une propriété importante, qui peut s'énoncer ainsi :
Les droites d'une congruence sont doublement tangentes à la surface focale de cette congruence.
Imaginons, en effet, que nous déplacions une droite quelconque L de la congruence sur une des surfaces de cette congruence. Les foyers /et/' y décrivent respectivement des branches de courbes, qui appartiennent en même temps à la surface focale delà congruence. Par suite, les tangentes en / et en/' à ces branches de courbes sont respectivement dans les plans focaux correspondants cp et 9' (n°77) et dans les plans tangents en /et en/' à la surface focale. Toute droite menée par / dans le plan cp est donc située dans le plan langent, au même point, à la surface focale et, par suite, ces deux plans coïncident.
On voit de même que le plan cp' est tangent en/' à la surface focale.
79. Dans le cas où le lieu d' un foyer f est une courbe {focale), le plan focal correspondant cp est le plan déterminé par la droite L de la congruence, qui a pour foyer f, et par la tangente en ce point à la courbe.
On s'en rend compte en considérant ce cas comme une limite du précédent. On s'en assure plus directement, en imaginant que la droite L se déplace, sans cesser d'appartenir à la congruence, et remarquant que le plan cp coïncide avec le plan tangent en /à la surface engendrée, lequel contient la droite L et la tangente en /à la focale.
80. Imaginons l'ensemble des surfaces d'une congruence qui passent par une même droite L de cette congruence et considérons les plans tangents à ces surfaces, en deux points quelconques « et 6 de L. Il est facile de voir que, dans ces deux faisceaux de plans, les plans tangents en « et è à une même surface se correspondent anharmoniquement. En effet, les surfaces gauches de la congruence, qui touchent en a un plan a quelconque passant par L, ont en outre, aux points/ et/', foyers de cette droite, les mêmes plans tangents <p et 9';
par conséquent, elles se raccordent tout le long de L et ont en b le même plan tangent (3. On voit ainsi qu'à un plan a, appartenant au faisceau des plans tangents en a, correspond un plan unique (3, appartenant au faisceau des plans tangents en b. En vertu du même raisonnement, le fait inverse a évidemment lieu. Il y a donc correspondance anharmonique entre les plans a et (3 ; en d'autres termes ;
Les plans tangents correspondants^ en deux points quelconques d'une droite d'une congruence, aux sur faces de cette congruence qui passent par la droite, forment deux faisceaux honio graphiques.
81. Considérons encore les deux faisceaux formés des plans tangents en a et ^ aux surfaces de la congruence. Puisque ces faisceaux sont homographiques (n°80), il existe deux plans, réels ou imaginaires conjugués, passant par L, qui résultent chacun de la coïncidence de deux plans homologues des deux faisceaux. II y a, par suite, au moins deux surfaces 0- et 0-' de la congruence qui ont chacune le même plan tangent en a et en b. Or on sait qu'en pareil cas le plan tangent est invariable en tous les points de la droite, sauf en l'un d'eux, oij il est indéterminé. En conséquence, le plan tangent le long de L à la surface «r coïncidera, par exemple, avec le plan 9 (n<* 77), sauf au point/', où, devant en même temps coïncider avec 9' (n** 77), il sera indéterminé. De même, le plan tangent le long de L à la surface g' sera le plan 9', sauf en/, où il sera indéterminé, devant en même temps coïncider avec 9. On conclut de là que dans les surfaces c et g' il existe respectivement deux génératrices rectilignes infiniment voisines de L, qui rencontrent cette droite, l'une en/, l'autre en f . Ces génératrices étant des droites de la congruence, nous arrivons ainsi à un théorème remarquable, dû à Monge (^), que l'on peut énoncer de la manière suivante :
Dans une congruence^ une droite quelconque est rencontrée par deux des droites infiniment voisines.
(') Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1781, p. 685.
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Nous avons établi en outre que les deux points de rencontre sont les foyers de la première droite et que les plans passant respectivement par cette droite et les deux autres sont les plans focaux correspondants,
11 résulte encore de ce qui précède que, parmi les surfaces de la congruence qui passent par une droite de cette congruence, il y a deux surfaces développables.
82. Nous signalerons, pour terminer ces considérations générales sur les congruences, une conséquence immédiate de l'un des théorèmes précédents (n° 80) qui donne lieu à un énoncé assez élégant. Prenons quatre quelconques des surfaces de la congruence qui passent par la droite L. Puisque les plans tangents en a et les plans tangents en h à ces quatre surfaces font respectivement partie de deux faisceaux homographiques, leurs rapports anharmoniques sont égaux. Donc :
Pour quatre surfaces quelconques d' une congruence, contenant une même droite de cette congruence, le rapport anharmonique des plans tangents à ces surfaces, en un point quelconque de la droite commune , reste constant, quand le point se déplace sur cette droite.
83. Ce théorème et celui dont nous l'avons déduit se transforment aisément, à l'aide du principe de dualité. Il nous paraît inutile d'en donner les énoncés.
Nous ferons enfin remarquer que la plupart des propositions sur les congruences de droites, qui viennent d'être exposées, peuvent s'étendre aux congruences de lignes courbes. On en trouvera l'énoncé et la démonstration dans les Leçons sur la théorie générale des surfaces de M. Darboux (').
n. — Surface des singularités d'un complexe.
Sk. Soit L une droite quelconque d'un comi)lexe €. Les droites de ce complexe, qui passent par un point quelconque/j de L, forment un cône qui contient cette droite. Le plan ttt,
(•) IP Partie, p. i à 8.
langent au cône le long de L, peut être considéré comme correspondant hp; il est tel que la courbe du complexe, qui y est située, est tangente en /> à L. Inversement, à un plan rn passant par L correspond un point/? de L, en lequel la courbe du complexe, située dans le plan w, est tangente à cette droite. Il est clair, d'ailleurs, que le cône du complexe, ayant son sommet en /;, est alors tangent au plan v^ le long de L. Ainsi se trouve établie, par l'intermédiaire du complexe C, une correspondance anbarmonique entre les points de la droite L et les plans qui passent par cette droite.
Soient^ la distance du point/? aune certaine origine sur L et 6 l'angle du plan rn avec un certain plan fixe passant par cette droite. La correspondance anbarmonique entre les points p et les plans tit s'exprime par une relation de la forme
(1) ^tang6 — Xtang6 — |jL.r -h v=r o.
85. Parmi les droites du complexe €, considérons celles pour lesquelles la relation précédente est telle que X[x = v. Ces droites K forment une certaine congruence. Voyons de quelles propriétés particulières elles jouissent par rapport au complexe. La relation (i) peut alors s'écrire
{a; — X) (tangO — ;ji) =0.
On en conclut que, quelle que soit la valeur donnée à jc, tang 9 conserve la valeur constante [x, c'est-à-dire qu'à tous les points d'une droite K correspond un seul et même plan w. Pareillement, quelle que soit la valeur donnée à 0, ^ reste constamment égal à X, ce qui signifie qu'à tous les plans passant par K correspond sur cette droite un seul et même point o. Alors o est le point de contact de K avec toutes les courbes du complexe situées dans les plans passant par cette droite et to est le plan tangent le long de K à tous les cônes du complexe qui y ont leur sommet.
Les droites présentant la particularité que nous venons de signaler ont reçu le nom de droites singulières du complexe. Les points tels que o et les plans tels que co sont appelés respectivement points singuliers et plans singuliers de ce complexe.
86. Le cône du complexe, qui a pour sommet un point singulier o, admet comme génératrice la droite singulière K qui passe en o, et il résulte de ce qui précède {n^ 85) que le plan tangent au cône, le long de la génératrice K, est indéterminé. Par suite, K est une génératrice double du cône. On voit ainsi que :
Les points singulières d'un complexe sont les sommets des cônes de ce complexe qui possèdent une génératrice double.
De même, les plans singuliers d'un complexe sont les plans des courbes de ce complexe qui possèdent une tangente double.
Cette proposition s'établit aussi aisément que la précédente. Elle en résulte d'ailleurs immédiatement, en vertu du principe de dualité.
87. Les points singuliers d'un complexe forment évidemment une surface. Les plans singuliers de ce complexe enveloppent de même une surface. Nous allons démontrer que ces deux surfaces n'en font qu'une et nous lui donnerons le nom, qu'elle mérite ainsi à un double titre, à^ surface des singularités du complexe.
Considérons, à cet effet, une congruence G commune à deux complexes C et C. Soit L une droite quelconque de cette congruence. Les deux complexes C et C permettent respectivement, comme nous l'avons indiqué plus baut (n" 84-), d'établir deux correspondances anharmoniques entre les points/? de L et les plans m qui passent par celte droite. Les deux points p, qui, en vertu de ces correspondances, correspondent à un même plan variable w, forment deux séries homograpbiques de points sur la droite L. Désignons par / et/' les deux points communs à ces deux séries, par 9 et 9' les plans qui leur correspondent respectivement, à la fois dans les deux correspondances. Les cônes des deux complexes, qui ont pour sommet commun le point /, ont pour génératrice commune la droite L et pour plan tangent commun, le long de cette génératrice, le plan 9. Il en résulte que la droite L', passant par/ dans le plan 9 et infiniment voisine de L, appartient en même temps aux deux complexes C et C
et, par suite, à la congriience 3. Le point/, étant à l'intersection de deux droites infiniment voisines de cette congruence, est un foyer de celle-ci et le plan 9 qui les contient est le plan focal correspondant (n°81). Le point/' et le point cp' sont respectivement, pour les mêmes raisons, le second foyer et le second plan focal relatifs à la droite L.
88. Il convient d'ailleurs de remarquer que le plan 9 n'est pas le plan langent en/ à la surface focale de la congruence. En effet, le plan des deux droites L et L', c'est-à-dire le plan 9, est tangent à celle des deux développables de la congruence passant par L, qui est circonscrite à la nappe focale contenant /'. Le plan 9 est donc tangent à la surface focale en /' et, de même, le plan 9' est tangent à cette surface en/.
89. Supposons maintenant que 3 soit la congruence formée des droites singulières du complexe C. On peut considérer cette congruence comme comprenant la totalité ou une partie des droites communes au complexe C et à un second complexe C. Soit K une droite singulière de €, o le point singulier situé sur K et w le plan singulier passant par cette même droite. En vertu de la correspondance anharmonique que le complexe C nous permet d'établir entre les points de K et les plans passant par K (n*' 84), au point o correspond un certain plan coi et au plan co un certain point o,. D'ailleurs, puisque K est une droite singulière du complexe <C, en vertu de la correspondance anharmonique dérivant de ce complexe, au point o correspond un plan quelconque passant sur K et, en particulier, le plan Wj. De même au plan co correspond un point quelconque de K et, en particulier, le point o, (n" 80). Il résulte de là que les points o, o, sont les foyers et que les plans w, wi sont les plans focaux afférents à la droite K de la congruence 3 (n° 87). D'ailleurs, suivant la remarque faite plus haut (n*' 88), c'est le plan focal o) qui est tangent en o à la nappe de la surface focale de la congruence G qui contient ce point. Cette surface focale se décompose donc ici en deux surfaces distinctes et l'une de celles-ci est en même temps le lieu des points singuliers et l'enveloppe des plans singuliers du complexe C.
90. Le théorème très important que nous venons de démontrer peut s'énoncer de la manière suivante :
Dans un complexe de droites, la surface lieu des points siîiguliers a pour plan tangent, en chaque point, le plan singulier correspondant. Cette surface est, par suite, identique à la surface enveloppe des plans singuliers. Elle forme l' une des nappes de la surface focale des droites singulières.
La démonstration si simple qui nous a servi à établir cette proposition fondamentale ne diffère que dans les détails de celle qui est due à M. Pasch (^). Elle fournit un heureux exemple de l'intervention de la Géométrie projective la plus élémentaire dans la solution d'une question dont l'Analyse ne vient à bout qu'avec un certain déploiement de calculs et sans y apporter plus de rigueur.
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L — Définition et génération du complexe tétraédraL
91. Le complexe connu sous le nom de complexe tétraédral, dont nous allons étudier dans ce Chapitre les principales propriétés, est le plus simple des complexes du second ordre.
En général, la surface des singularités d'un complexe quadratique est du quatrième degré et de la quatrième classe. Mais cette surface peut dégénérer en un système formé de quatre plans et des quatre points d'intersection de ces plans trois à trois, autrement dit se réduire à un tétraèdre. Le com-
( ' ) Journal fur die reine und angewandte Mathematik von Borchardt, LXXVI Band (année 1873).
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plexe correspondant se réduit alors lui-même à sa variété la plus simple, que l'on appelle le complexe tétraédraL
92. Sans vouloir aborder ici l'étude du complexe général du second ordre, nous allons démontrer la proposition, que nous venons d'énoncer (n°91), concernant la surface des singularités d'un pareil complexe (*), puisqu'elle nous sert de base pour définir le complexe tétraédral.
Chercbons la classe de cette surface des singularités, c'està-dire le nombre des plans singuliers du complexe qui passent par une droite quelconque 1). Les cônes du complexe qui ont pour sommets respectifs trois points quelconques de cette droite se coupent en huit points. Le plan qui passe par l'un de ces points et par la droite D est un plan singulier du complexe; car, parmi les droites du complexe qu'il contient, il y en a au moins trois qui passent par le point, ce qui exige que la conique du complexe située dans le plan soit infiniment aplatie. Les huit plans, obtenus de la sorte, coïncident d'ailleurs deux à deux; parce que tout plan singulier renferme nécessairement deux points, les deux extrémités de la conique aplatie, en chacun desquels se croisent une infinité de droites du complexe. Il y a donc bien quatre plans singuliers du complexe qui passent par la droite D, et la surface des singularités est de la quatrième classe.
On démontrerait d'une manière toute semblable, et l'on conclut d'ailleurs immédiatement de l'application du principe de dualité, que la surface des singularités est du quatrième degré (-).
93. Il semble naturel d'admettre que cette surface puisse dégénérer en un ensemble de quatre plans et des quatre points résultant des intersections de ces plans, de manière à se réduire à un tétraèdre efgh. Les quatre points singu-
(') Cette démonstration très simple est empruntée à M. Reye {Leçons sur la Géométrie de position, 2* édition, traduction française de M. Chemin, t. II, p. 3oo).
(*) Cette surface, connue sous le nom de surface de Kumnier, du nom de réminent géomètre qui l'a découverte et étudiée le premier, possède des propriétés très intéressantes qui ont fait l'objet de nombreuses recherches.
liers situés siu' une droite quelconque seraient à l'intersection de cette droite et des quatre faces du tétraèdre; les quatre plans singuliers passant par une droite quelconque seraient les plans déterminés respectivement par cette droite et par les quatre sommets e, f, g-, h. Nous allons voir, en effet, qu'il existe un complexe quadratique admettant une pareille surface des singularités.
Les droites singulières du complexe (n°85), devant être tangentes à la surface des singularités, ne peuvent être que des droites passant par un des sommets ou contenues dans une des faces du tétraèdre ef§-h.
Cela posé, le cône du complexe qui a pour sommet un point quelconque m du plan d'une de ces faces, de la face efg par exemple, doit se décomposer en deux plans, dont l'intersection ml, qui est une droite singulière du complexe, doit être tangente en m à la surface des singularités, c'est-à-dire être contenue dans le plan efg. D'autre part, les deux plans devant être tangents à la surface des singularités (n'^OO), il faut de toute nécessité que l'un soit le plan efg et l'autre le plan mlh; de sorte que le cône du complexe, ayant son sommet en m, se décompose en deux faisceaux de droites respectivement situés dans ces deux plans. On voit ainsi que toutes les droites passant par m dans le plan efg et, par conséquent, toutes les droites de ce plan appartiennent au complexe.
On verrait de même, et l'on peut d'ailleurs conclure de ce qui vient d'être dit, en vertu du principe de dualité, que toutes les droites qui passent par l'un quelconque des sommets du tétraèdre appartiennent également au complexe.
9k. Il résulte immédiatement de ce qui précède que tous les cônes d'an complexe tétraédral, si un tel complexe existe, passent par les quatre sommets du tétraèdre qui lui correspond. En effet, parmi les droites du complexe qui passent par un point quelconque/? se trouvent les droites qui joignent ce point aux quatre sommets du tétraèdre. Le cône du complexe, qui a son sommet en /?, contient donc ces quatre droites et, par suile^ les quatre sommets du tétraèdre.
On voit pareillement que toutes les coniques d'un complexe tétraédral^ à supposer qu'un pareil complexe existe, sont
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tangentes aux quatre faces du tétraèdre correspondant. En effet, les droites du complexe situées dans un plan vs quelconque comprennent les droites d'intersection de ce plan avec les quatre faces du tétraèdre. La conique du complexe, contenue dans le plan ttt, est donc tangente à ces quatre droites et, par conséquent, aux quatre faces du tétraèdre.
95. Nous allons maintenant démontrer que dans le complexe tétraédral, s'il existe, le rapport anharmonique des quatre plans déterminés respectivement par une droite quelconque de ce complexe et les quatre sommets du tétraèdre correspondant est constant.
Nous démontrerons, pour cela, que ce rapport anharmonique est le même pour deux droites quelconques du complexe, et nous supposerons successivement que les deux droites soient et ne soient pas dans un même plan.
Les deux droites L et L' étant supposées dans un même plan, soit p leur point d'intersection. Le cône du complexe qui a son sommet en p contient les quatre droites pe, pf\ pg Qi ph (n° 9i). Donc, d'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique des quatre plans L/>e, L/?/, hpg, Lpli est égal au rapport anharmonique des quatre plans L' pe, h'pj, L'pg, L'ph.
Supposons maintenant que L et L' soient deux droites quelconques du complexe. Il existe une infinité de droites de ce complexe qui rencontrent à la fois L et L'. En effet, le cône du complexe, ayant son sommet en un point arbitraire de L, coupe L' en deux points. En joignant l'un de ces points au point pris sur L, on obtient une droite A qui unit les deux droites L et L^ Mais, d'après la première partie de la démonstration, les rapports anharmoniques (Le, L/, Lg, Lh) et {L'e, L'/, L'g, L' h) sont tous deux égaux au rapport anharmonique (Ae, A/, A^, Ah). Donc ils sont égaux entre eux, comme il s'agissait de le démontrer.
96. L'existence et la génération du complexe tétraédral se trouvent maintenant établies. On voit, en effet, par ce qui précède, qu'étant donné un tétraèdre^ l'ensemble des droites, telles que les plans passant respectivement par l'une quel-
conque d^entre elles et par les quatre sommets du tétraèdre aient un rapport anharmonique constant, forme un complexe du second ordre, dont la surface des singularités se réduit aux quatre sommets et aux plans des quatre faces du tétraèdre.
Nous appellerons tétraèdre principal et rapport anharmonique d'un complexe létraédral le tétraèdre et le rapport anharmonique qui servent à le définir et à l'engendrer. Les sommets et les plans des faces de ce tétraèdre seronl appelés respectivement points principaux et plans principaux du complexe.
D'un remarquable théorème dû à Staudl, il résulte immédiatement que le rapport anharmonique d' un complexe tétraédral est en même temps égal au rapport anharmonique des points d intersection d'une droite quelconque de ce complexe avec les quatre faces du tétraèdre principal.
97. Nous allons démontrer le théorème de Staudt, en démontrant d'abord la proposition suivante, sur laquelle nous aurons à nous appuyer :
Etant donnés un triangle abc et une droite quelconque D dans
son plan, le rapport anharmonique du faisceau formé de la droite ]) et des droites joignant un point quelconque m de D aux points a,b^ c est égal au rapport anharmonique du point m et des points /i, p, q, où la droite D coupe respectivement les droites bc, ca, ab.
En effet, en désignant par / le point de rencontre de ma et de bc {fig. 3), on a, d'après les propriétés les plus connues du rapport anharmonique :
(m, n,p, q) = (/, n, c, b) — {ml, mn, me, mb) ■=. {ma, mn, me, mb) = {mn, ma, mb, me).
LE COMPLEXE TÉTRAÉDRAL. 269
Cela posé, le théorème de Staiidt peut s'énoncer ainsi
Le rapport anharmonicjue des points d'intersection d'une droite quelconque D avec les faces fgli, ghe, hef, efg d'un tétraèdre efgh est égal au rapport anharmonique des plans passant respectivement par D et par les sommets e, /, g, h de ce tétraèdre.
Pour démontrer celte proposition, projetons coniquemenl du point e sur le \)\'à\\ fgli les points d'intersection m^ n, p, q de la droite D avec les faces /^A, gJie, hej\ efg du tétraèdre {fig- 4)« Le point m coïncide avec sa projection. En désignant par /•, s, t les projections respectives de n, /;, ^, on a,
d'après une propriété fondamentale du rapport anharmonique,
(i) {ni,n,p,q) — {m,r,s, t),
et, d'après le théorème préliminaire (n» 97),
(2) (//^, /', s,t)— {mr, mf, mg, m h).
D'autre part, en remarquant que les plans De, D/, Dg, ])/i sont respectivement coupés parle plan /^A suivant les droites />?/•, /;//, mgy mil y on a
(mr, mf, mg, m/i) = {ï)e, D/, D^-, Dh):
De la comparaison des relations (i), (2) et (3) on conclut
C'est ce qu'il s'agissait de démontrer.
99. La corrélation qui existe entre les deux modes de génération, que nous venons de donner, du complexe tétraédral se lie à une autre propriété intéressante de ce complexe, qui est la suivante :
Un complexe tétraédral est polaire réciproque de lui-même relatiçement à toute surface du second degré, ayant pour tétraèdre autopolaire le tétraèdre principal de ce complexe.
Soient efgh le tétraèdre principal du complexe et y^ une quadrique admettant ce tétraèdre comme tétraèdre autopolaire. Il s'agit de démontrer que toute droite L du complexe a pour conjuguée, par rapport à la quadrique y, une autre droite L^ de ce même complexe.
En effet, désignons par m, n, p, q les points où la droite L rencontre respectivement les faces fgh, ghe^ hef, efg du tétraèdre principal. Les plans polaires des points /??, /i, /;, q^ relativement à y, passent respectivement par la droite L' et par les points e, f\ g, li, et l'on a, d'après un théorème bien
connu,
Le rapport anharmonique des quatre plans h'e, L'/", L'g, h' h est donc égal au rapport anharmonique du complexe et, par conséquent, la droite L' fait partie de ce complexe (n^ 95).
Le théorème que nous venons de démontrer établit une corrélation entre les propriétés du complexe tétraédral, de telle sorte que, après avoir démontré une de ces propriétés^ on peut en conclure immédiatement la propriété corrélative.
100. On peut encore donner du complexe tétraédral deux modes de génération remarquables, qui vont faire l'objet de
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deux théorèmes que nous allons établir. L'un de ces théorèmes peut s'énoncer ainsi :
Les droites gui Joignent les points homologues de deux figures liomo graphiques à trois dimensions forment un complexe tétraédral.
Démontrons d'abord que l'ensemble de ces droites forme un complexe du second ordre. 11 suffit, pour cela, de prouver que par tout point/? d'un plan quelconque m il passe deux de ces droites. En effet, aux divers points de l'une des figures S qui sont contenus dans le plan Gj correspondent dans la figure homographique i?' des points contenus dans le plan gt' homologue de GT. Tout point m' du plan ts' qui, joint à son homologue m dans le plan gj, donne une droite passant par/>, est nécessairement sur la droite D' d'intersection de ces deux plans et le point m est, par suite, sur la droite D de ir, homologue de la droite D' de ^' . Les points m et m' déterminent d'ailleurs respectivement sur D et D' deux séries homographiques. 11 en résulte que les droites mm' enveloppent une conique dans le plan Ts et, par conséquent, qu'il passe par le point />, dans le plan cj, deux de ces droites, à savoir les deux tangentes menées de ce point à la conique. 11 est ainsi établi que le complexe considéré est du second ordre. Nous allons maintenant faire voir que c'est un complexe tétraédral.
On sait que, étant données deux figures homographiques à trois dimensions, il existe quatre points e, /, g, /i, en chacun desquels deux points homologues des deux figures coïncident. Toute droite, passant par l'un quelconque de ces points, devant être considérée comme joignant deux points homologues des deux figures, fait partie du complexe.
Cela posé, prenons arbitrairement un couple de droites/?/ et pV du complexe, passant en un même point quelconque p. Le cône du complexe, dont p est le sommet, contient les six droites pe^ pf, pg, ph, pl^ pV ^ et, comme il est du second degré, le rapport anharmonique des quatre plans /?e/, /?//, pgl, phi est égal au rapport anharmonique des quatre plans /?e/',
Pfi'. Pgl'. Phl'.
Considérons maintenant deux droites quelconques L, L' du complexe, non situées dans un même plan, et soit A l'une
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des droites de ce complexe qui rencontrent à la fois L et L'. Les rapports anharmoniques des quatre plans Le, L/, L^, Lh et des quatre plans L'e, Uf, h' g, L'Ii sont, d'après ce qui vient d'être démontré, égaux tous deux au rapport anharmonique A6% A/, A^^, A/i. Donc ils sont égaux entre eux. Le complexe étudié est donc bien un complexe tétraédral (n<*95). Il résulte de la démonstration précédente que le tétraèdre principal de ce complexe a pour sommets les points coïncidents des deux figures £ et £',
101. On démontrerait d'une manière toute semblable le théorème corrélatif du précédent, qui s'en conclut d'ailleurs immédiatement par voie de dualité et s'énonce ainsi :
Les droites d'intersection des plans homologues de deux figures hoinographiques forment an complexe tétraédral.
Il convient de remarquer que deux figures homographiques donnent naissance au même complexe tétraédral, que l'on considère celui-ci comme lieu des droites joignant les points homologues des deux figures, ou comme lieu des droites d'intersection des plans homologues de ces deux figures. C'est là une conséquence immédiate de la double définition du complexe tétraédral (n" 96) et de ce fait connu que les quatre plans, qui résultent chacun de la coïncidence de deux plans homologues de deux figures homographiques, sont les plans des faces du tétraèdre qui a pour sommets les points en chacun desquels coïncident deux points homologues des deux figures.
II. — Quadriques d'un complexe tétraédral
102. Par deux droites quelconques d'un complexe tétraédral et les points principaux de ce complexe passe une surface réglée du second degré, dont un système de génératrices rectilignes est composé de droites du complexe.
En effet, soient L et L' deux droites quelconques du complexe. J.es plans Le, Lf, Lg, Lh et les plans L'e, L'f, L'g, L'h font respectivement partie de deux faisceaux homographiques,
mi
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puisque le rapport anharmonique des quatre premiers est égal à celui des quatre autres (n°9o). La droite d'intersection de deux plans homologues quelconques de ces deux faisceaux engendre par suite une surface du second degré, qui contient les droites L et L', ainsi que les points e, /, g-, h, puisqu'elle contient les droites E, F, G, H, suivant lesquelles les plans Le, L/, L^, L/i coupent respectivement les plans L'e, L'/, L'^,L7i.
Nous allons maintenant démontrer qu'une quelconque des génératrices rectilignes de la surface, faisant partie du système auquel appartiennent L et L', est une droite du complexe.
En effet, une telle génératrice h" s'appuie sur les droites E, F, G, H, puisque ces droites sont des génératrices rectilignes de l'autre système, et, d'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique des quatre plans L"E, L"F, L"G, L"H est égal à celui des quatre plans LE, LF, LG, LH, c'est-à-dire au rapport anharmonique du complexe. Or les plans L"E, L"F, L"G, L"H passent respectivement par la droite L" et les quatre points principaux e, /, g^ h. Cette droite satisfait donc bien à la loi qui régit toutes les droites du complexe.
103. Nous appellerons quadriques circonscrites du complexe télraédral les surfaces réglées du second degré, dont nous venons de définir le rôle par rapport au complexe. Ces quadriques satisfont à cinq conditions communes; en effet, elles doivent toutes contenir les quatre points principaux du complexe et le rapport anharmonique des quatre plans qui passent respectivement par ces quatre points et par une quelconque des génératrices rectilignes de l'un des systèmes d'une pareille quadrique doit être égal au rapport anharmonique du complexe. Les quadriques circonscrites d'un complexe tétraédral forment donc un ensemble quadruplcment infini. Cet ensemble comprend, outre des surfaces gauches, des cônes et des cylindres, qui sont les cônes et les cylindres du complexe.
104-. Du théorème précédent on conclut immédiatement un théorème corrélatif, qui peut s'énoncer ainsi :
Par deux droites d'un complexe tétraédral on peut faire
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passe?' une surface du second degré tangente aux quatre plans principaux de ce complexe. Un des systèmes de génératrices rectilignes de cette surface est formé de droites du complexe,
105. Nous appellerons les surfaces du second degré dont il est question dans ce théorème les quadriques inscrites du complexe tétraédral. Ces quadriques satisfont à cinq conditions communes; en effet, elles sont tangentes aux quatre plans principaux du complexe, et le rapport anharmonique des points de rencontre de ces quatre plans avec une quelconque des génératrices rectilignes de l'un des systèmes d'une pareille quadrique doit être égal au rapport anharmonique du complexe. Les quadriques inscrites d'un complexe tétraédral forment donc un ensemble quadruplement infini. Elles comprennent, comme cas particuliers et limites, les coniques du complexe.
106. Il résulte immédiatement des deux théorèmes qui viennent d'être établis (n**^ 102 et 104-) que par deux droites quelconques d'un complexe tétraédral on peut faire passer deux quadriques de ce complexe, l'une circonscrite, l'autre inscrite à son tétraèdre principal.
Imaginons une surface gauche dont les génératrices rectilignes soient des droites du complexe. Par une quelconque de ces génératrices et une autre génératrice infiniment voisine passeront deux quadriques du complexe. Tune inscrite, l'autre circonscrite, qui, à la limite, se raccorderont avec la surface gauche, le long de la première génératrice.
107. Voici une méthode simple pour construire l'une quelconque des quadriques circonscrites d'un complexe tétraédral, connaissant le tétraèdre principal efgh et le rapport anharmonique p qui le déterminent.
Par e et/faisons passer respectivement deux droites quelconques E et F; puis du point // menons une droite s'appuyant à la fois sur E et sur F. Soient e' et/' les points de rencontre respectifs de cette droite avec E et F. Prenons sur
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la même droite un nouveau point g' , tel que le rapport anharmonique {e' , /', g' , h') soit égal au rapport anharmonique donné p du complexe. Une droite mobile L, s'appuyant constamment sur E, sur F et sur la droite G qui joint ^ et ^', engendrera une quadrique du complexe circonscrite au tétraèdre efgh. En effet, soit H la génératrice rectiligne de la quadrique, du même système que E, F et G, qui passe par 1i. On voit que les quatre plans passant respectivement par la droite mobile L et par les droites fixes E, F, G, H, c'est-à-dire par les points e,/, g, h, ont un rapport anharmonique égal à p, ce qui montre bien que la droite L fait partie du complexe.
108. La détermination d'une quadrique circonscrite du complexe dépend des directions des droites E et F, qui peuvent être choisies arbitrairement. On reconnaît ainsi, comme on l'a déjà vu plus haut, que ces quadriques forment un ensemble quadruplement infini.
Une méthode analogue à la précédente, et s'en déduisant d'ailleurs dualistiquement, permettrait de construire les quadriques inscrites du complexe tétraédral.
109. On peut se proposer les problèmes inverses des deux précédents, consistant à trouver un complexe tétraédral, dont on donne une quadrique inscrite ou circonscrite.
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une quadrique circonscrite. Prenons arbitrairement sur cette surface quatre points e,/, gy h, non contenus dans^un même plan, et considérons les génératrices d'un même système E, F, G, H de la quadrique, qui passent respectivement par ces quatre points. D'après un théorème bien connu que nous avons déjà rappelé, les quatre plans passant respectivement par l'une quelconque des génératrices rectilignes L de la surface appartenant à l'autre système, et par les droites E, F, G, H, c'est-à-dire par les points e, /, g, h, auront un rapport anharmonique constant p. Par conséquent, les génératrices L de la quadrique feront partie du complexe tétraédral dont les points e,/, g, h sont les points principaux et dont p est le rapport anharmonique. Cette quadrique, qui contient d'ailleurs les points ^, /, g, A, sera donc une quadrique circonscrite du complexe tétraédral ainsi déterminé.
On verrait de môme que toute quadrique gauche peut être considérée comme quadrique inscrite d'un complexe tétraédral, qui aurait pour plans principaux quatre plans tangents quelconques de la quadrique, ne se coupant pas en un même point.
III. — Cubiques gauches d'un complexe tétraédral
110. Par les points principaux e, /, g, h d'un complexe tétraédral et par deux points p et/?', pris arbitrairement, qui ne soient par suite en ligne droite avec aucun des quatre points principaux, on peut faire passer une cubique gauche C3 et une seule. Supposons que les points p et p' soient pris sur une des droites du complexe. 11 est facile de voir que toutes les cordes et, en particulier, toutes les tangentes de la cubique C3 seront alors des droites du complexe. Une première corde de cette cubique est la droite pp\ qui, par hypothèse, appartient au complexe. Considérons une autre corde qq , joignant deux points quelconques q et q' de C3. D'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique des quatre plans qui passent par la droite qq^ et par les points e, /, g, h de la cubique C3 est égal au rapport anharmonique des plans qui passent par la droite pp' et par les mêmes points. Or ce rapport anharmonique est égal à celui du complexe. Donc la droite qq' fait partie du complexe.
Les cubiques telles que C3, dont les cordes sont des droites du complexe, sont complètement déterminées, quand on les assujettit à passer par un point p arbitraire et par un second point p' , pris sur le cône du complexe, qui a son sommet en p. Leur ensemble dépend, par suite, de trois paramètres variables. Nous avons donc démontré ce théorème :
// existe une infinité triple de cubiques gauches dont les cordes appartiennent à un même complexe tétraédral.
Ces cubiques passent par les points principaux du complexe.
Par deux points pris arbitrairement sur une droite quelconque du complexe il passe une de ces cubiques et il n'en passe qu'une.
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111. On peut dire que, parmi les cubiques gauches, en nombre quadruplement infini, qui passent par les quatre points principaux d'un complexe tétraédral, celles-là sont des cubiques du complexe qui sont capables d'un rapport anbarmonique égal à celui du complexe, c'est-à-dire qui sont telles que les plans passant par une corde quelconque de cette cubique et les quatre points principaux aient un rapport anbarmonique égal à celui du complexe.
112. Lorsque la droite/?/?' passe par l'un des points principaux du complexe, le point e par exemple, la cubique C3 se décompose en cette droite et en une conique circonscrite au triangle /^/i. Le théorème énoncé plus haut (n^llO) subsiste néanmoins ; les cordes de la cubique sont, d'une part, les cordes de la conique, c'est-à-dire les droites du plan fgh^ qui on l'a vu (n° 93), appartiennent bien au complexe, et, d'autre part, les droites, faisant également partie du complexe, qui joignent un point quelconque de pp' à un point quelconque de la conique.
113. Par une droite quelconque L d'un complexe tétraédral passent une infinité de quadriques circonscrites de ce complexe (n** 103). Considérons deux de ces quadriques. Ces deux surfaces, ayant une génératrice rectiligne commune L, se coupent en outre suivant une cubique gauche, qui rencontre, comme on le sait, la droite L en deux points et qui passe par les quatre points principaux du complexe, puisque ces quatre points appartiennent à la fois aux deux quadriques (103). Cette cubique est, par suite, une cubique du complexe. De là le théorème suivant :
Deux quadriques circonscrites d'un complexe tétraédral, qui ont en commun une droite du complexe, se coupent suivant une cubique de ce complexe.
114-. Soient L, L^ h" trois droites quelconques d'un complexe tétraédral. Par L et L' passe une des quadriques circonscrites de ce complexe. Par L et L'^ passe une autre de ces surfaces. Ces deux quadriques, ayant en commun la droite L, se coupent suivant une cubique gauche. Cette
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courbe a, d'ailleurs, pour cordes la droite L et par suite aussi les droites L' et L". Elle passe en outre, comme les deux surfaces dont elle est l'intersection, par les quatre points principaux du complexe. C'est donc une cubique de ce complexe. On remarquera que la démonstration précédente serait en défaut, si les trois droites étaient trois génératrices d'un même système d'une quadrique circonscrite du complexe. En conséquence, on peut dire que :
Trois droites d'un complexe tétraédral, qui ne sont pas des génératrices d'un même système d'une quadrique circonscrite du complexe, sont des cordes d'une même cubique de ce complexe.
GÉNÉRATION DES CONGRUENCES DE DROITES DU PREMIER ORDRE ET DE CLASSE QUELCONQUE.
115. Conformément à une définition générale donnée plus haut (n° 3), une congruence de droites du premier ordre et de la /i^"^« classe est un ensemble doublement infini de droites, tel que par tout point arbitraire il en passe une et une seule, et qu'il y en ail n d'entre elles contenues dans un plan quelconque.
Kummer, dans un Mémoire célèbre (^), a fait connaître un mode de génération de ces congruences de la plus élégante simplicité. On peut, comme nous allons le faire, établir ce résultat si remarquable par une voie plus directe que celle suivie par l'illustre géomètre (^). Le mode de raisonnement qui nous servira n'est qu'une généralisation de celui par
( ') Ueber die algebraischen strahlen Système {Matheinatische Abhandlungen der kôniglichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, année 1886, p. i à 120).
(») Nous avons déjà publié une Note sur ce sujet dans les Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. VI, p. G3 à 67; 1892.
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lequel nous avons déjà démontré la propriété fondamentale, que possèdent les droites d'une congruence linéaire, de rencontrer deux mêmes droites fixes (n° 5^).
116. Commençons par établir deux propositions préliminaires, concernant les congruences du premier ordre et de la /i'^"^ classe, que nous appellerons, pour abréger le langage, congruences (i, n).
Les droites d'une corigrueîice (i, n), qui rencontrent une même droite fixe arbitraire, forment une surface gauche du {n + i)^^™*' degré (*).
Par la droite fixe D faisons passer un plan quelconque îït. Il est bien clair que ce plan ne peut couper la surface gauche (T, qui vient d'être définie, que suivant une ou plusieurs droites; car une droite de la congruence, qui rencontre D, ne peut couper le plan tjs en un second point, sans y être contenue tout entière. Or, par définition même, ji droites de la congruence sont dans le plan m. D'ailleurs, la droite D est une ligne simple de o-, puisque par chaque point de D passe une droite, et une seule, de la congruence. La surface gauche a est ainsi coupée par tout plan contenant D suivant n -h I droites. Elle est donc du {n -t- if^^^ degré.
117. Les diverses surfaces gauches engendrées par les droites d'une congruence (i, /i), qui s'appuient sur des droites d'un même plan, concourant en un même point, forment un faisceau ponctuel et ont, en plus de n -\- i droites communes, une intersection commune de degré n{n -i- i) (-).
Soit un faisceau de droites D, situées dans un même planer et concourant en un même point p. Chaque droite D donne lieu à une surface gauche o-, engendrée par les droites de la congruence qui la rencontrent. Par tout point a, pris arbitrairement, passe une des surfaces a et une seule. Par ce point, en effet, passe une droite L, et une seule, de la congruence. Cette droite L est rencontrée par une des droites D,
(') Ce théorème est uae généralisation de celui qui a été énoncé et démontré au n° 52.
{") Ce théorème généralise celui qui fait l'objet du n" 53.
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celle qui joint /? à la trace de L sur le plan w, et à cette droite D correspond une des surfaces a, la seule qui passe par le point a. Ces surfaces étant assemblées de telle manière que par un point quelconque il en passe une, et une seule, forment un faisceau ponctuel. Elles ont d'ailleurs en commun les n droites de la congruence situées dans le plan GT et la droite de cette congruence qui passe par le point/?; le reste de leur intersection est donc d'un degré
Il est facile de voir que ce lieu de degré /i(/i -h i) est rencontré en deux points par chacune des droites de la congruence. En effet, une droite quelconque L de la congruence doit couper en /z -h i points l'une quelconque des surfaces gauches d'ordre n-\-i considérées plus haut (n'' 116), soit la surface o-. Mais la droite L, faisant partie d'une de ces surfaces gauches, ne peut couper g que sur le lieu C, de degré n{n -h i), intersection commune de ces surfaces. D'ailleurs L ne peut rencontrer le lieu C en un point unique; car ce lieu serait une ligne multiple d'ordre /i -h i sur la surface o-, ce qui est impossible. D'autre part, la droite L ne peut s'appuyer sur C en plus de deux points; car alors l'ensemble dont elle fait partie ne serait pas doublement infini. Donc L rencontre C en deux points.
118. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :
Excepté la congruence du premier ordre et de la troisième classe, composée des cordes d'une cubique gauche, toute congruence du premier ordre et de la /i'èuie classe est formée des droites qui s'appuient à la fois sur une même droite et sur une même courbe gauche du /iième degré, rencontrant cette droite en n — i points.
Reprenons le faisceau des droites D concourant en un même point arbitraire p, dans un même plan arbitraire nr, et considérons le faisceau des surfaces gauches c, engendrées par l'ensemble des droites L de la congruence, en s'appuyant sur les diverses droites D. Le lieu C de degré « ( /i + i ),
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intersection commune des surfaces o-, qui est rencontré en deux points par chacune des droites L, pourra être indécomposable ou se dédoubler. Examinons successivement ces deux hypothèses.
119. Première hypothèse. — Soit h le degré de C. Par un point quelconque a de C et la droite D, qui détermine la surface 0-, faisons passer un plan. Ce plan coupe C en A — i autres points b. Par chaque point « de C passent donc h — i génératrices de 0-. Donc C est d'ordre de multiplicité h — i sur g. Les n -h I points de rencontre de la génératrice ab de cette surface avec l'une quelconque des autres surfaces a du même faisceau se composent donc de A — i fois les points a et b. D'oiJ
Coupons C par un plan quelconque. Les h points d'intersection, joints deux à deux, donnent les — ^ droites de la
congruence situées dans ce plan. Donc
Des deux relations précédentes on conclut immédiatement les deux solutions
hzzz 2, /i = I et /i := 3, /i = 3.
La première de ces solutions représente une congruence linéaire spéciale, dans laquelle les deux droites directrices coïncident : elle est sans intérêt. La seconde donne lieu à une congruence du premier ordre et de la troisième classe, formée des cordes d'une cubique gauche. On aurait pu prévoir ce dernier résultat en observant que la cubique est la seule courbe gauche qui n'ait qu'un point double apparent, condition essentielle pour qu'une courbe soit la directrice unique d'une congruence du premier ordre.
120. Deuxième hypothèse. — Soient h et k les degrés des deux lignes C^ et C/t, en lesquelles C se décompose. Par un point quelconque a de C^ et la droite D, qui détermine a, faisons passer un plan. Ce plan coupe Ca- en k points b. Par chaque point a de C^ passent ainsi k génératrices de o". Donc,
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sur la surface ct, C^ est d'ordre de multiplicité k et, de même, Ca: est d'ordre de multiplicité h. Les n -f- i points de rencontre de la génératrice ab de a avec l'une quelconque des autres surfaces o- du même faisceau se composent donc de X fois le point a et de h fois le point b. D'oii
D'autre part, on obtiendra les n droites de la congruence, situées dans un plan quelconque, en joignant de toutes les manières possibles les h points où ce plan coupe C^ aux k points où il coupe Ca. Donc
hk = n.
Des deux relations précédentes, on conclut
hz=.i^ k =: n ou bien h=zn, A==i.
Ces deux solutions n'en font qu'une : elles donnent lieu à une congruence du premier ordre et de Ja n'^""^ classe, composée de droites s'appuyant à la fois sur une droite A et sur une courbe gauche C„ du /i'^"*^ degré.
Il est d'ailleurs facile de voir que A rencontre C„ en n — i |)oints. En effet, par un point quelconque de l'espace ne doit passer qu'une droite de la congruence. Or cette droite doit se trouver à l'intersection du cône ayant ce point pour sommet et C„ pour directrice avec le plan passant par ce même point et la droite A. Pour qu'une seule des n droites ainsi obtenues convienne à la congruence, c'est-à-dire s'appuie, en des points différents, sur C„ et sur A, il faut et il suffit que A rencontre C„ en n — i points.
Ainsi se trouve établi le mode de génération le plus général d'une congruence du premier ordre et de la /lième classe. On en conclut, comme cas particulier, que les droites d'une congruence du premier ordre et de la première classe s'appuient sur deux mêmes droites (n° 53).
Le principe de dualité permettrait de conclure aisément de ce qui précède un mode de génération simple des congruences de la première classe et d'un ordre quelconque.
ÉQUATION GÉNÉRALE DU COMPLEXE LINÉAIRE
Considérons un vecteur de longueur V sur l'une quelconque des droites d'un complexe linéaire. Désignons par U la projection de ce vecteur sur l'axe du complexe et par K son moment relatif à cet axe. En appelant B l'angle des droites considérées et r leur plus courte distance, on a immédiatement
U=:Vcos0, K^Vrsinô; d'où
^ =rtang9.
Mais, pour les diverses droites du complexe, r tang^ est constant et égal au paramètre c de ce complexe (n° 38). On a donc
c'est-à-dire (\\x'il y a proportionnalité entre la composante parallèle à Vaxe du complexe d'un vecteur quelconque porté sur une droite quelconque de ce complexe et le moment de ce vecteur par rapport au même axe.
Considérons un système de trois axes coordonnés rectangulaires quelconques OX, OY, OZ. Sur chaque droite du complexe portons une longueur arbitraire V, dans n'importe quel sens. Soient X, Y, Z les projections du vecteur ainsi obtenu sur les trois axes coordonnés, L, M, N les moments de ce vecteur par rapport aux mêmes axes.
Ces éléments X, Y, Z, L, M, N ou plutôt les rapports de cinq d'entre eux au sixième peuvent être considérés comme les coordonnées de la droite. Ces éléments vérifient d'ailleurs identiquement la relation bien connue
LX-+-MY-}-NZ=o
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Soient ^,7,^ les coordonnées d'un point fixe quelconque de l'axe du complexe, a, j3, y les angles de Tune quelconque des directions de cet axe avec les axes coordonnés. La projection U du vecteur V sur l'axe du complexe a pour expression
U= Xcosa -i- Ycos|3 -hZcosy.
On sait également que le moment K du vecteur V par rapport au même axe est donné par la relation
K = (L -h ^Y — yZ) cosa 4- (M + ^Z — ^X) cos(3 H- (N H-/X — .jcY) cosy.
En substituant ces expressions de K et de U dans la relation (i) qui définit le complexe et que nous écrirons
K + AU=o,
on obtient une équation linéaire et homogène entre les six éléments X, Y, Z, L, M et N. On peut l'écrire
( 2 ) AX + BY + CZ + DL + EM 4- FN = o,
en posant
{ 1 cosa — z cos(3 +/cosy = pA,
(3) <Xcos(3 — ^ cosy -t- ^ cosa rr^pB,
( Acosy — / cosa 4- ^cos[3 = pC;
1 cosa = pD,
(4) cos(3 = pE,
( cos y = p¥y
p désignant un coefficient de proportionnalité.
Inversement, toute équation telle que ( 2 ), linéaire et homogène entre les coordonnées X, Y, Z, L, M et N définit, quels que soient les coefficients A, B, C, D, E, F^ un complexe linéaire.
Pour établir cette proposition, il suffit de montrer que le système des équations (3) et (4) permet de déterminer ^r, j, z, a, (3 et y.
Or, des équations (4) on conclut immédiatement cosa, cos(3, cosy, après en avoir déduit
D'autre part, en ajoutant les équations (3), après les avoir multipliées respectivement par cosa, cos(3, cosy, on obtient
AD + BE -4- CV (5) À = p2 (Al) -h BE 4- CF) = ; ' •
Les équations (3) linéaires par rapport aux seules inconnues restantes ^, y, z se réduisent à deux, en raison de la valeur (5) donnée à 1. On peut dès lors les considérer comme étant les équations de trois plans qui se coupent suivant une même droite. Le complexe linéaire, qui a pour axe cette droite et dont le paramètre est déterminé par la relation (5) est donc bien défini par l'équation (2).
Pour que le complexe linéaire soit un complexe spécial, il faut et il suffit que le paramètre "k soit nul et, par suite, que les coefficients de l'équation (2) vérifient la relation
NOTE B
SUR LE ROLE DU COMPLEXE LINÉAIRE DANS LA CINÉMATIQUE ET LA STATIQUE DES SOLIDES INVARIABLES.
Le rôle du complexe linéaire dans la théorie du déplacement d'un solide invariable peut, en quelque sorte, se résumer dans le théorème suivant :
Les normales aux trajectoires des divers points d'un solide en mouvement, pour uneposition quelconque de ce solide, font partie d'un même complexe linéaire.
La démonstration de ce théorème est des plus simples. En effet, en un point quelconque a de l'espace, considéré comme appartenant au solide, dans l'une de ses positions,
les normales à la trajectoire de ce point sont clans un même plan, à savoir le plan normal a à cette trajectoire. D'ailleurs, toutes celles des normales aux trajectoires des divers points du solide qui passent en a sont contenues dans le plan a; car une telle droite est normale aux trajectoires de ses divers points et, en particulier, à la trajectoire du point «; par conséquent, elle est nécessairement dans le plan normal a. Les normales considérées étant telles que toutes celles qui passent par un même point sont dans un même plan, leur ensemble forme un complexe linéaire (n° 9).
Il est facile de voir que, réciproquement, tout complexe linéaire peut être considéré comme formé par les normales simultanées aux trajectoires d'un solide invariable (^).
En effet, prenons cinq droites du complexe, projectivement indépendantes. Sur chacune de ces droites marquons un point et par ce point faisons passer un élément de droite perpendiculaire au plan polaire correspondant. Les cinq éléments rectilignes ainsi obtenus détinissent le déplacement infiniment petit du solide auquel appartiennent les cinq points. D'ailleurs, ainsi que nous l'avons démontré, les normales aux trajectoires de ce solide, dans sa position actuelle, forment un complexe linéaire. Ce complexe et le complexe donné coïncident nécessairement, puisqu'ils ont cinq droites communes (n° 71).
Le complexe linéaire intervient également dans la théorie des systèmes de forces, comme le montre le théorème suivant :
Étant donné un système de forces appliquées à un solide^ les droiteSy par rapport à chacune desquelles la somme des moments de ces forces est nulle, forment dans leur ensemble un complexe linéaire.
Cherchons en effet les droites qui, passant par un point pris arbitrairement a, jouissent, par rapport à un système de forces d'ailleurs quelconque, de la propriété indiquée dans
( ') La démonstration que nous donnons ici de cette réciproque est empruntée à M. Jaggi {Nouvelles Annales de Mathématiques, o" série, t. I\ , p. 85.)
l'énoncé précédent. Dans ce but, imaginons le vecteur ak issu du point a, qui représente le moment résultant du système de forces, par rapport à ce point. On sait que la somme des moments de ces forces par rapport à une droite quelconque ax^ passant en «, est représentée proportionnellement par la projection de ak sur ax. Par conséquent, les droites par rapport à chacune desquelles celte somme de moments est nulle sont perpendiculaires à «A:; elles sont donc dans un même plan. C'est bien la propriété caractéristique des droites d'un complexe linéaire (n^'O).
En prenant ce théorème comme point de départ, on peut se proposer de traduire dans le langage de la Statique les principales propriétés du complexe linéaire. Nous devons nous borner ici à cette indication générale, pour ne pas sortir des limites que nous nous sommes tracées.
SUR LE CÔNE DE MALUS
Imaginons un ensemble de droites liées aux divers points de l'espace par une loi telle que chaque point de l'espace serve d'origine à une de ces droites et que, réciproquement, sur chaque droite de l'ensemble se trouve un point lui servant d'origine. Il est aisé de voir qu'un tel ensemble de droites forme un complexe. En effet, celles de ces droites dont l'origine est dans un plan, pris arbitrairement, forment une congruence ; car elles sont soumises à deux conditions simples; et les diverses congruences obtenues de la sorte, en déplaçant le plan parallèlement à lui-même, appartiennent à un même complexe, qui comprend l'ensemble des droites considérées.
Ceci posé, nous allons démontrer un important théorème, dû à Malus ( ^ ), que l'on peut énoncer ainsi :
Étant donné un ensemble de droites, telles que la direction
(^) Traité d^ Optique. — Voir aussi le XIV* Cahier du Journal de l'École Polytechnique.
de chacune d' elles est dé ter^ minée par le point qui lui sert d'origine, le cône, dit cône de Malus, lieu des droites suivant lesquelles un point quelconque doit se déplacer, pour que la droite de V ensemble dont ce point est Vorigine rencontre cette même droite dans sa position infiniment voisine, est un cône du second degré .
11 suffira de montrer que, dans un plan quelconque cj passant par le point o considéré, il existe deux droites issues de o, qui satisfont aux conditions de l'énoncé. Considérons, à cet effet, parmi les droites de Fensemble, celles dont l'origine est dans le plan gt : elles forment une congruence, dont fait partie la droite D de l'ensemble ayant le point o pour origine. Or, d'après un théorème de Monge (n'' 81), il existe, dans cette congruence, deux droites infiniment voisines de D qui rencontrent cette droite. Les traces sur le plan m des plans passant respectivement par D et par ces deux droites infiniment voisines sont les intersections de ce plan avec le cône de Malus, qui a pour sommet le point o. Donc ce cône est du second degré.
Deux remarques sont à faire au sujet de cette démonstration. Tout d'abord, nous avons supposé qu'une seule droite de l'ensemble passait par un point o quelconque. S'il y en avait plusieurs, il y aurait autant de cônes de Malus, ayant leur sommet en o, qu'il y aurait de pareilles droites.
En second lieu, on peut observer qu'un ensemble de droites, tel que le définit Makis, peut, dans certains cas, se réduire à une congruence. C'est ce qui se produit, lorsque les divers points d'une quelconque des droites du système peuvent indifféremment lui servir d'origine. En ce cas, chacun des cônes de Malus se réduit à un système de deux plans, à savoir le système des deux plans focaux de la droite correspondante de la congruence.
M. Kœnigs, dans une thèse remarquable sur les propriétés infinitésimales de l'espace réglé (année 1882), a fait ressortir le rôle fondamental du cône de Malus dans cette théorie. Nous devons nous borner ici à cette indication.
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