La géométrie grecque, comment son histoire nous est parvenue et ce que nous en savons. Essai critique
Paul Tannery
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
La géométrie grecque, comment son histoire nous est parvenue et ce que nous en savons. Essai critique
Qui veut connaîlrc réellement ce qu'était la Géométrie grecque, soit comme forme, soit comme fond, doit l'étudier sur les écrits mêmes ou, au moins, sur les traductions d'Euclide, d'Archimède, d'Apollonius et de Pappus. Mais ces écrits ne peuvent nous apprendre l'histoire delà Science; ils nous laissent ignorants de son origine, de ses premiers développements, de même que, par suite de la perte d'Ouvrages considérables, ils ne nous permettent pas d'apprécier, sans recourir à des conjectures, la direction des travaux concernant la Géométrie supérieure et le niveau réel des connaissances atteintes.
L'histoire de la Géométrie grecque doit donc faire appel à d'autres sources; soumettre ces sources à une critique méthodique et conforme aux principes applicables en pareille matière, c'est le but que je me suis proposé, parce qu'il ma semblé que cela n'avait pas encore été fait d'une façon satisfaisante, malgré les travaux très importants qui ont été déjà publiés sur ce sujet. Rechercher spécialement comment les traditions se sont formées, comment elles nous ont été transmises, m'a paru, notamment dans la question des origines, indispensable pour déterminer ce que nous pouvons affirmer, ce rpic nous pouvons seulement considérer comme probable, ce qu'au contraire nous devons regarder comme purement conjectural ou même tout à fait incertain.
Sauf qiu'l(|ues détails sur la classiiicalion des Malliénialiquos dans ranli(|iillc, le présent Volume ne eoncerne que la Géométrie élémenlaire, el même celle-ei n'\ est traitée qu'au point de vue l^én<''ral. .l'ai réuni les inatéTiaiix iK'-ccssaires pour eonlimicr ['(eiivre <pie j'ai entreprise: je dois dire.- tonlelois que, pour les coniques et la Géométrie supéri(;urc, je \ieiis d'être devanc»'- par M. '/.cutlien dont l'Ouvrage danois, traduit en allemand par M. \()n Fiselier-Bcnzon ( />/V' Lclira vuii dcii Keiielschnilien in A llcrliiin, Gopenhaguc, JlosI, iSHG), a eomhlé, mieux que je ne révais |)ouvoir le (aire, la laciiin' (pic pr(''sciilait , jus(prà présent, riiistoirc de cette brandie de la Science,
J'ai un autre devoir à remplir, c'est de témoigner ma profonde reconnaissance, d'un côté, pour la direction du Bulletin des Sciences mathématiques, dont la bienveillante hospitalité a accueilli mes études depuis le mois d'avril i8Sj et m'a permis de les réunir en Volume; de l'autre, pour les administrateurs de la Bibliothèque de l'Université de Leyde, dont la gracieuse libéralité a mis à ma disposition un manuscrit arabe, grâce auquel j'ai pu [voir Chap. XIII et XIV) préciser la nature du travail de Héron sur les Eléments et en publier quelques fragments inconnus.
Tonncin?, le t8 juillet 1887.
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INTRODUCTION
Le vrai problème de l'histoire des Mathématiques anciennes.
i. Ecartons de riiistoire des Mathématiques la partie proprement bibliographique, je veux dire la constatation matérielle des faits : telle phrase se trouve telle page, soit de telle édition de tel ouvrage, soit de tel manuscrit coté sous tel numéro dans telle bibliothèque; écartons encore ce qui peut, comme dans VAperru historique de Michel Ghasles^ former un des principaux attraits d'un livre, mais appartient en fait à la Science elle-même, bien loin de constituer une partie intégrante de son histoire; j'entends les développements donnés à telle méthode, les relations établies entre elles et d'autres plus récentes, enfin les démonstrations de théorèmes ou solutions de problèmes, soit conçues dans l'esprit des procédés d'autrefois, soit seulement suggérées par leur étude.
Ce départ fait, que reste-t-il en réalité? Un tissu de conjectures, qui sont d'ailleurs à tous les degrés de probabilité, depuis celui qui vaut presque la certitude jusqu'à celui qui diffère à peine du doute, pour ne pas parler des hypothèses encore moins favorisées; et encore ce tissu ressemble assez à la toile de Pénélope, car, s'il est vrai que l'on peut regarder comme allant toujours en augmentant la probabilité movenne des résultats obtenus par la critique. T. I
il n'en osl nnllcnicnl de nirnie poni- la |)rohal)ililé spéci.Tir à cliiKinc assertion pailieiilière ; celle prohahililé est siijcUe à de eonlinuelles variations, et il n'est guère de point pour lequel ro|)ini()ii aujourd'hui doniinanle se trouve garantie eontre une exclusion soit momentanée, soit définitive, à la suite ou bien de la mise en lumière de quelque fait nouveau, ou bien de l'apparition de quelque nouvelle hvpothèse.
Coordonner la totalité des faits matériels, établir la filiation logique de ceux qui concordent entre eux, expliquer comment tels autres se trouvent en désaccord et déterminer, d'après cette expb'cation, quels sont ceux qui ne devront pas être utilisés comme matériaux par l'historien futur, telle est la tâche, toujours inacbevée, à laquelle travaille le critique. Et il ne peut guère se faire d'illusions sur le sort réservé à son oeuvre; les faits dont il aura signalé l'importance, c'est aux sources mêmes, non dans ses écrits, que ses successeurs iront les rechercher pour les soumettre à un nouvel examen; les erreurs qu'il aura dissipées pourront ne plus jamais revenir embarrasser l'histoire; mais cond)ien ce résultai purement négatif était au-dessous de ses aspirations! Les thèses positives. ;iuxquelles il attachait le plus de poids et consacrait surtout ses veilles, que deviendront-elles, bientôt après sa mort, sinon avant?- Qu'il jette un regard sur les exemples que lui offre un passé récent; quelle confiance peut-il garder dans l'avenir, s'il réfléchit à ce que pèsent en réalité aujourd'hui, dans la balance des opinions, les noms encore les plus justement honorés, ainsi celui de Letronne, pour ne j)as en citer d autres?
ti. Il faut donc, dans la critique d érudition, borner son ambition au présent et, sans trop préjuger l'avenir, s'efforcer d'assurer à ses opinions le plus possible de probabilité actuelle. Or à quoi se mesure cette probabilité? En fait, c'est à la proportion plus ou moins considérable d'adhésions rencontrées dans le cercle, d'ailleurs fort restreint, des érudits vivants s'occupant de l'ordre de questions dont il s'agit. A peine est-il besoin d'ajouter que, pour une évaluation effective, il conviendrait d'introduire des coefficients personnels; un savant co?ume Moritz Cantor, comme Friedrich Hultsch, comme J.-L. Heiberg, en vaut plusieurs autres, mais il ne réclame, ni ne peut réclamer l'infaillibilité. Quant à
ceux (|iii sont disparus de la sct-ne el que [larlois on Invoque encore, ils ne coiiiplent plus guère; ils n'ont pas su ce qui a élé appris depuis, ils n'ont pu peser les nouveaux arguments, enfin et surtout, ]\> nélaicnt pas dans le courant d'idées actuel.
l*our(|U()i insist<''-je sur ce dernier point? Je vais chercher à 1 expliquei', daulant qu'il s'agit d'un élément considérable dans l'appréciation des opinions.
\ oici déjà la dixième année depuis que j'ai commencé à publier, sur l'histoire des Sciences, quelques-unes de mes conjectures personnelles; à partir du moment où mes humbles essais ont attiré quelque attention, il est une question que j'ai souvent eu à me poser; pourquoi telle hypothèse, que j émettais presque sans preuves, souvent à titre de simple possibilité, rencontrait-elle un assentiment général? Comment telle autre au contraire, que je m'étonnais d'être le première soutenir, tant elle me semblait naturelle, tant elle ressortait invinciblement pour moi de l'ensemble des faits, comment trouvait-elle des adversaires? Etudiais-je des travaux étrangers, je voyais surgir devant moi le même problème; tel point qui, à mes yeux, ne faisait pas lombre d'un doute, telle question qui me semblait devoir se régler en quelc[iies mots, devenait l'objet de discussions approfondies, de polémiques sérieuses et prolongées.
J'ai cru m'expliquer tout cela, au n)oins dans une certaine mesure, en réfléchissant sur les motifs qui me déterminaient moimême à adopter ou à rejeter telle ou telle conjecture nouvelle. Certainement, en présence d'une opinion qui n'est pas encore la sienne, le critique cherchera à être aussi Impartial que possible; il pèsera le pour et le conlre d'après les données objectives de la question, il cherchera à éliminer, autant que faire se peut, tout motif personnel de décision. Mais une pareille élimination est impossible à faire complètement; qu'on parvienne à la réaliser sans exception aucune, on ne sera plus soi-même.
Avant de se hasarder à rien produire, chaque érudita dû accomplir pour lui-même, au moins à titre provisoire, la coordination logique de l'ensemble des faits (pi'il connaît; il a dû jeter ainsi les fondements nécessaires de l'œuvre qu'il rêve. A la vérité, cette coordination, il la remanie sans cesse; mais telle qu'elle est à un moment donné, elle n'en jouera pas moins, cpi'il en ail d'ailleurs
plus on inoiiis conscience, le rôle iruti calilire ou dun gabaiil d'essai. Une llièse nouvelle s'y adaple-l-elle d'elle-même, elle aura loute chance d'être acceptée d'emblée; qu'au contraire elle ne se prête pas au cadre préétabli, elle sera l'objet d'une critique plus allentive, de réserves plus scnipiileuscs ; et cela, indépendamment de la valeur propre des arguments qui l'appuient.
Ce que je viens de dire ])our un érudit en particulier peut s'appliquer à l'eiisrinble ; nul ne peut connaître la totalité des faits à coordonner; les éléments employés ne sont donc pas exactement les mêmes pour chacun, leur connexion variera également suivant les tournures d'esprit particulières. Néanmoins, à un moment donné, il y a un ensemble d'idées commun à tous et par suite prédominant; la chance de succès d'une conjeclui-e nouvelle dillere donc selon qu'elle est plus ou moins en harmonie avec cet ensemble commun.
'A. Je n'ai nullement la prétention d'exposer c|uel est aujourd'hui le courant d'idées prépondérant; mais on pourrait croire a priori (pi'il n'est susceptible que de lentes modifications ; je voudrais, par une rapide esquisse des traits les plus importants, du moins à mes yeux, montrer qu'il est au contraire sujet à de brusques variations, soit par suite du travail interne accompli chez chaque érudit, soit en raison du renouvellement continu des savants (jui attirent le plus l'attention par leurs travaux.
Il v a une douzaine d'années, la conception générale de l'histoire des Mathématiques, telle qu'elle se dégage, par exemple, de l'œuvre de Hankel, présentait un caractère qui, jusqu'à un certain point, était marqué au sceau des doctrines de Vévolution, déjà en grande laveur dans les milieux philosophique et scientifique. Les éléments de la Science ont été élaborés, dans une mesure sans doute mal connue, mais certainement considérable; chez les peuples de l'antiquité dont la civilisation a précédé celle de la Grèce. Depuis cette obscure origine, malgré les apparences contraires, le progrès a été incessant; d'abord les Gi'ecs, pais les Hindous, enfin les Arabes; chaque peuple a développé suivant son génie propre, et en donnant tout ce qu'il pouvait donner, des branches spéciales de la Science; l'héritage sacré, fidèlement transmis et successivement accru, arrive aux nations de l'Occident moderne; la diversité
de leurs races, 1 lieurnise nvalilé qu'elles ilépluieni, la r.ipifle (lilTiision chez loiiles des découvertes dues à chacune, scnd)lent tlésonnais assurer cjuc le progrès indélini de l'avenir n'exigera pas, comme dans le passé, de parlielles et successives décadences.
Ainsi, autrefois, aux Grecs la (îéométrie, aux Hindous l'ArillinK'lique et l Algèbre ; la s[)écialilé des aptitudes est netlcmenl tranchée, Uiophante esL à peine un Grec, il n'est pas possible qud n'ait [)oinL subi quelque iniluence orientale; si ses écrits ne nous avaient pas été conservés dans la langue qu'il parlait, personne ne pourrait soupçonner qu ils soient un fruit du génie hellène.
Les deux tendances opposées se réunissent chez les Arabes; ceux-ci s'attachent s[)écialement à l'Astronomie, mais en même temps ils commencent cette longue élaboration qui s'acliè\era à la Renaissance avant d'aboutir à la révolution cartésienne, à l'ouverture de l'ère glorieuse des Mathématiques modernes. Depuis lors, aucun indice ne peut faire soupçonner qu'il nous manque, comme il manquait aux Grecs, quelque élément nécessaire pour la poursuite des travaux mathématiques, et la Science, à jamais rajeunie, pourra toujours nourrir un Ion g- espoir et de rasles pensers.
-i. Rapprochons de cette esquisse sommaire quelques-uns des traits qui se dessinent dans la partie déjà publiée (1880) des l orlesungen de M. Cantor. CeXolume marque en effet d'une façon décisive la transition mesurée de l'ancien au nouveau courant d'idées qui, depuis, va s'accentuant de plus en plus. La conception évolutive s'efface; il n'en subsiste que quelques rares éléments dont l'indiscutable vérité s'adapte au changement du point de vue. La Science, en tant que l'on n'abuse point de son nom, éclôt chez les Grecs, presque brusquement, en tout cas intégralement; après avoir donné des fruits immortels, elle subit un irrécusable déclin, végète plus ou moins misérablement pendant de longs siècles, avant de retrouver sa vitalité primitive et de prendre, dans les temps modernes, un nouvel et définitif essor.
L'explication du papvrus mathématique égvptien par Eisenlohr, le déchiffrement de quelques tablettes chargées d'écritures cunéiformes, nous ont ré\élé des faits curieux et permis de préciser un peu mieux le point de départ des découvertes hellènes; mais.
cil llicsc i^éiiéralc, ces (lucuinciils uni siiif^ulirrciiuMil lahaissc'- 1 oniriioii <jue l'on se (uisaiLcle.s connaissances jnaLluMnalK|ues cliez les l^j;\|)llens el chez les Hal)N Ioniens, c|uoic|ne d'ailleurs la plupart di;s oiienlalisles soienl Inu jours disposés à s'exagérer ces connaissances, cl que nolaninienl IhisLoire des origines de rVslronomie soit encore loin d'èlie sufïisaniment éclaircie.
Quant aux matliémaliciens hindous et arabes, leur élude plus ap|)r()rondie n'a nullement confirmé les thèses de Ilankel : certes, il resle encore bien à apprendre à leur sujel, mais les découvertes, <pii sont encore à l'aire dans leurs écrits, ne semblent |)lus devoir ollrii- un intérêt aussi puissant cpi'on était porté à l'espérer. Plus on les examine, plus ils apparaissent comme dépendants des Grecs cl, malgré quelques inventions heureuses et vraiment originales, restés en moyenne bien inférieures à leurs devanciers sous tous les rapports. J'ajoute que l'on est encore certainement assez loin d'avoir restitué aux Orccs tout ce qui leur a|ipartienl légitimement dans les travaux attribués à leurs héritiers scientifiques. J en veux donner une seule preuve :
De tous les instruments astronomiques des Arabes, étudiés par A. Sédillot et donnés par lui comme étant de leur invention, le plus intéressant est sans contredit \ astrolabe planisphère qui permettait de déterminer l'heure au moyen d'une observation de hauteur sur le Soleil ou sur une étoile, et d'une opération consistant à faire mouvoir l'un sur l'autre deux cercles figurant en projection stérébgraphique, l'un la s[)hère mobile, l'autre la sphère fixe. Cet instrument a d'ailleurs joué un rôle historique d autant plus important que jusqu'à 1 invention des horloges à pendule, les astronomes n'avaient aucun moyen exact pour déterminer l'heure pendant la nuit sans observations des étoiles, et que Vastrolabe planisphère leur permettait de résoudre le problème sans calcul. Or ce même astrolabe se trouve exactement décrit dans un Traité grec (') composé par Jean le grammairien (Philopon)au commencement du vi^ siècle après J.-(^., et la nomenclature grecque des pièces de l'instrument a même été servilement adoptée j)ar les
(') l'iiblii' |);ir IliiM' (Uiii> \c lilieuiisclics Musciini en iS.'iç). iiiiii^ n'cii r'taiil ]i;i plus connu.
\ial)('S. \olre aiilcui- l(^ doiiiir d ailliMirs coninic ("onnu dès le lcin|)s de Plolr-mée, cl ileii ne doit luire supposer cpren lait l'in- M'iilion ail »'l('; d'une date plus récenle ( ' ).
5. Ainsi d est permis tic penser (|U(; la c.uncepLion générale ac- Inellc de riiistoire des Maliiénialiques iia en s'affermissant de plus en plus, au moins |)cndanl une ou deux générations; il est clair d'ailleurs (pi'elle revient très sensiblement à celle qui dominait, d'après iMonUiela, il v a une cin(|uanlaine d'années, vers le moment où Michel Chasles ouvrit une ère nouv<'ilc pour l'étude de cette liistoire.
Je ne fais point celte remarque pour en tirer une conclusion sceptique; bien au contraire, la double évolution que j'ai indiquée n'aurait certainement pu s'accomplir sans la coordination historique d'un nombre considérable de faits inconnus ou mal connus il y a un demi-siècle. Qui ne s'est pas mis au courant du mouvement critique depuis cette époque pourrait croire à quelque découverte capitale, à quelque travail hors ligne capable de changer d'un seul cotq) l'orientation des esprits ; il n'en a rien été :1e mouvement a résulté d'une quantités de faits souvent assez minimes, de discussions minutieuses, d'études de détail et de monographies Iragmentaires,
La véritable conséquence à formuler, c'est que la plus humble contribution ne doit pas être négligée et qu'il ne faut pas se rebuter devant des détails parfois d'apparence fastidieuse; tout au |)lus convient-il d'ajouter une réserve pour ceux qui craignent les inconvénients du trop grand éparpillement des efforts (-); c'est
(') Je soupçonne que le principe en remonte aux Babyloniens, dont on a des r)bservations faites de nuit et marquées en heures temporaires ; scu]emcnl, avant la découverte de la propriété des projections stéréographiques, l'instrument devait consister en une sphère mobile autour d'un axe incliné comme l'axe du monde, (H en un licmisphère creux, fixe et concentrique, analogue à celui des cadrans solaires primitifs. Le nom à^araignée (àpâpyj), donné, dans Vastrolabe planisphère, au cercle représentant la sphère mobile ( parce qu'il était découpé à jour pour permettre d'obtenir les coïncidences avec l'autre cercle, lequel était massif), <tait également le nom donné, d'après Vitruve, au cadran sphérique d'Eudoxe. l-^n tout cas, il ne me paraît pas douteux qu'un instrument analogue n'ait servi, avant l'invention de la Trigonométrie, à résoudre mécaniquement les problèmes de la sphérique.
(-) Le danger fsl \vv\ dmis le vasle dnmaiiic de la f'iiildldgir : dans le cerrle
(iiic le li'a\ aill(Mir l'era bien de Icnii" coniplc des ((tiiranls (Fidres (loiniiianls, des (|iieslions à l'ordi-c du jour, cl de relever ainsi la minulic des détails qu'il rludie.
Mon objet niaiiilenanl va pi-éciséuienl èlre, après avoir inditpu'' les principaux problèuies qui s'imposeul aujourd'liui dans 1 liistoire des Abilliéiuali(|ucs anciennes, de montrer, par quelques exemples, comment leur solution dépend de (juestH)ns qui paraissent, à première vue, d'une importance tout à lait secondaire. On ne s'étonnera pas si je clioisis ces exemples parmi des conjectures que j'ai déjà proposées, et qui, à côté d'adhésions parfois peu espérées, ont rencontré de sérieux contradicteurs. En appelant de nouveau l'attention sur elles, j'ai le ferme espoir soit de ('onvaincre ceux qui les ont rejetées jusqu'à présent, soit de provoquer de leur part des recberclies fécondes pour la vérité.
6. L'histoire n'a pas pour unique objet la satisfaction dune vaine curiosité ; c'est l'avenir que (înalement doit éclairer l'élude du passé. Or un mathématicien, vraiment digne de ce nom, peut-il ne pas se préoccuper parfois du sort futur réservé à la Science à laquelle il s'est consacré? Peut-on vraiment parler de progrès indéfini? Ne Irouvera-t-on pas le tuf un jour, et ne faudra-t-il pas, comme disait Lagrange^ abandonner la mine trop profonde? Certes la question n'est pas urgente; à la vitesse actuelle du progrès, il semble bien que l'on ait au moins deux siècles pour se demander ce qu'il conviendra de faire en pareil cas et comment conserver au mieux les trésors acquis, si l'espoir de les accroître est enfin interdit. Mais d'ici là, quelque bouleversement social ne peut-il entraîner la ruine de la Science? Elle n'a plus, dira-t-on, rien à craindre sérieusement des crises passagères, et toute société un peu stable protégera et encouragera forcément les savants, dont les services sont, de nos jours, non seulement utiles, mais même nécessaires. Cela est incontestable pour les chimistes, les physiciens, et, si l'on veut, aussi les astronomes ; la Mathématique pure sera donc garantie par son utilité dans les sciences de la nature. Mais, si la question d'utilité se pose, n'esl-il pas à craindre que la protection et les en-
malheureusement très restreint qni s'ncriipe de l'iiisldii-p ries Matlit-matique-;, il esl loin d'être à redouter enrorp.
— SI
(•(»iiriii;ciiu'iils ne se hoiiiciil à (.•i-iliimc^ Lriincln's, cl ne (hMiiissciil les aulrcs. précMséniPnl les plus élevées el les plus ahslnises? Suj> posons niaiiileiianl que l'iiisloiic déiiionlre <pie, |)oiir la Seieiiee. Tarrèl tiaiis la iiiiiiciie en a\aiil (''(pii\ aiil, à un iceiil, (pToii ne peut vouloir se borner aux parlies nécessaires ponr les appliealnms. sans arriver peu à peu à négliger de plus en pins la théorie et à n'en conserver finalement que des débris Ion! à l'ail insuflisanls; (pn* (le\ lendraiL dès lors la garanlie de Viililih'? Si le (lani;('i' (pie je signale ici n'est pas imaginaire, peut-on allirmer cpie, comme le premier, il est encore bien loin de nous, et qu'une général ion |)ro(liaine naura pas à s'en préoccu[)er?
On peut voir, devant cesqueslions, quel intér(H majeur présente 1 histoire des Mathématiques anciennes du motnent où elles nous oflrent l'exemple d'une; décadence profonde a[)rès un brillant apogée; et l'on peut affirmer, de ce point de vue, que le x^vfii problème qui s'impose aujourd'hui dans cette histoire est (\(^ pircispiles circonslances ef de déterminer les causes de la décadence passée, en vue de con/antre les précautions éi prendre pour éviter une décadence future.
Je n'ai, bien entendu, aucunement la prétention de résoudr<un problème aussi complexe; je voudrais seulement préciser dans une certaine mesure les diverses questions qu'il soulève, et donner (|nelques indications sur la marche à suivre pour en traiter au moins une.
7. Il est à peine besoin de réiuter sérieusement l'opinion qui attribuerait aux invasions barbares la décadence des sciences grecques. ()uand, au vii*^ siècle, les Arabes entrèrent dans Alexandrie, la glorieuse cité des Ptolémées pouvait avoir encore une école, mais depuis trois cents ans au moins cette école était incapable de produire autre chose que de pales commentateurs des œuvres antiques; si parfois encore ils nous font illusion, nous n'en devons pas moins nous dire que le niveau est déjà tombé aussi bas qu'il le fut en moyenne chez les Byzantins pendant les longs siècles du moyen âge. Un exemple suffira pour le prouver :
Richard Hoche a publié ( i8()4 et iBO;) un commentaire de Jean le grammairien (Philopon) sur Vlntroduction arillimétique <\c Nicomaque et en même temps, pour le premier Livre seulement, T. -^
les iiripdilaiilcs \;iii;mlcs (|iic iiii (lonnail iiiic i-rcdilion de ce commenlaire conLemi dans (iii jnaniiscril di- la l)il)liollièque épiscopale de Zeitz. Pliilopon, (jiioique n'élauL pas parliculièrenient niaihémalicien, élail cerlainement considéré de son leinps comme un savani universel de la |)lus haule valeur; son coniniciilaire doil d'ailleurs reproduite l'ensei^nenienl d'un niaîh'<' éj;alenienl considéiable, et dont la compétence matliémali(|ue était bien reconnue, Ammonius, fils d'Hermias ; il est cependant dilliciie d'imaginer les erreurs grossières qu'il a entassées dans ses volumineuses dissertations. Or ces erreurs sont en général assez bien corrigées dans la réédition de Zeitz, et l'auteur anonyme fait certainement preuve et d'une meilleure intelligence du texte de Nicomaque et de connaissances matliématiques mieux, digérées; Hoclie a bien reconnu qiuî cet auteur était |)Ostérieur à Pliilopon, mais il a pensé que ce j)()uvait être un de ses disciples. 11 n'est rien; le manuscrit n" 2377 du fonds grec de la BiI)liothèque Nationale de Paris contient le même texte avec des annotations marginales (pii établissent que la réédition est due au moine Isaac Argvros, lequel vivait dans la seconde moitic'du xiv'' siècle.
S. La décadence de la Mathématique grecque remonte donc à une époque bien antérieure au vu*^ siècle, et en tous cas on ne peut s'arrêter avant les derniers grands noms que présente l'Ecole d'Alexandrie, ceux de Pappus et de Diophante. C'est l'âge qui précède immédiatement celui de Constantin et du triomphe du christianisme; on a pu dire, avec quelque a])parence de raison, que la ])rofonde révolution qui s'ensuivit fut fatale à la Science; il est certain que dès lors se proposa à l'humanité un idéal tout autre (pie celui qu'avaient fait briller Platon et Aristote, la vie du savant conlemplant la théorie pou/' elle-même. Mais si , depuis la Renaissance, cet idéal retrouvé a gardé d'assez nombreux fidèles, sommesnous assurés qu'une nouvelle révolution sociale ne l'éteindra pas au profit des doctrines utilitaires?
Au reste l'accusation tombe à faux sur le christianisme; comme les barbares n'ont pas eu la peine de faire crouler la société grécoromaine, déjà tombée d'elle-même, le christianisme n'a eu qu'à liquider la banqueroute de la philosophie officielle, après le siècle des Antonins. L'idéal platonicien avait dès longtemps disparu de-
vanl celui tics Sloïcions, utilitaire au fmul et par suite eontraire à la Scienee, malgré les apparences de sa morale sublime. T.a secte du Porlique arriva, il esl vrai, d'assez, lionne heure à rallier assez d'inlelligences pour qu'il lui fallût tenir en quelque honneur les connaissances scientifiques négligées par ses fondateurs; mais ses doctrines ne jiouvaient sérieusement favoriser le développement de ces connaissances, et la suprématie qu'elle oblint semMe avoir été au moins inutile pour la Science, aussi bien (pTellc le fut pour le maintien des inslitutions sociales. Bientôt peut-être l'iilstoire portera sur cette secte, souvent exaltée, un jugement j)lus sévère encore.
()uoi qu'il en soit, ])Our la question qui nous occupe, il s'agit sans contredit d'étudier la période qui remonte depuis Pappus et Diophante jusqu'à l'apogée de la Géométrie grecque, au temps d'Apollonius de Perge. Dans cet intervalle de cinq siècles environ, nn nouveau ])oint de repère nous permet de diviser le problème; la décadence a-t-elle réellement commencé avant l'extension de la domination romaine sur la Grèce et l'Orient hellénisé? \-l-elle au contraire suivi cette extension, qui semblerait dès lors avoir été une des causes déterminantes de cette décadence?
Actuellement la question est très obscure ; a priori, la perte de Tindépendance pour les Etats hellènes, la domination d'un pcu|)le dont le génie pratique n'a jamais pu se plier aux abstractions scientifiques, ont du porter un coup funeste aux étucîes mathématiques sérieuses; mais on peut diie d'un autre côté que, les ruines de la conquête une fois réparée^, les pays grecs purent profiter des bienfaits d'une longue paix cpii leur avait toujours manqué, que les Romains reconnurent de très bonne heure la supériorité intellectuelle de la race hellène, et que les études scientifiques retrouvèrent bien vite une protection très largement suffisante. Enliii l'histoire montre que, malgré leur défaite momentanée, les Grecs possédaient encore plus de vitalité que les Romains.
V). Il n'est d ailleurs ni établi historiquement, ni unanimement reconnu que le niveau moyen de la Science pendant la période gréco-romaine ait été inférieur à celui de la période gréco-alexandrine. C'est en ces termes que peut se préciser la première question à résoudre, et, pour l'étudier, il convient de dresser séparé-
riiciil le l)il;iii pour clincune des branches principales à considérer: Vrillmiéliqiic. Ali;rhre, Géométrie élémentaire, (jéoméli'ie supérieure, \stronomie.
Pour r \ritliiMéLi(|uc, la cpieslioii. je crois, est aujoui-d'liui hieii Iranchéc; j)crsounc ue peut |)lus considérer comme des autf-urs ori<;inau\, ainsi que le Taisait >iesselmann, de pseudo-niatliématiciens^ tels que Nicomaque ouTliéon de Smvrtx". Les connaissances qu'ils nous ont transmises appartiennent en lotalilé soit à la période purement hellène, soit à la période alexandrine; si la forme de l'exposition est leur propriété, elle constitue un symptôme irrécusable de décadence. L' Arilhméliipie théorique n'a été cultivée scieutiliquement chez les anciens qu'avec ra})|)areil géométrique euclidien, et comme travail de ce genre postérieur à notre ère. nous ne connaissons que l'opuscule des nombres polygones de Diophante, essai incontestablement malheureux.
En ce qui concerne l'Astronomie, la question de supériorité a été très vivement controversée entre Hipparqueet Ptolémée; mais elle ollre, pour le problème qui nous occupe, moins d'intérèl qu'on ne pourrait le penser tout d'abord ; l'Astronomie comporte en ellet deux sortes d'éléments, les uns empruntés à l'observation, les autres à la théorie; pour les premiers, l'astronome le plus récent a toujours l'avantage; Ptolémée a donc incontestablement réalisé des progrès sur Hipparque, de même que les Arabes en ont réalisé sur lui; la question à résoudre pourrait être de savoir si les uns ou les autres ont bien tiré des matériaux dont ils disposaient tout le parti possible; mais nous ne sommes encore capables d'v répondre sérieusement ni pour Hipparque, ni pour Ptolémée, ni pour les Arabes, et en tout cas la réponse n'aurait pas de portée réelle en ce qui concerne la Mathématique pure. Quanta la partie théorique du svstème de Ptolémée, on est d'accord pour reconnaître qu'elle appartient, comme fond, aux premiers Alexandrins ; la théorie des épicvcles et la Trigonométrie remontent à Apollonius et à Hipparque. Toutefois il reste nombre de points secondaires à éclaircir, et en tout cas une histoire réelle de la sphérique ancienne est à peu près entièrement à faire.
Pourl" Vlgèbreetla Géométrie supérieure! Diophante et Pappus), la question est au contraire particulièrement grave et passablement obscure; à la \érité, personne ne soutiendrait plus les paradoxes
(le lliiiilvcl ([lie |(' rii|»|)cl;iis loiil ;"i I luuiii', cl I (tii :i rciim eissez il'iiulices pour cire assure que les [irohlètnes Irailés |t:ir Dioplianlc lui sOQl en réalilé hieii anlérieurs: Pappus, d'aulr*- |)arl, nous a laissé un recueil précieux, mais ipii iicsl, eu lail, (pi'uuc conipilation de Iravaux renioiilauL pour la pluparl à une dale anléricuie à l'ère clirélicnui;. Ces deux couleuiporaïus paraissent ainsi avoir obéi au même rnouvenicul cpii, à leurépo(pii',aprcs la cliulcdu stoïcisme ofiiciel, ramenait les philosophes vers les sources antifpies, et donnait ainsi la passa<^ère illusion d'une renaissance bientôt condamnée à l'avortenient. Il n'en est pas moins vrai que le degré d'originalité de DiophariLe reste incertain, de même que le degré tle nouveauté de ses méthodes et de ses notations. Pour être résolues, les questions qu'il soulève réclament de longues discussions et avant tout la publication d'une édition critique de son Ouvrage. Je crois devoir d'autant plus préciser ainsi l'état actuel du problème, que mon opinion personnelle est mieux arrêtée sur le peu de valeur propre de Diophante, et que cette opinion a été plus favorablement accueillie jusqu'à présent, malgré le délaut de preuves pérenqotoircs.
Pour Pappus, nous possédons désormais ce c[ui manque pour Diophante, une bonne édition, celle de Hultsch ; mais il reste à l'étudier à fond, ce qui demandera des efforts soutenus et répétés, car la mine à exploiter sera difficilement épuisée. Les travaux de (jéométrie entre Apollonius et Pappus sont en fait très peu connus, et leur caractère s'apprécie aussi mal que leur importance; si, après les Coniques du géomètre de Perge, il n'est paru aucun Ouvrage (]ui soit devenu classique, le sort qui attendait ses successeurs a peut-être eu son niotil dans le déclin des études plutôt tpie dans l'imperfection de l'œuvre. D'un autre côté, il est certain que les traités classiques d'anaivse géométrique ont été l'objet, après leur rédaction, de travaux approfondis qui avaient au moins pour biil de faciliter l'étude des matières dont traitaient ces Ouvrages. I^es indications que Pappus donne sur ces travaux, les lemmes qu'il en a tirés, doivent être soigneusement examinés pour déterminer (pi(ds |)rogrès réels ont pu êlre réalisés.
10. Ainsi, des cinq branches cpie nous avons dislingui'es dans la Science, (\('\\\ soul à nieltre iuji's de com|)te; deux autres présentenl pniir Icm hisloirr des diCdcullés majeures (pu ix' pernid-
Iciil. |i;is (rcsiK'icr iiiic pioiiiplc soliilioii, cii (:<■ (|iii li's coiicciiic. (lu problème que j'ai |)Osé. lleureusemcnl, pour la (-iiupiiruif hraiiclic, il u'eti est f)as ainsi.
Pour la ( i(''0!ii(;Lrie élénienlaire eu eircl, eu r('i;ar(l de roMivic (l'iMielide, nous |)Osséilous le Cdinmenlairc sur I:' jireinier Li\r(\ écrit au v*^ siècle après .l.-C par Proclus, clief de l'Ecole d'AihèiK's. S'il esl possible de déinonlrer, par l'examen de ce comrucnlaire, qu'aucune idée nouvelle n'a él- émise sur les pi-incipes de la Science, depuis le premier siècle avant l'ère c lire lie une jusqu'à Proclus, la question sera trancliée pour la branche qui nous occupe, comme elle l'est, avons-nous diL, pour !" Viillimélique théorique, et il est clair que pour toute la période correspondante, il \ aura un motif suffisant de préjnger défavorablement ce (jui concerne les branches supérieures; alors que les cléments sont négligés, il n'est guère à penser que des progrès se réalisent plus haut.
Le Commentaire de Proclus peut être divisé en deux Parties bien distinctes : la première, après un double prologue consacré à des considérations générales, d'abord sur l'ensemble des Mathématiques, puis sur la Géométrie en parlicidier, traite des définilions^ des postulats et des axiomes; la seconde Partie commente les propositions du Livre J d'Euclide. Or j'ai déjà avancé à diverses reprises que Proclus avait enq^riinté à très peu près tout ce (pii est réellement mathématique dans son commentaire, pour la première partie à Geminus, auteur du i*"' siècle avant l'ère chrétienne, pour la seconde à Por|)hyre, qui, au lii'^ siècle après J.-C., avait commencé à écrire sur les propositions d'Euclide. Si cette double thèse était établie, il ne resterait qu'à constater, ce qui esl lacile, que le commentaire relatif aux propositions ne présente aucun intérêt réel au point de vue mathématique.
Hei berg (PA/Zo/o ^'7/.ç, XLTII, 2, p. 345) m'a objecté que j'estimais trop peu Proclus et que j'exagérais en le qualifiant de copiste infatigable. Nous avons cependant un témoignage bien connu depuis longtemps de la façon dont notre philosophe entendait la rédaction d'ouvrages mathématiques : c'est le Traité De la sphère de Proclus, c'est-à-dire une copie textuelle des chapitres IH, IV, XM et 11 de V Introduction aux plténomènes qui nous reste, précisément de ce Geminus si souvent cité dans la pieunèrc partir du Commentaire sur Euclide.
Mais je sul> le premier à reconnaître ([iic ce téaioignage n'ot
|)iis siillisanl |iour élHljlir scrleuscmenl lu conjecliirc que jai t'niise ; »|iiel est trailleurs l'inlérrl de ceUo conjecture, peut-être d'apparence assez insignifiante de prime abord, je crois l'avoir suffisainrnent montré; comment donc la di-^ciiler à fond? Il faut procéder à une analyse complète, à un examen circonstancié de l'Ouvrage de Proclus, et faire, en procédant suivant les règles de la critique, le départ entre ce qui peut lui appartenir et ce qu'il a dû emprunter à autrui. On reconnaîtra sans aucun doute que Proclus n'est pas simplement un copiste, que de longs développements sont bien de son propre cru; mais on s'apercevra également que son originalité ne s'exerce que sur les questions qu'il considère comme toucbanl la Philosophie, qu'en somme pour nous, elle n'a (pi'une conséquence Jàcheuse, c'est que ce qui nous intéresse vraiment, se trouve no\é dans un fatras ])seudo-philosophique dont nous n'avons que faire.
11. Le travail dont jindique le plan peut sembler devoir être fastidieux dans ses détails, surtout à cause de cet élément néoplatonicien introduit par Proclus dans les questions mathématiques, et qu'il s'agit décarter. Mais ce travail n'en est pas moins nécessaire, si l'on veut vraiment résoudre les problèmes posés ; d'ailleurs il offrira un attrait spécial qui suffirait à lui seul pour soutenir lattention.
Proclus est en fait la source capitale pour l'histoire de la Géométrie chez les Grecs; en excejjtant Pappus, c'est-à-dire la géométrie supérieure, on ne trouve en dehors de lui qu'un petit nombre de documents épars, qu'il serait absolument impossible de coordonner s'il nous manquait. Dès lors la question de savoir où il puise ses renseignements historiques est une des plus graves qui se présentent pour le critique.
Que Proclus n'ait connu par lui-même aucun Ouvrage géomé- Irique antérieur à Euclide, c'est un point unanimement concédé; mais qu'il n'ait pas même utilisé directement Vhistoire géométrique composée un peu avant Euclide par le disciple d'Aristote, l'Ludème de Pihodes, alors qu'il le cite assez fréquemment, je crois a voir été le premier à soutenir cette thèse (').Helberg(/or.r//.. p. 492),
(' ) Sur les fragments d'Eudème de Bltodes relatifs à l'histoire des Mat/iematiques {Annales de la Faculté des Lettres de Bordeaux. ilSS.!).
fil ht <l('cl;ii'iinl iii^iiHisaiiimciil loiidrc, rt'iiiarfjiu- lit'> iiisloinciil qu'elle dépend d'une queslion plus importanle, dil-il, mais troj» peu débattue, celle de savoir ce que les derniers siècles de l'antiquité possédaient encore de l'ensemble des écrits plus anciens.
La f^ravité de cette dernière question n'écbappera à personne; mais il est clair que, si elle touche la Philologie en général, elle ne peut être résolue que par des travaux spéciaux pour les dillérentes branches de la littérature. L'historien des Mathématiques n'a pas à se préoccuper de savoir au juste (|uels poètes, perdus pour nous, Proclus pouvait encore hre; il lui suilît de savoir, en thèse générale, que, dès le \" siècle de notre ère, des Ouvrages qui, cependani, avaient dû rester longtemps accessibles, étaient désormais introuvables; mais, ce point incontestable étant bien admis, il ne peut se dérober devant la tâche qui lui incombe, de discerner si Proclus a, en réalité, directement puisé à telle source antique.
La question ne peut être résolue autrement que [)ar l'élude approfondie du Coninienlaire sur Euclide ; c'est seulement après s'être familiarisé avec les procédés de Proclus qu'il est possible de juger quand il lait une citation de première ou de seconde main. Le problème se rattache d'ailleurs à ceux c[ue j'ai posés plus haut; car, à partir du moment où une œuvre aussi intéressante pour le mathématicien que celle d'Eudème a commencé à être négligée, où son autorité n'a plus été invoquée que sur la foi d'autrui, il est bien à présumer que la Science était déjà sur la pente de l'irrémédiable déclin; mais, en même temps, la question se transforme et s'élargit.
Il ne s'agit de rien moins, en fait, que de la tradition de l'histoire de la Géométrie chez les Grecs; comment et sur quels documents a-t-elle été composée à l'origine, avec quelle fidélité a-t-elle été transmise, quel degré de probabilité présente donc cliacune des données de cette histoire, voilà en effet quels problèmes soulèvera à chaque instant l'étude du Commentaire dû à Proclus. 11 est clair, par exemple, que tel texte, relatif aux temps avant Euclide, prendra une signification toute différente, suivant que l'on devra le considérer comme emprunté à Eudème, ou comme, au contraire, venant de Geu)inus; dans certains cas même, l'interprétation littérale pourra changer.
Le travail, ainsi conçu, ne pourra évidemment se borner à Proclus. quoique ce dernier doive toujours fournir, et de beaucoup.
la somiiic (le inalriiaiix la plus coiisidcialtlc. (hn' ce liavail soil (railleurs iiulis|iciisahlc cl tloivc précéder lout essai d'une liisloirc véritahle et réelle de la Géomélrie, il est à peine utile de le faire remarquer; il s'agit de Tapplicalion d'une des règles les plus élémentaires delà critique; cependant^ ce sujet n'a pas encore été traité d'une façon systématique, et, par suite, il est presque neuf. Sans doute, lorsque Bretsclineider (') a recueilli soigneusement les documents relatifs à la période préeuclidienne, si mal traitée dans Montucla, il lui a bien fallu discuter la valeur de chacun de ces documents; c'est bien aussi ce que lait aujourd'hui, plus com- })lètement et plus judicieusement, G.-J. Allman, qui a repris la lâche de Brelschneider (-). Mais l'examen critique a toujours porté, en thèse générale, plutôt sur les documents considérés en eux-mêmes, dans leur probabilité intrinsèque, que sur leur origine réelle et sur leur filiation. 11 y a là un point de \ue important, qui jusqu'à présent, a été trop négligé.
(') Die Géométrie uncl die Geometer vor Euklid, F^eipzig;. iS-o. (-) Greek Geometry front Thaïes to Eiiclid piiljliée dans V llernialhena (I>iil)lin, vol. lit, 1877; '^^ '8î^i; ^'' "" 1^'' '''^^i: "" "' '''^*^'')-
CHAPITRE
Proclus et Geminus.
1. On est aujourdliui d'accord pour reconnaître que les citations de Geminus, dans le Commentaire sur Euclide par Proclus, se rapportent à un seul et même Ouvrage, mais, comme Pioclus n'en a pas conservé le litre, il faul le chercher ailleurs.
M. Canlor a indiqué celui que donne Pappus (p. 1026) : IIspi Tr's 'wv |j.aOr,aaTwv Tâ;£c-)r, Sur le classement des sciences mathématiques, lilre qui convient parfailemenl à l'extrait de Geminus, très nettement déterminé, que renferme la première Partie du prologue de Proclus (p. 38, 1-42,8), ainsi qu'aux fragments (') conlenus dans la compilation (Anonvmi varice collectiones) publiée par Hultsch à la lin de son édition de Héron (p. 24^, 10-2495 1 2 j, ou encore aux scolies sur le Cliarmicle de Platon (p. 5i3, 52), fpii reproduisent, avec de précieuses variantes, deux de ces fragments (o et 9). 11 est, au contraire, bien difficile d'admettre le même titre pour la plupart des autres extraits faits par Proclus, pour ceux surtout qui entrent, sur la Géométrie en particulier, dans des détails tout à fait spéciaux.
Les autres historiens, depuis le xvi^ siècle, répétaient un titre qui paraît avoir été forgé par le premier traducteur de Proclus, Barocius (i56o) : Libri geometricarum enarrationum, et ils f)arlaient aussi de six Livres pour l'ensemble de l'Ouvrage, jusqu'à ce que Messelmann, en 1842 (p. 4-5), remarquât que le titre. admis ne reposait sur aucun texte, que, d'autre part, la donnée des six Livres devait provenir de ce qu'en effet Eutocius, au début de son commentaire sur Apollonius, cite Geminus in sexto malhemati-
(') En réalité, ces frasmenls sont anonymes et je crois, pour nna part, qu'ils proviennent directement d'Analolius, auteur du 111'' siècle, qui, lui-même, avait compilé Geminus, comme Proclus Ta fait pins tard. ,Ic discuterai ultérieurement la qnestidii.
idntiii i>iti'i('i>liiini(iii (Ihro ( ' ). iN'uis, |);ir' hi plus siii^uln'-rc iiiadvoiliiiicr, jNesseliiKiiin ;i|oiile (jiic le U^xlc <^rc(: (I'JmiIocuis osI, (Micoro inédit, et dès lors il n'ose appuyer une trailuction passa- Menifiii suspecle.
Le passage d'Eutocius, capital pour l'histoire des coniques, est bien connu et a souvent été invoqué; mais personne, que je sache, ne s'est encore avisé d'y relever le véritable titre de l'Ouvrage cité : 'Kv Tw iV.Tw -v^ç TÔiv i/.aOra^Twv Ostopta;, Throrif des Mal li(''in((tùjiii's [Li\-re \ I ), qui cadre ceperidaiil si parlaitement avec tous les extraits do cet Ouvrage, et qui, d'autre part, convient très bien à l'époque de (jcniiuus.
Le titre que donne Pappus doit être regardé comme désignant spécialement une partie de l'Ouvrage, sans doute le premier Livre; si d'ailleurs le sixième traitait des coniques, ce n'était pas le dernier, j)uis(jtie Proclus nous a conservé des détails sur d'autres courbes qui ne devaient venir f[u'après ; si enlin (jeminus avait terminé son œuvre, et parlé des autres branches des Mathématiques avec autant de développements que de la Géométrie, le nombre des Livres devait certainement être considérable.
Le titre de l'Ouvrage en indique suffisamment l'objet; c'était un tableau d'ensemble de la Science, tableau méthodique et raisonné, où les détails historiques ne figuraient qu'accessoirement; mais si cette sorte d'encyclopédie mathématique nous était parvenue tout entière, elle n'en serait pas moins pour nous, même au point de vue histori(|ue, d'un prix inestimable, puiscjue, écrit*; \ers la fin de la période gréco-alexandrine. elle nous renseignerait de la façon la plus [)récise sur l'état exact de la Science à ce moment dt'cisif (['011 semble dater son déclin.
^. r^a conq)araison des di\eises sources juclnpiées plus haut pour la |)artie de lOuvrage de Geminus relative au classement (les .Mathéniati(|ues (-) nous jnontre (|ue, lualhcureusement, aucune de ces sources ne peut être regardée comme reproduisant
(') Tr.'nliiclion de (lonimaiidin (i566), conservée dans l'cdiLion grceo-laline de Ilalley, p. ij.
(-) XotamniciiL lr ra|i|)rci(liciiieiil des IVa;;iiienls <), 10 des ]'(iriœ Collecliones avec Prorliis. p. '|0. .< (|.
t;\a(i(Miicnl le texte oii'^iniil ; si iiolainnioiiL I*rocliis paiail bien, en llièse générale, consei\cr les expressions de (ieininiis, il Tahrège singulièrement, il l'analvse pliilot qu'il ne le copie réellcnienl; il laut donc nous contenter, en tous cas, de rechercher dans les extraits de Proclus plutôt le sens général des fragments de l'Ouvrage perdu que le texte exact de ces fragments.
Mais comment les discerner avec quelque précision dans l'enscnil)le du commentaire, alors que les vingt citations do Geminus {[ue l'on Y rencontre auraient évidemment pu être beaucoiq) ])liis Iréquentes encore, alors surtout que Proclus cite aussi tant d'autres auteurs dont on peut supposer qu'il possédait des écrits perdus pour nous?
Pour répondre à cette question, il convient tout d'abord que nous analysions rapidement le commentaire de Proclus, et que nous précisions la façon dont il l'a composé, les éléments qu'il v a mis en œuvre.
]1 caractérise assez j^ien lui-même sa méthode en deux endroits. Dans l'un, au début de la seconde Partie du Prologue (p. 48), il nous dit que, d'une part, il prend Platon pour guide, (jue de l'autre il choisit dans les écrits d'autres auteurs ce qui lui paraît convenir à son sujet.
Au commencement du commentaire sur les propositions (p. 200), il annonce qu'il va choisir ce qu'il y a de plus intéressant dans les travaux antérieurs, en évitant leur prolixité excessive, car, dit-il ailleurs (p. 84); « nous sommes rebattus de petits lemmes et de cas diflerenls )>.
On doit donc, en thèse générale, distinguer deux sortes d'écrits dont Proclus s'est servi ou a pu se servir : d'une part, ceux d'un caractèi'e théorique général, qu'il a compulsés pour son Prologue et le commentaire sur les définitions, les postulats et les axiomes, groupe dans lequel rentre l'Ouvrage de Geminus; d'autre part, les travaux spéciaux, utilisés pour les propositions, et dont le plus récent est le commentaire de Porphvre-Pappus. J'expliquerai un peu plus loin pourquoi je réunis ici ces deux noms.
La personnalité de Proclus n'apparaît guère en fait que dans le cas où il peut faire intervenir le nom de Platon ou bien celui d'Aristote, dont il ne semble au reste posséder que les mêmes Ouvrages que nous avons encore; alors, il se sent à l'aise et l'on peut
dire que c'est réellement lui qui parle, en inicrprélant les vieux maîtres à sa façon. C'est naturellement surtout dans le Prologue qu'il peut agir de la sorte, quoiqu'il ne se fasse pas faute de revenir ailleurs, parfois bien liors de propos, au divin Platon ou au surhumain ( oaiuLo'vio;) Aristote. ^lais enfin, il laut bien s'occuper de Matlu'mali(|ues ou fournir des renseignements historiques; dès lors Proclus n est guère qu Un écho plus ou moins hdèle d'auteurs comme Geminus pour les premières parties de son commentaire, comme Pappus pour la dernière.
3. Ainsi, exposons le plan du Prologue: Proclus commence par dire quel est, dans la théorie platonicienne des Idées, le rôle caj)ital des Mathématiques; il disserte sur les principes communs à leurs diverses branches, principes rpii, d'après lui, doivent fournir le sujet d'une Science générale; il recheixhe quelle faculté constitue le critérium en Mathématiques, et essave de déterminer le caractère idéal et apriorique des objets de la Science. Puis vient l'éloge de celle-ci, la preuve de son ulililé pour la Philosophie, la Théologie, la Physique, la Politique, l'Ethique, etc., et en même temps, la réfutation de l'opinion de ceux qui ne considèrent que l'utilité pratique; de là, après une conclusion générale, il passe à l'exposé de la division classique de la Mathématique suivant les Pythagoriciens ('), puis à la division adoptée en dehors de leur école ; c'est ce dernier morceau qui est emprunté à Geminus, nommément cité. Quelques pages sur l'unité de la Mathématique, d'après Platon, et sur l'origine de son nom terminent la première Partie du Prologue (p. /\n).
La seconde s'ouvre par l'attribution à la Géométrie du rang suivant immédiatement celui de l'Arithmétique; puis Proclus se demande quelle est la nature de son objet; appartient-il au sensible ou à l'intelligible? La discussion, longuement poursuivie, conclut en faveur de l'intelligible, identifié d'ailleurs avec l'indivisible, contre l'opinion de Porphyre dans ses Ilj|j.;j.i/.'ra, MiHanges, Ouvrage perdu, mais que Proclus devait posséder et dont provient peut-être aussi une autre citation de Porphyre (p. 255, i\). Le
(') Arithmi;lif(uc, Musique, Géomi-lrie el Sphérique. Celle division se relrouvc partout, en particulier au début de Vlntioduclioa arithmétique de Nicomaque.
caractère Je la science j^éuinélrique est ensuite spécifié avec un peu plus de précision, et Proclus cherche à la distinguer nettement des autres, tout en accusant les rapports qu'elle a avec l'Arithmétique; mais bientôt il rentre dans de vagues considérations générales, que suit un éloge de la Géométrie au point de vue de l'utilité pratique; nous v rencontrons les anecdotes bien connues sur la trirème qu'Archimède fait mouvoir par la force d'un seul homme, et sur la solution du problème de l'alliage de la couronne.
Vient ensuite un morceau capital, emprunté tout entier: le résumé de l'histoire de la Géométrie jusqu'à Euclide, suivi de détails particuliers sur ce dernier. Empruntées aussi sont les observations qui suivent sur la signification des mots élément et élémentaire d'une part, de l'autre sur la diflerence entre les théorèmes et les problèmes, car ces observations citent une série d'auteurs anciens, de Méneehme à Posidonius, que Proclus ne possède certainement pas tous. Au contraire, la dislincllon, intercalée entre ces observations, des trois genres de principes en Géométrie : hypothèses (définitions), postulats et axiomes, distinction faite suivant les principes d'Aristote et en opposition à la terminologie bien connue de l'école stoïcienne, ne doit pas dériver d'un auteur déterminé; la fin du Prologue, sur l'objet du premier Livre d'Eucllde et sa division logique en trois parties, se trouve dans le même cas.
•i. Il suffit de parcourir cette analvse du Prologue pour reconnaître combien la distinction des morceaux empruntés y est en réalité facile; qui, dès lors, prendra la peine d'étudier ce Prologue et de se pénétrer des particularités du style de Proclus, arrivei'a sans grand'peine à faire, avec une exactitude suffisante, la même distinction dans le corps du commentaire; au sujet de celui-ci, il suffit de dire, pour toute analyse sommaire, que l'ordre du texte d'Euclide y est ponctuellement suivi, sans que cet ordre exclue au reste les digressions les plus capricieuses. Mais, si les morceaux empruntés sont facilement reconnaissables, il n'en reste pas moins à déterminer leur provenance réelle : à côté de Geminus et de Pappus, n'y a-t il pas d'autres sources? parmi les autres auteurs que cite Proclus, n'en est-il pas dont il pouvait avoir également les Ouvrages à sa disposition?
Pour l'iiiniiior. en tout cas, ceux qnil ne lonnaîl ([iic de seconde main, on peut laire usage d un ( rilriiuin reposant sur l'emploi qu'il fail de la locution oî Trspt.
On admet d'ordinaire que, par exemple : oî ~zç,\ IlocEiooiviov (mot à mot : ceux autour de Posidonius) signifie tout simplement : Posidonius, au moins s'il s'agit d'une citation. C'est une opinion certainement ti'ès commode, mais qui n'est ni prouvée, ni probable (').
Si Posidonius était un personnage d'un roman d'aventures, comme en faisaient les Grecs du temps de Proclus, la locution dont il s'agit n'aurait jamais signifié Posidonius tout seul, mais Posidonius et son ou ses compagnons. Elle équivaudrait à la locution française : nos héros, pouvant d'ailleurs, j'insiste sur ce point, s'appliquer à deux personnages seulement; les exemples en sont faciles à trouver. Que dans Proclus, qui a des prétentions de stvle indiscutables, cette locution, relativement rare d'ailleurs, n'ait pas une signification spéciale, c'est ce qui me paraît absolument inadmissible.
On pourrait penser qu'elle veut dire dans l'exemple choisi : Posidonius et ceux qui partagent la même opinion ; mais, comme nous la retrouvons plusieurs fois pour des démonstrations géométriques, elle ne peut signifier que : Posidonius et ceux qui reproduisent ce qu'il a dit. Or, si Proclus a vu le texte même de l'auteur original, la mention des autres est inexplicable, du moment où elle n'est pas une habitude constante ; si, au contraire, il ne connaît le premier que de seconde main, il est naturel qu'il emploie parfois cette locution, sans qu'il soit nécessaire qu il le fasse toujours. D'après l'analogie avec l'usage des romanciers grecs, la seconde main peut d'ailleurs être unique, et ce doit même être là le cas général.
(') Il est incontestable qu'en thèse générale on ne peut conclure de la manier'dont tel auteur emploie cette locution à celle dont tel autre l'emploiera; des écrivains de la décadence ont pu s'en servir peut-être sans y attacher une signification particulière; mais que le plus suspect à cet égard l'ait fait réellement, il sera toujours permis d'en douter. Je me contente de citer un passage de Diogénc Laërce (VII, i^3) : « Le Soleil est un feu pur, comme le dit Posidonius au Livre XVII des Corps célestes; plus grand que la Terre, comme il le dit au Livre XVI du Discours pliysiqiie ; et aussi de forme sphériquf^, crirnme le disent oi Ttspl le même. »
Ainsi, la locnlion en ([ucstion doil si^niHcr clans Proclns (juil emprunte la cilalion; il lui clait inutile de s'exj)liquer davantage puisque, en général, il nous est encore facile, comme on va le voir, de reconnaître l'intermédiaire.
o. L'application de ce critérium nous ])ermet d'éliminer de la liste des auteurs que l'roclus a dû utiliser directement:
i" Eudème(p. 419)1 riiistorien des Mathématiques-, toutes les données qui doivent originairement provenir de lui ont donc été fournies à Proclus, soit par Geminus, soit par Porphyre-Pappus, suivant la place qu'elles occupent;
2" Speusippe(p. 77 et 78), Ménechme (p. 78 et 254), Ampliinome (p. 77 et 254), Zénodote (p. 80), Posidonius (p. 80), citalions qui, à n'en pas douter, viennent de Geminus ;
3" Apollonius (p. 100); les citations en proviennent soit de Geminus, soit de Pappus;
4° Philon (p. 266). Nous rencontrons encore (p. 3o5) un Philippe, cité d'après Héron, au sujet de l'énoncé d'un théorème; la citation de Philon rend très vraisemblable que, dans ce second cas, c'est encore de lui qu'il s'agit, et qu'au nom du disciple de Platon il faut substituer celui du mécanicien de Byzance, que ses travaux et l'époque de sa vie rapprochent naturellement de Héron.
5" Héron lui-même (p. Bsc) et 423). Il est à remarquer que son nom se trouve accolé une fois à celui de Porphvre, une autre à celui de Pappus. Il send^le bien dès lors que la locution : oî ttîoI 'Hpojva xat nâTTTrov, par exemple, doive signifier : Héron dans Pappus. L'origine de son emploi est facile à reconnaître; après avoir écrit tout d'abord : 01 TVEpi "Hpwva, Proclus aura pensé qu'il n'indiquait pas suffisamment sa véritable source; il aura dès lors naturellement ajouté : xal QaTiTrov.
L'application du critérium indiqué nous donne ainsi des résultats très rationnels; elle n'exclut guère en effet que les auteurs les plus anciens et, en général, ceux dont l'utilisation directe par Pi'oclus peut, à tous autres égards, soulever le plus de doutes ; mais, que cette application soit absolument justifiée dans chaque cas particulier, cela ne peut être établi que par des discussions de détail; je n'ai pas à les aborder pour le moment, car, en fait, je ne propose qu'à titre provisoire le critérium en question.
J'ai idcnlidé les conimcnlaircs de Porpli\re cl de Pappns; il est temps de m'espliquer à cet égard.
L'existence du premier de ces commonlaircs sur l-ticlide n'est à supposer que d'après le cai'aclère des citations faites par Proclus ; l'existence du commcnlaire de l^appiis est, au contraire, amplement attestée, et nous savons qu'il s'élcndait au moins juscpiau Livre X des Eléments (' ); d'autre p;u-t, on sait ([uc Paj)pus a repris et continué des commentaires de Porphyre sur Plolémée (la Sviilaxe et les Ila/'moniques); il semble donc avoir recueilli son héritage mathématique, et aussi bien le commentaire sur Euclide. Il importe peu dès lors que, dans les sources de Proclus, le tra\ail de Porphyre se soit trouvé juxta|)Osc à celui de Papj)us, ou bien (pie ce dernier ait entièrement refondu l'œuvre de son maître, tout en en mentionnant religieusement le nom, pour ce (ju'il conscr\ait âr. particulièrement intéressant.
6. Comme écrits que Proclus a pu utiliser directement, en deiiorsde ces derniers commentaires et de l'Ouvrage de Gemimis, on doit, au contraire, faire entrer en ligne de compte :
A. Naturellement, tous ceux qui subsistent aujourd'hui, en y comprenant notamment l'opuscule Su/' les isopérinièlres dc'Ldnodore (p. iG5), publié par llultsch dans son édition de Pappus. 11 est inutile d'énumérer les autres mathématiciens; mais il est à noter que, comme pliilosophes, dans cette catégorie, en dehors de Platon et d'Aristole, nous ne rencontrons que Plotin (j). 21), pour une citation unique, relative à l'utilité des Mathématiques pour les jeunes gens 5 cette citation de\ait au reste être un lieu commun de l'Ecole, car nous la retrouvons dans les commentaires d'Asclépios et de Philopon sur Nicomaque.
B. Comme ouvrages perdus, en dehors de celui de Por|)hyre déjà mentionné :
i" Un groupe mal défini, sans intérêt mathématique, représentant la tradition pythagoricienne dans son côté mystique, depuis
(') Voir llf.innric, Slitdicii uhcr KiiUid, [>rip/,is;, Tfiilinrr, 18S:?, p. tfi.'i.
Pliilolaos jusqu'à Théodore d'Aslné (?) (p. i3(j), et comprenant (les écrits plus ou moins apocryphes comme TupoçÀoyoç de Pvthagore, les Oracles (Xo'yia), et les vers orphiques (p. i. ">;")). Il est facile de constater le peu de valeur ({u'ofifrent en général ces sources pythagoriciennes, <|u'il faut d'ailleurs bien distinguer de la tradition niaihématiquc relative à li^^cole, telle qu'elle a étc- conservée d'a[)rcs Eudème; il suffira de diie que notre commentateur y retrouve, donnée comme antérieure à Platon, la célèbre doctrine que toute connaissance n'est que réminiscence;
2" Un travail spécial du maître de Proclus, Syrianus (tw v;;y.£T£p(o xot6viY£[Aovi, p. 199), sur la question de savoir si l'angle rentre dans la catégorie de quantité ou dans celle de qualité; Proclus en a extrait la plus grande partie de son commentaire sur la définition de l'angle (p. lar, 12 a ly.G). Syrianus, à son tour, avait cité son propre maître Plutarque et le mécanicien Carpos d'Antioche, ainsi qu'Apollonius et enfin Eudème de Rhodes pour un Livre écrit Sur C angle. La citation d'Apollonius pouvait indifféremment provenir soit de Geminus, soit de Carpos, mais celle d'Eudème est plutôt à attribuer à ce dernier, car Geminus ne semble guère avoir, pour son compte, traité la question de Syrianus. Ainsi, la donnée relative à Eudème serait ici chez Proclus de troisième ou ([ualrième main, et aurait passé par des intermédiaires qui ne nous olfrent que d'insuffisantes garanties. Il est donc permis de se demander si le prétendu Livre sur l'angle ne serait pas simplement un de ceux de V Histoire géométrique, écrite par ordre de matières, suivant l'usage de l'Ecole d'Aristote, et comme le laissent supposer les rares indices que nous avons à son sujet;
3" Le Traité astrologique du même Carpos d'Antioche (p. 24 i). Cet auteur y aurait, semble-t-il, attaqué Geminus sur la distinction des théorèmes et des problèmes. On pourrait ici croire à une citation empruntée à Pappus, qui a tiré, probablement de ce même ouvrage, un renseignement pour sa Collection mathématique (p. 102G); mais cette citation serait assez peu digne de lui.
Quant à celle d'Eratosthène (p. 43), elle est probablement de seconde main, sans qu'il y ait grand intérêt à rechercher l'intermédiaire. La proposition citée, que la proportion (géométrique) est le lien des Mathématiques, se trouvait de fait dans le IlXa-wvt>toç d'Eralosthène, et on la retrouve dans les extraits assez étendus
qu'en a Aiils Tliûoii de Suivinc {Mus., 3o, 3i). IVIais, au lieu d'èlre énoncée comme appartenant en propre à l'auteur, elle était seulement supposée possible chez Platon, dans une interprétation proposée pour un passage bien connu de VEpinoinide (991,6). Si Proclus avait réellement lu l'ouvrage d'Eratosthcne, au lieu de n'en connaître qu'une citalion imparfaite, il aurait sans doute tout autrement mené sa réfutation.
Enfin, pour la mention d'Enéc d'Hiérapolis (p. 061 ), auteur d'un abrégé des Eléments, l'incertitude est complète, d'autant que l'on ne possède aucune donnée sur l'époque de la vie de ce géomètre.
7. Pour l'ensemble des autres écrivains cités dans Proclus, ou bien la présence de leurs noms dans des passages qui proviennent clairement, soit de Gcminus, soit de Porplivre-Pappus, ou bien une analogie suffisante, atteste que les citations sont de seconde main. La seule difficulté peut être de savoir à laquelle des deux sources principales elles doivent être rapportées.
Cette difficulté n'existe guère en réalité que pour la partie du commentaire qui traite des postulats et axiomes; Pappus y apparaît déjà, tandis que Geminus y est cité jusqu'à sept fois. Tous deux ont également pu parler d'Apollonius et aussi de Héron d'Alexandrie. Ainsi on peut rapporter à Geminus la première citation d'Apollonius (p. i83), à Pappus la seconde (p. 194)? quoiqu'elles concernent toutes deux le même point; mais la reproduction in extenso de la démonstration semble plutôt appartenir à un commentaire. Quant à Héron, je crois moins que Geminus ait utilisé ses travaux de Géométrie, car on ne retrouve dans le commentaire sur les définitions aucune de celles qui appartiennent en propre à Héron et qui sont pourtant assez caractéristiques (').
Ce commentaire sur les définitions est en tout cas la partie où Proclus a le plus suivi Geminus, comme l'attestent et la phrase qui le termine et les autres citations qui s'v trouvent (-). Sur les propositions, Proclus ne pouvait plus naturellement prendre
(') J'entends relies "{u'un rencontre dans les Eliraywvat twv y£W|ji£Tpou[A£vwv (p. 4^-4'' "^'c l'édition de Iliillsch), et qui seules présentent un caractère sérieux d'authenticité.
{') Pour celte partie de son commentaire, Proclus ne parait guère avoir utilisé, en dehors de Geminus, que la tradition mystique pythagoricienne et le travail précité de Syriantis.
(iciiiiiiiis jxiiir i;iii(Jc; crpeinUiiil , il ne perd pas l'occasion de lapneler ce qu il lui a déjà einpninlé ou de tirer de lui quelque nouvelle reinarqiio; son nom reparaît donc encore cinq fois, et il faut aussi lui attribuer la mention d'un certain nombre d'auteurs pour des questions que J^'oclus n'a jîu trouver que clic/, lui.
Cette circonstance soulève un doute pour ce qui concerne la polémique de Posidonius contre les l'q)Icuricns et particulièrement ct)ntre Zenon de Sidon, j)olémique dont il est parlé dans le commentaire sur les propositions; car, malgré les rapports entre Geminus et Posidonius, rien n'obligeait sérieusement le premier à parler de cette polémique, tandis que les premiers commentateurs d'Euclide ont pu croire intéressant de la rappeler.
Pour les autres mentions, la distinction est facile à faire. De Geminus directement proviennent, outre celles déjà indiquées, les citations de :
i" Xénocratc (p. 2-9), d'après une tradition déjà passablement altérée-,
2" Eralostliène (p. 11 i), au sujet de Méneclime. Cette citation est empruntée évidemment à la lettre à Ptolémée, que nous a conservée Eutocius; delà même source dès lors, et non pas d'Eudème, doit provenir la donnée sur Ilippocrate de Cliios(p. 21 3), comme ])rcmier inventeur de la métliodc apagogique;
3" Tli(''odore le mathématicien (de Soles) (p. i 10) ;
4"" llippias, Persée et INicomède.
Au travail de Porplivre-Pappus doivent au contraire se rapporter, en deliors des extraits de Ménélaos et de Ptolémée, les données historiques que renferme le commentaire sur les propositions et (pii sont empruntées à Eudème sur Thaïes, OEnopidc et les Pvthagoricicns. Quant au renseignement sur les rapports entre Platon et Léodamas, l'origine en est moins assurée, car nous le retrouvons aussi dans Diogène Laërce.
J'arrête ici cette analvse du commentaire de Proclus, au point de vue des sources qu'il a utilisées, et en particulier de l'Ouvrage de Geminus; mais je dois répéter en thèse générale ce que j'ai déjà dit pour un point particulier : c'est que les résultats de cette analyse ne peuvent jusqu'à ])résent être proposés qu'à litre provisoire, et que la discussion définitive doit suivre l'examen approfondi des fragments historiques conservés par Proclus.
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CHAPITRE II
Sur l'époque où vivait Geminus.
1. F. Blasa (Dissertatio de Gemi/w ni Posi'donio, Klel, i883) a récemment émis, sur l'époque où vivait Geminus, une opinion qui, si elle était vraie, pourrait changer singulièrement les conclusions à tirer des fragments conservés par Proclus; qui, en tout cas, ne permettrait plus de dater au moins de l'ère chrétienne le commencement de la décadence des études géométriques.
D'après F. Blass, l'Introduction aux Phénomènes (ElGOL'[w(r\ sU Tct csaivôuLEva) de Geminus ne serait qu'un extrait de TOuvragc de Posidonius ITïpl -^fzuoùwv ; les données que renferme V Introduction, et qui semblent permettre d'en déterminer la date, ne seraient valables que pour le Traité originaire.
Le titre primitif de Vlntroduction aurait d'ailleurs été : Fcaîvo'j l/. Twv IIoTsiowvtcu M£TcOjpo)vOYixwv l;r^Yr,'7iç Ttov oatvo;7.£vojv.
D'après l'opinion actuelle, on ne pourrait regarder Geminus que comme un simple plagiaire, car il donne exactement les mêmes preuves, etc., que Posidonius, ce que nous pouvons contrcMer par Cléomède, qui certainement utilisait les écrits du philosophe d'Apamée. On ne peut supposer qu'un élève de ce dernier ait commis un tel plagiat, alors que son maître vivait encore.
Enfin le nom latin de Geminus prouverait qu'on ne peut le placer dans la première moitié du siècle avant l'ère chrétienne. Toutefois il a vécu avant Alexandre d'Aphrodisias (fm du II* siècle après J.-C. ), qui l'a cité.
2. Il est facile de reconnaître que ces arguments sont inconsistants. Le seul véritablement spécieux est le dernier, d'autant que l'on ne peut guère soutenir l'explication donnée jusqu'à présent pour ce nom, incontestablement romain, porté par un auteur grec à l'époque présumée; Geminus n'est pas un nom de gens qui ait pu être donné à un affranchi.
H \ a là un problème historique assez obscur ; ce nom indique-
;jo
l-il n'cllcmenl que noire auleui'ail, <H('; cilo^cii romain, alors ([uil écrit assez purement le ^n'cc pour que sa nationalité liellène ne puisse guère être révoquée en cloute? Comment aura-t-il pu acquérir ce droit de cité romaine? Mais, en fait, nous n'avons pas besoin de résoudre ce problème; il nous suffit qu'il existe, avec plus de singularités encore (' ), pour le géographe Strabon, qui, lui aussi, porte unsurnom romain, mais est foncièrement grec, aumoins d'éducation. Nous allons voir en eflet que l'on peut parfaitement admettre, avec les données sur la date de l'Introduction, que Geminus ait été contemporain de Strabon, c'est-à-dire ait vécu dans la seconde moitié du siècle avant l'ère chrétienne, plutôtque dans la première.
Geminus (éd. Ilalma, p. 43) dit que c'est une erreur des Grecs que de regarder la fcte égy])tienne d'Isis comme coïncidant avec la date du solstice d'hiver d'après Eudoxe, mais il ajoute que celle coïncidence avait eu lieu en fait 120 ans avant lui. Or la fête d'Isis durait du 17 au 20 atliyr de l'année vague égyptienne de 365 jours, dont les époques sont bien connues, puisque c'est celle dont se sert Ptolémée. Le solstice d'hiver d'après Eudoxe n'est pas aussi bien déterminé, mais on peut regarder la date donnée par Boeckh (28 décembre de l'année julienne proleptique) comme exacte à un ou deux jours près. Suivant le jour de la fête d'Isis que l'on voudra faire coïncider avec la date de Boeckh, on trouvera une des seize années de 85 à "^o avant J.-C. (-). En conséquence, on indique d'ordinaire les quatre dernières années de cet intervalle comme correspondant à l'époque de la rédaction de V Introduction aux phénomènes.
Mais cette conclusion suppose une précision qui n'existe pas en réalité dans la pensée de Geminus. Si on lit attentivement tout le long passage, d'ailleurs très clair, où il explique comment se dé- [)lacent les dates de l'année vague par rapport au solstice, on re-
(') Strabon parle souvent de la famille de sa mère, qui était une des plus nobles de l'Asie ÎSfineure; on n'a aucun indice sur son père. On peut encore citer, comme du même temps à peu près, le père de l'apotre saint Paul, juif de Tarse et citoyen romain.
(') Si Geminus, ce que je crois d'ailleurs douteux, comme je le dirai, écrivait à Rome et pour les lîomains, il faudrait peut-être augmenter de quatre ans cet intervalle, car à Rome la fête d'Isis parait avoir duré cinq joui's.
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connaîtra i\nc le tliifTre do l'.o n'ost nullenienl donni- par lui d'après un Irmoignai;»^ clironoloi;ifpic, qu'il est au conlraire ('Onclu de ce que, au moment où il écrit, il y a un intervalle d'un mois entier entre les fêtes d'Isis et le solstice d'hiver, et qu'à raison de 3o jours au mois et de 4 ans pour le déplacement d'un jour, il V a donc au moins 120 ans que la coïncidence a eu lieu.
Or, qu'en parlant d'un mois entier il parle en nombres ronds, et en indiquant un minimum, c'est ce qui ressort nettement de ce qu'il dit ensuite :
« Après 4 aus, il y a eu une difTérence d'un jour, différence insensible pour les saisons de l'année; après 4o ans, la différence a été de 10 jours, ce qui n'est pas encore sensible. Mais maintenant qu'il y a une différence d'un mois pour 120 ans, il faut un excès d'ignorance pour continuer à regarder la fête égyptienne d'Isis comme tombant au solstice d'Eudoxe. »
Ainsi Geminus s'en rapporte simplement à une constatation facile pour tous ceux qui pouvaient voir célébrer la fête d'Isis, au fait qu'il y avait au moins un mois entier de cette fête au solstice d'hiver; la différence en plus n'allait sans doute pas à un demimois; mais, d'après le texte même, il admet implicitement qu'elle pouvait être de 10 jours.
Nous devons donc conclure qu'en tout cas Geminus écrivait son Introduction après -o avant J.-C. , et que peut-être il ne l'écrivait pas avant l'an 3o. Dans ce dernier cas, si l'Ouvrage est d'ailleurs de sa jeunesse, ce qui n'a rien d'impossible, il aurait à peine été plus âgé que Strabon, et il n'aurait pas été en fait l'élève de Posidonius.
Ce dernier point est le seul c[u'on puisse, ce semble, concéder à F. Blass. Mais les raisons qu'il met en avant pour le rendre probable, n'en sont pas yjour cela meilleures, ainsi que nous allons le voir.
3. Les motifs qu'on a eus pour mettre Geminus en rapport avec Posidonius sont fondés sur deux conjectures insuffisamment assurées, et sur un fait qui n'est nullement péremptoire.
Les conjectures étaientrelatives à l'époque de la vie de Geminus, rpii coïncidait avec celle où Posidonius professait à Rhodes, et au lieu de naissance de l'auteur de V Introduction qu'on plaçait pré-
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cisémenl à Piliodes, iiniqucinent jiarcc qiu; ses délerniinalions aslronomi<jues se rapporlcnl en llièse i;énérale à l'horizon de celle ville. Mais cela signifie seulenienl qu'il utilise les nombres donnés par Hipparque.
Le fait consiste en ce que Geminus avait écrit une Exégèse abrégée des Météorologiques de Posidonius. A tout le moins, Simplicius (vi* siècle après J.-C), dans son Commentaire sur la Physique d'^Aristote {éd. Diels, p. 291-292), donne un long fragment de Geminus qu'il emprunte à Alexandre d'Aplirodisias (' ), et que ce dernier avait exlrails>c t^ç &v.i-uoij.rfi xwv notrEioojviou Msxswpo/oytxwv £;r,Y-/](j£to(;, titre qui donne lieu à controverse.
Le sens que j'ai admis, et qui me paraît le plus naturel, suppose qu'lTriTOfx^ç correspond à un adjectif et doit par suite être lu £7riTojy.ou. L'interj)rélation ancienne est que Geminus aurait fait un Abrégé d'un Ouvrage de Posidonius, intitulé Exégèse des Météorologiques. Boeckli a montré que cette interprétation est insoutenable, et il a admis que Geminus avait composé d'abord une Exégèse des Météorologiques de Posidonius, puis un abrégé de cette exégèse; dans cette hypothèse, il conviendrait d'introduire dans le texte l'article x^ç avant twv, comme l'a indiqué Diels. Enfin Blass a forgé, d'après ce texte, le titre qu'il propose comme ayant été remplacé par celui d'Introduction aux Phénomènes pour l'Ouvrage qui nous reste de Geminus.
Deux points doivent être, en tout état de cause, mis hors de doute : c'est que, d'une part, Geminus avait, dans le Traité cilé par Simplicius, fait autre chose qu'abréger purement et simplement l^osidonius, que d'un autre côté il s'y occupait de Météorologie, au sens actuel du mot, tandis que l'Ouvrage qui nous reste ne traite que de Cosmographie. En effet, on ne peut rapporter qu'au premier des deux écrits une citation que fait Alexandre d'Aphrodisias dans son Commentaire sur les Météorologiques d^Aristote (p. 1 18 ); après avoir rapporté l'explication de l'arc-en-ciel par Posidonius, il donne une preuve avancée par Geminus et yElius (2)
(') Simplicius ne connall pas aiilrcment Touvrape en queslion.
(-) O't TTEf/l réfjLtvov -/ai AiXtov. Qui peut être cet /Elius? Le texte n'est certainement pas assuré; peut-être donnait-il un second nom porté par Geminus, suivant l'usage romain. — La preuve semble avoir mal été comprise par Alexandre d'Aphro-
pour montrer que ce pliciioinènc est une simple apparence due à une réll<'\ioii de la lumière.
4. Le long fragment conservé par Simpliclus |)ourrait faire illusion sur l'objet de l'Ouvrage de Geminus auquel il a été emprunté; ce fragment figurerait mieux en eflTet, ce semble, comme préambule à l'Introduction aux Phénomènes, que dans un Traité de Météorologie. Geminus y explique quels rôles différents jouent, dans l'étude des phénomènes célestes, V Astrologie d'une part, la Physique de l'autre; cette distinction, conforme aux principes d'Aristote, revient à peu près à celle que nous établirions entre l'Astronomie d'observation et de calcul d'un côté, et la Mécanique céleste de l'autre; ainsi, au sens ancien, les lois de Kepler appartiendraient à V Astrologie, la loi de Newton à la Physique. 11 est à penser qu'après ce préambule, Geminus arrivait à distinguer l'objet propre de la Météorologie, et à remarquer que son étude rentrait dans la Physique.
Cette marche, un peu singulière à nos yeux, s'explique mieux si l'on observe qu'à proprement parler, chez les anciens, ijLSTÉwpa désigne, non pas les météores (plutôt [/.cxâpsia"), mais bien les corps célestes (' ). Mais Aristote avait donné au terme de Météorologique un sens spécial, que Posidonius a \^\\ élargir (par exemple en y faisant rentrer la yàvùe physique àe. la science du ciel), qu'en tout cas il n'a pas essayé de transformer pour le mettre en rapport avec l'usage de la langue. Ainsi il avait écrit deux Ouvrages bien distincts, que Dlogène Laërce cite, l'un sous le titre Ilcpi p-STstôpwv, relatif aux corps célestes (-), l'autre McTîwpoXoytx-)] ctoi/eÎojgi; (^Eléments de Météorologie), traitant des mêmes sujets que l'Ouvrage
disias. Geminus, d'après lui, aurait affirmé que l'arc-cn-cici paraît se rapproclicr quand on marche vers lui, s'éloigner quand ou mareiie dans la direction opposée.
(' ) Comparez le titre de Cli-omède : K'jy.).iy.-^ Oôwpia (j-ETSd'jpwv ( Tliéorie circulaire des corps célestes ) .
(^) Dioc. L. II, i35. « Dans son Livre III Sur les corps célestes, Posidonius laisse subsister la surface (géométrique) à la fois pour l'intelligence et aussi en réalité (-/aO' ÛTcÔTTaoïv ) ». II, l'i'i : « Le Soleil est un feu pur, comme dit Posidonius dans son Livre W'II Sur les corps célestes ». Le paradoxe pliilosophique renfermé dans la premièi'c citation n"a rien d'étonnant d'après les doctrines stoïciennes. T. 5
d'AiMStolc ('). trestsurce second écrit de Posidonius (juc Cjcniiiuis a dû coinposci' le Iravail mentionné par Simplicitis; mais il est bien difficile de croire avec Blass que cet écrit ait traité des Phénomènes célestes (-), objet de Y InLrodaclion.
Le titre supposé par Blass pour ce dernier Ouvrage, d''E;viYvi'7i; TÔiv a-atvof/ivwvj est également inadmissible; car, pour les Grecs du lemj)s, il aurait signifié, non pas Explication, des Phénomènes célestes, mais bien Commentaire sur un Ouvrage portant le titre de Phénomènes ('), par exemple celui d'Aratus.
Au contraire, le titre actuel est tout à fait conforme aux habitudes de la langue grecque, h' Introduction est un manuel élémentaire, destiné aux étudiants dont l'éducation libérale doit comprendre au moins une teinture des sciences, utile également pour ceux qui veulent plus tard les approfondir. Des écrits de ce genre ontjoué un rôle d'autant plus considérable que les Ouvrages proprement scientifiques, même les plus élémentaires, étaient composés sous la forme décousue d'un ensemble de théorèmes détachés. Ainsi, pour l'Astronomie, les premiers Livres à étudier étaient, au temps de Geminus, ceux d'Autolycos de Pitane, les petits Traités qui nous restent d'Aristarque de Samos et d'Hypsiclès, les PJiénomènes d'Euclide, l'ancienne SpJiéricjue ( d'Eudoxe ? ) dont F. Hultsch a démontré l'exislence et qu'ont remplacée plus tard les écrits de Théodose deTripoli et de Ménélaos. Il étaitévidemmentau moins utile, pour s'intéresser à cette suite abstraite de déductions isolées, de commencer par lire préalablement une introduction comme celle de Geminus.
Il y a eu chez les Grecs des Introductions arithmétiques (H'icomaque), harmoniques (Ps. Euclide = Cléonide) et aussi géométriques (Nicomaque, II, 6, i, Iv tîi Y£wij.£Tpix^ £to-aY(07yi ) (''), pour les trois autres branches de la Mathématique, suivant la division pythagoricienne; il devait y en avoir encore mieux pour l'Astro-
(•) DioG. L. II, i38 : « Le monde est le système du ciel et de la terre, avec les objets naturels qu'ils renferment ». II, v.n : « Explication de l'arc-en-cicl ».
(') C'est là le sens constant de çaivôfxeva, proprement : l'ensemble des observalions astronomiques.
(^) Le seul Ouvrage qui nous reste d'Hipparque s'appelle précisément 'JTtTiâpyo-j Twv 'ApÔToy xal Eùoô^oy çaivofi-éviov £Ë-/iYiQffet!;.
(') Comp. aussi IIkuox. KtiaY'oyal twv -izu-)\^zxi^rjM\i.vn<Ti . cd. Ilultscli. p. //|.
lionne, et, diipiès le sens aven'' du mol /^/ic/io/iic/ics, le lilre de 1 ()iiviai;(' de (m'iihiuis ne doit soulever aucun scrupule.
o. J'arrive maiiilenanl à l'inpotlièsc fondamentale de Blass, que Geminus aurait copié dans Posidonius une donnée chronologique sans s'apercevoir qu'il fallait la modifier d'après l'intervalle de lemj)s écoulé depuis la rédaction de cette donnée.
Pour pouvoir supposer une pareille inadvertance, il faut admettre que Geminus était un simple copiste, et même un copiste assez inintelligent. S'il s'agissait de Cléomède, avec lequel Blass le met en parallèle, la question pourrait peut-être se poser sérieusement. Pour Geminus, il en est tout autrement.
La similitude de son Manuel cosmograpliique avec l'Ouvrage de Cléomède, du moment où cette similitude ne va pas jusqu'à des Identités de rédaction^ ne peut aucunement prouver que le premier de ces Traités aurait été extrait d'un Ouvrage de Posidonius, comme semble l'avoir été au moins la plus grande partie du second. Le l'onds de ce que renferment les écrits de Geminus et de Cléomède est en ellet bien antérieur à Posidonius, et la ressemblance de ces écrits ne dépasse pas d'autre part celle que présentent, de nos jours, deux Traités élémentaires de Cosmographie. Evidemment aucun des deux auteurs n'est original; mais il y a au moins cette dllïerence entre eux que les connaissances de seconde main qu'ils possèdent sont assez mal digérées chez l'un, bien coordonnées et élucidées chez l'autre. Le Traité de Geminus n'est certes pas parfait de tous points ; ce n'en est pas moins un des meilleurs écrits de l'antiquité, et nulle part il n'y commet une faute qui puisse le faire croire capable de tomber dans l'erreur supposée par Blass. Les autres fragments que l'on a de lui, dans Proclus, dans Simpllcius, dans Eutocius, nous le montrent partout comme un auteur exact et judicieux.
Je dirai plus : si, dans son Introduction aux Phénomènes, Geminus ne cite jamais Posidonius, il ne faut nullement en conclure qu'il cherche à déguiser un plagiat, mais bien plutôt qu'il n'estimait pas assez haut les travaux cosmographiques du philoso[)he d'Apamée pour s'appuyer sur leur autorité. C'est ainsi que, pour la dimension de la lerre, il s'en tient aux évaluations d'Eraloslhène et d'ILpparque, et ne mentionne ])as la malheureuse cor-
rcclion de I*osidoiiiiis ; c'est ainsi encore que, pour ra|)[)orlcr l'opinion que la zone lorride est habitable, il va la reclierelicr à sa source, dans Poljbe. Quant à ce qu'il dit de la fête d'Isis, il lui suffisait sans aucun doute des renseignements que lui donnait Eratostliène dans son Octaétéride, à laquelle il se réfère (*).
Posidonius, à la vérité, a eu, de son temps, une très grande réputation; par l'étendue de ses connaissances, par la variété de ses recherches, il a cherché, pourrait-on dire, à être l'Aristote du stoïcisme. Mais la postérité a su faire la différence; le monument élevé par le Stagirite subsiste presque entier; de Posidonius il ne nous reste guère que des fragments épars dans Slrabon et dans Gléomède, et le fait est que ces fragments ne lui font guère honneur.
Le plus considérable est le Chapitre I du Livre II de Gléomède, qu'il faut lui attribuer à peu près en entier, puisqu'il y est seul cité (au début), et que le style et la façon en tranchent assez singulièrement avec le reste de l'Ouvrage. Il s'agit de réfuter le paradoxe d'Epicure que, jjour les dimensions du Soleil^ il faut s'en tenir au témoignage immédiat de nos sens ; il est difficile d'imaginer avec quelle maladresse le stoïcien se tire d'une tâche aussi simple; il entasse les arguments sans s'inquiéter de leur valeur, les expose de la façon la plus diffuse et termine par des injures grossières à l'adresse d'Epicure (-).
Qui étudiera sérieusement cette singulière polémique, arrivera à cette conclusion que Posidonius était peut-être plus susceptible que Geminus de commettre l'erreur supposée par F. Blass. La conjecture formulée par ce dernier ne repose donc sur aucun fondement sérieux.
6. En résumé, on doit maintenir au i^'" siècle avant l'ère chrétienne l'époque de la vie de Geminus, sans qu'on puisse d'ailleurs,
(') Eraloslhèiie, dans les dix dcrniùrcs années de sa vie, a pu voir le solslice d'hiver tomber au temps de la fètc d'Isis,
(^) La reproduction dans Gléomède de ce curieux morceau est une preuve assurée qu'à l'époque où vivait ce dernier auteur, l'épicurisme était encore assez florissant. Letronne a donc certainement eu tort de le placer après le ii' siècle de l'ère chrétienne. ( Voir, au reste, à ce sujet, l'article de M. J. Bertrand dans le Bulletin des Sciences mathématiques, janvier i88'|, p. i8).
pour la ooinposilion do V Intrudaclion diix PhéiKiniciu^s, pi-c'-olscr une date, parexciiiplc l'anoo, aulreineiit (pie coiuine une moyenne enlre les possibilités exliènies.
Nous avons vu qu'on ignorait aussi, en réalité, si Geniinus avait suivi les leçons de Posidonius, et s'il connaissait Rhodes autrement que par les Livres. Où vivait-il? on l'ignore de même ; si, dans son Inlrodaclion, il parle deux fois de Rome, et notamment y indique la durée du plus long jour, on ne peut en conclure qu'il y avait fixé sa résidence ; contre l'hypothèse qui l'y ferait habiter, on peut remarquer qu'il ne figure pas sur la liste si considérable des auteurs utilisés par Pline, et que ceux qui le citent ont vécu à Athènes ou à Alexandrie.
Où était-il né? Nous ne le savons pas davantage; rien n'empêche, à la rigueur, de proposer son identification avec un Geminus de Tyr, auteur de trois Livres sur l'interprétation des songes, cités par Artémidore, écrivain du ii^ siècle après J.-C, (11,49)- Les Stoïciens, Posidonius surtout, avaientdéjà versé dans toutes les superstitions ; Geminus, qui admet au moins les principes de l'Astrologie judiciaire, pouvait bien croire aux songes; il faut se rappeler que Pappus {voir Suidas) avait, lui aussi, écrit sur le même sujet (*).
Mais, en fait, il n'y a là que des conjectures insuffisantes; la vérité est que nous ne savons rien qui concerne la personnalité de Geminus, sauf deux dates, éloignées d'une quarantaine d'années, et entre lesquelles a du tomber celle de la rédaction de l'un de ses Ouvrages. Pour lui maintenir le rôle important qu'il joue, relativement à l'histoire des Mathématiques, cela suffit.
(') Quant aux quchiues pages sur les couleurs, dédices par un Geminus au « très sage César », cL publiées par Iriarte dans son Catalogue des manuscrits grecs de Madrid, p. '(2g-'|3i, c'est un écrit datant des luttes enlre les quatre factions du cirque à Byzance.
CHAPITRE m
Le classement des Mathématiques, d'après Gemiiius.
1. La queslloii du classement des Matliénialicpies dans ranli- (jiiiLc peut, au premier al)or.d, paraître étrangère à l'histoire de la Géométrie proprement dite; elle s'y rattache cependant par des liens étroits, car d'un coté la forme de démonstration géométrique étant la seule connue des anciens pour la Science, ils roiit employée dans toutes les branches ; d'autre part, leurs écrits sur les applications renfermaient souvent des théorèmes ou des problèmes purement théoriques, dont plusieurs nous sont parvenus seulement par cette voie.
L'historien de la Géométrie grecque a donc à préciser, en faisant abstraction de la forme des Ouvrages mathématiques, ce qui était considéré comme Géométrie, ce qui au contraire étaitregardé comme appartenante une autre branche de la Science, Il a aussi à dresser le bilan des Ouvrages conservés ou perdus, qui, quoique étrangers à la Géométrie au sens restreint du mot, intéressent son histoire, considérée au sens général. Il doit donc aborder celte question du classement des Mathématiques dans l'antiquité, et, eu égard à l'importance qu'elle présente par elle-même, il sera facilement entraîné à la traiter dans toute son extension.
Je donne ci-après la traduction de l'extrait de Geminus inséré par Proclus sur cette question dans la première partie du prologue du Commentaire sur Euclide. J'en rapprocherai ensuite les fragments relatifs au même sujet, qui se rencontrent dans les Variœ collectiones àc l'édition de Héron par Hultscii, et je présenterai quelques observations sur les conclusions à tirer de ces rapprochements.
Extrait de Geminus {Proclus, p. 38,1-43,8).
« Tel est le discours des Pythagoriciens et leur distinction des quatre sciences. Un autre mode de division de la Mathématique
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a clé adoplé par d'aulios, par exemple Gcniimis; ils considèrent, d'une part, celle qui concerne seulement les clioses intelligibles; de l'autre, celle qui concerne les choses sensibles. Les choses intelligibles sont d adleurs pour eux hs objets de contemplation fpie l'âme éveille en elle-même, en s'élevant au-dessus des espèces matérielles. La Alathémalique qui traite des choses intelligibles comprend, d'autre part, d'après eux, deux parties qui sont premières et principales, l'Arithmétique et la Géométrie; pour les choses sensibles, il y a six parties, la Mécanique, l'Astrologie, rOptique, la Géodésie, la Canonique, la Logistique.
» Quant à la Tactique, ils ne pensent pas qu'on doive la regarder, ainsi que d'autres le font, comme formant une partie de la Mathématique ; seulement elle se sert tantôt de la Logistique, comme pour le dénombrement des troupes ( * ), tantôt de la Géodésie, comme pour les divisions et mesures des surfaces. Mais de même et a fortiori, ni l'Histoire, ni la Médecine ne sont des branches de la IMalhématique, quoique les historiens emploient souvent des théorèmes mathématiques, alors qu'ils parlent de la situation des climats ou qu'ils calculent la grandeur des villes, leur diamètre ou leur enceinte (-), quoique les médecins éclaircissent aussi par des moyens semblables les questions qui sont de leur ressort. L'utilité de l'Astrologie en médecine est assez évidente chez Hippocrate, et chez tous ceux qui ont parlé des saisons et des contrées. De même donc, le tacticien se sert des théorèmes de Mathématiques, mais n'est pas un mathématicien pour ranger ses troupes en cercle (•'), s'il veut faire paraître leur nombre aussi |)etit que possible, ou bien pour les disposer autrement afin de les faire paraître plus nombreuses, que ce soit en carré, en pentagone ou suivant quelque autre polygone.
» Telles sont les différentes branches de l'ensemble de la Mathématique. La Géométrie se divise à son tour en théorie du plan et en stéréométrie ; car elle ne peut avoir une partie qui traite en particulier des points et des lignes, en tant qu'on ne peut former
(') L. 16: Je lis lôyoyj au lieu de Xoywv.
{') L. 22-23 : -/al ôia[jL£ipojç y) uEpiaéxpoijç est à supprimei' comme une seconde leçon, au lieu de xai ûta[A£Tpou; v) 7r£pip6).0"ji;.
(') I^reuve que la lliéorie des isopérimètrcs élail bien connue dés longtemps avant Geminus.
avec CCS éléments quelque figure qui ne soit ou plane ou solide. Or, en général, l'œuvre do la Géomélrie consiste à construire des figures planes et solides, ou bien à comparer ou à diviser les figures construites.
» L'Arilhméti(|ue se divise de même en théorie des nombres linéaires, théorie des nombres plans, et théorie des nombres solides; elle considère en effet les espèces du nombre en ellesmêmes dans leur progression à partir de l'unité, la génération des nombres semblables el dissemblables ('), et les augmentations suivant la troisième dimension.
)) La Géodésie et la Logistique sont analogues aux branches pi'écédenles ; seulement, au lieu de traiter des nombres ou des figures intelligibles, elles s'occupent des sensibles; car l'œuvre de la Géodésie ne consiste pas à mesurer le cône ou le cylindre, mais bien les monceaux comme cônes ou les puits comme cylindres; les droites qu'elle emploie ne sont pas intelligibles, mais sensibles, tout en étant d'ailleurs, par rapport aux intelligibles, des représentations tantôt plus exactes, comme les rayons du soleil, tantôt plus grossières, comme des cordeaux ou des règles.
)) De même le logisticien ne considère pas les propriétés des nombres en eux-mêmes, mais sur les choses sensibles, d'où vient qu'il leur donne des noms d'après les objets qu'ils dénombrent, les appelant, par exemple, méliles (de pommes) ou phialites (de fioles). D'autre part, il n'admet pas, comme le fait l'arithméticien, qu'il y ait un minimum, à moins que ce ne soit pour quelque genre spécial; ainsi un homme, par rapport à une multitude, sera pour lui une mesure et comme est l'unité.
)) A leur tour l'Optique et la Canonique dérivent de la Géométrie et de l'Arithmétique. La première emploie les lignes de vision et les angles qu'elles forment. Les subdivisions sont : l'Optique proprement dite, qui rend compte des erreurs dues à la distance dans les apparences des objets vus, par exemple de la convergence des parallèles ou de l'arrondissement des carrés en cercles; la Catoptrique, consacrée tout entière aux réflexions sur
(■) Des carrés et des hctéromèques — n{ii^ i). Voir .lamhliquc sur Nicomaque (ii5,rf). Ce rapprochement permet tle considérer Gemiiiiis comme une des sources utilisées par Jamblique.
les miroirs de loule sorle, el à l'étude comjDliquée des images; la Scénogrdphifjdc, comme on l'appelle, qui montre à faire des dessins représentant des objets à différentes distances et différentes hauteurs, tout en conservant, pour la vue, la proportion et la forme de ces objets.
» Quant à la Canonique, elle étudie les rapports expérimentaux des longueurs harmoniques et recherche les divisions des canons ( * ), en employant toujours les sens et, comme le dit Platon, en mettant l'oreille avant l'intelligence.
» Vient ensuite ce qu'on appelle la Mécanique, partie de l'étude des objets sensibles et matériels; sous elle se rangent : Vorganopœïqiie, pour la construction des engins propres à la guerre, comme ceux qu'inventa, dit-on, Archimède pour défendre Syracuse assiégée; la thaumatopœïque [construction d'artifices merveilleux], soit qu'elle emploie ingénieusementles mouvements de l'air, comme dans les Traités de Ctésibios et de Héron, soit qu'au moven de poids (dont le mouvement est du au défaut d'équilibre, et l'immobilité à l'équilibre, suivant les distinctions du Timée), ou encore par des fds ou fibres, elle imite les mouvements et les actions des êtres animés.
» La Mécanique comprend encore la connaissance de l'équilibre en général, et de ce qu'on appelle les centres de gravité; la sphéropée qui imite les révolutions célestes, que, par exemple, Archimède a traitée ; en un mot, toute la cinétique de la matière.
» Enfin l'Astrologie s'occupe des mouvements du monde, des grandeurs et des formes des corps célestes, de leur éclairement et de leurs distances à la Terre, ainsi que de toutes les questions semblables; elle emprunte beaucoup à l'expérience des sens et, d'autre part, a beaucoup de rapport avec la Théorie physique. Elle a comme parties : la Gnonionique, qui s'occupe delà détermination de l'heure au moyen des gnomons ; la Méléoroscopique , qui recherche les différentes hauteurs et distances des astres et enseigne nombre d'autres théorèmes variés d'Astrologie; la Dioptrique, qui, au moyen d'instruments propres, enseigne les positions du Soleil, de la Lune et des différents astres {-).
(') Règles servant à mesurer les longueurs des cordes de lu lyre. (^) P. 42, \. \: z 7.Tzoyâ.c„ c'esL-à-dire àTio"/â;, corrigé en i%oy%^ qui doit cire la T. G
» Voilà co f|ue j';ii cnipninh' aux ('-crils des anciens sur les brandies de la Mallu'inali(|ue (*). »
3. Une seule ohjeclion peut èlr(! l'aile conlre raLlrihulion à Geniinus des renseiynemenLs fournis par l'exlrail qui précède (^). La dernière phrase de Proclus parle de plusieurs écrits où ilaurail, puisé; on peul, il est vrai, y comprendre ceux qui exposaient la doctrine pythagoricienne. Mais, au début de l'extrait, Proclus oppose précisément à ces derniers auteurs d'autres (parmi lesquels Geniinus). IS'a-t-il donc pas mélangé, dans cet Extrait même, ce qu'il trouvait dans plusieurs écrits différents? Quels, pouvaient être ces écrits, en dehors de celui de Geminus?
11 n'y a pas en réalité à se préoccuper beaucoup de ces questions. Si Proclus avait possédé un auteur plus ancien que Geminus, il auraitsansdoute fait appela sonautorité ou au moins citésonnom : quant à de plus récents, s'ils donnaient le même classement, c'est sans doute qu'ils l'avaient copié, et dès lors Proclus a dû de préférence recourir à Geminus, comme étant la véritable source.
Nous pouvons dans une certaine mesure contrôler cette assertion; il existe en effet un auteur qui, sur le classement des Mathématiques, a suivi Geminus; c'est Anatolius (•'), celui sous le nom
véritable leçon. \Jépocjue était, à proprement parler, le lieu du zodiaque occupé par une planète, ce qui revient à la longitude astronomicjue.
(') Voici la citation unique de Geminus par Pappus (102G), citation qui se rapporte à la Mécanique :
« Tous ces elTets ont été connus, dit-on, dans leur cause et dans leur raison, par Archimède de Syracuse; il est le seul homme connu qui ait su appliquer à toutes choses les dons variés de sa nature et de son génie d'invention, comme le dit Geminus le mathématicien dans son Livre Sur le classement des Mathématiques. »
(^) Il est inutile de faire remarquer quelques phrases comme celles oii JMaton est cité, et qui doivent être évidemment attribuées à Proclus lui-même, non à Geminus.
(^) Anatolius d'Alexandrie, d'après Eusèbe {I/ist. eccl., VII, 3:2,6), fut chrétien, mais en même temps un des hommes les plus signalés de son temps par ses connaissances en Arithmétique, en Géométrie, en Astronomie, comme en général dans la Philosophie hellénique; il occupa à Alexandrie la chaire de l'enseignement aristotélique et s'y trouvait lors de la guerre civile sous Gallien. Un peu plus tard, sous Aurélien, il devint évèque de Laodicée de Syrie. Rien n'empêche de le regarder comme ayant été le maître de Jamblique (d'après Eunape), et comme l'auteur des fragments qui portent son nom dans les Tkéologoumènes arithmétiques; car, au m" siècle, les chrétiens jouissaient à Alexandrie d'une to-
duquel soiil iiiscrils les dciiiicrs li;iL;in(iil.s (-() — 86) des I iirid' rollrctionrs ; ces (ra^iueiils concorncnl : — yc), la pliilosopliie dans son ensemble, lliéori(|ue el |>ralif|ue; — 80, l'oi'ij^ine du lernie tie Malhénialique ; — (Si, la délinilion de la Malhémaliquc ; — 82, sa subdivision ; — 83, les rapports de ses diilerentes branches; — 84, rhvpolhèse, soit comme principe de la Mathématique, soit dans les autres acceptions du mol; — 85, Timporlance attachée par Pythagore à rArillinu;li(juc ; — 86, le but de l'Arithmétique.
Or il est facile de reconnaître, en thèse générale, sur ces divers fragments ('), que Proclus n'a pas utilisé Anatolius, quoiqu'il dut le connaître et le comprendre parmi ceux qui suivaient la classification de Geminus. Il y a donc probabilité suffisante que ce dernier est bien la source unique de l'Extrait que je viens de traduire.
4. J'arrive maintenant aux autres fragments des Variœ collectioncs (5 — 17.) qui ont été attribués à Geminus; ils concernent : — 5, la définition de la Géométrie; — (), la notion du continu ; — y, les trois dimensions des corps; — 8, le but de la Géométrie; — 9, la Logistique; — 10, sa matière; — 11, la Géodésie; — 12, sa matière.
Il est évident à première vue que celle série semble faire suite aux fragments d'Anatolius, et il est à noter que le fragment 8 suppose comme antérieur un fragment analogue au 8fi (-).
Pour examiner si cette apparence n'est pas illusoire, il faut considérer comment est constituée cette compilation des Variœ collectiones. Elle suit dans les manuscrits le Traité des Définitions géoniêlriqiies du pseudo-Héron (■*), commence par un l'ragment
iérance aussi complète que possible, et y vivaient en bons termes avec les païens; l'hostilité des deux religions ne s'est accusée qu'après les massacres de Dioclétien. Si le témoignage d'Eusèbe est exact sur la situation d'Anatolius comme professeur laïque à Alexandrie, Jaml>liquc a très bien pu suivre ses leçons; d'autre part, un chrétien dans cette situation pouvait très bien compiler, pour un simple intérêt (l'érudition, les écrits mystiques des Pythagoriciens sur les dix premiers nombres, et les réunir dans dix Livres d' Introductions arithmétiques.
(') Comparer notamment le Cr. 80 avec Proclus, p. 45.
{') Je reviendrai sur l'origine de cette compilation particulière.
(^) Fr. 8. « I^c but de la Géoiijétrie est analogue à celui de l'Aritiimétique, si
(i — 'i) qui d(''rivc des Métriques de Héron, — énuniéralion des figures qui y élaicnl traitées, — continue (3-4) par les postulats et les axiomes d'Euclide. Après la série attribuée à Geminus, viennent deux fragments (i3 — 14) sur l'Optique, qui se retrouvent dans le petit Traité de Damianos (tou 'HXtoSoipou), et que Hultscli a regardés comme tirés des Catoptriques de Héron ; suit un court abrégé (i5) de la Notice historique de Proclus sur la Géométrie, puis (i6 — 78), dans un désordre complet, de très nombreux fragments du Commentaire de Proclus sur Euclide (prologue et partie relative aux définitions et axiomes); après ces fragments mêlés de quelques rares intercalations d'origine inconnue ('), on rencontre la série provenant d'Anatolius, enfin, terminant le tout, la Notice historique sur l'Astronomie, extraite par Théon de Smyrne de l'Ouvrage du platonicien Dercyllidas.
Il semble bien, d'après ce résumé, que le compilateur a pu n'utiliser en fait qu'Anatolius et Proclus, prenant d'abord du premier ce qui lui paraissait intéresser la Géométrie, passant au second, puis reprenant dans le premier la partie antérieure qu'il avait sautée; de même, en faisant ses extraits de Proclus, il est souvent revenu sur ses pas.
Geminus a certainement dû traiter des mêmes matières que les fragments 5 — i4 ; mais Anatolius est dans le même cas (-), et s'il a utilisé Geminus, cela suffit pour expliquer les ressemblances de ces fragments avec l'extrait de Proclus.
Contre l'attribution à Geminus, on peut faire observer :
1° Que ce dernier ne semble point avoir cherché, pour définir
ce n'est qu'elle cherche à comprendre ce (jui arrive à l'essence non pas discrète, mais bien continue. »
Fr. 86. « Le butque poursuit l'Arithmétique est principalement la contemplation scientifique (il n'y a pas de but plus grand ni plus beau), accessoirement la compréhension d'ensemble de tout ce qui arrive à l'essence discrète ».
(') Les plus importantes de ces intercalations, qui concernent les définitions des Livres V et X des Éléments, peuvent provenir de la partie perdue du commentaire de Proclus.
( = ) 11 avait laissé, dit Eusèbe (VII, Sa, 20), des Introductions arithmétiques en dix Livres et d'autres preuves de sa science, très nombreuses (VII, Sa, i3); l'Ouvrage dont nous avons ici des extraits doit avoir été composé en dehors du Traite arithmétique; en tous cas, après avoir énuméré les parties de la science ( fr. 82). il devait parler de chacune d'elles; il annonce même de plus amples détails.
les difTérenles sciences, des formules bien précises, comme celles des rraj;nients on queslion; du moins on ne retrouve rien de semblable dans l'roclus, et ces délinilions n'ont aucun caractère qui indique la main de Geminus ( ' ) ;
2" Que le fragment 6, sur le continu, n'a guère de rapport avec le passage où Proclus (p. 278, 12-26) cite nommément Geminus sur la même queslion ;
3" Que le début du fragment 3 (qui porte d'ailleurs la mention Evtot cf-actv, quelques-uns disent) semble bien indigne de Geminus (^).
Je crois au contraire que le fragment sur l'Optique, quelle que puisse y être la part des Catoptriqaes de Héron, a passé par l'intermédiaire de Geminus, auquel Anatolius a pu l'emprunter plus ou moins fidèlement. Au moins j'y retrouve, dans la distinction entre l'hypothèse mathématique et les explications physiques relatives aux phénomènes de la vision, le même ordre d'idées que dans le fragment de V Exégèse des météorologiques de Posidonius, que Simplicius nous a conservé. D'autre part, l'opinion que l'are-enciel est dû à une simple réflexion, paraît avoir été propre à Posidonius et à Geminus.
Quant aux deux Notices historiques, il est possible qu'elles viennent aussi toutes deux d'Anatolius qui les aurait empruntées, l'une à Geminus, l'autre à Théon de Smyrne.
o. Quoi qu'il en soit, je vais maintenant aborder la comparaison, avec l'extrait de Geminus fait par Proclus, des fragments que je considère comme appartenant à Anatolius.
Il est clair que, dans la première énuniératlon des branches de la
(') Je me contente de traduire celle de la Géométrie (fr. 5 = scholicsur le Char. mide, p. 5i2, 02). « La Géométrie est la science théorétirjue des grandeurs et des figures, ainsi que des surfaces et lignes qui les déterminent et les limitent, et avec leurs accidents (7iâf)r|) et manières d'être (<j-/£(7£t;), les propriétés de leurs formes réalisées et les natures des mouvements qui les engendrent. On désigne sous le nom d'accident ce qui concerne les divisions; sous celui de manières d'être les rapports des grandeurs entre elles et les situations, soit que nous les considérions en elles-mêmes, soit que nous les comparions réciproquement. »
{') « Quelques-uns disent que les principes de la Géométrie sont les dimensions du corps mathématique. »
— iG —
Science ap|)lif[iu''C, Procliis n'a pas suivi Tordre loqi(|iic. Analoliiis donne le suivant, qui concorde nneux avec l'enseinhle de Texlrail : Logislique, Géodésie, Optique, Canonique, Mécanique, Astronomie, et remarque, ce qui paraît bien d'accord avec les idées de Geminus, que la Logistique et la Canonique ont plus de rapport avec rAritlimélicjtic, la Géodésie et l'Optique avec la Géométrie, (juc la Mécanique et l'Astrologie en ont également avec les deux sciences pures.
Anatolius, avec la Tactique, exclut d'autre part l'arcliitectoni(juc, la musique vulgaire, ce qui concerne les phases, enfin ce (ju'il appelle xo (/.rj/avixdv, c'cst-à-dirc la Mécanique appliquée.
Sur les deux derniers points, il paraît en désaccord avec Geminus; ce qui concerne les phases désigne évidemment les prédictions météorologiques liées aux levers et couchers apparents des étoiles, comme dans le petit Traité de Ptolémée : «Pâaei; àTCÀavwv, puisque les prédictions de ces levers cl couchers sont certainement affaire de Mathématiques. H y a donc là, semble-t-il, négation d'une possibilité de prédire le temps d'après un système auquel Geminus croyait dans une certaine mesure, et sur lequel il s'est longuement expliqué dans son Introduction aux phénomènes. Quant à la Mécanique pratique, Anatolius paraît en contradiction aussi bien avec l'extrait de Geminus qu'avec le Liv. VIII de Pappus.
En tout cas, la classification de Geminus, malgré son caractère plus empirique que rationnel, est plus satisfaisante que l'incomplète division des Pythagoriciens. Elle s'en distingue d'ailleurs non moins par l'adjonction de quatre branches non reconnues dans cette division. Logistique, Géodésie, Optique, Mécanique, que par le changement de nom de deux des sciences qui y figuraient; la Musique est réduite à la Canonique, c'est-à-dire à sa partie purement mathématique; à la Sphériquc se substitue l'Asti'ologie, c'est-à-dire que la théorie de la sphère est conçue comme devant être constituée indépendamment de ses applications aux mouvements célestes, comme devant former une partie intégrante de la Géométrie. A la vérité, cette conception n'a pas été réalisée dans l'antiquité, mais elle n'en est que plus remarquable.
Arrêtons-nous aux branches étraniièrcs à la Géométrie, et
considérons (|ikI> li'avanx jioiivaionl los rcprcscnlcr aux veux de Geminns.
Pour l'ArllIiiiuiicjuc, ol sous ce mol, on doit cnicndro simplement, au sens ancien, l'enscmlile des propositions préliminaires à ce que nous appelons la théorie des nombres, on ne peut penser qu'aux Livres VU à IX des Eléments d'Euclide. Si d'ailleurs on y joint le petit et médiocre opuscule de Diophante Sur les nombres polygones, lequel s'est substitué à un travail perdu d'Hypsiclès sur le même sujet, c'est tout ce qui nous reste de l'Arithmétique scientifique des anciens, dont l'enseir^nenient était exactement modelé sur celui de la Géométrie. Des Introduclions, analogues à celles de Nieomaque, existaient peut-être déjà, mais doivent être écartées ici.
Comme type de la Canonique, nous avons également un Traité d'Euclide, luDivision du canon (KaTaToarj -/avovoc), conçu de même suivant le modèle géométrique ; ce Traité ne donne qu'une forme spéciale de la gamme, mais il n'est complété pour les autres par aucun des Ouvrages musicaux assez nombreux que l'antiquité nous a laissés et qui s'écartent tous plus ou moins de la forme euclidienne.
Pour la Logistique, au contraire, nous n'avons rien que des noms incertains et le mode de son enseignement nous est absolument inconnu. Si l'on devait le considérer aussi comme donné conformément au type géométrique, on pourrait citer l'opuscule d'Apollonius analysé dans le Livre II de Pappus, et qui posait des règles pour la multiplication des grands nombres; mais, quoique le mot de Logistique, ait été repris au xiv" siècle par le moine Barlaam comme titre d'un Traité conçu suivant la même forme euclidienne, il est bien plutôt probable que chez les anciens la Logistique s'enseignait comme la Géodésie, c'est-à-dire sans démonstrations, sur des comptes et des problèmes numéi-iques.
Le fait n'est pas douteux pour la Géodésie, puisque l'ensemble de la collection héronienne reproduit évidemment, comme forme, un type consacré, dont le premier modèle doit être cherché dans le papyrus mathématique égyptien traduit par Eisenlohr. Or ce papyrus est bien plus une Logistique qu'une Géodésie; d'autre part, la collection héronienne renferme un certain nombre de questions
— is -
qui apparliennenl j»roj)ronieiil à la Loi;isli(|ii(' fi (|iil n'en sonl pas moins Irnilccs sur le même lypc que les autres ( ' ).
7. Le seul renseignement un peu précis sur le contenu d'uiif Logistique ancienne doit être cherché dans un scholic sur le Cliarmide de Platon (p. 5I:^, 02), qui reproduit avec une importante addition le IV. 9 des Variœ collectiones et doit donc être regardé comme provenant de la même source, c'est-à-dire d'Anatolius. Je donne la traduction de ce scholie avec celle d'un autre fragment d'Anatolius sur la Logistique.
« Sur la Logistique, .
(V. G. 9 — Scholie sur le Charmide). — « La Logistique est la théorie qui traite des dénombrables et non des nombres ; elle ne considère pas ce qui est réellement le nombre, mais suppose ce qui est un comme unité et ce qui est dénombrable comme nombre (ainsi 3 pour la triade, 10 pour la décade), et y ramène les théorèmes de l'Arithmétique. Elle examine donc, d'une part, ce qu'Archimède a appelé le problème des bœufs, de l'autre, les nombres méliles ei phialites, les uns sur des fioles, les autres sur des troupeaux (-); de même, pour les autres espèces de corps sensibles, elle considère les cjuotités et prononce comme pour des objets absolus (xÉXïia).
(') On peut notaiiimcnt citer :
1° Les méthodes attribuées à Pythagore et à Platon pour la formation des triangles rectangles en nombre {Héron, p. 56-5y ) :
n--{- ( ) =( j' si 71 est impair (Méthode de Pythagore) ;
/(--h ( - ) — I —(")"*"' ' S' " est pair (.Méthode de Platon).
2° Le problème de la citerne alimentée par deux tuyaux (p. igj).
3° Les problèmes d'Analyse indéterminée 78 et 79 du Liber geeponicus (p. 218- 219).
(^) Le mot [jir)),ov signifie soit pomme, comme mouton ; mais les problèmes ont dû plutôt porter en principe sur des pommes. Dans les Lois, VII (819, 6-c), Platon conseille, d'après l'exemple des lOgyptiens, l'emploi clTcctif de pommes et de fioles pour exercer les enfants à résoudre des problèmes numériques.
(Scliolii^ sur le Cliarniidc.) — « Elle a : comme matière loiis les dénombrahles ; comme parties les méthodes dites Iiellcniques cl égyptiennes pour les multiplications et les divisions, ainsi que les additions et décompositions des fractions, ce par quoi elle recherche les secrets des problèmes qu'offre sa matière en ce qui concerne les triangles et les polygones. Elle a pour but ce qui est utile dans les relations de la vie et dans les affaires, quoiqu'elle semble prononcer sur les objets sensibles comme s'ils étaient absolus. »
(V. G. lo). Quelle est la matière de la Logistique?
« C'est, a-t-on déjà dit, tous les dénombrahles. Comme il peut v avoir dans cette matière un minimum analogue à l'unité de l'Arithmétique, elle se sert de l'un comme minimum des objets homogènes sous une même pluralité. Ainsi elle pose un homme comme indivisible dans une pluralité d'hommes, mais non pas absolument; une drachme comme indivisible dans une pluralité de drachmes, tandis qu'elle se divise en tant que monnaie. »
8. Je n'insiste pas sur les rapports entre ces fragments et le passage correspondant de l'extrait de Geminus par Proclus ; il est évident qu'Anatolius a suivi Geminus dans une certaine mesure; malheureusement on ne peut déterminer exactement jusqu'à quel point il a pu s'en écarter ( ' ).
Je relève avant tout la distinction entre les méthodes égyptiennes et helléniques pour la multiplication et la division ; avant le travail d'Eisenlohr sur le papyrus mathématique égyptien, on se serait en vain demandé en quoi consistait cette distinction. Aujourd'hui on peut conjecturer que les méthodes égyptiennes ne sont autres rpie celles du papyrus, cest-à-dire pour la multiplication, la duplication successive avec sommation, pour la division un procédé tout aussi grossièrement élémentaire.
La méthode hellénique doit être au contraire celle de la multiplication figure par figure (-), d'après une table des pioduits apprise par cœur, avec le procédé inverse pour la division. Si cette
(') La question serait particulièrement intéressante pour l'authenticité du fameux problème des bœufs clArchimètle.
( = ) Toutefois, en commençant par les ordres les plus élevés; le système inverse, le notre, n'offrait pas, avec la numération écrite des Grecs, d'avantages décisifs. T. 7
conjorliire est exacte, il v a ]à une j)reuve srrieiise que les Grecs avaient, pour les calculs, des aptitudes aussi grandes que pour la Géométrie, car leur invention, si simple quelle soit, n'en constitue pas moins un progrès immense.
Les (( additions ou décompositions de fractions » se rapportent évidemment au calcul des suites de quantièmes, que les Grecs avaient empruntées aux Egyptiens j)our représenter les fractions, et qu'ils ont conservées jusqu'au xiv*^ siècle, à coté du mode de représentation moderne, lequel constitue également une invention grecque.
Après ces quelques mots sur les parties essentielles et primitives de la Logistique, le fragment du scholie passe aussitôt à la désignation du genre des questions les plus complexes quelle abordait. Dans les problèmes sur les triangles et les polygones ('), nous ne pouvons méconnaître la matière des questions de Diophante sur l'analyse indéterminée ; l'existence de Livres, antérieurs au père prétendu de l'Algèbre et traitant des mêmes sujets, est donc bien constatée ; car le fragment est évidemment d'une date antérieure aux Aril/unétiques, quoique Diopliante ait pu être contemporain d'Anatolius.
Dans le même ordre de questions rentre évidemment aussi le problème des bœufs d'Archimède indiqué plus haut comme l'infranchissable limite des efforts du logisticien. Quant à la lacune que semble offrir le fragment pour ce qui concerne les problèmes du premier et du second degré, elle se trouve comblée par l'indication des nombres mélites el p/n'a/ites.
9. Avec ces faibles indices, nous pouvons peut-être apprécier un peu mieux quel fut le réel degré d'originalité de Diophante.
Tout d'abord il a intitulé son Ouvrage 'AptOarjTixot, alors que la matière en avait été jusqu'à lui considérée comme appartenante la Logistique. Celte innovation est plus qu'une simple affaire de mots; elle révèle le sentiment très juste que la matière dont il
(') Qui coiiii'iciHicnt les carrés, pciit-clre omis par inadvrrlancc du copiste. Les
Irianslcs doivcut designer, au reste, non seulement les nomlircs triangles ,
j mais aussi les Irianfles rectansles en nomltrcs.
s'ii<jll appartient à la science ahslraile et [)rinior(Ii;ilc cl non pas à une science appliquée et concrète, que cette nialière doit au moins être placée sur le même niveau que celle (jui formait le sujet des spéculations de Nicomaque et de ses imilatcurs.
Elle annonce un changement dans la forme et dans la méthode : en effet, les nombres de Diophante, sauf une seule exception ('), sont abstraits; avant lui, d'après les indications du fragment, ils étaient concrets. Les énoncés étaient donc, au moins en général, sous forme d'historiettes (-), comme on en rencontre déjà dans le papyrus mathématique égyptien, comme le seront plus tard les énoncés hindous, et aussi tant d'autres chez les Arabes et les mathématiciens du moyen âge; les noms des inconnues [mélites, pliialites, des bœufs) leur étaient assignés sous forme concrète.
D'autre part, Diophante a sans doule, autant qu'il lui était possible, réagi contre l'habitude des loglstlciens de donner des solutions sans démonstrations. Quoique trop souvent celles qu'il propose ne soient pas suffisamment expliquées, la marche analytique qu'il suit, est, en général, satisfaisante et réellement scientifique.
A la vérité, on ne peut dire que ces innovations dans la forme et la méthode lui soient dues ; il ne se les attribue nullement, elles restent donc des Inventions anonymes et déjà peut-être anciennes de son temps. Mais, à moins de supposer qu'Anatolius ait copié Gemlnus aussi servilement que l'a fait Procius, ce qui, pour ma part, me paraît assez invraisemblable, il faut bien admettre que l'ancienne Ibrnie d'énoncés prédominait toujours de son temps, comme aussi le système d'exposer les solutions sans explication, système qui, chez les Egyptiens, les Hindous, les Arabes et au moyen âge, a généralement accompagné les énoncés sous forme concrète.
Diophante a donc trouvé devant lui, comme matériaux, de "nom-
(') Le problème \, 33, celui dont renonce est versifié.
(^) Mises assez souvent en vers, comme le problème des bœufs, et aussi comme lesépigrammes arithmétiques de {'Anthologie, dont une bonne partie peut d'ailleurs être d'une rédaction postérieui'e à Diophante; il n'en est pas moins clair que ce sont des problèmes analogues à ces épigrammes, c'est-à-dire du premier degré, qui sont indiqués par la mention des nombres méliles et pliialites.
hrcux problèmes eL même des plus coni[)le\es; mais, comme l'orme et comme mélliode, il n'avait que de rares précédenls; ce qui explique assez bien et le succès de son Ouvrage, et la disparition à peu ])rès complète des traces de travaux antérieurs analogues.
J'ajoute que jusqu'à la fin de l'empire byzantin (*), quoiqu'on ne discutât pas le titre cVArithmétif/aes adopté par Diophante, on a toujours fait, entre la matière qu'il traitait et celle de l'Aritlimétique théorique, une distinction profonde, revenant dans une certaine mesure à celle que Geminus établissait entre cette science et la Logistique. On n'a jamais reconnu le lien intime que la théorie des nombres devait établir entre les deux sujets.
Ainsi, dans un fragment inédit d'un commentaire anonj'rae sur Nicomaque, l'auteur, qui a commencé par copier Analolius pour la définition de l'Arithmétique, pour sa matière et ses divisions, qui, par suite, nous répète un dernier écho de Geminus, continue comme suit :
« Le nombre est de deux sortes, soit mesurant, soit mesuré (ainsi lo mesure, si c'est lo unités; il est mesuré si c'est, par exemple, dix pièces de bois ou dix feux); le but du présent Traité (Nicomaque) est de discourir sur le nombre mesurant ; quant au mesuré, Diophante l'étudié dans les treize Livres de son Arithmétique (-). »
Ainsi il n'avait servi de rien à Diophante de ne traiter que des nombres abstraits; ils valaient toujours chez lui comme concrets; la distinction traditionnelle entre l'Arithmétique et la Logistique subsistait encore, alors même que le profond abîme qui les séparait àl'orioine se trouvait désormais comblé de fait.
(•) Par exemple: Rhabdas au xiv° siècle (manuscril 2i'28 de la Bibliothèque Nationale), Lettre à Tzavoukhe.
(') Manuscrit 2372 delà Bibliothèque Nationale, fol. 55. — Tôv yàp [JL£Tpoû[;.£vov àpi8(j.ov AtôçavTo; èv toïç ôÉxa -/ai xpiaîv a-JTOÙ pi,S),toii; t?,; àpiôaïiTtxïiç TrapaSiSwcriv.
CHAPITRE IV
Les applications de la Géométrie dans l'antiquité.
1. jNous avons vu Anatolius et Proclus énumérer Von el l'autre, d'après Geminus, quatre sciences empruntant à des degrés différents les théories de la Géométrie, à savoir : la Géodésie, 1 Optique, la Mécanique et l'Astrologie.
Le terme de yï^oaiaia, proprement division des terres, date de l'époque d Aristole. Lorsque le mot de géométrie, appliqué tout d'abord, ainsi que son étymologie l'indique^ aux opérations de l'arpentage, fut employé couramment pour désigner la science théorique créée par Pvthagore, il fallut bien adopter un autre terme pour le remplacer dans sa première signification. JNaturellement aussi^ ce nouveau terme ne fut pas borné exclusivement à l'arpentage; on y comprit en général tout ce qui concernait les mesures pratiques de surfaces et de volumes, comme le témoigne le texte de Geminus.
Il nous reste, pour représenter cette branche de la Géométrie appliquée dans l'antiquité, un ensemble de documents suffisamment complet; c'est celui que forment les six à sept recueils de problèmes métriques qui portent le nom de Héron et dont F. Hultsch a publié le texte grec ('). Il est bien constant, d'ailleurs, que leur rédaction date de différentes époques postérieures à l'ère chrétienne, mais que, comme fond, ils sont empruntés à un grand Ouvrage réellement dû à Héron d'Alexandrie, dont les extraits ont été mis au courant des nouveaux besoins et des nouvelles mesures, ce qui est le sort général des Ouvrages destinés aux applications pratiques.
Comme Traité un peu plus relevé, nous avons celui Sur la dioptre (-), également attribué à Héron et dont l'authenticité ne
(') En y joignant les Mesures des marbres et des divers bois de Didyme d'Alexandrie.
{-) Publié par \itircnt dans les A'otices et extraits des manuscrits de la Bibliothèque nationale, \1\, 2, r83f.
p;iiaîl ]);is (loiileiisc. A coU' do la (lc.scrj|)Lion ({'un appareil 1res perfectionné, mais beaucoup trop compliqué pour avoir jamais été réellement mis en pratique ('), à coté de la solution de la plupart des problèmes qui se présentent sur le terrain, on y trouve la plus ancienne démonstration connue pour la règle qui donne l'aire d'un triangle dont on connaît les trois cotés, suivant notre lor;nule
S = //'(/> — «)(> — 6)(/? — cj.
A un niveau inférieur, au contraire, nous avons encore la collection des Gromatici Jt'^e/-e5 (Berlin, 1848-1802) ou arpenteurs romains, qui, en dehors de leurs procédés traditionnels, ont fait de nombreux emprunts à des sources grecques dont quelques-unes sont perdues pour nous.
Je ne m'arrête pas à ces divers écrits, qui ont été l'objet d'analyses et de discussions approfondies, notamment de la part de IM. Canlor, et auxquels j'ai d'ailleurs déjà consacré des études spéciales. Je remarque seulement que Héron n'avait pas adopté le terme technique de Géodésie. Son Ouvrage semble avoir été intitulé Merpixoc (c'est le titre, du moins, que lui donna Eutocius, et il est, certainement, très bien choisi), et ses deux parties principales paraissent avoir été désignées comme r£c.jfj(.£Tpouy.£va et Ilxspco- [jL£Tpoûu.£va (Géométrie et Stéréométrie).
Héron aurait donc au moins tenté de relever sa matière au rang de la Science théorique. iNIais l'usage du mot de Géodésie était déjà trop consacré, par suite sans doute de l'existence d'Ouvrages antérieurs assez nombreux, pour que Héron réussît à cet égard ailleurs que chez les Romains. A vrai dire, ceux-ci, sous le nom de géométrie, n'ont jamais fait que de l'arpentage; le terme de Géodésie resta^ au contraire, classique chez les Grecs, pour reparaîti'e dans les temps modernes, à son tour élevé en dignité, et désignant désormais des opérations dont les anciens n'ont jamais eu la moindre idée (-).
2. Le Traité De la Dioptre donne lieu à une observation spéciale au point de vue de la classification des sciences. D'après un
(') Il coinporle à la fuis, de l'ail, un ihéodolilc et un niveau d'eau. {') Je remarque que, d'après l'usage de la langue grecque, on doit d'wc géode le et nun géodt'sien pour designer l'ingénieur qui cHectue ces opérations.
abrégé latin des Catoptriques (\e Héron, opiiscnlc dont l'original grec est perdu et <]ni a été faussement attribué à Ptolémée ('), l'ingénieur alexandrin divisait l'Optique en Optique proprement dite, en Catoptrlque et en Dioptrique. Ce dernier mot n'a, au reste, jamais eu dans l'antiquité le sens qu'il a chez les modernes; il désignait ce qui concerne la visée des objets, et cela particulièrement au moyen de la dioplre qui consistait, à proprement parler, en une règle munie de deux pinnules percées de trous ou de lentes. Il est donc clair que Héron devait considérer comme faisant partie de l'Optique, sinon tout son Traité De la Dioplre, au moins la description de son instrument.
Nous voyons, au contraire, Geminus classer la Dioptrique comme subdivision de l'Astrologie; il est clair que l'instrument de Héron pouvait servir pour observer les astres; non seulement il en indique l'emploi dans ce but, mais encore c'est seulement alors que lui servent les graduations de ses cercles, puisque les anciens ne faisaient pas de Trigonométrie recliligne. D'autre part, Geminus, dans son Introduction aux phénomènes (éd. Petau, 42 B), nous parle, pour vérifier le mouvement circulaire des étoiles, de dioptres qui doivent avoir été semblables à celle de Héron, c'est-à-dire avoir consisté en un théodolite dont l'axe fût susceptible de prendre une inclinaison.
(1 n'en est pas moins vrai que le classement empirique de Geminus suppose, pour son temps, l'existence de Traités qualifiés de dioptriques, et spécialement consacrés à l'Astronomie. Plularque (-) attribue de fait à Euclide un tel Ouvrage; mais, même si Ton regarde comme valable ce témoignage unique, ou si seulement on admet l'existence de traités de /)/o/?^rf^M<? correspondant dans une certaine mesure à des éléments d'Astronomie pratique, une grave question s'élève.
Il est clair que l'instrument très compliqué de Héron a dû être précédé d'essais plus simples; en supposant une f//o/?^/'<? réduite seulement à la règle de visée montée sur \\n cercle divisé, à quelle
(') Voir à ce sujet Th. -H. Martin, lieclierches sur la vie et les Ouvrages de Héron d'Alexandrie, Mémoire présente à rAcadémic des Inscriptions et Belles- Lettres, IV, i8V|.
(^) Aon posse suaviter vivi secunditni Epicuruin. éd. I)idot. M. iS-^S,."?.
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époque CCI insLrumcnl clcmenLaire a-l-il (Hé connu des Grecs?
On ne fait souvent aucune difficulté pour le regarder comme connu d'Hipparque et même comme lui étant bien antérieur. li convient d'opposer à ce préjugé les considérations suivantes :
Toutes les positions d'étoiles antérieures à Euclide (comme celles d'Eudoxe) sont tellement erronées que l'on ne peut supposer qu'elles aient été observées directement.
Ptolémée attribue àHipparque une dioptre toute spéciale; c'est une règle graduée avec une pinnule fixe et une pinnule mobile, les fentes des pinnules étant à différentes hauteurs. C'est le principe du bâton de Jacob, où l'angle est connu par sa tangente, ou estimé d'après des triangles semblables.
Si Ptolémée ne témoigne pas qu'Hipparque se soit servi de cet instrument pour des mesures effectives, mais seulement pour la comparaison des diamètres du Soleil et de la Lune à l'apogée et au périgée, l'emploi de cette dioptre semble lié à celui des mesures (clialdéennes?) de co?/r/<:% et de <^o/^/ pour les petites distances angulaires des étoiles, mesures dont Hipparque se servait et qui ont passé des Grecs aux Arabes. D'autre part, on peut bien voir un instrument analogue dans la dioptre dont s'est servi un disciple d'Aristote, Dicéarque de Messine ('), pour mesurer les hauteurs des montagnes de la Grèce.
L'instrument principal d'observation d'Hipparque et de Ptolémée a été une sphère armillaire, sans ligne de visée; un anneau mobile (le cercle astrolabe) pouvait être placé de façon que son plan passât par l'astre observé; ce cercle, perpendiculaire à celui qui représentait l'écliptique (2) et qui était gradué, donnait immédiatement la position en longitude. Or c'est là le problème (') que le texte de Geminus donne comme étant l'objet spécial de la Dioptrique, et l'on doit observer que, quoiqu'il n'y eût nullement de dioptre, Ptolémée se sert du mot oiottieusiv pour désigner l'opération qui amène le plan du cercle astrolabe à passer par l'étoile.
(') Théon de Smyrne {Astronomie, 3).
(^) Ce dernier cercle, également mobile, a d'abord été amené à coïncider avec l'écliptique par une observation semblable faite sur un astre de longitude connue.
(') Il convient de remarquer que la détermination de la lon£;itnrIe des planètes était le point de départ des prédictions astrologiques.
On ne |)tMil donc s'«Mn|)ècln'i' ilc penser cjue, pour (îeininus, lit nioj>tri(jiie devait èlre surtout représentée par des écrits sur des instruments autres que celui de Héron, quoiqu'il dût, sans aucun doute, connaître ce dernier.
3. Les remarques que je viens de faire, et celles que je vais ajouter sur les autres branches de l'Astronomie ancienne, n'ont pas pour but de trancher des questions historiques qui demanderaient une discussion proportionnée à leur importance; elles tendent seulement aies préciser et à montrer que l'histoire des observations pratiques est à refaire pour les origines. De quels procédés se servaient Hipparque et ses précurseurs? pourquoi prenaient-ils directement telle mesure plutôt que telle autre? Il y a là une série de nombreuses questions qui attendent une solution raisonnée; malheureusement, les documents que nous fournissent les ouvrages d'Astronomie ancienne sont totalement insuffisants, et il faudrait essayer de les compléter, soit par l'étude des écrits astrologiques, jusqu'à présent trop négligés, soit par les résultats des déchiffrements des écritures cunéiformes qui peuvent nous fournir quelques données sur les procédés d'observation des Chaldéens; car c'est de ces procédés que sont partis les Grecs.
Sous ces réserves, il me semble que la Méléoroscopie de Geminus concerne spécialement l'observation des hauteurs lors des passages au méridien, observations dont se déduisaient les latitudes (').
C'était donc principalement à celte partie de l'Astronomie que devait se rattacher l'emploi des tables des cordes de cercle qui remonte à Hipparque. Mais jusqu'à quel point la Trigonométrie sphérique était-elle déjà développée, il est difficile de le savoir, puisque le théorème fondamental qui sert de base à tous les calculs de Ptolémée ne se rencontre pas avant les Sphériques de Méné-
(') L'instrument connu par les anciens sous le nom de météoroscope n'a été inventé que par Ptolémée. C'était une sphère armillaire ayant deux cercles (horizon et équateur) de plus que celle dont il a été parlé plus haut, soit neuf cercles concentriques. Si un cercle pouvait porter deux pinnules diamétralement opposées, on ne devait pas encore trouver là la véritable clioptre, c'est-à-dire la règle portant les pinnules. Les anciens astronomes ne semblent l'avoir adoptée que pour la face de l'astrolabe planisphère qui leur servait à prendre les hauteurs pour délerminei- l'Iicnrf.
liios, à la lin du premier siècle de l'ère cliiélienne. (hioiqiie je le considère comme étant connu et pratiqué déjà ])ar llipparque, je dois remarquer que l'on ne possède à cet égard qu'une simple présomption, et que c'est une pure invention de Delambre ( ' ) que son affirmation qu'llipparque aurait dit avoir déterminé par la Trigonométrie s])hérique les levers et couchers vrais des étoiles. Le texte du Commentaire sur Ai-atus x\c(\\i rien de semblable, et quant aux d(' tcrminalions qu'ildonne, ellesne sontpasassezprécises pour qu'llipparfpic n'ait pu les obtenir par de tout autres procédés.
Au reste, Geminus semble avoir voulu, contrairement à la tradition, faire rentrer la Sphérique dans la Géométrie; il ne parle pas non plus d'une découverte géométrique très importante pour l'Astronomie, celle des projections stéréographiques. On la suppose connue d'Hipparque d'après la lettre de Synésius sur le don d'un astrolabe (-); mais ce témoignage n'est guère suffisant pour trancher cette question, qui se trouve liée à celle de l'invention de l'astrolabe planisphère.
Quant à la troisième branche de l'Astrologie énumérée par Geminus, la Gnoinoniqiie, nous n'avons absolument aucun Ouvrage grec. Cependant, il y avait déjà, de son temps, une littérature très nombreuse, et toutes les inventions possibles semblent avoir été déjà faites, si l'on en juge par le passage où V'itruve (IX, 9) les énumère sous des noms où, malheureusement, il est bien difficile de les reconnaître. Quelques cadrans solaires anciens, notamment sphériques, coniques et celui en forme de jambon (^), sont, en revanche, parvenus jusqu'à nous; mais c'est seulement en étudiant la Gnomonique des Arabes que l'on peut arriver à se former une idée précise de celle des Grecs.
■i. Je reviens à l'Optique, (|ue Geminus divise en Optique proprement dite, Catoplrique et Scénographique.
(') Astr. anc, I, p. i^a-i^S.
(^) Cet astrolabe de Synésius n'est appelé ainsi que par un tlranf^c al)us (le mots; c'est simplement une représentation de la sphère céleste, ou du moins de la partie visible, sur un cône, soit par projection, le sommet du cùne étant au pôle boréal, soit par perspective, le sommet du cône et le point de vue étant sur l'axe du monde. La description de Synésius ne permet pas de décider; c'est par une inadvertance singulière que Victor Prou a admis une projcriion r vliiirlri(|m'.
( ) Cadran portatif. Voir Montucla, 2" édition, t. I, p. -j-î'\.
Je ne reproduis pas le tr»'-s long fragment (i 3, i4) des Variœ Collectiones [Héron, éd. IIullscli, p. 249-252), que je crois avoir été emprunté à Geminus par l'intermédiaire d'Anatolius (*), et qui se retrouve aussi dans V Optique de Damianns; j'y relève seulement que, comme dans l'hypothèse admise par les mathématiciens traitant de l'Optique, les rayons visuels sont supposés partir des veux pour aller à l'objet vu; il y avait, au reste, en dehors des trois branches énumérées, un ensemble de théories, distinctes au fond de l'Optique proprement dite, c'est-à-dire des lois delà vision, mais v rentrant en raison de la similitude de leur objet et de leurs hypothèses (-), et traitant de Tillumination et des ombres, des miroirs ardents et même des lentilles ardentes, très nettement indiquées. Les anciens s'occupaient aussi des points brillants ((x/iaXeiç) et de la réfraction. Mais cette dernière théorie était à peine constituée et se bornait à peu près à des discussions physiques; l'explication de l'arc-en-ciel (c'est-à-dire des essais impuissants comme celui des Météorologiques d'Aristote) rentrait de même dans la Catoptrique,
Si, de toutes ces théories accessoires, il ne nous reste aucun Traité, pour rO/J>/i^^^<? proprement dite et pour la Catoptrique, nous possédons les Ouvrages attribués à Euclide; le second ne semble pas authentique, mais Geminus connaissait certainement une Catoptrique sous le nom d'Euclide, et ce Traité ne devait guère être supérieur à celui qui nous reste*, car les hypothèses des anciens étaient trop insuffisantes pour leur éviter des erreurs même grossières. La Catoptrique de Héron n'en est pas exempte, quoiqu'elle soit, d'ailleurs, bien au-dessus de celle du Pseudo- Euclide. On doit y signaler la proposition géométrique citée par Damianus, que la ligne suivie de l'œil à l'objet par un rayon réfléchi sur un miroir est un minimum (•').
(') II a déjà été traduit par Th. -H. Martin dans les notes de ses Recherches sur la vie et les Ouvrages de Héron d'Alexandrie.
(») Geminus parait dailleurs les rattaclier à la Catoptrique, en tant que la vision est indirecte pour ces phénomènes.
(') Le principe de légalité des angles pour la réflexion semble n'avoir été connu que peu de temps avant Euclide; Aristote dit que ces questions n'ont été élucidées que récemment, mais lui-même ne paraît guère avoir d'idées nettes, et ne parle nullement du principe d'égalité.
— (iO —
En somme, puiir 1 Optique, les anciens n'uni bien cunnu que les lois de la jjerspective et la théorie des miroirs plans; à cet cg;ard, aucun progrès n"a été réalisé depuis H('ron, par exemple dans les Optiques de Ptolémée (') et de Daniianus.
La perspective appliquée était appelée scénographiqiœ. D'après Vitruve (Vil), le premier écrit sur la matière aurait été composé par vin Agalharque, vivant du temps d'Eschyle, c'est-à-dire dans la première moitié du v^ siècle avant J.-C. Anaxagore et Démocrile l'auraient ensuite traitée méthodiquement. Vitruve n'indique pas d'Ouvrages plus récents (-); il ne devait cependant pas en manquer; en tout cas, nous n'avons aucun document sur le développement réel de cette application de la Géométrie.
Des autres parties accessoires de l'Optique, il nous reste encore des fragments d'Ouvrages relatifs aux. miroirs ardents, question que la tradition fait remonter à Archimède, et qui a été, chez les anciens, l'objtît de sérieux travaux (^). Diodes, antérieur à Geminus, avait écrit un Traité Ilsp'. TruoEtov dont Eutocius a extrait la solution de deux problèmes (duplication du cube; partage d'une sphère en deux segments de rapport donné), dont on ne voit guère la liaison avec le sujet. Au vi'' siècle de l'ère chrétienne, Anthémius composa un Ouvrage Sur des machines étonnantes, dont il nous reste quelques débris précisément relatifs à celte question des miroirs ardents, et où l'on trouve, pour la première fois, la proposition sur l'égalité des angles de la tangente à la parabole avec le rayon vecteur et la parallèle à l'axe. Il v a donc, pour la date de la découverte de celte proposition, une question intéressante sur laquelle je me propose de revenir.
Pour le moment, je me contente de remarquer que, si la Catoptrique du Pseudo-Euclide se termine par un théorème oCi l'on essaye de prouver que, dans un miroir sphérique convexe exposé au soleil, le foyer sera au centre, une erreur aussi grossière ne
( ' ) La reconnaissance delà réfraction atmosphérique, dans les termes où la fait Ptolémée, n'a d'intérêt qu'au point de vue physique.
(^) Peut-être faut-il conclure de ce qu'il dit que la Perspective était surtout traitée par les architectes, comme elle le fut aussi à la Renaissance.
(') Si la légende d'Archimède brûlant la flotte romaine est insoutenable, il est très possible que le Syracusain ait construit des miroirs ardents et même écrit sur ce sujet. On lui attribue des Catoptriques où il aurait parlé de la réfraction atmosphérique.
- (il —
peiil èlie allribuef aux géomètres anli^i'icurs à 1 èvv cliréLienne. A la vérité, leur hypolliése sur la marche des rayons visuels était pour eux une cause d'erreur inévitable dans la détermination de l'image sur les miroirs spliériqucs, mais pour le foyer des miroirs ardents cette cause d'erreur n'existait pas. D'autre part, il y a certainement eu des expériences faites, et la situation du foyer a dû être mieux reconnue.
o. Il ne me reste plus qu'à passer rapidement en revue les branches de la Mécanique, au point de vue des applications de la Géométrie.
En premier lieu, Geminus parle des engins de guerre. Si Archimède n'avait pas décrit ses célèbres inventions, la littérature, sur ce sujet, n'en était pas moins riche; elle remontait même avant lui, puisque Vitruve (X), qui donne d'ailleurs d'assez précieux détails, en général, sur la Mécanique grecque, cite deux ingénieurs d'Alexandre le Grand, Diadès et Charias.
Les écrits grecs de cette nature qui nous restent ont été réunis dans les Afathematici vetei^es de Thévenot (Paris, lôpS); on pourrait croire qu'une bonne partie est du temps de l'empire romain; mais, si l'on écarte deux compilations sans importance réelle ('), tous les auteurs, sauf un, sont antérieurs à l'ère chrétienne (- ).
Nous avons ainsi : d'un Biton, qui avait aussi écrit sur l'Optique, un Traité de la construction des engins de guerre et des catapultes, dédié à un des rois de Pergame (un Altale) ; de Philon de Byzance, contemporain de Ctésibios, deux Livres analogues, seul reste d'un Ouvrage beaucoup plus étendu; de Héron d'Alexandrie, les BîXoTuoiiy.a {Sur les armes de jet) et un Traité sur la CJiirobaliste ('); enfin d'un Athénée, un Livre sur les machines de guerre.
Il est à remarquer que la solution du problème des deux
(') Les fragments des Gestes de Julius Africanus, et le Traité anonyme sur la défense des place fortes.
( = ) Le seul postérieur est Apollodore, qui vivait au ii° siècle, sous Fempereur Adrien. Il a traité des machines pour l'attaque des places fortes.
(') Sorte d'arbalète restituée par Victor Prou [Xot. et extr. des Mss. de la Bibl. nat. XXVI, 2 (1877) et XXXI (i88'i}].
moyennes |)ru[)orlionnellcs d'après IMiilon, (|irEul()cius nous a conservée, figurait dans le premier Livre, aujourd'hui |)ordu, de son Ouvrage; celle de Héron se retrouve dans les B-Xo-ouxot ([U(î nous avons, mais il devait l'avoir insérée également dans ses Int roc/ action s inécaniques.
La seconde branche de la Mécanique, indiquée par Geminus, est caractérisée parles noms de Ctésibios et de son disciple Héron, et par son but qui est bien celui de deux des Ouvrages de ce dernier, aussi édités dans les MaUietnatici veteres, à savoir les Pneumatiques et les Automates. L'ingénieur mécanicien s'y propose bien moins de décrire des applications utiles que des objets d'amusement, de véritables jouets ou encore des artiQces propres à entretenir la superstition. Ces deux Livres répondent exactement à deux des subdivisions de la Thaumatopœïqae de Geminus; la troisième devait être représentée par un Livre de Héron, aujourd'hui perdu, rispi ^uy'^'^'^-
Geminus fait aussi allusion : à la théorie de l'équilibre et des centres de gravité, créée par Archimède dans ses Ouvrages qui nous restent sur l'équilibre des plans et dans son Traité perdu Sur les balances ('); à un autre Traité, également perdu, du grand Syracusain, à sa célèbre Sphéropée, qui décrivait un appareil, mû par l'eau, où les mouvements célestes étaient représentés dans une sphère de verre; enfin à divers autres Ouvrages qui traitaient des mouvements. ^
6. En dehors des Traités que nous avons énumérés, c'est d'après le Livre VHI de la Collection mathématique de Pappus qu'on ])eut se faire l'idée la plus précise de la Mécanique des anciens et se rendre compte du rôle capital qu'y jouaient les recherches purement géométriques.
Pappus reconnaît d'ailleurs pour la jMécanique une division à peu près analogue à celle de Geminus; s'il place en première ligne l'art des manganariens, c'est-à-dire des constructeurs de machines servant à l'élévation des fardeaux (des moufles en particulier), il se réfère à cet égard aux anciens, et c'est bien là ce
(') Ih;>t Cj-,'à)v, Pappus, loGS.
— (ii! —
(ju ail Ifiiips doCu'mmiis, cl aprcs l'Iiiloii cl llrioii, on eiiloiulail proprement sous le nom de mécaniques. Pappiis parle ensuite, comme branches suivantes, de la fabrication des engins de guerre et des macbines proprement dites ('), de celle des ôaûaaTa, enfin de la s|)héropée. C"c.>t bien la même série d'ap[)licalinns cpn; donne Geminus, et, pour les Oauaa-a, Pappus fait aussi une subdivision analogue, en indiquant les Ouvrages précités de Héron; seulement, il cite aussi le Traité d'Archimède Elspi o/ouyivcov (dont le texte grec est perdu) et celui de Héron sur les horloges à eau. Si ce dernier, que nous n'avons plus, pouvait avoir en réalité un but pratique (-), il est bien à remarquer que l'objet des admirables recherches d'Archimède sur les centres de gravité et les métacentres des segments de paraboloïdes flottant sur l'eau est de faire la théorie de petits jouets donnant des effets ])aradoxaux d'équilibre ou d'instabilité; à cet égard, ce Traité peut tout à fait être comparé aux Zuyia ou aux Ouvrages analogues de Héron.
Le Livre YHI de Pappus, au reste, paraît à peu près en totalité emprunté à des sources antérieures à l'ère chrétienne (3), surtout à Héron d'Alexandrie, et les manuscrits se terminent par des extraits des Mécaniques de ce dernier; c'est là que se trouvent décrites les cinq puissances simples des anciens : le treuil, le levier, la moufle, le coin et la vis sans fin (''), tandis que plus haut Pappus avait donné la théorie d'une machine passablement complexe d'après le BapouÀxo;(\) de Héron. C'est dans ces Ouvrages
(') P. io2'|, 22. Il faut, je crois, enlciidre les machines de guerre, d'après l'usage de ia langue. La parenlhcsc qui suit dans le texte, et d'après laquelle il s'agirait de machines pour l'épuisement de l'eau, me semble une interpolation malencontreuse, quoiqu'il y eût certainement des traités sur la matière. Mais Vitruve (X), qui essaye précisément de distinguer les machines et les engins (organa), appelle engins les machines d'épuisement.
(^) Mais il semble bien, qu'au lieu de chercher à assurer une marche bien réglée des horloges, les anciens se soient surtout préoccupés d'obtenir des effets curieux, comme l'apparition de figures indiquant les heures, etc.
(') C'est dans son Vil" Livie que Pappus énonce, comme èlant de son invention, le théorème ordinairement connu sous le nom de Guldin.
(*) Ces extraits ne semblent pas l'œuvre de Pappus.
(') Tireur de fardeaux. Celte machine se compose d'un treuil, actionné par un équipage de cinq roues dentées, dont la dernière est commandée par une vis sans lin mue par une manivelle. Héron a inséré partie de son Traité sur cette machine dans son Ouvrage Sur la Dioptre. Le Bapoù).xoç existe encore en arabe.
— (jl —
perdus de 1 ingénieur alcviiiidiiii ('«jinnu- dans cfiix analogues de IMulon que se trouvaient réunies les connaissances de Mécanique pratique des anciens, et, après eux, ces connaissances ne semblent guère avoir réellement progressé.
7. L'histoire de la Mécanique pratique dans l'antiquité ( ') offre au reste une double obscurité. Un premier point ne sera probablement jamais éclairci d'une façon suffisante, car les documents manquent pour déterminer la date réelle des inventions fondamentales; il semble, toutefois, qu'elles doivent, en thèse générale, être regardées comme très antérieures à Archimède, sauf toutefois celle de la vis. Mais une autre question, non moins grave, est susceptible d'être élucidée, au moins dans une très large mesure, par l'étude approfondie des documents qui nous restent. Comment les anciens pouvaient-ils suppléer, dans la pratique, à l'insuffisance de leurs connaissances théoriques?
Pour ces dernières, leur histoire est suffisamment claire; les combinaisons de mouvements, au point de vue cinématique, ont été connues de très bonne heure (-), et les Grecs y ont déplovi' une grande ingéniosité; mais ils n'ont jamais précisé le concept de vitesse.
Le génie d'Archimède créa la théorie de la composition des forces parallèles, des centres de gravité et celle de l'équilibre des corps flottants. Mais l'antiquité n'alla pas plus loin; non seulement les premiers principes de la Dynamique ne furent pas soupçonnés, mais la composition statique des forces concourantes fui toujours ignorée, et l'explication des machines se borna à l'extension du principe d'équilibre du levier, qui est le point de départ des travaux. d'Archimède, mais peut cependant avoir été reconnu avant lui, au moins empiriquement (•' ).
( ' ) Je me borne à signaler sur celte matière les intéressants travaux de M. linchas d'Aiglun.
(') Le plus ancien exemple est la distinction du mouvement propre des planètes et de leur mouvement diurne par l'école pythagoricienne; le système des sphères concentriques d'Eudoxe, pour représenter les mouvements célestes, offre des combinaisons déjà très savantes, et un passage de Platon (Lois, X, SgS, d) prouve également que, dès son temps, la théorie examinait les ras les plus compliqués.
{') Il se trouve énoncé dans les Mécaniques à' Kr\sU)ie . et l'explication du coin s'v trouve ramenée d'une façon fl'aillenrs inexacte.
Il \ a dotu' mit' >mi;tilièrc cxaij;éralion à tillrihuer aux anciens un piessenliment cflcclif d'un principe comme celui des vitesses virtuelles. 11 suffit de remarquer qu'ils étaient incapables de faire la théorie si simple du |)lan incliné.
Voici comment Pappus (p. io5-) traite cette question. Un corps de poids P est traîné sur un plan horizontal par une force Vf. Pour connaître quelle force sera nécessaire pour lui faire gravir un plan incliné sur l'horizon d'un angle a, il suppose que ce corps est une sphère, et, menant une verticale par le point de contact de cette sphère et du plan, il détermine, d'après le principe du levier, le poids qui, appliqué à l'extrémité du rayon perpendiculaire à cette verticale, empêcherait la sphère de descendre.
Ce poids est P -. La force cherchée serait dès lors, d'après
^ 1 — sina ' r
Pappus,
\ I — sinx/' 1 — sina
Un résultat aussi manifestement erroné, déduit de raisonnements en apparence géométriques, nous montre bien tout ce qui restait à faire avant Stevin et Galilée sur la question la plus capitale de la Statique. Si Archimède avait su ramener à des problèmes géométriques la recherche de l'équilibre dans le cas de forces parallèles, les essais faits après lui dans le même sens ont été des plus malheureux ; on n'en doit qu'admirer d'autant plus la puissance de son génie.
CHAPITRE V
Le résumé historique de Proclus.
J'aborde niainlcnant le long fragment liistorlque inséré par Proclus dans la seconde partie de son Prologue (p. 64-70); je vais donner la traduction intégrale de ce texte capital pour riiistoirc de la Géométrie; j'examinerai ensuite à quelles sources Proclus a dû puiser en réalité et ce qu'il peut avoir tiré de son propre fonds.
a ('). « Il convient désormais de parler de l'origine de la Géométrie dans la période actuelle; car, comme l'a dit le surhumain Aristote, les mêmes pensées sont venues à plusieurs reprises aux hommes suivant certaines périodes déterminées de l'univers, et ce n'est pas de notre temps, ou dans celui que nous connaissons par l'histoire, que les sciences se sont constituées pour la première fois; mais elles apparaissent et tour à tour disparaissent suivant les retours de révolutions célestes, dont on ne peut assigner le nombre pour le passé ni pour l'avenir. G'est donc pour la période actuelle seulement qu'il faut considérer les commencements des arts et des sciences.
b. « Nous dirons que, suivant la tradition générale, ce sont les Égyptiens qui ont les premiers inventé la Géométrie, et qu'elle est née de la mesure des terrains, qu'il leur fallait sans cesse renouveler à cause des crues du Nil qui fait disparaître les bornes des propriétés.
c. ce II ne faut pas s'étonner qu'un besoin pratique ait occasionné l'invention de cette science ou des autres, puisque tout ce qui est soumis à la génération procède de l'imparfait au parfait; il y a donc progrès naturel de la sensation au raisonnement, de celui-ci
(') La subdivision du texte en paras;raphes marques par des lettres est destinée à faciliter le< renvois ultérieurs.
à 1 iiiLclligence pure. D<; mcme donc ({ue lu connaissance exacte des nombres a commencé chez les Phéniciens à la suite du trafic et des transactions auxquelles ils se livraient, la Géométrie a été inventée par les Egyptiens pour la raison que j'ai dite.
d. « Thaïes, le premier, ayant été en Egypte, en rapporta cette théorie dans l'Hellade; lui-même fit plusieurs découvertes et mit ses successeurs sur la voie de plusieurs autres, par ses tentatives d'un caractère tantôt plus général, tantôt plus restreint au concret.
e. « Après lui, Mamercos (') (Mamertinos?) frère du poète Stésichore, est mentionné comme s'étant enflammé pour la Géométrie, et Hippias d'Elis rapporte qu'il s'y fit de la réputation.
/. « Après eux, Pythagore transforma cette étude, et en fit un enseignement libéral; car il remonta aux principes supérieurs et l'echercha les théorèmes abstraitement et par l'intelligence pure; c'est à lui que Ton doit la découverte des irrationnelles et la construction des figures du cosmos [les polyèdres réguliers^.
g. « Après lui, Anaxagore de Clazomène s'occupa de diverses questions géométriques, de même qu'OEnopide de Chios, un peu ])lus jeune qu'Anaxagore ; Platon, dans ses Rivaux, fait mention de tous deux comme de mathématiciens en réputation.
h. (( Puis devinrent célèbres en Géométrie : Hippocrale de Chios, l'inventeur de la quadrature de la lunule et Théodore de Cvrène. Hippocrate fut le premier qui composa des Eléments.
i. « Après eux vécut Platon qui fit prendre aux Mathématiques en général, à la Géométrie en particulier, un essor immense, grâce au zèle qu'il déploya pour elles, et dont témoignent assez ses écrits tout remplis de discours mathématiques, et qui, à chaque instant, ('•veillent l'ardeur pour ces sciences chez ceux qui s'adonnent à la philosophie.
j. a Vers le même temps vivaient Léodamas de Thasos, Archy-
(') La Ief;on des manuscrits est douteuse : Mamertinos est la furriic donnée par Suidas; le fragment pseudo-hcronien porte Maniertios.
las de lareiiLc, etThécLète d'Atlu-iies, qui augmentèrent le nombre des théorèmes et en firent un enscml^le plus scientifique ; Néoclide (plus jeune (jue Léodanias) et son disciple Léon, qui agi'andirent singulièrement les connaissances antérieures, en sorte que Léon put composer des Eléments très supérieurs par le nombre et l'importance des démonstrations; ce fut aussi lui qui inventa les dislinctioiis (ctopicr[jioi), quand le problème cherché est possible et quand il est impossible (').
A". « Eudoxe de Cnide, un peu plus jeune que Léon, et disciple des amis de Platon, augmenta le premier le nombre des théorèmes dits généraux ; il ajouta trois nouvelles analogies aux trois anciennes (-), et fit progresser les questions relatives à la section (3), questions soulevées par Platon et pour lesquelles il fit usage des analyses.
l. (( Am^yclas d'Héraclée, disciple de Platon, Ménechme, élève d'Eudoxe et de Platon, Dinostrate, frère de Ménechme, perfectionnèrent l'ensemble de la Géométrie. Theudios de Magnésie s'acquit une réputation singulière dans les Mathématiques comme aussi dans les autres branches de la Philosophie; il rédigea d'excellents ^/ements et rendit plus générales diverses définitions ( '*). Athénée de Cjzique vécut à la même époque et fut célèbre comme mathématicien, en particulier comme géomètre. Tous ces savants se réunissaient à l'Académie et faisaient leurs recherches en commun.
(') Dans les ouvrages classiques, toutes les fois qu'un problème est astreint, pour être possible, à certaines conditions, celles-ci sont insérées dans l'énoncé du problème sous la rubrique : oeï Sv) (il faut que). Elles constituent ce qu'on appelle le Stopiay-ôi;.
(") L'arithmétique, la géométrique et l'harmonique; celles d'Eudoxe sont définies par les relations suivantes entre le moyen ni et les extrêmes a > b :
{') La section en moyenne et extrême raison, d'après Bretschncidcr, dont l'opinion a, depuis, été généralement admise; la section des corps ronds, d'après l'interprétation antérieure que je monti-erai être la plus probable.
(*) Le texte est douteux; peut-être : « rendit plus générales diverses propositions particulières ».
m. u llerinoliine, de Coloplion, pDiirsuivll les découvertes d'Eudoxe et deThéétcle, trouva diverses propositions des Eléments., et composa une partie des Lieux. Philippe de Medraa (' ), disciple de Platon qui le tourna vers les Mathématiques, fit des recherches suivant les indications de son maître, mais il se proposa aussi toutes les questions qu'il crut utiles j)0ur la philosophie de Platon. C'est jusqu'à ce PhiHppc que ceux qui ont écrit les liistoires conduisent le développement de la Géométrie.
n. « Euclide, l'auteur des Eléments, n'est pas beaucoup plus jeune; il a mis en ordre divers travaux d'Eudoxe, amélioré ceux de Théétète, et aussi donné des démonstrations irréfutables pour ce que ses prédécesseurs n'avaient pas assez l'igoureuseincnt prouvé.
o. « Euclide vivait sous Ptolémée I, car il est mentionné par Archimède, qui naquit vers la fin du règne de ce souverain, et d'autre part on rapporte que Ptolémée demanda un jour à Euclide s'il n'y avait pas pour la Géométrie de route plus courte que celle des Éléments; il eut cette réponse : « Il n'y a pas en Géométrie de chemin fait pour les rois ». Euclide est donc plus récent que les disciples de Platon, mais plus ancien qu'Ératosthène et Archimède, car ces derniers étaient contemporains, comme Eratosthène le dit quelque part.
p. (( Euclide était d'ailleurs Platonicien d'opinion, et bien familier avec la philosophie du Maître : aussi s'est-il proposé, comme but final de l'ensemble de ses Eléments, la construction des figures appelées platoniciennes {les cinq polyèdres réguliers).
q. (( Il v a de lui nombre d'autres Ouvrages de Mathématiques, écrits avec une singulière exactitude et pleins de science théorique. Tels sont ses Optiques, ses Caloptriques, ses Eléments de Musique, et encore son livre sur les Divisions (- ).
(') MsoiJLaïo? doit certainement être lu au lieu de Msvoaîoç; mais il ne semble pas qu'il faille distinguer ce Philippe de celui dit ordinairement d'Opunte. {Voir BoF.CKH, Sonnenkreise der Alten (Berlin, iS63), p. 'i\-l\o.
( = ) L'Ouvrage géométrique copié, par Mahomet de Bagdad, dans le Traité de même titre qui fait partie de l'édilion d'Euclide par Grégory.
/•. (c Mais on admire singulièreinenl ses J^'léi/ients du Géoiiiélric, pour l'ordre qui y règne, le choix des théorèmes el problèmes pris comme éléments (car il n'a nullement inséré tous ceux qu'il pouvait donner, mais bien seulement ceux qui sont susceptibles déjouer le rôle d'éléments), et aussi la variété des raisonnements, conduits suivant tous les modes et produisant la conviction, tantôt en partant des causes, tantôt en remontant des faits, mais toujours irréfutables, exacts, et du caractère le plus scientifique. Ajoutez tous les procédés de la dialectique : la méthode de division (ôiaipsTixr^), dans la reconnaissance des espèces, celle de définition (ôpia-t/.-/-), dans les raisons en essence, Vapodictique, dans les marches des principes au cherché, V analytique, dans celles inverses, du cherché aux principes. Le même Traité nous montre encore, exactement distinguées, les diverses espèces des réciproques, tantôt plus simples, tantôt plus composées, en tant que la réciprocité peut avoir lieu, soit de la totalité à la totalité, soit de la totalité à la partie, ou inversement, soit enfin de partie à partie. Parlerons-nous de la teneuicontinue de l'invention, de l'économie et de l'ordre des antécédents et des conséquents, de la puissance avec laquelle il établit chaque point? Si tu veux y ajouter ou retrancher, tu reconnaîtras que tu t'écartes de la science, et te laisses emporter en dehors, vers l'erreur ou l'ignorance.
s. « ]Nombre de choses, à vrai dire, paraissent bien offrir la vérité, et découler des principes de la science, mais s'écartent de ces principes vers l'erreur et trompent les esprits superficiels. Euclide a donc aussi donné les procédés qu'emploie l'intelligence clairvoyante, et grâce auxquels il est possible d'exercer les débutants dans l'étude de la Géométrie, à reconnaître les paralogismes et à éviter les erreurs. C'est dans l'écrit qu'il a intitulé Wsuoapia que ce travail a été accompli, qu'il a énuméré séparément et en ordre les divers genres de faux raisonnements, exerçant pour chacun notre intelligence par des théorèmes de toute sorte, où il oppose le vrai au faux, et où avec la preuve il fait concorder la réfutation de l'erreur. Ainsi ce Livre a pour but la purification et l'exercice de l'intelligence, tandis que les Eléments sont un guide sûr et accompli pour la contemplation scientifique des objets de la Géométrie. »
"2. D'ordinaire, on reconnaîL connue eni[)rwnlée à Eiidème la purlie de ce fragment (b-m) qui concerne les temps antérieurs à Euciide; mais on admet que cet emprunta été fait par Proclus, car il est trop clair qu'en tout cas nous n'avons jias le texte même d'Eudème, et l'on considère le commentateur d'Euclide comme ayant rédigé toute la partie (n-s) relative à l'auteur des éléments.
Je vais essayer de montrer que le fragment tout entier appartient à Geminus, sauf les quelques légères altérations que Proclus a pu se permettre.
En premier lieu, j'appelle l'attention sur le paragraphe a; ce singulier hors-d'œuvre ne correspond pas à une doctrine assez invétérée chez Proclus, pour qu'on puisse croire qu'il l'ait écrit sans y avoir été au moins incité par quelque auteur qu'il avait sous les yeux. L'autorité d'Aristote ne doit pas non plus nous faire illusion, quoique le Stagirite dise bien quelque chose {Metaph., XI, 8, i3) qui justifie suffisamment la citation de Proclus; ce n'est point là une doctrine du Lycée ('), et un tel développement serait aussi singulier dans \ Histoire géométrique d'Eudème qu'il l'est dans Proclus. La croyance qu'indique ce paragraphe est au contraire bien connue comme faisant partie des dogmes stoïciens; nous devons donc soupçonner là la main de Geminus, sauf à laisser à Proclus la mention d'Aristote,
Passons maintenant à la partie du fragment qui concerne Euciide ; les mentions précises d'Eudoxe et de Théétète (/z), dont Proclus n'a certainement pas les ouvrages, indiquent assez que, pour ce qu'il dit d'Euclide, il a encore une autorité postérieure à Eudème.
La petite discussion chronologique (o), sur l'époque où vivait Euciide, ne peut être de Proclus, homme qui se contente toujours de s'en référer à la tradition; elle répond au contraire tout à fait aux habitudes du temps de Geminus, alors que la chronologie venait à peine de se fonder. Cette discussion nous prouve d'ailleurs une chose, c'est que son auteur, quel qu'il soit, n'en savait pas plus que nous sur les dates de la vie d'Euclide.
(') Arislole, comme Platon, qui adn)cl rJc même des périodes successives de civilisation aboutissant à des cataclysmes, croit en tout cas que la race humaine n'est pas fiélruite et conserve des traces des connaissances antérieures.
.le ne m'arrcLe pas au renselgneiiu'iil (//) ([iic PimjcIus amail jui tenir d'une Iradilion quelconque, ni à la lisle (^) inconiplèlc des Ouvrages attribués à Euclide et que nous avons encore ('), mais je relève la digression (s) sur les Pseudaria. Evidemment Proclus en parle comme s'il avait l'Ouvrage entre les mains ^ qui peut croire cependant que de son temps un livre dont nous ne trouvons ailleurs qu'une seule mention (-) ait été, comme il semble le dire, encore suivi dans l'enseignement? Qui peut croire qu'un commentateur d'Euclide ait jîossédé un pareil Ouvrage, sans en rien tirer pour une seule remarque, même incidente? Il y a certes là une des preuves les plus palpables que le fragment est copié en son entier, et dès lors, à qui peut-il être emprunté, si ce n'est à Geminus?
Quant à l'éloge des -Eléments qui j)récède (/•), il suffît de remarquer que, dans le commentaire de Proclus, il n'est nullement à sa place; il se comprend très bien au contraire dans le plan que paraît avoir suivi Geminus, parlant des Ouvrages d'Euclide après avoir brièvement rappelé les travaux antérieurs, et commençant ainsi l'exposé des théories géométriques en relevant les mérites de l'œuvre classique où se trouvaient développés les éléments de ces théories.
3. Nous possédons dès maintenant des motifs suffisants pour penser que c'est à Geminus également que Proclus emprunte le résumé de l'histoire antérieure à Euclide, et que, s'il vient originairement d'Eudème, c'est Geminus qui a fait le premier extrait. Examinons donc ce résumé plus attentivement et cherchons à discerner, dans cette hypothèse, s'il n'y a pas d'autre trace nous indiquant que Proclus n'avait nullement Eudème sous la main.
Tout d'abord, écartons une question préjudicielle : on nous parle (m) de ceux qui ont écrit les Jiistoires. Geminus avait-il, lui, à sa disposition d'autres historiens qu'Eudème?
(') Cependant, si les Données et les Porismes n'y figurent pas, c'est sans doute parce que Geminus se réservait d'en parler plus loin et qu'il l'avait fait après l'endroit oii Proclus s'est arrêté; les Divisions ne méritaient pas une mention plus détaillée. Quant aux Phénomènes, leur omission ici ne peut étonner.
{') Alexand. Aphrod. in Arist. croçiaT. èXéy/. (Venise, lôjo ), fol. 25, H. Peut-être aussi le scholiaste du Théétète de Platon, i4i B.
Oïl répèle souveiil, (l'a|)rè5 Diogènc Laërcc (V, 4*^< '^'O' *l"'' Théophraste, comme Eudèmc, disciple d'Arislole, avait, lui aussi, composé quatre Livres cV/Iisloires géométrirjucs, six à' Histoire astrologique, un à' Histoires arithmétiques. Mais, comme Usener l'a remarqué le premier, il est probable que cette donnée nous fournit seulement le nomlire de livres historiques composés par Eudème, le seul sous le nom duquel soient citées de telles histoires, tandis que Théophraste n'est cité que comme auteur à^Histoires physiques (seize Livres), et que les quelques renseignements qui proviennent en outre de lui sur l'histoire astronomique doivent être empruntés à des écrits spéciaux, comme celui 5m/" le Ciel, etc. Il suffît d'ajouter que le prétendu catalogue des écrits de Théophraste est formé de quatre listes successives par ordre alphabétique, dont la troisième et la quatrième, qui parlent des Histoires mathématiques , necontiennent aucun ouvrage authentique de l'auteur des Caractères, mais seulement des écrits de la même école.
La mention que fait également Diogène Laërce (IV, i3) de cinq Livres nsp'i ysoMxexpwv (sur les géomètres), qu'aurait écrits Xénocrate, disciple de Platon et contemporain d'Eudème, n'est guère plus acceptable. Aucune trace ne se rencontre ailleurs d'un pareil écrit dont le titre peut être corrompu et à lire IlEpi Y£w;jL£-pixtov (sur la Géométrie); d'autre part, il semble que la source de Diogène Laërce ait réuni sous ce titre commun cinq Livres distincts qui sont énumérés ensuite, et dont aucun n'a de caractère historique (').
Mais, si Eudème est le seul historien de la Géométrie avant Euclide, comment Geminus aura-t-il pu employer le pluriel?
Il est aisé de voir que, quoique Eudème ait été la source principale, comme le témoigne assez l'exclusivisme de la liste des géomètres nommés (-), Geminus a dû chercher d'autres renseignements que les siens, sinon chez des historiens spéciaux qui
(') Je remarque incidemment que le Pén'gènes, auteur d'un ouvrage sur les Mathématiques chaldéennes, cité par le scholiaste d'Apollonius ( Ncsselmann, p. 1-2), est évidemment Épigène de Byzancc, dont parlent Sénéque et Pline.
(') Notamment l'omission de Démocrite; il est bien peu croyable d'ailleurs qu'en dehors d'Athènes ou de l'Académie, il n'y ait pas eu un nom à citer à partir d'IIippocrate de Chios. La Sicile notamment a dû avoir des géomètres entre Mamercos et Archimède, quand elle a eu des astronomes originaux comme Kcphante et llicétas.
n'existaient pas, au moins chez Icsécrix anisfjiii [joiivaienlcoinplélei' Eudènie, et cela suffit pour justifier l'expression donlils'est servi.
On le soupçonne, quand on rencontre dans le fragment la tradition sur les débordements du Nil (6), qui remonte à Hérodote, et l'attribution aux Phéniciens de l'invention de l'Arithmétique (c). Sur ces deux points, en effet, le fragment s'écarte de l'opinion formelle d'Aristote (y]/<?^(7/)A., I, i), qui voit dans les loisirs des prêtres égyptiens la cause déterminante de la formation première des Mathématiques. Platon admettait également et à juste titre que la science des nombres venait originairement de l'Egypte ; enfin, quand Jamblique nous dit que Thaïes emprunta aux Égyptiens sa définition de l'unité, il nous fournit un renseignement qui doit venir plus ou moins directement d'Eudème et qui contredit également la prétendue origine phénicienne.
On reconnaît, d'autre part, une source particulière utilisée par Geminus, quand on voit citer (e) Hippias d'Elis à propos de Mamercos. Cette citation ne peut en effet appartenir à Proclus qui n'avait point certainement l'ouvrage d'Hippias; si elle était d'Eudème, Geminus ne l'aurait pas sans doute conservée dans l'extrait, tandis qu'il aura voulu donner une preuve de son érudition, en parlant d'un géomètre omis par le disciple d'Aristote. Au reste, la mention du polygraphe Hippias devait probablement se référer à des vers du poète Stésichore, et n'a donc pas de valeur historique réelle.
La mention des RWaiix de Platon [g) conduit aux mêmes conclusions; à la rigueur, elle aurait pu être faite par Proclus; mais, comme le dialogue est apocryphe, cette citation n'est certainement pas d'Eudème, tandis que Geminus pouvait déjà la faire.
A la vérité, Eudème avait parlé d'OEnopide ; nous sommes donc conduits à supposer qu'il avait omis Anaxagore, et que c'est ce dernier que Geminus aura voulu placer, d'après le témoignage qn'il invoquait, à côté de l'astronome de Chios. Il est certain pourtant que ce témoignage est d'autant plus insuffisant qu'il concerne une discussion astronomique et non pas géométrique : nous n'avons pas de preuves valables en fait qu'Anaxagore se soit sérieusement occupé de Géométrie ('). Son Ouvrage sur la perspective, men-
(') Pas plus que le? ;iulrcs [iliysiciciis Je l'école i()iii(|uc npris Tli;ilès. L'oir,:,
lionne |)ar \ ilruve, pouvait ne pas réclanici- des connaissances bien étendues, et le Irait rapporté par Plutarque (f/e Exsilio, Ch. 17), qu'il composa dans sa prison une Quadrature du cercle, s'il n'es pas inventé à plaisir, ne prouve nullement qu'Anaxagore fût à la hauteur, comme géomètre, même des sophistes Antiphon et Bryson. En tout cas, sa conception du monde semble bien prouver que ses connaissances géométriques n'étaient pas au niveau de son originalité comme physicien.
Dans la suite du fragment, nous reconnaissons aussi dans le retour perpétuel aux Eléments la main d'un auteur qui recherche les origines de l'œuvre d'Euclide, qui lui est donc postérieur. C'est bien le même qui va rapprocher (/?) de cette œuvre les travaux d'Eudoxe et de Théétète; il en a lu l'exposition détaillée dans Eudème et il résume ainsi son impression, de même qu'il l'a fait plus haut à plusieurs reprises. La façon dont il parle des Lieux à propos d'Hermotine (/??) est bien aussi d'un écrivain au temps duquel ce sujet comprenait une matière considérable, tandis qu'au temps d'Eudème on commençait seulement à l'aborder.
Je me résume : les renseignements que fournit notre fragment pour les temps antérieurs à Euclide étaient épars dans les quatre Livres d'Eudème, composés sans doute par ordre des matières, suivant l'usage de son école. Si Proclus avait eu ces Livres entre les mains, il n'aurait point fait l'extrait que nous avons, et il nous aurait fourni en temps et lieu beaucoup plus de détails tirés d'Eudème que nous n'en trouvons malheureusement chez lui. Tout, au contraire, indique la main de Geminus, pour lequel cet extrait, avec le morceau qui suit sur Euclide, forme un ensemble rentrant naturellement dans le cadre qu'il s'était tracé; nous avons donc assez de probabilités pour pouvoir lui attribuer la totalité du fragment historique.
4. Il me reste à indiquer une conséquence importante qui s'ensuit relativement à un témoignage de ce fragment relatif à Platon et à Eudoxe (A).
ycw|j.expta; ÛTioTÛTTOiotv êosi^ôv de Suidas sur Anaximandrc doit sans doute se rapporter à la figuration de la Terre sur une mappemonde, qui fut l'œuvre du Milésien.
Bretschnelder a pensé que la section doiil il est parlé dans ce passage était la section d'une ligne en moyenne et extrême raison, et qu'Eudènie avait en vue les théories du Livre XIII d'Euclide, sur les polyèdres réguliers, lequel débute précisément par des théorèmes où intervient cette division en moyenne et extrême raison et pour lesquels, à côté des démonstrations d'Euclide, les manuscrits en ont conservé d'autres, par analyse et synthèse. Ce seraient là, d'après lui, des débris des analyses d'Eudoxe.
Contre celte dernière conclusion, Ileiberg a objecté très justement que ces démonstrations ne peuvent, philologiquement parlant, être regardées que comme l'œuvre d'un scholiaste très postérieur à Euclide. Mais la thèse générale elle-même, quoique très séduisante, surtout si l'on croit retrouver dans le fragment historique un texte d'Eudème, n'a guère plus de valeur que la conjecture qui s'y rattache.
A mon sens, il s'agit, comme on le croyait avant Bretschnelder, de la section des solides (') et des travaux qui ont préludé à l'invention des coniques. Mais j'ajoute que selon toute probabilité la donnée dont il s'agit appartient à Geminus, non pas à Eudème; que, d'autre part, elle est empreinte d'un caractère légendaire qui en diminue singulièrement la valeur.
La donnée qui précède immédiatement, relative à l'invention par Eudoxe de trois analogies nouvelles, excite tout d'abord nos soupçons; comme ces analogies semblent avoir toujours été considérées comme rentrant dans l'Arithmétique, il est improbable (pi'Eudème en ait parlé à propos de la Géométrie; d'un autre côté, Jamblique les attribue tantôt à Eudoxe, tantôt à Archytas; la tradition n'était donc pas bien assurée à cet égard. Il est donc possible qu'ici Geminus se soit écarté d'Eudème; en tout cas, pour Eudoxe, il a cherché d'autres renseignements que ceux que lournissaient les Histoires géométriques.
Quant à l'invention des sections coniques, il est très probable qu'Eudènie n'en avait point parlé. Si l'on considère que son Ou-
(') L'emploi du singulier, quand d'ailleurs le texte serait plus assuré qu'il ne l'est, ne prouve rien. Il est au reste impossible de montrer un texte où il soit parlé d'une section proprement dite, à savoir celle en moyenne et extrême raison ; un peu plus haut Proclus (p. 60, 17-19) s'exprime tout autrement.
vrage ne comprenait (]ue quatre Livres, et que la quadrature des lunules se trouvait exposée, très longuement d'ailleurs, dans le second, il paraît impossible qu'un Traité aussi restreint comme dimensions et entrant dans autant de détails ait pu comprendre la théorie des coniques.
Cette conjectui'e est confirmée par le passage do Geminus que cite Eutocius (sur Apollonius) au sujet de l'histoire des coniques. Dans ce passage, Geminus a évidemment emprunté à Eudème ce qu'il dit de la façon dont les anciens démontraient l'égalité à deux droits de la somme des angles d'un triangle ; mais, pour l'invention même des coniques, il semble réduit aux connaissances qu'il pouvait tirer lui-même des écrits antérieurs à Apollonius, et Eutocius, qui le cite pour réfuter l'opinion d'Heraclite ('), ne peut y trouver l'attribution de l'invention à un personnage déterminé.
Geminus cependant, mais dans un autre passage et d'une façon tout incidente {Proclus, p. 1 1 1), avait reconnu Ménechme comme l'inventeur des coniques, mais il s'appuyait expressément sur un vers où Erastotlîène parlait des triades de Ménechme, les sections du cône, et qui se trouve dans la lettre conservée par Eutocius (sur Archimède). Ce témoignage, postérieur à Eudème, n'est pas évidemment suffisant pour trancher complètement la question.
Enfin les solutions du problème de Délos, attribuées à Ménechme par Eutocius, ne paraissent pas remonter à Eudème, comme celle qui nous est restée sous le nom d'Archytas; est-il nécessaire d'ajouter que ces solutions peuvent très bien avoir été imaginées après coup, et qu'elles doivent nous être suspectes jusqu'à un certain point, surtout quand nous trouvons déjà dans l'une d'elles l'équation de l'hvperbole rapportée à ses asymptotes?
Ménechme peut très bien avoir distingué le premier les trois coniques et établi leur équation au sommet, mais son maître Eudoxe peut, par exemple, avoir considéré la section plane du cylindre (-), et peut-être Geminus retrouvai l-il dans un de ses écrits encore
(') Nom douteux. Il avait écrit une vie d'Arcliimède, où il attribuait au Syracusaia l'invention des coniques.
(') Eudoxe, pour représenter les mouvements des planètes, avait étudié une courbe qui est l'intersection d'une sphère par un cylindre tangent antérieurement; Archytas avait déjà, dans sa solution du problème de Délos, au moins pose la question d'intersections encore plus complexes.
existants le nom anti([ue de ôupso'ç (l^oiielier), appliqué autrefois à l'ellipse; cela suffisait pour lui attribuer d'avoir étudié les questions relatives à la section des corps.
Mais il est aussi très possible que Geminus ait forgé complètement sa donnée pour faire remonter jusqu'à Platon le principe de l'invention. Dans ce cas, Eudoxe, comme maître de Ménechme, était un intermédiaii'e naturel.
S. Dès le temps de Geminus en effet, avait cours, dans le milieu philosophique, la légende qui attribuait à Platon une part considérable dans le développement de la Géométrie. Ce que dit du Maître le passage (/) du fragment historique peut bien être considéré comme exact ou tout au moins comme représentant fidèlement le témoignage d'Eudème, qui devait déjà être quelque peu porté à s'exagérer le rôle de Platon comme j)romoteur de la Géométrie. Mais, quand nous arrivons au passage sur Eudoxe, la légende a pris corps, Platon a inventé l'analyse et soulevé les questions sur la section.
Sur la prétendue invention de l'analyse, je reviendrai ailleurs; quant à l'autre élément de la légende, il ne me paraît pas difficile d'en reconnaître l'origine : au Livre VII de la République, où il parle longuement des diverses sciences mathématiques, Platon constate que les théories géométriques concernant les solides sont encore à peine ébauchées. Si Ton considère que cependant la construction des cinq polyèdres réguliers était attribuée aux Pythagoriciens, que la découverte capitale d'Eudoxe sur le volume de la pyramide présente un caractère pratique qui ne permettait guère aux disciples de Platon de l'apprécier à sa juste valeur, une seule théorie se présentait comme représentant le clesideratuinàvi Maître, c'était celle qui, en tout cas, apparut vers la même époque, la théorie de la section du cône. C'est donc à elle que s'attache la légende et dès lors c'est à Platon lui-même qu'à tort ou à raison elle fait remonter l'origine de la question.
Dans ces conditions, nous pouvons d'autant moins nous prononcer sur la valeur réelle de cette tradition que, d'une part, elle s'appuie en fait sur des textes de Platon pour l'interprétation complète desquels les éléments nous font défaut, mais que d'un autre côté, si celte li'gende a peut-être un fond de vérité, nous
la voyons s'accroître blentcit de développements inadmissibles.
Qu'elle ait été rattachée dès l'origine au fameux problème de Délos, il est à peine utile de le faire remarquer, puisque, historiquement parlant, les sections cctfiiques apparaissent tout d'abord comme appliquées à la solution de ce problème. A la vérité, dans sa lettre à Plolémée, Eratosthène n'indique nullement que Platon lui-même se soit occupé de ce problème, mais dans son Platonicien ('), il racontait déjà que c'était au chef de l'Académie que s'étaient adressés les Déliens, embarrassés par l'oracle, et il lui attribuait d'avoir dit : « Si le Dieu a fait celte réponse, ce n'est pas qu'il eût besoin d'un autel double, mais il a voulu reprocher aux Grecs de négliger les Mathématiques, il blâme leur dédain pour la Géométrie. »
La légende ira en grossissant de plus en plus; bientôt on attribuera à Platon une solution déterminée du problème, solution pratique d'une rare élégance au reste, mais certainement postérieure à Eratosthène; aux derniers temps, d'après Philopon, ce sera Platon qui aura ramené la duplication du cube à l'invention des deux moyennes proportionnelles, réduction que cependant Eratosthène attribue formellement à Ilippoci^ate de Chios.
Mais arrêtons-nous à Plutarque. Il nous raconte (Qiiest. conviv., VIII, Qu. 2, Ch. 1. — Fila Marcelli, Ch. 14, § 5) que Platon a blâmé Eudoxe, Archytas et Ménechme d'avoir employé pour la duplication du cube des instruments et des dispositions mécaniques, d'avoirainsi rabaissé jusqu'aux objets sensibles une science dont les spéculations doivent être exclusivement abstraites. Ce fut aussi lui qui sépara définitivement la Géométrie delà Mécanique et réduisit celle-ci au rôle secondaire qu'elle garda jusqu'à Archimède.
(^e récit de Plutarque est ordinairement accepté sans défiance : comment nier cependant qu'il ne soit forgé à plaisir d'après le caractère général de la philosophie de Platon et sans tenir aucun compte de ce qu'étaient les solutions d'Eudoxe, d'Archjtas et de Ménechme? Par une singulière contradiction avec cette autre forme de la légende, la solution attribuée à Platon est, avant celle d l^lralosthène, la seule qui suppose l'emploi d'un instrument; celles
(') Tlieon de Smyrne. \rilh., C.liiiii. I.
- SI) -
(l'Arcli}las cl de Ménechnie sont aussi théoriques que possible, et il n'y a pas à douter que celle d'EudoxC; que nous n'avons plus, ne leur ressemblât sous ce rapport.
Si Diogène Lacrce nous dit (VIII, 83) (') qu'Archytas fut le premier à introduire des mouvements d'instrument dans une figure géométrique pour trouver la duplication du cube par l'intersection d'un cône, d'un cylindre et d'un tore, ce peut être vrai en tant que ces mouvements sont considérés comme purement abstraits; mais on répète simplement sous une forme encore plus inadmissible la donnée de Pliitarque, si l'on entend que le Tarentinaura efiTectivement tenté de réaliser mécaniquement sa construction; il aurait, à ce compte, certainement tenu la gageure de trouver le procédé manuel le plus impraticable qu'il fût possible d'imaginer.
Ce que l'on peut seulement concéder, c'est que les surfaces considérées par Archytas rentraient dans celles qui, pratiquement et à l'aide du tour, pouvaient être réalisées avec autant d'exactitude que la surface plane et qui, dès lors^, avaient droit, à tous égards, d'être introduites dans les spéculations géométriques. Si, d'autre part, Ératosthène, dans sa lettre à Ptolémée, nous dit queMénechme a été jusqu'à lui le seul qui ait tenté une solution plus ou moins pratique, je ne puis, pour ma part du moins, supposer une description continue d'une conique pas plus qu'une construction par points, je ne puis penser qu'à une construction d'un cône et à sa section effective, pour obtenir par exemple une parabole d'un paramètre donné; mais, en fait, une pareille solution reste toujours purement théorique.
Le témoignage d'Eratosthène suffit, en tout cas, pour repousser les récits de Plutarque, mais la légende platonicienne n'en embarrasse pas moins d'un voile désormais impénétrable les origines de la théorie des coniques.
(') C'est d"après une autre source évidemment que le même auteur indique Archytas comme le géomètre dont parle Platon à mots couverts, au Livre VII de la République, pour le proposer comme maître aux mathématiciens.
SI
CHAPITRE VI
La tradition totichant Pythagore. - Œnopide et Thaïes.
1. Si le rùlc de Platon en Matliénialiques n'apparaît que comme un thème d'incertaines légendes, que dira-t-on de celui des anciens sages, de Thaïes, de Pvthagore? Quand bien même la tradition qui les concerne remonterait jusqu'à Eudème, quelle créance peut-elle mériter, alors qu'il s'agit de personnages antérieurs de deux à trois cents ans, et qui n'ont pas écrit, ou, du moins^ sous le nom desquels l'antiquité n'a jamais connu que des œuvres apocryphes? A tout le moins, peut-on reconnaître à quelles sources puisait le premier historien de la Géométrie?
Un passage de Jamblique, mal interprété jusqu'à présent, me semble permettre de donner à ces questions, au moins en ce qui regarde Pythagore, une réponse plus satisfaisante qu'on ne pouvait l'espérer a priori.
[De pjthagorica vita, 89). « Voici comment les Pythagoriciens disent que la Géométrie fut rendue publique. L'argent des Pythagoriciens fut perdu par l'un d'eux (' ) ; à la suite de ce malheur, on lui accorda de battre monnaie avec la Géométrie, — et la Géométrie fut appelée Tradition touchant Pjlliagore (-). »
La curieuse donnée qui termine ce passage est une marque assurée de l'ancienneté de la source utilisée par Jamblique; cette donnée ne me paraît d'ailleurs susceptible que d'une seule expli-
(') 'A7to|3a),£îv Ttva ttjv oOaîav twv nuOayopîîwv. On traduit d'ordinaire : « Un pythagoricien perdit sa fortune. » Cette interprétation ne tient nullement compte de la construction de la phrase, ni des mœurs de l'époque à laquelle se rapporte la tradition. Les Pythagoriciens vivaient en communauté; le dépositaire de la bourse commune la perd, il faut recourir à des moyens extraordinaires. Voilà la légende; autrement elle ne se tient pas.
(') "E-za^ctTo ôà r, yew[A£Tpîa upô; II'j'JaYÔpou tcTopia, ce que Kiessling traduit : « Vocabatur autem Geometria a Pythagora historia. » Il semble avoir entendu : « Pythagore appelait la Géométrie histoire », interprétation insoutenable à tous les points de vue.
T. II
calion. 11 a dû exlslci-, sous le lili'c inJujuc, un Oiivraj^c de Gt'onn'lrie qu'Eudème a eu entre les mains et duquel il a tiré les rcnseijrnemenls relatifs aux travaux de rKcoIe de Pvlliagore.
2. Examinons d'un peu plus près cette léyende et voyons si nous pouvons en tirer quelque autre conclusion.
Il convient tout dabord de remarquer que le même passage se retrouve dans le Livre de Jamblicpie Ilspl Tyjî /.oivrjç aa'Jr,;7.'aTix7Î<; ('), avec une phrase intercalée avant la dernière :
« Les progrès des Mathématiques furent d'ailleurs dus ensuite surtout aux publications de deux hommes qui poussèrent plus avant, Théodore de Cyrcne et liippocrate de Chios. »
Cette intercalalion, dans cette seconde rédaction, n'est qu'une glose qui rompt maladroitement le bl du récit. Mais cette glose, Jamblique l'emprunte évidemment à la tradition d'Eudème, et elle nous témoigne que le compilateur du lu*^ siècle considérait l"lcTop(a •rrpoç nuOayôpo'j comme antérieure aux travaux d'Hippocrate. Il n'v a pas à douter que cette opinion ne fût aussi celle d'Eudème.
Il y a lieu, d'autre part, à examiner comment arrive, dans les deux passages de Jamblique, le récit relatif à la première publication de la Géométrie. Notre auteur vient d'exposer la différence des deux sectes qui reconnaissaient Pytbagore comme Maître, les Acousmatiqaes d'un côté, les Mathématiciens de l'autre; ces derniers prétendaient garder seuls la véritable tradition; d'après eux, l'autre secte aurait, en réalité, été fondée par Hippasos, lequel aurait seulement pris comme point de départ l'enseignement exotérique de Pytbagore. Cet Hippasos avait cependant, quant à lui, été initié aux doctrines réservées ; mais, ayant divulgué la construction du dodécaèdre inscrit dans la sphère, il aurait péri en mer, en punition de son impiété, pour avoir voulu s'attribuer la gloire d'une invention qui appartenait à Celui-là; « car c'est ainsi qu'ils désignent Pytbagore au lieu de prononcer son nom ». Suit le passage traduit plus haut, où l'on doit donc voir une légende propre à la secte des Mathématiciens.
Que cette légende soit inadmissible comme donnée première,
{') ViLLnisoN, ^/?ccf/o/a grœca, II, p. siH.
pour ce ([ui regard*^ le secret observé dès Toriglne sur les découvertes géométriques du Maître, il est à peine utile d'insister sur ce point. La Tradilioii touchant Pythagon; n'aurait pas trouvé grand débit, si, jusque-là, la Science eût été comjilèlement ignorée; cependant la légende est ancienne, et elle doit avoir un fond de vérité; en tout cas, on ne peut nier que, dès cette époque, la Géométrie ne fût en état de faire vivre ses adeptes; on ne peut guère douter qu'Hippocrate de Cbios et Théodore de Cvrène n'aient tiré de l'argent de leur enseignement; c'est l'âge des sophistes, et les géomètres imitent les autres professeurs. La Science est déjà en honneur et la publication des découvertes de Pv thagore est un travail lucratif; c'est le point qui mérite attention.
La légende concède au reste que, dès longtemps avant, des révélations partielles avaient eu lieu; tantôt il s'agit dTlippasos et de la construction du dodécaèdre régulier, comme nous l'avons vu ; tantôt (Jambl., De vita pythag., 247) d'un affilié dont on tait le nom, et qui aurait enseigné aux profanes l'existence des quantités incommensurables; les Pythagoriciens l'auraient exclu de leur société et auraient, de son vivant, élevé son tombeau comme s'il était déjà mort; plus tard, les dieux l'auraient, lui aussi, fait périr dans un naufrage (')•
Si cependant on doit ajouter foi au récit d'Apollonius (Jambl., 264-^64) sur les troubles politiques où succomba l'Institut pylhagorique, l'Ecole aurait eu, contre Hippasos, des griefs certainement plus graves que les révélations qu'elle lui reprochait. D'après ce récit, dont les circonstances ne présentent rien d'improbable, ce qu'on ne peut guère dire d'aucun autre, les discordes auraient, à l'origine, moins présenté le caractère d'une révolte populaire contre l'autorité de l'aristocratie pythagorisante que d'une scission entre les membres de l'Ecole, dont les uns favorisent la démocratie, dont les autres maintiennent les principes conservateurs. Pythagore sest retiré de Crotone à Métaponte, sans doute aux premiers svmptômes où son autorité s'est trouvée compromise;
(') Mais il y a d'autant moins de raisons de le distinguer d'Hippasos que, dans la Géométrie des Éléments, la théorie des incommensurables est intimement liée à celle des polyèdres réguliers, et que son objet semble être avant tout la définition des incommensurables que l'on rencontre dans la construction de ces polyèdres. On doit remarquer aussi que les points de doctrine en question sont de ceux que Pythagore n'a pas dû dépasser.
— <Sl —
un cIl's principaux chefs du parli arislocralifpic est ce Démocùdc dont Hérodote a raconté l'histoire, ce médecin fait prisonnier par les Perses, qui gagne la faveur de Darius, parvient à s'échapper et épouse la fille de INIilon de Crotone. Mais, dans le parti populaire, se distinguent, avant même les démagogues Cylon et Ninon, des disciples du Maître, llippasos en première ligne, et aussi un Théagès dont Slobée nous a conservé des fragments.
3. Pouvons-nous, d'après ces données, émettre quelques conjectures plausibles? Une grave difficulté subsiste, concernant la légende relative au secret imposé, dit-on, par Pythagore, pour les objets de son enseignement ésotérique. Quelle part de vérité peut contenir celte légende?
A priori, on devrait croire que si la prescription du secret a été effective, elle devait s'appliquer, non pas aux vérités géométriques ('), mais bien aux dogmes philosophiques. Tout au contraire, nous voyons ces dogmes, dans ce qu'ils ont de plus singulier, connus de très bonne heure (Xénophane, Heraclite, etc.), et c'est la révélation de découvertes mathématiques que la légende présente expressément comme l'impie violation des mvstères réservés aux seuls initiés. Il nous faut donc bien reconnaître que les dogmes philosophiques de Pythagore, la métempsyeose en particulier, étaient exotériques et que son enseignement réservé était essentiellement mathématique, sauf peut-être une partie mystique sur le caractère de laquelle nous ne serons probablement jamais bien renseignés.
Cette conclusion peut, ce me semble, recevoir une explication
(') Une jolie légende (Jamblique, 2i-25) nous montre Pythagore, au moins à Samos, jouant un rôle qui n'est guère celui d'un homme jaloux de sa science, cherchant au contraire à la répandre parmi ses concitoyens. Il prend un jeune homme qui gagne sa vie comme manœuvre, mais dont il reconnaît l'heureux naturel, et lui enseigne l'Arithmétique et la Géométrie en le payant trois oboles (le prix de la journée) par théorème qu'il apprend. Lorsque son élève est assez avancé, il feint d'être tombé dans la misère, et le jeune homme lui offre à son tour de payer trois oboles par chaque nouveau théorème. Cet élève se serait appelé du même nom que le Maître; il y a là une invention postérieure, dont le but a été d'attribuer à un personnage difféi-ent certains enseignements que la tradition reçue ne permettait plus de concilier avec celles unanimement z'econnues comme de Pythagore. Son homonyme devint donc l'auteur du régime Carnivore recommandé aux athlètes, tandis que le Pythagore de la tradition est un végétarien.
assez probable. Pylhagoïc, en fail, n'a dû tenir secrèlcs ni ses doctrines, ni sa science. Mais, pour une raison ou pour une autre, il n'écrivit pas et préféra un enseignement oral. Dès lors, pour les Mathématiques qui ne sont pas accessibles à tous, son cours se ferma naturellement et le cercle de ses élèves devint d'autant plus facilement jaloux et exclusif qu'il les choisissait avec plus de soin.
Pour la Philosophie et la Phvsique qui n'était alors, elle aussi, qu'un tissu de conjectures, l'École produisit de bonne heure divers Ouvrages ('). Tout disciple qui écrit pour son propre compte rompt nécessairement plus ou moins avec le Maître; il tend à devenir chef à son tour. Avec les liens très éU'oits de confraternité qui unissaient les Pvthagoriciens, toute publication personnelle était donc acte de dissidence; mais elle n'avait point comme conséquence forcée une rupture violente; seulement, ceux qui prétendaient garder fidèlement la tradition du Maître durent maintenir qu'aucun écrit ne pouvait exactement représenter cette tradition, et ils se bornèrent dès lors à la transmettre oralement dans un petit cercle d'initiés, jusqu'au jour où elle se trouva tellement défigurée qu'il ne fût plus possible de maintenir l'observation de la règle (-).
Mais, pour une publication mathématique, la question était toute dilférente; il ne s'agissait pins d'opinions plus ou moins plausibles, prêtant plus ou moins à controverse, mais bien de vérités indiscutables, dont la découverte était un titre de gloire, certes aussi précieux à cette époque qu'il l'est de notre temps. Si donc Hippasos écrivit sur les plus hautes connaissances acquises au sein de l'Ecole, s'il s'attribua des travaux peut-être faits en commun, et cela du vivant même de Pythagore, ce dernier dut en être vivement blessé, et les sentiments qu'il éprouva fuirent probablement partagés par la majorité de ses élèves. Les discordes qui éclatèrent à ce sujet purent être le motif de sa retraite à Mélaponte; mais elles s'envenimèrent de plus en plus à Crotone, y prirent un caractère poli-
(') Le plus ancien connu est celui d'Alcméon; plus tard Parménide et Empédocle pylhagorisent plus ou moins; Hippasos paraît aussi avoir public ses opinions sur la Physique.
(') Il est incontestable que les doctrines de IMiiloiaos, en particulier sa conception cosmologique, renferment nombre d'éléments étrangers et postérieurs à Pythagore.
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tique cL ahoiiliroiiL à des guerres civiles |)r()l()ii^('es (Joui on sail le résultai.
A la suite de ces événements, un groupe de Pytliagoriciens exilés, se trouvant sans ressources, essaya de s'en créer au moyen de la publication des travaux mathématiques si malheureusement interrompus par les séditions ('). C'est ainsi, semble-t-il, que l'on peut rétablir le sens de la légende; en tout cas, on ne peut guère douter qu'Eudème n'eût entre les mains un Ouvrage relativement considérable, caries renseignements qui nous en {)roviennent sont passablement nombreux et circonstanciés.
4. Resterait à déterminer maintenant l'époque à laquelle remonte la publication de cet Ouvrage, appelé par Jamblique la Tradition touchant Pythagore.
Il n'y a guère de doute qu'on ne doive la placer avant Hippocratede Chios; mais, d'après le caractère des découvertes attribuées [)ar Eudème à OEnoplde (-), il faut, très probablement, regarder comme antérieurs les écrits de ce dernier. Nous pouvons dès lors indiquer le milieu du v"^ siècle avant Jésus-Christ comme une date suffisamment approximative. La publication des travaux géométriques attribués à Pythagore semble ainsi tomber vers la (in des guerres civiles qui désolèrent la Grande-Grèce pendant près de cinquante ans et peu avant la pacification qui, sous l'arbitrage des Achéens, permit aux exilés de rentrer dans leur patrie, mais mit fin en même temps au rôle politique de l'association pythagoricienne (').
Il est clair dès lors que le temps qui s'érait écoulé depuis la
(') Je dis un groupe, car, d'après le récit d'Apollonius, les principaux Pythagoriciens, pendant leur exil, paraissent avoir surtout vécu comme médecins ;P3'tliagore s'était beaucoup occupé de Médecine, et nombre de ses disciples l'imilèrent.
(^) La solution des deux problèmes élémentaires : « Abaisser, d'un point donné, une perpendiculaire sur une droite donnée »; « Construire un angle égal à un angle donné, le sommet et un côté de l'angle à construire étant donnes ».
(^) G.-J. Allman [Greek Geometry froni Thaïes to Euclid, àsius Hermathcna, Vol. V, p. 186-189) a très nettement établi contre Zeller {La Philosophie des Grecs, trad. Boutroux, Vol. I, p. 325-827) que la période des guerres civiles de la Grande-Grèce n'a pu durer de l\\o à ^oB avant J.-C., qu'elle a commencé peu de temps après la ruine de Sybaris par les Crotoniates en 5io, et que la fondation de Thuriuni, en \\!\, sur l'emplacement de Sybaris. en marque dcfinilivement le terme.
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inorL (le Pvll»ai;orc avait «Hé Irop |)('ti favoral)lc aux loisirs géométriques, pour que l'on ne doive j)as regarder l'Ouvrage pul)lié comme représentant cireclivement l'enseignement du Maître, beaucoup plutôt que des découvertes postérieures. Il reste possible et même assez probable que certaines des propositions que renfermait cet Ouvrage fussent en réalité le fruit du travail poursuivi en commun par l'Ecole sous la direction de Pylliagore et du vivant de celui-ci. Cependant on peut lui en laisser toute la gloire, ainsi que l'ont fait ses disciples.
En résumé, riiistoirc de la Géométrie, pour ce qui regarde Pythagore, semble se trouver dans une situation plus favorable que l'histoire de la Philosophie. Quand nous trouvons, dans Aristote, une doctrine attribuée aux Pythagoriciens ou à certains Pythagoriciens, nous ne savons dans quel Ouvrage elle se trouvait consignée et quelle valeur traditionnelle elle pouvait présenter; si, au contraire, Eudème attribue un théorème aux Pythagoriciens, nous avons droit de penser qu'il le trouvait dans un Traité écrit vers le milieu du v*^ siècle et ne contenant guère que des propositions réellement connues de Pythagore. A dater de cet Ouvrage anonvme, l'Ecole ne produisit rien en Géométrie jusqu'à l'époque d'Archytas, après lequel les mathématiciens qu'elle a pu donner se confondent avec les disciples de Platon.
5. Sur ce premier Traité de Géométrie grecque dont l'existence puisse être soupçonnée, je me bornerai à remarquer pour le moment que, d'après le résumé historique de Proclus, le cadre était déjà celui que remplissent les Eléments d'Euclide. La démonstration de l'égalité à deux droits de la somme des angles de tout triangle (Eudème dans Proclus, p. 3^9), nous fait partir du P' Livre, tandis que la découverte des incommensurables nous conduit jusqu'au X" et la construction des polyèdres réguliers au XlIP, où cette théorie couronne l'œuvre d'Euclide, comme elle couronnait déjà le Traité pythagoricien (').
(') Du cadre des Éléments on doit cependant retranciier, dans cette comparaison, les Livres aritlimétiques (VII à IX), qui semblent Ijien étrangers, comme forme au moins, à la tradition pythagoricienne. Quel est le véritable auteur du prototype de ces Livres? Qui le premier aura imaginé d'adjoindre aux théorèmes
Quelles lacunes présentait ce dernier Traite? C'est un j»oinl(juc nous examinerons ultérieurement; sans doute elles étaient considérables ; il n'en est pas moins vrai que toute la Géométrie élémentaire nous apj)araît ici, comme sortie brusquement de la tcte de Pythagore, de même que Minerve du cerveau de Jupiter. N'y avait-il eu vraiment rien avant ce génie créateur? C'est assez peu croyable; mais en tout cas Eudème ne connaît aucun écrit géométrique, et ses recherches ne lui permettent d'attribuer aux précurseurs qu'il nomme que des connaissances d'tin degré relativement infime. Il est donc au moins très probable que le caractère purement théorique et abstrait qui distingue si nettement la Géométrie grecque lui a été en réalité imprimé par Pythagore, ainsi que le marque expressément le résumé historique de Proclus, et que les écrits antérieurs, s'il en a existé, avaient au contraire un objet concret et des tendances pratiques.
J'ai déjà énoncé un peu plus haut les deux problèmes dont Eudème attribuait la solution à OEnopide. Ils sont assez simples pour qu'on puisse penser qu'ils n'étaient point traités dans l'Ouvrage pythagoricien, d'autant que celui-ci n'était sans doute pas encore composé avec une méthode parfaite; mais évidemment Eudème ne pouvait en dénier la connaissance ni à Pvthagore, ni même à Thaïes. Si le premier était mis hors de cause en raison de la publication postérieure de sa Géométrie, la conséquence à tirer pour ce qui concerne Thaïes est qu'Eudème n'avait sous son nom que des propositions particulières, qui pouvaient même se trouver insérées dans la Tradition touchant Pythagore. Quant à OEnopide, une des deux citations de Proelus nous enseigne clairement à quelle source Eudème avait puisé ses informations.
[Proelus, p. 283). — « Ce problème : « Abaisser d'un point donné une perpendiculaire sur une droite donnée », fut, pour la première fois, cherché par OEnopide, qui le considéra comme utile pour l'Astrologie. Il emploie au lieu de xaOiTOî (perpendiculaire)
de la Géométrie une suite de propositions rédigées suivant la même forme, mais touchant l'Arithmétique? Est-ce Hippocrate de Chios, et serait-ce là la justification véritable du titre d'Éléments (S-roi-/eîa) qu'il adopta, alors que ce titre, pour un Ouvrage traitant seulement de Géométrie, est évidemment impropre?
l'expression archaïque xarà -^^imij-ovoi (suivant le gnomon), f[ui \i('nl de ce que le gnomon est à angles droits sur l'horizon. »
Ainsi, c'était dans un Traité astronouii(|ue et non pas géométrique dOEnopide, qu'Iuidènie avait trouvé la plus ancienne solution connue de ce problème et qu'il y avait relevé la désignation primitive qu'il nous a conservée.
Le second problème (EucLin, I, 23, Proclus, p. 333) « qui est aussi plutôt une découverte d'OEnopide, comme le dit Eudème », pouvait sans aucun doute se rencontrer dans le même Ouvrage ( ' ).
G. Pour Thaïes, dont il nous reste à parler avant de revenir i\ Pvlhagoi'e, si peu assurée qu'ait pu être la tradition venue jusipi'à Eudème, ce dernier possédait-il quelques documents anciens? On pourrait le croire à ce passage de Proclus (p. 200) :
« C'est à l'antique Thaïes que l'on doit ce théorème, ainsi que tant d'autres découvertes; car il fut, dit-on, le premier à poser et à dire que dans tout triangle isoscèle les angles à la base sont égaux; au Heu à'égaux (ïcaç), il employait d'ailleurs l'expression archaïque de semblables (bij.oion;) ».
IMais cette expression archaïque, Eudème ne pouvait-il la connaître par l'Ouvrage pythagoricien et, dès lors, la mettre dans la bouche de Thaïes?
Une seconde citation (p. 299) semble bien prouver qu'il ne subsistait point de démonstrations attribuées à Thaïes en même temps que certaines propositions :
« Ce théorème que, quand deux droites se coupent, les angles opposés par le sommet sont égaux, a été découvert en premier
('•) Le nom d'OEnopide se rencontre encore dans Proclus (p. 80), un milieu d'un passage emprunté à Geminus. « D'après Zénodotc, celui qui a été un des successeurs d'OEnopide et un des disciples d'Andron, on distingue le théorème du problème en ce que, etc. » Cette distinction, sur laquelle je reviendrai, est, sans aucun doute, postérieure à Aristote, et prolialilciiient aussi à P^udème. Nous avons ainsi la preuve qu'OEnopidc avait fondé, prohablenicnt à Cliios, une école scientifique qui subsista longtemps, et de laquelle dut sortir Ilippocratc. iMallieurcusemcnt Andron et Zénodote sont complètement inconnus d ailleurs, et le. texte est, d'autre part, loin d'être parfaitement assuié.
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lien par Tlialès, comme le dit l^iidrme; l'"iirlitle en a doimé la démonslration scienlifiquc. »
Si donc Proclus nous dit (p. t^)')-, dans nn endroit (jui, celle fois, doit d'ailleurs provenir directement de Geminus, que " la division en deux parties égales du cercle par le diamètre a été démontrée, dit-on, en premier lieu par Thaïes », nous devons d'autant moins croire à la justesse de rex|)ression aTrooelçai (démontrer), que cette propriété du diamètre, quoique énoncée dans les définilions d'Euclide, ne fait l'ohjet d'aucune démonstration des liléments.
Enfin la dernière citation (p. 352) nous indique de la façon la plus claire comment Eudènie procédait pour Tlialès :
K Eudème, dans les Histoires géométriques, fait remonter ce théorème (I, 2(3) à Thaïes; car il dit que ce dernier devait nécessairement s'en servir d'après la manière dont on rapporte qu'il déterminait la distance des vaisseaux en mer. »
La tradition, soit pvthagoi-icienne, soit tout autre, atlribuait à Thaïes un procédé déterminé pour mesurer la distance à un point inaccessible; Eudème en concluait, sans autre donnée, que Thaïes possédait les théorèmes indispensables pour rendre raison de ce procédé.
Malheureusement, nous ne savons nullement en quoi consistait cette solution d'un problème pratique attribuée à Thaïes. La donnée qui s'v rapporte est absolument insuffisante pour le déterminer; cependant, s'il est permis de former une conjecture, il faut avant tout rechercher la solution la plus primitive parmi celles qui sont connues historiquement.
11 n'en est point à cet égard qui puisse lutter avec la Jluiniiiis varalio de l'agrlmenseur romain Marcus Junius Nipsus ('). Si imparfaite, si impraticable même qu'elle puisse être dans la plupart des cas, du moment où nous constatons historiquement son existence, il n'v a aucun motif sérieux pour l'écarler quand il s'agit de Thaïes.
Soit à mesurer la distance du point \ au point B inaccessible;
(') Grotnatici cetcres, ex receiisioiie Carnli L^icliDinniii. noiliii, lîcimer, i8'|8, p. cfS.T-iS').
on élève, siif le Icirjiiii, à A li imc perpciidiciilaiic A( 1 de l(»iiç;ii(iii (|iielconfnic, que l'on divise en deux parlies cj^tde.s au point D. en C on élève à AC, dans la direction opposée à AB, la perpendiculaire CE jusqu'à sa rencontre en E avec la droite BD. La longueur CE que l'on mesure sera égale à la longueur chcrclu'e.
En edet, les deux triangles AB13, DCE sont égaux comme avant un côté égal (AD = ]3(j par construction) compris entre deux angles égaux chacun à chacun. Or c'est là précisément h; théorème I, -26 attrihué par Eudème à Thaïes. Quant à l'égalité des angles. «'Ile a lieu pour ceux en A et E, parce qu'ils sont droits, jiour ceux en D, parce qu'ils sont opposés [)ar le sommet, et nous rcirouvons encore ici un autre théorème que nous avons vu attrihuer à Thaïes. -Notre conjecture reçoit par là une sérieuse confirmation.
7. Des autres solutions proposées pour représenter le procèdede Thaïes, je rejette celle de Bretschneider, parce qu'elle est aussi peu avantageuse, qu'elle n'est pas constatée historiquement, parce qu'enfin elle su|)pose l'emploi d'un instrument propre à viser suivant un angle égal à un angle donné. La Jluminis varatio ne réclame au contraire que l'équerre, les jalons et les instruments pour la mesure des longueurs, c'est-à-dire le matériel qu'ont possédé les arpenteurs Lien avant la constitution de la Science.
J'écarte la solution par l'emploi de triangles semblables, parce qu'elle ne se retrouve pas chez les agrimenseurs romains, et qu'il est dès lors à présumer (pie chez les (jirecs cette solution est d'une invention relativement récente et qu'elle n'a jamais été très répandue ('). A la vérité, Plutarque (-) attribue à Thaïes d'avoirmesuré la hauteur des pyramides d'après leur ombre comparée à celle d'un bâton; mais, dans celte donnée, Plutarque est l'écho d'un condisciple d'Eudème, non pas de ce dernier, et il dénature gravement le récit primitif (•'), qui d'une part suppose l'égalité de l'ombre à l'objet, de l'autre n'indique nidlement que les Egvp-
( ' ) Il n'y a pas à s'en élonncr; la Géotlésie a dû rester longtemps dans la routine, en raison de sa séparation d'avec la (jéiiinctrie. L'emploi des triangles semblables sur le terrain se trouve au reste indiqué dans le Traité de la Dioptic de llcnm d'Alexandrie comme dans les Gestes de Sextus Julius Africanus.
(') Sept. Sap. Conviv.féA. Didol, M. \-\, 3r).
(') Diogène Laërce, I, 07. « Uiéronymn (de lUiodcs) dit qu'il mesura les pyramides en observant l'onilMCv quand elle nous est égale. >■
liens, maîtres de Tli<Tlès, ij^norasscnl ce procédé élémeiilaire.
Quoique la solution, rapportée d'après lliéronyme de Rhodes, sup|)ose l)ien une certaine notion de la similitude, ou doit en conclure que cette notion n'étiiit pas encore assez familière pour être appliquée d'une laçon rc-elleincnl pralifpie à la mesure d'une hauteur verticale, et c'est bien ainsi sans doute que nous devons nous re])résenter cette notion soit chez les Egyptiens, soit chez Thaïes.
La notion de la similitude est incontestablement une des premières que l'homme ait acquise; mais elle est restée longtemps concrète dans les arts du dessin ou de la construction, et c'est ainsi qu'elle nous apparaît en iail dans le papyrus mathématique d'Eisenlohr ('), lorsque nous y voyons, par exemple, calculer l'arête d'une ])yramide d'après son rapport à sa projection sur la base. Si précise que nous semble déjà cette notion de la similitude, il y avait un pas immense à faire avant de rap[)li(pier à des problèmes pratiques d'une autre nature, soit sur le terrain dans l'arpentage, soit même pour des mesures par les ombres. Il fallait rendre d'abord celle notion purement abstraite, puis lui donner les diverses formes concrètes dont elle est susceptible. Ce pas ne semble avoir été fait que par les Grecs et cela probablement après Thaïes (2).
8. Deux des théorèmes attribués à ce dernier par Eudème se trouvent, dans notre conjecture, rattachés, comme on l'a vu, à un problème pratique concret (alaOyiTixoj-Epov). jNIais, d'après le résumé historique de Proclus, Eudème avait connaissance, par la tradition, au moins d'une autre question traitée par Thaïes d'une façon plus abstraite (xaOoXtxtoTspov). Est-il donc possible de rattacher à un seul problème abstrait les deux autres propositions citées par Eudème?
Il me le semble, si l'on fait intervenir la dernière donnée précise que nous possédions sur les travaux géométriques de Thaïes, et que nous a conservée Diogène Laërce(I, ;>.4)- « Panqihila (eompilatrice de la fin du i*^*" siècle après J.-C.) dit qu'il appritla Géométrie chez les Egyptiens, que le premier il inscrivit le triangle rec-
(') Voir riiist-'niciisc conjcctiii-c de AF. Canlor : Ueber clen sogenannten Seqt der aegyplischcii Mathematiker [Sitzb. dcr k. Akad. der ]Vissensch. Wicn. XC, 1884 ).
(-) La mesure criine hauteur verlieale suivant le procédé indiqué |iar PhUarquc se trouve en tout cas dans les Optiques d'Euclide, 19.
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langlc clans le deini-cercle, et qu'à celte occasion il sacrifia un bœuf. D'autres, par ex.emple Apollodore le logisticien, attribuent ce trait à Pvlhairorc ».
11 s'agit évidemment, soit de la propriété du demi-cercle que tous les angles qui v sont inscrits sont droits, soit de la réciproque que la demi-circonférence est le lieu des sommets des angles droits dont les côtés passent par les extrémités du diamètre ('). Mais ces deux propositions se tiennent d'assez près pour que l'on n'ait pas à faire de distinction entre elles; et il semble que Thaïes a pu y être conduit en se proposant de construire sur le terrain un triangle rectangle dont l'hypoténuse est donnée de position, et un côté de l'angle droit donné de longueur seulement : problème pratique, mais conçu sous forme abstraite.
La donnée de Paniphila peut parfaitement provenir d'Eudème, car Proclus n'avait pas à parler de la proposition dont il s'agit dans son commentaire sur le P'' Livre d'Euclide. Quant à la légende sur le sacrifice d'un bœuf, elle peut venir d'une autre source; en tout cas, celle qui attribue ce sacrifice à Pjthagore ne concernait certainement pas le même théorème, quoi que semble dire Diogène Laërce ; mais nous n'avons pas à nous y arrêter pour le moment.
On conclut généralement du témoignage dePamphila que Thaïes connaissait l'égalité à deux droits de la somme des angles d'un triangle; mais il est essentiel d'observer qu'Eudème ne tirait nullement la même conclusion. D'après Proclus (p. 879), il attribuait formellement aux Pythagoriciens la découverte de ce théorème et reproduisait leur démonstration, analogue à la nôtre. A la vérité, dans Eutocius sur Apollonius (p. 9), Geminus s'exprime comme suit, en comparant à ce qui s'est passé pour ce théorème l'histoire de l'invention des coniques : « Les anciens ont considéré les deux droits d'abord pour chaque espèce de triangle, en premier lieu l'équilatéral, en second lieu l'isoscèle, en troisième lieu le scalène ; ceux qui vinrent ensuite ont démontré généralement le théorème, que dans tout triangle la somme des trois angles intérieurs est égale à deux droits. »
(') En parlant ici de lieu, j'emploie une notion qui n'a cvidcmincnt été précisée que bien plus lard.
On a aclinis (jiie la ciénionslralion des trois cas apparlcnail à Thaïes et le llu'orème général aux. P\ lliagoriciens. Mais celte conclusion est insoulenablc, du moment où lous les témoij^nagcs concordent pour établir que ni Gcminus ni Eudènie n'ont eu entre leurs mains aucun écrit géométrique remontant à Thaïes, que la tradition qui le concernait avait seulement conservé des solutions de problèmes pratiques, sans raisonnements. Ce qu'il faut dire simplement, c'est que dans l'Ouvrage géométrique des Pythagoriciens, la démonstration était faite pour les trois cas, que plus tard les deux premiers auront été supprimés comme inutiles.
Nous ne pouvons pas, en somme, juger ce que connaissait Thaïes, ni ce qu'il ignorait; peut-être sa géométrie dépassait-elle de beaucoup les limites que lui assignait Eudème, peut-être cependant ne comportait-elle aucune démonstration en forme; mais la question n'est pas là. Le fait est que, si la donnée relative à la propriété du demi-cercle remonte au disciple d'Aristote, celui-ci devait connaître une démonstration qui ne s'aj)puvait pas sur le théorème de la somme égale à deux droits. Mais cette démonstration ne pouvait évidemment se passer des deux propositions attribuées à Thaïes et relatives, d'une part à l'égalité des deux portions du cei'cle séparées par le diamètre, de l'autre à l'égalité des angles à la base d'un triangle isoscèle ( ' ).
Je crois avoir ainsi accompli la tâche que je m'étais proposée pour Thaïes; je n'ai point cherché à déterminer ce qu'il a pu savoir, mais bien à préciser comment s'est formée la tradition qui concerne ses travaux géométriques; j'ai montré qu'elle se réduit probablement à deux données relatives à des solutions de problèmes pratiques et trop simples d'ailleurs pour qu'on en puisse tirer des conclusions assurées.
(') Si dans un cercle dont AB est le diamètre, on mène par le centre O un autre diamètre COD, il est facile, avec les deux propositions précitées, et en admettant l'égalité des angles opposés par le sommet, théorème attribué à Thaïes par Eudème, de démontrer que dans le quadrilatère ACBD les quatre angles sont égaux et les côtés opposés égaux entre eux. Or on a très bien pu, à l'époque dont il s'agit, définir le rectangle d'après ces propriétés.
CHAPITRE VII
La constitution des Éléments.
1 . Dès le milieu du v^ siècle avant J.-C, ai-je dit, il a dû exister un Ti^aité de Géométrie portant le nom de Pvthagore et présentant déjà le même cadre que les Eléments d'Euclide. Quels progrès successifs ont amené cette première ébauche, sans doute bien imparfaite encore, à la forme classique qui devait s'imposer à l'enseignement? Voilà ce qu'il serait intéressant de connaîti'e.
Proclus, dans son résumé historique, nous a conservé les noms de trois ou quatre auteurs à' E lénients antérieurs à Euclide: Hippocrate de Chios, Léon, Theudios de Magnésie, Hermolime de Colophon ('). Mais ces noms nous sont inconnus, sauf le premier, et les renseignements que nous possédons sur Hippocrate sont relatifs à des travaux en dehors du cadre d'Euclide ; il nous faut donc chercher ailleurs.
Il est à remarquer que Proclus, quand il parle, soit des travaux d'Hermotime, soit de ceux d'Euclide, indique chaque fois, comme précurseurs, deux géomètres qu'il ne cite pas comme auteurs à' Eléments, mais sur les travaux desquels il a spécialement attiré l'attention. Il semble donc que ces deux géomètres, Eudoxe et Théétèle, soient en réalité ceux qui aient joué le rôle le plus important dans le développement de la Géométrie, de Pylhagore à Euclide.
Est-il permis de préciser ce rôle pour chacun d'eux, de déterminer les théories spéciales qui leur sont dues?
2. Sur la part d'Eudoxe dans la constitution des Eléments, nous possédons deux données positives, d'une importance capitale,
(') Il n"e«l pas très clair que ce fli'i'iiicr ail piroclivpniciil coinpnsr des Fléntenls.
et qui suffiraient, sans ses autres travaux, trop souvent dépréciés par l'ignorance, pour assurer au Cnidien un rang parmi les premiers génies de l'antiquité.
Un scholie anonyme sur Euclide (peut-être provenant de Proclus) (') dit (pic le Livre V d'Euclide, lequel contient la tliéorie des proportions, conçue généralement et comme applicable à l'Arithmétique et à la Musique aussi bien qu'à la Géométrie (-), est une invention dEudoxe.
Archimède (Préface Sur la sphère et le cylindre^ lui attribue expressément la mesure de la pyramide et du cône, c'est-à-dire, en somme, ce que le Livre XII contient de véritablement capital. Il nous dit ailleurs (Préface de la Ouadrature de la parabole) que les deux théorèmes sur ces mesures, ainsi que ceux qui concernent la proportionnalité des aires de deux cercles aux carrés de leurs ravons et des volumes de deux sphères aux cubes de leurs rayons, ont été démontrés à l'aide d'un lemme semblable à celui dont il se sert lui-même (^).
Or ce lemme se retrouve, sous une forme différente il est vrai, mais qui ne l'altère pas, dans la déf. 4 du Livre V d'Euclide, c'està-dire celui dont le fond est attribué à Eudoxe par le sclioliaste anonyme (''). Quoique le théorème sur la proportionnalité des aires de deux cercles fût déjà connu d'Hippocrate, on peut donc considérer Eudoxe comme le véritable auteur du principe qui, pendant toute l'antiquité, a tenu le rôle que joue aujourd'hui le principe des limites; car, s'il ne l'a peut-être pas formulé le premier, il a su, avant tout autre, montrer la fécondité de ses applications; il a été ainsi le véritable précurseur d'Archimède pour les quadratures et les cubatures.
(•) IvsociiE, Untersucllungen iiber die neu aufgefundenen Scholien des Proklus zu Euclid's Elementen, Herford, i865.
(=) C'est sans doute par là qu'il faut expliquer l'expression de théorèmes généraux (xa66).0'j) attribués à lîudoxe dans le résumé de Proclus.
(') Sous une forme un peu modernisée: « Si deux quantités (lignes, surfaces ou volumes) sont inégales, leur diderence, ajoutée à elle-même un nombre de fois suffisant, finira par dépasser toute quantité donnée de même ordre. »
(*) Il va sans dire qu'Euclide se sert de cette définition pour la démonstration des théorème? dont il s'agit.
ij. Le |jicrii'u'r [('-inoignage i|iic ikmis aNons cité exige |)eiil-èlre certaines explications.
La dillerencc la plus saillante que préscnle la Géométrie plane d'Euclide (ses six premiers Livres) avec les Traités élémentaires modernes consiste en te cpie les (irecs introduisaient aussi tard que possible la notion de similitude. En fait, elle n'apparaît qu'au Livre \I; les triangles, les jjarallélogrammes, le cercle, les polygones réguliers ont déjà été étudiés dans toutes leurs p,ropriétés essentielles; il ne s'agit plus que de traiter à part ce qui concerne les figures semblables, sans se servir d'aucune de leurs propriétés pour démontrer des théorèmes dont l'énoncé ne les suppose pas.
Euclide emploie d'ailleurs, dès son premier Livre, pour ses constructions et pour ses démonstrations, un artifice spécial qui supplée souvent pour lui la théorie de la similitude. Si, par un point quelconque d'une diagonale dun parallélogramme, on mène des parallèles aux côtés, on divisera le parallélogramme en quatre autres, deux péridiainélraax (traversés par la diagonale) semblables entre eux, et deux /)rt/-(7/;/e/-d/;?e5 (compléments) équivalents entre eux, et dont les côtés sont par conséquent réciproques. Cette équivalence se démontre directement de la façon la plus simple, et Euclide a dès lors le moven, par exemple, de construire, sans enqoloyer le mot, une quatrième proportionnelle, comme second côté d'un paraplérônic dont le premier côlé est connu avec le paraplérôme correspondant. Il suffit d'achever la figure parallélogrammique.
Or il est difficile de croire que cette singularité historique corresponde réellement à la marche du développement de la Géométrie, (^ommeje l'ai déjà remarqué, le principe de similitude est supposé par les arts du dessin, dès leurs premières tentatives; sa connaissance est bien constatée chez les Egyptiens et l'on peut d'autant moins refuser à Pythagore d'en avoir eu pleine conscience, ([ue la tradition la plus constante lui attribue l'emploi de la proportion géométrique. On est donc amené à penser que la Géométrie de Pythagore ne procédait nullement comme celle d'Euclide, qu'elle suivait plutôt une niaiche bien plus voisine de celle de nos Traités élémentaires.
Mais, à l'origine, on fondait la corrélation entre la Géométrie et l'Arithmétique sur la proportion géométrique dans l'hypothèse de T. ,3
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la coniniensiirahilih' de loules les grandeurs, livpollièse cerlaincineiil aussi naturelle qu'elle est fausse, et qui, à l'époque où Platon écrivait les Lois, était encore très répandue. La découverte de l'incommensurabilité par Pvthagore dut donc causer, en Géométrie, un véritable scandale logique, et, ])onr j échapper, on dut tendre à restreindre autant que possible l'emploi du principe de similitude, en attendant qu'on fût arrivé à l'établir sur une tliéorie de la [)roporlionnalité indépendante de l'hypothèse de la commensurabilité.
C'est à Eudoxe qu'appartient la gloire d'avoir créé cette théorie, puisque c'est là l'objet du Livre V des E léments ; la rigueur en est incontestable, et, si l'embarras de la forme géométrique a été uji motif pour l'abandonner, il serait lacile de l'en dégager, et elle soutiendrait alors sans aucun désavantage la comparaison avec les expositions modernes, si souvent défectueuses (*).
A. Il semble donc que, entre Pvthagore et Euclide, la Géométrie plane ait subi dans son ensemble un remaniement profond, dont le moment décisif aura été le travail d'Eudoxe sur les proportions. Ce travail, en réalité, n'appartient pas à la Géométrie proprement dite, et, en bonne logique, il eût convenu de le placer en lête àes Eléments; mais, pour être adopté, cet ordre était trop en désaccord avec la tradition et avec la gradation des difficultés. Euclide fut donc conduit à procéder suivant une tout autre marche.
Les circonstances que je viens d'essayer de retracer ont eu une conséquence spéciale sur laquelle je crois utile d'appeler l'attention.
Le principe de similitude se démontre en employant le postulatum des parallèles; mais, inversement, en formulant le principe sous une forme suffisamment simple et en l'admettant a priori, on pourrait s'en servir pour démontrer le postulatum des parallèles. La formule choisie peut enfin être assez claire pour lutter d'évidence intuitive avec le postulatum ('), et si on les proposait
(') Duhamel {Éléments de Calcul infinitésimal, t. I, p. i-6, etc.) a suflisaminenl Irailc cette question pour (jue je n'insiste pas.
(^) Par exemple, le rapport entre l'hypoténuse d'un triangle reclnnslc et uu côté de l'angle droit est constant, si l'angle compris reste le même.
;i (|ii('l(jii(' ouMior, iynoriinL en G (mj nié trio, nuiis latiiilicr avec les pratiques de son art, il y aurait souvent chance pour (pi'il prononçât en laveur du principe de similitude.
Il ne faut pas évidemment se représenter la Géométrie de Pvlliagore eommc arrivée au 'degré de perfection qui date d'I'Luclide. La forme des démonstrations devait être, en général, aussi rigoureuse, mais le nombre des vérités admises comme primordiales était, sans doute, beaucoup plus considérable, et, si ! On met à part les travaux originaux d'Eudoxe et de Tliéétète, le progrès dut consister, en ce qui concerne le domaine des Eléments, beaucoup moins dans la découverte de propriétés nouvelles que dans la réduction des axiomes. Or il me semble hors de doute que du moment où l'absti-aclion géométrique commença, elle dut admettre sur le même pied, sous une forme ou sous une autre, d'une part, le principe de similitude, dérivé des arts du dessin, de l'autre, le postulatum des parallèles, qui, peut-être, provient plutôt de l'arpentage. Si, plus tard, l'un des deux jjrincipes passa au second plan, ce ne fut pas pour quelque raison a priori, qui n'existe pas, mais bien parce que la similitude fut reconnue dépendre d'une théorie générale, laquelle n'était point suffisamment élucidée. Ainsi l'ordre que nous continuons à suivre à cet égard n'a qu'une valeur simplement historique.
o. J'ai déjà eu l'occasion d'indiquer, à propos d'un passage du résumé historique de Proclus ('), comment Bretschneider avait été amené à voir, dans les démonstrations analytiques adjointes aux premières propositions du Livre XIII des Eléments, le débris d'un travail d'Eudoxe; il a semblé, d'après cela, que le Cnidien avait également apporté une contribution importante à la théorie des polyèdres réguliers, objet de ce Livre, théorie, nous le savons, déjà ébauchée par Pvthagore.
Mais cette conclusion tombe, si, comme j'ai essayé de le montrer, l'interprétation Av Bretschneider est inexacte. Tout au contraire, le témoignage de Suidas peut être invoqué pour affirmer que c'est à ïhéétète, non à Eudoxe, ([u'a été emj)runlé comnie fond le l^ivre XIII d'Euclide (- ).
(') Voir plus liaiil, p. 76.
(^) « Tliéélèlc, d'Atliùnes. aslrolu^iin. [iliilosn|ilir, ilisiiplr fie Scirrate, i-rir-cifina
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Si 1 aiilorilé de Suitliis csl soiivciil sans valeur, sa thtniicc pciil recevoii' une confirmation sérieuse d'après la nature d'un Iravail qu'on est unanime pour attribuer à Théétète.
Dans le dialogue auquel Platon a donné le nom de son condisciple se trouve un précieux document : Théodore de Cyrène, leur maître commun en Géométrie, avait composé un Ouvrage sur les lignes pouvant une surface (') (côtés des carrés avant cette surlace), comme de trois [)ieds, de cinq pieds, pour montrer qu'elles sont incommensurables en longueur à la ligne d'un pied, et il avait ainsi examiné successivement toutes ces lignes jusqu'à celle pouvant 17 pieds.
Théétète, encore tout jeune, est représenté par Platon c'omme s'élevant au concept général de la ligne racine carrée incommensurable d'une aire rationnelle, ligne qu'il appelle ouvaaÉvyj {pr,'cr\ ûuvaixsi ixo'vov auijiasTpoç d'Euclldc = rationnelle commensurable en puissance seulement), tandis qu'il appelle [avjxoç (longueur) la racine carrée commensurable (^riTV) [j.rjX£i cv^iazT^oç d'Euclide = rationnelle commensurable en longueur).
On a vu là un motif" suffisant |)0ur regarder Théétète comme le fondateur de la théorie des incommensurables, telle qu'elle est exposée dans le Livre X d'Euclide, avec une terminologie, toutefois, quelque peu modifiée, ainsi qu'on vient de le voir. En v joignant le Livre XIII, on a de la sorte un ensemble de travaux qui peuvent n'avoir point l'importance de ceux d'Eudoxe, mais suffisent pour placer Théétète au rang que lui assigne le résumé historique de Proclus.
0. Il convient de faire ressortir la liaison singulière qui existe entre les deux Livres précités d'Euclide, liaison qui fournit la confirmation dont peut avoir besoin la donnée de Suidas.
L'objet du Livre XIII semble moins, en fait, être la construction
à Héracice. Il ccrivil le ]ircmicr « les ciiui solides », comme 011 les appelle. Il vivait après la guerre du Péloponnèse.
» Théétète, d'HèracIée du Pont, philosophe, disciple de Platon. » Il est probable que ces deux Notices se rapportent au même personnage. (') Je considère le texte actuel de Platon comme corrompu par la substitution du mot ôûvajxiç (puissance) au mot technique ô'jvajAÉvr] (pouvant). Voir mon arlicic : La langue matliéinatique de Platon, dans les Annales de la. Faculté des Lettres de Bordeaux (fasc. 3, p. 91: iSî^^ ).
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(les polyèdres réguliers e( Kuir iiiscriplioii (hiiis la sphère (problèmes donl on j)eiil Lrès bien atlribuer la solution à Pvlbagore), que la déLerniinalion des rapports qu'ont entre eux et avec le rayon de la sphère les côtés des cinq polyèdres. Cette question avait dû se poser déjà pour Pythagore, mais il n'avait évidemment pu la mener à bout; car, s'il découvrit l'incommensurabilité de lignes fournies par les constructions géométriques, ses travaux ne paraissent pas avoir été bien loin dans cette voie. En tout cas, l'Ouvrage publié par ses disciples ne devait renfermer, sur cette cjuestion, que la démonstration de l'incommensurabilité de la diagonale au côté du carré ('), puisque Théodore de Cyrène reprit la question
àv/3C0.
Pour arriver au but dont il s'agissait, nous employons des notations algéliriques; les Grecs imaginèrent de classer les irrationnelles fournies par les constructions géométriques, cl le Livre X nous fournit ce classement, avec les propriétés, non seulement pour l'équation du second degré et pour l'équation bicarrée à coefficients rationnels, mais même en partie pour l'équation tricarrée.
Le Livre XIII s'appuie immédiatement sur ce classement; ainsi telle ligne que nous déterminons comme différence de deux radicaux est déterminée en tant qiVapolome; telle autre, de la forme
\p-\-\Jp'- — c/, est suffisamment désignée comme majeure {u.tiiwv). Si l'on observe, d'autre part, que ce Livre contient plusieurs théorèmes qu'Euclide aurait certainement mieux placés dans le quatrième, où il traite des polygones réguliers, on est facilement induit à penser que l'on se trouve, pour le Livre XIII, en présence d'un ensemble introduit dans les Eléments di\ec très peu de modifications. Dès lors, les théories du Livre X, qui y sont employées, apparaissent comme provenant sans doute du même auteur, c'est-à-dire de Théétète, conformément aux données émanant de Platon et de Suidas.
(M Démonstralion ([iii, au léiiKjignugc tl'ArisloLc, se i'aisail par l'absurde, en prouvant qu'un nomlîrc devrait être à la fois pair et impair. Ce semble dune èlre celle qu'on trouve pi'éciscmcnt à la fin du Livre X d'Euclide.
(-) Je crois inutile d'insister sur la difficulté ([uc semblent avoir éprouvée les premiers géomètres à s'élever aux généralisations les plus simples, difficultés dont le témoignage de Platon nous fournit un exemple si curieux; on en a déjà vu un autre (Geminus dans lùitocius sur Apollonius, [>. ()) à propos du théorème sur la somme iii;s troj-; angles d'un li'ianal»'.
Il esl ;i peine utile de faire rciii;ir(|iicr qu On ne penL nulleineni, conclure de là (jnc le Livre X tout entier soit dû à Théélètc; tout au contraire, il est assez probable que la plus grande partie de la nomenclature, que ne suppose pas le Livre XIII, est postérieure, et Tétat d'imperfection sensible où Euclide laisse cette théorie peut môme indifpier que, avant lui, elle n'avait guère été Iravalllée depuis son fondateur (').
7. Ainsi nous avons pu, avec une probabilité plus ou moins grande, reconstituer le rôle des deux géomètres qui nous sont indiqués comme ayant exercé la plus grande inlluence sur la doctrine des Eléments.
Il nous reste, pour contrôler le résultat de nos recherches, à passer rapidement en revue les données précises que nous possédons sur les travaux géométriques des Pythagoriciens, et à examiner si, entre les théories dont il convient de leur supposer la connaissance et celles que nous avons attribuées à Eudoxe et à Théétète, ne se trouverait pas quelque lacune importante; dans ce cas, nous ne saurions guère qui l'aurait comblée.
Je relève exclusivement ce qui concerne la Géométrie, en suivant, d'ailleurs, l'ordre théorique.
a. (Procliis, p. 379). — « Eudème, le péripaléticien, fait remonter avix Pvthagoriciens l'invention de ce théorème (Euclide, I, 32) que, dans tout triangle, la somme des angles intérieurs est égale à deux droits. Il dit qu'ils le démontrent comme suit :
» Soit le triangle ABC; menez, par A, DE parallèle à BC. Puis([ue BC, DE sont parallèles et que les angles alternes-internes (ivaXXâç) sont égaux, on a
DAB = ABC et EAG == ACB.
Ajoutez de part et d'autre BAC. On aura donc
DAB-hBAC + GAE,
(') La Ihéoi-ic des irrationnelles exige des notions sur les nombres; sont-ce les travaux de Tliéclète qui ont déterminé l'introduction dans les Éléments des Livres arithmétiques (Vil à I\) au rang singulier qu'ils occupent? A-t-il lui-même travaillé sur ce snjcl? Ces qucslinns, ucluellcment, me paraissenl insolubles.
- lOJ o'rsl-à-(lir«'
iJAB-f-liAE,
c'csl-à-dirc deux droits = la somme des trois anj^lcs du triangle ABC. La somme des trois angles d'un triangle est donc égale à deux droits. Telle est la démonstration des Pythagoriciens. »
b. [Procliis, p. Scj-ocj). — «Ainsi, six triangles équilatéraux, assemblés par le sommet, remplissent exactement les quatre angles droits; de même trois hexagones et quatre carrés. Tout autre polygone quelconque dont on multipliera l'angle, donnera plus ou moins que quatre droits ; cette somme n'est donnée exactement (pic par les seuls polygones précités, assemblés suivant les nombres donnés. C'est là un théorème pythagoricien. »
c. i^Proclus, p. /Î2<>, sur Euclide, I, 47 • théorème du carré de riivpoténuse). — « Si l'on écoute ceux (jui vcuh:;nt raconter l'histoire des anciens temps, on peut en trouver qui attribuent ce théorème à Pjthagore et lui font sacrifier un bœuf après sa découverte. ))
d. [Proclus, p. 4'9î sur Euclide, I, 43)- — « Ce sont, nous dit-on d'après Eudème (ot Tcspi tov Euor,[;iov), d'anciennes découvertes dues à la muse des Pythagoriciens, que la parabole des aires, leur hyperbole ou leur ellipse ('). C'est de là f[ue, plus tard, on prit ces noms pour les transporter aux coniques, qu'on appela : Tune, /:>«yrt^o/e (comparaison), l'autre, hyperbole (excès), la troisième, ellipse (défaut); tandis que, pour ces hommes anciens et divins, c'était dans la construction plane des aii-es sur une droite déterminée qu'apparaissait la signihcalion de ces termes. Si vous prenez la droite tout entière et que vous j terminiez l'aire donnée, on dit (pie vous faites \dt parabole de cette aire ; si vous lui donnez une longueur qui dépasse la droite, c'est Vliyperbole ; si une longueur inférieure, c'est Vellipse, une partie de la droite restant alors en dehors de l'aire construite. C'est au Livre VI qu'Euelide traite de Vliyperbole et de Vellipse; mais ici il aNait besoin de la parabole par une droite donnée d'une aire équivalente à un
(') Soient, A une aire donnée, p la ionsncur par rapporL à lu(|uellc se fait la parabole, il s'agit de construire l'inconnue x dans les écjualions px — A (para- Ijole simple), />x-h mx''= A (parabole avec liyperholc), px — m x- = A (para-
l)i)lc avec cllip^fj. C.'csl la noiiienrlal ure i'iassi(|iic (!r|iiii- JMiclidr.
— loi —
Iriani^Ic {loniit', pour nous ibiniiir, ;i|)irs la conslruclit>n (^ûcTact:, nrop. /\i) d'un paralléloyramnK; t'ipiivaleiil à ce Iriangle, sapa/aboie j)ar une droite délerniinée. Ainsi, (pfon donne un triangle ayant une aire de 12 pieds et une droite dont la longueur soit de 4 pieds, nous faisons \a parabole de Taire du triangle sur la droite, si, prenant la longueur totale de /\ pieds, nous trouvons de cond)ien de pieds doit être la largeur pour que le parallélogramme soit équivalent au triangle. Ainsi, ayant trouvé, dans ce cas, la largeur de 3 pieds, nous multiplions la longueur par la largeur, en supposant que l'angle donné soit droit, et nous avons l'aire. Voilà ce qu'est la parabole d'après l'antique tradition venue des Pythagoriciens. »
J'ai tenu à traduire in extenso ces passages de Proclus (ici Porphyre-Pappus) à cause de l'authenticité de la tradition qu'ils représentent. Je mentionnei'ai seulement les témoignages qui suivent :
e. Emploi du pentagone étoile comme signe de reconnaissance par les Pythagoriciens (Lucien, Pro lapsu in salut. 5, etc.).
/. Le sacrifice légendaire a dû être ofTert par Pythagore, soit pour le théorème sur le carré de l'hypoténuse, soit pour \di parabole des aires (Plutarque, Non posse siun-. vivi sec. Epie.., 11), soit plutôt pour la solution du problème suivant :
Construire une figure équivalente à une figure donnée et semblable à une seconde figure donnée (Plltarque, Sympos.
vni)(;)- _ \
g. Construction des polvèdres réguliers ( Pi'oclus, p. 65) et, en particulier, inscription du dodécaèdre dans la sphère. (Jam- BLiQUE, De vit. P^■th., 18).
8. J'ai déjà suffisamment parlé des questions («) et {g)'i il est clair que {b) dérive logiquement de («), mais a dû être provoqué par les problèmes pratiques de décoration des carrelages ou des murailles, de même que la recherche des polyèdres réguliers doit avoir eu son origine dans des tentatives analogues d'architectes. Il est même très possible que ce soit la reconnaissance empirique de la propriété des triangles équilatéraux, assemblés autour d'un sommet commun, qui ait amené la découverte de l'égalité à deux
(') Plularqiic, qui n'est nullement niatliéin;itirirn, dit mal à propos « faire la parabole » au lieu tle « construire ».
— lOo —
tlioits (le lit >()inmc des ;iiii;lcs de cliacim de ces Iriiinj^les ; on sera passé ensuite, d'après le léinoignage de Gcminiis, duljoid au triangle isoscèle, enfin au scalène.
Le ton sur lequel Proclus parle de la découverte du carré de l'hypoténuse (c) prouve assez, sans en rapprocher les conlradiclions de Plutarque (/), que la légende du sacrifice n'était nullement assurée. Il semble qu'Eudème ne l'ait pas connue et qu'elle ait été appuyée uniquement, dans l'antiquité, sur deux vers anciens, rapportés par un logisticicn du nom d'Apollodore (-ote), et qu'on peut traduire comme suit :
Pyihagore, invenlant la célèbre figure, Oflril une victime et rendit grâce aux dieux,
témoignage bien insuffisant, certes, pour reconnaître le théorème auquel est resté attaché le nom du sage de Samos. Tout semble indiquer, au contraire, que, s'il ne l'a pas emprunté aux Lgvptiens ('), cette proposition fut une des premières qu'il rencontra et nullement le couronnement de ses recherches.
Proclus paraît dire assez clairement (p. /{9.6) que la démonstialion donnée par Euclide (-) appartient à ce dernier; mais celle de Pjthagore nous est absolument inconnue, et c'est peine bien inutile que de chercher les raisonnements les plus primitifs pour les lui attribuer. La Géométrie de Pythagore était déjà assez savante pour ([u'il pût faire la démonslralion par les triangles semblables.
0. La substance du Livre I'' d'Euclido, d'après des témoignages suffisamment précis de Proclus, appartient en tout cas aux Pythagoriciens et il leur attribue aussi nettement les théories du Livre YL
Le problème que cite en dernier lieu Plutarque (/) [Euclide,
( ' ) .M. Cantor ( Vorlesungen, p. 5G, etc.) a solidement établi qu'on ne peut dénier aux Égyptiens la connaissance de triangles rectangles en nombres particuliers. L'exemple des Chinois semble bien prouver qu'on pouvait arriver à reconnaître la loi générale ailleurs qu'en Grèce; je ne parle pas des Çulvasùtras hindous, parce qu'ils peuvent être postérieurs à la conquête d'Alexahdre.
(') Celle que nous appelons vulgairement le pont-aax-dnes, et que les Grecs désignèrent comme Gôtôpriua ■zr^t •i-j'^'^r,:, (George l'achymère, mss. delà Bibliothèque nationale).
T. li
VI, '.ij), se r(5(liiil à la connaissance du rapport des aires de deux figures semblables, proposition connue d'Hippocrate de Chios, à l'invention de deux quatrièmes ou troisièmes proportionnelles [parabole simple (û?) = I,44] et d'une moyenne proportionnelle (II, i4). Ce problème est essentiel pour le cas de la parabole complète avec ellipse ou hyperbole, telle que la traite Euclide au Livre VI (28, 29), c'est-à-dire lorsque, dans l'équation à résoudre px z±z mx- = A^ m est un rapport donné différent de l'unité (').
C'est attribuer à Pythagore la construction géométrique des problèmes du second degré; mais, si les témoignages cités à cet égard peuvent paraître sujets à caution, il convient de remarquer que, comme nous le verrons, cette construction était très probablement connue d'Hippocrate de Chios; que, d'autre part, la connaissance du pentagone régulier(e)(^)par les Pythagoriciens prouve bien qu'ils savaient au moins résoudre un problème spécial du second degré, la division d'une ligne en moyenne et extrême raison.
Dès lors, ils semblent bien avoir au moins fourni le fond de toutes les théories importantes des Eléments, si l'on excepte, d'une part, celles que nous avons attribuées à Eudoxe ou à Théétète, de l'autre, la théorie proprement dite du cercle, c'est-à-dire le Livre III, auquel rien ne nous renvoie, car j'omets, comme sans valeur, l'assertion de Jamblique (Siniplicius sur la Physique d'Aristote, i3,^'), d'après laquelle ils auraient trouvé une quadrature du cercle.
Cependant ils avaient dû s'occuper spécialement du cercle que Pvlhagore disait être la plus belle des figures planes (Z>/o«\ Laërce, VIII, 19), et, en tout cas, la lacune n'aurait pas une importance relativement très grande.
L'insuffisance des preuves relatives à l'extension réelle des connaissances géométriques de Pythagore ne peut être niée; cependant il me semble que l'on peut dire, en résumé, que ces preuves ont été un peu trop négligées, et que tous les témoignages concordent assez pour rendre probable l'opinion que j'ai avancée, que, en thèse générale, le premier Ouvrage mathématique dû à
(') Il est à remarquer que le cas simple, où m — i, peut se déduire immédialemciil des théorèmes II, 5 et (i.
l'École (Je Pylhagore présentait déjà le même cadre que les cléments géométriques d'EucUde et qu'il remplissait assez complètement ce cadre, si Ton excepte les théories générales sur les proportions, sur les incommensurables et sur les cubatures dérivant de la mesure de la pyramide.
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CHAPITRE VIII
Hippocrate de Chios.
1. La publicalion, vers le milieu du v*^ siècle avant notre ère, (les immorlelles découvertes de Pjthagore devait entraîner une double conséquence :
D'une part, l'Egypte pourra encore être regardée par les Grecs comme la source vénérée où il faut aller puiser les connaissances traditionnelles; mais désormais, pour la Géométrie au moins, les élèves en remontreront à leurs maîtres.
D'un autre côté, les mathématiciens grecs sont maintenant en mesure d'aborder immédiatement des questions s'élevant déjà audessus des éléments, ou du moins dépassant le cadre dans lequel Euclide les a renfermés.
Je reviendrai sur le premier point; quant au second, il suffit de remarquer que c'est en effet à l'époque précitée que remontent les problèmes de la quadrature du cercle, de la construction géométrique de la racine cubique, enfin de la division de l'angle dans un rapport donné.
C'est sans aucun doute pour ce dernier problème qu'Hippias d'Élis, sophiste contemporain de Socrate, '\nsenldL\diquadratrice, premier exemple d'une courbe différente du cercle, et qui, contrairement aux habitudes classiques, doit avoir été construite par points ('). On sait d'ailleurs que son nom lui vient de ce que cette courbe se trouva conduire également à une solution du problème de la quadrature du cercle.
Mais cette quadrature , comme aussi la duplication du cube, nous ramène tout d'abord à Hippocrate de Chios.
(') Voir mes Notes pour l'histoire des lignes et surfaces courbes clans l'antiquité clans le Bulletin des Sciences mathématicjues, V^H,, p. 278-288; i883. — M. Allman {Herniathena, IV, 7, p. 220) a parlé d'une « organic motion » pour le tracé de la ([iiadratrice ; mais, depuis (XI, 11, p. \î?>, note), il a adopté mon opinion.
— loi» —
"1. Sur ce géomètre, nous trouvons un assez curieux renseignement dans la Morale cl' Eiidè/ne , attribuée à Arislote, mais qui est probablement de son disciple, l'historien des Mathématiques; Hippocrate est donné (VII , 1 4 ) comme exemple d'un homme d'une intelligence remarquable sous certains rapports, nulle sous d'autres; bon géomètre, il se montrait, pour le reste, comme hébété et stupide : ainsi, dans un voyage commercial, il perdit, par sa sottise, une somme considérable qui lui fut extorquée par les percepteurs du cinquantième (douane athénienne), à Byzance.
Aristote (MétéoroL, I, 6) le cite d'autre part, avec son disciple Eschyle, pour rapporter leur opinion sur les comètes, analogue à celle des Pythagoriciens; c'est une preuve qu'Hippocrate cultivait également toutes les sciences de son temps.
Le récit de Jean VhUopon (Comment, in Arist. Phys., fol. i3), qu'il faisait le commerce sur mer, que, pris par des corsaires, il vint les poursuivre inutilement à Athènes, et que, s'y étant mis à fréquenter les écoles des philosophes, il devint ainsi un géomètre fameux, ne doit être regardé que comme une amplification du passage de la Morale d'Eudème, en sorte que les détails particuliers qu'il offre n'ont aucune valeur. Loin de supposer qu'il y avait déjà à Athènes, dès le milieu du v^ siècle, des écoles scientifiques renommées, il est à croire bien plutôt qu'Hippocrate, après y avoir peut-être été amené par des affaires de commerce, se mit à y professer un des premiers ce qu'il avait appris dans sa patrie, auprès d'OEnopide. Quoiqu'il connût d'ailleurs la Géométrie pythagoricienne qui venait d'être publiée, rien ne prouve qu'il ait eu des Pythagoriciens pour maîtres, car les témoignages tirés de Jamblique à cet égard reposent sur une fausse interprétation des passages que nous avons vus.
Je ne trouve pas non plus que les anciens emploient, en général, un ton défavorable en parlant d'Hippocrate, ainsi que le dit M. Allman [Hermath., IV, 7, p. 227). Si l'on écarte pour le moment les passages d'Aristote sur la quadrature des lunules, passages sur lesquels nous reviendrons plus loin, il est certain que le Stagirite, ainsi qu'Eudème, parle d'Hippocrate, en tant que savant, en termes très honorables; de même Jamblique. Eratosthène, dans sa Lettre à Ptolémée ('), ne le maltraite pas plus que les autres
(') Eutociiis sur Archimède (Sphère et cylindre, II, a.
géomètres. Pi-oclus (p. 2i3 = Geminus) est très louangeur: « On dit que la première àTraywYV] (réduction d'un problème à un autre) sur les figures difTicilcs a été faite par Hippocrate de Cliios, celui qui a aussi quarré la lunule et a fait en Géométrie nombre d'autres découvertes, avant eu, autant que pas un autre, un génie naturel pour ces (jucstions. «
Quant aux témoignages d'Alexandre d'Aphrodisias, dePhilopon, d'Eutocius, ils ont d'autant moins de valeur qu'ils se rattachent à une opinion erronée sur un paralogisme, faussement attribué à Hippocrate au sujet de la quadrature du cercle, ainsi (juc nous le verrons.
3. J'ai déjà fait observer que le témoignage sur Vapagoge employée par Hippocrate doit, ainsi que toute la tradition sur le problème de Délos, provenir non pas d'Eudème, mais d'Ératosthène. Ce dernier, dans sa lettre à Ptolémée, nous montre, bien avant l'oracle rendu aux Déliens, le problème de la duplication du cube déjà célèbre à Athènes; un poète tragique (Euripide?) l'a mis sur la scène. Minos, voulant élever un monument à son fils Glaucus, dit à l'architecte :
Pour un tombeau royal, tu le prends bien petit; Il faut doubler le cube et ne pas t'y tromper.
Eratosthène ajoute qu'Hippocrate ramena ce problème à l'invention de deux moyennes proportionnelles, et prétend qu'il n'alla pas plus loin, ce dont il est permis de douter dans une certaine mesure (^).
Si c'est là d'ailleurs la plus ancienne apagoge que constate l'histoire, il est difficile de croire qu'elle ait réellement été la pi'cmièi'c; Hippocrate avait dû trouver des exemples dans la Géométrie pythagoricienne, qui présentait déjà des démonstrations par l'absurde, et qui sans doute n'était pas astreinte à exposer directement la solution de tous les problèmes, en rejetant la marche d'invention, nécessairement apagogique, du moment où la question est un peu compliquée.
(') Hippocralc était certes capable de ramenei' ce problème à une vsûai; (inscription entre deux droites données d'une droite de longueur donnée et dont le prolongement passe par un point donné), ce ([ui est le principe de la solution de Nicoméde par la conchoïdc.
Nous louchons ici cvidomnicnl à rinvcnlion de la mclhodc analytique que la tradilion allrlbue à Platon. Il est douteux que cette tradition remonte eflcclivement à Eiidènie, mais elle doit déjà avoir été admise par Geminus; voici, au reste, le passage de Proclus sur ce sujet (p. 21 1 , i4-2i2, 4)-
« Pour rinvcntion des lonimcs, le plus imporlant est une disposition sj)éciale de l'intelligence; car on peut voir nombre de gens trouvant rapidement des solutions sans se servir de méthodes : tel nous avons connu Kratistos, si capable pour résoudre une question avec aussi peu de principes que possible, qui cependant ne s'aidait que de son naturel. Cependa;nt on donne des méthodes; la plus belle est celle par l'analyse, qui ramène le cherché à un principe connu; c'est celle que Platon, à ce que l'on dit, fît connaître à Léodamas, et grâce à laquelle ce dernier est connu comme auteur de nombreuses découvertes en Géométrie. La seconde est la méthode de division, qui décompose en ses parties le genre proposé, et fournit un point de départ pour la démonstration de la construction du proposé, en éliminant les éléments étrangers; cette méthode a aussi été célébrée par Platon comme un utile auxiliaire dans toutes les sciences. En troisième lieu vient la méthode de réduction à l'impossible, qui ne démontre pas directement la chose cherchée, mais réfute la contradictoire et arrive ainsi indirectement à la vérité. »
4. De même que les autres légendes que nous avons déjà rencontrées sur le rôle de Platon comme géomètre, celle-ci doit nous inspirer une certaine défiance.
Tout d'abord, nous vovons, dans le passage de Proclus, la méthode analvti<|ue associée à une autre à laquelle le nom de Platon est également attaché. Mais il est clair que les classifications dichotomiques, telles que le philosophe en développe l'usage dans ses dialogues du Sophiste et du Politique, n'ont pas grand' chose à voir avec la Géométrie, et que la perfection des définitions ou l'ordre des théorèmes dans les éléments n'ont guère de liaison avec cette prétendue méthode de division.
Si, d'autre part, nous considérons la méthode anal_yti(jue en elle-même, telle que nous la voyons pratiquée dans Apollonius et
dans Pappus, nous n'y pouvons voir (jirune apagoge successive du problème posé à un autre, jusqu'à ce que l'on arrive à un pioblème connu; il nous est dès lors impossible de reconnaître en quoi, sur ce point, aurait consisté la découverte de Platon.
La réduction à l'absurde correspond naturellement, pour les tliéorènies, à la marclie apagogique pour les problèmes; cependant nous trouvons pour les théorèmes, par exemple dans les scholies sur le commencement du XlIP Livre, des démonstrations par voie analytique; la relation à démontrer est supposée vraie et on la transforme successivement jusqu'à ce que l'on arrive à une relation admise dans l'énoncé. Serait-ce là l'invention de Platon?
Tel est, semble-t-ll, le sens dans lequel il faut entendre ce qu'en dit Proclus : il parle, en effet, non de problèmes, mais de lemmes; le procédé dont il s'agit n'est nullement propre à l'invention; il sert, au contraire, naturellement pour la vérification et se trouve donc applicable à la démonstration des lemmes que l'on peut rencontrer admis par un auteur, sans que l'on en reconnaisse immédiatement la vérité. Mais cette question des lemmes n'a surgi que longtemps après Platon, et, en tout cas, l'importance de la découverte qu'on lui attribue se trouverait singulièrement restreinte.
Cependant l'introduclion d'un personnage d'ailleurs aussi peu connu que Léodamas de Tliasos ( ' ) semble indiquer que cette légende est ancienne et qu'elle repose sur quelque fondement plausible. Mais si, comme il semble convenable, on recheicbe un tel fondement dans les écrits de Platon, on est conduit à une conjecture toute différente de celles qui précèdent.
Nulle part, Platon ne fait allusion à une méthode géométrique cpi'il aurait inventée,- mais il y a une méthode philosophique qu'il a décrite à la fin du livre YI de la Bépublique , et à laquelle tous ses disciples ont attaché une grande Importance : remonter de
(' ) C'est à un Léodamas qu'est adressée la Lettre XI attribuée à Platon ; il ne s'agit nullement de Géométrie, mais d'une constitution politique pour une colonie dont l'ami de Platon semble un des fondateurs. Le philosophe serait déjà vieux^ ce qui n'est pas d'accord avec la chronologie du résumé historique de Proclus, le Socrate dont il est parlé dans la Lettre doit être Socrate le Jeune, dont parle \ristote {Métaph., VI, II); mais c'est peut-être un personnage fictif.
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l'hypothèse nu principe non supposé; suivre hi marclie inverse du principe à \'\\\ polhèse ( ' ).
Nous retrouvons h'i lopposilion conslanle dans les démonstrations anciennes entre Vanalyse et la synthèse; c'est par un singulier abus de langage que l'on appelle aujourd'hui synthétiques les démonstrations géométriques d'Euclide; il n'y a chez les anciens de synthèse que quand il y a eu analyse, que quand on recompose en ordre inverse la suite des propositions obtenues suivant la marche opposée (-).
Aujourd'hui, nous ne faisons plus de synthèses, parce qu'il est de règle de ne procéder en analyse que par conclusions immédiatement réversibles. « Si A est vrai, B est vrai » n'est employé que si l'on peut dire : « B est vrai, donc A est vrai ». 11 est rare que les anciens aient été assez assurés de la pratique de leurs procédés pour se croire dispensés de faire la contre- épreuve, la synthèse après l'analyse (^).
Ainsi, nous serions tentés de croire que l'œuvre de Platon aurait été de remarquer la convenance de la double marche et de régulariser ainsi, en lui donnant une complète rigueur logique, les procédés antérieurs d'une analyse incertaine et mal assurée. Mais la question reste trop douteuse pour qu'il soit possible de lui donner une solution précise.
o. J'aborde maintenant les recherches d'Hippocrate sur la quadrature du cercle, ou plutôt sur celle des lunules; mais je dois d'abord expliquer comment ces recherches nous ont été conservées.
Aristote parle, à diverses reprises, de la quadrature du cercle comme d'un problème non résolu; il distingue, parmi les fausses solutions données, deux sortes : les unes, purement sophistiques,
(') Dans ce passage, Platon s'exprime d'ailleurs sur la Géométrie en termes qui ont pu servir de point de départ à la légende sur la méthode analytique, mais dont la signification est en réalité toute différente.
(') Il est facile de se rendre compte que la marche d'Euclide ne suppose nullement, en thèse générale, une analyse préalable. Pour Archiméde, la question peut être toute différente.
(^) Et encore, dans ce cas, ont-ils l'habitude, comme Diophantc, d'indiquer que la synthèse reste à faire, mais qu'elle va de soi.
s'allaqiieiil au\ principes mêmes de la Géomélri<; : telles sont celles d'Anliplion et de Bryson; il leur oppose celles qui, tout en respectant les principes de la Science, contiennent de faux raisonnements, comme celui d'Hippocrate ou la quadrature par les lunules (Soph., Elench., 1 1) ou bien encore la quadrature par les segments [Phys., I, 2) ^'),
On doit encore remarquer un passage (A/ialjt. jjiior., II, ^5) où Aristote fait une allusion assez claire à un théorème d'Hippocrate, que nous verrons tout à l'heure.
« Ainsi (c'est un exemple à\ipagoge), soit A la quadrature, E le rectiligne, Z le cercle; si entre E et Z il n'y avait qu'un seul intermédiaire, l'égalité à un rectiligne de la somme du cercle et de lunules, on serait près de la connaissance (-). »
Ilippocrate avait, en effet, construit une lunule dont la somme avec un cercle est quarrable; Aristote veut dire que si c'était là le seul intermédiaire à chercher pour la quadrature du cercle, celle-ci serait obtenue; mais il en faudrait un second , à savoir la quadrature de la lunule particulière en question; c'est là, du moins, ce qu'on doit supposer qu'il sous-entend ('').
En tout cas, nous pouvons constater qu'Aristote connaît au moins \\n faux raisonnement, peut-être deux, conduisant à une prétendue quadrature du cercle par les lunules ou par les segments ; le texte ajoute une fois le nom d'Hippocrate. Mais, pour accepter comme pleinement valable l'accusation ainsi lancée contre le géomètre de Chios, il faudrait être assuré :
i*^ Que celte mention d'Hippocrate vient bien d'Aristote luimême et n'a pas été introduite dans le texte, dès une époque d'ailleurs très ancienne, à la suite d'une glose sans valeur, provoquée par le terme de lunule ;
(') Dès le v^ siècle, hi (luadrature du cercle était à Athènes un pi-ohlème aussi célèbre que la duplication du cube; Aristophane (Oiseaux) met sur la scène l'astronome Méton proposant une solution (mécanique?).
(^) L'emploi de lettres arbitrairement choisies pour désigner des concepts, emploi dont on voit ici un exemple, est très fréquent dans Aristote; il n'en fallut pas moins deux mille ans avant que Viète introduisit cet emploi dans l'Algèbre.
(^) Même ainsi, au reste, l'exemple est assez mal choisi; car, en réalité, il n'y a pas apagoge de la quadrature du cercle à celle de la lunule, puisque cette dernière quadrature est, dans le cas général, plus compliquée que celle du cercle.
2° Qu'Arlstole était incapable de faire une pareille accusation à la légère, sur un point cpii n'avait pas d'importance pour lui, alors qu'il lui arrive assez souvent d'attribuer sciemment à Platon et à d'autres des erreurs qu'il réfute, mais dont ils ne sont nullement coupables.
6. Les commentateurs d'Aristote se sont préoccupés d'expliquer en quoi consistaient au juste les quadratures dont parle le Stagirite. Pour Antiphon, il n'y a guère de difficulté; parlant du triangle équilatéral (Thémistius) ou de tout autre polygone régulier inscriptible dans le cercle (Simplicius), il doublait le nombre des côtés jusqu'à arriver, disait-il, à la coïncidence avec le cercle. On doit d'ailleurs supposer qu'il ne proposait nullement ce procédé au point de vue pratique, mais bien au point de vue théorique, et dès lors, les critiques d'Aristote sont parfaitement justes (').
Il convient de remarquer que Simplicius parle d'après Alexandre d'Aphrodisias, mais cite également Eudème; toutefois, comme il n'ajoute pas que c'est d'après V Histoire géométrique de ce dernier, il faut entendre qu'il emprunte cette citation à un Commentaire sur la Phvsique d'Aristote. Ce Commentaire d'Eudème et celui d'Alexandre d'Aphrodisias, également perdu, forment en effet les deux sources principales auxquelles Simplicius emprunte le sien.
Pour Bryson, la question est moins claii'e ; d'après Alexandre d'Aphrodisias, il Inscrivait un carré dans le cercle et y circonscrivait un autre carré; puis il construisait un troisième carré intermédiaire entre les deux premiers et prétendait qu'il était égal au cercle, comme étant, en même temps que celui-ci, plus grand ou plus petit que les premiers carrés. Philopon rapporte que le maître de Proclus, Syrlanus, rejetait l'assertion du commentateur du II* siècle après J.-C, et il me paraît en effet difficile de la prendre au sérieux. Mais on n'a, pour cela, aucunement le droit de considérer Bryson comme un précurseur d'Archimède ; car, quelque fût
(') Anliphon parait avoii' clé un sophiste athénien contemporain de Socrate, par conséquent d'Hippocrate de Chics; Bryson, fils d'Hérodore, d'HcracIce, appartient à la génération suivante: son enseignement semble avoir été voisin de celui des éristiques de Mégare ; il a, d'autre part, composé des écrits moraux sur le modèle de ceux des Pythagoriciens de la même époque.
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son raisonucmcnl , il n'avait ccrlainenienl aucune portée praticjuc. Peut-être même cherchait-il seulement à établir l'existence d'un certain carré équivalent au cercle.
Enfin, au sujet d'Hippocrate, Simplicius, dans son Commentaire sur la Physique d'Aristote, rapporte deux témoignages essealiellcment différents : l'un d'Alexandre d'Aphrodisias , l'autre tiré de V Histoire géométrique cl' E aclème .
L'édition d'Aide Manuce (iSaG) est si incorrecte pour le fragment d'Eudème que, malgré son importance capitale, il a été négligé jusqu'à Bretschneider; tous les historiens antérieurs ont donc admis ce que rapportait Alexandre d'Aphrodisias : Hippocrate aurait quarré la lunule dont l'arc extérieur est de i8o°, l'intérieur de 90°; il aurait ensuite prétendu quarrer le cercle comme suit :
Si l'on partage une demi-circonférence de rayon R en trois parties égales, et que, sur les cordes égales au rayon, on décrive des demi-circonférences extérieures, on obtiendra trois lunules telles que, si on leur ajoute un demi-cercle de diamètre R, la somme sera égale au demi-hexagone inscrit dans le demi-cercle de rayon R. La quadrature du demi-cercle de diamètre R est donc ramenée à celle de la lunule, et cette dernière est supposée quarrable. L'erreur consiste en ce que, dans cette figure, la lunule a son arc intérieur de 60° seulement et n'est donc aucunement assimilable à la lunule déjà quarrée. Ce serait là le faux raisonnement auquel Aristote fait allusion.
7. Bretschneider (18^0) parvint le premier à expliquer convenablement l'extrait d'Eudème conservé par Simplicius, et par reconnaître qu'aucun paralogisme n'y est attribué à Hippocrate; qu'au contraire on trouve dans cet extrait une suite de théorèmes aussi intéressants qu'irréprochables.
Quoique le document ne remonte pas à Hippocrate lui-même il n'en serait pas moins inappréciable pour permettre de juger des connaissances géométriques de son époque, si malheureusement Simplicius, sous prétexte d'éclaircir un texte trop concis, ne s'était pas avisé d'y introduire des explications de son cru et de malencontreux développements, qui le défigurent singulièrement. La restitution du texte dEudème devient dès lors assez difficile pour
que Breischneider ail été onlraîné à de graves erreurs, notamment à dénier à Ilippocralc la connaissance de la propriélé caractéristique des segments semblables, à savoir que tous les angles inscrits y sont égaux.
M. Allman {Hermathena, IV, n° ■j, p. 196-202; i 881) a, le premier, donné une traduction du texte d'Eudème, en le débarrassant des interpolations de Simplicius, d'a])rès des règles dont l'a[)plication peut être discutée dans les détails, mais dont les principes sont hors de conteste. L'année suivante (Berlin, 1882), paraissait l'édition critique du Commentaire de Simplicius sur les quatre premiers Livres de la Physique d'Aristote, avec un texte singulièrement amélioré et un essai de distinction des interpolations dans le fragment d'Eudème (p. 61-68). Pour cette distinction, le savant éditeur, H. Diels, s'était aidé des lumières de M. Usener de Bonn, qui , en procédant suivant des principes analogues à ceux de M. Allman, est arrivé à des résultats concordants sur divers points, divergents sur d'autres. M. Diels a, d'autre part, inséré dans sa Préface, à la suite de remarques de M. Usener (p. xxiii-xxvi), quelques pages (xxvi-xxxi) d'observations critiques qu'il m'avait demandées, et dans lesquelles, tout en proposant des explications ou des corrections particulières pour certains passages obscurs, j'ai soutenu une partie des conclusions de M. Allman , en abandonnant les autres.
J'ai repris depuis la question dans les Mémoires de la Société des Sciences pliysiques et naturelles de Bordeaux (Vo, p. 179- 187; i883), où j'ai publié le texte d'Eudème tel que je le comprenais, accompagné d'une traduction et des observations nécessaires. Enfin, M. Heiherg (Philolog'us , XLIII, 2, p. 33--344) a soumis ma restitution à une critique détaillée et proposé ses opinions sur divers points spéciaux.
La question ne peut évidemment être considérée comme épuisée; mais les lignes générales de la restitution sont désormais suffisamment assurées. S'il m'a paru, au reste, utile d'en rappeler l'historique, je crois sans intérêt de rentrer ici dans la controverse particulière ; je vais donc me contenter d'exposer dans le langage moderne la théorie que renferme le texte en question ; je ferai seulement deux remarques préalables.
Autant qu'on en peut juger, la forme des démonstrations d'Hip" pocrale était déjà, à très peu près, celle d'Euclide ; il n'ignorait
d'ailleurs aucun des théorèmes fondanicnlaux sur le cercle, fait d'autant plus important à constater que, pour celte théorie, nous avons moins de données relatives aux connaissances des Pythagoriciens.
Il avait démontré la proportionnalité des surfaces des cercles aux carrés des rayons et des surfaces de segments semblables aux carrés des cordes; malheureusement, nous ignorons si son principe de démonstration contenait, en germe, la méthode d'exhaustion, dont l'invention doit donc être laissée à Eudoxe.
8. Du théorème sur les surfaces des segments découle immédiatement le principe de la quadrature des lunules.
Si l'are extérieur est à l'intérieur dans un rapport de similitude — j qu'on divise le premier en /», le second en n parties égales,
et qu'on joigne dans chaque arc les points de division voisins (y compris les exti^êmes), on retranchera ainsi de la lunide m segments, on en ajoutera n, et l'on passera ainsi au rcctlligne formé par les cordes.
Ce rectiligne sera donc équivalent à la lunule, si les n segments ajoutés forment une surface égale à celle des ni segments retranchés. Comme d'ailleurs tous ces segments sont semblables entre eux, il faudra donc que les carrés des cordes qui divisent les arcs extérieur et intérieur (ou bien ceux des rayons de ces arcs) soient
entre eux dans le rapport —•
Pour que la lunule soit réellement quarrablc, il faut, en outre, que la figure puisse être construite avec la règle et le compas, ce
OUI a lieu pour cincr valeurs déterminées de — ? a savoir -■, -> -■, • ^ 1 n 112
-j -; il V a donc cinq lunules quarrablcs.
D'après Eudèine, Hippocrale a donné la quadrature des trois premières, et le fait qu'il passe de la deuxième à la troisième, et non
à celle pour laquelle — = - , montre suffisamment qu'il se proj)osait
effectivement de construire les lunules, et, quoique Eudèine n'ait pas conservé ces constructions, sauf pour la première, (pioi(pi'il ait seulement ramené les autres à des problèmes déterminés, on ne doit pas douter qu'Hippoerate n'ait résolu ces problèmes; le premier est en fait assez simple, le second suppose la solution géométrique de
- IIU -
l'équalion du second degré; mais nous avons admis que celle solution était déjà connue des Pythagoriciens.
Dans un (jualrième théorème, Hippocrate a construit une lunule dont la somme avec un cercle se trouve quarrable.
Le cercle avant R pour rayon, l'arc extérieur de la lunule est de 120° et son rayon Ry/Ô, l'arc intérieur est de 60"; la somme quarrable est égale au triangle maximum inscrit dans l'arc extérieur, plus riiexagone inscrit dans le cercle (').
9. En présence du témoignage d'Eudème , celui d'Alexandre d'Aphrodisias perd toute valeur; on doit cependant se demander quelle peut en être l'origine, et, d'autre part, à quelle fausse quadrature Arislole a pu faire allusion.
MM. -Allman et Heiberg maintiennent encore que cette fausse quadrature peut être imputée à Hippocrate.
Le premier admet que ce dernier, élève des Pythagoriciens, aura publié, sans les bien comprendre, des travaux dus à ses maîtres, et qu'il aura pu, dès lors, y ajouter le paralogisme rapporté par Alexandre d'Aphrodisias.
Le second distingue deux fausses quadratures visées par Aristote : l'une, par les lunules, serait celle rapportée par Alexandre; l'autre, celle d'Hippocrate, ou par les segments, dériverait du dernier théorème développé par Eudème, et auquel Aristote, ainsi qu'on l'a vu, fait allusion ailleurs {Analyt. prior., II, 20); l'erreur aurait encore consisté à prendre comme quarrable la lunule qui figure dans ce dernier théorème, quoiqu'elle diffère, essentiellement et à première vue, de chacune des trois lunules d'Hippocrate.
(') Il est facile de voir que le triangle en question se trouve lui-même équivalent à l'hexagone.
La solution d'Hippocrate peut être facilement généralisée.
Soient '^-^^— l'arc extérieur, "— — l'arc intérieur qu'on supposera être tous deux m n
des fractions de la circonférence susceptibles d'être obtenues avec la règle et le
compas; soit 0 le rayon du cercle à ajouter; on le construira d'après la relation
'' ~ n m Si l'on a
> o et = 0 ^,
ni II
c'est l'excès de la Innnie sur le cercle du rayon 0' qui sera quarrable.
Celle conjcclurc cl'IIcil)crç me paraîl assez plausible, sauf pour ce qui concerne l'allribulion du paralogisme à Hippocrale; car la mention de son nom par Aristote ne me paraît nullement, ainsi que je l'ai fait voir, constituer une preuve irrécusable. Je ne crois pas non plus qu'Ilippocrate ait eu des Pythagoriciens pour maîtres,* ou je ne vois pas de raison sérieuse pour supposer que le disciple n'ait pas égalé ses professeurs anonymes.
L'exemple de Grégoire de Sainl-Vincent prouve certainement qu'un géomètre de valeur peut se laisser entraîner à des paralogismes dans la recherche d'un problème tel que celui de la quadrature du cercle; mais encore on ne peut admettre un paralogisme grossier et, d'autre part, conduisant à des conséquences dont l'inexactitude crève les yeux.
Si un véritable géomètre a cru pouvoir tirer de la théorie des lunules une quadrature du cercle, il a dû efTectuer la construction; or, si l'un des paraloglsmes que nous avons vus conduisait à une valeur de t: comprise entre 3 et 3| (limites pratiquement reconnues avant Archimède, d'après Aristarque de Samos), nous pourrions peut-être croire qu'Hippocrate, après avoir commis ce paralogisme, ne l'aurait pas reconnu. Mais que dire, quand les prétendues quadratures nous amènent pour tz à des valeurs voisines de 4 ou dépassant ce nombre?
Aucun géomètre n'a jamais pu s'y laisser prendre; il n'y a jamais eu là que des sophismes d'école, analogues à tant d'autres plaisanteries rapportées par Aristote, et dont la tradition s'est perpétuée jusqu'à nous, même en Géométrie. Il est possible d'ailleurs qu'Euclide ait conservé un de ces sophismes dans ses Wsuoapia, qu'Alexandre d'Aphrodisias connaissait encore, et dont il aura pu le tirer, en croyant y retrouver celui que le texte d'Aristote attribuait à Hippocrale.
Mais ce dernier doit être hautement reconnu comme bien audessus de cette accusation, et, loin de voir dans son dernier théorème une tentative d'arriver à la quadrature du cercle par celle des lunules, il faut y constater la conscience très nette de ce fait que la quadrature générale des lunules dépend de celle du cercle et, les cas singuliers mis à part, ne peut être obtenue directement.
CHAPITRE IX
Démocrite et Archytas.
1. J ai (lit (ju'à partir du milieu du v*^ siècle avant noire ère, f^ràce aux découvertes de Pjlhagore, les géomètres hellènes étaient capables d'en remontrer aux E<;yptiens.
Un fragment célèbre de Démocrilc (dans Cliîmk^t n'ALEXA^niuE, Strom., Ijnous le montre déjà se vantant (jue, a pour la composition des lignes avec démonstration, il n'a pas trouvé son maître, même parmi les harpédonaptes (') égvpliens, comme on les appelle, et qu'il connaît par une pratique de cinq ans ».
Des Grecs ont donc pu encore aller s'instruire en Egvpte et y chercher, notamment comme Eudoxe, des données astronomiques, fruit d'une longue observation; mais, en Géométrie, ils n'avaient plus rien à apprendre. Il est à noter que Platon, qui fit lui-même un voyage scientifique sur les bords du Nil, et qui se plaît à rehausser souvent la sagesse des prêtres égyptiens, n'hésite cependant pas [République, I\ , 4^^ (f ) à qualifier leur nation de où.zy^i^\}.yi-z') (avide de richesses) et à opposer le o-.Acy.aOÉç (l'avidité d'instruction) des Hellènes (-).
(') Ce mot, dérivé de âpTtcSôvr, (cordeau) et «tïtsiv (toucher), est franchement grec. Voir au reste Cantor ( Vorlesungen, t. I, p. 55-57). On remarquera l'expression particulière (ypaij-u.Éwv crvvOÉd-.oî (ASTa àTroSîc^to;) dont se sert Démocrite pour désigner la Géométrie : elle spécifie la nature des questions que traitaient surtout les arpenteurs égyptiens, et nous rappelle les Çulvasùtras (règles du cordeau) des anciens Hindous.
(") Sans tomber dans les rêveries d'illustres savants qui ont voulu trouver dans les pyramides de Gizeh des preuves de connaissances mathématiques supérieures, il est permis de demander s'il est possible que les Egyptiens aient pu, par exemple, construire leurs pyramides sans être capables de les cuber; maison doit répondre par l'affirmative. Khéops et Khéphrèn n'étaient pas astreints à un budget par exercice et n'ont eu besoin d'aucun devis. L'approximation grossière dont se contentaient les Égyptiens pour la mesure de leurs champs non rectangulaires n'avait même pas à être atteinte pour leurs constructions. Enfin, 5oo ans après notre ère, dans l'Inde, dont la civilisation était au moins égale et où la science grecque avait pénétré, Aryabhalta mesure encore une pyramide comme moitié dn produit T. ,G
2. Il ne sera {tas hors de prO|>os de nous arrêter un moment sur le savant universel (]iii illustra la lin du ^'' siècle. Si le nom de Démocrite manque sur la liste de Proclus, il n'en paraît pas moins avoir fait en Mathématiques des travaux, considérables; il est vrai que son influence comme géomètre ne semble pas cependant avoir été considérable, car il resta en dehors du cercle d'Athènes, où ses écrits ne paraissent même pas avoir été connus ou au moins appréciés avant le temps d'Aristole.
Diogène Laërce nous a conservé, d'après Thrasylle, les litres des Ouvrages mathématiques de Démocrite, et nous savons qu'ils devaient être divisés en trois tétralogies. Malheureusement ces titres sont d'autant plus insuffisants que le philosophe d'Abdère semble avoir une terminologie à hii, qui n'est pas devenue classique, et que nous ne connaissons guère; que d'autre part les textes des manuscrits sont passablement incertains.
Voici comment je restitue les tétralogies :
T. 1° riscl c'.açicp-^; yvwixTjC y; ::spi 'bx'jz'.zz ■/.'jyj.zj -/.al z'^yJ.zx-. — Sur une divergence d'opinions ou sur le contact du cercle et de la sphère.
2" Ihpl 7sw;j.£t:>,ç f, Yswy.sTS'.y.iv. — Traité de Géométrie.
3° 'Ap'.6;j.c(. — Les nombres.
4" rispi à>iY(ov Ypa'X'jiwv y.ai va^TÔJV |'i'. — Deux Livres sur les lisnes et solides irrationnels.
IL 1° 'Y.v.~z--jLZ\}.yL-.y.. — Développements (?). Le mot est-il pris au figuré? S'agissait-il de développements sur un plan de surfaces cylindriques et coniques ou de simples rabattements de faces de polyèdres?
2" M£"'ac v)'.Tj-.zz r^ y."po'fC'jJ.r,. — La grande année en Astronomie (on sait que la grande année est le cycle après lequel les planètes sont supposées revenues à leurs points de départ).
de sa base par sa hauteur. Tant les connaissances essenliellement pratiques peuvent rester erronées, quand leur exaclitude n'est pas indispensable!
Et ce même auteur connaît - avec une approximation plus grande que celle d'Archimède! Mais c'est que son astronomie est relativement avancée; cette valeur (- = 3.i'|i6) doit d'ailleurs avoir été déduite des Tables des cordes de Ptolémée.
3" \\x:'ji.-ç'[j.x- — ( .alfiidricr de levers el coiicliers de fixes, avec prédictions météorologiques. Un certain nond)re de données empruntées à cet Ouvrage sont consignées dans le dernier Chapitre de Vlntrodurlion aux Plirnomènes de Geminus.
4" "A;;.'.A/.5: y.AE'VJspar. — Le débat de la clepsydre. — Probablement relatif à l'emploi de cet instrument en Astronomie, comparé aux moyens de mesure du temps par l'observation des astres.
III. 1° Ojpavi-'pas'V,. — Description du ciel
a" rîwYpaç'r;. — 11 est à remarquer que Démocrite, fidèle en cela à la tradition ionienne, représentait encore la Terre comme plate.
3° riiASYpaçtY]. — Le polos était le cadran solaire emprunté aux Babyloniens, et qui avait l.a forme d'un hémisphère creux avec l'extrémité du st\le au centre.
4° 'A-/.T'.voYpa5'>r;. — Peut-être l'Ouvrage de perspective dont parle Vitruve et que Démocrite aurait écrit après celui d'Anaxa-
3. Si l'ordre des Ouvrages est attribuable à Thrasylle, la succession de ceux, I, 'i, 3, 4 n'en est pas moins notable comme correspondant exactement au cadre des Eléments d'Euclide; on voit d'ailleurs que Démocrite avait peut-être devancé Théétète en traitant des irrationnelles.
Quant à l'Ouvrage I, i, il me paraît se rajDporter à une polémique dirigée contre Protagoras [voir Aristote, Mélaph., II, 2), qui soutenait que le contact d'un cercle matériel et d'une règle se faisait sur plus d'un point.
D'après un fragment conservé par Plutarque (Adv. Stoic. de commun, notit., p. 10^9), Démocrite se serait occupé d'une question du même ordre en discutant si deux sections d'un cône par deux plans parallèles à la base et infiniment voisins devaient être considérées comme égales ou inégales. Malheureusement Plutarque ne donne pas la solution de cette difficulté.
Pour se rendre compte exactement de la position de Démocrite au sujet de ces questions, il convient de se rappeler qu'il y était naturellement amené par sa théorie des atomes.
Cette théorie a en réalité son origine dans les docuines des Py-
thugoricicns, avec lesquels Déiiiocrile a eu des rappoiis inconlestables qui, d'ailleurs, n'enlèvent rien à sa profonde originalité. Les opinions physiques des j)reinicrs Pythagoriciens étaient en (ait beaucoup plus grossières que leurs connaissances mathénialirpies ne devraient le faire supposer; ils considéraient l'univers comme constitué d'un côté par nn fluide continu et infini, qu'ils ne distinguaient pas de l'espace; de l'autre, par des points matériels qui formaient la substance des corps. Le point était pour eux « une unité douée de position » et les corps étaient donc des nombres, en tant (pi'assemblages de quotités finies de j)oints (').
Ils ne distinguaient pas d'ailleurs ce point matériel du point gé'ométri(pie; l'un et l'autre était reconnu comme indivisible (aTcy.iv) et, en même temps, la divisibilité indéfinie des grandeurs était admise sans réserves. Cette conception insoutenable fut attaquée par Parménide et par Zenon, dont les célèbres paradoxes doivent uniquement (-) être considérés comme battant en brèche la fausse thèse qu'une ligne est une somme de points, une surface une somme de lignes, un solide une somme de surfaces, etc.
Les Pythagoriciens pouvaient d'autant moins se défendre que la découverte des quantités incommensurables (non encore publique du reste au temps de Zenon) devait leur faire sentir la grossièreté de l'erreur; ils durent donc transformer leur doctrine physique et soit lui donner, comme Philolaos, un sens purement idéaliste, soit attribuer aux atomes des dimensions très petites, mais finies; si d'ailleurs cette thèse fut surtout développée en dehors de l'Ecole, par Leucippe, puis par Démocrite, elle fut reprise plus tard dans son sein même, par Ecphante, par exemple (■').
(') Ce n'est qu'à parlir de Pliilolaos que la formule du Maître « Les choses sont nombres » reçoit une explication idéaliste, toute différente. C'est aussi de la même époque que doivent dater les assimilations de la dyade à la ligne, de la triade à la surface, de la tétrade au solide.
{') Voir mon article : Zenon d'Élée et M. Georges Cantor, dans la Revue philosophique de 1884.
(^) Il convient également de remarquer que la même thèse au fond est celle de Platon dans le Tiniée, avec la différence que ses atomes sont présentés comme des surfaces matérielles; son disciple Xénocrale admet au contraire des atomes qu'il représente comme des lignes. Aristote les a accusés à tort de paradoxes géométriques; les lignes de Xénocrate comme les surfaces de Platon ne doivent être conçues que comme des solides indivisibles sous des formes particulières.
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Il n'en rt-siilie pas moins (|ue Démocrite devait considérer ses atomes comme de véritables solides géométriques et repousser neUcmcnl, en ce qui les concernait, l'opinion de Protag^oras. Nous sommes moins édifiés pour ce qui concerne le fragment de Plutarque, mais nous n'avons aucune raison de supposer que le philosophe d'Abdère se soit prononcé contre les saines doctrines géométriques.
A partir de Zenon d'Elée, en effet, l'antique erreur pythagoricienne ne reparaît guère que dans la prétendue quadrature du cercle d'Antiplion, et encore sous une forme toute spéciale (').
4. Nous arrivons désormais, en suivant également la liste de Proclus et l'ordre chronologique, au dernier géomètre qui, malgré ses rapports avec Platon, doive être encore regardé comme étranger à l'Académie.
On sait qu'Archytas était pythagoricien et en même temps un homme d'Etat considérable à Tarente, sa patrie ; il fut élu sept fois stratège annuel et commanda en cette qualité les troupes de la confédération formée par les villes de la Grande-Grèce. Toutefois on connaît mal les dates de sa vie; il semble que Platon soit entré en relations avec lui lors de son voyage en Italie, qui doit être placé vers Sgo av. J.-C. Eudoxe doit de même avoir été son disciple avant 384, mais Archytas vivait encore vers 36 1 lors du troisième voyage de Platon en Sicile; il ne semble donc pas avoir été sensiblement plus âgé que ce dernier (429-347)'
A cette époque le pythagorisme n'était plus une école fermée, conservant précieusement la tradition du Maître; ses adeptes professaient en fait des opinions personnelles très diverses et les publiaient librement. Archytas paraît avoir beaucoup écrit et nous possédons de longs fragments qui lui sont attribués. Mais, ou bien ils sont tirés de Traités surtout moraux (-) et n'intéressent guère l'Histoire des Sciences, ou bien ils sont apocryphes comme ceux
( ' ) Le Ti'ailé pseuclo-aristolélique rispl àTÔ[j.(jjv Ypa(j.|j.â)v, Sur les lignes indivisibles, ne peut être regardé que comme un exercice d'école, n'ayant nullement trait à une polémique sérieuse.
(') Le fragment Ilcpl [j.aOr|j;.âTrov (Stoiiée, Flor., 43) se trouve lui-même dans ce cas.
(pii font de lui l'inventeur des dix caLéi;ories d'Aristote ou qui lui font développer des idées appartenant à IMaton ( ' ).
Le début du Traité llzpl MaOr/.xaT'.y.r^ç, inséré par Porphyre dans son commentaire sur les Ilarmonirjues de Ptolémée, et déjà cité par Nicomaque, est plus authentique. Mais ce Traité paraît avoir été exclusivement consacré à la musique (Nicomaque l'appelle d'ailleurs to ap[ji.cv'./.dv) et nous pouvons ici le laisser de côté.
En fait nous ne connaissons, comme travail proprement mathématique d'Archvtas, que sa singulière solution du problème des moyennes proportionnelles, telle qu'elle est rapportée, (ï après Eudèine, [)ar Eutocius sur Archiniède [Sphère et Cylindre, 11, 2).
Il employait l'intersection du cylindre
x^-\- y- = ax,
du tore
enfin du conc
On peut en ellet tirer de ces équations
\/x--\-y'^ = \Uib-, et \/x- -^y--^ z- = '^a'-b.
J'ai déjà dit que je ne pouvais considérer cette solution que comme purement théorique ; mais historiquement elle nous montre les géomètres de ce temps déjà suffisamment familiarisés avec les corps ronds et les solides de révolution, ayant, d'autre part, assez nettement le concept du lieu géométrique, sans lequel il est clair qu'Archvtas n'aurait pu combiner ses constructions.
o. Si divers témoignages anciens concordent pour attribuer à la solution d'Arch3^tas un caractère mécanique, c'est-à-dire pratique, ces témoignages proviennent d'auteurs comme Diogène Laërce ou Plutarque, très postérieurs et absolument incompétents.
(') Ainsi le fragment èx toO izzol voO xai aîcôricrswç (Stob., Ed., I), offre de singuliers rapports avec la fin du Livi-e VI de la République. C'est ce fragment que cite Jamblique (Villoison, Aneccl. Grœc, II, p. 189) sous la mention âv xr,
Tr,ç yvwpiTTiy.r,; Ypa|j.ii.r,; -o\s.'r,.
Le rc'-cit de IMiilarque dans sa J'/'c de Marcel/us est d'ailleurs inlinif'niciU li(" à la lé{;<Mido qui se Tonna, d'après les écrits de Platon, pour attribuer au pliilosophe le rôle d'avoir assuré, d'une façon décisive, le caractère purement abstrait des Matliéinatiqucs; je ne m'y arrête donc que pour relever une assertion du polygraplie.
D'après lui, Arcliytas et Eudoxc auraient été en réalité les précurseurs d'Archimède en Mécanique, et la Science de leur temps aurait eu un caractère essentiellement pratique. Or ceci est absolument contredit par tout ce que nous savons de la Géométrie ancienne, qui nous apparaît comme entièrement abstraite, à dater de Pythagore, et de la Mécanique ancienne, dont l'état avant Archimède nous est suffisamment indiqué par les Problèmes attribués à Aristote.
Pour ce qui concerne Eudoxe eu particulier, l'assertion de PIutarque est également contradictoire avec ce que nous savons de luij le Cnidien était un sophiste dans le vrai sens du mot, c'està-dire un homme universel pouvant professer sur tous les sujets, sur la Morale comme sur la Médecine ; sur la Géométrie comme sur la Théologie; mais avant tout, pour nous, quelle que soit l'importance de ses travaux géométriques, c'est un astronome; c'est le premier qui ait proposé un système mathématique du monde, et c'est à lui qu'il faut faire remonter la presque totalité des théories contenues dans la Petite Astronomie des Grecs, c'est-à-dire la collection des écrits classiques antérieurs à Ptolémée. Comme Mécanique, au contraire, nous n'avons aucun indice tendant à prouver qu'il s'en soit occupé.
Pour Archytas, il est vrai que Vitruve paraît corroborer le témoignage de Plutarque; il donne en effet le Tarentin (éd. Rose, p. 10 et i6o) comme un auteur ayant traité des machines avant Archimède (' j. Mais ici il parait y avoir eu une confusion de nom.
(M Archimède en réalité, d'après Carpos dans Pappus, n'avait composé qu'un traité mécanique spécial : Sur la sphéropée. II est d'ailleurs hors de doute que si les machines de guerre de son invention ont été, dans l'antiquité, un des motifs principaux de sa réputation, ce n'était nullement un sujet neuf; des machines de rc genre existaient longtemps avant lui, et des ingénieurs d'Alexandre le Grand en avaient déjà traité.
Diogènc Laërce (^ III, 82) nous dit en ellcl qu'il y a eu cinq Archylas, dont l'un, architccle, avait composé un I^ivrc Sur les machines, et était l'élève d'un Teucer de (]arlliai;('. C'est sans dout(! à ce personnage que se rapportent en fait les données de V itruve, et Plutarque peut avoir été sous l'influence de la même confusion. On ignore quand pouvait vivre ce second Archvtas, mais son existence suffit pour dénier au premier tout travail ou invention d'ordre mécanique, par exemple la colombe volante en bois dont parlait Favorinus, d'après Aulu-Gelle (X, 22). Tout au plus pourrait-on lui laisser la 7:Ky.~x^'j^ dont parle Aristotc, c'est-à-dire un jouet d'enfant (crécelle ou castagnette?) ('), si l'on ne voulait pas faire remonter aussi haut le disciple de Teucer.
6. Un ArcJiytas nous apparaît encore, dans VArs Geometriœ attribué à Boèce, comme un géomètre célèbre : 1° ayant traité de Vabacus inventé par Pythagore (éd. Friedlein, p. 393-420); 2" auteur d'une règle pour la formation des triangles rectangles en nombres (-) (p. 4^8); 3" ayant démontré, après Euclide, que le diamètre du cercle inscrit dans un triangle rectangle est égal à l'excès sur l'hypoléiiuse de la somme des deux côtés de l'angle droit (p. 412); 4" ayant donné une règle spéciale pour le calcul du triangle obtusangle (■').
Que VArs Geometriœ soit l'œuvre d'un faussaire très postérieur à Boèce, c'est là un point qui, malgré l'opinion de M. Canlor, ne me paraît plus à discuter ('*) ; que, malgré l'anachronisme indiqué plus haut, ce faussaire ait voulu désigner sous le nom à^Archytas le célèbre pythagoricien, cela me paraît également désormais hors de conteste; il n'en ressort pas moins que les trois données fournies sur son compte n'ont pas été inventées de toute pièce; il devait donc circuler vers le ix* ou le x" siècle de l'ère
(') Diogenianus (III, 98) l'allribue formellement à ringénieur : 6 'Ap-/'jTa;
tÉxtwv.
(^) (aa)=+ (a^ — i)= = (a=-h i)' : c'est la règle que Héron et Proclus attribuent
à Platon.
(') La règle, faussée, est devenue incompréhensible.
(*) Voir Wrissenborn, Die Boetius-f rage {Abhnndlungen ziirGesch. der Math., II, p. 18,') a^o: 1879).
chrétienne, un Traité géométrique (ou d'arpentage?) écrit en laliu et présenté comme traduit du grec du vieil Arclivlas.
Ij'existence d'écrits apocryphes d'Archvtas, sur d'autres sujets, acceptés pourtant comme authentiques au v*' ou au vi*^ siècle après J.-C, peut bien nous porter à croire qu'en efl'et les auteurs de ces écrits y auront joint, pour épuiser le cercle parcouru par Archytas, un traité géométrique qui ne devait pas leur coûter davantage à composer.
Si Vabacus du moyen âge est bien, comme il semble, une invention connue au moins des Romains de l'Empire, il n'v aurait rien d'étonnant à ce que le pseudo-Boèce ait trouvé cette invention décrite dans ce traité du pseudo-Archytas; mais, même en adoptant cette conjecture, on n'en pourrait tirer aucune conclusion relativement à l'origine, soit, des apices dits de Boèce, soit de nos chiffres modernes. Malgré la liaison historique entre ces chiffres et Vabacus, il y a là en effet deux questions essentiellement distinctes ; tout semble prouver en effet que les apices de Boèce dérivent des chiffres arabes occidentaux, tandis que si Vabacus a été connu des Arabes, c'est qu'ils l'ont emprunté aux Latins.
CHAPITRE X
Les géomètres de l'Académie.
1. Si Ton excepte Eiidoxe de Cnlde, la j)lupart des géomètres de l'Académie, qui figurent sur la liste de Proclus, sont des personnages peu connus.
Sans Proclus, nous ignorerions les noms de Néoclide, de Theudios, d'Athénée de Cvzique et d'Hermotime de Colophon (').
On connaît deux platoniciens du nom de Léon; mais l'un, sophiste de Bvzance et peut-être l'auteur du dialogue VAloonÇ-)^ est de la génération suivante; l'autre (aussi appelé Léonidas) était d'Iléraclée et, avec son compatriote Chion, périt en assassinant le tyran Cléarque; cependant, on ne peut faire ici aucune identification assurée.
Amvclas d'Iléraclée est cité par Diogène Laërce(III, 4^) comme disciple de Platon; mais (IX, 4") il le donne, d'après Aristoxène, comme pythagoi'icien et comme ayant, avec Clinias, empêché Platon de brûleries écrits de Démocrite; fable qui, malgré son ancienneté, ne mérite aucune créance.
Ménechme d'Alopéconnèse ou de Proconnèse ('), qui passe pour l'inventeur des sections coniques, et sur lequel revient Proclus, fut certainement, après Eudoxe, le mathématicien du v^ siècle le plus en vue. Le grammairien Sérénus (J. Damasc, Flor.^ 1 15) lui attribue d'avoir fait à Alexandre le Grand la réponse que Proclus met dans la bouche d'Euclide devant Ptolémée; on peut voir là un indice de la célébrité de Ménechme, en même temps qu'une preuve de la non-véracité de l'anecdote, soit d'un côté, soit de Tau Ire.
(') J'ai déjà parlé de Léodamas, de Thasos, ainsi que de Théétète.
( = ) Dans les OEuvres de Lucien. Voir Philostrate ( Vit. Soph.) sur ce personnage.
{') Suidas, V. Mâvai-/[Loc. — Alopéconnèse est une ville de la Chersonnèse de Thrace, Proconnèse une île de la Propontide, deux localités en tous cas voisines de Cvzique, où Eudoxe fonda son école.
Un l('*iiioignai;o (Je Tliéon de Smvnie (^Astronoin., p. 33t)j iioii^ donne Ménechme conirno itilroduisant dans le système astronomique d'Eudoxc les sphères dites Tn'/J.—zjz-x:, ordinairement attribuées à Arislole, el dont l'ellet supposé était purement mécanique. Ce témoignage est une preuve des relations qui, au dire de Proclus, existaient entre Eudoxe et Ménechme; mais les rapports de ce dernier avec Platon sont également confirmés par l'indication de Suidas; Ménechme aurait en efi'et, d'a|>rès celui-ci, composé, entre autres écrits philosophiques, trois Livres sur la République.
Eutocius (sur AncHniiiDE, Sphère et Cyl., II, 2) nous a conservé deux solutions du problème de Délos, attribuées à Ménechme, l'une au moyen de deux paraboles, l'autre au moyen d'une parabole et d'une hyperbole. Comme je l'ai déjà dit, ces deux solutions ne proviennent pas- d'Eudème, et leur authenticité est loin d'être suffisamment garantie; toutefois il est certain, par la lettre d'Eratosthène, que Ménechme avait employé les sections coniques pour résoudre le problème.
Dinoslrate, frère de Ménechme, est cité par Pappus (IV, 200) comme ayant obtenu la quadrature du cercle avec la courbe connue sous son nom, mais qui fut probablement inventée auparavant par Hippias d'Elis.
Enfin Philippe de Medma(ou d'Oponte) fut un des disciples les plus chers de Platon ; on le considère comme l'éditeur des Lois et comme l'auteur de VEpiiiomide; il s'occupa surtout d'Astronomie, et Geminus, à la fin de son Introduction aux phénomènes, a conservé certaines dates fixées par lui pour les levers et couchers des fixes, d'après des observations faites, au dire de Ptolémée {^i.'jf'.q à-Aavwv), dans le Péloponnèse, en Locride et en Phocide ; Suidas (('. c'.AC7;s;ç) nous a conservé vingt-trois titres de ses nombreux écrits; les dix suivants intéressent les Mathématiques :
Arithmétiques. — Médiétés. — Sur les nombres polygones. — Cycliques. — Optiques, 2. — Énoptriques, 2 (sur les miroirs). — Sur la distance du Soleil et de la Lune. — Sur l'éclipse de la Lune. — Sur la grandeur du Soleil, de la Lune et de la Terre. — Sur les planètes.
D'après un texte d'Actius [Doxographi gra-ci, éd. DitLs.
p. 3(3o), on pourrait conclure qu'il aurait le premier établi la théorie complète des phases de la Lune.
2. Eudoxe paraît être né vers 407 1 mort vers 354 avant J.-C. Son voyage en Egypte, avant lequel il n'était guère connu, semble devoir être fixé vers l'an 3^8. Mais, contrairement à l'opinion de Boeckh {Sonnenkreise, pp. i4o-i4'^), je croirais volontiers qu'il ouvrit son école de Cyzique presque immédiatement après son retour et qu'il vint à Athènes vers 36^.
Cette école de Cyzique eut une grande célébrité, surtout en Astronomie; Eudoxe y eut, entre autres, comme disciples deux habitants de cette ville, Hélicon qui prédit une éclipse de Soleil à la cour de Denys ('), et Polémarque qui lui succéda, lorsqu'il partit pour Athènes, et qui fut le maître de Callippe (-). Il faut aussi évidemment rattacher à cette école Ménechme, Dinostrate et Athénée de Cyzique.
Voilà donc un centre scientifique important en dehors d'Athènes et de la véritable école de Platon ; si Athènes finit par absorber ce centre par sa puissante attraction, il faut bien remarquer qu'Eudoxe s'y posa en rival de Platon et que si, surtout après sa mort, ses disciples purent subir l'influence du chef vénéré de l'Académie, ce lut plutôt en Philosophie qu'en Mathématiques.
Remarquons d'autre part que, si Théétète fut l'ami de Platon, il ne fut nullement son disciple, qu'il paraît s'être spécialement consacré aux Mathématiques et qu'il alla les professer à Héraclée (^). 11 semble dès lors que c'est d'après une légende que nous a été tracé ce tableau conservé par Proclus, de géomètres vivant ensemble à l'Académie, c'est-à-dire sous la haute direction de Platon et faisant leurs recherches en commun. Athènes est sans doute, au iv*^ siècle, le fover scientifique dont l'éclat efiace tous
(') Plutarque {De Genio Socratis) donne Eudoxe et Hélicon coin nie les géomèties auxquels Platon aurait renvoyé les Déliens.
(^).Le réformaleur du cycle de MéLon cl du système d'Eudoxe; il vint à son tour s'établir à Alhèncs, où il se lia avec Arislole, après la mort de Polémarque, (ixct' i/.sTvov, Sitnplicius, Comment, in Arist. de Cœlo). On a jusqu'ici mal compris ce passage, en admellanl qu'il était venu avec Polémarque ([aît' èxîjvov) cl sim|)lemcnt pour conférer avec Aristolc.
(') l'air plus haut. p. f)i). noie "2.
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les autres : tout géomètre devait peut-être v passer; mais on faisait de la Géométrie ailleurs, et d'autres villes clierchaient déjà à attirer des professeurs.
Enfin la prééminence scientifique d Athènes est due, avant tout, à la prépondérance commerciale qu'elle conserve encore à cette époque; ces géomètres qu'elle réunit sont étrangers pour la plupart et, si Platon lui-même est Athénien, il n'y a là qu'un accident heureux, non pas la cause déterminante de cette réunion. Dans la liste de Pi^oclus, il n'est guère que Philippe qui soit véritablement son disciple, sur lequel il ait dû exercer une influence bien marquée.
A la vérité, nous devons ajouter à cette liste, sinon le neveu et successeur de Platon, Speusippe, qui écrivit sur les iVombres pytliagori'^iues ('), mais ne paraît pas s'être particulièrement occupé de Géométrie; au moins son second successeur, Xénocrate (-), et aussi Héraclide du Pont ('^), un des plus brillants platoniciens, qui prit d'ailleurs une position personnelle et se rapprocha des doctrines adoptées par une iraction de l'école pythagoricienne.
Mais, même après cette adjonction, le rôle de Platon dans l'histoire de la Géométrie paraît singulièrement effacé vis-à-vis de celui d'Eudoxe.
3. Si nous pouvons essayer d'émettre quelques conjectures sur les progrès qu'accomplirent en Géométrie tous ces mathématiciens
(') Voir mon étude sur le fragment conserve dans les Théologoumènes {Annales de la Faculté des Lettres de Bordeaux, t. \. p. 375-882; i883).
(^) La liste des Ouvrages de Xénocrale pour ce qui concerne les ilathématiques (Diog. Laërce, IV, i3, i4) est loin d'être claire. On y voit d'abord (après les Livres dialeclifiues), quinze Livres, puis seize autres sur les mathènies; les (juinze premiers paraissent en comprendre neuf relatifs à la logique, six aux sciences; les seize seconds [en y ajoutant deux autres Livres sur l'intellect (o'.ocvoia)?] semblent comprendre : 1° cinq Livres géométriques, Commentaires. — Contraires. — Sur les nombres. — Théorie des nombres. — Intervalles (musicaux?); 2° six Livres sur l'.'li^/'o/o^/e; 3° une série d'autres Livres adressés à Alexandre, à Arybas, à Ilépheslion (deux sur la Géométrie).
(') Diog. Laërce (V, 8g) en cite des écrits géométriques. Héraclide parait avoir présidé l'Académie lors du troisième voyage de Platon en Sicile, en 36i (Suidas): il professa la rotation de la Terre autour de son axe et la circulation de Mercure cl de Vénus autour du Soleil.
intermédiaires enlre Eiidoxe et Euclide, il semble (|u'cn laisaiil abstraction des perlectionneinents de détail apportés aux IHéments, et du développement de la Splu'rique, lié à celui (pic prenait alors l'Astronomie, on devra distinguer :
i" Les éléments de la théorie des conirpies, tels qu'on peut, dans une certaine mesure, les reconstituer en éliminant, des (piatre premiers Livres d'Apollonius, ce rpii a[)parait comme étant de l'invention de ce dernier; en effet, d'après ce que dit Pappus (VII, p. 676-677), il semble qu'Euclide ait composé ses propres Coniques comme il a fait pour les Eléments, sans y mettre beaucoup de nouveau, tandis que son contemporain Aristée, en écrivant cinq Livres Sur les lieux solides, avait, au contraire, déjà poussé la théorie plus loin et même abordé des questions laissées en dehors par Apollonius ;
2" Les théories de la Géométrie plane (droites et cercles) correspondant aux Ouvrages perdus d'Euclide et d'Apollonius, qu'énumère Pappus comme précédant les Coniques dans la collection analytique des anciens ; bon nombre de ces Livres touchaient en effet des problèmes assez simples pour avoir été abordés de très bonne heure, et, quand nous voyons, dans le résumé de Proclus, Hermotime, de Colophon, donné comme ayant écrit sur les lieux, nous pouvons bien croire qu'il élaborait la matière des deux Livres d'Apollonius sur les Lieux plans.
Il est possible au reste de donner à cette conjecture un fondement plus assuré; Eutocius nous a conservé de ce Traité, dans son Commentaire sur les Coniques, p. i i-i 2, une proposition relative au cercle comme lieu des points dont les distances à deux points donnés sont dans un rapport donné. Or, dans la Alétéof^ôlogie d'Aristote (HI, (^h. V, § 6-1 1), nous trouvons déjà l'une des deux parties de celte proposition ('), et, quoique la rédaction soit loin d'être la même, la marche de la construction et de la démonstration est identique. A la vérité, le passage d'Aristote en question
(') Que les points du cercle jouissent de la propriété en question; l'autre partie, que les points en dehors de la circonférence ne jouissent pas de cette propriété, ne se retrouve que dans Ap<dlnMiii<.
iloit, à iiiuii a\is du inoiii^, cire rci^ard*'* ('oinnic inlnrpolé (');inais rinterpolalion csl sans doute très ancienne et Ijien antérieure à Apollonius. Si d'ailleurs le rapprochement n'a pas encore été fait, c'est que les commentalcurs d'Aristole se sont tous trouvés assez peu compétents pour ne pas reconnaître le but de la démonstration ; mais l'indication fpie je donne doit suffire à tout géomètre pour se retrouver dans un passage ([ui n'olfre pas en réalité de difficulté sérieuse, et je crois inutile d'entrer dans des détails plus circonstanciés-
•l. Un troisième ordre de questions que nous voyons apparaître dans le même siècle se rapporte à la technologie, et l'on verra peut-être dans la nature des discussions poursuivies un indice de rinfiuence.de Platon, c'est-'à-dire d'un penseur plus philosophe que géomètre. En tout cas,- ce n'est pas son nom, mais c'est principalement celui de Ménechme qui se trouve lié à ces discussions, dont Proclus nous a conservé un écho d'après Geminus.
La première mention se rapporte au terme même à^ Eléments (îTcr/îTx). Voici comment Proclus l'introduit :
Immédiatement après le résumé historique (p. jo), il se propose de définir le but des éléments ; ce but, dit-il, peut être envisagé soit d'après l'objet même du Traité, soit relativement à l'étudiant. D'après l'objet, le but est la théorie des cinq polyèdres réguliers qui, comme on le sait, jouent un rôle capital dans la physique pythagorisante de Platon [Timée). Partant de là, quelques subtils philosophes avaient imaginé d'assigner, à chacun des treize Livres d'Euclide, un but spécial dans la théorie physique de l'univers. Proclus fait exceptionnellement ici preuve de bon sens en se contentant de cette indication, et passe à définir le but relatif à l'étudiant; il trouvera dans le Traité d'Euclide les éléments de la science géométrique, il y puisera les connaissances fondamentales
(') Par suite de l'application du même critérium linguistique qui a permis à MM. Allnian et Usener de distinguer le texte d'Eudcme des interpolations de Simplicius dans le fragment sur la ([uadralure des lunules. J'ai (•ludi('' la question dans la Jiei'iie de Philologie, 188G.
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sur lesquelles s'appuient tous les travaux postérieurs et ceux d'Archimède (') et ceux d'Apollonius.
Le terme (Vêlements {z-z'.yy.y.) s'a|>j)lique proprement à ces théorèmes qui, dans toute la Géométrie, sont primordiaux et principes de conséquences qui s'appliquent partout et fournissent les démonstrations de relations en grand nombre; on peut comparer leur rôle à celui des lettres (également nommées o-z'.ytXx en grec) dans le langage.
On doit, des éléments proprement dits, distinguer les théorèmes élémentaires(7T:'.ys'.(osY;) qui sont également généraux, simples et remarquables, mais n'ont pas la même valeur en tant que leur application dans la Science n'est pas universelle : telle est la proposition que les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle sur les côtés opposés se coupent en un même point.
Après avoir développé les considérations que je viens d'analyser, Proclus emprunte à Geminus le passage suivant :
P. 'j'i, 23-'y3, i4« « D'ailleurs, élément se dit en deux sens, comme le remarque Ménechme; car ce qui sert à obtenir est élément àeV ohlenn; ainsi, dans Euclide, la première proposition l'est de la seconde (problèmes), la quatrième de la cinquième (théorèmes). Dans ce sens, beaucoup de propositions peuvent être réciproquement appelées éléments les unes des autres. Ainsi de l'égalité à quatre droits de la somme des angles extérieurs d'un polygone, on conclut le nombre d'angles droits que vaut la somme des angles intérieurs et inversement (-). Dans cette signification Vêlement ressemble au lemme. Mais on appelle autrement élément ce qui est plus simple et en quoi se décompose le plus complexe; dans ce sens, on ne peut plus dire que tout est élément de tout, mais seulement ce qui est primordial par rapport à ce qui est régulièrement la conséquence : par exemple, les postulats seront éléments des théorèmes. C'est dans ce dernier sens qu'Euclide a
(' ) Pi'oclus vise spécialenienL la citation des Eléments (XII, :; ) dans le Traité de la Sphère et du Cylindre, I, G.
(-) Ces théorèmes ne figurent pas dans les Éléments d'Euciide; l'exemple doit être de Ménechme. Ce passage prouve suffisamment, au reste, que le titre d'Éléments devait être usité avant Kuclidc, ce ([u'on pourrait aulrcmonl mettre en question.
compost" dc> ('/t'me/tts, 1rs uns pour l;i (jt'onn'lric plane, les autres pour la Sléréomélric, cl que de nombreux auteurs onl de même écrit des éléments d'Arithmétique ou d'Astronomie. »
o. Le second fragment où ap[)araît le nom de Ménechme se rapporte à une assez curieuse discussion sur la naUirc des propositions i,M''ométriques :
P. ^7, 10-78, i.'i. (( Déjà, parmi les anciens, les uns, comme Speusippe et Amphinome, proposaient de tout a]ipeler théorème, pensant que ce terme convient mieux que celui de prol)lème aux sciences théorétiques (contemplatives) et surtout traitant des choses éternelles; car, pour de telles choses, il n'y a pas de génération; il n'y a donc pas de place pour le problème où il s'agit d'engendrer et de faire quelque chose comme si elle n'était pas auparavant : par exemple, construire un triangle équilatéral, décrire un carré sur une droite donnée, placer une droite (donnée) à partir d'un pointdonné (£'A^'/».^ I, 2). Il vaut mieux, disaient-ils, regarder toutes ces choses comme existant déjà (' ), et dire que nous considérons leurs générations non pas en fait, mais relativement à la connaissance, si nous supposons soumises au devenir des choses qui sont toujours; il convient donc de dire que nous les traitons toutes par des théorèmes, non par des problèmes. »
« D'autres, au contraire, comme les mathématiciens de l'école de Ménechme, étaient d'avis de tout regarder comme des problèmes, tout en en distinguant deux Ibrmes : tantôt en effet il s'agit de fournir (rop-Ta^Oa-. ) quelque chose de cherché, tantôt au contraire, prenant quelque chose de déterminé, de voir ce que c'est, ou (pielle en est la nature, ou ce qui lui arrive, ou quelle est sa relation à quelque autre chose (-). »
Le troisième et dernier fragment n'appartient plus au prologue de Proclus, mais bien au commentaire sur les propositions (I, 6) :
P. 253, i()-254, ;>. <( Il faut remarquer à ce sujet que beaucouj)
(') P. 78/1, je lis 'J-: rA-i-x ■:x\j-i in-.: au lieu de ij-\ rAv-y. Ta-Ltâ in-.:. (') La suite du passage, où l'roclus justifie successivement les deux opinions, ne parait pas empruntée à Geminus.
- l.'JS —
de réci|)i'uf|uo.s sonl fausses cl no sont cIdiic pas de vérilables réciproques; ainsi loul nombre hexagone csl triangle, mais il n'est pas vrai cpie tout nombre triangle soit liexagone. La raison en est qu'un des termes est plus général, l'autre plus particulier, et la proposition universelle n'est vraie qu'en établissant la relation dans un seul des deux sens. Pour qu'il y ait réciprocité, il faut que le premier terme soit identique au second. C'est ce que savaient déjà les mathématiciens de l'école de iMénechmc et d'Amphinome. »
G. H résulte de ces trois fragments que Ménechme avait dû traiter pbllosopliiquemenl des principes et des méthodes de la Géométrie. A côté de lui et discutant les mêmes questions, nous voyons paraître le neveu de Platon Speusippe, ainsi qu'un autre personnage, Amphinome, dont le nom ne nous est pas connu d'ailleurs.
Proclus cite encore Speusippe au début de son commentaire sur les postulats et axiomes :
P. i-c), ia-23. « Il faut, en tout cas, que les principes diffèrent de ce qui les suit en ce qu'ils soient simples, indémontrables, et se reconnaissent immédiatement comme vrais; car, en général, dit Speusippe, l'intelligence, dans ses poursuites, sans parcourir des stades successifs, met en avant et, pour les recherches subséquentes, dispose des propositions dont elle a une connaissance plus claire que n'en a l'œil des objets visibles, ou bien au contraire, ne pouvant saisir immédiatement la vérité, elle essaye d'y parvenir successivement et par degrés, en parlant des premières propositions. »
Amphinome est cité deux autres fois, et pour des questions plus intéressantes :
P. 202, 9-2.5 (Commentaire sur I, i). « Beaucoup d'auteurs pensent que la Géométrie ne considère ni la cause, ni le pourquoi ; ainsi c'est l'opinion d'Amphinome qui l'emprunta d'ailleurs à Aristote (' ). Mais on peut, dit Geminus, rencontrer en Géométrie des recherches sur ces questions. Comment ne serait-ce pas en effet au
(') Ce passage est insuffisant pour établir qu"Ain])Iiinonir n'ait pas été contemporain d'Aristote.
gcijiiit'lio ;i clierclier |)iir qiK-lle cause il csl possible d'msciire dans le ecrcle une iniinilé de polvii^ones équilaléraux, latidis que dans la splière d iTesl |)lus possdjie d'iiisenie une iidimlr de polyèdres équilaléraux, é(piiaiii;les fl Jorinés par des (aees polygonales pareilles (Milre elles? ()ui peut chercher cl trouver cela, sinon le gconièlre? D'autre part, les géomètres peuvent raisonner par réduction à l'absurde : alors ils se contentent de trouver ce qui a lieu; ils peuvent au contraire procéder par démonstration régulière (~port\'z-j[j.hr,), et, dans ce cas, si cette démonstration se fait sur des hypothèses particulières, la cause n'ap])araît point encore; mais, si le raisonnement est général et fait pour tous les cas semblables, aussitôt le pourquoi devient évident. ».
P. 230, 7-2> I , (). ( Commentaire sur I, i). « Nous considérerons qu'en général les problèmes peuvent recevoir des solutions uniques, multiples ou en nombre indéfini. »
(( Les premiers sont appelés réguliers (-z-xy[j.v/y.) par Ampliinonie, eeu\dont les solutions sont multiples, mais en nombre déterminé, sont dits inleiniédiaires {\j.izy.)., ceux enfin qui offrent une variété indéfinie de solutions sont nommés irrégulieis {x-xvr.x). Comment un problème peut être unique ou multiple, on le voit immédiatement pour les triangles précités ; car l'équilatéral se construit d'une seule façon, l'isoscèle de deux, le scalène de trois ('). Quant à un problème indéfini, en voici un : Diviser une droite donnée en Irais segments en progression. Si l'on divise en effet celte droite suivant le rap[)ort double (c'est-à-dire si l'on divise la droite c en deux segments a, b, tels que 6 = ia) et qu'on fasse la [)arabole du carré du j)lus petit segment par rapport au plus grand en ellipse d'un carré (si l'on résout d-=^bx — x- , d'où j; = «), la division se fera en trois parties égales. Mais, si le rapport du plus grand segment au plus petit est supérieur au double (autrement le problème serait impossible), comme triple, etc.,
(') Ceci se rapporte aux construclions faites par analogie à celle de ré(|iiilaléral donnée par Euclide I, i, constructions que nous étudierons plus lard. La base de l'isoscèle qui est donnée peut être plus petite ou plus grande que les cotés égaux dont la longueur est d'ailleurs arbitraire. La base donnée du scalène peut être plus petite, plus grande ou inlerniédiaire entre les deux autres côtés supposes d'ailleurs arbitraires. Pour nous, ces problèmes scraieul indélcrniiiiés.
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et (itron fasse la parabole du carré du plus pelil scginenL par ra|)port au plus grand en ellipse d'un carré, on aura la division
en trois parties inégales. Soit b=ima, ces |)arties seront
//; — Jm- — 4 '" •+" V '"" — î
. Puis donc (lue l'on peut faire
la division en deux d'une infinité de façons, de telle sorte que le plus grand segment soit supérieur au double du plus petit, triple, etc., car le rapport de nuilli[)licité progresse indc'finiment, la division en trois parties en progression se fera d'une infinité de façons. »
7. De ces diverses citations deux points surtout paraissent à retenir.
La distinction d'une troisième forme de proposition, le porisme, à coté du théorème et du problème, est étrangère aux géomètres du iv'' siècle avant J.-C, et elle n'a probablement résulté plus tard que du choix fait par Euclide de cette expression pour désigner un de ses Ouvrages. Toutefois, le germe de cette distinction apparaît déjà dans le second fragment de Ménechme.
La classification des problèmes d'après le nombre des solutions n'est nullement conçue d'après nos habitudes modernes. Ainsi le problème I, i, d'Euclide, construire un triangle équilatéral sur une base donnée, a pour nous deux solutions symétriques par rapport à cette base; pour les anciens, la solution est unique (txsvaywç), elle est donnée par l'intersection de deux cercles et ils ne s'inquiètent pas du nombre de points donnés par cette intersection.
Si, sur la base donnée, il s'agit de construire un triangle isoscèle, cette base n'étant pas un des deux côtés égaux, le sommet est pris arbitrairement sur une droite déterminée, soit au-dessus, soit audessous du point qui donnerait le triangle équilatéral : de là deux figures, dont chacune compte pour une solution unique.
De même, la construction d'un triangle scalène sur une base donnée, si indéterminée qu'elle soit, ne comptera (pie trois cas distincts.
L'exemple du problème indéterminé (àzs'.jOaywç) nous présente au contraire un ])roblème qui devient parfaitement déterminé, une
- Ul -
l'ois (HIC l'on s\'sl iloiiiié une ccriainc relation cnlic deux ineonnnes; mais il ollVc ceci de ieniar(|uable que la solulion est conçue coninic indéj^enclanle (le celle relalion arbiliairc. C'est donc sous cette l'orme que les anciens concevaient la généralisation des ])roblèmes particuliers, et cette forme doit être regardée comme analogue aux solutions èv àop-ijTO) de Diophante, alors qu'il arrive à la valeur de l'inconnue en fonction d'une variable arbitraire. Il est certain que cette façon d'envisager les problèmes est remarquable par sa profondeur, si elle laisse à désirer sous le rapport de la netteté et de la précision.
CHAPITRE XI
La technologie des éléments d'Euclide.
1. Après avoir délînl le sens des termes éUmcnts et élémentaire, Proclus intercale dans son Prologue un éloge de l'œuvre d'Euclide. Ce morceau me paraît également empruntée Geminus; je remarque notamment que l'on y parle de divers Traités élémentaires faisant concurrence à celui d'Euclide, tandis qu'au temps de Proclus tous ces Traités, dont nous n'avons aucune trace, avaient, sans aucun doute, déjà disparu. Au reste, voici la traduction de ce fragment.
Proclus (p. 7.3,15-75,3).
({ Il est difficile, dans chaque Science, de choisir et de disposer dans l'ordre convenable les éléments, d'où procède et où se ramène loul le reste. De ceux qui s'y sont essayés, les uns ont grossi leur Recueil, les autres Font diminué; les uns ont employé des démonstrations abrégées, les autres ont indéfiniment allongé leur exposition \ les uns ont évité la réduction à l'impossible, ceux-ci les proportions {^\ ceux-là ont imaginé des développements préliminaires contre ceux qui rejettent les principes; en un mot, les divers auteurs à^ Éléments ont inventé nombre de systèmes différents.
» Dans un pareil Traité, il faut éviter tout superflu, — c'est un embarras pour l'étudiant; — réunir tout ce qui se tient ensemble et embrasse le sujet, chose essentielle pour la Science; — viser principalement et en même temps à la clarté et à la concision, car leurs contraires troublent l'intelligence; — chercher à donner aux théorèmes la forme la plus générale, — carie détail de l'enseignement en cas particuliers ne fait que rendre la connaissance plus difficile à acquérir.
(•) Le sens est douteux; j'ai admis qu"àva/.oy:a élail employé avec sa signification technique.
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)) A lous ces |)()iiils ili- \ tic. on Iroiivcra ([iic Icl'iaité ch'incnlaiic crKiiilidc IV-niporlo sur loiiL aiilrc; si Ton en considère l'nliliU'-, il al)oulil à la ihéorie des figures jirimordiales ('); la clarLé et l'enchaînement régulier sont assurés par la marche du plus simple au plus composé et par le fondement de la théorie sur les notions communes (-), la généralité des démonstrations par le choix du point de départ pour les questions à traiter, dans les théorèmes qui donnent les premiers j)rincipes. Quanta ce qu'il semble avoir omis, ou bien il s'agit de choses faciles à connaître par les mêmes movens, comme la construction du triangle scalène ou isoscèle (•*), ou bien de choses étrangères à un recueil d'Eléments, parce qu'elles y introduiraient une complication infinie; telles sont les irrationnelles non classées qu'Apollonius a longuement étudiées ('). Ou bien encore il s'agit de conséauences des causes exposées : aifisi les diverses espèces des angles (^) et des lignes; pour toutes ces questions qu'Euclide a laissées de côté et que d'autres ont traitées avec ampleur, la connaissance dérive des simples éléments. »
2. Après ce morceau, Proclus consacre la fin de son Prologue {^) à marquer comment la Géométrie a d'abord à exposer des principes, sans avoir à en rendre raison, pas plus que toute autre Science particulière, puis à développer les conséquences avec les démonstrations convenables.
(') àp-/ty.à)v (j/f,]}.i-.(,rr, Proclus entend par là très probablement les figures des polyèdres réguliers, attribuées par Platon aux particules des éléments ou principes reconnus par les anciens.
(") Pour axiomes, qui est le terme préféré par Proclus.
(^) Allusion au Commentaire sur la construction du triangle équilatéral, I, i d'Euclidc.
(*) Sur cette suite au X" Livre d'Euclide, il reste quelques indications dans un manuscrit arabe analysé par Woepcke {Mémoires présentés à l'Académie des Sciences, XIV, p. 658-720). Ce manuscrit contient la traduction de Commentaires écrits sur le Livre X par Vcttius Valens, suivant la conjecture de Woepcke; par Pappus, suivant celle, plus probable, de Heiberg.
(■) Les anciens considéraient les angles formés par des lignes courbes; en réalité, c'est donc au fond de la théorie des tangentes qu'il s'agit ici, en même temps que de celle des courbes.
(') Je fais abstraction des dernières pages, où il définit le but du Livre I et en indique les grandes divisions.
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Il (Iislinj;iie I(îs jirincij)C.s en Irois sortes (riiprès la nonieneliiltire eL les (IclMiilions d'Aristole [Analyl. posl., I, Tjo), cl sur ce [)oi!il s'écarLc évideinmenL de Gcmimis.
Il a d'adieiii's soin de marquer ([ue les stoïciens appellent en général liypollièscs les princi|)cs de la Science, et (pTils donnent sini|)lenicnt an mot axiome le sens i;cnéral d'affirmation.
Mais en reprenant la tradition d'Aristote, Proclus ne la comprend plus guère. Ainsi, pour retrouver dans EucJide les distinctions du Stagirile en hypothèses, axiomes et postulats, il commence par confondre les définitions avec les hypothèses, quoique Aristotc ait bien soin de faire une différence ('). En adoptant la distinction péripatéticienne entre l'axiome et le postulat suivant le degré d'évidence, Proclus ne s'écarte pas moins de la terminologie d'Euclide. On voit assez combien son guide ordinaire lui fait défaut.
Heureusement, il le retrouve en arrivant à la distinction de la double forme des propositions en théorèmes et en problèmes. J'ai déjà rapporté la discussion entre Speusippe et Ménechme qui ne reconnaissaient : le premier que des théorèmes, le second que des problèmes.
11 convient de remarquer qu'une des raisons de cette discussion était que les géomètres n'avaient plus (-) de terme général pour désigner la proposition, soit théorème, soit problème. Le mot ■ÂipiTaj'.ç, auquel correspond celui de proposition, signifiait exclusivement l'énoncé, et c'est par abus qu'il s'est étendu plus loin. Au reste, dans les manuscrits géométiiques grecs les plus anciens, les propositions sont simplement numérotées, et les inscriptions de 7:p2-:a7'.ç, OE(op-^[;.a ou 7:pô5).-r;;xa, quand elles existent, sont ré-
(') Ce que dit Aristotc de rhypolhèse doit s'entendre principalement des postulats propres aux applications de la Géométrie, accessoirement des hypothèses faites pour les démonstrations de la Géométrie pure, au même sens où nous l'entendons actuellement. Celte double signification a subsisté pendant toute l'antiquité, comme elle subsiste encoi'e actuellement.
(=) Les pythagoriciens avaient employé le mot cr-/r|[j.a, dont le sens s'était dés lors restreint à celui de figure. C'est notamment ce mot qui se trouve dans le dicton de l'école, rapporté par ProcluS' (8'|, 17-17) : o'y.âij.a xal p5[ia, à),/.' o-jG/ôi[i.a. xal xptc6go)iOV, et qui signifierait, d'après lui : « Un théorème et un pas en avant (un progrès dans la Science), non pas un théorème cl le triDlmle (l'argent nécessaire à la vie journi^lière). »
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ct'iilcs el 11 a[)|Kirlii'iui('nl corlaincniciil pas au Icvlo prmiilil [* ). Comme Eucllclo n'a d ailleurs pas rhabiliidc do reiivovcr à une proposition précédenle, comme, au contraire, pour s'ajipuyer sur ce qui est déjà connu, il en répète l'énoncé, on dirait iju'il ignore les mots de 0£(ijpY;;/a et de 7:p6oKr,'^.x, ou cju'il n'a [)as voulu trancher une dis])ule de mois cpu ])eut-èlre durait encore. Alais, comme l'indique Proclus, il marquait expressément la différence des deux sortes de jiropositions par la différence des formules linales, or.zp ïot: cîX^x: (ce qu'il l'allait démontrer), ou z-tp ïzt: r.y.r^zT. (ce (ju'il fallait faire).
3. Geminus (Proclus, p. -(j, 2-81, 4) reconnaît d'ailleurs le tliéorème comme jilus j^énéral, en ce sens que la démonstration lui appartient en propre, et comme pouvant être indépendant de tout problème.
On distinguait le théorème et le problème en disant que, dans le second, l'attribut (ts y.aTriYspouixÉvov) donné à la matière n'était pas seul possible, mais encore son contraire: que, dans le premier, il se trouvait seul possible; c'était la manière de reconnaître un théorème déguisé sous forme de problème, ou un problème énoncé comme théorème.
Ainsi, proposer d'inscrire dans un demi-cercle lai angle droit n'est pas parler en géomètre, puisque tous les angles inscrits dans un demi-cercle sont droits; an contraire, inscrire dans un cercle un triangle équilatéral est bien un problème, puisqu'on v peut inscrire un triangle qui ne soit pas équilatéral, etc.
D'après Zénodote, qui appartenait à la succession d'OEnopide et aux disci[)les d'Andron, le théorème cherche quelle est la jiropriété (yZ-j\}.T.-<j)\}.'j.) qui s'énonce de la manière <;n question, le problème cherche à (piclle chose appartient telle j)ropriété.
D'oiJ, d'a[)rès Posidonius, on a délini le problème une pro[)osition (-) où l'on cherche oui ou non, le théorème une proposition
(') Celles d'opot (cléfiniLioiis), aîxrijAata (postulais), xoival à'/votai (iiolions communes, axiomes) peuvent également laisser prise à quelques doutes. Mais Euclidc n'aurait cerlaincinent renié aucune des deux premières; la troisième, au contraire (voir Bulletin des Sciences mat lié ma tiques, l. \III, mai iS.S'j), est une f(jrmulc de l'époque où dominent les stoïciens.
(-) Le terme de TcoÔTaaiç reçoit déjà son extension abusive. Le texte intervertit les lieux d<;fiiiitions; il faul supprimer 7i(;oS),r|(j.a inlrodiiil à tori, p. So, I. 12. T. uj
AG
où l'on clierclic ce (|u'esloii conimcnlesl crci ; la proposition lliéorétiquc n'en doil pas moins se formuler en affirmalion, la problématique comme en cherchant; ex : S'il est possible de construire un triangle sur telle droite; car il y a dillérence entre chercher simplement et sans détermination s'il y a une perpendiculaire à partir de tel point sur telle droite, ou contempler ce (jucst la perl^endiculairc.
L'oriqinc cpic j'attribue à ce passage de Proclus n'est pas seulement Indlqui'-e par les citations ([u'il renferme : elle est confirmée par le rapprochement avec le fragment de Carpos inséré dans le Commentaire suri, 4, fragment où l'opinion de Geminus était contredite.
Fragment de Carpos d'Antioche {Proclus, p. a'iijig-a'iS,!!)-
<( Carpos le mécanicien, dans son Traité astrologique, a soulevé la question des problèmes et théorèmes; je n'examinerai pas maintenant s'il le faisait ou non à propos : en tout cas, abordant leur distinction, il dit que le genre des problèmes précède dans l'ordre celui des théorèmes, car c'est par les premiers que l'on trouve les sujets auxquels se rapportentles propriétés à étudier. L'énoncé du problème est simple et n'a pas besoin d'une intelligence exercée; il y est clairement demandé de faire telle ou telle chose : construire un triangle équilatéral {Eucl., I, i) ou bien, étant données deux droites, retrancher de la plus grande une égale à la moindre (I, 3) ; là, rien d'obscur, aucun besoin d'une attention minutieuse. L'énoncé du théorème est au contraire pénible, il réclame une grande exactitude et une critique savante, pour n'être ni trop étendu, ni insuffisant par rapport à la vérité, et on peut le voir môme sur ce premier de tous les théorèmes (' ).
)> D'autre part, pour les problèmes, il y a un procédé général, celui de l'analyse, grâce auquel on peut obtenir la solution et aborder les questions les plus obscures: pour les théorèmes, au contraire, il est difficile de reconnaître la façon de s'}^ prendre, et jusqu'à nous, dit-il, personne n'a pu donner une méthode générale
(') Eucl., I, \ : l'igalitc de deux Irianglos avant un aiii;!c égal compris entre deux cùiés égaux.
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jioiir Iciii- iiivoiilion ; ;tiiisi, ( oiimic lacililr, le i;(Mirc des prohièines est plus simple. Après ces (listiiutit)iis, il ajoute :
» C'est la raison [)Our laquelle, dans les Eléments, les jiroblèmes précèdent les ihéorèmes ; c'est par eux que débutent les Elêincnls, et le premier théorème n'est placé qu'au quatrième rang; ce n'est pas parce que les problèmes servent à la démonstration du suivant, mais parce que, même quand il n'y a besoin d'aucune proposition |)récédenle, le théorème doit céder le pas aux j>r()blèmes, ])arce qu'ils sont problèmes. En fait, pour ce premier théorème, il se sert exclusivement des notions communes, et prend en quelque sorte le même triangle dans difTérentes situations; la coïncidence et l'égalité complète qu'elle sert à démontrer dépe"ndent donc d'une conception sensible et immédiatement claix^e. Cependant le premier théorème, même avec une pareille démonstration, est justement relégué après les problèmes. Ainsi on peut dire qu'en général ceux-ci ont le premier rang. »
En essayant de réfuter l'opinion de Carpos et de montrer f|u'il n'a pas compris la véritable raison de l'ordre d'Euclide, Proclus ajoute : « Il est donc frivole d'attaquer Geminus comme ayant dit que le théorème est plus parfait que le problème; car si c'est d'après l'ordre que Carpos donne la prééminence aux problèmes, c'est d'après le degré de perfection que Geminus l'accorde aux théorèmes (' ). »
4. Il me semble enlin que c'est également à Geminus que Proclus a emprunté la technologie des diverses parties de la proposition, technologie qu'il a insérée dans le Commentaire sur I, i . A la vérité, il devait sans doute la trouver, par exemple dans le Commentaire de Porphyre-Pappus, mais Geminus ne l'avait certainement pas omise, et d'ailleurs, dans Proclus, elle suit une allusion à la distinction des trois lignes lioinéoinères (-) (p. 2oi,;>. i-2oa, i),
(■•) Il esl dinicile tic reconnaître si ce passage est suffisant pour considcrcr Carpos comme postérieur à Geminus, cl comme l'ayant pris à partie; peut-être Proclus visait-il un Commentaire comme celui de Pappus, où l'opinion de Carpos aurait clé rapportée et opposée à celle de Geminus. Mais celle conjecture me paraît moins probable.
(') La tiroilc, la circonlcrciice cl l'hciicc. Voir Phoclus, |). 112.
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tlicoric favorilc ilii sloïcien, cl une cilalion cNprcssf; de ce dernier ( ').
En loul cas, celle lccljnoloj;io doil renionler au temps d'J'^nclidc ]iii-mênie; car il ensuit les divisions avec une telle régularité qu'on doit supposer que c'était dès lors une tradition consacrée par un long usage ; les ternies eniplovés plus l;ud pour ({('signer les diverses parties de la proposition devaient doue èlrc déjà adoptés.
La connaissance de cette lecliiiologie est indispensable pour l'étude de la Géométrie grecque, car c est d'après la (idélilé avec laquelle les règles en sont observées que l'on distingue iinuK-dialemenl ce qui est classique et ce qui ne l'est pas.
Les anciens distinguaient dans un problème ou théorème en général six parties : la protase, rectlièse, la condition (o'.op'.7;j,6ç), la construelion, la démonstration et la conclusion. De ces six parties, la première et les deux dernières sont seules essentielles, les trois autres peuvent maii(]uer accidentellement.
hn protase est l'énoncé; ex., L i : Sa/- une droite limitée don/fée construire un triangle équilatéral. Cet énoncé est toujours conçu en termes généraux et sans aucune référence à une ligure déjà tracée.
Mais toujours les théorèmes, et aussi le plus souvent les problèmes, ont un énoncé qui contient des données; les géomètres répétaient donc l'énoncé en déterminant d'abord les données sur la figure et en marquant ensuite ce qu'il fallait démontrer ou trouver. Ex., I, i : Soit i\\^ la droite donnée limitée. — Il faut, sur celle droite AB, construire un triangle écjuilatéral.
Cette répétition de l'énoncé n'est omise que quand il n'y a pas de données à déterminer, par exemple pour les problèmes : Construire un triangle isoscèle dont les angles à la base soient doubles de Vdngle ait sommet (\\ , lo). — Trouver deux droites commensurables en puissance seulement et dont le rectangle soit un moyen [=riine racine quatrième] (X, 29). Dans ce caslà, il n'v a, en effet, qu'à passer à la construction.
Or, l'roclus distingue dans cette x'épétition deux parties : la [)rcmièrc, ([ui expose quelles sont les données et qu'il appelle
(') Voir lo premier fraiiiiicnt dAmpliinomc, que j'yi iléjii lapporlt^ (p. i38).
ccl/icse; la sccondo, celle (|iii énonce ce ([iiil s'aqil de (h-nionlrer ou de (aiie, cl (ju il appelle o'.cp'.7[;.dc.
La dislinclion de ces deux j)ai'Lies csL bien marquée dans l'exemple donné; Euclide commence d'ailleurs régulièremenl la seconde par ov. 3t] (il faut, à savoir . . .) pour les problèmes; par Xiyiù ôt'. (je dis que . . .) pour les ihéorèmes.
Mais Proclus, ou plutôt son guide, paraît ici avoir abusivement employé, pour désigner la conclusion de l'ectlièse, un terme qui devait s'appliquer à toule autre chose. Au moins, dans le langage de Pappus, le c'.op'.z[).i: est exelusivenient l'énoncé de la condition nécessaire pour qu'un jiroblèmc soit possible. Ce o'.opic[;,6ç, dont on regardait le |)latonicicn Léon comme l'inventeur, devait, dans tous les cas où il y avait lieu de le considérer, suivre immédiatement \a protase. Ex., 1^ 22 : (Protase) Avec irais droites, respectivement égales à trois droites données, former un triangle. — (Condition ou c'.op'.7[x6ç) // faut que la somme de deux quelconques de ces droites données soit supérieure à la troisième. Naturellement, dans Vecthèse qui suit, on marque que la condition est satisfaite par les données (').
Après la répétition de l'énoncé, \'ient régulièrement la construction {y.x-.XT/.tÙTf) qui achève l'explication de la figure, commencée dans Vecthèse, et indique le tracé des diverses lignes nécessaires pour la solution du problème ou la démonstration du théorème. Cette partie peut manquer, lorsque la figure est déjà complètement décrite dans Vecthèse.
La construction peut offrir différents cas, lorsque les déterminations des données par l'ectlièse sont susceptibles de certaines variations. Tantôt les géomètres anciens traitaient explicitement ces cas, lorsqu'ils donnent lieu ti des démonstrations différentes; tantôt ils se contentaient de tracer les différentes figures auxquelles s'appliquaient la même construction et la môme démonstration.
Sur la démonstration proprement dite, Proclus fait une distinction entre le cas où elle est faite d'après la cause môme (nous disons quand nous apercevons la véritable raison de la chose) et le cas où elle s'appuie sur ce qu'il appelle Tsy.'rrjp'.a, c'est-à-dire des
(') L'énoncé du S'.optaiJ.ô? cuninicncc par 6ît ôv) de même que la conclusion de l'ecLliésc dans les problèmes; colle ressemblance grammalicale a pu élre l'origine de la déuominalion abusive adopléc par Geminus.
preuves plus ou moins iiidirccles (' j. Il cile eonime exemple du second Ja démonsLral ion de l'éi;alilé à deux droils Je la somme des angles d'un triangle, où Ton a recours à la considération (riiii angle extérieur.
La conclusion ( sjy.-îpx-y.a ) consistait, après l'aclièvement complet de la démonstration, à répéter l'énoncé en y ajoutant donc (à'paV Pour les théorèmes, la répétition j)orte sur la yj'/'o/ft.çe qui r(^paraît intégralement, si longue qu'elle soit, après quoi vient la loiniule consacrée : ce rji/'i/ fallail démonlrer. Pour les problèmes, c'est VeclJièse qui (;st letournée. Ex. : ])our 1, i, après la (in de la démonstration, « donc les trois droites CA, AB, BC sont égales entre elles », vient la conclusion :
(( Donc le triangle ABC est équilatéral et il est construit sur la droite limitée donnée AB; ce qu'il fallait faire. )>
Atout le moins, c'est là l'usage d'Euclide; Procius indique que l'habitude s'était introduite de faire en outre une seconde répétition sur la protase.
Il est à peine utile de remarquer combien ces répétitions successives de la conclusion, de l'ecthèse et de la protase alourdissent la forme euclidienne. La «dernière est particulièrement fastidieuse, et elle a déjà disparu dans Archimède et Apollonius; elle ne se trouve même pas dans les textes d'Autolycus et d'Arislanpie de Samos, qui, à la vérité, ont pu être refondus lors de la rédaction de la collection du Petit astruiiomc. Mais, à part cette simplification, la forme euclidienne est restée absolument classique pendant toute l'antiquité.
5. Procius définit ensuite divers tenues techniques dont l'usage doit, en général, être considéré comme relativement récent, ou dont, au moins, nous ne sommes pas suffisamment autorisés à regarder les définitions comme empruntées à Geminus.
Il y a déjà, à la vérité, des leinincs dans les derniers J^ivres d'Euclide; mais l'inscription du mot dans les manuscrits ne nous est pas une garantie suffisante que l'auteur des Eléments les ait distingués comme tels; l'existence des lemmes est d'ailleurs, par
(') CeLLc disLincliuii currcspoiid à luic ronmilc arislolcliiiuc, mais dcliuirncc de son vrai sens, car clic s'applique proprenicuL à la rhélori(iuc. Hicii irciii|)èclic d'attribuer à Gcininus ce que dit ici I^roclus; cf. p. <J'.i>>i cl oGJ,!.
elle-mèine. une inlVaclion à la règle d'après laquelle loulc proposition invoquée doit avoir été préalahlcment démontrée.
Dans le cours d'une démonstration, on a besoin d'une relation dont la vérité n'apparaît pas comme douteuse, mais dont la preuve romprait le iii que l'on suit; on aurait du l'établir auparavant, on la rejette plus loin « w; tzf,: OE'./Or^-eTa'. » (comme il sera démontré ensuite). Voilà, dans une imperfection de la méthode suivie, l'origine du lemme; comme forme, et en raison de sa destination particulière, il apparaîtra donc le plus souvent comme un théorème sans protase et sans conclusion (').
Plus tard, surtout sous la période gréco-romaine, c'est-à-dire après Geminus, alors que l'essor de la Géométrie fut arrêté et que l'on se mit, au lieu de pousser en avant, à étudier et à éplucher les écrits des grands mathématiciens de l'âge précédent, on s'occupa tout d'abord de rechercher les propositions invoquées expressément ou tacitement admises dans les démonstrations. Cette recherche était, d'ailleurs, d'autant plus utile qu'ils n'avaient pas eu riiabitude des renvois.
Naturellenient, on trouva nombre de propositions de la sorte qui restaient à démontrer, soit que l'es auteurs les eussent négligées comme trop faciles, soit qu'on ne retrouvât pas les écrits du temps où elles avaient été démontrées. On se mit donc à compléter les démonstrations anciennes et ces compléments, qui furent appelés lemmes (-), servirent de point de départ aux Commentaires postérieurs, comme ceux d'Eutocius. On sait aussi que Pappus a fait un Recueil des lemmes composés sur les traités d'Analyse et que ce prAieux Recueil forme le VU" Livre de sa Collection inathémaliqiie. Enfin, un certain nombre de pareils lemmes, la plupart inédits, subsistent encore au milieu des scolies marginaux sur les traités du PelU Astronome, ainsi que Ilultseh l'a fait remarquer ( ').
(') La queslion des lemmes dans Euclide ne peut, au reste, être traitée à fond avant l'aclièvement de l'édition critique entreprise par Ilciberg.
(^) Dans le fragment relatif à Ménechme (p. 73,4) Geminus parait entendre ),ri[j.[ji,a dans le sens général de proposition employée pour une démonstration, pour un synonyme de /.ajj.êav6|j,£vo7, tandis qu'ici Proclus spécifie que ce mot ne doit se dire que des propositions non démontrées d'avance.
(') Un certain nombre des lemmes qui figurent dans le texte aciucl d'iMuliih; ne doit pas avoir une origine plus ancienne. Ce qu'ajoute Proclus sur celte ([ucslion des lemmes (p. ■?aj.}?.-219.,\) semble bien montrer, d'une part, qu'il ne suit
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Vprrs les Icinnics, Procliis c.ilc encore le Cds ( r.-îii':'.:), \v porisinn. VoJ)jcclion (zv7Ta7'.;) <^l Ja rvduciion {^y.r.y.'iikrr'r^^.
La sul)cli vision «l'un lliéorèmc on problème en plnsieurs cas csl étrangère à la tornie vraiment classiqne; les anciens géomètres préféraieni niulti{)lier les énoncés quand il le fallait, mais il leur arrivait de laire des omissions; les auteurs de lemmes ont donc eu aussi à ajouter des cas (pii, parfois, sont passés dans les textes eux-mêmes.
Li'objccLion est une forme particulière de lemme et correspond également à une imperfection de la démonstration. En général, ïobjection, qui donne son nom à la réfutation qui en est faite, tend à faire regarder la démonstration comme ne s'appliquant pas dans tous les cas ; il s'agit de prouver contre elle ([ue tel cas supposé ne peut avoir lieu, ou (|ue néanmoins la démonstration reste valable.
L'àTTayo^Y'/^, par laquelle on ramène une question à une autre qui ne sera traitée cpi'cnsuite, est plutôt une imperfection de la Science; en tout cas, quoique bien connue avant Euclide, ainsi que le montre l'histoire du problème de la duplication du cube, elle est aussi étrangère à la Géométrie classique que les deux formes précédentes.
Il en est autrement du porisme. « On appelle ainsi, dit Proclus (p. ■>.\i, 12-i'y), certains problèmes tels que les Porisines écrits par Euclide. On emploie également ce terme dans un sens particulier lorsque, de ce qui a été démontré, résulte un théorème qui n'a pas été proposé et qui apparaît donc comme un surcroît de bénéfice de la démonstration scientifique. »
Au sujet du premier porisme ('), sur I, i5, Proclus revient, en d'autres termes, sur la même distinction ; la seconde signification, qui correspond à celle de corollaire, ne souflre aucune difficulté, mais rem|)loi du mot poiisme dans ce sens par Euclide n'est pas plus assuré ([ue celui du mot lenime.
Il y a, dans le texte des Eléments, nombre do corollaires accolés à la éonclusion de diverses propositions et débutant par la formule :
plus Geminus, de l'autre, que, de son temps, la grande affaire des géomètres était l'invention (démonstration) de ces propositions auxiliaires. On l'avait même réduite en méthode, en y appliquant l'analyse, la divisi(jn des cas et la rétluction à l'impossible. Proclus cite en revanche un de ses contemporains, Kratistos, comme n'employant que sa perspicacité naturelle.
(') Ce porisme paraît d'ailleurs ne pas appartenii- à Euclide.
i/. l'r, -fj-zj ^xv£pîv (il csl clair par \îi)', mais il fiuil ;ijt)iilcr (jiic rauthcnlicilé d'une bonne partie de ces corollaires osl au moins (loulcusc, et que, pour la plupart des autres, loin de chercher à les dislin<:;^uer de la conclusion, Euclidc les intercale avant la formule de clôture « ce qu'il fallait démontrer (faire) ». En somme, chez lui, le porismc-corollaire apparaît plutôt comme une modification de la conclusion régulière que comme une proposition détachée (' ).
Quant au porisrae-proposition, c'est un sujet qui appartient à la Géométrie supérieure, et que j'aurai l'occasion de traiter ultérieurement. Il me suffira donc, pour le moment, de rappeler ce que j'ai dit, à propos de la discussion entre Ménechme et Speusippe, de la nouveauté du mot au temps d'Euclide et de mentionner la signification que lui donne Proclus.
Il s'agit dans le porisme,. non pas de démontrer, comme dans le théorème; non pas de construire, comme dans le problème, mais de trouver. Proclus donne comme exemple : « Trouver le centre d'un cercle donné », ou « Trouver la plus grande commune mesure de deux grandeurs commensurables données ». Logiquement, dès lors, le porisme, ainsi que l'a remarqué Heiberg, devait donc être un problème où cjpîtv figurait dans l'énoncé et dont 'ir.tp iz-h cjpsTv (ce qu'il fallait trouver) terminait la conclusion. S'il est vrai de dire que les problèmes de ce genre se transforment plus facilement en théorèmes, il faut néanmoins avouer que la distinction est passablement subtile, qu'elle est probablement postérieui'e à Euclide, et qu'elle ne détermine nullement la nature spéciale des propositions qu'il avait réunies dans ses trois Livres de Porismes (-).
Quoi qu'il en soit, ce que dit Proclus des porismes peut bien, exceptionnellcmenl, remonter à Geminus, car il avait dû s'expliquer sur ce terme; et, d'autre part, Pappus, dans son Commentaire, devait sans doute s'exprimer comme dans sa Collection mathématique, c'est-à-dire en des termes tout différents.
(') Jamais, en tout cas, le corollaire classique ne doit être suivi d'une démonstration, si brève qu'elle soit.
(^) Ce serait donc une cx|)lication après coup d'un litre peut-être choisi parce que le sens en était plus ou moins vague; celui d'Éléments ne l'est guère moins eu l'ail.
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CHAPITRE XII
Les continuateurs d'Euclide.
1. Les AV^^me/i!/.? d'Euclide, et surtout le premier Livre, n'avaient, à vrai dire, nul besoin d'être commentés, si par commentaire on entend l'explication des endroits obscurs^ le travail que Proclus a consacré à ce Livre n'olTrc donc quelque int('rèt, en dehors des minces renseignements historiques qu'il renferme, que])arce qu'il permet, jusqu'à un certain point, d'apprécier les tentatives faites dans l'antiquité pour améliorer les Eléments, soit par d'autres tours apportés aux démonstrations, soit par l'adjonction de nouvelles propositions plus ou moins intéressantes.
Mais, avant d'aborder l'analyse du commentaire proprement dit de Proclus, avant de chercher à préciser le caractère, la date et les auteurs des tentatives en question, il ne sera pas inutile de considérer celles qui ont été faites, non pas pour simplifier ou pour grossir les Eléments, mais pour les continuer, notamment en développant davantage la théorie des polyèdres réguliers, qui fait l'objet du Livre XIll.
Euclide se borne, en fait, dans ce Livre, à construire les cinq polyèdres réguliers, inscriplibles dans une sphère donnée, et à comparer, entre eux et au diamètre de la sphère, les côtés de ces cinq polyèdres.
Déjà un géomètre qui fut probablement son contemporain ('), qui, en tout cas, doit avoir vécu à Alexandrie, Aristée, écrivait un Livre intitulé : Comparaison des cinq figures, dans lequel il énonçait ce théorème : que, pour le dodécaèdre et l'icosaèdre inscrits
(') Si du moins il s'agit de celui que Pappus appelle l'ancien (ô Tîpïo-fi'jTepo? ) et qui écrivit cinq Livres sur les Lieux solides; mais, comme HypsicJcs ne désigne pas davantage celui dont il parle, ce peut être l'Aristée plus jeune (6 vEWTspo?), dont on n'a pas d'autres traces. Il est assez curieux que, vers la même époque, il y a eu aussi à Alexandrie deux mathématiciens d'un nom très voisin, connus d'ailleurs seulement comme astronomes; 'Apicr-r-jX/o; [jiyaç, 'Apio-T-jV/oç [At-/pô; (Aristylle le grand et le petit). Urunologion de Petau. p. p.67 (Catalogue des comme 11 ta leurs d'Ara tu s).
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dans une même sphère, la sphère inscrite est aussi Ja même, que par suite h' raj^port des vohimes des deux, polyèdres est éfî^al à cehii de leur surface. Il n'est pas à douter ([u'il ne démontrai de même le théorème analogue pour le cube et l'octaèdre inscrits dans la même sphère et qu'en général il ne fît, pour les volumes et les surfaces, la comparaison qu'Euchde s'était borné à donner pour les côtés.
Les démonstrations d'Aristée pour les deux solides les plus complexes étaient probablement assez pénibles, puisque Apollonius de Perge crut devoir reprendre le même sujet en écrivant une Comparaison du dodécaèdre et de V icosaèdre inscrits dans la même sphère; et lui-même ne fut pas bien satisfait de son premier travail, puis(pi'il en donna une seconde édition améliorée.
Enfin cette même question spéciale est l'objet du Livre d'Hypsiclès d'Alexandi^ie, qui compte comme XIV*^ dans la vulgate des Eléments; c'est dans la dédicace de ce Livre ( ' ), adressée à un certain Protarque, géomètre et ami du père d'Hypsiclès, que celui-ci, évidemment encore assez jeune, nous fournit les indications qui précèdent. Il ajoute que son père (déjà mort quand il écrit) avait, en commun avec un Basilide de Tyr, travaillé sur la première édition du Traité d'Apollonius pour l'améliorer; il reconnaît que la seconde édition ne laisse pas prise à la critique comme la première; il présente toutefois sa méthode comme nouvelle en ce qu'il part de cette proposition que, pour le dodécaèdre et l'icosaèdre inscrits dans la même sphère, les faces sont inscriptibles dans un même cercle. Enfin il donne, comme expression du rap[)ort des volumes ou des surfaces du dodécaèdre et de l'icosaèdre, le rapport des côtés du cube et de l'icosaèdre inscrits dans la même sphère.
2. Il est assez clair, d'après ce qui précède, qu'Hypsiclès devait appartenir à la génération qui suivait immédiatement celle d'Apollonius, et vivre par conséfjuent vers le commencement du ii*' siècle avant. J.-C iNous connaissons d'ailleurs en outre cet Alexandrin :
i" Par une citation de Diophante (Sur les nombres poly-
(') El aussi dans renoncé de la pruposilion II.
— 15<i — "DUCS ) tjui (Joiiric la diTinition ordinaire de ces noinhres en l'al- Irilniant à Hypsiclès. Ou doit en conchirc seulement (juc ce dernier avait écrit sur ce sujet, et sans doute sous la forme géométrique, un Traité <]ui était classique au temps de Diopliante; ce Frai té peut, au reste, être aussi considéré comme une continuation des livres arithmétiques d'Euclide;
1° Par un Opuscule très court, qui fait partie de la collection des petits écrits astronomiques, et qui est intitulé 'Avaçcpi/.:; (').
Je m'arrête un moment sur cet Opuscide peu connu, et dont l'importance historique dépasse de beaucoup la valeur intrinsèque (-).
Il s'agit de calculer, pour le climat d'Alexandrie, les ascensions obliques correspondant aux diflerenls degrés de longitude sur l'écliptique. Le problème est résolu avec une grossière approximation et de telle sorte qu'il est impossible de supposer qu'Hipparque (^) ait eu quelque précurseur pour l'invention de la Trigonométrie. Mais en même temps le Traité d'Hvpsiclès nous donne le premier exemple de la division du cercle en Sôo" et en fractions sexagésimales, minutes, secondes, tierces. Il marque donc le moment où cette division s'introduit dans la science grecque, mais où l'idée de dresser une Table des cordes n'est pas encore venue.
La solution d'Hypsielès consiste d'ailleurs, connaissant les ascensions pour o", 90", 180" (''), à interpoler en supposant que, si
(') Achille (Tatius), éd. Petau, p. i3G, cite cucorc H3'psiclùs comme ayant Ocrit, après Aratus et Eralosthène, sur l'harmonie des sphères.
(-) Il a été publié en grec latin par Jacques Mcntel en iGôy (Paris, Cramoisy) à la suite de VOptiquc de Damicn, éditée ])ar Bartholin; mais le texte est passablement incorrect et, pour apprécier la traduction, il suffira de dire que Vomicron, employé comme zéro dans la notation sexagésimale, est couramment rendu par le nombre 70.
(') Le grand astronome vécut vers le milieu du 11° siècle, c'est-à-dire (ju'il semble appartenir à la génération suivant celle d'Hypsielès.
(') La première est en effet o", la troisième 180°; quant à la seconde, elle se
rcpi'éscnte par iSo", si le climat est défini iiar le raiiport — des durées
1)1 '[ ti ^ ^ n
(lu plus lun^ jour cl de la nuit la plus courte.
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les loii^iliulcs croisscnl cii progression arilliniélique, il en sera de même pour les difTércnces des ascensions.
Grâce à quelques lemmes préliminaires, il détermine la progression des diCTércnces, d'abord pour les signes, ensuite pour les degrés, et indique comment de cette progression se déduit la série des ascensions.
Nous rencontrons ainsi le premier essai d'une interpolation ayant lieu en fait suivant les ordonnées d'une courbe de la forme y = a -h l>x + cx-^ ou encore, si l'on veut, le premier pas de la théorie des différences finies.
Mais est-ce bien à Hypsiclès qu'il faut attribuer le principe de la solution qu'il expose? J'ai peine à le croire, car il nous apparaît moins comme un esprit original que comme un géomètre reprenant et éclaircissant des questions déjà connues. Il s'agit, d'autre part, d'un problème évidemment déjà posé chez les Chaldécns, et rien ne doit empêcher de croire qu'ils fussent capables de lui donner la même solution, surtout si l'on considère que les anciens s'attachaient en première ligne aux différences ascensionnelles et que c'étaient ces différences qu'ils appelaient proprement ascensions (à'ixozpyJ.) ('). L'idée de les faire progresser arithmétiquement s'introduisait donc d'elle-même.
3. L'adjonction aux Eléments du Livre d'Hj'psiclès, sur la comparaison du dodécaèdre et de l'icosaèdre inscrits dans la même sphère, a été d'autant moins légitime qu'il s'agissait là d'un problème plus spécial. Quant au Livre XV de la vulgate, la question a un autre aspect.
Si l'on écarte le début, l'examen de cinq cas, particuliers et sans intérêt, d'inscription d'un polyèdre régulier dans un autre, on ne peut nier que les deux questions suivantes : détermination du nombre des côtés et du nombre des sommets, construction de l'angle dièdre pour chaque polyèdre régulier, méritaient de figurer dans les Eléments.
Mais le style général du Livre trahit une époque de décadence
(') Ainsi ils disaient « ascension du Taureau » poiii' iliiïcrencc des ascensions rorrcspondant aux longitudes fio" et 3o", etc.
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Ijica loiiU;iinc de j'àj^c cliissi(|iic ;hi(|ucI iippatliciil du moins H_) [)slclès, et l'on esl d'accord désoinniis pour considérer cetOpuscule comme seiilemenl du vi'^ siècle après .I.-(l.
Le maître de l'auteur anonyme, le ^raiid Isidore, comme il l'appelle, et d'après lequel il résout la dernière question, doit être un des deux architectes de Sainte-Sophie, soit l'oncle, soit le neveu, qui portèrent ce nom sous Justinien. Nous avons donc là, moins un travail de vérilables géomètres, que l'une des rares œuvres subsistantes de l'école d'ingénieurs qui illustra encore cette époque, au moment où s'éteignaient les derniers représentants de la Science pure.
Il est incontestable (pic les constructions d'Isidore de Milet sont aussi élégantes que sont pénibles les démonstrations qui en sont données. Cette difFérence même doit faire jeter un doute sur leur véritable origine, d'autant plus que l'invention n'en est pas expressément attribuée au personnage en question. Cependant, tant qu'on n'aura pas retrouvé une preuve de l'élude de problèmes semblables dans l'époque gréco-alexandrine, on peut rester dans l'indécision. En tout cas, les constructions dont il s'agit seraient bien ce qui aurait été fait de mieux en Géométrie élémentaire, au moins depuis Pap|)us.
4. C'est certainement dans ce dernier auteur qu'il aurait convenu de chercher de quoi compléter les Eléments, s'ils en avaient eu besoin.
On ne peut nier en thèse générale que les trois Livres d'Euclide sur les solides ne soient sensiblement inférieurs aux précédents ( ' ), et l'on ne doit pas s'étonner que surtout la théorie des polyèdres réguliers ait été l'olqet de tentatives de remaniement.
Or la quatrième Partie du Livre III de la Collection niathématique de Pappus (p. i32-i63) nous offre tout d'abord précisément un remaniement complet du dernier Livre des Eléments. Le problème traité est absolument le même, l'inscription dans une sphère
(') On voudra pcut-cU-c cxccpLer de ces derniers le X"= Livre sur les irrationnelles; c'en était un qu'Apollonius avait aussi essayé de compléter par son travail sur les irrationnelles non classées.
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doniit'O (les cim| poKrtlres réguliers; mais la nirlliddc ost toulc dilférenle, cl, au lieu des théorèmes préliminaires d'Euclide, lesquels appartiennent à la Géométrie plane, on part de lemmes sur la sphère, où sont d'ailleurs apj)liquées des propositions que nous ne retrouvons que dans les Sphci-irjiies de Théodose (').
Rien ne nous indique quel est l'auteur de ce remaniement. S'il était de l'appus lui-même, il aurait sans doute pris soin de le marquer, surtout dans un Livre qui, à partie début, est évidemment une compilation. Le style et l'allure générale semblent d'une bonne époque, mais déjà assez loin d'Euclide. En tout cas, il est incontestable que l'auteur a eu pleine conscience de la véritable lacune de la stéréométrie d'Euclide; elle aurait dû comprendre en efTet les éléments de la sphère, que le maître a laissés aux Traités composés en vue de l'étude de l'Astronomie.
La troisièiue et dernière Partie du Livre V de Pappus nous offre sur les polvèdres réguliers un autre travail qui ne correspond pas, à la vérité, à la comparaison des volumes et des surfaces de ces polyèdres inscrits dans une même sphère, telle que l'avait étudiée Aristée, mais qui, dans une certaine mesure, peut en tenir lieu. Pappus compare en fait les volumes de polvèdres réguliers avant la même surface.
11 dit très nettement que les démonstrations synthétiques qu'il donne sont de lui; mais il reconnaît en même temps que plusieurs anciens avaient traité analvtiquement la même question. D'autre part, il appuie ses démonstrations sur seize lemmes qui contiennent tous les éléments de la mesure des surfaces et volumes des polyèdres réguliers; mais ces lemmes, au milieu desquels nous retrouvons les propositions II et VII du livre d'Hypsiclès, n'appartiennent guère à Pappus que comme rédaction.
3. Les deux premières Parties du Livre V de Pappus sont, au reste, de celles où il est le plus facile de se rendre compte de la façon dont il composait sa Collection inaihématique .
Après un curieux pr('am])ule où il j)réscnte la forme hexagonale
(') Quoiqu'elles fussent iiiconlpslalttcineiil CDUiiues Ijicii ;i\aiil opl auteur >.\\\ " siècle avant J.-C.
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des cellules (les abeilles (;oninie molivée pai- la (Ltiihlr- nnKliliiiii d'offrir un poljgone réf^ulier dont l'angle fùl une partie aliquole de qualrc droits, et en m«';nie temps de correspondre au périmètre minimum pour une surface donnée, Pajipus aborde en général la théorie des figures planes isopérimètres au point de vue de leur surface. Or nous possédons sur le même sujet un autre écrit qui, inséré dans le premier Livre du Commentaire de Tliéon d'Alexandrie sur la Syntaxe de Plolémée, est mis sous le nom d'un Zénodore ({ui vivait probablement peu de temps après Arebimèdc ('). La comparaison nous montre que Pappus s'est borné à donner une rédaction un peu différente de l'œuvre de Zénodorc et n'a apporté aucun changement essentiel à une théorie d(''jà complète. Toutefois, il a ajouté la comparaison des segments de cercle dont l'arc est égal, et démontre que le plus grand est le demi-cercle.
Dans la seconde Partie du Livre V, Pappus, avant de passer à l'exposé des théories analogues relatives à la comparaison des solides ayant même surface, croit intéressant d'énumérer les treize polyèdres semi-réguliers découverts par Arebimèdc et qui jouissent de cette propriété que leurs faces sont des polvgoncs réguliers de différentes natures. Il indique, pour chacun de ces polyèdres, la composition des faces, le nombre des sommets et celui des arêtes; puis, abandonnant ce sujet (-), il démontre qu'à surface égale la sphère est supérieure en volume soit à un polyèdre régulier quelconque, soit à un cône ou à un cylindre. Zénodorc avait déjà également traité les mêmes propositions; il les avait même étendues à tout solide engendré par la révolution d'un polygone rectiligne quelconque.
Pappus omet cette dernière démonstration, tandis qu'il reprend longuement la démonstration des théorèmes d'Archimède sur la mesure du volume et de la surface de la sphère, du cône et du cylindre. La marche qu'il suit se rapproche d'ailleurs sensible-
(') Ilultsch, p. 1189 de l'édition de Pappus. Le commentaire allribué à Thcon est au reste, en assez grande partie, dû à Pappus; on a encore un autre petit travait anonyme sur tes isopérimètres, public par Hultsch (Pappus, p. ii56-ii65) et pi'ovcnant d'un Recueil de commentaires sur Ptolémée; mais, cette fois, on est plulût en présence d'un i-emaniement de l'œuvre de t^appus.
(-) On sait ([uc la curieuse théorie des polyèdres d'Arcliimède a clé restituée ])ar Kepler {ITarmouid muiu/i, p. G:>-G5;, i'jh))
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mcnl (le ccllo qu'on ohsorve d'ordinaire aiijourdliiii pour la mémo llK-oric on Géoniclric t'Irniciilairc ; il y a là évidemment, au point do vue de la forme, un progrès réalisé depuis Archinièdc, mais comme fond il n'y a rien de nouveau.
Même en admettant que cette nouvelle exposition appartienne exclusivement à Pappus, on voit qu'au moins, dans tout son Li\Te V, il travaille plutôl à exposer ce qui est déjà connu et à améliorer les théories dues aux anciens mathématiciens qu'à poursuivre des travaux originaux. L'ensemble de la Collection m a thé ma II que porte en général le même caractère, et il est certain qu'on attribue à Pappus beaucoup de propositions qui ne hii appartiennent pas plus que la plupart des théorèmes développés dans nos livres d'enseignement n'appartiennent aux auteurs de ces Ouvrages (').
G. Si l'on cherche dans le recueil de Pappus d'autres théories rentrant dans le cadre des Eléments, il ne faut pas s'écarter des Livres m et IV (2).
Dans le premier de ces deux Livres, on peut signaler les propositions 28 à ^'.i., qui paraissent empruntées à un Ouvrage intitulé Paradoxes et composé par un Erycinos dont l'époque est inconnue, mais qui vivait probablement bien longtemps avant Pappus.
Il s'agit, dans ces Paradoxes, de construire à l'intérieur d'un triangle (ou plus généralement d'un polygone) un autre triangle (polygone) ayant pour base une partie de l'un des côtés et tel que la somme des autres côtés du triangle (polygone) intérieur soit à celle des autres de l'extérieur dans un rapport donné (égal ou plus grand). Ou bien encore il s'agit de construire un triangle ou un parallélogramme de surface plus petite qu'une figure similaire, mais avant chacun de ses côtés plus grand suivant une- relation donnée. Les solutions d'Erycinos sont assez élégantes, et, malgré
(') Il faut cependanl excepter le lliéorérne connu sous le nom de Guldiii, que Pappus énonce comme étant son invention et qui constitue, sans contredit, son véritable titre de gloire.
( = ) On sait que le Livre I est perdu ; ce qui reste du II" concerne l'Aritlirnctique; VI est relatif à l'Astronomie, VII à l'Analyse gcomclrique, VIII à la Mécanique.
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le i)Cii (l'iiilrrnl que pn'scnli'nl ces jjroblèmcs en eux-iiiêmes, la première série pourrait encore aujourdlmi offrir quelques exercices utiles.
La première proposilion de ce qui nous reste du Livre IV nous offre une intéressante généralisation du théorème sur le carré de l'hypoténuse.
Soit un triangle quelconque ABC: sur les cotés AB, BC on construit deux parallélogrammes quelconques ABED, BGFIL On prolonge les droites DE, FH jusqu'à leur rencontre en G, on joint GB. Pour construire sur la base AC du triangle un j)arallélogramme dont la surface soit égale à la somme de celles des deux premiers, il suffit de mener par A, G des parallèles à GB jusqu'à leur rencontre en L, M avec les cotés des parallélogrammes DE, FH et de joindre L, M.
Nous pouvons certainement regretter le début du Livre IV, si court qu'il paraisse avoir été, car il devait être consacré à des théorèmes analogues.
Les dix-sept propositions de Pappus qui suivent appartiennent encore au même ordre d'idées que les Eléments; mais elles paraissent empruntées, comme fond, soit aux Livres des Contacts d'Apollonius (Pappus traite notamment le problème de mener un cercle tangent à trois cercles qui se louchent entre eux), soit à des travaux sur la figure de l'i:p6r,Acv (tranchet) inventé par Archimède (' ).
Soient deux demi-cercles A et B se touchant extérieurement à une extrémité de leurs diamètres; soit un troisième demi-cercle G, ayant son centre sur le même diamètre elles enveloppant en les touchant. Dans l'espace compris entre A, B et G, on inscrit un cercle Do \ dans l'espace entre G, Do et A (supposé plus grand que B), un second cercle D, ; entre G,, D, et A, un troisième Do et ainsi de suite; soient c/q, c/i, «r/o, ••• les dislances des centres de Do, D,, Do, ... au diamètre sur lequel sont construits les demi-cercles A,
(') Dans récrit arabe, les Leinmcs attribues à Arcbinicdc, les lemmes i,4, 5 et G se retrouvent chez Pappus. Celui-ci dit seulement que la proposition qu'il développe est ancienne et se trouve dans divers Ouvrages; peut-être l'Ouvrage original dArchiméde était-il déjà perdu, et l'appus n'était-il pas suffisamnienl assuré de la valeur de la Iradilion Jtlalive à rip[ir,),ov.
IG
H, C; si D,, rcj)r(js(Mit(' le dinmùlrc ilii cercle corresjxjndunl, on aura
7. On sait du reste qu'en dehors des écrits (jui nous restent d'Arcliimèdc cl d'Apollonius, c'est uniquement dans la Collection de Pappus qu'il faut étudier la Géométrie supérieure des anciens; on sait aussi que cette Géométrie se divisait en deux branches bien distinctes : l'une, suivant les voies nouvelles ouvertes par le génie du Syraeusain, s'élevait à l'invention de courbes et de surfaces et abordait les problèmes des quadratures et des tangentes; l'autre, ne dépassant ni le domaine déjà exploré avant Euclidc, ni le cadre général de ses travaux, développait de plus près les germes contenus dans les Eléments en approfondissant la Géométrie de la droite et -du cercle et en étudiant les propriétés des coniques.
C'est sur ce terrain, dans le -ir.z- TixK'ji'j.t^tzzi comme l'appelle Pappus, que l'eiTort de la Géométrie ancienne a été le mieux suivi et a produit les résultats les plus complets; mais nous devons réserver pour une étude ultérieure l'histoire de ces travaux et revenir à ceux qui ont spécialement eonceçné les Eléments. Bornons-nous donc, pour le moment, à résumer les conclusions qui ressortent de ce Chapitre.
On semble avoir eu pleinement conscience, dès l'antiquité, des lacunes frappantes que présente le cadre étroit des Eléments. Pour combler ces lacunes, les modernes y ont, d'une part, fait entrer la matière de Livres d'Arcliimèdc : De la mesure du cerele; De la sphère et du cylindre ; d'un autre coté, ils y ont réuni les éléments de la sphérique des anciens. La Collection de Pappus témoigne déjà de quelques tentatives faites dans ce sens.
Mais ces tentatives n'ont pas abouti à une réforme de l'enseignement qui eût nécessité une refonte complète .des derniers Livres d'Euclide. Les autres lacunes de détail qu'on pourrait signaler dans les E léments se trouvèrent d'ailleurs eondjlées dans les Ouvrages consacrés à l'analyse géomélri([ue. L'œuvre d'Euclide ne reçut donc, comme adjonction, pendant toute l'antiquité, <|ue quelques travaux relalifs aux polyèdres réguliers; mais ceux (jui lurent choisis pour celte adjcmclion n'ont guère du, ce semble,
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celle faveur qu'à leur l)rièvelr, cl d'aulrcs onl clé négligés qui sans doule valaicnl mieux. I^ilin, (luoiquc l'un de ces écnls soil des derniers jours de ranli([uilé, on ne voit guère (ju'aucun Iravad sérieux de Géométrie élémentaire ait été lait après la période alexandrine, et à partir de rétablissement de l'empire romain.
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CHAPITRE XIII
Héron sur Euclide.
1. Après avoir ludique les additions que recul, dans Tanliquilé, le cadre des Eléments d'Euclide, nous avons à rechercher quels travaux furent tentés ou accomplis à rinlérietir de ce cadre même. Mais désormais le champ de notre ('-tudc se restreint singulièrement, car des deux seuls documents grecs auxquels nous puissions recourir, riin, le Commentaire de Proclas, se hornc au premier Livre des Eléments, l'autre, les Définitions des termes de Géométrie^ attribuées à Héron, ne touche ni les théorèmes, ni leurs démonstrations.
W. existe cependant, dans un manuscrit arabe, sur les six premiers Livres, une suite de scolies qui portent le nom de Héron. Cette troisième source n'a pas été utilisée justpi'à présent, et, en attendant la traduction que pré[)are mon excellent ami Léon llodet, je ne puis moi-même en faire qu'un usage restreint. Il m'est cependant loisible d'entrer dans des détails suffisants pour en faire reconnaître l'importance et pour indiquer les principales conclusions qu'on peut tirer de son étude.
Je dois dire d'abord comment j'ai été amené à y recourir. Une grave question, et des plus difficiles à élucider complètement, se jjose à propos d'Euclide. A partir de ([uci momeul les Eléments sont-ils devenus classiques pour renseignement de la Géométrie dans l'anti([uité? Quand, par suite, a-t-on commencé à les commenter comme un Ouvrage classique?
Dans des essais spéciaux (') où j'ai déjà abordé cette question, j'ai cherché à montrer que l'adoption universelle des Eléments ne paraît pas avoir eu lieu immédiatement ni s'être cfTectuée sans
(') l'ublies (lau> le BulicLin des Sciences mallicinaliqucs et aslroiiuniùjucs : Quelques fragments d'Apoltonius de Perge, i88i. — Sur tes fragments de Héron d Alexandrie conservés par Proctus, 1882. — Les axiomes d'Euclide, i885.
certaines lenlalivcs de; moclincalioiis, doiiL iiik; an moins a réussi; ear le lilrc de fwf ions communes (v.ovrx'. vny.y.'.), donné aii\ axiomes, est l)ien certainement une expression stoïcienne, et l'on peut croire qu'il n'a pas seulement été substitué à un autre, mais bien mis en tétc d'une liste de propositions admises par Euclidc sans démonstration, sans que lui-même eût cru utile de les réunir ainsi qu'elles l'ont été après lui.
Dans un travail dont le caractère ne peut être exactement défini, Apollonius, procédant également suivant les idées de l'Ecole du Porti(pi(;, ])ro|)Osa une série de définitions dans Icscpiclles il insista sur l'origine concrète des notions géométriques. Il indiqua ('gaiement diverses autres modifications de détail relatives, soit aux axiomes, soit aux propositions.
Quant à Héron d'Alexandrie, M. Cantor avait déjà soutenu l'opinion qu'il était assez improbable qu'un auteur paraissant aussi original se fût astreint à commenter les Eléments. A la vérité, de son temps, l'Ouvrage était probablement devenu partout classique; c'est bien en cfFct celui (jue vise l'épicurien Zenon, de Sidon, dans son Ouvi'age contre la certitude géométrique, que réfuta Posidonius [Proclus, 199, etc.). Mais on semble toutefois encore loin de l'âge réel des commentateurs.
J'ai donc essayé de montrer que les citations de Héron dans Proclus ne suffisaient point j)our conclure à l'existence d'un Commentaire de Héron sur Euclidc ; qu'elles pouvaient avoir été empruntées par Porpbyre ou Pappus au grand Ouvrage de Héron sur kl Géométrie pratique. J'admettais implicitement la même origine pour les scolies arabes que je trouvais mentionnés, d'après Fabricius, dans un manuscrit oriental delà Bibliothèque de l'Université de Leyde : (( Eiiclidis Pythagorœi Elementorum libri VI, cum commentarils Saidi hcn Masoiid et cum scliolils Ilcronis ad quœdam problemata. )>
Toutefois, en présence des objections adressées par Heiberg à mes conclusions, j'aijugé utile de vérifier ce que pouvaient être en réalité ces scolies de Héron, et je me bâte de dire que cette vérification m'a conduit à reconnaître le mal-fondé de la thèse que je soutenais après M. Cantor. Héron a cflectivcment écrit un Commentaire sur Euclidc, el même ce Commentaire, auquel Por- •phyre cl Pappus ont fait dans la suite de nombreux emprunts, est
l(jin (I (Hic de naliiro a rehausser l'idée f|ne ikjus nous faisons de l'ingénieur alexandrin .
2. Le curaleur de la Bibliothèque de l'Univcrsilé de Lcvde eL le conservateur du legs \varnéricn ont bien voulu mettre à ma disposition, avec la plus gracieuse libéralité, le manuscrit dont j'ai parlé, pendant tout le temps nécessaire pour prendre copie des Commentaires sur Euclide.
Ce manuscrit, le TP^arnerianus 300, numéroté 1008 dans le Catalogue de 1716, paraît deux fois dans le Catalogue de i845, d'une part sous le n" 065 pour la première Partie ([ui contient les Eléments d'Euclide, de l'autre sous le n° 088 pour la seconde Partie, les SpJiérirjucs dcMénélas. Le Catalogue moderne ne renferme plus d'ailleurs la mention de Héron, mais donne, en latin, la Notice suivante pour le n" O60.
(( Eléments d'Euclide, d'après la version d'el-HajjAj-ben-Yusuf- Matar (' ), avec un Commentaire dont l'auteur est Abul-Abbas-el- Fadl-ben-Hàtiin-an-Nirizi, géomètre et astronome assez connu du m'' siècle de l'hégire. Ce manuscrit contient en outre des gloses sur ce Commentaire, de Séid-ben-Masoud-ben-Alkass-Billah, (pii paraît avoir vécu au x'' siècle. Le copiste (Al)ou-Saïd-Moliammedal-Baihaki-al-Barzuhi) s'est arrêté au commencement du Livre VIL La souscription atteste que le Livre VI a été terminé en 089 (1144/5 de notre ère). Nous avons donc ici un manuscrit ancien, du reste correctement écrit et, autant qu'on le sache, unique. »
On ne connaît pas en effet d'autre exemplaire de la version de ITajjâj, la plus ancienne traduction d'Euclide en arabe, qui a été faite sous le khalifat d'IIaroun-al-llcschid et corrigée par Hajjâj lui-même sous celui d'Almamoun. On croit toutefois que les Livres XI à XllI (des solides) de cette version sont contenus dans le manuscrit 81 de Copenhague, qui a été examiné, ainsi que celui de Leyde, par Rlamrolh \^Ueber den arahisclien Euklid (-)]; mais le savant orientaliste n'a pas porté son attention sur le travail
(') Ce renseignement est tiré (]c la Préface. Le frontispice attribue au eoiitrairc à Isiiaq-hcn-Honcin la Iraduction «lu Livi'c « d'Euclide le pythagoricien >■. {') Zeilschrift dcr dciitschcii nmrgenlœndischen Gesellscluift, l. \\\^'.
p. cf7o-3.îG; 1881.
d'cl-l'adl, f|iii, comme \v dil l;i Prrlaco, a (Hé cxliail par lui des commenlaircs de j^comclrcs anciens.
(Jr, c'csl dans celle eom|)ilal,ion que revient assez fréqucmmcnl l(^ nojn de lli'ron, comme celui de l'nn des ])rincij)aux an leurs (jui onl servi à la lonner. L'aullienlicilé des (,'xlrails ainsi allrihués à Héron peul d'ailleurs élre dénionlrée l'acilement, si on les rapproche du commenlaire de l^roclus.
Je me bornerai à faire ce ra))procliemenl sur deux poinls, que je choisirai d'ailleurs de manière à indiquer suffisamment le caractère du (ravail de Héron cl à montrer en même tem])S que nombre de démonstrations, données par Proclussans aucune référence, dérivent en réalité de l'Alexandrin.
3. On sait que la première proposition d'Euclidc consiste à construire un triangle équilatéral sur une droite donnée comme base. Comme, dans ses postulats de construction, il ne se donne pas la liberté de prendre à partir d'un point donné une longueur donnée, sa première proposition lui sert à résoudre immédiatement cette seconde question.
Or, dans Proclus (p. 218-219), nous voyons résoudre les problèmes de construire, sur une base donnée, comme première proposition, soit un triangle isoscèle, soit un triangle scalène.
Pour l'isoscèle, il prolonge la ligne AB dans les deux sens, et, en décrivant des points A etB comme centres des cercles (A) et (B), il peut prendre, sur chacun de ces prolongements, des longueurs AG, BD égales à AB. Dès lors, en gardant les mêmes centres, mais en prenant pour rayon AD = BC, il obtient j^ar l'intersection de deux nouveaux cercles (G) et (D) le sommet d'un triangle isoscèle avant AB pour base (*).
Pour le triangle scalène, il lui suffit, après avoir décrit les
(') Je n'insiste pas sur la singularité de cette solution. Il faut se rendre compte du but proposé, qui est cvideinmcnl, non pas de construire un triangle isoscèle en général, mais de substituer, pour la solution du problème II, à Téquilatéral d'Euclide un isoscèle construit en restant dans le même oi'di'c d'idées. Toutefois, avec les mêmes postulats de construction et sans s'appuyer sur aucun théorème, il est possible de construire, sur une base donnée, un isoscèle quelconque. Ce l)roblèmc se trouve résolu dans un scolic grec inédit (Ms de la lîibliothèquc nationale, tonds grec '2'i72, toi. n)'J v.).
cercles (A), (13), de prendre comme sommet un |)oinl quelconque intérieur à (A) et extérieur à (B).
« Tout cela est rebattu », ajoute Proclus, preuve bien claire qu'il emprunte les solutions qu'il vient de reproduire. Voyons maintenant ce cpie nous (loniic le commentaire arabe sur la proposition I d'Kuclide.
Héron. — « Si Ton nous demande pourquoi Euclide sest proposé tout d'abord de construire sur une ligne donnée un triangle équilatéral, sans se préoccuper de commencer par un triangle isoscèle, je répondrai qu'il n'a pas agi ainsi par impuissance, mais parce que la facilité et la brièveté de la construction du triangle équilatéral convenaient mieux à un début. !iMais, quand on peut Caire lune de ces constructions, on peut faire l'autre, et l'une peut être substituée à l'autre.
» Je vais au reste enseigner la construction d'un triangle isoscèle sur une droite donnée. D'abord supposons la figure. » Suit identiquement la construction de Proclus, qui paraît seulement avoir un peu abrégé la démonstration.
« Je vais maintenant montrer comment on peut, sur une droite donnée, construire un triangle scalène. Je considérerai trois cas :
» 1^'' cas. — La droite donnée est plus grande que lun des côtés et plus petite que l'autre. » Suit la construction de Proclus.
<x 2'^ cas. — La droite donnée est jjlus petite que cliacun des deux autres côtés.
» '.V cas. — La droite donnc^e est plus grande que chacun des deux autres côtés. »
Pour ces deux derniers cas, que Proclus avait évidemment sous les yeux, mais qu'il a négligés, Héron procède toujours de la même façon; pour le dernier, il se contente d'ailleurs de prendre le sommet du scalène dans la partie commune aux deux cercles (A), (B), sans se préoccuper de la possibilité que le triangle soit alors isoscèle; pour le cas précédent, il choisit un point sur la circonférence du cercle (D) et à l'extérieur du cercle (A). Je crois inutile de reproduire les démonstrations, qui n'ont aucun intérêt.
J'emprunterai le second exemple au commentaire sur la
in'oposilion I, /\~ (lliéorèinc siiilc carré de riiypoU-misc ). Procliis (p. 4^^)) iK^x'^ dit : « Lii (Irmonslralion du Maîlie élanl très claire, je pense (pril faut n\ rien ajouter de superllu, mais se contenter du texte, car ceux (pii ont voulu y faire des additions, comme Pappus après Héron (;! -ntp: IIpwvî: v.y.': Ilâ-rov), ont été forcés de prendre comme lemmes des propositions démontrées dans le Livre VI, sans aucun résultat utile pour la matière traitée. »
La clef de ce j)assage nous est donnée par le manuscrit de Leyde ; l'addition faite par Héron consiste à prouver que les trois lignes auxiliaires em])lovées dans la démonstration euclidienne se coupent en un même point.
Or il est clair que la preuve naturelle doit s'appuyer sur la théorie de la similitude, c'est-à-dire sur le Livre VL iléron a réalisé le tour de force, un peu puéril, de se passer de cette théorie; mais, pour cela, il a été obligé, comme le dit Proclus, d'établir quelques lemmes préalables, qui découlent immédiatement du principe de la similitude, tandis qu'il les démontre à l'aide d'artifices analogues à ceux dont Euclide s'est servi dans son Livre I, pour éviter d'avoir recours à ce principe.
Ainsi le premier de ces lemmes est le suivant :
<( L Si, dans un triangle ABC, on mène DE parallèle à la base BC, que l'on prenne le milieu F de BG et qu'on le joigne an sommet A, la droite AF coupera DE en un point G qui en sera le milieu.
» En effet, menons par A, HK parallèle à BC, par D et E, HDL et KEIM })arallèles à Ad F, joignons enfin DF et EF. Les triangles ABF, ACF sont ('quivalents, comme avant des bases égales, et leur sommet A commun. Les triangles BDF et FEC sont aussi équivalents comme ayant des bases égales BF = FC, et étant compris entre les mêmes parallèles BC, DE. Retranchons membre à membre, 11 y aura équivalence entre les triangles ADF et AEF, dont la base comnume AF est également la base des parallélogrammes AL, AlNL Ces parallélogrammes, d'après le raisonnement d'Euclide (1, 4 0' seront donc équivalents : donc, etc.»
(^e premier lemme sert à démontrer le second, qui se rapporte au cas oîi la parallèle à la base, au lieu de couper le triangle, coupe les prolongements des côtés et de la médiane au delà du
somiiicl A. L.i clémoiislralioii se fait en eonslruisanl une parallèle s_)mélriqiie du cùté de la base; cette conslriiction s'elTectue en reportant sur les cotés, à partir du sonimel, les longueurs des segments interceptés sur leurs prolongements; on démontre facilement le parallélisme à la base de la droite (pii joint les points ainsi obtenus, et l'on applitpip le iemmc 1.
Mais préalablement Héron (à moins que ce ne soit le commentateur arabe) se croit obligé à la démonstration bien inutile de ce fait que, si l'un des points symétriques par rapport à A des intersections des côtés prolongés avec la parallèle tombe dun cùté de la base, l'autre tombera du même coté.
« Si, dit-il, on mène entre deux parallèles AB, CD trois droites AD, BC, EF, se coupant en un même point G, je dis que, si CF = FD, on aura AE = EB.
» Pour le démontrer, je dis d'abord que, suivant que l'on aura AG plus grand que, égal à ou plus petit que GD, on. aura de même BG plus grantl que, égal à ou plus petit que GC. Ainsi supposons AG >> GD, je dis que BG sera >> GC ; car il ne peut être ni égal ni plus jietit.
» Si, en eflet, ou a\ait BG = GC, prenant, sur GD, GM = AG, les côtés AG, GB du triangle AGB seraient respectivement égaux. aux côtés MG, GC du triangle MGC, et l'angle compris
AGB = CGM (prop. i5).
Dès lors, d'après (4), les triangles sont égaux : donc les angles GCM et ABG seront égaux; donc (■?-7) CM sera parallèle à AB ; donc (3o) elle sera parallèle à CD; or ces droites se coupent, ce qui est absurde. On ne peut donc avoir BG = GC.
« Si maintenant un avait BG << GC, prenant, sur GC, GK = BG et joignant K^I, on démontrera de même que KM est parallèle à AB, donc à CD, ce qui est absurde.
» De même, si l'on a AG=GD, on démontrera que BG ne peut être ni plus grand ni plus petit que GC, qu'il lui est donc égal. De même, si AG <C GD, on prouvera que BG < G(^. »
Suit la démonstration piopreineuL dite tlu lemme énoncé.
Le troisième Icniiiic e>l plti^ itili'Tcr->iuit , et c'est lui (pii con-
slllue en fail le nerf de la dénionslralion pour la proposilion à prouver.
Ce lenime est la réciproque d'Euclide, I, 43. U s'agit de prouver que, si un |)arallélog^ramme AB est découpé en qualrc autres ADGE, DF, FGCB, CE, en sorte que DF et CE soient équivalents, le sommet commun G sera sur la diagonale AB {Jîg. i).
Pour le prouver, H»'ron prolonge AG jusqu'à la rencontre en H avec FC, et joint HB. U s'agit de prouver que HB est dans le prolongement de Ail.
Les autres lignes de la figure étant tracées, u les aires DF, EC étant égales, les triangles DGF, ECG seront équivalents. Ajoutant à chacun le triangle GCF, les triangles DGF, ECF seront équivalents. Comme ils ont même base CF, d'après {t\o)^ CF sera parallèle à DE. Mais, d'après (34), (29) et (26), les triangles AEK, DKG seront égaux : donc ER = KD; donc, d'après le lemme II, CH = HF. Mais (34) BF = CG et les angles BFH = HCG. Donc (4) les triangles sont égaux, BH = HG et les angles BHF = CHG. Ajoutant de part et d'autre l'angle GHF, la somme des angles CHG + GHF = BHF + GHF. Mais la première somme est égale à deux droits, donc aussi la seconde. Ainsi, du point H de la droite CF, on a mené, de part et d'autre de cette droite, HA et HBqui font avec elle et d'un même côté des angles dont la somme est de deux droits. Donc HA et HB sont en lig-ne droite ».
Nous arrivons enfin à la proposition qu'il sagit de démontrer.
« Soit ABC un triangle rectangle en A {Jig- 2); construisons sur BC le carré CD, sur AB le carré ABEF, sur AC le carré ACGH. Menons, par A, AKL perpendiculaire sur BC, joignons EC, qui coupe AL en jM, joignons MB et jMG; je dis que ces deux droites sont sur le prolongement Tune de l'aulrr.
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» l'rolongeons EB et GC jusqu'à leur rciiconlre en M, el leurs parallèles GH, EF jusqu'à leur rencontre en O; menons par M PMO parallèle à EO, et SIVIR parallèle à FC ; joignons OA, IIF.
» (]omme HA = AC, que FA = AB et que les angles FAH = BA( ], les triangles sont égaux ^ donc B(^ = HF et les angles ABG = IIFA. Mais, comme AK est perpendiculaire à la base du liiangle rectangle, les angles ABC = CAK, et, d'autre part, les diagonales FH, AO se coupant en Y, et FY étant égal à YA, les angles IIFA = OAF.
Donc les angles OAF = CAK. Ajoutons OAC de part et d'autre; OAC + OAF = MAC + CAO. Mais (i o) la première somme est de deux droits; donc aussi la seconde; donc OAM est une ligne droite.
» Or elle est la diagonale du parallélogramme OM; dès lors, d'après (43), les aires AS = AQ. Ajoutons de part et d'autre l'aire AM, les aires MH = MF. Mais, dans le parallélogramme FJN coupé par la diagonale EMC, les aires MF = MN. 11 y a donc égalité entre les aires ]MN, MH. Dès lors, d'après le lemme 111, BM et MG sont en ligne droite. •» c. q. f. d.
o. Sur la proposition 48 et dernière du premier Livre (réciproque du théorème sur le carré de l'hvpoténuse), nous retrouvons encore dans le Commentaire arabe, sous le nom de Héron, la
dc'iiionslraLion anonyme donnée par Proclus; les IcLlres ('), dill'crentes de celles d'Euclide, se correspondent exaclemenl, comme, au reste, pour le Commentaire sur la proposition I. Seulement, dans cette démonstration par l'absurde, la seconde livpotlièse, développée par Proclus comme la première, ne l'est pas dans le texte arabe, où il est seulement indirpié qu'elle se traiterait de même.
Ces extraits suffisent pour le but que je m'étais proposé. 11 est clair que, si intéressants que puissent être hisloriquement les scolies arabes qui portent le nom de Héron, on ne peut guère leur attribuer une valeur scientifique considérable. Dans les autres Livres pour lesquels le Commentaire de Proclus est perdu, il n'y a guère de remarquable (-) ([ue l'idée de démontrer sans ligures les propositions du Livre 11, à partir de la seconde, comme conséquences analytiques de la première, à savoir
a( b ~ c -h d ) = ab -^ ac -^ ad.
En tout cas, une question assez grave doit se poser : Est-il probable que le Commentaire de Héron ait encore subsisté intégralement chez les Arabes, et soit tombé entre les mains du INirizi, vers l'an poo de notre ère?
Je n'hésite pas à répondre non : tout d'abord, il est certain que nous sommes loin d'avoir en entier ce Commentaire. Ainsi, dans le texte arabe, rien absolument ne correspond à telle citation expresse de Proclus (ex. p. 3o5). A en juger par ce qui nous reste, le Commentaire de Héron paraît avoir été très complet et très détaillé; mais il n'a été utilisé que d'une façon très inégale et tout à fait insuffisante pour donner une idée exacte de son étendue.
En second lieu, rien ne nous prouve que le jNirizi ait traduit du grec les extraits qu'il nous a conservés; il cite des commentateurs arabes qui l'avaient précédé, par exemple Al-lvindi. Ces extraits
(') Dans ce qui précède, j'ai suiisliliié, aux IcUrcs grecques supposées par les lellres arabes, les romaines de nièiiie rang, en ne cnniplanl pas J comme lettre.
(^) J'observe, à litre de curiosité, que, dans le Livre IIl, Héron intervertissait l'ordre des propositions 5 et 6, le cas tic tangencc de deux cercles lui paraissant devoir précéder le cas d'inlerscclion.
pcuvi'iil iloiic avoir clé (ails par \\\u de ces comiiuMilalciirs.
l'^nlin ils peuvcnl avoir été Iransmis aux Arabes dans un Commentaire j;rec d'une cporpie l)ien postérieure à Héron. A la vc'rilé, le jNirizi ne paraît aucunement connaître ni Porphyre, ni Pappus, ni Proclus. II sait toutefois que \e postulatuni des parallèles a été l'objet de tentatives de démonstration de la part de Ptolémée et de Diodore ('). D'autre part, son Commentaire sur les définitions et les axiomes du premier Livre est emprunté à un auteur grec dont le nom ne peut être transcrit que sous la l'orme Simpiicius{-).
Est-ce le fécond commentateur du vi" siècle? A côté d'Aristote, aura-t-il, lui aussi, entrepris Euclide, et son œuvre se sera-t-elle conservée en Perse, grâce à ses relations dans ce pays, tandis que toute autre trace en a disparu pour nous? On ne peut à cet égard formuler que des conjectures, ftlais, si c'est bien lui et s'il a eu le commentaire de Héron à sa disposition, on ne peut douter, d'après ses habitudes, qu'il n'en ait fait de fréquents extraits dont il aura soigneusement indiqué la source.
En tous cas, l'existence du travail de ce Simpliciiis est bien constatée, et le plus probable, quant à la transmission des scolies de Héron aux Arabes, me paraît être qu'elle se sera faite par cet intermédiaire. Mais, comme il est difficile d'assigner à cet auteur une date tant soit peu reculée, même si l'on ne voulait pas l'identifier a\ec le philosophe du vi*^ siècle de notre ère, plusieurs difficultés surgissent.
Avait-il lui-même le Commentaire de Héron entre les mains? On doit le penser; car, s'il en avait, comme Proclus, emprunté les extraits à Poi'phyre et à Pappus, il aurait sans doute utilisé également ces derniers auteurs auxcjucis on ne peut certainement refuser un certain degré d'originalité (■'), et l'on devrait retrouver leurs traces dans les scolies arabes. Au contraire, s'il avait retrouvé
(') Nous n'en savions rien poui' ce dernier, qui est probablement le inathériialicien alexandrin vivant vers la fin du i" siècle avant notre ère.
(^) Le Commentaire sur les dclinitions est malheureusement perdu en presque totalité, par suite d'une lacune d'un feuillet clans le manuscrit. Sui' les axiomes, Héron n'apparaît que pour une courte rcmaniuo d'un cnractère tout à fait général.
(') Comme au contraire Proclus n'est nullement original, on peut très bien admettre que Simplicius n'ait pas tenu compte de son travail.
l'Ouvrage de Héron, on comprend (ju'll ail [)u négliger les commentateurs postérieurs.
On arrive donc à cette conclusion que le travail de Héron sur Euclide devait encore exister au tenips de Proclus; ce dernier aurait donc pu l'utiliser directement. .Mais cela n'entraîne nullement comme conséquence qu'il l'ait réellement utilisé de la sorte, et je ne vois aucun motif de rétracter l'opinion contraire que j'ai émise en discutant la question des sources de Proclus.
ciiAPniu-: \iv.
Les > Définitions ■ du pseudo- Héron.
I. Les extraits ([lu- jai (.lonrics, d'après le maiiiiseiil aral)e de Leydc, du Commentaire de Héron sur Euclidc, pourraient pciiLêlre produire rim|)ression que ce travail aurait été moins un commentaire proprement dit qu'une suite de lemmes analogues, dans une certaine mesure, à ceux que Pappus nous a conservés sur les Ouvrages d'Vnalvse géométrique des anciens, au Livre VII de sa Collection niatliéinaLiquc.
Pour montrer que cette impression serait inexacte, il me serait facile de faire de nouvelles citations décisives des scolies héroniens relatifs aux propositions (*); mais je préfère indiquer ceux qui subsistent sur les définitions des Livres autres que le premier, le commentaire arabe sur celles du Livre I étant perdu, comme je l'ai dit.
Sur la définition II, i , Héron remarque que la raison pour laquelle Euclide la limite au parallélogramme rectangle est que la mesure de la surface de ce rectangle est donnée par le produit des deux côtés de l'angle droit.
Sur m, déf. \, où Euclide définit l'égalité des cercles par celle des diamètres ou par celle des ravons, Héron })rouve que ces deux définitions n'en font qu'une.
Sur 111, déf. 4 (égalité de distance des cordes au centre), il remarque que la distance d'un point à une droite se mesure par la perpendiculaire abaissée du point sur la droite, en raison de la propriété de cette perpendiculaire d'être la plus courte ligne allant du point à la droite.
Sur III, déf. 9, il observe que l'expression d'Euclide « un angle a pour base un arc » (ir}. r.tp'.otpzry.z 'hi-;t-y.: ij^fir/z.éva'. r, ';i,yr.x) s'ap-
(') En fait, la plus grande partie de ces scolies consiste à rcpclcr les démonstrations euclidiennes dans d'autres cas des figures ou à prouver l'impossibilité des cas auxquels ces démonstrations ne s'appliqueraient pas.
nliiiiic (Il liiit, soil à raiii^li! (|iii a son soimnci au cciiUc, soil à ceux (|ui ont leur sommet à la cii conférence.
Après III, déf. i i , il distingue comme figures dérivées du cercle par son intersection avec une droite ou avec un cercle le segment, la lunule et l'amphicyrte (').
Enfin sur IV, déf. i et i (figures inscrites ou circonscrites à une figure), nous lisons : « Quelques personnes ont demand('' pourquoi le géomètre a donné ces définitions, puis([u'il ne voulait traiter que de l'inscription ou de la circonscription par rapport à un cercle; nous répondrons qu'il a agi de la sorte pour la perfection de son enseignement, d
Je n'insiste pas sur le caractère de ces divers scolies; évidemment, ils proviennent d'un véritable commentaire et l'on peut ajouter d'un commentaire dont le niveau n'était guère élevé. Mais on remarquera qu'en tous cas il n'y a aucun rapport entre ces scolies et le contenu de l'opuscule des Définitions des termes de Géométrie, attribué à Héron.
2. Cet Opuscule nous est présenté comme constituant des Prolégomènes aux Eléments de Géométrie et comme correspondant à des Prolégomènes aux Eléments d'Arithmétique, écrits par le même auteur, et que nous n'avons plus. C'est une compilation des diverses définitions géométriques; dans cette compilation, si les formules adoptées par Euclide sont généralement énoncées avant les autres, l'ordre d'Euclide n'est nullement respecté; des idées qui lui sont étrangères sont introduites et dérangent souvent cet ordre. Si donc ces Prolégomènes avaient été rédigés par Héron, ils l'auraient été, en tous cas, indépendamment de son commentaire sur Euclide, dont les fragments qui nous restent ne témoignent d'ailleurs d'aucune communauté d'origine avec l'Opuscule contesté.
(') C'est-à-dire la partie commune aux deux cercles qui se coupent, les lunules étant au contraire les parties non communes. Avant cette distinction, vient une remarque assez inintelligible. « Nous savions déjà que, quand deux segments sont égaux, les angles inscrits sont égaux; réciproquement, si les angles sont égaux, les segments le seront. » Héron avait-il énoncé déjà sur III, déf. (), le théorème de l'égalité des angles inscrits dans le même segment?
L'cxislencc du conimeulairc de Ilrroii sur iMiclicIe n'est donc, en fait, MuUcnicnl favorable à l'altrihulion au même géomètre de rOpuseule qui nous occupe. Celte attribution repose d'ailleurs sur deu\ motifs : l'un est l'inscription que portent les manuscrits^ l'autre est que l'ensemble du texte, en faisant abstraction de quelques additions et remaniements postérieurs, paraît bien correspondre, en réalité, à une époque voisine de celle de Héron.
Ce second motif peut être écarté, si l'on admet que l'auteur des Prolégomènes, auquel on doit, semble-t-il, attribuer la majeure partie des remaniements dont j'ai parlé, a copié une compilation faite dans le courant du i*"" siècle avant l'ère chrétienne ou bien effectué lui-même cette compilation sur un Ouvrage plus étendu, par exemple celui de Geminus.
Quant à l'inscription des- manuscrits, on peut l'expliquer de différentes façons. Je me bornerai à développer celle qui me paraît aujourd'hui la plus plausible.
Dans les manuscrits, l'Opuscule des Déjinilions précède toujours des extraits d'Anatolius et de Proclus, mais dans l'intervalle sont insérés : i" une Table métrologique sur le modèle de celles de Héron; 2" des extraits des Introductions de Géométrie de Héron, tirés de son grand Ouvrage de Géométrie pratique; 3° les postulats et les notions communes d'Euclide. L'ensemble de la compilation étant anonvme, le nom de Héron inscrit en regard soit du préambule de la Table métrologique, soit des extraits authentiques qui suivent, a très bien pu, du fait d'un copiste déjà ancien, passer en tête de l'ensemble.
3. Peut-on aller plus loin et former quelque conjecture sur la véritable origine de l'Opuscule des Définitions? J'ai parlé plus haut de Geminus; c'est que nous pouvons, par le commentaire de Proclus, nous faire une idée assez exacte de ce que disait Geminus sur ce sujet, de l'ordre qu'il suivait, des notions qu'il développait. Or, si l'on compare l'Opuscule en question, on y retrouve tous les caractères que l'on est amené à reconnaître comme propres au travail de Geminus : les mêmes définitions y sont recueillies; le même ordre est adopté; les idées qui paraissent le plus spéciales sont pareilles. On ne peut dénier la communauté d'origine.
— isd —
Dira-L-on que (jcniinus aurail |)ii uLiliscriiii travail aiilc'ricur de Héron, et que ce travail aurait été, par la suite, singulièrement mutilé pour être ramené à sa forjne actuelle? Ce serait le seul moven de sauver l'attribution à Héron. ÎMais une telle conjecture, bien improbable en elle-même, nepeutguère résister à un examen plus approfondi.
Si l'on se demande, en effet, à quelle époque et par qui l'Opuscule des Définitions a été amené, sinon à sa forme actuelle, due sans doute au compilateur postérieur à Proclus, au moins à celle cjue lui avait donnée l'auteur àes Prolégomènes, il faut au moins, eu égard à la Table métrologique qui suit, descendre au m'' siècle de notre ère. Dès lors, on pense naturellement à Anatolius, des écrits duquel le dernier compilateur a tiré la presque totalité de ce qu'il n'a pas copié dans Proclus, qu'il ait d'ailleurs ou non marqué l'origine de ces extraits.
Or nous avons vu (') qu'Anatolius avait lui-même compilé Geminus : quoi de plus naturel dès lors que de conjecturer que c'est lui qui est le véritable auteur des Prolégomènes (-), et qu'il en a extrait la substance de la Théorie des Mathénuiliques, utilisée de même plus tard par Proclus?
4. En résumé, comme fonds, l'Opuscule des Définilions remonte Lien au i*^'" siècle avant l'ère chrétienne, et c'est là ce qui en fait la valeur. Comme forme, il se trouve incorporé dans des Prolégomènes rédigés au plus tôt vers le iii'^ siècle de notre ère et introduits à leur tour dans y\ne compilation postérieure au v*^.
Le rédacteur des Prolégomènes (Anatolius?) a puisé, non pas dans un Ouvrage de Héron, mais bien dans celui de Geminus, en sorte que les extraits qu'il nous a conservés, relatifs aux définitions géométriques, complètent heui^eusement ceux que nous donne Proclus sur le même sujet.
Dès lors, pour restituer, autant qu'il est possible, l'histoire des
(') Voir plus liauL, pages '|2 cl suiv.
(^) Dans celte liypolhèsc, le Atovjdio: ÀaaTipÔTaToç. auriiic! sont dédies les Prolégomènes, pourrait <Hi-e idenlific avec Denys, l'évè(|iie d'Alexandrie, eonteniporain d"\na(filitis.
ISI
(Icliiiilions. il t;mL s'a[)piiyci" sur ces deux doctiinenls, Procliis et le PseiKl(i-lI( roii, en les comparant conslamnient el en les iilllisant sur le même ])uxl, puisqu'ù vrai dire ils ne l'cprésenlent (ju'un seul auteur, Geminus.
Il ressort de ce fait qu'après la période alexandrinc les questions relatives aux définitions ont été considérées comme épuisées dans l'anliquilé. Euclide est dès lors classique sans aucune restriction^ et la Géométrie élémentaire, regardée comme parfaite, reste absolunicnt statiounaire.
C'est sur celte conclusion que je m'arrèlerai, réservant pour la seconde Partie de cet Ouvrage l'examen approfondi de ce que l'on peut savoir sur l'iiisloire des définitions, soit avant, soit après luiclide.
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ADDITIONS ET CORRECTIONS
Page l'i, ligne G en remontant. — I>;i prcmo que j";ii niiso on avant |i<)niétablir les procédés de compilation de Procius est sans valeur; les recherches que j'ai faites sur les manuscrits du Traité de la Sphère m'ont en eiïet prouvé que cet extrait de Geminus est dû à (piclquc IJvzantin, et n'a été mis sous le nom de Procius que vers le xv" siècle.
Page 17, note 12. — Ajoutez., vol. M, n" 1?, iSSG, et n" l.i, 1S87. Le travail de j\l. G.-J. Allnian est terminé; il est désiral)le qu'il le réunisse eu un volume.
Page 57, note i. — En fait, les anciens ont connu, sous le nom de méteoroscope, deux instruments bien distincts : Tun, prol)ublement inventé par Ptolémce et exclusivement adapté à ia mesure des hauteurs méridiennes; l'autre, la sphère armillaire dont je parle d'après Procius {Hypotypose.n., éd. Ilalma, p. 137), et qui peut remonter à Hipparcjue.
Dans le passage auquel se rapporte cette note, les latitudes dont il est parlé sont les latitudes géographiques (les latitudes célestes des étoiles se mesurant directement sur les sphères armillaires) ; ce que j'ai voulu marquer, c'est que, dans Ptoléniée, les premières applications de la Trigonométrie suivent le Cliapitrc où il parle de son instrument des hauteurs, et qu'en cela il devait suivre la tradition.
FIN Dli L\ l'RE.MIERE l^AUTIK.
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