La géométrographie: ou L'art des constructions géometriques
Eḿile Michel Hyacinthe Lemoine
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
La géométrographie: ou L'art des constructions géometriques
Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec
ligne.
Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont
trop souvent difficilement accessibles au public.
Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains.
Consignes d'utilisation
LA
GÉOMÉTROGRAPHIE
OU
LA
GÉOMÉTROGRAPHIE
ou
Association française pour Vas^ncement des Sciences.
Congrès de Pau ; 1893.
LA
GÉOMÉTROGRAPHIE
ou
INTRODUCTION
Le mémoire que nous présentons à la i** Section peut sembler, à première vue, contenir une partie des résultats que nous avons déjà donnés en 1888 au Congrès d'Oran ; mais, dans les parties de sujet commun, il n'est ni la reproduction ni même le complément de ce mémoire ; il le corrige, et cependant le mémoire d'Oran est exact au point de vue que nous envisagions; en effet, nous venions d'avoir l'idée générale de la mesure de la simplicité dans les sciences mathématiques, raisonnements et constructions; nous y avions développé l'application à l'évaluation de la simplicité des constructions faites avec la règle et le compas, en partant des constructions séculairement classiques adoptées comme constructions fondamentales et nous avions appliqué notre méthode à l'évaluation de leur simplicité, afin que l'on puisse adopter les symboles de ces constructions pour évaluer la simplicité des solutions d'un problème quelconque. Ce but, nous l'avons rempli en ce qui concerne les solutions classiques examinées. Nous étions loin de soupçonner que ces constructions fondamentales étaient
pour ainsi dire toutes à réformer et à réduire, même les plus simples, comme celle de : mener par un point donné une parallèle à une droite donnée, de sorte quïl faut les reprendre pour donner une base réelle aux applications de notre théorie; c'est cette étude que nou^ faisons aujourd'hui en y ajoutant la notion, plus importante encore que celle de la simplicité, de Vexactitude das constructions. Dans le mémoire d'Oran, quelques-unes des constructions d*application, comme, par exemple : mener la bissectrice d'un angle dont on ne peut prolonger les côtés jusqu'au sommet, ne sont pas les plus simples, et ce sont les plus simples que j'aurais dû rechercher, mais je n'étais pas encore habitué au maniement de la méthode qui est beaucoup plus délicate à appliquer sans erreur que l'extrême simplicité de son exposition ne peut le faire pressentir ; je prenais instinctivement pour types les constructions les plus simples à exprimer comme étant les plus simples à tracer, sans avoir ei^core remarqué qu'il n'y avait aucun rapport entre cette simplicité d'expression et la simplicité réelle de l'exécution ; en dehors de ces remarques, tout ce qu'il y a de général dans le mémoire d'Oran reste exact et nous y renvoyons pour celles des gêné- ' ralités qui y sont exprimées et que nous n'aurions pas répétées ici.
É. LEMOINE. — LA GÉ6MÉTR06RAPHIE
EXPOSraON DE LA THÉORIE DE LA SIMPLICITÉ
ET DE L'EXACTITUDE
Une construction exécutée avec la règle et le compas ne comporte que les opérations élémentaires suivantes :
Mettre le bord de la règle en coïncidence avec un point .op. : (RJ.
Tracer la ligne droite op* : (Rj)*
Mettre une pointe du compas en un point déterminé . . .op. : (CJ* Mettre une pointe du compas en un point indéterminé d'une ligne. . *
op. : (CJ.
Tracer la circonférence op.: (Cs)-
(Op. : est l'abrégé dû mot opération..)
Nous ne tenons pas compte de la longueur tracée des lignes.
Si Ton trace, par exemple, un petit arc ou le cercle entier, c'est toujours Cj ; toujours Rj pour une portion queTcoàque de droite tracée.
Toute construction est donc finalement représentée par :
Op. : /^Ri + /jRj -|- m^Ci + m^C^ + ^3^3.
Nous appelons coefficient de simplicité^ ou plus brièvement SimplicUé de la constrtiction, le nombre /i + ^2 + ^1 H" w*a + ^s? ^^ coefficient d'exactitude^ ou plus brièvement Exactitude de la construction, le nombre A + w^i + ^2J parce que l'on voit facilement que, en réalité, l'exactitude dépend des opérations préparatoires /i, m^, m, et non des opérations de tracé; l^ est le nombre de droites tracées, m^ le nombre des cercles (*).
Pour abréger l'écriture, au lieu d'écrire : la circonférence qui a pour centre, et la longueur AB ou la longueur R pour rayon, nous écrirons : 0(AB)ouO(R).
Nous ferons ici une remarque importante qui s'applique toutes les fois que la notion générale de nombre intervient dans un problème de Géométrographie ; c'est que la question sort alors du domaine de la Géométrographie pure et qu'il s'y mêle de l'arithmologie, comme on le verra ' dans la suite de ce travail. Ainsi : Diviser une droite dam le rapport de deux longueurs données est un problème de Géométrographie pure, et : Diviser wne droite dans le rapport de deux nombres m e^ n donnés n'est point du tout dans le même cas ; il n'y a même pas de méthode générale purement graphique pour faire le plus simplement possible cette
(*) Nous n'avons pas été sans voir que la simplicité et l'exactitude d'une opération varient dans le même sens que l'inverse des nombres que n'ous nommons : coefficient de simplicité et coefficient d'exactitude; mais comme il n'y a aucune confusion possible et que ce ne sont que des noms, nous avons préféré des dénominations rappelant le but à atteindre à celles de coefficient de complicaUon et de coefficient d'ineieactUttde plus logiques certainement.
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division ; il faut étudier chaque cas particulier en ayant égard à la question qui a fourni ces nombres.. En pratique, on la ramène au cas des longueurs en prenant sur une règle divisée des longueurs proportion,nelles aux nombres donnés, et Ton doit faire le plus souvent ainsi, mais en sachant bien que Ton sort de la Géométrographie pure qui n'autorise l'usage que de la règle et du compas. Pour ramener la question à la Géométrographie pure, il faudrait .'porter sur une ligne m + ^ fois une longueur quelconque, etc., et cela éloignerait trop de la construction que Ton fait pratiquement. Encore, si porter m-|-nfois une longueur sur une droite de façon à marquer les divisions m et wi + n est. facile, quoique long et peu pratique, il n'est nullement commode, peut-être pas possible, d'indiquer le moyen de marquer ces divisions le plus simplement possible par une méthode générale. La question revient au problême : Etant donnée une longueur, trouver une droite m fois plus longue^ Porter la longueur m fois à la suite d'elle-même sur une droite est une solution, mais non la plus simple. En étudiant le problème, on est conduit à une, question d'arithmologie tout à fait analogue à la suivante, qui semble fort difficile : Combien faut-il effectuer de multiplications, au moins, pour calculer A*^, le nombre A étant donné ?
La question de la multiplication de la droite par un nombre aurait, du reste, à la rigueur, exigé un nouveau symbole pour représenter l'opération, qui consiste à fixer sur une ligne donnée la pointe d'un compas, lorsque Tautre pointe est fixée ; mais, à cause de la nature mixte des problèmes où l'on en ferait usage et surtout parce que l'on s'éloignerait trop de ce que l'on fait pratiquement, nous ne nous sommes pas arrêté à cette considération.
Il est un point qui mérite aussi quelques mots d'explications, lesquelles répondront à une objection que je m'étais faite à l'origine et qui doit venir à l'esprit de ceux qui examinent notre méthode. Est-il légitime de supposer identiques les opérations C^, Cj, Cj, R^, Rj, pour composer le coefficient de simplicité et le coefficient d'exactitude? Non, évidemment, s'il s'agissait dans la Géométrographie d'une mesure absolue. Mais ce ' n'est nullement le cas, et j'assimile ces opérations parce qu'elles sont élémentaires, c'est-à-dire indécomposables eu d'autres plus simples, . et que, spéculativement, elles ne sont ni plus simples ni moins simples les unes que les autres. On peut ne pas faire cette assimilation du reste,, en se contentant du symbole complet. Le mot de mesure ne peut pas être exact avec le sens habituel de ce mot qui s'applique à la comparaison d'une grandeur avec une unité de même nature; une construction n'est pas une grandeur et elle s'exécute au moyen d'opérations élémentaires irréductibles entre elles. Si j'emploie l'expression mesure, c'est que je trouve qu'elle s'applique mieux au but poursuivi que le mot général de comparaison.
La rigueur absolue conduirait, dans beaucoup de cas, à rejeter toute comparaison de simplicité relative de deux constructions. En effet, comment apprécier si la construction SC, est plus ou moins simple que SORj, puisque les unités Cs et R,, sont par essence de nature différente ; mais, en réfléchissant et aussi en pratiquant un peu la Géométrographie, on reconnaîtra que les assimilations sont admissibles dans l'ordre d'exactitude des tracés eux-mêmes; en effet, nous traçons des lignes et la ligne n'a pas de dimensions, nous plaçons des points et le point ne peut être marqué.
En somme, notre méthode donne un critérium spéculatif qui a des applications pratiques, et avant elle il n'en existait pas. Ce que nous faisons n'est pas une mesure, c'est tme comparaison. avec cinq unités distinctes : Rj, Kg, Cl, Ca, Cj, et l'on ne peut dire d'une façon absolue que la construction A est plus simple que la construction B, que lorsque les coefficients de toutes les unités sont respectivement plus petits dans A que dans B, cas très fréquent.
APPUCATIONS
L — Tracer une droite quelconque op. : (Rj).
II. — Tracer une droite par un point donné op. : (R^ + Rj
m. — Tracer une droite par deux points donnés. ... op. : (2Ri -j- R^). IV. — Tracer un cercle quelconque, .: op. : (Cg).
V. — Tracer un cercle quelconque dont le centre est donné, op. : (C^ -|- Cj). VI. — Prendre avec le compas une longueur donnée AB . .op. : (2Ci),
car c'est mettre l'une des pointes en A, l'autre en B (*). VU. — Porter sur une ligne donnée, à partir d'un point indéterminé de
cette ligne ou à partir d'un point déterminé, la longueur comprise entre,
les branches du compas :
Op. : (Ca -t- Cs) ou op. : (Cj + Cg).
(*) Il est clair que, pour mettre la première pointe en A, l'opération n'est pas la même que celle faite en maintenant cette première pointe en A, et conduisant la seconde sur B, nous les désignons cependant toutes deux par Ci ; nous ne croyons pas qu'il y ait un inconvénient à cela, parce que nous ne /aisons qu'une théorie idéale des opérations. Ainsi nous supposons, puisque nous ne nous occupons pas de la question, que toutes les lignes de la figure se coupent dans les limites de Tépure, qu'il est indifférent que ces lignes se coupent sous un angle très aigu, etc., de sorte qu'il nous parait fort suffisant de désigner par le symbole Ci l'opération générale qui consiste à mettre sur un point une des pointes du compas; nous reviendrons sur ce sujet dans le cours de ce travail. Ou reste, le lecteur qui, après réflexion, ne partagerait pas notre avis, n'aurait qu'à désigner par Ci' l'opération qui consiste à mettre en un point donné la pointe mobile du compas, l'autre étant maintenue fixe.
De même, puisque nous appelons Ri l'opération qui consiste à mettre le bord de la règle en contact avec un point, il est évident, à la façon dont elle s'exécute, que l'opération qui consiste à mettre le bord de la règle en coïncidence avec deux points donnés, n'est pas exactement deux fois l'opération Ri, et l'on pourrait aussi désigner par Ri -j- R/ l'opération qui consiste à faire passer le bord de la règle par deux points ; mais si l'on pratique un peu la Géométrographie, je crois que l'on arrivera, comme moi, à reconnaître que cette distinction serait une complication inutile.
Nous aurions pu peut-être aussi assimiler les opérations Ci et Ci et ne garder pour elles deux qu'un même symbole Ci, mais nous ne l'avons pas fait parce que si théoriquement Ri et R/ se confondent effectivement. Ci et G^ sont théoriquement différents; C^ se présente du reste be^iucoup plus rarement que les autres symboles et en général avec un très petit coefficient.
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YUI. — Porter une longueur donnée (à prendre avec le compas) sur une ligne dannée à partir d'un point indéterminé de cette ligne ou à partir^ d'un point déterminé de cette ligne :
Op. : (2Ci + C, + C) ou op. : (3C, + Q.
Remarques. — Lorsqu'on a à porter n fois une môme longueur M sur une droite à la suite Tune de Fautre de A en B, de B en C, etc., la construction doit être interprétée de deux façons et Ton choisira celle qui convient au cas où Ton se trouve.
1<* Les points de division intermédiaires ne doivent pas être marqués.
On prendra M entre les branches du compas (qui, dans la pratique, sera alors à pointes sèches), op. : (2CJ ; on portera cette longueur de A en B; on comptera : op. : (Ca + CJ ou op. : (2Ci) suivant que A sera indéterminé sur la droite ou déterminé, et' non : op. : (Ca + Cg) ou op. : (Cl -f- Cj), parce que, laissant une pointe en B, on passera en C où Ton comptera : op. : (C^) ; puis laissant une pointe en C, on passera en D en comptant : op. : (C^), etc. ; on aura enfin :
Op. : (n + 2)Ci + C^ ou op. : (n + S)C^.
Nous résumons donc en op. : (C^) les deux opérations (Cs + Ci), parce qu'elles se font ici d'un seul coup, mais ce n'est pas tout à fait Topération (Cl) telle que nous l'avons définie, l'assimilation nous paraît justifiable eu égard à la question et elle évite la création d'un symbole spécial à ce cas particulier;
^ On marque tous les points de division intermédiaires en reportant chaque fois la pointe sèche au nouveau point marqué, etc. ; il n'y a rien à dire de spécial et le symbole est :
Op. : [{n + i)Ci + Ca + nCa] ou op. : [[n + 2]Ci + nC,].
IX. — Tracer un cervle qvslconque passant par deux points A ef B,
Je décris les deux circonférences A(AC), B(AC) de même rayon quel-
AB
conque, mais kC étant plus grand que -5-; je trace C(AC)
op. : (3Ci + aCa).
X. — Placer un point C à égale distance indéterminée de deux points
donnés A et B:
Op. : (2C, + 2C,).
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XI. — Par tin point dorme B eut une droite BC, tracer une seconde droite qui fasse avec la première un angle égal à un angle donné DAE (*).
Je trace le cercle A(AE) de rayon quelconque qui coupe AD en D, AC
en E op.: (C^ + Cs);
puis le cercle B(AE) qui coupe BC enF op. : (Cj + Cj).
Je prends avec le compas la longueur DE, puis je trace le cercle F(DE).
• op. : (3C, + C),
qui coupe B(AE) en H.
Je trace BH op. : (2Bi + R^).
Symbole de l'opération totale : op. : (2Ri + ^a + SCi + SCj) ; simplicité U; exactitude 7; 1 droite, 3 cercles (**).
XII, — Connaissant les angles aet^ (dont f appelle aussi a et ^ les sommets)
d*un trianghy construire le troisième y.
Je trace une droite quelconque AB op. : (Rj).
Je trace d'un rayon quelconque. R les trois circonférences a(R), p(R), 0(R), étant un point quelconque de AB . . op. : (2Ci + Cj + 3C,) ; soit B le point où 0{R) coupe AB.
Je prends la longueur de la corde CD que a intercepte sur a(R) et je la porte en E à partir de B sur 0(R) op. : (3Ci -f- Cs).
Je prends la longueur de la corde FG que p intercepte sur p(R) et je la porte en H à partir de E (dans le sens BE) sur 0(R). op. ; (SC^ + Cg).
Je trace OH op.: (SR^ + R,),
l'angle HOA, A étant sur AB de l'autre côté de que B, est l'angle cherché.
Op. : (2Ri + 2Rj + 8Ci + ôC,); simplicité 18; exactitude 10; 2 droites, 6 cercles (♦**).
(*) Nous supposons toujours, dans nos construcUons types, que la feuille sur laquelle on les exécute ne contient que les données.
Ces données sont à part et l'on n'exécute pas la construction sur l'une d'elles, sauf quand cela résulte de la question. Ainsi, si je veux construire une quatrième proportionnelle à trois lignes données, je suppose que les trois longueurs sont à part sur la feuille et qu'on ne fait pas la construction sur l'une d'elles. Si, au contraire, on cherche le centre de. gravité d'un triangle donné, il est clair que l'on opère sur le triangle, et il en est ainsi le plus souvent quand on applique notre théorie à un problème déterminé ; les constructions types employées se simplifient alors en raison des opérations qui se trouvent faites, que l'on n'a pas à compter par conséquent.
(**) Quand nous n'expliquons pas les constructions, ce sont les constructions classiques données de tout temps dans les géométries; nous les avons prises alors dans le Traité de Géométrie de MM. Roughé et DB CoMBEROussB, 6* édition.
(***) Je ferai remarquer ici que dans mon mémoire du Congrès d'Oran, 4888> p. 82, j'avais maladroitement dirigé cette construction à laquelle j'attribuais le symbole
op. : (4Ri + 3R3 + lOCi + 6C3) ;
en effet, j'avais tracé inutilement la droite que j'appelle ici OE et j'avais tracé en deux fois les circonférences qui me donnaient l'angle BOB = « puis l'angle EOH = p, c'est-à-dire que j'avais fait inutilement: op. : (2Ri 4-^2+ 2C1). Une remarque analogue s'applique à plusieurs constructions de ce même mémoire d'Oran et il n'est point étonnant qu'il en soit ainsi, car si la théorie de la simplioité était faite, je ne savais pas encore l'appliquer. C'est pour cela, ainsi que je le dis dans l'introduction, que je donne de nouveau les symboles des opérations fondamentales en les
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Xin. — Construire un triangle connaissant un côté a et les deux angles
xoy, xVy' adjacents au côté a.
Je trace une droite BG et sur cette droite, à partir d'un point quelconque B, je prends BC =: a op. : (Rj + 2Ci + Cj + Cg).
Je trace ;o(BC) o'(BC) C(BC) . ......... op. : (3Q + 3C,):
Sur o(BC) je prends la corde ocy interceptée par l'angle xoy et je la transporte à* partir de C en C sur B(BC) qui a été tracée pour avoir G; je prends de même sur o'(BC) la corde x'y' et je la porte à partir de B en B' sur C(BC) op. : {6C, + âC,).
Je joins GB', BG' op. : (4Ri + 2R,),
qui se coupent en A.
ABG est le triangle cherché.
En tout : op. : (4Ri ■}- 3Rj + HG^ + Gj + 6G3) ; simplicité 25 ; exactitude 16 ; 3 droites, 6 cercles.
il est clair que si Ton fait la construction soit sur le côté donné, soit en prenant Tun des angles donnés comme angle du triangle cherché, le symbole de la copstruction sera plus simple.
Dans le premier cas, on n'aura pas besoin de prendre la longueur a, ni de tracer une droite, ni de reporter a sur cette droite, et les cercles tracés de 0, o\ G comme centres, le seront avec un rayon quelconque R, mais il faudra tracer en plus B(R); le symbole sera donc :
Op.: (4Ri + 2R, + 10G, + 6G8),
et, dans le second cas :
Op. : (2R, + R, + 8G, + 4G3).
XIV. — Construire un triangle ABG, connaissant le côté AB = c,
le côté AG = b et V angle BAG = xoy.
Je trace une droite quelconque op. : (Rj).
A partir d'un point A quelconque sur celte droite, je prends AG = & op. : (2Gi + G^ + G,).
simplifiant s'il y a lieu, et aussi parce que, étant loin de me douter alors que, à peu près toutes les constructions fondamentales données depuis Euclide dans les Géométries élémentaires étaient trop compliquées; quelquefois un peu, quelquefois de moitié; cette répétition apparente me permet de donner des constructions plus simples qui doivent devenir logiquement les constructions classiques. Il est étonnant que des questions didactiques aussi simples, placées au commencement de la Géométrie, soient insuflQsamment étudiées après tant de générations; aussi lorsque le hasard me conduisit à faire cette remarque, je fus très surpris, mais je me l'expliquai, parce que les géomètres, n'ayant pas de critérium à ce sujet, ne se sont occupés que de la simplicité de l'expression, de la liaison évidente d'un théorème avec une construction qu'ils indiquaient sans qu'ils aient systématiquement porté leur attention sur la partie pratique de l'exécution, et sur les conditions raisonnées de sa simplicité.
Par exemple, dans un énoncé: joindre les pôles* de deux droites, est aussi rapide à dire et forme une phrase aussi simple que : joindre un point donné au sommet d'un angle, et, le compas à la main, c'est fort différent, puisqu'il faut d'abord construire les pôles, etc.
Je trace o(AC) op. : (d + C,).
Je prends xy et je trace C{œy) qui coupe A(AC) en B'. . op. : (3C4 + C,) ; je trace AB' op. : (âR^ -f R,).
Je prends la longueur c que je porte en AB sur AB'. . op. : (SQ + C^) ; je trace CB op. : (âRj + R,).
Symbole : op. : (4R, + SR^ + 9^ + C, + 40,); simplicité 21; exactitude 14; 3 droites, 4 cercles.
XV. — Construire un triangle connaissant deux côtés d^. et h et l'angle B
* opposé à Vun d'eux.
On trouve pour les deux solutions, quand la solution est possible : Op. : (6R1 + 4Ra + 9Ci + C, + 40,) ; simplicité 24 ; exactitude 16 ; 4 droites, 4 cercles.
XVI. — Construire un triangle connaissant les trois côtés
On trouve : op. : (4fii + SR^ + SC^ + C, + 3C3) ; simplicité 19 ; exactitude 12; 3 droites et 3 cercles.
XVn. — Par un point A pris hors aune droite BC, mener une parallèle
à cette droite.
La méthode classique donne :
Op. : (2Ri + R, + 5Ci + 3Cj); simplicité 11; exactitude 7; 1 droite, 3 cercles (*).
Mais en voici deux qui donnent des résultats plus simples et qui m'ont été indiquées par M. Tarry (Gaston) :
1° Par A je fais passer un cercle coupant BC en B et en C
op. : (G, +Cs).
Je prends BA et je trace le cercle C(BA) qui coupe le premier cercle en D et je joins AD ........ . op. : (2Ri + Rî + 3Ci + 3C3).
Symbole : op. : (2Ri -f Rj + 40^ +203) ; simplicité 9 ; exactitude 6 ; 1 droite, 2 cercles.
2® Je construis un losange ABCD :
Op. : (2Ri + 2R, + 3Ci + SC,) ; simplicité 9 ; exactitude 5 ; 1 droite, 3 cercles.
(*) Je profite de Toccasion pour faire une remarque ne se rapportant d'ailleurs pas directement
à notre sujet. On sait que la construction s' opère ainsi : on décrit un cercle C(CB), un cercle B(CB)
un cercle B(AC) qui coupe C(CB) en deux points D et I/; CD est parallèle à AB. J'ai cherché le
lieu de D' quand le rayon varie. On trouve immédiatement qu'il a pour équation : ^ = . C étant
. eu
sm —
le pôle, CD l'axe polaire, { la diâlance de C à AB*
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Remarque. — Ces simplifications sont importantes à cause de la fréquence de cette construction dans les épures.
3<* Cas m la droite BC, non tracée, est donnée par deux points B et C.
Je prends BC, je trace A(BC) op. : (3Ci + C3).
Je prends AB, je trace C(AB) , op. : (3Ci + Cj).
Ces deux cercles se coupent en D, je trace AD ... op. : (2Ri -f- R,).
Symbole : op. : (2Ri -j- R^ + 6C1 + 2C3) ; simplicité 11; exactitude 8; 1 droite, 2 cercles.
XVni. — Tracer une perpendiculaire en son, milieu à une droite limitée par deux points, ou placer le milieu d*une longueur donnée.
Symbole : op. : (2Ri + R^ + 2Ci + 2Cj) ; simplicité 7 ; exactitude 4; 1 droite, 2 cercles.
XVni^**. — Placer le point symétrique A' d'un point A par rapport à une
droite donnée BC.
De deux points quelconques B, C, de BC, je décris les cercles B(BA) C(CA) qui se coupent en A' :
Op. : (2Ci + 2C, + 2C8) ; simplicité 6 ; exactitude 4 ; 2 cercles.
On peut aussi décrire A(R) qui coupe BC en B et en C ; décrire B(AB), C(AB) qui se coupent en A' :
Op. : (3Ci + 3C,) ; simplicité 6 ; exactitude 3; 3 cercles.
Si la droite BC non tracée était donnée par deux points B et C, le symbole serait :
Op. : (4Ci + 2C8).
XIX. — Décrire un cercle sur une droite donnée AB comme diamètre.
On prend le milieu de AB. . . . op* : (2Ri + R, + 2Ci + ZC,). On prend la longueur OA, puis on décrit 0(0 A). • op. : (2Ci 4" C,). Symbole : op. t (2Ri -f Rj -f 4Ci + ^C,) ; simplicité 10 ; exactitude 6; 1 droite, 3 cercles.
XX. — Tracer par un point C une perpendiculaire à une droite AB. 1'' Le point C est hors de la droite.
Méthode classique^
a) Symbole : op. : (2Ri + R, + 3Ci 4" SCj); simplicité 9; exactitude S; 1 droite, 3 cercles.
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Autre méthode,
b) B étant un point quelconque de AB je décris B(BC) qui coupe AB en A op. : (C, + Ct -fC,).
Je prends AC et je décris A(AC) qui coupe B(BC) en C, je trace CC'\ . op. : (2R, + R, + 2C, + C,).
Symbole total : op. : (2Ri + R, + 3Ci + C^ + 2C,) ; simplicité 9 ; exactitude 6 ; 1 droite, 2 cercles.
2*» Le point C est sur AB.
Méthode tlassiqm.
a) Môme symbole et mêmes opérations élémentaires que si C est hors de la droite ; la méthode suivante est un peu plus simple.
b) Je place une pointe en un point arbitraire quelconque hors de AB ; je place l'autre pointe en C et je décris la circonférence 0(0C) qui
coupe aussi AB en A ; je trace AO qui coupe 0(0C) en C
' . . . op; : (2R, + R, + C, + Ca).
Je trace ce op. :(2Ri+Ra).
Symbole : op. : (4R, + ^^2 + Ci -j- C3); simplicité 8; exactitude 5 ; 2 droites, 1 cercle.
Remarque. — Cette méthode b que Ton donne classiquement pour le cas où la droite AB ne peut être prolongée au delà de A est plus simple que la méthode a générale classique, donnée lorsque C est quelconque sur AB ; b doit donc être toujours employée et il n'y a pas à séparer le cas où C tombe en A, A étant l'extrémité de AB lorsque fcette position est imposée par les dimensions de l'épure.
Si l'on veut élever une perpendiculaire quelconque à AB, on a alors :
Symbole : op. : (4Ri -f- 2Rj -|~ C^); simplicité 7; exactitude 4; 2 droites, 1 cercle.
On peut aussi, par A et B, points quelconques de AB, tracer deux cercles quelconques; ils se coupent suivant une perpendiculaire k AB.
Op. : (2Ri + R, + 2Ca + 20^) ; simplicité 7 ; exactitude 4 ; 1 droite» 2 cercles.
Si l'on veut élever une perpendiculaire quelconque à une droite (non tracée) donnée par deux points A et B, on décrit A (R), B (R') ; R et R' étant quelconques, l'intersection de ces deux cercles résout la question*
Op. : (2Ri + ï^a + 2Ci H-aCj); simplicité 7; exactitude 4; i droite, 2 cercles.
Abaisser d'un point C extérieur à une droite (non tracée) donnée par deux points A et B, une perpendiculaire sur sa direction.
On mène A(AC), B{BC) l'intersection de ces deux cercles est la perpendiculaire cherchée.
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Op. : (2Ri + Ra 4- 4Ci + SCj) ; simplicité 9 ; exactitude 6 ; 1 droite,
2 cercles.
Remarque I. — Si Ton veut mener la perpendiculaire eh A à une droite AB non tracée et donnée par deux points A etB, H faut faire ainsi :
Tracer B(R), A(R) d'un même rayon R quelconque se coupant en C, puis C(R) passant en A et B, tracer BC qui coupe C(R) en C et tracer AC.
Op. : (4R, + 2R, -f 3C, + 3C^) ; simplicité 12 ; exactitude 7 ; 2 droites,
3 cercles.
Il est assez curieux de remarquer que lorsque la droite est donnée par deux points A et B, il est plus simple de lui mener une perpendiculaire par un point quelconque que par Tun des points donnés. ,
Remarque IL — Lorsque, dans une construction, on aura à élever des perpendiculaires en n points A, B, C, D... donnés de droites données L, M, N, P. . . il y a avantage, si n > S, à opérer ainsi :
Je mène une première perpendiculaire en A à M par une opération dont la simplicité est 8 (voir XX, 2*^ b).
Je décris de tous les points donnés comme centres des circonférences de même rayon ; simplicité : 2n.
Je prends sur la circonférence tracée en A la corde du quadrant ; simplicité : 2.
Je la reporte sur toutes les autres circonférences et, par leur moyen, je trace les perpendiculaires; simplicité : S (n — 1).
Donc elles seront tracées pax une opération de simplicité : S -f- 7n, au lieu de 8w que donnerait la construction générale. Il y aura donc avantage à la prendre si :
5 + 7n<8w ou 5<w.
• XXI. — Décrire une circonférence passant par trois points donnés.
Op. : (4Ri -f 2R, + SC, + iC,) ; simplicité 15; exactitude 9; 2 droites,
4 cercles.
XXII. — Diviser un angle donné en deux parties égales
Op. : (2Ri -|- R» + 3Ci 4" SCs) ; simplicité 9 ; exactitude 5 ; 4 droites, 3 cercles.
Si Tangle donné BAC est déterminé par son sommet A et par deux points B et C appartenant chacun à l'un des côtés de l'angle à diviser, le symbole de la construction se trouverait augmenté du tracé des deux droites AB, AC ; mais on peut économiser quelque chose et n'en tracer qu'une en opérant comme il suit :
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Je trace AB op. : (ZR^ + R,).
Je décris A(AC) qui coupe AB en C dans le sens AB. . op. : (2Ci + C3).
Puis je décris C(AC), C'(AC) qui se coupent en D, et je trace AD. . . op. : (2R, + R, + 2Ci + 2C,).
AD est la bissectrice de Fangle BAC.
En tout : op. : (4Ri + SR^ + 40^ + SCj) ; simplicité 13; exactitude 8; 2 droites, 3 cercles.
XXIII. — Diviser vn arc donné en deux parties égales
Op. : (2Ri + R, + 2Ci + 2C3) ; simplicité 7 ; exactitude 4 ; 1 droite.
2 cercles.
Quand nous donnons un cercle ou un arc de cercle, nous supposons toujours, comme dans cette construction, que le centre en est placé, s'il ne Tétait pas on le placerait par la construction dont le symbole est ... .
op. :(4R,.+ 2R, + 3C, + 3C,)
sur la réalisation de laquelle il n'y a pas besoin d'insister.
XXIV. — Tracer la bissectrice de l'angle formé par deux droites AB, CD, qu'on ne peut pas prolonger jusqu'à leur point d'intersection X (*).
D'un point A quelconque de AB, je trace (R étant quelconque) A(R). qui coupe CD en C et AB en B ; je trace C(R) qui coupe CD en D
op. : (C, + C, + 2C3).
B et D étant tous deux du même côté de AC.
Je trace B(R) qui coupe CÇR) en J, D(R) qui coupe A(R) en I
. op.: (2C, + 2C8).
Je trace AJ, CI , . . . . op. : (4Ri + 2R,).
Ces deux droites se coupent en M, point de la bissectrice cherchée. Je trace un cercle quelconque M(R') qui coupe AB en H, CD en G. . .
.op. : (C.' + C,).
G et H étant les points d'intersection tels que GX = HX.
Je prends un point quelconque W à égale distance de G et de H ; je t race MM' ôp. : (2Ri + R^ + 2C, + 2C3).
Op. : 6R1 + 3Rj + 6C1 + Cj + TC,) ; simplicité 23; exactitude 13;
3 droites, 7 cercles.
Il y a un grand nombre de solutions simples du même problème qui peuvent être utiles; mais je ne donne que celle-ci, qui est la plus simple que j'aie trouvée, afin de ne pas développer outre mesure notre mémoire. Cette observation s'applique à beaucoup d'autres problèmes traités ici.
(*) J'ai donné dans le mémoire d'Oian déjà cité, une solution de ce problème beaucoup phis compliquée graphiquement; }e n'avais pas encore Tesprit exercé à chercher les simplifications graphiques pour elles-mêmes, ainsi que je l'ai déjà dit.
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M est soit le centre du cercle inscrit au triangle ACX, soit celui du cercle ex-inscrit au même triangle tangent au côté AC, suivant que D et B sont d'un côté ou d'un autre de AC (qu'il ne faut pas tracer). J'aurais pu continuer la construction en cherchant le centre p. de celui des deux cercles tangents qui n'est pas M; mais la construction eût été un peu plus «compliquée, ainsi qu'il est facile de le voir.
XXV, — Tracer par un point A pris sur une circonférence de centre
une tangente à la circonférence.
La solution classique est un peu trop compliquée, elle donne :
Op. : (6Ri + 3Ra + Cl + Cs); simplicité H ; exactitude 7; 3 droites, 1 cercle.
En voici une préférable :
Je trace A(ÀO) qui coupe 0(0A) en B, je trace B(BA) qui coupe A(AO) en C, je trace C(CA) qui coupe B(BA) en D, je trace AD.
Op. : (2Ri + R, + ,4Ct + SC,); simplicité 10; exactitude 6; 1 droite, 3 cercles.
XXVI. — Tracer d'un point extérieur A les deux tangentes à un cercle
donné de centre (*).
1** Je trace un diamètre quelconque COD op. : (R^ -h R») .
Je prends OA et jedécris C(OA), D(OA) se coupant en E, op. : (4Ci + tC^).
Je prends EO et je décris A(EO) qui coupe la circonférence donnée en G et en H op. : (3C, + Cj).
Je trace AG, AH , op. : (4Ri + 2ft,l.
Op. : (5Ri + 3Rj + IC, + 3Cs); simplicité 18; exactitude 12; 3 droites, 3 cercles.
2® Je trace la sécante quelconque ABC (B entre A et C) ; je trace C(eA) op. : (Ri + R, + 2Ci + C3).
Sur BC je prends BD =: CA, D étant de l'autre côté de B que C; je trace D(CA) qui coupe C(CA) en K op. : (2Ci + 2C5).
Il est facile de voir que AK est la moyenne proportionnelle entre AB et AC. Je décris A(AK) qui coupe la circonférence donnée en I et F; je
trace AI, AI' . op. : (4Ri + 2R, + 2Ci + C^)
qui sont les tangentes cherchées.
Op. : (5Ri + 3R, + 6Ci + 4C3) ; simplicité 18 ; exactitude 11 ; 3 droites, 4 cercles.
(*) La solution classique qui consiste à décrire une circonférence sur OA comme diamètre, etc., donne le symbole : op. : (8Ri + 4R2 + ^Q + 3C3). Dans mon mémoire d'Oran, j'avais mis : op. : (6R| HhSRj-h 4Ci + 3C3}. Seulement, J'avais oublié de compter là .droite A qu'il faut ttacer. Les deujc sôltitiofis que Je donne ici sont un peu plus simples que cette solution classique.
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XXVII. — Inscrire un cercle dans un triangle donne ABC
Qu'il s'agisse d'un cercle inscrit ou d'un cercle ex-inscrit^ la méthode classique par les bissectrices des angles du triangle conduit au symbole :
Op. : (6Ri + 3Rj-f HCi -f lOCg); simplicité 30; exactitude 17; 3 droites, 10 cercles.
Si l'on voulait tracer les trois autres cercles tangents, on aurait en plus à ajouter : op. : (12Ri -j- OR» -|- lOCj -f ISCg). En tout, par conséquent :
Op. : (18R, + 9R, -f- 270^ + 23C3); simplicité 77 ; exactitude 48 ; 18 droites, 23 cercles*
Voici une solution plus simple, mais qui ne se présenterait certes point à l'esprit si l'on ne dirigeait point l'attention vers la recherche
systématique de la simplicité de la 1 "^n^ -A- ~::5k:
construction (fig. f).
J'appelle P, Q, R les points de contact du cercle inscrit sur BC, CA, AB et le centre de ce cercle.
Sur BA, dans le sens BA, je prends AD==: AC; sur BA, dans le sens BA, je prends BE = BC op. : (4Ci + 2Cs).
Je décris A(DE) qui coupe AB en R' (R' est dans le sens AB), et AC en Q' (Q' est dans le sens AC) .op. : (SC^ + C3);
il est évident que AR == AQ ^ et que, par suite, R et Q sont
les milieux de AR' et de AQ'; est donc le centre du cercle circonscrit au triangle AQ'R'.
Je trace R'(DE) qui coupe- A(DE) en deux points; en joignant ces points, j'ai un lieu de pp. : (2Ri + ^2 + ^1 + Cg) .
Je trace Q'(DE) qui coupe A(DE) en deux points; en joignant ces points, j'ai un autre lieu de 0. . . op. : (2Ri + Rj + ^i + Cj).
Je décris 0(0R) qui est le cercle cherché op. : (2Ci -f- Cj).
Op. : (4Ri + 2Ra + IIC^ -f OC,); simplicité 23; exactitude 15; 2 droites, 6 cercles.
En appliquant la transformation continue (voir A, F., Congrès de Marseille, 1891), on arrive immédiatement à la construction qu'il faudrait faire pour traoer un oerols e^nsorit $ elle a le même symbole que celle du tracé du cercle ex-inscrit.
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Si ron veut tracer les quatre cercles tangents, il vaut mieux commencer par les trois cercles ex-inscrits et finir par le cercle inscrit en joignant AO^,BOj„ etc.
On a :
Op. : (18Ri + 9R, + 26Ci + 13C8); simplicité 66; exactitude 44; 9 droites, 13 cercles.
XXYIII. — Construire sur une droite donnée AB un segment capable
d'un angle donné EGD,
La méthode classique, comfffite sans lignes inutiles^ donne : Op. : (6Ri + 3R, + 100^ + TC,) ; simplicité 26 ; exactitude 16 ;
3 droites, 7 cercles.
Voici une construction plus simple (fig. 2) :
Je trace A(AB), B(AB) qui se coupent en P et en Q ... op. : (3Ci + 20,).
Je trace C(AB) qui coupe CD en D, CE en E; je prends F sur C(AB) tel que arc EF = arc ED . . . .
... op. : (SCi+âCa).
Je prends D sur A(AB)tel que arc BPD = arc DEF; je trace BD, PQ se coupant en 0; je trace 0(0A)
op.: (4R, + 2R, + se, + 2C3,
et Ton a le segment cherché :
Op. : (4R, + 2R, + llC, + ôCs) ; simplicité 23 ; exactitude 15 ; 2 droites, 6 cercles.
XXIX. — Construire les tangentes communes à deux circonférences
données et 0'.
PREMIÈRE MÉTHODE
Premier cas. — lies deux circonférences sont extérieures (*), il y a quatre tangentes communes; soit la plus grande des deux circonférences.
(*) Pour éviter les erreurs et faciliter la formation du symbole d'une opération, j'écris ordinairement, de la façon dont je le fais dans cette première méthode, les symboles des opérations composantes.
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Je trace 00'
00' coupe la circonférence en A et la circonférence 0' en A', A et A' étant entre les points et 0'. Je prends A'O' que je porte de part et d'autre de A en B' et B", B' étant porté vers le sens AO
Je trace O(OB'), 0(0B")
Je prends le milieu w de 00'
Je décris ^((oO) qui coupe O(OB') en I et J et 0(0B") en II et Ji
01 et OJ coupent 0(0A) en I' et J'. . . .
OIj et OJi coupent 0(0A) en I'^ et J'^ ....
Je trace les perpendiculaires à 01' et à 0I{ menées respectivement par F et par l\ ; elles coupent 00' en V et Vj
Je trace VJ', V/
Rt
Op. : (24Ri + 12R, + 13Ci + SCj) ; simplicité 37; exactitude 37; 12 droites, 8 cercles.
Si l'on n'a à tracer que les deux tangentes communes extérieures ou les deux intérieures, on. aura seulement :
Op. : (12Ri + 6Ra + 100^ + 6C,) ; simplicité 34 ; exactitude 22;
6 droites, 6 cercles.
Deuxième cas. — Les circonférences se coupent ; il n'y a que les deux tangentes extérieures.
On trouve :
Op. : (14Ri + 7R, + lOCi + 6C3); simplicité 37; exactitude 24;
7 droites, 6 cercles.
Troisième cas, — Les circonferences.se touchent extérieurement.
On trouve :
Op. : (I6R1 + 8Ra + 12Ci 4- 8C3) ; simplicité 44 ; exactitude 28 5
8 droites, 8 cercles.
Remarquons qu'il faut placer B" en même temps que l'on place B' parce que B' et B" serviront alors pour mener la perpendiculaire en A et OA qui est une des tangentes.
Quatrième cas. — Les circonférences se touchent intérieurement.
On trace 00' et l'on mène en A la perpendiculaire à OA :
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Op. : (6Ri + 3Ra + C^ -f CJ; simplicité 11 ; exactitude 7 ; 3 droites, 1 cercle.
DEUXIÈME MÉTHODE
Premier cas. — Les deux circonférences sont extérieures Tune à l'autre
(flg. S).
FiG. 3.
Je trace 00' op. : (2Ri + R^).
Aux notations de la première méthode, j'ajoute celles-ci : J'appelle A^ et A^ les seconds points d'intersection de 00' avec les deux circonférences et 0'.
Je prends sur le cercle les points a et a^ tels que AO = Aa m A^a^ .
op. : (2C, + C3).
a et a^ sont placés de part et d'autre de 00'; je prends sur le cercle 0' un point oJ du même côté de 00' que a et tel que A'jO' = A^a'; je trace aa' qui coupe 00' en V et a^a' qui coupe 00' en V^
op::(4R, + 2R, + 2C,4-C3).
Il me suffit maintenant de mener de V et de V^ les tangentes soit à 0, soit à 0' au moyen de Tune des deux solutions indiquées par la construction XXVI, et de remarquer qu'il faut en diminuer les symboles de op. : (Ri -f- Rj), puisque nous pouvons nous servir dans la première, comme diamètre quelconque du diamètre 00' déjà tracé, et dans la seconde également de 00' comme de la sécante quelconque qu'il faut mener ; en adoptant la première construction, on a :
Op. : (14Ri + 7R2 + 18Ci + 8C3); simplicité 48; exactitude 32; 7 droites, 8 cercles.
En adoptant la seconde :
Op. : (14Ri + 7Ra + I6C1 + lOCs) ; simplicité 48 ; exactitude 30 ; 7 droites, 10 cercles.
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Si Ton n*a à tracer que deux tangentes communes, soit extérieures, soit intérieures, on aura seulement :
Op. : (8Ri + 4R, + HCi + SCg) ; simplicité 28; exactitude 19; 4 droites, 5 cercles.
Deuxième cas. — Les circonférences se coupent.
En employant la première construction du n*» XXVI, on trouve :
Op. : (8Ri + 4R, + llCi + SC8); simplicité 28; exactitude 19; 4 droites, 5 cercles.
En employant la deuxième construction, on trouve :
Op. : (8Ri + 4R, + lOCj + eCj) ; simplicité 28 ; exactitude 18 ; 4 droites, 6 cercles.
Troisième cas. — Les circonférences se touchent extérieurement.
En employait la première construction :
Op. : (14Ri + 7R, + 13Ci + IC,) ; simplicité 41 ; exactitude 27 ; 7 droites, 7 cercles.
En employant la deuxième construction :
Op. : (14Ri + 7R, + 12Ci + 8C3) ; simplicité 41; exactitude 26; 7 droites, 8 cercles.
Quatrième cas. — Les deux circonférences se touchent intérieurement ; comme dans la première méthode.
XXX. — Construire une droite CD qui soit n fois une longueur donnée AB^: l^ sans marquer les divisions intermédiaires; 2° en marquant les divisions.
En se reportant à VIII, on trouve :
1^ Op.: [R, + (^ + 2)C, + Cj.
2« Op. : [R, + (n + 1)C, + C, + nC,].
Pour certaines valeurs de n, on peut avoir des constructions particulières plus simples.
XXXI. — Construire une droite CD qui soit la n™® partie d'une droite
donnée AR.
Je trace deux droites quelconques OH, OL op. : (2R2).
Je porte AR en OH op.: (3Ci + C,,).
Sur OL je prends la longueur OL égaleà n fois une ouverture de compas
quelconque et j'en marque les deux dernières divisions K et L . . . .
. . . . op. : (2Ci -f nCj).
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Par K je mène une parallèle à LH (sans tracer LH)
op.: (2R; + R, + 6Ci + 2C8)
qui coupe OH en G; GH est la longueur cherchée.
Op. : [m, + 3R, + lie, + {n + 3)63].
Simplicité 19+**> exactitude w + 10 (les C3 de OL comptent évidemment ici, sauf Tavant-dernier, pour estimer Texactitude) ; 3 droites, (n -|- 3) cercles.
Remarque. — Pour certaines valeurs de n: 2,3, 4, 2'', etc., 'par exemple, on peut trouver des constructions particulières plus simples.
XXXn. — Diviser une droite AR en p parties proportionnelles à des
droites données n,, n^, . . . n .
Je mène par R une droite RX op. : (R, + Rj) ;
Je prends sur RX, RN, r= n,; N^N, — n^, ... N ^^N = n . . .
op.: [/>(3C, + G,)].
Je trace AN^ op.: (2Ri + Ra).
En chacun des points N , N , ... N^, je fais avec N R des angles
égauxà RN/, op.: [2(p-l)R, + (p-l)R, + (2;> + l)Ct + (2/>-l)C3].
Op. : [(2p + 1)R, + {p + 1)R, + (Sp + 1)C, + {Sp - 1)C3]; simplicité Up -\-^; exactitude 7p + 2; {p + l) droites, {3p — 1) cercles.
RexMarque. — Si les parties n^, n^, ... n étaient trop petites ou trop grandes pour être employées directement, on les rendrait toutes X fois plus grandes ou X fois plus petites, ce que nous savons faire par les opérations XXX ou XXXI, et Ton calculerait facilement le symbole, lequel serait alors plus compliqué.
Si plusieurs des parties n^, n^, ... n^ sont égales sans qu'elles le soient toutes, et que Ton ait plusieurs compas (*), le symbole général se simplifie.
(*) Nous supposons toujours, si l'on ne prévient du contraire, que l'on ne se sert que d'un seul compas ; mais il y a des opérations où il est avantageux d'en avoir plusieurs ; cela arrive si, ayant pris avec le compas une certaine longueur, on a encore besoin de cette même longueur dans la suite de la construction après avoir été obligé de déranger l'ouverture du compas pour prendre une autre longueur ; chaque fois que l'on n'est pas obligé de faire ce changement d'ouverture, on gagne : op. : (2C1). Remarquons encore que si la construction se déduit du raisonnement géométrique, l'ordre des constructions n*a pas besoin de suivre l'ordre de ce raisonnement. Ainsi, si le raisonnement montre à diverses parties de son développement, que l'on a à construire plusieurs cercles de môme rayon dont les centres sont déjà fixés lorsque Ton construit le premier, il faudra évidemment les décrire tous pendant que l'on a ce rayon dans l'ouverture du compas, etc. ; aussi est-il nécessaire, pour toute construction faite avec soin, de l'étudier à l'avance dans son ensemble, d'en faire l'étude par une sorte de croquis raisonné pour arriver le plus simplement possible au résultat cherché ; il y a un art véritable des constructions géométriques dont on ne s'est jamais systématiquement préoccupé ; le géomètre, comme je l'ai déjà fait remarquer, dit aussi simplement : a Je prends la polaire de A par rapport au cercle » qu'il dit : « Je joins les deux points A et B » et la chose exécutée est bien différente. Le géomètre cherche la simplicité delà phrase, de la déduction, de l'idée ; si l'énoncé de la construction qu'il indique est simple, il dit : c La construction est simple » ; c'est de cette simplicité dont on s'est exclusivement occupé jusqu'ici. Uart de la construction géométrique ou Géométrographie se place à un tout autre point de vue.
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XXXm. — Construire la quatrième proportionnelle X à trois droites
N . P données M, N, P ; X = — ^ 7
ou : Diviser une longueur P proportionnellement à deux longueurs données
M et N.
Voici la construction classique :
a) Je trace deux droites qui se coupent en A op.: (2Ra).
Sur un des côtés et dans le même sens, je prends AB = M; AD = N; puis sur l'autre côté AC = P : op.: (OCi + SCj).
Puis, par D une parallèle à BC, je mène cette parallèle (sans tracer BC) par l'opération op.: (2Ri + Rj -f 6C1 + ^Cj).
J'ai ainsi :
Op. : (2Ri + 3R2 + 15Ci + SCj); simplicité 2S; exactitude 17;
3 droites, 5 cercles.
Remarquons même que si j'avais tiré BC, comme l'indiquent toutes les constructions classiques, j'aurais eu le symbole un peu plus compliqué (quoique en employant la méthode simplifiée, voir XVII, pour mener par un point D une parallèle à une droite BC) suivant :
Op. : (4Ri + 4Rj + 130^ + SC^); simplicité 26; exactitude 17;
4 droites, 5 cercles.
Mais il y a d* autres constructions quHlfaut employer de préférence parce qu* elles sont plus simples.
h) Je trace (fig. 4) une droite quelconque. ....
....... op. : (Rj).
Je prends sur cette droite RA:zzN;RB = P . . . . . .op.:(SCi + Cj + 2C8).
Je construis un cercle passant par les points A et B; je construis R(M) qui coupe en G le cercle passant par A et B op.: (6C, + 4C,).
Je trace la aroile liCD (D sur le cercle passant par A et B)
op.: (2R, + R,).
Op.: l2tii + 2Kj + llCi + C, + 6C3); simplicité 22; exactitude 14; 2 droites, 6 cercles.
c) Je trace (fig. 5) une circonférence d'un rayon plus grand que la moitié de la plus grande des trois lignes M, N, P op.: (Cj).
Je prends à partir d'un point quelconque R de celle circonférence des
ÀR
cordés RA, RB, RC égales respectivement à N, P,-M, op. : (8Ci+ Cj+SCa). A et B étant de part et d'autre de R, je trace AB . op. : (2Ri + ^a)-
Je prends sur la circonférence passant "-/- -. par A, B, C AE = BC, E et C étant du
même côté de AB. . .op. : (3Ci -|- Cg).
\ Je trace RE qui coupe AB en H . , .
AY^.....lil r--,VB . . . op. : (2Ri + R^).
in/ ^ l
! / I RH est X, car les deux triangles ARH,
\/. > ' CRB sont semblables, etc.
'"^^ 'T Op. : (4R, + 2R, + IIC, + C, + SCa);
pj^j g simplicité 23; exactitude 16; 2 droites,
S cercles.
Les constructions que nous indiquons dans tout ce travail sont générales^ à moins que nous n'avertissions du contraire, c'est-à-dire qu'elles peuvent toujours s'appliquer avec n'importe quelles données, et cela est indispensable pour l'étude générale de la simplicité d'une question donnée, puisque ce sont des constructions fondamentales d'où l'on part pour établir le symbole d'uùe construction à effectuer. Ainsi, par les constructions
N . P a, 6, c, quels que soient M, N, P, la quatrième proportionnelle — j^ peut
se construire. Il y a quelquefois des constructions plus simples que celles que nous venons de donner, mais alors elles ne sont pas générales; par
exemple, pour tracer la quatrième proportionnelle ' > on peut opérer
ainsi lorsque N ei P sont plus petits que 2M (voir Journal de Vuibert, 1881-82, p. 58).
d) Je trace d'un point quelconque le cercle 0(M) ; d'un point quelconque R du cercle, je trace R(N) qui coupe 0(M) en A
op.: (4C, + C, + 2C3).
Je trace A(P) qui coupe 0(M) en B (R, A, B étant dans le même sens); je trace B(P) qui coupe R(N) en A et en A'.
A A' est la quatrième proportionnelle cherchée. . .op.: (SC^ -|- ?C1,).
Op.: (8Ci 4" ^2 + ^Cs); simplicité 13; exactitude 9; 4 cercles.
Il yen a beaucoup d'autres du même genre (voir, par exemple, Journal de Vuibert, 1881-82 p. 89). Cette dernière est aussi indiquée dans Mathesis, 1892, p. 138, mais sans que l'on y ait fait observer son défaut de généralité.
Il est, du reste, fort intéressant de connaître les principales constructions non générales des problèmes fondamentaux de la ^construction, parce qu'on doit les appliquer à l'occasion, et aussi de connaître les solutions générales moins simples que celles que nous donnons ici, parce que, quand certaines lignes sont déjà tracées sur la figure, elles peuvent
devenir les plus simples; mais avant de les accepter pour établir le symbole d'une construction, il faut : pour les premières, examiner si les conditions restrictives qu'elles exigent sont remplies ; pour les secondes, si leur emploi simplifie effectivement la construction.
XXXIV. — Construire la troisième proportionnelle X
Si, dans les constructions du problème XXXIII, on suppose N = P, on aura la construction cherchée.
La construction a) donnera . . . .op.: (4Ri -|- 4R2 + lOCi + 4C3);
•^ b) v . . op. : (2R, + 2R, + 9C, + C, + 6C3),
par une modification facile, en remplaçant le cercle passant en A et
en B par un cercle tangent en A à RA, puisque A et B se confondent.
c) donnera . . op : (4Ri + 2R^ + 5Ci + C^ + SCs).
Il suffira de prendre sur le cercle tracé au commencement de la construction, corde RA = corde RB = N, A et B étant pris de part et d'autre de R, de prendre corde RC = M, de tracer RC qui coupera AB en H, RH est la longueur cherchée (*).
d) Construction non générale puisqu'elle exige 2N «< M ; on trouve . .
op. : (6C, + C, + 4C,).
La plus simple construction générale que je connaisse de la troisième
proportionnelle X = — > dérivée de XXXIII, se déduit donc de c par le
symbole :
Op.: (4Ri + 2Rj + SC^ + C^ + SC,); simplicité 15; exactitude 10; 2 droites, 3 cercles.
Si l'on a ; N < 2M, en voici encore une fort simple :
Je trace B(M), B est quelconque op.: (2Ci + C3).
A étant quelconque sur B(M), je trace A(N) . .op.: (2Ci + C^ + C3).
Je trace BD qui coupe A(N) en C op. : (2Ri + ^^2)»
onaCDznX.
Op.: (2Ri + Ra + 4Ci f C^ -f- 2C3); simplicité 10; exactitude 1; 1 droite, 2 cercles.
XXXIV ^**. — Dans un triangle ABC, construire les longueurs :
6* c« c« a^ a^ b^ bc ca ab aabbccabc
La construction pour chacune d'elles est plus simple que les constructions générales XXXIII et XXXIV, parce qu'elle est exécutée dans un triangle tracé.
(*) Cette ooMtruoUon doiue lo tb($or6Me «UvAnt : 8i énnê un Irinnefte ABO on m^n^ du point A la p0rpHndiculaif4 au rayon OR du wcle circonscrit à ARC, celte perpendiculaire coupera le côté CR gn un poM^ H ef Toflâtfrd AB> = RH .RC. ' - ....... . . , ,
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Je fais l'angle BAK = C, K étant sur BC dans le sens BC.
Ona:AK = ^, BK=-.
Op.: (2R,4-R2 + SCi + 3C,).
JEn faisant l'angle CAH = B, H étant dans le sens CB,on aurait de
même AH = - = AK; CH = - .
On utilise fréquemment cette construction dans la géométrie du triangle.
XXXV. — Construire la moyenne proportionnelle entre deux droites données
M et N, X« = M . N.
Employons d'abord les deux solutions classiques, cependant en faisant les économies possibles de tracé que suggèrent notre méthode.
La première fondée sur la proposition :
Dans un triangle rectangle, la perpendiculaire abaissée du sommet de r angle droit sur l* hypoténuse est moyenne proportionnelle entre les deux segments de V hypoténuse;
La seconde sur :
La longueur de la tangente menée d!un point A. à un cercle est moyenne proportionnelle entre les distances du point A aux points B et C où une sécante menée par A c(mpe le cercle.
a) Je trace une ligne AB sur laquelle je prends AB = M, BC == N. .
op.:(R, + SC, + C, + 2C3),
soit AB >> BC. Je décris un cercle sur AC comme diamètre en utilisant pour prendre le milieu de AC la circonférence A(M) tracée pour avoir B,
ce qui fait une économie de op. : (C^ -f" G,), il reste
op.: (2R, + R, + 3C, + 2C3).
Au point B, j'élève une perpendiculaire sur AC qui coupe 0(0C) en D; je l'obtiens par le symbole ... op.: (2Ri + Rj + ^C^ + SC»), si j'ai eu soin, en traçant B(N) pour placer C, de marquer le second point C où B(N) coupe AC, DB est la moyenne proportionnelle cherchée.
Op. : (4Ri + 3R, + lOC^ + C^ + ÔC,); simplicité 24; exactitude IS; 3 droites, 6 cercles.
h) Je trace une ligne AB sur laquelle je prends AC = N, AB = M. . . op.: (R, + 5Ci + C, + 2C3).
Je décris sur CB comme diamètre une circonférence en utilisant pour trouver le milieu de CB la circonférence A(M) tracée pour trouver B ; soit le milieu de CB op.: (2Ri + R, -f 3Ci + 2C8).
Sur AO comme diamètre, je décris une circonférence qui coupe 0(0C) enD op.: (2Ri + R, + 4Ci + 3C8K
AD, qu'on n'a pas besoin de tracer, fest la moyenne proportionnelle cherchée.
Op. : (4Ri + 3Ri + 12Ci + C, + IC,); simplicité 27; exactitude 17; 3 droites, 7 cercles. '
Note. — Si j'emploie deux compas, je puis économiser op.: (Ci -f- Cg) en me servant, pour trouver le milieu de AO, de la circonférence A(AB), et Ton aurait :
Op. : (4Ri + 3R, + llCi + C, + 6C,); simplicité 2S; exactitude 16; 3 droites, 6 cercles.
Ce qui montre que, au point de vue graphique^ contrairement à l'observation faite généralement, les deux solutions classiques a et & sont bien près d'être équivalentes (voir Rouché et de Comberousse, Tt^aUé de Géo~ métriey 1'® partie, p. 152); elles sont d'ailleurs toutes deux très mauvaises^ quoique nous les ayions simplifiées par des économies de lignes. Voici la meilletire que je connaisse :
c) Soit toujours M la plus grande des deux lignes M et N, je trace une droite AB quelœnque op.: (Rj).
Je trace A(M), A étant un point quelconque sur AB, op. : (2Ci + ^2 + ^s)«
A(M) coupe AB en B; je trace B(N) qui coupe BA en C entre B et A; je trace C(N) qui coupe B(N) en P et Q op.: (4Ci + ZCg).
Je trace PQ qui coupe A(iM) en H op. : (2Ri + Rj).
BH est la droite cherchée.
Op. : (2Ri 4. 2R2 + 6C1 + C, + 3C8); simplicité 14 ; exactitude 9;
2 droites, 3 cercles.
Cj) On peut aussi opérer ainsi : .
D'un point quelconque C je trace C(M).
Je trace un rayon quelconque CB qui coupe C(M) en B
op. : (Ri + R, + 2Ci + C«).
Je décris B(N) qui coupe BC en K, entre B et C ; je trace K(N) qui coupe B(N)enP et en Q op.: (4Ci + 2C3).
Je trace PQ qui coupe C(M) en A op. : (2Ri + Rj).
AK ou AB est la moyenne proportionnelle cherchée, car les deux triangles isocèles ACB, BAK sont -semblables et ont AB côté commun.
Op. : (3Ri + 2R, + 6C1 + 30,) ; simplicité 14 ; exactitude 9; 2 droites,
3 cercles.
On ne peut dire que cette méthode de construire une moyenne proportionnelle soit foncièrement nouvelle, car, à une très légère modification graphique près, qui donne 14 au lieu de IS comme simplicité, on la trouve {N. A., 1857, p. 125), sous le nom de M. Edm.-Aug. Gouzy, de Lausanne, mais énoncée sans commentaire qui en fasse ressortir l'extrême simplicité.
Son symbole, en exécutant l'opération dans l'ordre où l'énoncé de
M. GoUzy l'indique, est : op. : (Rj +8Ci -{- Cj -f SCg), ce qui est la moitié de ce que serait Topération classique exécutée, comme on le fait ordinairement, sans les simplifications que nous avons faites, suggérées par ridée systématique de simplification. On n'avait du reste aucun critérium positif de la simplicité ; depuis quelques années on a signalé cette construction dans les journaux de renseignement et quelques professeurs Font indiquée- dans leurs cours, toutefois sans dire qu'elle devait 7'emplacer les constructions a et 6.
Je ne suis pas familiarisé avec les méthodes de la . statique graphique, mais je crois que la théorie de la Simplicité et de l'Exactitude des constructions y trouvera une large application. (C'est aussi la construction de M. Gouzy qui se trouve indiquée dans les Leçons de Statique graphique de M. A. Favaro, traduction Terrier, deuxième partie, p. 68, 1885.)
Voici deux autres solutions simples — moins simples cependant que c ou Cl — du même problème :
d) Je trace (fig, 6) un cercle quelconque d'un rayon OB tel que OB > -^
et j'y trace la corde BC égale à M ... op. : {%R, + R^ + 2Ci + C^ + 2C8).
Sur BG je prends BK :=: N ; K étant entre B et G . . .op. : (3Gi -f- Gg).
De K j'abaisse une perpendiculaire sur OB, sans que OB soit tracé, en me servant du cercle B(N) déjà tracé
pour avoir K ... . ,
// , . / . . . op. : (2R, + R, + 2G, + G3).
q\. =^-----^"- :/b Gette perpendiculaire coupe en A
le cercle 0(0B).
AB est la moyenne proportionnelle FiG 6 cherchée.
Op.:(4R, + 2R, + 7C, + G,+4G3); simplicité 18 ; exactitude 12 ; 2 droites, 4 cercles.
dj) On peut aussi tracer BK = N comme corde d'un cercle de rayon
suffisant et de centre quelconque. . op. ; (2Ri + 1^2 + 2Gi -f- 2G3)v
Puis prendre BG = M ; G étant sur BK dans le sens BK ..... .
op. : (3G, + G3).
Puis de G abaisser, sans tracer OB, une perpendiculaire sur OB ,qui coupe le cercle 0(0B) en A op. : 2Ri + R^ -f âG^ + Gg).
AB est la droite cherchée parce que les deux triangles BGA, BKA sont semblables et onl le côté BA commun.
d) et rfj) ont le même symbole.
e) Je signalerai encore la construction élégante que vient d'indiquer M. Lém Colette (Mathesis, p. 192, 1892)»
XA
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Je trace (fig. 7) un cercle quelconque 0(0A), QA étant plus grand que M.
De A, point quelconque de ce cercle comme centre, je trace A(M) qui coupe 0(0A) en B et en C, puis A(N) qui coupe 0(0 A) en F et en G; les '7:-
points F, B, C, G se succédant dans / \
cet ordre, F, B, C, 6
. op. : se, + C, + aCa). . \/F oy
Traçons AB, AC qui rencontrent |'\^ / . q \ /\
M.j____:hvl :u^-— 4- N
A(N) en D et en E ; puis DE \ — 1^?^""" "'ne
op. : (6Ri + 3R,) ^ ^ '' ^ ' ^
qui rencontre 0(0 A) en M ; AM est la bX>- -v^?
moyenne cherchée.
*' Fig. 7.
Op. : (6R,+ R, + 5C, + C, + 3C,); simplicité 18; exactitude 12; 3 droites, 3 cercles.
XXXVI. — Diviser une droite AB en moyenne et extrême raison
a) Par la méthode classique :
Je prends le milieu w de AB et j'élève en B une perpendiculaire à AB. .
op. :(4R,+2R, + 4C, 4.4C8).
Sur la perpendiculaire à AB menée en B, je prends Bw = BO et je trace (o(B0) op. : (3Ci + aCs).
Je trace Aw qui coupe (o(B0) en deux points ^ et m, l étant entre A et w
op. :(2R, + R,).
Je trace A(A/) qui coupe AB en M entre A et B . . .op. : (2Ci + Cj).
AM et BM sont les segments cherchés.
Op. : (6R1 + 3R2 + 9Ci + TCa) ; simplicité 2S; exactitude 18; 3 droites,
cercles.
b) Voici un moyen qui m'a été indiqué par le général Parmentier, mais le symbole en est un peu plus comphqué.
J'élève en B une perpendiculaire à AB et je prends sur elle BC — 2AB, la bissectrice de l'angle CAB coupe BC enD; je prends sur BA, BM = BD; M est le point cherché.
c) La construction suivante est la plus simple que je connaisse ; elle s'appuie sur ce théorème : Si la longueur de la tangente menée du point M à un cercle est égale à la longueur d'une corde AB de ce cercle, corde pas^ sant par M, MA et MB sont les plus grands segments (additifs ou soustractifs)(U AB divisée en moyenne et extrême raison (M, B, A se succédant dans cet ordre).
Je décris (fig. 8) A(AB), B(AB) qui se coupent en C et C ; je décris C(AB) op. : (4Q +3C8).
FlO. 8.
Je mène par A la tangente à C(AB), pour cela je décris C'(AB) qui coupe
B(AB) en D et je trace AD op. : (2Ri + R, + C^ + C,).
C'est la tangente cherchée , elle coupe A(AB) en E.
Je décris C(CE)
. op.: (2C, +C,)
qui coupe BA en M. Comme la .tangente menée de M à C(AB) a même longueur que AE, et par suite que AB, AM est la longueur du plus grand segment de AB divisé additivement en moyenne et extrême raison.
Je décris donc A(AM) qui me donne sur AB le point de division cherché P op. : (2Ci + C,).
En tout : op. : (2Ri + R, + BC^ + BC,); simplicité 18 ; exactitude li ; 1 droite, 6 cercles.
Remarque. — Cette construction est beaucoup plus simple que la construction classique, cependant il peut sembler, en regardant la figure ^, qu'elle soit plus compliquée ; cette apparence tient à ce que, dans la figure 8y nous avons tracé toutes les lignes dont on. se sert, tandis que, pour la figure classique, qu'on est habitué à voir, on dit simplement : je mène en B une perpendiculaire à AB, je porte sur cette perpendiculaire
une longueur égale à la moitié de AB, etc., mais on ne trace sur la
il . <■ »
figure aucune des lignes auxiliaires nécessaires à ces opérations; si on les trace toutes, la plus grande complication du procédé classique saute immédiatement à Toeil ; une remarque analogue s'appliquerait à presque toutes les questions que nous traitons dans ce mémoire.
XXXVIL — Tracer par un point P une droite passant par le point de rencontre de deux droites données que l'on ne peut prolonger jusque-là.
Ce problème a reçu un très grand nombre de solutions. Voici celle dont le symbole est le plus simple parmi celles que je connais ;
Soient AA'A", BB'B'', les deux droites données :
Je mène deux droites quelconques A'B', A"B" se coupant en I, puis une autre droite lAB quelconque, mais passant en I. .op. : (R^ -|- 3R,).
Je trace PA' et PB' qui coupent AIB respectivement en E et en F; puis A''EetB"F qui se coupent en F op. ; (8Ri + 4R,).
Je trace PP' qui est la droite cherchée op. : (2Ri -|- Rj.
Op. : (lIRi + 8R,) ; simplicité 19; exactitude H ; 8 droites.
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XXXVIIL — Placer le point A' réciproque du point donné A par rapport
à un cercle donné de rayon R et de centre 0.
^ Deux cas à examiner :
Je trace A(AO) qui coupe 0(R) ea B et en C.
Je trace B(R), C(R) qui se coupent en et en A . A' est le point cherché.
Op. : (5Ci + 3C,); simplicité 8; exactitude 5; 3 cercles,
. Je trace OA ; je trace A(R) qui coupe 0(R) en B
..••••. op. : (2R, +R, +3C, + C,).
Je ttace B(R) quîjcoupe 0(R) en D et D'; je trace DD' qui coupe OA en A'. op. : (2Ri -f Rj -f Cl + Ce).
En tout : op. : (4Ri + 2Rj + 4Ci + 203); simplicité 12; exactitude 8 ; 2 cercles, 2 droites.
Ainsi, dans la recherche du symbole général d'une construction, c'est ce dernier symbole qu'il faudra adopter pour compter la recherche du réciproque d'un point A par rapport à un cercle de rayon: R, s'il ne résulte
pas des données générales que OA > ^ •
Voici une construction qui s'applique aussi quel que soit A, mais elle est un peu plus compliquée.
Je trace un cercle de centre A coupant le cercle donné en B et en C. Je trace AB, AC qui coupent le cercle dpnné ^n B' et en C
. op; : (4R, + 2R, + C, + C3).
Je trace B'C, C'B qui se coupent en A' op. : (4Ri + 2Rj).
Op. : (8R1 + 4Rj, + Cl + Cj); simplicité 14 ; exactitude 9; 4 dçoijes, 1 cercle.
XXXIX. — Tracer la polaire d*un point A par rapport à une circonférence
de centre et de rayon R.
a) Par A je mène deux droites quelconques : la première coupant la circonférence en B et B', la seconde en G et C • . . op. :.(2Ri + 2Rj). Je trace B'C et BC se coupant en D, et BC, CB' se coupant en E. Je trace ED, c'est la polaire cherchée.
Op. : (12Ri + 7R,) ; simplicité 19 ; exactitude 12 ; 7 droites.
b) Je peux aussi, D étant marqué comme précédemment, abaisser une perpendiculaire de D sur A (sans tracer A) . .
op. : (2R, + R, + 4C, + âCs).
En tout : op. : (SR^ + S R^ + 4Ci + 20,) ; simplicité 19 ; exactitude 12 ; 5 droites, 2 cercles.
Je n*ai pu trouver de construction générale de la polaire d'un point donné A par rapport à un cercle qui soit plus simple que ces deuxrlà.
C'est par erreur que j'indique IS comme Simplicité, dans ma note de
Mathesis, 1888, page 222. Je n'avais pas remarqué le cas où 0A<;-3«
D y a un grand nombre de constructions particulières du même problème.
c) Construction non générale applicable dans le cas où Ton a : OA >> -^ •
Je décris A(OA) qui coupe le cercle donné en R et en C.
Je décris R(R), C(R) qui se coupent en A' réciproque de A ..... • :. op. : (SC, + 3C,).
Je trace OC qui coupe C(R) en D; je trace DA'. . . op. : (4Ri -|- 2R^) ; c'est la polaire cherchée. . .
Op. : (4Ri + 2R2 + 5Ci + aCa); simplicité 14; exactitude 9; 2 droites, 3 cercles.
Si A est extérieur au cercle donné, on peut aussi tracer un cercle sur OA comme diamètre; l'intersection des deux cercles est la polaire cherchée; le symbole est alors :
Op. : (6R1 + 3Ra 4" ^1 + SCs) ; simplicité 16 ; exactitude 10 ; 3 droites, 3 cercles.
XL. — Placer le pôle L d*une droite XY par rapport à une circonférence
donnée de centre et de rayon R.
Deux cas à considérer :
1° XY coupe le cercle 0(R) en M et en N.
Je mène la tangente en M au cercle 0{R) (voir construction XXV) . . . op. : (2R, + R, + 4Ci + 3C3).
Je trace le cercle N(R) qui coupe en 0' le cercle M(R) tracé pour avoir la tangente en M . . ., op. : (C^ + Cj).
Je trace 00' op. : (m^ + RJ ;
00' coupe la tangente en M au pôle cherché L.
Op. : (4Ri + 2Rj + SC^ + 4C8) ; simplicité 15 ; exactitude 9; 2 droites, 4 cercles,
2** XY ne coupe pas le cercle 0(R). (Cette solution s'applique même si • XY coupe le cercle 0(R) pourvu que la distance de à XY soit supé-
rieureà-^j. _ _
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De j'abaisse sur XY une perpendiculaire dont le pied sur XY est Fet qui coupe 0(R) en K du même côté de que F. .... . J . . . .- .>
op. : (2R, + R, + 3C, + 3C3).
Je décris F(FO) qui coupe 0(R) en H ; je décris H(R) qui coupe OF en L ........ ... ............ . op. : (4G, + aCa).
L est le pôle cherché ; car les deux triangles isocèles semblables OFH,
OHL ont le côté commun OH, donc ÔH^ ou R« = OL . OF. .
Op. : (2Ri + Rj + 7Ci + SÇ^) ; simplicité IS ; exactitude 9 ; 1 droite, S cercles.
Ces deux cas constituent par leur ensemble une construction générale de simplicité IS, car si l'une n'est pas applicable, l'autre l'est..
n y a encore un grand nombre de constructions générales pour le même problème, mais je n'en connais pas d'aussi simples que les deux que je donne ici.
XLI. — Tracer Vaoie radical de deux circonférences données 0(R), O'(R').
Je tracé deux circonférences : a)(p), (o'(p') qui coupent chacune les deux circonférences données, etc.
Op. : (lORi + 5Rj + âCs); simplicité 17; exactitude 10; 5 droites, 2 cercles.
Si les circonférences se touchent, le symbole se réduit à celui de la taagente au point de contact op. : (2Ri + Rj -f ^Cj + SCg).
Si elles se coupent, à op. : (2Rt -j- R»)-
XLÏÏ. — Placer le centre radical de trois circonférences R^, R^, R,.
a) Rj, Ra, Rj sont extérieures l'une à l'autre, ou bien l'une, Rg, par exemple, est tangente à l'une seulement des deux premières.
On trace les deux circonférences «(p), u)'(p') du problème- précédent de façon qu'elles coupentles trois circonférences données ; on trouve :
Op. : (16Ri + 8R, + 2Cs).
b) Ri et Ra sont extérieures et Rj touche R^ et Rj, ou elles se touchent deux à deux.
Je trace co(p) seulement; au moyen de (o(p), je construis un point K^ de l'axe radical de R^ et R^ ; je joins Kj au point de contact L^ de R^ et de R3. Lj étant placé en traçant 0^ O3. . . . op. : (SR^ -|- 4Ra + Cs).
De même, je construis un point Kg de l'axe radical de Rg et R3 et je joins Kg au point de contact Lj de Rg et de Rj . . . op.: (6R1 + 31^2)- En tout : Op. : (16Ri + SR^ + C,).
c) Ri, Rj se coupent, R, est extérieur.
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Je trace «(p), <*)'(p') ; je détermine l'axe radical de Ri et de R^ ou de Rg et de Rj qui coupe Tintersection de Ri et de Rj au point cherché.
Op.: (i6Ri + 8R, + 2C3).
d) Ri, Ra se coupent, R, touche Tune des deux premières ou toutes
les deux.
Je ne trace que (o(p) et je détermine avec cette circonférence Taxe radical de deux circonférences se touchant :
Op. : (8Ri + 4R. + C«).
e) Ri, Rj, Rj se coupent deux à deux :
Op. : (4Ri + 2R,).
XLni. — Placer un point M donné par ses coordonnées cartésiennes x, y
relatives à deux axes donnés ox, oy»
Je prends OA = a? sur Taxe des a? . . . . . . . .op. : (3Ci + C,).
Je prends OB = y sur Taxe des y . . . . . . . . op. : (3Ci + Cj^
Je décris A(y) ................ op.: (Csrf C,,.
Puis, reprenant x entre les branches du compas, je décris B{x)
• . . op.: (3Ci-f C3).
A(y) et B{x) se coupent en M :
Op. : (lOCi -)- 4C8) ; simplicité 14 ; exactitude 10 ; 4 cercles.
Si je me sers de deux compas^ je n*ai pas à reprendre ir, mais à me servir du premier; j'économise ainsi 2Ci et j'ai seulement;
Op. : (8C1 + 4C,) (*).
XLIV. — Placer les centres de similitude \ etY^de deux
circonférences 0(R), O'(R').
En se reportant à la- construction XXIX (deuxième méthode), on voit que ces points se déterminent par le symbole :
(*) Cette question est Tune de celles que j'ai déjà traitées (Congrès d'Oran, -1888, p. 93, construction XXX\, et Bulletin de la Soc. math, de France, t. XVI, 1887-88, p. 163); mais, quelque simple qu*elle soit, j'avais donné un symbole trop compliqué, parce que j'avais adopté une autre construction usuelle, aussi simple que celle-ci à exprimer ; mon attention n'étant pas alors fixée comme maintenant sur les différences qui existent entre les diverses constructions fondamentales, j'avais choisi et évalué la première construction classique qui m'était venue à l'esprit, la regardant, sans examen, comme équivalente aux autres: il y a des erreurs analogues dans beaucoup des constructions que j'ai données jusqu'ici. Celles de ce mémoire sont les plus simples que j'ai pu trouver, mais elles ne sont fixées, comme les plus simples effectivement, que tant que ies géomètres n'en auront-pas trouvé de préférables. C'est un petit travail expérimental qui sera fait très rapidement, parles uns et par les autres, si la question intéresse. Il y a deux ans, j'ai eu à ce sujet une assez longue correspondance avec M. G. Tarry et je saisis cette occasion de le remercier, car un grand nombre des simplifications que j'ai faites ici m'ont été indiquées par lui dans cette correspondi^nce.
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Op. : (6Rt + SRj -f- 4Ci + 2C3) ; simplicité 15 ; exactitude 10 ; 3 droites, 2 cercles.
Un seul des deux centres se déterminerait par :
Op. : (4R, + 2R, + iC, + QC,).
XLV. — Tracer les quatre aoces de similitude de trois circonférences
données 0(R), O'(R'), 0"{W').
a) En déterminant les centres de similitude par la construction précédente, remarquant qu'il n'y a besoin que de placer les quatre centres de similitude de 0(R) et 0''(R"), de O'(R') et de 0"(R"), que O'O n'est pas utile à tracer, on a le symbole:
Op. : (20Ri 4- IOR2 + lOCi + eCj) ; simplicité 46 ; exactitude 30 ; 10 droites, 6 cercles.
b) On peut opérer un peu plus simplement.
Je trace 00', 0'0\ 00'' . \ . op. : (6Ri4-3R,).
Par 0'' je mène une parallèle à 00' . op. : {2R, + R^ + 40^ +. 20,) ; dans 0' et 0" et dans et 0" j'ai des diamètres parallèles.
J'ai donc les quatre centres de similitude par . . . op. : (SR^ -(- 4R2), et les quatre . axes alors par op. : (SR^ + 4R2),
En tout : op. : (24Ri + I2R2 -f 40^ -f ^C^) ; simplicité 42 ; exactitude 28 ; 12 droites, 4 cercles.
XLVI. — Deux points XetB étant placés sur une droite, placer le conjugué harmonique C d*un point donné G, par rapport à k et à 1^.
Je trace une droite quelconque CDE passant par C, puis deux droites quelconques passant par A : l'une qui coupe CD en D, l'autre qui coupe la même droite en E op. : (3Ri -f- SRj).
Je trace DR, EB op. : (4Ri -f 2Rj).
DB coupe AE en F, EB coupe AD en 6, je trace FG qui coupe AB en C ....... op. : {m, + R,).
En tout : op. : (9Ri -j- 6R2); simplicité 15 ; exactitude 9; 6 droites.
Nous venons de donner, dans ce qui précède, les principales constructions, c'est-à-dire celles que Ton rencontre le plus souvent pour exécuter une solution; aussi, avec leurs symboles, tout calculés ici, il sera facile et court de trouver le symbole total d'une construction quelconque; notons que ces symboles fondamentaux ne dfevront jamais être employés sans examen; ils pourront, le plus souvent, être simplifiés par les circonstances particulières de l'épure que Ton exécute, à cause des lignes déjà tracées, ete»
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Nous alloDs compléter cette étude par quelques applications prises un peu au hasard et par quelques remarques qui permettront de comprendre mieux Tesprit et, je Tespère, l'utilité de notre méthode.
XLVn. — Les deux extrémités A et B du côté d'm carré étant placées,
placer les deux autres sommets C e^ D.
Je décris (fig. 9) A(AB), B(AB) qui se coupent en K; je décris K(AB)
qui coupe B(AB) en G .... .
._jo/ \ op. ; (4Ci + 3C,).
^^^-JS.'""" t~^^-. i J^ tr^ce AG qui coupe A(AB,
^ \ / l>f^( en I. .... op. : (2K, + R,).
\ /l j ^ . Je trace K(KI) qui coupe B(AB)
..-^ / en C et A(AB) en p. ......
..' ; \ /' op. : (2Cj + Cj).
^^.4^.-'"" I y En tout :
^ i "- -'|b'' Op. : (2R, + R, + 6C, + 4C,) ;
^^ simplicité 13; exactitudes;! droite,
4 cercles.
Nous tenons cette construction simple de M. Eugène Calalan, qui nous a dit ravoir trouvée eh 1847.
En ajoutant le symbole ; op. : (6R^ -\- SR»), elle pourrait servir à construire le carré ABCD sur une base donnée, à très peu près aussi simplement que par la construction ordinaire qui peut se faire — en la conduisant convenablement — par le symbole :
Op. : (6R1 + 3Rs -I- 7Ci + 5C,) ; simplicité 21 ; exactitude 16 ; 3 droites, S cercles.
Par tout ce qui précède, on voit déjà qu'il y a bien un véritable nrt des constructions géométriques, que nous appelons la GéométrographiCy qui, quoique n'ayant point été remarqué jusqu'ici, repose sur des principes d'une simplicité extrême; son importance tient, non principalement au temps qu'en le pratiquant, on peut gagner dans la construction d'une figure, ce qui, à certain point de vue, est un détail, mais surtout à l'exactitude plus grande qu'il permet d'atteindre en réduisant au minimum le nombre des opérations à effectuer. Enfin, il présente l'avantage d'être un critérmm pour juger de la simplicité d'une construction. Le besoin de ce critérium sera démontré quand on remarquera que 7a plupart des, corntractions célèbres par leur simplicité et leur élégance ne sont pas ordinairement les plus simples à construire qui soient connues. On les a cru simples parce qu'elles s'énonçaient simplement en faisant image et se retenaient sans difficulté; nous citerons, par exemple, la célèbre construc^ tion de M. Chastes, pour placer les axes (en grandeur et en position) d'une ellipse dont deux diamètres conjugués sont placés en grandeur et en
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position; elle n'est pas ]a plus simple à construire, il s'en faut; Ton en connaissait de plus simples... sans que Ton s'en doutât.
XLVIII. — Voici cette construction telle qu'elle est donnée dans V Aperçu hiêtoriquie, note 25; j'y ajoute les lettres nécessaires à l'intelligence de. ce que nous avons à dire,
^ a) Par l'extrémité A d'un des deux demi-diamètres conjugués donnés, on mène une droite perpendiculaire au second diamètre OB . . . . < .
. . op. : (2R, + R,4-3C,-f3C,);
on porte sur cette perpendiculaire, à partir du point A, deux segments
AC, AD égaux à ce second diamètre. op. : (3Ci + C3);
on joint le centre aux points G etD op. : (4R4.-|-2Ra);
on divise en deux parties égales, par deux nouvelles droites, l'angle COD et son supplément .op. : (4Ri -j- ^Rj + iC^ + iCj).
,Ces deux nouvelles droites seront en direction les deux axe» principaux de l'ellipse. La somme des deux premières droites OC et OD, sera le grand axe de l'ellipse, leur différeDce sera égale au plus petit.
Le géomètre s'arrête là, ayant indiqué des constructions dont le symbole est. . . .op.: (lORi -f 5R2 + lOCi -f 8C,).
Mais voici ce qui reste à faire au constructeur pour fixer les axes à leur place, en grandeur :
Tracer le cercle 0(0D) qui coupe OC eti deux points E et F de façon à avoir la longueur CE du petit axé et la longueur CF du grand axe .... . op. : (2C, 4- C3).
Diviser CE et CF en deux parties égales, ce qui, puisqu'elles ont C pour extrémité commune^ peut se faire par. op. : (4Ri + 2Ra + 3Ci + SCj),
Prendre les demi-longueurs ainsi déterminées des axes et les porter chacune sur l'axe convenable, choix très simple à faire, mais dont le géomètre ne parle pas op. : (GCi + SCa).
Quand il s'est arrêté, il restait donc à construire.
op. : (4R, + 2Ra + "C, + 6C,),
c'est-à-dire un peu plus des deux tiers de ce qui -était indiqué.
La construction totale, économiquement menée d'après nos principes, se résume par le symbole :
Op. : (14R, + 1^^ + 21C, -f 14C8); simplicité S6; exactitude 35; 7 droites, 14 cercles.
Il est clair qu'une des choses qui complique l'application, à la construction particulière dont il s'agit, de Télégant théorème du maître', c'est que ce sont les axes qui sont trouvés par lui, et qu'il faut les demi-axes pour la construction, puis il faut encore reporter jeurs longueurs en position sur OC et sur OD ; c'est un détail pour le géomètre spéculatif, mais point pour celui qui trace l'épure.
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Nous nous proposons quelque jour de comparer les très nombreuses solutions qui ont été données du même problème afin de déterminer quelle est la plus simple, et de faife le même travail pour divers problèmes célèbres; en attendant, nous donnerons, de ce même problème, une solution due à M. Mannheim, qui est beaucoup plus simple que la solution classique de Chasles et qui se trouve dans les A^. A,, 1878, p. 529.
b) Soient om, on les deux diamètres conjugués donnés.
De m j'abaisse une perpendiculaire md sur on {d étant sur on), je porte
sur cette perpendiculaire (dans le sens dm) me = no, ^
. . . .'. . op.: (2R, + R, + 6C, + 4C,).
Sur oe comme diamètre, je trace une circonférence dont le centré est i
et je trace im qui coupe cette circonférence en c et en ^ •
op. : (6R, + 3R, + ^i + 4C,).
• Je trace oc, og, ce sont les axes en position .... op. : (4Ri -f" âR^).
Les distances me et mg (que je n/ai pas besoin de tracer) sont les longueurs des demi-axes.
.(e porte les longueurs wic, mg sur les directions respectives des axes qu'elles représentent et ces axes se trouvent placés aussi en grandeur. . op.: (6G,-f 2C,).
En tout : op. : (12R, + BRj + 16Ci + ^Cj) ; simplicité 43 ; exactitude 28 ; 6 droites, 9 cercles.
M. Mannhdm n'avait pas indiqué, non plus, dans l'article cité, quelle était celle des deux droites oe et og qui était le graiid axe; mais il a complété la solution (voir N. A., 1889, p. 329) en montrant que la direc- > tion du grand axe est celle de la droite qui joint o à celui des deux points c ou ^ qui limite la longueur du petit axe.
Cette solution complète est la plus simple de celles du même problème dont nous avons évalué la simplicité, mais rien ne prouve qu'il n'y en ait pas ou que l'on n'en trouve pas de plus simples encore.
Nous avons dit plus haut que l'art des constructions géométriques ou Géométrographie reposait sur des principes de la plus extrême simplicité; la digression à propos des constructions de MM. Chasles et Mannheim nous a fait différer l'énoncé de ces principes; les voici :
1® Dans chaque construction, ne tracer aucune ligne inutile, c'est-à-dire employer, quand on le peut, soit les lignes tracées de la figure donnée, soit celles déjà tracées dans le cours de la construction.
Corollaire : tracer, quand cela se peut, tous les cercles d'une ouverture de compas prise lorsque leurs centres sont placés, quoique le tracé de ces cercles ne se présente que plus tard dans le développement logique de la solution ; il faut donc, ainsi que nous l'avons déjà dit, que l'on fasse l'étude préalable de la question par une sorte de croquis raisonné de la construction.
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2® Choisir celles des solutions d'un même problème dont V ensemble des constructions conduit au symbole le plus simple.
8^ Examiner^ dans chaque problème, tous les cas particuliers de données qui peuvent se présenter et simplifier . alors le symbole général poi*r ces cas particuliers. .
Cette discussioQ dans les problèmes un peu. complexes» comme» par exemple, le problème d'Apollonius (cercles tangents à trois cercles donnés) est fort délicate, et c'est le meilleur exercice dé sagacité et de discussion que Ton puisse proposer aux élèves.
^ iP Dans la recherche du symbole général d'une construction,. n'employer que des constructions générales, à moins que Von démontre qu'une solution particulière s'applique toujours au problème que l'on examine.
Ainsi, par exemple, si dans une construction générale il y a à tracer les polaires de points par rapport à des cercles, il faudra adopter, pour le symbole général du tracé de ces polaires soit a, soit b de la construction XXXIX, et non c qui est plus simple, mais ne s'applique que si la distance du pôle au centre est plus grande que la moitié du rayon; à moins, bien évidemment, que Ton ne démontre que cette circonstance se présente toujours dans le problème général que Ton étudie,
8** Pour une construction effectuée avec des données particulières, profiter de toutes les constructions particulières plus simples que les constructions générales qui peuvent s'appliquer dans le cas où Von se trouve.
Il y a évidemment à faire une étude générale de procédés pour arriver à des constructions simples; rien n'est encore fait à ce point de vue, nous allons seulement donner ici un exemple pour faire comprendre clairement notre pensée.
• Examinons les deux problèmes : Prendre une droite n fois plus grande ou une droite n fois plus petite qu'une droite donnée BC ; n étant supposé entier.
Les constructions XXX et XXXI sont assez compliquées et surtout donnent lieu à une grandeprobabilité d'erreur lorsque n est un peu considérable; il y a donc lieu de chercher si l'on ne peut trouver d'autre mode de constructions dérivant des propriétés de certaines figures ou des valeurs du nombre n et qui donneraient un meilleur résultat pratique.
Supposons, par exemple, que nous ayions à tracer une droite qui soit
le 7-, de BC et, en même temps, une droite qui soit le jz de BC, Par la 10 15
construction XXXI je construis B^Ci qui soit le ^ de BC
op.: (2R, + 2R, + HC, + 13C,),
et pour avoir le — de BC, je n'ai qu% diviser BjC^ au point N' entre B^ ef C^
lo
de façon que ^-rr' = -; N'C^ sera -j^- Je peux, pour diviser Bfi^ dans le
rapport de 1 à 2, employer le procédé suivant plus simple que le procédé général donné pour diviser une droite donnée dans un rapport donné. Par Bj je mène une droite quelconque B^A' et sur B^A' je marque un point quelconque M' en prenant B^M' = M'A'
;^ op. .• (R, +R, + C,+C, + C3)?
je prends le symétrique A" de A' par rapport à C^ et je trace A"M' qui
coupe Bfii en N' op. : (4Ri + 3R, + 2Ci + C,).
En tout : op. : (5Hi + 3Kj ■+ 3C, + C, + aCj) pour diviser Bfi^ en N'
dans le rapport de 2 à 1. J'aurai ainsi obtenu le ^r: et le j^ de BC par le
syinbole :
Op. : (7Ri + 8R, + UC^ + C, + ISÇ,); simplicité 42 ; exactitude 22; S droites, 18 cercles.
Autre méthode. — Je prends BC entre les branches du compas et A
étant un point quelconque; je trace A(BC) (fig. 10} \ puis d*un pointe quelconque de A(BC), je trace C'(BC) qui coupe A(BC) en B', et je trace B'C qui coupe C'(BC) en D, puis AC, AB', op. :
(6R,+3R,+2C,+C,+2Ca).
Je plaœ le milieu H de AC et le milieu E de AB'. . .
op. : (2R, + R, + 2C, + C,)
Fia. 10.
en me servant des cercles A(BC), C'(BC) pour avoir H, et décrivant A(AH) pour avoir E, je trace ED coupant AC en F ; HD coupant B' en G ;
ED, GF qui se coupent en I ; DI qui coupe AB' en K, AC en L
op. : (lOR, -f 5R,);
on a KG =: 4 BC, KE = i BC.
En tout: op. : (18Ri + 9R, + 4Ci + G, + 3C,) ; simplicité 35 ; exactitude 23 ; 9 droites, 3 cercles.
Soit M le point où GF coupe B'C.
11 est évident que cette figure donne bien d'autres divisions de BC,
par exemple : HF = GE = IH = | BC; MC = JE = FC = | BC;
LA =^BC; LC = |bC; LH =:^BC; W
|bC,.«=|;
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HG = ^ BC; DH = ^ BC; DF = ^ BC; EF ^ ^ BC
DE ri: ^ BC; KL - ?^ BC; GI =: IF == -1= BC, etc., etc.
On voit que si, au lieu de prendre CD = BC, on prenait CD = m . BC (m étant entier ou fractionnaire), on aurait pour toutes les lignes, dont nous venons de donner les longueurs pour le cas particulier de m == 1, des longueurs différentes très variées dont on pourra profiter pour construire les longueurs des formes :
BC, T- • DC, — • BC, — • BC, • BC
In m n
/, w, n étant des nombres entiers.
C'est une étude à faire pour chaque cas et qui n'est point sans présenter certaines difficultés. L'étude pourrait être faite pour le cas plus général où le triangle AB'C ne serait plus équilatéral. Je construis un triangle AB'C dont les côtés B'C, CA, B'A sont / . BC, m. BC, w . BC; je prends D sur B'C tel que CD' i=: d . BC ; je prends sur B'A, B'E =r ;> . BC et sur CA, CH = q . BC, et je mène les mêmes droites que précédemment avec les mêmes notations et je calcule les longueurs HF, FC, etc., etc.; il me semble que Ton pourra toujours choisir, et même d'une infinité de façons, les nombres entiers /, m, n, d, p, q, de manière à obtenir, parmi les longueurs HF, FC, etc., toutes les expressions des formes:
BC
a, p, Y, 8 étant des nombres entiers.
A cette question d'analyse indéterminée, assez imprévue à propos de notre sujet et que je crois très difficile et fort intéressante par elle-même sans que je puisse l'étudier en détail, s'en rattachent une foule d'autres comme les suivantes : Parmi les nombres 1, m, n, d, p, q; combien peuvent être choisis arbitrairement pour que Von puisse déterminer les autres de façon que Vune des quantités HF, FC, e^c, ait une valeur donnée, ou encore :
Etant donné un triangle AB'C dont les côtés sont des nombres entiers, peut-on toujours trouver une transversale DEF qui divise les côtés du triangle en segments qui soient des ncmbres entiers, ou à quelles conditions le pro^ blême estAl possible? On ramène immédiatement, par le théorème de Méiiélaiis, cette dernière question à celle-ci : a, b, c étant des nombres entiers, l'équation ayz — bzx — cxy -j- bcx — cay — abz -f- abc := 0, Ort-elle toujours pour x, y, z des solutions entières, positives ou négatives, dont aucune n'est zéro? - .
La nouvelle géométrie du triangle rend encore plus évident combien il est indispensable de s'occuper systématiquement de Vart des constructions y car tout ce qui se rapporte à elle, en fait de constructions, revient en dernière analyse à la construction des points remarquables^ c'est-à-dire de ceux dont les coordonnées normato (*) présentent, exprimés en fonction des éléments du triangle, une symétrie tournante.
Or, chaque propriété trouvée pour un point, donne une construction de ce point plus ou moins simple, plus ou moins directe ; il est donc nécessaire de classer ces constructions, de présenter la plus simple pour déterminer chaque point remarquable étudié dans cette géométrie et de connaître les principales constructions parmi les autres moins simples^ mais qui pourront devenir fréquemment les plus simples dans tels ou tels tracés d'ensemble.
^jC
tf
FiO. 11.
Le premier problème à résoudre dans la géométrie du triangle où les diverses coordonnées employées doivent se traduire pour les solutions graphiques en coordonnées normales est le suivant :
XLK. — Placer un point M dont on connaît les coordonnées normales proportionnelles 1, m, n, par rapport au triangle de référence ABC.
Je suppose que /, m, n sont des droites (autrement il faudrait déterminer d'abord des droites proportionnelles à ces quantités, nous en donnons plus' loin un exemple).
. a) Je trace (fig. 41) trois perjpendiculaires, une à chaque côté, en
<*) Je dis fwrmalea à Texclasion de harycentrîqwB, parce que ces dernières sont des coordonnées très utiles à la spéculation géométrique, mais se prêtent mal à la (xmtiiruction directe qui n'utilise immédiatement que des droites et des cercles et non des poids ou des surfaces.
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décrivant des sommets trois cercles d'un même. rayon suffisant mais quelconque. Les intersections de ces cercles deux à deux donnent les trois médiatrices, il est évident que les rayons des trois cercles n'ont pas besoin d'être égaux pour tracer des perpendiculaires qui ne seraient pas les médiatrices, mais c'est plus commode. . . op. : (6Ri + SR^ + SC^ + ^C,). • Sur chaque côté du triangle, BC par exemple, je prends le pied A' de la perpendiculaire menée à ce côté, et je détermine le sommet A^ opposé à A' d'un carré A'aAja^ de côté / dont les côtés seraient dirigés suivant A'B et la perpendiculaire à A'B menée en A'.
Je trace A^a^, j'ai ainsi fait . . . . op. : 3 r2Ri -j- Rj -|- ^^i + SC^I. Les trois lignes A^a^, B^Pi, C^yi déterminent un triangle A^BjC^ homothétique à ABC ; le centre d'homothétie que j'obtiens par. . op. : (4Ri + 2R51), est le point M cherché.
Symbole de l'opération totale : op. : (16Ri + SR, + ISC^ + ISC,) ; simplicité 54 ; exactitude 34 ; 8 droites, 12 cercles.
Nous avons traité la même question {Bulletin. de la Soc. math,^ 1888, p. 163), en nous appuyant sur le mé^me principe géométrique (c'est-^à-dire que le point M appartient au lieu- des points dont le rapport des distances
/ à BC et à CA est —, etc.) ;
Nous trouvions pour symbole : op. : (34Ri -f* ^'^^^ + 13Ci + ''^j) ; simplicité 71 ; exactitude 47 ; 17 droites, 7 cercles.
Cette construction est moins simple que la précédente ; de plus, dans l'article cité, nous n'en avions pas même tiré le meilleur parti possible.
Je ferai remarquer à ce propos qu'il ne nous vient pas à l'idée que nous fixons ici les symboles fondamentaux de Y art de la construction géométrique^ comme si nous donnions les constructions définitivement les plus simples, car:
1® Un autre géomètre pourra trouver une meilleure interprétation graphique de la solution que nous avons adoptée;
2° Il pourra imaginer une autre solution conduisant à un meilleur résultat; disons même que les constructions ne pourront jamais être théoriquement fixées, puisqu'il n'y a aucun critérium pour reconnaître si une solution est la plus simple qu'il soit possible et si elle est conduite graphiquement le mieux possible; maX^ pratiquement la chose sera bientôt faite quand les géomètres auront dirigé leur attention sur un sujet aussi clair et aussi nettement défini ; il suffira d'enregistrer chaque perfectionnement, l'on aura rapidement les résultats effectivement définitifs.
h) Les coordonnées normales 1, m, n sont des coordonnées normales absolues et Von en connaît deux, 1 et m par eocemple :
1® Je prends/ op.: (2Ci).
Je décris C(/) et je mène les deux perpendiculaires en C à CA et
àCB . . op. : (4Ri + 2R2 + se, + 5C,).
Je prends m que je porte dans le sens convenable en Cfx sur la perpendiculaire à G A ; ce transport n'a pas besoin d'être fait pour l qui se trouve placé sur le cercle C(/) . . . , op. : (3Gi -f- ^a).
Par les extrémités ainsi obtenues de l et de m, je mène des perpendiculaires aux droites qui joignent ces extrémités à C (XX 2^ 6) . . . . . .
. op. : (8R, -t- 4R, + 2C, -f 2C,).
Elle se coupent au point cherché.
Op. : (12Ri + 6R, + 120^ + 8C,) ; simplicité 38; exactitude 24; 6 droites, 8 cercles.
2® Je trace un cercle passant par C au moyen duquel je trace les deux perpendiculaires à CB et à CA menées en C (XX 2^ b, en économisant Cl 4- Cj puisqu'un seul cercle suffit) ... op. (SR^ -|- ^^% + Ci + G,).
Sur ces perpendiculaires, je place dans le sens convenable les coordonnées ^ et m . op. : (6G1 + 2C,),
et, comme dans la construction précédente, je trace par les extrémités ainsi obtenues des perpendiculaires aux droites qui joignent ces extrémités à C op. : (8R1 + 4R, + 2G, + 2G,).
Op. : (1 6R1 4- 8 R, + 9Gi 4- SC,) ; simplicité 38 ; exactitude 2S ; 8 droites, 5 cercles.
Ghaque point remarquable peut évidemment se construire quand on a l'expression de ses coordonnées normales, mais cette construction est toUrjours beaucoup plus compliquée que d'autres qui se déduisent des propriétés du point. Nous allons en donner quelques exemples.
L. — Placer le centre de gravité d'un triangle ABG
Les coordonnées du centre de gravité étant -, -, -, pour trouver, sans
avoir égard aux propriétés de ce point, des longueurs proportionnelles à
ces quantités, le plus simple serait, je crois, de les multiplier para*, ce qui
donnerait :
de construire :
ce qui donnerait (construction XXXIV) une simplicité 30 et de construire le point correspondant par la construction XLIX. En tout une simplicité 84.
Voici d'autres moyens, seuls pratiques, déduits des propriétés du triangle :
a) On utilise la propriété suivante : Si A' et B' sont les milieux de BC et de CA, AA' et BB' se coupent au centre de gravité.
Op. : (8R, -}-4R,-f3Ci + 3C3); simplicité 18; exactitude 11; 4 droites,
3 cercles.
b) On utilisé la propriété suivante :
: Si Ton construit un parallélogramme CABA", AA' passe par le- centre de gravité.
Je décris les cercles B(CA) et A(CB qui se coupent en C op . : (6Ci + 2C3) .
Je trace C'B qui coupe B(CA en A' op. : (2R1 + R3).
Je trace CC, A A' qui se coupent au point cherché, .op. : (4Ri-f-Ra)'
Op. : (6R1 + 3R, + 6C1 + 2C3); simplicité 17 ; exactitude 12 ; 3 droites, 2 cercles.
C'est la construction la plus simple que nous connaissions pour avoir le centre de gravité,
LI. — Placer le point de Lemoine K d'un triangle ABC
Ses coordonnées normales étant immédiatement données par les côtéè du triangle, il serait placé par la construction XLIX; mais il se construit d'un très grand nombre de façons plus simples, nous en avons étudié six (qui pourraient, du reste, être mieux conduites que nous ne Tavons fait alors). (Voir /. E., 1889, p. 34.)
Je donne ici seulement la plus simple : .
Sur AC je prends AC = AB op. : (2Ci + C5);
puis laissantla pointe en A, je prends sur AB, AB' == AC, op. : (C, -[" Cj).
Je décris la circonférence C'(AC) dont le rayon est entre les branches du compas ^P« • (Ci + Cj).
Je reprends la longueur AB et je décris B'(AB). . .op. : (3Ci +C3).
C'(AC) et B'(AB) se coupent en A'.
Je trace la symédiane A A' qui contient le point K. . op. : (^R^ -fRj).
Je trace l'autre symédiane BB'en faisant une économie de Cj
. . op. : (2R, + R, + 2Ci + 3Cs).
En tout : op. : (4R,-f-2R.4-i3Ci + 8Q; simplicité 27; exactitude 17; 2 droites, 8 cercles.
Si j'avais deux compas, je pourrais économiser. . .op.: (4Ci + C3) et j'aurais pour symbole ;
Op. : (4Ri + 2R2 -f 9C, + 7R3); simplicité 22; exactitude 13; 2 droites, 7 cercles.
On voit par ce qui précède que : Con peut tracer une symédiane par le symbole :
Op. : (2Ri + R, + 7Ci + 40,); simplicité 14 ; exactitude 9 ; 1 droite,
4 cercles.
LU. — Tracer la droite de Lemoine.
Je fais eu A et en 3> de 1 autre côté de AB que le point C, les augles BAA', ABB' égaux à C.
A' étant sur CB, B' sur CA, je trace A'B', c'est la droite cherchée.
Op. : (6Ri'+ 3R, + 60^ + iQ] simplicité 1 9 ; exactitude 12 ; 3 droites ; 4 cercles.
Un cas très, intéressant, mais aussi beaucoup plus délicat que le problème de trouver une construction déterminée le plus, simplement possible, se présentera très sou-vent dans la géométrie du triangle : c'est de combiner une construction qui donne le moyen le plus simple de trouver, dans un même ensemble de constructions, plusieurs résultats dont on a également besoin. Si le lecteur veut s'exercer à quelques cas simples, il verra rapidement, s'il en doute encore, qu'il y a un art véritablement nouveau des constructions géométriques. Cette recherche exige que l'on possède à fond la géométrie du triangle, que Ton ait une grande présence d'esprit pour choisir les constructions quand on fera le croquis de sa construction, et beaucoup de réflexion.
Il arrivera souvent que la combinaison des constructions les plus simples pour chaque résultat isolé ne donnera pas du tout le résultat le plus simple cherché, qui s'obtiendra par des voies différentes. Le problème se complique rapidement et présente souvent des difficultés que n'aurait pu faire prévoir la théorie si simple de l'art des constructions.
Nous allons en donner brièvement un exemple des plus élémentaires.
LIU. — Placer le centre de gravité et le point de Lemoine d'un triangle ABC
en une même construction.
L'addition des constructions LI et LU nous donnerait un symbole de simplicité 43 qui se simplifierait évidemment un peu en utilisant dans les constructions les cercles de même rayon a, b ou c, que l'on peut tracer pour une des constructions et qui serviraient à l'autre lorsque leur centre se trouverait placé sur l'épure au moment où l'on aurait la longueur convenable entre les branches du compas, mais il est facile de prévoir que le compte total dépasserait 32, car au moment où nous placerions % nous aurions au moins 26 (puisque c'est le nombre que nous considérons comme donné par la construction la plus simple de K), fet il resterait à trouver le barycentre, ce qui exigerait au moins le tracé de deux droites ou six opérations élémentaires, car aucune médiane n'a été tracée dans la construction de K. Les lignes qui précèdent ne sont pas une démonstration rigoureuse que 32 serait dépassé, mais elles le montrent suffisamment.
Nous allons donner une construction qui place ces deux points par le symbole :
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Op. : (12Ri -f 6R» + 9Ci + 5C3); simplicité 32 ; exactitude 21 ; 6 droites , S cercles.
Je trace les trois cercles A(R), B(R), C(R) de môme rayon R suffisant pour qu'ils se coupent deux à deux op. : (3Ci -|- 3C3).
Au moyen de deux de leurs intersections, je place les milieux A' et B' deBCetdeCA op.: (4R4+2Rj).
Je trace AA', BB', ce qui place le baryœntre . . .op. : (4Ri + ^R»).
Je prends sur les arcs de A(R) et de B(R) compris entre les côtés des angles A et B du triangle les arcs qui placent les points où les arcs sont coupés par les symédianes de A et de B (on sait que les médianes et les symédianes d'un même angle, symétriques par rapport à la bissectrice de cet angle, font des angles respectivement égaux avec les côtés de angle op. : (6C, + SC,);
Et enfin je trace les symédianes de A et de B, ce qui place le point K op. : (4Ri + 2RJ.
Les lecteurs pourront s'exercer à la construction la plus simple pour obtenir dans un même ensemble :
Le point de concours des hauteurs, le centre de gravité, le point de Lemoine ;
Le centre du cercle inscrit et celui du cercle circonscrit ;
Le point de Nagd et le point de Gergonne, etc., etc.
LIV. — Placer un point de Brocard
Le point direct w par exemple, tel que cdAC = cdCB = wBA.
Je m'appuierai sur la construction de l'angle de Brocard donnée par M. Brocard {A. F., Congrès d'Alger, 1881, 10, p. 146).
Je décris les trois cercles d'un môme rayon R quelconque, A(R), B(R), C(R) op. : (3C, + 3C3).
Par A je mène la pai'aiièle X'AX à BC en faisant au moyen d'arcs égaux pris sur les cercles A(R) et C(R), Tangle CAX' = ACB
op. : (2R, + R, + 3C, + Cs).
Je lais en B (de l'autre côté de AB que le point . c) l'angle ABX = ACB
-op.: (2R, + R, + C, + Ca).
Je trace CX op : (2Ri + R,).
ex contient cû et XCB est l'angle de Brocard. . Au moyen de l'arc qu'il intercepte sur C(R), je trace, en le reportant
sur B(R), etc., la droite Bco op. : (SR^ + Rj + 3Ci + C).
et j'ai le point w par le symbole :
Op. : (8R1 + 4R, 4- lOCj + 6C3); simplicité 28; exactitude 18; 4 droites, 6 cercles.
LV. — Placer les deux points de Brocard od et w
Ayant fait les mêmes coDstructions que précédemment, je trace deux des droites Aw', Bw', C<«)', au moyen de deux des circonférences A(R), B(R), C(R) et de la corde de Tare (que j'ai dans le compas) intercepté sur Tune d elles par l'angle de Brocard op. : (4Ri + 2Ra + 2C, + 2C3).
J'ai donc placé les deux points de Brocard par une construction dont le symbole est :
Op. : (12Ri + 6R, + 120^ + 8C3); simplicité 38; exactitude 24; 6 droites, 8 cercles.
Ce sont les constructions les plus simples pour obtenir les points de Brocard^ ... jusqu'à, ce qu'on en ait indiqué de plus simples, s'il y en a,
LVI. — Placer le point de Steiner
Je me sers de la proposition suivante (Mathesis, 1889, p. 69, dans l'article qui est la reproduction traduite du chapitre de : A Sequel to the first six books of the Emlide, par M. J. Casey, S® édition).
Des sommets A, B, C du triangle comme centres avec des rayons respectifs a, b, c, je décris des cercles qui se coupent deux à deux sur le cercle circonscrit en A^, B^, C^, ; BC et Bfii se coupent en Aj ; AAj coupe le cercle circonscrit au point de Steiner.
Je trace A(BC), B(CA), C(AB) qui se coupent deux à deux en A^, B^Xi op. : (9C, + 3C,).
Je trace B^Ciqui coupe BC en Aa,puis je trouve AA,, op. : (4Ri -j- 2R2).
Je trace C^Aj qui coupe AC en B^, puis je trace BB,, op. : (4Ri + 2R2).
AAa et EBjj se coupent au point de Steiner qui est ainsi donné par lé symbole :
Op. : (8R1 + 4R, + 9Ci + aCj) ; simplicité 24; exactitude 17; 4 droites, 3 cercles.
LVn. — Placer le point de Tarry.
Je trace le cercle circonscrit .... op. : (4Ri + 2Rj + SC^ + 4Cj). Je trace le cercle A(BC) qui coupe le cercle circonscrit en B^ et Ci . . .
. op. : (3C, + C).
Je trace B^C^ qui coupe BC en A^, je trace AAj qui coupe le cercle circonscrit au point R de Steiner op. : (4Ri + 2R8).
Je trace le diamètre RO du cercle circonscrit op. : (2R4 -f- ^s) ?
l'extrémité opposée à R est le point de Tarry.
Op. : (lORi + 6R, + 8C1 + «Ca); simplicité 28; exactitude 18; 5 droites, 5 cercles.
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Remarquons que lorsque Ton place ainsi le point de Tarry, le point de
Steiner se trouve préalablement placé par le symbole
op. : (8R, + 4R, + »C, + SC,),
symbole simple, mais cependant un peu moins que celui que nous venons de donner.
■ s 2S LVni, — Construire la longueur -^ ou ^^ dam un triangle.
Soit A' le pied de la hauteur abaissée de A surBC; A^ et A^ les projections
S de A' sur AB et sur AC : on aura A,' A' = - •
L'intersection de B(BA) et de C(CA) donnera A^ symétrique de A par
rapport à BC; traçons AA^ ; on aura A'. . op. : (2Ri 4-^2 + ^^x + ^Ca).
L'intersection de B{BA') et de A(AA') donnera A^'^ symétrique de A'
par rapport à AB ; traçons A'A^^, qui coupera AB en A^
op. : (2R, + R, + 4C, + 2C,).
On aura de même A^ par op. : (2Ri + R, + 4Ci + ^Cj),
S et A'^A^ (qu'il n'est pas besoin de tracer), c'est-à-dire — est obtenu par:
Op. : (6R1 + 3R2 + 12Ci + SCs); simplicité 27; exactitude 18; 3 droites, 8 cercles.
Si l'on remarque que A'^^A'^^ = —, on s'aperçoit que ^ peut être
S construit plus simplement que - ; en effet, je construis A' comme précédemment par .... = . op. : (2Ri -f- Rj -(- 4Ci + 2C3),
puis A^ç et A'^^ en opérant ainsi :
Je construis A(AA'), puis B(BA') qui coupe A(AA') en A'^^, puis C(CA') qui coupe A(AA') en A'^^ ; , . op. : (BCi-f-SCa).
En tout : op. : (2R4 + Rj + lOCj + 5Cs) ; simplicité 18; exactitude 12; 1 droite, 5 cercles.
Je ne donne cette construction LVIU que comme exemple très simple
des remarques que peut susciter l'application d'une construction, et aussi
pour montrer l'utilité qu'il y a à conserver dans la mémoire, ou de noter
la valieur d'un assez grand nombre d'éléments du triangle, afin d'abréger,
à l'occasion, les constructions.
S ^K Si je n'avais pas utilisé la valeur de A^A^, je n'aurais construit ^ = 9^
que par un symbole beaucoup plus compliqué; il aurait fallu par exemple: mener la hauteur partant de A, construire le cercle circonscrit pour
avoir le diamètre rayon 2R, enfin, chercher la quatrième proportionnelle
entre BC, la hauteur, et 2R.
S Dans notre première construction de ^, au lieu de mener les perpen-
diculaires de A sur BC, de A' sur AB et sur AC en plaçant leurs symétriques, j'aurais pu employer la construction classique XX a, et j'aurais
même simplicité, mais exigeant plus de lignes; remarquons, du reste,
2S que je n'aurais pu alors construire — aussi simplement que je l'ai fait.
LIX. — Placer le point de Gergonne d'un des cercles tangents
aux trois côtés d*un triangle.
La construction indiquée (il. F., Congrès de Paris, 1889, p. 213, § 7) donne :
Op. : (lORi 4- 5R, + 9Ci + 3C,); simplicité 27; exactitude 19; S droites, 3 cercles, pour placer un seul point, et :
Op. : (22Ri + IIR, + 9Ci + 3C8) ;. simplicité 4S; exactitude 31; H droites, 3 cercles, pour les placer tous les quatre.
LX. — Placer le centre de gravité I du périmètre
Je me sers de la première construction indiquée {A. F., Congrès de Paris, 1889, p. 208, § 8).
Je trace B(a); puis A(a), qui coupe AC en p dans le sens de AC et AB en Y dans le sens de AB op. : (3Ci + âCj).
Je prends le milieu y de By et le milieu fi' de Cp au moyen des trois
nouveaux cercles y(«), C(a), p(a), puisque B(o) est déjà tracé
op. : (4Ri + 2R, + SC^ + SC,).
Je trace C(Cp') qui coupe CB en p^ dans le sens CB et B(By') qui coupe BC en Yi dans le sens BC op. : (4Ci -|- 2C,).
Enfin, je trace p'Pi, Yyi qui se coupent en 1 . . .op. : (4Ri + 2Rj).
En tout: op. : (8Ri + 4R>+ lOCi + ICj); simplicité 29; exactitude 18; 4 droites, 7 cercles.
Par transformation continue en A, on placerait d'une façon analogue
le point — • — 7 — 7 — >
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LXI. — Placer le point de Nagel : ^ , etc
Soit a > 6 > c.
Je trace A(a) qui coupe AC en p dans le sens AC et AB en y dans le sens AB op. : (3Ci + C,).
Je trace C(Cp) qui coupe CB en p^ dans le sens CB et B(By) qui coupe BC en Yi dans le sens BG op. : (4Ci + SC,).
Je trace p^^ et yyi qui se coupent en point de Nagd^ op. : (4Bi + 2Ra).
Op. : (4Ri + 2Rj + 70^ + SCg) ; simplicité 16; exactitude 11 ; 2 droites, 3 cercles.
On vérifie facilement cette construction du point de Nagely parce que les équations de pp^ et de yyi sont respectivement :
a^x — b^y -|- cz{a — 6) = 0, — a^x -|- by{c — a) + o*z = 0,
droites qui se coupent au point de NageL
On placerait par une construction analogue déduite de la précédente par transformation continue en A, en B et en C, les transformés continus :
— - > ^—7 — ' ; etc., du point de NageL
abc
TVTT «, , . ^ a*b* + a«c« — b«c«
LaU. — Placer le point ^ : ■ > etc.
Nous avons fréquemment rencontré ce point (voir /. ^., 1883, problème Vn, p. 243; A. F., Congrès de Grenoble, 1883, § 2, p. 28; 4. F., Congrès de Toulouse, § 2, 3, 4°, p. 23, etc.) ; c'est aussi, comme nous Tavons montré, le centre radical des trois cercles de Neuberg. ^ est le point où se coupent les deux brocardiennes de la droite de Lemoine par rapport à la droite de Tinfini.
Nous le construirons en partant de la propriété suivante :
Si A' est la symétrique de A par rapport au mUiea de BC, Aj le pied de la symédiane partant de A, A'A^ passe en 4>.
Je place A' et C comme il suit :
Je prends AC; je trace la parallèle à AC menée par B en traçant un losange dont le côté ait pour longueur AC, qui s'appuie sur la droite AC, en ayant un sommet en B, les points A' et C sont ainsi placés par les intersections de cette parallèle et du cercle B(AC) qui a servi à la tracer op. : (2R, + R, + 5C, + SC,)
Ceci exige que j'aie choisi pour B un sommet tel que AC soit plus grand que la hauteur partant de B. Au moyen des cercles C(CC'), A(AA'), je
prends sur les arcs qu'ils comprennent entre les côtés des angles C et A les symétriques C et A" de C et.de A', ,par rapport aux bissectrices des angles C et A, C" et A" sont sur les symédianes partant de C et de A.
Ces symédianes coupent AB et CB en Ci et A^
op. : (4Ri + 2Rj + lOC^ + 4C8).
Je trace C'Ci, A'Ai op.: (4Ri + 2rJ.
Ces droites se coupent au point $, obtenu ainsi par le symbole :
Op. : (lORi + SR, + ISCi + TC^); simplicité 37; exactitude 2S; 5 droites, 7 cercles.
LXIII. — Placer le point W : , etc
Ce point s'est aussi très souvent présenté à nous. (iV. il., 1885, § 1, n° 4, p, 204; A. F., Congrès de Limoges, 1890, p. 124; Congrès de Marseille, 1891, p. 155, n® 13; voir, à propos de ce dernier refert, le renvoi indiqué à la construction b donnée plus loin, du problème qui nous occupe.)
Je vais d'abord placer ce point en me servant des valeurs de ses coordonnées, je donnerai ensuite une autre méthode plus simple.
a) Pour réduire les coordonnées données de W à des lignes, je les diviserai toutes trois par. une même quantité qui devra être le produit de deux lignes. Je choisis le produit bc de deux côtés du triangle, ce qui me paraît permettre les plus grandes réductions possibles dans la construction ; ces coordonnées peuvent alors s'écrire : / Ij ( T'a)'
(^_o^ b\ \b~ c "cj
Il faut donc construire d'abord les lignes — > -r > — > — > — que, pour
abréger, j'appelle respectivement Z^, l^, /g, Z^, l^.
On pourrait faire pour cela cinq fois la construction XXXIV^, mais il y a des économies possibles.
1® Je n'ai, pour les cinq constructions, à tracer que trois cercles ayant
pour centres A, B, C, en les prenant d'un même rayon; cela économisera:
op. : (7C, + 7C3).
a* c* 2« Pour avoir — > — » j'ai à faire les angles A et C en B;
» — > — > ); » A et B en C;
bc
» — > » l'angle C ou l'angle B en A.
(Se reporter au détail de la construction citée.)
Je ne prendrai donc entre les branches du compas qu'une fois la corde.
correspondant, dans les trois cercles tracés, aux angles A, B, C, puisque ces cercles sont tracés et que je pourrai alors utiliser, pour les constructions des angles, la corde d'un angle au moment où je Taurai dans les branches du compas; j'économiserai par là : op. : (4Ci).
J'ai ramené ainsi la solution à construire le point : (^i - — h)^
(k — h^^ (h — ^ -) ' n'ayant encore fait que o[2R, + R^ + SC^ + 3C,]
— 7Ci — 7C3 — 4Ci, ou op.: [lORi + 5R, + 14Ci + 8C,],
Pour prendre les trois quatrièmes proportionnelles /^ •- > /i--> l^--que j'appelle >i, >,, Xj, j'opère ainsi :
Construction del* ouh*- :
Je porte AB en CL sur CB dans le sens CB .... op. : (3Ci + C3).
Je porte l^ en CL' sur CA dans le sens CA r . . .op. : (3Ci + Cj) ; puis je mènerai par B une parallèle à LL' (sans tracer LL'), constrjaction XVn.
3° Cette parallèle coupera CA en U et CL" sera — ou X^
op. : (2R, + Ra + 6C, + 2C,).
Construction de\ou\^^^r :
Par L', je mène une parallèle à AL (sans tracer AI-i)
op.: (2R, + R, + 6C, + 2C3),
qui coupe CB en N; CN sera \.
Construction de'X^oul^*-' :
Je porte l^ sur CB en CP dans la direction CB. . . op. : (3Ci + Cj).
Par P, je mène une parallèle à LA (sans tracer LA)
op. : (2R, + R, + 6C, + 2Ca),
qui coupe CA en P'; CP' sera \^.
J'ai maintenant à construire les trois longueurs /^ — l^, /g — Xj, l^ — Xg.
Ce que je fais en portant /g sur X^, X,, sur ij? ^s sur l^ dans le sens
convenable par op. : (9Ci -(- 3C3),
et j'ai enfin trois longueurs fx^, fx^, [Xg par le symbole
op. : (16Ri + 8Ra + mC, + 20Cg).
Il ne me restera plus, pour placer W, qu'à faire la construction XLIX du point dont les coordonnées normales proportionnelles sont : [x^, [Xj, |Xg, et je l'aurai obtenu par le symbole total :
Op. : (32Ri + I6R2 + 68C1 + 32Cg); simplicité 148; exactitude 100; 16 droites, 32 cercles.
b) Je m'appuierai, pour efifectuer la seconde construction, sur le moyen de construire le point V^ : x'x^(:^z^ — -^'î/i)» ^te»» connaissant les points M' ; x\ y\ z' et M^ : aj^, y^^ z^, moyen que j'ai donné au Congrès de Marseille, A. F., 1891, p. 153, n^ 13 (*).
On voit que, si M' et M^ sont les points de Brocard^ Vi est le point
W ; , etc., dont nous nous occupons.
Je place les points de Brocard W et M^ par la construction LIV. . . . • op. ; (12R, + 6R, + 12C, + 8C3).
Comme, dans cette construction, je n'ai tracé que deux des droites AM', BM', CM' et deux des droites AM^, BMj. CM^, je trace les deux autres, qui me sont nécessaires ici op. : (4Ri -|- 2Ri).
Je place le point appelé a (loco dtato). ..... op. : {HR^ + ^%)9
et je trace la droite Aa, qui contient W et la droite Bp, qui contient aussi W op. : (8Ri + 4R,).
W se trouve alors placé, au moyen du symbole :
Op. : (28Ri + 14R, + 12Ci + 8C,); simplicité 62; exactitude 40; 14 droites, 8 cercles.
Et rien ne dit, naturellement, qu'en s'appuyant sur d'autres propriétés du point W, on ne trouverait pas mieux.
J'ai traité cette question surtout pour donner un exemple de la façon de discuter les problèmes de construction ; j'ajouterai que les constructions tirées des théorèmes de la géométrie du triangle (comme la construction b de ce point W) sont, pour ainsi dire, toujours beaucoup plus simples que celles qui sont déduites simplement de la valeur des coordonnées du point à construire, quelque soin que l'on mette d'ailleurs, comme je l'ai fait ici, à économiser les constructions en profitant de toutes les simplifications que la nature des données suggère.
Toutes ces remarques très simples qui se font vite et facilement dès que Ton a un peu l'habitude de construire avec nos principes sont, comme l'on voit, fort longues et assez fastidieuses à détailler, à cause même de leur degré d'évidence ; en suivant ce mémoire, un crayon à la main, on verra qu'il se lit sans aucun effort et que presque partout la pensée du lecteur suivra immédiatement ou même devancera notre exposition, car les connaissances nécessitées par la théorie proprement dite de Yart des constructions se bornent aux trois premiers livres de la Géométrie de Legendre.
J'ai répété quelquefois diverses observations ; je ne l'ai pas fait sans intention, car le sujet traité étant nouveau, j'ai cru bon d'insister ainsi
{*) A l'endroit cité, il y a quelques mots sautés à l'impression : page 153, ligne 4, en remontant, il
a* — 62c2 faut, après points de Brocard, ajouter : Vj est le point , etc.
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sur certains détails lorsqu'ils se présentaient à plusieurs endroits d'une façon naturelle, afin de ne pas obliger le lecteur à se souvenir de tout ce qui avait été dit précédemment.
Nous n'avons pas eu pour but, dans l'étude de la Simplicité et de l'Exactitude des constructions, de créer quelque chose qui correspondît exactement aux cas de la pratique ; nous croyons, du reste, la chose impossible pour beaucoup de raisons : par exemple, on ne peut que compter également, dans une théorie quelconque, l'intersection de deux droites, quelles qu'elles soient, l'intersection d'un cercle et d'une droite, etc., et si, dans une épure, l'une des droites est tout entière hors du papier, si le cercle a un rayon considérable, si les deux droites coïncident presque, etc., etc., les opérations sont, en réalité, quelquefois impraticables, quelquefois fort difficiles; aussi l'appréciation de toutes les combinaisons diverses qui peuvent se présenter de cette façon échappe bien évidemment à toute mesure. De ce que nos mesures ne correspondent pas à la réalité immédiate, on ne peut conclure à la stérilité de la méthode, pas plus que — si parva licet componere magnis — on ne peut dire de la mécanique rationnelle qu'elle est inutile parce qu'elle ne correspond point à la pratique. Du reste, rien que ce travail, où sont simplifiées effectivement par notre méthode les constructions fondamentales, séculairement admises, de la géométrie, suffit pour établir son utilité, car il est difficile de croire que si l'attention des géomètres avait été attirée de ce côté, ils eussent mis comme à plaisir, de toute antiquité, dans les traités didactiques, dés types de construction compliqués, s'ils avaient pensé qu'il en existât de plus simples.
Nous avons fait les hypothèses suivantes :
Tous les cercles sont également faciles à tracer.
Toutes les droites sont également faciles h tracer.
C'est-à-dire que nous opérons sur une feuille infinie et que la grandeur des compas et des règles est illimitée.
C'est dans le même esprit que nous avons raisonné pour donner le même symbole C^ à l'opération qui consiste à mettre la pointe d'un compas en un point A lorsqu'une des pointes est libre et à l'opération qui consiste à mettre la seconde pointe du compas en un point A lorsque la première est maintenue en un autre point B, — opération que l'on fait pour prendre, entre les branches du compas, la distance qui sépare les deux points A et B. — Nous n'avons considéré que ceci : dans les deux cas nous faisons coïncider une pointe avec un point déterminé, ne nous occupant pas de la manoeuvre à laquelle l'instrument nous oblige pour cela; on peut remarquer, du reste, que si la manoeuvre est différente effectivement, le soin à mettre pour faire les deux opérations est le même, si l'on veut obtenir la plus grande exactitude possible. Dans une pareille
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théorie, Ton se trouvera toujours entre la spéculation pure et les faits, puisqu'il n*y a pas de représentation réelle du point, ce que nous considérons comme tel, étant une petite surface, soit sur Tépure, soit à la pointe du compas, etc.
Il pourrait encore sembler, nécessaire de tenir compte du nombre de fois que la construction oblige à changer d'instruments en quittant le compas pour reprendre la règle et réciproquement ; on emploierait pour cela un nouveau symbole, — la chose serait, du reste, facile — mais elle nous semble superflue et ne se trouve pas dans le point de vue où nous nous sommes placés; d'abord, ce changement d'instrument n'est ni une opération de préparation Ri, Cl, C„ ni une opération de tracé R^, Cg, qui importe au résultat ; ensuite l'idée qui la ferait admettre, c'est le désir de tenir compte du temps et nous ne considérons pas directement cet élément. Nous disons que la construction A est plus simple que la construction B si A exige moins d'opérations élémentaires théoriques que la construction B, voilà tout.
Les positions des données amènent en pratiqm des impossibilités ou des complications de tracés pour résoudre les diflicultés, alors le temps serait évidemment un élément à considérer, mais nous croyons impossible de le faire théoriquement ; on peut objecter aussi que le temps employé à l'étude préliminaire de la construction à exécuter compense celui qu'on gagnerait à exécuter l'épure sans tant de recherches, mais d'abord un peu d'exercice rend cet examen rapide et, surtout, nous ne considérons pas le temps, mais nous avons en vue l'exactitude de l'épure qui estévidem* ment d'autant plus grande qu'il y a moins d'opérations à effectuer, puisque chacune d'elles entraîne une erreur (*).
C'est toujours en suivant la même idée théorique que nous avons adopté l'hypothèse que les opérations élémentaires R^, R,, Ci, Cj, Cg étaient égales pour former le coefficient de simplicité, nous les considérons comme des éléments et une opération de simplicité n est une opération qui exige n opérations élémentaires.
Il serait facile d'imaginer des moyens qui sembleraient évaluer les rapports de la durée des opérations élémentaires en faisant exécuter en même temps plusieurs constructions déterminées, par des ensembles de bons dessinateurs, lesquels répéteraient m fois la même construction, de marquer le temps et de déduire de là, en prenant les coefficients de Ri,
(*) A propos de l'influence du nombre des opérations sur l'exactitude finale du résultat, nous signalerons une question qui nous semble fort intéressante, mais que nous n'avons pas poursuivie, parce que sa solution dépend de spéculations avec lesquelles nous ne sommes pas très familiarisés. J'appelle fi l'erreur moyenne probable que l'on fait sur chaque opération élémentaire, E„ l'erreur
probable finale d'une construction dont la simplicité est n. Cela poséi quelle est la valeur probable de £-*• li un même résultat Asi recherché pat deuH solutions qui exigent rwpeoUvem^nt n et n' opé* fftUoni éléoieiittiret, c*es(-à41re dont les coefflolenti âe slmpUcltd lopt n et «l' y
R„ etc. comme inconnues, des équations qui permettraient de déterminer leurs rapports de durée; mais en y réfléchissant un peu, Ton voit que Ton n'aurait ainsi que des valeurs s'appliquant aux circonstances particulières des épures adoptées pour faire cette expérience, et nulleinent à la pratique générale ; la chose peut avoir cependant un intérêt de curiosité, quoique nous ne fassions pas intervenir directement le temps dans Yart de la construction géométrique, et nous avons le projet de la mettre à exécution, si nous trouvons de^ circonstances favorables pour cela.
J'ai déjà dit que les géomètres n'avaient jusqu'ici cherché que la simplicité spéculative du raisonnement et de l'expression, qu'ils n'ont pas paru soupçonner que la simplicité de la construction réelle était tout autre.
Cela vient évidemment de ce que les géomètres construisent peu en général, et Vart de la construction n'a pas eu jusqu'ici de place dans la géométrie : 1° parce que les géomètres spéculatifs ne s'en sont jamais occupé ; %^ parce que les dessinateurs de profession n'ont en général qiie très peu besoin de ces subtilités dans les constructions usuelles de leur métier ; qu'ils doivent avoir l'esprit plus appliqué à la pratique proprement dite qu'à des recherches théoriques (cependant utilisables par. eux et qu'ils ont adopté, sans examen et tout naturellement, les constructions indiquées de tout temps par les géomètres dans les livres didactiques qu'ils ont entre les mains.
Il n'est point surprenant que la simplicité du raisonnement spéculatif ne corresponde pas très fréquemment à la simplicité de la construction :
1® Parce que le lexique géométrique permet de condenser souvent en un mot des opérations très complexes ;
2® Parce que le raisonnement est libre de toute entrave, tandis que la construction est assujettie à se servir de certains instriiments déterminés, la règle et le compas (*), au moyen desquels il faut que tout s'exécute.
Lorsque l'idée nous est venue de nous occuper de ces questions, nous avions songé d'abord à une autre représentation des constructions, dont nous allons dire quelques mots.
Avec une règle on ne peut faire autre chose, pour une construction, que :
Tracer une droite quelconque. op. : (pj ;
Tracer une droite passant par un point donné op. : (pj ;
Tracer une droite passant par deux points donnés op. : (p,) ,
Et, avec un compas, que : prendre entre les branches du compas la distance de deux points , op. : (yi).
Reporter cette distance sur une hgne donnée :
(*) Nous n'avons pas considéré ici Téquerre parce qu'on ne l'emploie pas dans les constructions qu doivent être très exacte* ; mais, ainsi (juenous l'avons montré {A. P., U88, Congrès d'Oran, p. 9 etAUltur8)i il est facile d'évaluer le symbole des opéretion? où l'on emploierait cet Instrument*
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Soit à partir d'un point quelconque , . . . . op»' (ïi)*
Soit à partir d'un point donné .op.: (y^').
jTracer un cercle d'un centre quelconque op.: (y,).
Tracer un cercle d'un centre donné op.: (y^).
Tout tracé fait avec ces instruments peut donc être représenté par un symbole de la forme :
A(p,) + B(p,) + G(p,) + D(r,) + E(r;) + F(r;) + G(rO + Uiy[).
Nous y avons renoncé assez vite :
Parce que cette représentation est trop compliquée ;
Parce que ces diverses opérations sont trop différentes entre elles pour qu'on puisse les assimiler à aucun point de vue ;
Parce que la plupart des symboles qu'elle admet se composent d'opérations irréductibles qu'il vaut mieux prendre pour points de départ;
Parce qu'elle ne met pas en évidence les opérations de préparation Cl, C„ Ri et ne s'occupe que des tracés ;
Parce que l'on ne peut se placer à un point de vue aussi rationnel que celui que nous avons adopté dans ce qui précède ;
Parce qu'elle ne donne pas la notion de l'évaluation de l'Exactitude, et que, malgré le détail dans lequel elle semble entrer, elle vaut moins que la représentation qui se contenterait de dire : il faut pour ce tracé tant de droites, tant de cercles.
Je désire avoir bien montré par ce mémoire qu'il existe un art des constructions géométriques qui a ses règles propres, son élégance, sa grande valeur didactique d'exercice de discussion, et enfin son application pratique.
Comme achèvement des idées émises dans le mémoire du Congrès d'Oran déjà cité, il resterait à refaire la géométrie en mettant toutes les propositions sous la forme classique du syllogisme. Nous croyons môme que c'est la partie la plus importante du sujet, — dont ce qui précède n'est qu'une application particulière, — parce que c'est le seul moyen démettre en évidence et hors de contestation toutes les notions élémentaires irréductibles ou axiomes expérimentaux qui servent de fondement à la géométrie et qui sont, en somme, toujours discutés dès que l'on s'en occupe philosophiquement; nous regrettons de ne pouvoir nous mettre, au moins actuellement, à cette étude qui est d'un intérêt de premier ordre, à notre avis.
J'ai dit dans le cours du travail que je viens de soumettre à votre appréciation : Les géomètres ne se sont jamais occupé des constructions jusqu*à leur exécution matérielle finale. Il est certain que, à la lecture de cette phrase, il viendra à l'esprit des géomètres une protestation contre cette assertion : mais, au contraire^ c'est le but final des théorèmes et Von
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s'm préoccupe toujours. Je ne doute pas que cette réflexion ne soit faite, car elle n'a jamais manqué d'être la réponse à mon affirmation quand je la produisais en conversation. Je ne crois pas pouvoir mieux la réfuter et prouver ma thèse qu'en citant ici (avec l'assentiment des géomètres mis en cause)y deu;c faits typiques :
Au mois de novembre 1891, j'avais, à une séance de la Société mathématique, parlé de mes idées sur Y art des constructions géométriques, et je causais de ce sujet avec M. Mannheim, en sortant.
Je suis ravi de pouvoir citer M. Mannheim à cette occasion, car, pas un géomètre n'a mieux que lui — avec une préoccupation évidente — donné élégamment, sur les sujets qui l'ont occupé : surface de l'onde, rayons de courbure, vis à filets triangulaires, construction des axes d'une ellipse connaissant deux diamètres conjugués, mémoire d'optique géométrique, géométrie cinématique, et dans ses cours à l'École Polytechnique, etc., des constructions finales claires et simplement eayyrimées.
Voici des lambeaux de notre conversation se rapportant à l'objet que j'ai en vue :
Moi. — « ... Le géomètre appelle simple une construction synthétisée D en quelques mots du vocabulaire géométrique ; mais, le compas à la » main, la plus simple de deux constructions n'est pas celle qui s'exd plique avec le moins de mots; ainsi, pour la construction du pro- » blême d'Apollonius, dont je parlais ce soir, il faut, dans la solution de » Bobillier et Gergonne, trouver le centre radical des trois circonférences, » ce qui exige le tracé de deux axes radicaux, etc., et il est nécessaire, )) pour savoir si la solution de Bobillier et Gergonne est la plus simple à » tracer, de s'occuper d'abord de chercher les tracés les plus simples » qu'elle comporte, celui de l'axe radical de deux circonférences, etc.. »
M. Mannheim. — «... D y a plusieurs moyens très simples : je citerai, » à première vue, la propriété de l'axe radical de passer par les milieux » des longueurs comprises sur les tangentes communes entre les deux » cercles... »
Le Géomètre avait raison ; pour lui, dans ses spéculations, quand on donne deux cercles, les tangentes communes sont données, les milieux des segments aussi, etc. ; il s'en sert dans ses raisonnements et en tire ses énoncés de construction; il s'arrête, sa tâche est finie dès qu'il a ramené la question à des constructions géométriques élémentaires.
Mais le Constructeur ?
Examinons ce qu'il aurait à faire pour tracer ainsi l'axe radical, les deux cercles tout seuls étant sur l'épure ; nous supposerons les deux circonférences extérieures.
1® Tracer deux des tangentes communes aux deux cercles ;
2** Placer les points de contact ;
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3® Prendre les. deux milieux de la distance qui sépare les points de contact ;
4® Enfin, joindre ces deux milieux.
Ce qui, en prenant la construction XIX, première méthode (la plus simple dans ce cas), et en conduisant toute la construction économiquement, suivant nos principes, donne :
Op. : (18Ri + 9Ra + lOC^ + lâCs); simplicité 58 (soit S8 opérations élémentaires); exactitude 37 ; 9 droites, 12 cercles.
Et la méthode que nous avons employée (construction XLÏ), pour tracer Taxe radical n'exige que :
Op. : (lORi + 5Ra + 2C,) ; simplicité 17 (soit 17 opérations élémentaires); exactitude 10; S droites, 3 cercles.
Elle est plus de trois fois plus simple à tracer.
Il est évident que ces considérations ne seront qu'un jeu pour les géomètres, dès que leur attention sera portée sur ce point; ainsi, ayant fait voir à M. Mannheim, dans la suite de notre causerie, que la construction qu'il avait citée, à première vue, comme simple était fort compliquée, je fus amené à dire : « Eh bien! quel est, à votre avis, la construction la plus simple du point de Lemoine?)) Il ne répondit plus sur-le-champ comme la première fois, mais il m'envoya, dès le lendemain matin, une construction du point de Lemoine qui était la même que celle que je regardais comme la plus simple et que je donne ici (construction LU).
Voici le second fait que je veux citer.
En rédigeant le texte relatif à la construction LV de ce mémoire, pour placer les points de Brocard, j'eus l'idée d'écrire à mon ami M. Brocard en lui demandant de m'envoyer celle des constructions de ces points qu'il croyait la plus simple, afin de la comparer avec celle que ma méthode m'avait fait choisir.
Je copie le passage y relatif de sa réponse.
« Pour la détermination des points w, o', il me semble que la cons- » truction la plus rapide est la suivante, réduite au minimum de Ugnes.
» Soit ABC le triangle; tracer le cercle circonscrit; tracer les trois tan- » gentes BC, CB', C'AB'; joindre BB', CC qui se coupent au point K » de Lemoine. Décrire le cercle Zqui a pour diamètre la droite OK (0 centre » du cercle circonscrit); mener par A la droite EAD parallèle à BC; elle » coupe BC en E, CB' en D; joindre DB, EC qui se coupent en A^ sur le » cercle Z; les secondes intersections de ces droites DB, EC avecZ sont » les points w et o)', » •
Analysons cette construction en l'exécutant à la lettre, mais en prenant cependant les constructions réduites de ce mémoire.
1^ Je trace le cercle circonscrit (voir construction XXI) '.
op. : X4Ri + 2R, + oC, -f 4C3).
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2** Je trace les trois tangentes en A, en B et en C (voir construction XXV).
......... . op. : (6Ri + 3Ra + 12Ci + 9Ca).
3« Je joins BB', ce op. : (4R4 + aR^).
4° Je trace le cercle OK (construction XIX)
. op. :(2R,+R, + 4C, + 3C,).
W* Je mène par A une parallèle à BC (construction XVII) en me servant de la construction 1® et en remarquant que le cercle circonscrit déjà tracé me permet une économie de op. : (C^ + C,). op. : 2Ri + 2R2 yt* ^C^ + Cj).
6Me joins DB, EG op. : (4Ri -f 2R2).
En tout : op. : (22Ri + IIR^ + 24Ci + ITC,) ; simplicité 74; exactitude 46; H droites, 17 cercles.
Notre construction LV donne : simplicité 38; exactitude 24; 6. droites,
8 cercles.
Et cependant, si M. Brocard avait eu l'attention attirée sur le point de la construction effectuée^ il n'aurait pu songer qu'à la solution que nous avons développée, car elle est, en principe, de lui. {A, F., 1881, Congrès d'Alger, 10, p. 146.)
Je dois ajouter qu'en appliquant complètement notre méthode l'on peut réduire de quelques unités le symbole de la construction qu'il nous a envoyée; en effet, pour tracer les trois tangentes en A, en B et en C, l'on peut faire en A l'angle B'AC = B en utilisant les cercles de même rayon décrits de A, B, C dans le tracé du cercle circonscrit.
On les a ainsi par op. : (6R1 + 3Ra + 9Ci + 3C3).
Pour mener la parallèle en A à BC, on peut se servir des mêmes cercles et gagner encore deux opérations élémentaires en faisant angle EAB = C, pendant que l'on a la longueur de la corde de l'arc correspondant à C dans le compas, pour tracer l'angle B'AC.
On a alors cette parallèle par op. : (2Ri + Rg + C^ ^ Cj).
Les points o) et w' eussent ainsi été donnés par :
Op. : (18Ri + 9Ra + 19Ci + HCs); simplicité 57; exactitude 37;
9 droites, 11 cercles*
Je n'ai pas fait ces simplifications parce qu'elles dérivent trop de l*esprit ' de la méthode que nous venons d'exposer pour croire qu'un géomètre, , quelque habile qu'il soit, construisant une figure comme tout le monde le fait jusqu^ici, eût eu la pensée de les introduire; mais, même ainsi simplifiée, la construction reste beaucoup trop compliquée.
J'ai cité deux exemples qui me paraissent caractéristiques.
A duobus discete omnes.
Je crois que tout ce que nous venons d'exposer présente la Géométrographie comme un corps de doctrine à peu près complet en ce qui concerne la géométrie de la droite et du cercle telle que l'entendaient les Grecs, mais il reste deux applications à faire en détail au point de yu^ .moderne :
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1® L'application à la géométrie descriptive en ajoutant rusagedeTéquerre et d'un nouveau symbole d'opération élémentaire y relatif.
2° L'application à la statique graphique qui, outre l'équerre, admettra l'usage de règles divisées pour éviter les difficultés provenant des questions d'arithmologie introduites par l'idée de nombre, difficultés que nous avons signalées précédemment, par exemple : au sujet de la division d'une longueur donnée en parties proportionnelles à des nombres donnés ou au sujet de la construction d'une longueur qui soit m fois une longueur donnée.
Mon ami M. Maurice d'Ocagne, qui a eu l'obligeance de présenter ce mémoire à la Section de Mathématiques, m'a écrit à son sujet une lettre aimable dont j'extrais les lignes suivantes : « ... Je crois qu'au point de » vue de la spéculation pure, une solution pouvant se résumer dans un » langage plus bref sera toujours préférée à une autre, quand bien même » celle-ci serait plus simple au sens absolu que vous donnez à ce mot; » il faut bien remarquer, en effet, que la plupart des constructions indiî) quées en géométrie pure, sont destinées à n'être jamais réalisées effec- )) tivçment, telles sont les contructions de centre de courbure pour les » courbes autres que les courbes usuelles; il vaut mieux, dès lors, » qu'elles s'expriment sous une forme plus concise, plus élégante, plutôt » que de se traduire par une opération graphique plus expéditive. Cela )) est loin, d'ailleurs, de supprimer l'intérêt qui s'attache aux ingénieuses )> considérations que vous avez développées; celles-ci trouvent, en effet, » un vaste champ d'application dans la géométrie pratique et notamment » dans la géométrie descriptive. L'art de dresser les épures a tout à ga- » gner à s'inspirer de vos méthodes... Je vous fais part de ces réflexions » que j'ai émises à nos collègues de la 1®' Section, pour que yous puis- » siez y répondre... »
Je remercie doublement M. d'Ocagne^ et d'avoir présenté pour moi ce travail, et de m'avoir écrit ces lignes; mais je n'ai pas à répondre, en ce qui concerne son observation, car je suis tout à fait du même avis que lui et je n'ai point eu l'idée de faire ou de dire quelque chose qui en impliquât un autre ; je vais seulement profiter de l'occasion pour bien spécifier mon but. Je ne m'étonne nullement que ce but ne soit pas ressorti pour M. d'Ocagne d'une lecture de ce long mémoire, qui n'avait pu être approfondie puisque je le lui ai remis la veille de son départ pour Pau, et je crains surtout d'ailleurs de ne pas avoir suffisamment mis ce but en relief.
Je ne m'occupe point de l'exposition de la géométrie; pour chaque question, plus elle sera concise, élégante, etc., mieux cela vaudra, c'est évident, et il n'y a rien à changer à l'idéal de perfection que le géomètre doit poursuivre; je vise autre chose, car, à côté de la solution
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spéculative d'une question, il y a la construction effectuée de cette solution, et la. façon de réaliser les constructions constitue une branche particulière de la connaissance, un art dont on ne s'est jamais occupé; c'est de lui seul dont il s'agit dans mon travail.
Je n'y prétends même pas suivre exactement la construction réelle, puisque je prends pour hypothèse que les instruments et la feuille d'épuré ont toutes les dimensions possibles jusqu'à l'infini, que les positions relatives des données sont indifférentes, etc. C'est la construction ratUmnelie que j'analyse; on ne peut, je crois, analyser d'une façon générale la construction réelle, puisque l'exécution d'une même construction est ou facile ou pratiquement impossible suivant les grandeurs ou les positions des données. Ainsi il est souvent facile de placer les intersections d'une droite et d'un cercle, il suffit de les tracer sur l'épure; mais si le cercle a 100 mètres de rayon, comment fera-t-on?
Nous ne pouvons donc suivre la construction réellement eflfectuée, mais il est clair cependant que de deux constructions d'un même problème, évaluées toutes deux par notre méthode, celle pour laquelle on aura le plus petit nombre d'opérations élémentaires à exécuter, sera par essence la plus simple et que, toutes choses égales d'ailleurs, c'est elle qu'il faudrait rationnellement mettre en pratique plutôt que celle qui exige un plus grand nombre d'opérations pour sa réalisation ; dans le cas, très fré-quent, où l'on compare deux constructions et que, dans l'une d'elles, tous les coefficients de Ri, Rj, C^, Cj, C, sont respectivement au plus égaux aux coefficients de l'autre, la chose n'est même pas susceptible d'être discutée.
Il est un seul point de la lettre de M. dOcagne sur lequel nous ne sonmies peut-être pas d'accord, c'est lorsqu'il dit que les constructions géométriques ne sont, au fond, que spéculatives, c'est-à-dire qu'on ne les exécute jamais. C'était vrai pour les Grecs; s'ils traçaient des figures en croquis sur le sable, la chose servait simplement à aider le raisonnement, mais ce n'était pas de la construction. Cela explique qu'eux, si affinés, si ingénieux dans leurs spéculations géométriques, n'aient point eu l'idée de la Géométrographie qui n'avait pas d'objet puisqu'ils ne faisaient pas d'épurés (*) ; nous disons, nous, une construction faite au moyen de la règle et du compas, les Grecs disaient une solution possible avec la droite et le cercle, notre expression indique les instruments de la construction, la leur, les données spéculatives. L'idée si simple et si naturelle de la Géomé-
(*) Les Grecs ne faisaient pas d'épurés même pour leurs constructions d'édifices ; c'est du moins Tavis des savants qui se sont spécialement occupé de la question, de M. Ckoisy, par exemple, dont on connaît les beaux travaux sur l'architecture grecque ; toutes les dimensions étaient déterminées par le calcul; du reste, eussent-ils fait quelques croquis sur le sol, sur des parois de muraille, etc., que cela n'avait que peu de rapport avec nos épures et ne pouvait faire, chez eux, nattre Tidée d'un art propre de la construction géométrique i
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trographîe n'est pas née plus tôt, précisément parce que la géométrie nous vient des Grecs, que nous avons naturellement suivi leurs traces, adopté leurs méthodes, développé leurs Conceptions, etc., sans imaginer qu'à la base il se trouvait un détail auquel ils ne devaient pas avoir songé, puisque son objet : la construction géométrique effective, n'existait pas pour eux. Aujourd'hui, la Géométrographie s'impose, au contraire, car Ton utilise pratiquement beaucoup de constructions géométriques et des plus délicates dans les ateliers de précision, pour les machines, etc., etc. Je dois dire d'ailleurs cpie ce point de vue utilitaire ne m'a pas conduit, j'ai pensé simplement que, puisque l'on croit utile de donner des constructions qui puissent être effectuées avec la règle et le compas, il fallait les donner les plus simples possibles et indiquer aussi les moyens généraux de construire lé plus simplement. Montrer d'une façon complète que l'on exécute réellement et de divers côtés, dans un but pratique, des tracés géométriques d'origine spéculative, et qu'il y a même des géomètres amenés à en exécuter pour leurs recherches, m'entraînerait trop loin, mais je veux cependant citer quelques exemples à l'appui de mon affirmation,
1® Au courant d'une recherche, on a souvent la présomption d'un théorème ; la démonstration de son exactitude ou de son inexactitude peut conduire soit à de très longs calculs, soit à des études d'autant plus ennuyeuses à tenter qu'elles sont faites en pure perte si la présomption n'est pas exacte; beaucoup de géomètres trouvent donc commode d'économiser le temps en faisant d'abord une vérification pratique par le trait, c'eét-à-dire une construction dont le résultat ne démontrera rien, bien évidemment, mais indiquera, ordinairement, si l'idée doit être poursuivie ou abandonnée; j'ai eu moi-même assez souvent recours à ce procédé.
2° Je citerai ensuite un petit travail de M. Laisant : Constructions graphiques de nombres transcendants, inséré dans le livre publié à l'occasion du centenaire de la Société philomatique, en 1888, qui obligeait à une construction délicate pour laquelle il a dû s'adresser à un habile dessinateur,
3" Des résultats spéculatifs importants ont même été découverts par le seul moyen de constructions graphiques et démmitrés postérieurement; pourquoi les essais préalables seraient>-ils impuissants entre les mains du géomètre, quand l'arithmologue en fait un moyen ordinaire d'arriver à la probabilité ou à la fausseté du théorème qu'il a en vue ? Voici, du reste, un cas que je cite avec détails parce que je le crois peu connu. M. Dunesm>e, ancien élève de l'École des Beaux-Arts, architecte, maître de dessin graphique à l'École normale et au ci-devant Lycée Napoléon, mort il y a une vingtaine d'années, a découvert, le compas à la main, de très curieuges propositions; je signale les suivantes parmi celles qu'il
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a communiquées à Tlnstitut et qui sont maintenant des théorème^ courants ;
a) Toute courbe C est Vombre d*une surface de révolution S (éclairée, par des rayons parallèles) sur un plan perpendiculaire à Vaxe de S ;
La développée de C est Pombre d*un conoïde ayant pour axe Vaxe de S, pour plan directeur le plan pefpendiculaire à cet axe et pour di^ rectrice Pombre propre de S.
h) Si Von fait tourner une conique autour d'un aoce parallèle à un axe de figure j elle engendre une surface de révolution dont Pombre propre projetée sur un plan perpendiculaire à Paxe est une conchoïde de conique,
c) Si P on fait tourner une sinusoïde autour de la ligne des centres, elle engendre une surface de révolution S; si Pon éclaire cette surface par des rayons à 43®, Pombre propre de S projetée sur un plan perpendiculaire à Paxe se compose de deux cercles ; Pombre portée sur le plan perpendicmlaire à Paxe est une cycloïde.
M. Dunesme faisait avec un soin méticuleux des épures admirables, déterminant les R^ et les C^ à la loupe, etc.; je tiens ces détails de mon camarade H. Laurent, examinateur d'entrée à TÉcole polytechnique; M. Dunesme était un proche parent de sa mère.
4** M. d'Ocagne lui-même a — très légèrement — ressenti Tinfluence de la Géométrographie. Vers la fin de 1891, à une séance de la Société mathématique, il nous parla d'un problème de construction géométrique inspiré par les éludes de son service actuel (le Nivellement général de la France), et en indiqua une solution; le même jour, j'exposai à ce propos un résumé succinct d^s études que je faisais pour évaluer la simplicité et l'exactitude des constructions géométriques. A une séance suivante M. Laisant apporta, du même problème, une solution plus simple, et M. d'Ocagne une modification de la première qui semblait, cependant, évidemment moins simple à construire que celle de M. Laisant et l'était effectivement, comme le démontrait ma méthode de comparaison. M. d'Ocagne revint ensuite sur la même question, car il fit présenter à l'Académie des Sciences, par M. Bouquet de la Grye, une nouvelle solution qu'il croyait, à tort, plus simple, sans doute parce qu'elle s'énonçait pluâ brièvement et qu'il n'avait point d'autre critérium.
Ayant l'intention de rédiger, comme application de ma méthode, une note que je présenterai prochainement à la Société mathématique et dans laquelle je comparerai toutes ces solutions du même problème au point de vue de la simplicité et de l'exactitude de la construction, j'ai demandé à M. d'Ocagne quelques détails et, dans sa réponse, il m'a envoyé une dernière solution que je viens d'examiner et qui, celle-là, est la plus simple de toutes. Je crois bien que, sans l'idée de Géométrographie, ce problème n'eût point été traité aussi à fond, car tout géomètre qui n'aurait point eii
cette préoccupation nouvelle aurait été satisfait de la première solution.
Cet exemple montre de plus que, même quand on a Tattention attirée sur la simplicité des constructions, on ne peut pas, sans notre méthode, juger quelles sont les plus simples, car M. d'Ocagne avait évidemment cru que la solution présentée à TAcadémie était plus simple que celle qu'il avait exposée d'abord à la Soc. Math., et c'est le contraire qui a lieu de la façon la plus absolue.
Sauf cette légère restriction, je ne puis que souscrire à ce qu'a dit M. (TOcagne, choses que j'ai, du reste, voulu indiquer en plusieurs endroits du présent mémoire.
Il est un point qui mérite aussi quelques mots d'explications, lesquelles répondront à une objection que je m'étais faite à l'origine et qui doit, tout d'abord, se présenter à l'espirit de ceux qui examinent notre méthode. Est-il légitime de supposer identiques les opérations : Ci, Cj, C3, R^ ,Ra, dans la composition des coefficients de Simplicité et d'Exactitude? Non, évidemment, s'il s'agissait, dans la Géoniétrographie, d'une sorte de métrage absolu ; mais ce n'est nullement le cas, et si j'assimile ces opérations, c'est parce qu'elles sont élémentaires, c'est-à-dire indécomposables en d'autres plus simples et que, spéculativement, elles ne sont ni plus simples ni mioins simples l'une que l'autre. Le mot memre ne peut donc pas être rigoureusement introduit, avec le sens qu'il a habituellement, puisqu'il s'applique à la comparaison d'une grandeur avec une autre grandeur de même nature prise pour unité ; une construction n'est pas une grandeur et elle s'exécute au moyen d'opérations élémentaires irréductibles entre elleSfc Si j'emploie l'expression : mesures de la simplicité, etc., c'est dans un sens imagé, parce que je trouve qu'il convient mieux à mon but que le mot général : corùparaison. Exiger la rigueur absolue ici est impossible et serait absurde, car elle conduirait à rejeter même toute comparaison eatre les simplicités pratiques de certaines constructions ; comment, en effet, apprécier rigoureusement si la construction 2C3 est plus ou moins simple que SORa, puisque les unités C3 et Rj sont différentes. En réfléchissant un peu à l'essence de la question et en pratiquant la GéométrographiCy on reconnaîtra, je pense, comme nous, que nos assimilations sont admissibles dans l'ordre d'exactitude spéculative oîi les tracés géométriques le sont eux-mêmes, car nous disons : je trace une ligne, je place un point, et ni la ligne ni le point n'ont d'existence objective. Il y a, du reste, des cas très fréquents où même ces scrupules théoriques n'auraient point à s'appliquer; ainsi la construction dont le symbole est : op. : (4Ri + 2Ra-{- 8 C^ -|- 3Cj) est, à quelque point de vue que Ton se place, moins simple spéculativement que celle dont le symbole est : op. : (ZR^ + Rj + ^^i + C3)» puisque les coefficients de toutes les opérations élémentaires, qui sont en réalité les unités indépendantes de notre évaluation, sont plus petits dans la
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seconde que dans la première; ce cas se présente, par exemple, dans le problème de M. d'Ocagne, problème dont nous venons de parler ; enfin notre méthode donne, en tous cas, un critérium spéculatif plus ou moins parfait dont nous avons déjà montré dans ce mémoire des résultats pratiques incontestables; avant elle, il n'existait aucun critérium.
IV. — Tracer un cercle quelconque
V. — Tracer un cercle quelconque dont le centre est donné. VI.^ — Prendre avec le compas une longueur donnée. VII. — Porter sur une ligne une longueur prise. VIII. — Porter sur une ligne une longueur donnée. IX. — Tracer un cercle passant par deux points A et B. X. — Placer un point à égale distance de deux points donnés. XI. — Par un point donné sur une droite, tracer une seconde droite qui fasse
avec la première un angle égal à un angle donné. XII. — Connaissant deux angles d'un triangle, construire le troisième.
XIII. — Construire un triangle, connaissant un côté et les deux angles adjacents.
XIV. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et Vangle compris.
XV. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et Tangle opposé à Tun
d'eux.
XVI. — - Construire un triangle, connaissant les trois côtés. XVII. ~ Par un point pris hors d'une droite, mener une parallèle à cette droite, xyill. — - Tracer une perpendiculaire en son milieu, à une droite limitée par deux points, et placer le milieu d'une longueur tracée. XVIII bis. — Placer le point symétrique A' d'un point A par rapport à Une droite
donnée BC. *
XIX. — Décrire un cercle sur une droite donnée comme diamètre. XX. — Tracer par un point C une perpendiculaire à une droite AB. XXI. — Décrire une circonférence passant par trois points donnés. XXII. — Diviser un angle donné en deux parties égales.
XXVII. — Inscrire un cercle dans un triangle donné
XXVIII. — Construire sur une droite donnée un segment capable d'un angle donné. XXIX. — Construire les tangentes communes à deux cercles donnés. XXX. — Construire une droite qui soit n fois une longueur donnée. XXXI. — Construire une droite qui soit la n'*™ partie d'une longueur donnée. XXXII. — Diviser une droite en p parties proportionnelles à des droi:es données. XXXIII. — Construire la quatrième proportionne 11 j à trois droites données.
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XXXIV. — Construire la troisième proportionnelle X
w^rJr,.. r^ X- 1 *«/. , . 6* c* c* a« a» 6» 6c ca a6
XXXIY h%s, — Dans un triangle ABC, construire — > >->-r»— »^>— 't» — •
aabbccabc
XXXV. -— Construire la moyenne proportionnelle entre deux droites données. XXXYI. — Diviser une droite en moyenne et extrême raison. XXXYII. — Tracer par un point donné une droite passant par le point de rencontre
de deux droites données que Ton ne peut prolonger jusque-là. XXXYIII. -- Placer le point réciproque d'un point donné, par rapport à un cercle
donné. XXXIX. — Tracer la polaire d'un point donné, par rapport à une circonférence donnée.
XL. — Placer le pôle d'une droite donnée, par rapport à une circonférence
donnée.
XLI. — Tracer Taxe radical de deux circonférences* XLII. — Placer ie centre radical de trois circonférences, XLIII. - Placer un point donné par ses coordonnées cartésiennes relatives à deux
arcs donnés. * XLIY. — Placer les centres de similitude de deux circonférences données. XLY. — Tracer les axes de similitude de trois circonférences données. XLYI. — Étant donnés deux points A et B sur une droite, placer le conjugué
harmonique C d'un point donné C par rapport à A et à B. XLYII. — Les deux extrémités A et B du côté d'un carré étant placées, placer les
deux autres sommets.
XLYIII. — Placer les axes d'une ellipse dont on donne, placés, deux diamètres conjugués.
Principes de l'art de la construction géométrique. XLIX. — Placer un point M dont on connaît : l"" les coordonnées normales propor- , tionnelles l, m, n par rapport à un triangle de référence; 2'' deux coordonnées normales absolues.
L. — Placer le centre de gravité d'un triangle. LI. — Placer le point de Lemoine d'un triangle. LU. ~ Tracer la droite de Lemoine, Lin. — Placer le centre de gravité et le point de Lemoine d'im triangle en
une même construction.
LIY. — ■ Placer un point de Brocard, LY. — Placer les deux points de Brocard.
LYl. — Placer le point de Steiner, LYII. — Placer le point de Tarry.
S 2S LYIII. ^ Construire la longueur ^ ou -~- dans un triangle.
LIX. — Placer le point de Gergonne d'un des cercles tangents aux trois côtés
d'un triangle.
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