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Le problème de Cavichy. — lùanl donnée l'équation
(i) F{x, jK, ;, /', y, r, s, t) = o,
dont nous désif>neron.s les dérivées parlielles par rapport à / ", 5, / par R, S, T, le problème de Gauchj consiste t\ déterminer une surface intégrale S, sachant qu'elle passe par une courbe donnée T, le long de laquelle le plan langent est connu en chaque point. Nous dirons qu'un système de formules représente l'intégrale générale de l'équation (i), s'il permet de résoudre le problème de Cauclij.
Tous les éléments de la nialtiplieilé j^ )., c, />, q donnée sont des fonctions d'un paramètre varial)le ). assujetlies à la seule condition
dz = }> dx -t- g dy.
Les deux relations
dp — r dx H- s dy, dq = s dx -h / dy,
jointes à l'équation (i), détermineront /', s, t. en fonction de A si
l'expression
A = H dy^ — S dx dy h- T dx^
n'est pas nulle, ce (|ue nous supposerons d'abord.
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1-'. i
Nous poserons
Pik
Poa —
l'our calculer les quatre nombres y>,A; où i + Â'=3, on aura les relations
\dp.2o := y>3n d,T + pn dy, dpi i= p^ dx + ;>,, dy, \ dp n-2= j^i-> dx -+- posdy,
dF dx
dy
Si l'on convient de désigner par ( -, ) ce qui reste de la dérisée
dy
partielle par rapport h y d'une fonction ^ d'oidre ;/, quand on en a supprimé les termes d'ordre /? + i , la dernière éf[uation s'écrit
^F /dF\
dF
Si nous remarquons que -r- = o est une conséquence de F = o
dF !.. 1 , . • .
et —j- = o, on aura, pour déterminer toutes les dérivées /)//,, ou
/ + /•■ ^ 3, le système
dy
dpik = Pi+\ ,/. dx 4- yj/,/,+1 dy {i + k±%).
C'est un système de sept équations à sept inconnues, c|ui seront déterminées si les équations (2) et (3), linéaires par rapport aux dérivées de troisième ordre, ont un déterminant non nul. Celui-ci est
dx dy o o
o dx dy o
o o dx dy
A dx,
et comme on peut toujours supposer dx y^ o, il n'est pas nul. D'une façon générale, supposons que le système
dF _ ^'~2_F _
S ,' ' dy ' " dy'^-
f^Pi,h — Pi+} ,k dsr -f- /'/.A -H dy, i -\- k i n — i
d(''lcrmine en fonction de ). toutes les dérivées jusqu'à l'ordre n
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inclusivement, si A n'est pas nul. Pour déterniiner les dérivées
dn—\ Y
<roiTlre /i -4- I , il lauJra lui adjoindre les relations . , , , = o,
J dx^ dy'^
où i -}- k = n — I, qui se réduisent en tenant compte de la première
lione de o a -; 7 ^ o, et les relations
ïi dy"-^ '
'^/'/.A = Pi+Ul<: dx -h piM-^x dy, oii i -f- k ^ n.
On aura ainsi, pour calculer les /i -h 2 dérivées d'ordre ^i + i , /i + 2 équations linéaires dont le déterminant
dx dy 00... o o o o d.r dy o . . . <> <> o
dx dv o o dx dy il S T
= A dx''-"-
esl encore différent de zéro. Si donc nous donnons à A une valeur A„ telle que A (a,,) i^e soit pas nul, le développement en série de c suivant les puissances de .r — ./(A,,): J'— J'^'^o) est formellement déterminé et les méthodes du calcul des limites permettent de démontrer sa converoence sous des conditions d'analvticlté des données que nous supposerons toujours véridées. Il existe donc, sous ces hj'pothéses, une surface intégrale et une seule qui passe par une courbe donnée V et soit tangente, le long de T, à une développable donnée.
2. Courbes caractéristiques. — La conclusion précédente est en défaut si A est nul. On appelle équation caractéristique l'équation
A ss R tn"- — S /H -t- T = o ;
M. Goursat a complètement étudié (') le cas où ses racines sont confondues. Nous les supposerons distinctes et les désignerons |)ar A?i, et m^. Quand A est nul. on peut avoir
soit dy = /?», dx. soit dy — nij^ dx.
(') Goursat. Leçons sur rintégration des é'/i(alio/is aux dérivées partielles du second ordre, t. II, p. ifi'i et sq.
Sur une surface intégrale donnée S, où z., p, q, /■, 5, l sont des fonctions connues de x et y, ce sont là les équations différentielles de deux systèmes de courbes C( et Co qu'on appelle courbes caractéristiques. Par chaque point de la surface, il en passe, en général, une et une seule de chaque système.
3. Caractéristiques du premier ordre. — Supposons l'équation (i) résolue par rapport à ]'. L'équation caractéristique de
'' -^fi^, y, ^, p, q, '\ 5, 0 = o
et l'on a
àf àf ds àt
àf àf
as àt
Considérons une multiplicité M, de S, admettant une courbe G| comme support. Entre ses éléments, on aura, quelle que soit S, les relations
(5) dj = nii dx,
S' \ (6) dz = p dx -\- q dy,
(7) dp ^^ ifx(r -T- niis),
( 8 ) dg = { s -h /Uit) dx.
L'équation (5) exprimant que A est nul, on ne peut pas tirer /•, s, t de (4), (7) et (8). Mais il se présente ici une circonstance exceptionnelle : On peut, en général, calculer /■, s, t au moyen de (5), (7) et (8). Supposons d'abord qu'il n'en soit pas ainsi. Il faut(') que (5) et (8) ne déterminent pas s et /, c'est-à-dire que
dt ' ds
L'équation donnée s'obtient alors en éliminant /??< entre deux relations de la forme
/■ + mi5 -H 4'(''*^) J', ^1 /') 7) '"j ) = "j * + "'1 ^ + ïi-^i y-, -1 /'i (]i '"0 = o
(') G AU, Annales dr- rUni^'crsilé de (iicnohic. I. \\\, 1918, p. 5f)f)-3()5.
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et le sjslènic S' moiilre alors que la dérivée t^ par exemple, est indéterminée pour les mulliplicités M, qui vérifient les trois équations
dz = p dx ~- <i dy^ -^ + 'l [x, y, 2, />, ^/, ^ j = o,
Ces nuiltiplicilés s'appellent des caraclcristiques du premier ovdie . 11 n'en existe pas en <;énéral ; et s'il en existe pour les deux systèmes de earactéristiques, un calcul facile montre que l'équation proposée a la forme de Monge-Auipère.
4. Caractéristiques du second ordre. — Supposons maintenant que les équations (5), (7), (8) déterminent r, 5, /. Si l'on veut déterminer les dérivées du troisième ordre, le calcul du n" 1 montre que les équations (2) et (3) qui les déterminent ne sont compatibles, quand <h- = /»i dx^ que si
f d¥\ „ dx ^ dt
condition qui s'écrit, si F ^ /■ +■ J •,
( 10 j ( -j- \ dx + ds -H m-, dt — o.
11 est alors toujours possible de choisir les huit nombres j;', j', r, /?, Y, /', 5, ^, de manière qu'ils vérifient les six équations (4), (5), (6), (7), ( 8 ), (10 ) : en prenant x comme variable, les autres dépendent encore d'une fonction arbitraire. Toute multiplicité M. qui vérifie ces six équations s'appelle une caractéristique du second ordre^ elle a pour support une courl)e caractéristique, sur une surface intégrale.
Reprenons alors les calculs du n" 1. En tenant compte de la relation A = o, h's trois équations
ftp\,u - =^ l>i,n-i dx -f- p\,n-\ (ly. dp^^n-\ = P\,n-\ dx -(- /)o,« dy ne sont compatibles que si l'on a
dy
6 R. Goysi':.
jNous pouvons assujettir la dérivée />o,3, qui est restée aibitraire, à vérifier l'équation différentielle (i i ) où n = /\ ; le système que vérifient les dérivées du quatrième ordre est alors indétermiué; on peut choisir p,,/, de manière qu'il vérifie l'écpiation (i i) où n = 5, et ainsi de suite : dans chaque ordre /<, à partir du second, il y a une dérivée j»o/i qui n'est déterminée que par une équation différentielle du premier ordre; elle dépend donc dune constante arbitraire et nous pouvons déterminer formellement un développement en série de c, où figurera, comme nous venons de le préciser, une infinité de constantes arbitraires. On démontre (pie cette série est convergente sous des conditions que nous supposerons vérifiées. Par suite, par une caractéristique du second ordre^ il passe une famille de surfaces intégrales dépendant d'' une infinité de constantes arbitraires.
Ce calcul permet de compléter la ihéorie des caractéristiques du premier ordre. En effet, choisissons /, que nous avons laissé arbitraire, de manière que
, _, fdf\ ds ôf dt
\<ly I </•'■ àt dy '
t dépend encore d'une constante arbitraire et lous les nombres x^y^ z, p^ q^i r^ s^ t qui vérifient (4), (o), (6), (y), (8), (12) sont, quelle que soit cette constante, les éléments d'une caractéristique du second ordre. Il en résulte d'abord que toute caractéristique du premier ordre fait partie d^ une infinité de caractéristiques du second ordre, dépendant dUine constante arbitraire et ensuite que, par une caractéristique du premier ord/e, il passe une infinité de surfaces intégrales, dépendant d'' uni- infinité de constantes arbitraires.
5. Propriétés des caractéristiques du premier et du deuxième ordre. — Soit ^05.) 05 ^o) Po-, 7o un élément d'une caractéristique du premier ordre M|. L'équation différentelle (12), quand on y a remplacé /• et s par leur valeur tirée du système S' (n" 3), devient une équation du premier ordre en t qui admet une solution unique se réduisant à Iq quand x = Xa. Si donc, deux surfaces intégrales ayant en commun tous les éléments de JMi ont un contact du second ordre au point iCy, j'o, wy, la valeur de l qui est, pour les deux surfaces, égale à to quand x = Xq, reste la même pour ces deux surfaces tout le long
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de la caracLérislique; il en est de inèine des valeurs de /■ et de ^ et, par suite, si deux surfaces intégrales ont en commun tous les éléments cVune caractéristique du premier ordre et un contact du second ordre en un de ces éléments^ elles ont un contact du second ordre tout le long de la caractéristique.
On peut démontrer un théorème analogue pour les caractéristiques du second ordre. Plus généralement, si deux surfaces ont un contact d'ordre n en un des éléments cVune caractéristique commune du second ordre., elles ont un contact d'ordre n tout le long de cette caractéristique. En efïet, toutes les dérivées d'ordre /? s-'expriment en fonction linéaire de p^^n et celle-ci est déterminée par l'équation
C'est encore, tous les calculs faits, une équation dilTérentielle du premier ordre en />o«, sur laquelle on raisonne comme sur l'équation (i 2).
G. Caractéristiques d'ordre /). — Considérons le système S du n" 1 où l'on fait F = /• +/• L'équation
permet, par des dillerenliations successives, de calculer tous les nombres/?2,A en fonction des nombres/?, y où i -\- j < 2 -4- A, i = o ou i . Si p., h est ainsi exprimé, />3 /, ne renfermera que des nombres p/y où / vaut zéro ou i; les nombres />.,/, étant remplacés par leur valeur, p^h lie contiendra plus que des nombres /?,■ / où /vaut o ou i . De proche en proche, on voit ainsi que tous les nombres />,a, où / + A=/i — I, seront déterminés dès que l'on connaîtra /)o,«-i et/?, „_.2. Le système S se réduit alors aux seules équations
(l^ = Pi.o <l'' -^ y '0,1 (ly, dp^Q— yj., „ d.r -f- />),i dy. . . . , ftpi^n--.— J>i,n--i d.r -t- Jh.n-i dj ,
df^o.i = P\,\ (Ix -+- /?o,2 dy, .... rf/>o,«-i = 7'i ,"-1 dx -t- p^^n dy,
dans lesquelles on a
/rt"7'\ df ôf .. .
J'-'-^ [dp) ^' t^'^'-^'-^tt /'"•'+==" (. = o, I, . . ., ,. - 2),
O R. GOSSF,
En particulier, les dérivées d'ordre n sont données par les trois relations
dpx^n-ï _ dy dp^,n-^ _ dy
(d'-\f\ ,)/ ùf
d'où l'on tire
Pw
llz\-_'V ^ly , àf
\ dx ) as dx dt \
_^ dp\^n-i _^ (//>,),» -1 fdf_ _ dy\ _^ / d"-^- f dx dx \ds dx) \ dy"-^
Si -7- = /;?!, par exemple, />on n'est pas déterminé et il est arbitraire si
(.3) %iZÎ^,„.,%Li] + /^LV:)=o.
dx ' dx \ dy"-- '
11 'est alors naturel d'appeler caraclérisliqiie cV ordre n — 1 toute multiplicité iM,/-i d'éléments d'ordre "^n — i, ejui vérifie le système
dz = 7>, ,0 dx -\- Po,\dy, -^ = ni^.
dx S <^
dpi,o= p>,o dx -^ pi^i dy, dpi^„^:i= po^^s dx -^ p,^,, idy,
\ dp^^^ = yjj,! dx + 7?o,2 dy , . . . , dp^^n-, = 7>i,„-i dx + y^,,„_l dy
et l'équation (i3). Pour avoir une caractéristique d'ordre /?, il suffira, d'après celte définition, d'ajouter aux équations j^récédentcs, les trois relations
i dp\,,i-i = Pi.n-i dx -t- pi,n-l dy, f//Vo,„-i = J>un-i dx + /^o,« dy,
{ dx ' dx \ dy"-
Mais les deux premières entraînent la relation (i3); il suflit donc de remplacer dans le système S, et l'équation (i3), //par // -h i .
7. Propriétés des caractéristiques d'ordre n. — Ces multiplicités sont définies par 211 -\- \ équations contenant 2/i + 3 variables; il en existe une infinité, dépendant d'une fonction arbitraire et l'on voit comme au n" i qu'il j a une famille de surfaces intégrales, dépendant «l'une infinilé de constantes arbitraires, qui passent par l'une d'elles.
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De plus, si l'on connaît une caractéristique d'ordre n — i, on aura toutes les caractéristiques d'ordre n à laquelle elle appartient en résolvant en y;i,j_, et/>o«les deux dernières équations (i4) par exemple. On est ainsi amené à une équation différentielle du premier ordre,
où le coefficient de '^ "'/' est /;?> — 7??i, pour déterminer pi^n- Par suite,
toute caract(''risli(juc d'ordre n — i appartient à une famille de caractéristiques cVordre n dépendant (C une constante arbitraire. Plus généralement, le même raisonnement répété /■ fois montre que toute caractéristique d'ordre n appartient à une famille de caracté/'isliques d^ ordre n + /■, dépendant de r constantes arbitraires.
Enfin, la même démonstration que celle du n° o nous permet de conclure que si deu.x surfaces intégrales ont un contact cV ordre n^p en un élément cVune caractéristique commune d^ ordre n elles ont un contact d'ordre n +/> tout le long de cette caractéristique.
8. Conclusion de l'étude des caractéristiques. — Les analogies entre les équations du premier ordre et celles du second nous apparaissent dés lors si nombreuses qu'il semble naturel de tenter d'appliquer au problème de l'intégration des équations du second ordre la méthode qui a réussi <à Gauchj dans le cas du premier. Nous avons trouvé que chaque surface intégrale est un lieu de multiplicités caractéristiques, dont les éléments vérifient un système différentiel qu'on |)eut former sans connaître l'équation de la surface. Puisque l'équation proposée fait partie de ce système, il est clair cjue toute surface lieu de pareilles multiplicités est une surface intégrale; il semble donc qu'il n'y a qu'à déterminer ces multiplicités et à les assembler de manière qu'elles engendrent des surfaces.
Mais nous avons remarqué que le système différentiel qu'il faut résoudre contient, quel que soit n, deux variables de plus qu'il n'y a d'équations. Pour l'intégrer, il faudra introduire une fonction arbitraire qui rendra impossible, sauf dans des cas particuliers, la recherche effective de l'intégrale générale.
Il est d'ailleurs facile de se rendre compte jusqu'où on peut allés" dans cette voie. Aux équations des caractéristiques du second ordre, adjoignons une autre équation quelconque du second ordre, qu'on
lO Tl. GOSSE.
peut toujours écrire
La solution qui, pour x = o, prend les valeurs jo, ^o? Poi Ço-> ''oi s„, /„ sera représentée par les formules
<\i étant une fonction de ^,70, ^o? /^o? ^05 ''05 •^o? ^o- Ei^ prenant vq, /^05 '/o» ^'0? ■^0? ^0 fonctions de j,,, un calcul identicjue à celui fait par Cauchy pour le premier ordre, montre que les multiplicités à deux paramètres ainsi obtenues sont situées sur des surfaces intégrales sous les conditions nécessaires et suffisantes
les accents désignent les dérivées par rapport à Vq. On en conclut que /'o, Sq, to, Ço sont des fonctions connues de ^0 ^^Poi ceux-ci étant déterminés par un système de la forme
j>l = *i(ro, ^0, -■'a,pç, y'o ), -0 = *-^(ro, -0, s'o, po, p'o)-
En général, le système considéré n'admettra donc comme solution que des surfaces qui dépendent au plus de quatre paramètres arbitraires : les formules obtenues ne peuvent représenter l'intégrale générale.
11 semble donc qu'il faille renoncer à utiliser la théorie des caractéristiques. Mais il est bien évident que le problème que nous venons d'étudier peut s'énoncer ainsi : quelles sont les solutions coniî7iunes aux deux équations
/•-t-/ = o, '\iix, Y, z, p, q, r, s, t) = o.
En général, on n'obtiendra, d'après ce que nous venons de voir, que des intégrales communes dépendant d'un nombre (ini de paramètres arbitraires. Mais une question se pose ainsi ]d'elle-même : n^ est-il pas possible cVadjoindi'e à C équation proposée une équation qui admette en commun avec elle des intégiales dépendant d'une infinité de constantes arbitraires? Le Chapitre suivant nous appren-
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dra à en décider et à préciser la raçuii dont les solutions coninumes dépendent des arbitraires.
CHAIMTKK Jl.
LWOH TIONS. INVARIANTS.
9. Involutions. — l^roposous-nous de chercher s il existe une équation E, d'ordre /?, qui admette avec /■-)-/':=o une famille d'intégrales communes dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. En remplaçant, dans E, les nombres />,/, par leur valeur en fonction i\i' ceux où i vaut o ou i , on [)eut l'écrire
E ~ OiX, y, z, p,^ /'1,//-1; J'O.l- ■ ■ • P»,>1 )
Cherchons le développement en série d'une intégrale commune. Si pour .r = Xo, V=^Xo< un se (h)nne des valeurs de z-^piQ, . . .,pin-u />o,i, . . . , poa-\ satisfaisant aux deux équations, on pourra d'abord (^n" 0) calculer tous les nondjres yj//, ^>û i -\~ k^ii. Pour calculer les dérivées d'ordre /? -(- i , on a les trois relations
/ do i do , >lo ()o
ax \dx I 'l]>\,n\ OP«,ii
c?cp / do \ i)o à':
dy \dy J C/^i.,,-i àj>o,,i
d'-U /--h /■) ôf i)f /d»-^ f
On dit que V équation Y. esL en in^olution cwec lapioposée si ces trois équations se réduisent à deux. Un calcul déjà fait (n" 6) montre que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il sufiit que l'on ait
à-:i \- >^f àf ào df / ào
\àpo,n/ <>S àpi^n-l '^Pon àt \/^/'l,«-1
àpo,n \dx J dp^^n-\ \dr j àpx^uY àpo^f, V.â'j"-!
Ea première relation montre qu'il y aura deux séries possibles d'équations en involution. sui\ant le rapport — — : - — - — sera éeral à //i, ou m.;,. Nous dirons que le systè/ne i de caraciérisliques admet une involution d'ordre /?, s'il existe une fonction <p(x, y, z-, J'^,oi • • •>
p\n^\: />o.i, • • ■ 1 Pon) vérifianl le système A :
,)'fi
'\drj ')pun-^ \dr'-' On définit de même les involutions du système II
10. Invariants. ^ Nous introduirons immèdiatememl une distinction très importante. Si le système A n'est vérifié qu'en tenant compte de l'équation 'f = o, on dit qu'il existe une involution d'ordre /?. S'il existe une fonction o vériliant ideuliqueinent le système A, il est évident, d'après la tonne de ce système, qu'il est vérifié par toutes les fonctions 9 — c, c étant une constante quelconque. Toutes les équations o ^= c sont en involulion avec la proposée, quel que soit c. On dit alors que le système 1 admet un invariant d^ordre n. Cette dénomination est justifiée par l'importante propriété suivante : lorsqu'on se déplace sut' une ca/rtcléristique d'ordre n d'un système qui almei an invariant o de même ordre^ la valeur de o resta constante au cours du déplacement.
Désignons en elïet par 0 tout déplacement sur la caractéristique. On a :
dx dy
'Jp\,o
oy'1,0-
àz
àp\,n-
Opi),
opo,\
àp(),n
^Po,n,
ce qui s'écrit, en tenant compte des équations des caractéristiques d'ordre n (n" 6),
dx
\dy)_
OU
'^Pi,n-
est donc nul, en tenant compte des é(pialions (A
Ce résultat peut encore s'énoncer ainsi : la condition nécessaire est suffisante pour qu'il existe un invariant d'ordre n est qu'il existe une combinaison intégrable pour le système dijjérentiel
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qui définit les caractéristiques du même ordre^ et il est clair que les équations de toutes les caractéristiques d'ordre supérieur admettront la même combinaison intégrable.
Pour savoir ce que devient cette |iroprlété dans le cas dune involution, supposons l'équation o ^o résolue par rapport à /J,„_,. La première équation (xVi montre immédiatement qu'on peut écrire
à condition que ?i soit supérieur à 2, ce que nous supposerons désormais. En utilisant les résultats et adoptant les notations de M. Gau ( ' ) on a
!„_, ne dépendant pas des dérivées d'ordre n et M„_, et N„_, ayant pour valeur
dj- Os dp dy i)t ôq
En écrivant que la seconde relation (A) a lieu identiquement quand on y remplace p\n-\ par — m.yp,,,!^ "• on obtient les conditions
du au
{m, — /tii ) ( -7 ni 2
d/Ht dm y .
( du\ /^«\ _ ^« t d''^-f_
\dx) \dy j dpi,ri-2 \ dy^
l ,, ,», dm, dm-, ]
^ nii AI„_i — N„_i -f- -^ -I- /»i -~ i
M. Gau (loc. cit.) a donné une forme condensée remarquable à ces conditions : en désignant par o un déplacement sur la caractéristique
d'ordre n et posant
dm, dm. ôf df
dm^ dm^ dx dy ()]> tlq
dy dy m ■> — /n i
(') Gau, Th'-se de Djctorat, C.iulliirr-Villars, 1911, p. 7 et 8.
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on ol>Lienl
3> g^=cp(A/. + I3)
oci
- / dm I ()//? 1
t)X ' /»i — ///'i \ ut os
Supposons alors qu'au début du déplacement, on ait o ^ o; au cours du déplacement sur la caractéristique, o n'est fonction que d'une variable .r, par exemj)le, et satisfait aux équations différentielles (3) ou (4). D'après la forme de ces équations, puisque 9 = 0 pour la valeur initiale de ./■, on aura cp = o durant toul le déplacement.
11. Solutions comniunes à deux équations en involution. — Si nous reprenons maintenant le calcul du n° 9 en posant
il est clair que les trois équations (i) de ce paragraplie sont liées par
la relation
do do f/»-i(/'-^ f)
dx dy dy"^
si cp = o est en involution avec la proposée; p^n^yx reste arbitraire,
De même, les dérivées d'ordre /? + 2 sont déterminées par les
trois relations
f/2cû d'^o d"{r-^f)
dx dy ■ dy- ' dy"^
et l'on a identiquement
d' 9 d' 'j dm 1 do d" (r -+- f )
dx dy dy^ dy dy dy'^
Si l'on remplace dans celte identité les dérivées d'ordre /i + 1 parleur
valeur, -7-^ s'annule et l'on a dy
dx dy dy'^ dy"
Une dérivée d'ordre /* f- 2, />„ ,,4 2 pai' exemple, reste arbitraire. On démontre sans peine cpie les trois équations
d''o d''o d"+^<-Ur-h /■)
dxdy''-^ ' dy'^ ' dy"-
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qui déterminent les dérivées d'ordre /i + A" + i , sont liées par la relation
dx dy''-^ dy'' dy'^^''-'^
et pi^n\-k+i est encore arbitraire. Ainsi, dans ciiaque ordre à partir du //"'■'"'', une des dérivées partielles reste arbitraire, les dérivées jusqu'à l'ordre n inclus étant choisies à l'avance de manière à satisfaire aux deux équations /• [-/= o, 0 = 0. Les méthodes du calcul des limites montrent qu'on peut, sous des conditions d'analjticité que nous supposerons reuiplies, limiter le choix de ces arbitraires de façon que le développement en série de ; que nous venons d'obtenir reste convergent dans un certain domaine. Les deux équations en involution admettent donc une famille de solutions commu/ïes^ dépendant comme nous venons de lexpliquer d'une infinité de constantes arbitraires. Mais, si générale que paraisse la solution ainsi obtenue, elle ne constitue pas encore la solution générale, comme le montre le théorème qui suit.
12. Tiiéoiu:me. — Par une courbe quelconque F, il passe^ en général., une infinité de surfaces intégrales communes à deux équations en involution., leur équation ne dépendant que d^un nombre fini de constantes arbitraires.
Sur toute surface intégrale de la proposée, passant par la courbe on a
En [)renant q comme inconnue, ces équations permettent de proche en proche de calculer les dérivées d'ordre n en fonction de x.,q^ ..., ^^_ • Ln portant ces expressions dans cp = o, on obtiendra l'équation différentielle
d'^-^q l dq dq"-^\
' (tx"-^ \ ' ^^ dx dx^-^J
iG R. GOSSE,
qui déterminera q à un nombre fini de constantes près. La série
dont on vient ainsi de déterminer tous les coefficients, est en général convergente et représente évidemment une intégrale commune S qui passe par F.
13. Nous allons montrer qu'on peut obtenir S par l'intégration d'un système différentiel. En effet, toute intégrale commune est un lieu de caractéristiques d'ordr»^ n de /•-!-/= o, dont les équations sont, pour le système II,
dy = nii dx, dz = y>|,o dx -+- />o,i <^h'j
dpi^Q = />i,o f^^ -+- y'1,1 df, . . . , dpi^n-i = Pi,n-idx -\- pi,n^i dy , dpo,i = />i,i <^^ -t- /^),2 dy, . .., <i/>o,«-i = Pi,r,-i dx -+- yjo,^ dy,
(6) ( , ,„_, j dx -^ dp^^n-i-+- "il dpon= o.
Les dérivées d'ordre /i, sur une intégrale commune, doivent vérifier identiquement la relation cp = o. On a donc
/ d^\ ào ào
^' \dx j àpn,,i àpi^n-i
/ do \ ào do
(8) ■ ( ZT ) -^ T-^P'^^n^^'^' 1 — — Pi,n=o; ^ ' \dy I àp^^n àpi^n-i
quand on se déplace sur la caractéristique on a, d'autre part,
dpû n
(9) -^-j^ = P\,n+ iniPo,n+\,
/ \ dpi n-l
Les conditions (A) (n° 9) montrent alors qu'on peut remplacer les équations (6), (7) et (8) par les deux suivantes :
d^ \ ào dp^^n-\ ^ ^ ( ^ll\ ^ (^y dp,,j, ^ ^
dr / àpi^n-i dx ' \dy ) 'V''i,«-i dx
Entre les 211 4- 3 variables x, y, z, piç,, . . . , l>\,n-\ , lh^^^ ■ ■ ■ Pi).n
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on a donc les 2/^ + 2 relations
Idy = m-, c/.r, dz = /?j_o dx -H />o,i dy, dp\,a= /'■2,o dx -!- /?,,, rfj', . . . , dp\ji-. — Pî,n-2 dx -+- pi,n~i dy,
('0 ■, dpo,i = pi,idx -^ Po,2dy, ..., dpo,n-\ = Pi,?i-i dv — po^^dj.
( '^\ '^? dpi_n-i _ / ^ \ _^ t^? <^//>n./. _
\<i^^/ à/>^_„-i dx ' \<0v ' (^y^i,„+i dx
OÙ Ion suppose lous les nombres pijt remplacés par leur expression en fonction de ceux où / vaul o ou i. Ce système différentiel définit les caractéristiques commanes aux deux équations données en involution et toutes les surfaces intégrales communes sont des lieux de ces caractéristiques. Pour déterminer celle qui passe par F, choisissons une solution ^ de E ( n° 12); y^ z, pi^ {i -{- k"^/), i z= o ou i) sont détei'minés en fonction de J- par les équations (5) et prennent, pour .r = .ro, un ensemljle de valeurs déterminées que nous désignerons par Eq. Il existe une solution et une seule du système (11), qui, pour ,r = j"„, prenne l'ensemble des valeurs Eq. Nons la représenterons par les fornuiles
(12 j y = uix, a--,,), :: = n .r, a:,,), Piic= ?//,■(' ^: ^o,S
qui se réduisent à l'ensemble E„, quand on j fait a7 = j"o- Les deux premières, quand on y considère x et X(^ comme deux paramètres indépendants, représentent une surface S, qui passe par la courbe F, dont l'équation paramétrique est x ^ x^\ (|uand Xo est fixe et ic variable, les équations (12) représentent une caractéristique commune qui rencontre F au point x = iPo 5 ^^ engendrée par des caractéristiques du système H de /•4-/*=o, est donc une intégrale de cette équation.
Je dis qu'elle est aussi une intégrale de 0 = 0. En effet, en tout point M de F, passe une courbe caractéristique C du système I située sur ï et l'on peut considérer S comme engendrée par les courbes C qui rencontrent F. Soit Q, la caractéristique d'ordre n qui a C pour support sur S. Au point M, d'après la façon même dont on a calculé l'ensemble Eq des dérivées jusqu'à l'ordre /?, celles-ci vérifient l'équation cp = o et lorsqu'on se déplace sur C),, nous avons démontré au n" 10 que o restait constamment nul. On a donc cp ^ o en tout point de S.
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14. Proposons-nous maintenant de chercher les solutions communes à r-{-f=^o et aux deux équations cp = o, d'ordre h ^ 2 et 'il ^ o d'ordre n'^Ji^ supposées en involution avec la proposée. Deux cas sont à distinguer :
i*^ Les deux involalions sonl du lui'ine système (1, par exemple). Dans ce cas, les trois équations peuvent ne pas admettre d'intégrale commune; mais, si elles en ont une, elles en ont une infinité.
Soient, en effet, une intégrale commune S et une caractéristique M„ de S, d'ordre n et du système If, comprenant une caractéristique M/,, d'ordre II et de même système. Il existe (n° 6) une famille d'intégrales de la proposée, dépendant de la façon que nous avons expliquée d'une infinité de constantes arbitraires, qui ont un contact d'ordre /i avec S le long de M„; l'une quelconque d'entre elles !S'j peut être considérée comme engendrée par des caractéristiques du système J, d'ordre /i ou /?, issus des éléments de M;, -ou M„. Si l'on se déplace sur ces caractéristiques à partir de ces éléments, on a, au début, 9 = o et 'l = o, puisque M,^ et M/, appartiennent à l'intégrale commune S; on a donc (n" 10) 9 = o et tL = o en tous points de ces caractéristiques et, par suite, en tcnil point de S. Toutes les surfaces S sont donc des intégrales communes.
2" Les deux involutions sont de système di[jérent. — Nous supposerons que cp vérifie le système A et '| le système B, qui s'en déduit par permutation de /»i et m^. [/équation /• +y'= o détermine tous les nombres />, /f, où i-^L^h — i, en fonction de .r, y, •:;, />io, . . ., pxji-i,^ 7^0,1? ■ • -1 />o,/i-i- l-'Cs dérivées d'ordre h sont liées par la relaticm 9 = 0 qui donne /Hji-i <in fonction des nombres précédents et de />o,/, ; dans (diaque ordre y, fi<^j<^fi, les dérivations de /• f-y=oetc3 = o donnent toutes les dérivées d'ordre y", en l'onction de y>oy, par exemple; tous les nombres/;//,, où i-\-/\'$_n — i, s'expriment donc en fonction des inconnues
X, y, z, /Ji,u, ..., />t, /,-■!■ /'o,i, •••, />o,u-\-
Les dérivées d'ordre n seront données par les deux relations
■dont le déterminant fonctionnel (/ni~ ■ m.A -, — ; — i— n'est pas
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nul et celles de l'ordre n -i-j\ P'<i"
d'i+j-'' dJ 'l
df"-^/-'' ' dyi
dont le déterminant fonctionnel est le même. Toutes les dérivées y>, a s'expriment donc en fonction des inconnues jirécédentes. Mais cellesci sont solutions du svstème d'équations au\ difFérenliclles totales
1 dz = />,.„ dx -^ /?o,i dy, (l'i) < dpi,o = 7>j,o dx -!- //|,i dr, . . . . dptjt^-2 ~ Pij,-2 dx -h />: ,/,-i dy, ! '^7>o,i= /'i.i «^J" -+- /'i.i «Os ••■• dpo_,i^i= pi^„-, dx -h />o,n dy.
"Il Uof). ^■■^ l>ih--z sont tirés des dérivées de /■+y=Lo; />i/,_,^ de 's = o; l>\.i-\ {li-^j-n) de -^-—^^=0; ih.n-i et />f,.n du sys-
té me -7—; — 1- r— o, 'L =-- o. Nous allons montrer que ce svstème est
dyl'-'i ' 1 ■
complètement intégrable.
Les conditions d'intégrai>ilité sont vérifiées d'elles-mêmes pour les éffuations qui ne contiennent cpie les dérivées d'ordre inférieur à Ji. ['our celles cjui contiennent les dérivées d'ordre A, elles seront vériliées à la condition nécessaire et suffisante que, quel que soit />„/;, les ('•quations /■ -(-y* = o, cp = o, et leurs dérivées donnent un système de valeurs unique pour les dérivées d'ordre // + ' • Or, celles-ci doivent vérifier les trois relations
do do d''-U?--hf)
dx dy dyi<-^
qui se réduisent à deux, d'après les conditions d'involution m" 9).
Comme on peut prendre -, — - — == i , la seconde donne toujours, pour
P2 h el la première pour />2./(— 2? une valeur bien déterminée, cjuel C[ue soity:>o/,. Il est, de même, nécessaire et suffisant, pour que les conditions d'inlégrabililé' soient remplies pour l(^s équations suivantes, (jue les relations
di o dio d'^+i-Hr ^ f \ , .
dxdyi^ ' dyi ' dy''+i-'^
déterminent un système de valeurs unique [)Our p-2ji+j-it /'\,/i^ij qxieh que soieni />„./(-(-i • • • /^)./(4./; et nous avons vu au n" Il (|,ue
cliacLUi de ces groupes de trois équations est équivalent à un groupe de deux équations linéaires dont le déterminant n'est pas nul. Enlin, les équations
9 ivii
dx dy'^-i' ' (Yj«+i-// ' dx
d'h d'^-Ur^ f)
doivent déterminer un système de valeurs unique pour /j2,/;^i , pt u P(in + {- Les deux premières entraînent la dernière (n** Jl); les trois dernières se réduisent à deux, puisque d/ = o est en involution avec la proposée; le système se réduit donc à
àp\,ii-\ ' dpç^ji
<jPï,n-l àp^^n
ôf ôf
où l'on peut prendre (nMO)
à(i> d'il do dAi
Leur déterminant nio — m , n'est pas nul et nous avons bien démontré que les trois équations / -|-y" = o, ce = o. -i; =; o forment un système complètement intégrable.
Remarque. — Les résultats que nous venons d'obtenir s'appliquent évidemment au cas où l'on connaît un ou deux invariants. En particulier, si l'on connaît deux in\arianls de même système de l'équation /•+_/':= o, les trois équations
r -h f = o, ? = c, 'l —■ c' forment un système complèteiu(Mil intégrable, quels (jue soient c et c' .
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L'étude précédente montre que l'existence d'une involution permet de faire un progrés important dans la recherche des intégrales. Nous
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allons voir mainlenant quels avantages on peut tirer de l'existence d'invariants.
lo. Supposons d'abord que l'on connaisse deux in\'ariants d' un même système (1, par exemple), « et r, d'ordre // et n. Si, sur une surface intégrale S, nous nous déplaçons le long d'une caractéristique M„ du système I, r, :;, et les nombres pik sont des fonctions de la seule variable x; il en est donc de même de u et de v et comme ces deux expressions restent constantes durant le déplacement, c'est qu'elles sont liées par une relation de la forme
Toute surface intégrale de la proposée ééri/le donc une éciuation de la forme (i). Pvéciproquement, puisque u et e sont deux invariants, la combinaison
(lit — 'Y { (') «^p = o
fournit, quel que soit 'i>, une intégrale première des écjuations des caractéristiques M/^. L'équalion u — 'i;(r) = o est donc toujours en involution avec la proposée. On peut donc former une équation, dépendant d'une fonction arbitraire, u — 6(4)=: o qui est, quelle (jue soit la fonction -i;, en involution avec /-)-/"= o. Nous allons montre)- cjaon peut alors résoudre le problème de CaucJiy. En effet, la donnée d'une multiplicité non caractéristique M, permet de calculer en fonction de x toutes les dérivées />/,/,; ce calcul nous fournira les expressions de u et de v en fonction de ,r et l'identité «(j') z^ •!/ [t'(:r)] déterminera la fonction 'h. Nous sommes ainsi ramenés à chercher les solutions communes à deux équations déterminées,
qui sont en involution. Nous avons traité le problème aux n"" l'2 et 13. Ici, rj est donné en fonction de x et l'équation E, au lieu de déterminer ^, détermine la forme de '|, d'une façon unique. Il n'y a donc plus qu'à intégrer le système (11) où 9 est renqilacé par u — '^ ('')•. comme nous l'avons fait au n° 13. La connaissance de deux invariants de même système permet donc de ramener la recherche de Vintègrale générale à Cinlégration d\in système di (Jérentiel.
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16. PSous supposoiiis maintenant que l'on connaisse deux invalianls de chaque syslcine^ soient u. *'; ;^|, rj. Les deux équations
« = çp( r I. //| = iL( (', )
donnent deux involutions de système ditrérent, quelles que soient les fonctions o et 'l. Elles forment avec l'équation ;■-[-/= o un système complètement intégrable, dont la solution i;cnérale peut s'oLienir en intégrant un système de la forme (lo) (n" 11). Si l'on sait intégrer ce système, on pourra obtenir des formules où figureront, outre, un nombre fini de constantes d'intégration, les deux fonctions arbitraires cp et ^. C'est ce qu'on exprime quelquefois brièvement en disant que l'intégrale générale de l'équation donnée dépend de deux fonctions arbitraires. 11 est d'ailleurs aisé de voir, comme au n'- lo, que le problème de Ctiiichy se ramène^ dans ce cas, à l'intégration d'un système d'équations aux différentielles totales.
17. Équations de la première classe. — Nous a[)pellerons ainsi toutes celles dont l'intégrale générale est de la forme
, ^-= V,[a, cp(.,, ....:.(/')( :^i. ?. ^(P), ...,^^''(P>, F,, i-'„ .... F,]. ■(•2) ) y = \.^y., ç(a), ..., ^'/"(a), p, ^{^), . . ., d.(/)( P), F„ ...,F,J, ( z = Vp,[a, ?(a,, ..., cp'/"(a). p, J..?). ..., ^</)(j3), F,, ..., F/J,
les fonctions V,, V^, V3 étant déterminées, o et J/ étant deux fonctions arbitraires de a et de ^i res|)ectivement, et les fonctions F/ étant des solutions détermint'cs d'un système complètement intégrable aux différentielles totales :
(3) dVj= 1>jyy., z, .... z'''\ !3, 'l, ..., 'h '\ F,, F,, .... F/,)</a
+ Wy(D(, 9, ..., ç/'', P, <];. ..., (^(/', Fi, ..., Fy;.)rfP. (./■ = !. ■>, .... k).
Toute équation de la première classe est intégrable par la méthode de Darboux ('). En eff^et, les formules
(Iz = />,,o <^'' -+- /'o,i ({y- "'/'/./. = Pihuu dr -F pi^k+ï dy
permettent, en supposant •;, ^ o. de calculer tons les nomhres/j/A.
(') Voir GnrnSAT, Leçons, t. 11^ Ch;ip. Vlil.
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en fonction de a et de ^ et il j a, par hypothèse^ entre x, y^ z, />, q, r, 5, t une relation qu'on peut toujours supposer de la forme
S'il j avait, entre les dérivées partielles de j, une autre relation E', indépendante de q et •!;, qui ne soit pas une conséquence algébrique de E, les formules (2) représenteraient les intégrales communes k E et E' et non l'intégrale généi\^le de E, ce qui est contraire à l'hypotlièse : il est donc en particulier impossible qu'il existe une telle relation entre les nombres pi k où / vaut o ou i , car une telle relation ne peut être une conséquence algébrique de E.
Remarquons qu'on peut calculer ces dérivées par les formules
dpo,i — p\,-2 <-lx -+- />i,,:j dy, . . . , dpnj= pu dx -H p^j+i dr.
Soient
y,o.,-- Po./[o'., 'i(^), c^'(y.i, ... 3, 'j/d^j, 'VCp), .... F,, ..., F/J
les expressions ainsi obtenues. Si i\i ne contient jamais que les dérivées d'ordre au plus égal à li de la fonction 9 (a), les formules (3) représentent des surfaces qui dépendent, non d'une fonction arbitraire, mais de h -\- i constantes arbitraires, ce qui est contraire à nos hypothèses. Il faut donc qu'à partir d'un certain ordre /, Poj contienne 9'''+^ (a). Les équations
,, . c^Po,- id\\,i\ dx cl y
cIPq, _ dx dy '
~df-^"^'d^^P'''^'df
montrent alors que /?i ^ ety>o,z+i contiennent cp*''+-^); par suite,/;, ,+„j_o et/7o,/+w-i contiennent linéairement 9^^'+'"^ Dans la suite de relations,
Po,i— Po,'i P\,i—\ — ' 1,(— Il •••j i'O.i-hm—l — Po,/-l-«i— 1,
donnons à la fonction 'l une forme déterminée et considérons ^3, les fonctions Fy, a, 9 (a) et ses dérivées comme autant d'inconnues distinctes : il j en a A" + A -h m + 3. Les 2 [m — i) équations (4) étant toutes distinctes, si l'on prend 2(ni — i) > A" + /f -J- wi -f- 3, c'est-
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à-diré" m ^> /. -|- /? + 5 l'élimination des inconnues fournira au moins une relation
Supposons que II soit elFectivemenL d'ordre n^:^i-[-\x — i. Toutes les surfaces intégrales de E qui correspondent à la fonction ^(j3) que nous avons choisie et à des fonctions 9 (a) quelconques sont des intégrales communes à E = o et à H = o. Considérons une intégrale commune qui corresponde à une fonction déterminée 9 (a); elle restera une intégrale commune, d'après la façon même dont H a été obtenue, si Ton j remplace 9(a) par une fonction <I>(a) assujettie seulement à avoir ses dérivées jusqu'à l'ordre A -h a identiques à celles de 9(0'.), les autres restant arljitraires. La valeur dey>o,«4i pour cette intégrale commune dépend de <P|'^f^ "*"'', qui est arbitraire et par suite, on peut assigner à />o.«^i telle valeur que l'on voudra : les deux équations E = o et H = o sont donc en involution (n" 9).
Supprimons dans les relations (4 ), la ligne où figurent les deux dérivées d'ordre n et ajoutons les deux équations
Le même raisonnement nous permettra de foruier une autre équation, d'ordre n^n^ en involution avec Ei et l'on pourra obtenir ainsi autant d'involutions qu'on voudra. On en conclut l'existence de deux invariants; nous montrerons en effet, dans un prochain paragraphe, cju'elle découle de l'existence de trois involutions distinctes d'ordre supérieur à 3.
Il est facile de spécifier le système de caractéristiques auquel ajipartiennent ces invariants. On peut, en effet, supposer /^ > 3; H ne contient alors les dérivées d'ordre n que par l'intermédiaire de />] rt_i -i- //îi/^d ,0 par exemple. Si l'on élimine cp(/'+!^-' entre les deux relations
le résultat de l'élimination est évidemment
d\\^„ 1 _ dv dy
c/[i ~ ''''" ' ci^ ^ ''''" d'6
et il ne doit [)lus être fonction que de />i_„-i + m,.pon- On a (kmc
dy dx
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En permutant le rôle de a et de |j, on dénionlrerail de même que
dy dx
dy. do.
Les caractérisliques du système J eomprennent toutes l'équation
dy ^ /)! i dx.
Elle s'écrit, en tenant compte des relations précédentes et supposant in.^ — Wj^o, ^/^ = o. Les courbes |j ;=: 3„ sont des caractéristiques des surfaces intégrales et les invariants dont nous avons démontré l'existence appartiennent au svstème [3 = const. De même, les courbes a = const. sont des caractéristiques; il y a aussi deux invariants pour le système a = const. et notre théorème est démontré.
En particulier, les équations qui admettent une intégrale générale explicite s'intégreront par la méthode de Darboux, dont l'importance est ainsi mise en évidence.
18. Recherche des invariants et des involutions. — Nous sommes donc amenés à chercher à quelles conditions une équation admet un invariant. D'autre part, s'il existe trois fonctions d'ordre /?, //, n" vérifiant des identités de la forme [n° 9, (•^)]
V— = ?/,( A/)4- Bi, -^ = ç.f Ay> -f- B), -;f- =©„.. Ayj + B),
^jX àx ox '
OÙ n est supérieur à n' et /«", et p' ditTérent de p\ on en déduit que l'expression o'^^^'cs/^J -"oj^r^" est un invariant. Si l'on connaît trois involutions, on pourra former un invariant; si Von en connaît cjuatre, on aura deux invariants (' ). La connaissante d'une involution est donc un premier pas dans la voie des recherches des invariants.
Il est d'ailleurs facile de préciser l'ordre de difficulté des deux problèmes. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une involution n'est pas, comme on pourrait le croire, qu'il existe un nombre 9, vérifiant la relation
ox
(') Voir Cl AT, Thèse, p. ij. ■
il faut, en oiilre, s'assurer que la fonction o peut s'annuler. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe uneinvolution est que le système 1' du n" 10 admette une solution: il est, en effet, exactement équivalent à la relatiou ( 5 ) où l'on aurait fait
et la fonction © ainsi explicitée peut évidemment s'annuler, l'écrivons S sous la forme
du àti
(dii\ jdu\ du /d"-^f\
Nous aurons des conditions d'existence qui se présenteront en général sous la forme a -\- bu =^ o. Si l'un des coefficients b n'est pas nul, il faudra écrire que la fonction — ■ j vérifie le système; s'il en est
ainsi, S admettra la solution j •
Supposons qu'il admette deux solutions w, et u-2- Le système
à(^ / dv \ / f/i' \ ài' / d" î" f\
admet les deux solutions \j [u — Ui) et L(//.2 — u,). u étant une solution de S. Le système
âw /'^'"A , ( dw\ rJir (d"---f\_
>p,i.ni 'dpf^„^o ' \d.r / \dy J àp\,n-\\dy"
admet la solution L ( -]■, ce qui revient à dire que celte expres-
sion est un invariant d'ordre inférieur à n. S'il en existe un, (V, on a
Il = U](j — ir ) + U.2 '"' ;
s'il n'y a pas d'invariant d'ordre inférieur à /?, toute solution du système S est de la forme
u — iii(\ — c) -(- c ».j (c = consl. )
et 1 expression ~ est un invariant d ordre //.
Si tous les coefficients b sont nuls, tous les coeflieients a doivent être nuls; le système 1' doit alors ètri! équivalent à un sysième
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complet
lel ([lie toute équation
X,[Xy(«) — y.jU — ,3y]— Xy[X/(?0— '^/« — 3/] = 0
soit une comlîinaison linéaire des équations du système. On doit donc avoir
X,-(Xy) — Xy(X/) — a^X,-+ a,X^= Xi X, + . . .-+- A/^X/,, ^'( «y } — ^j ( z/) EEE a I Ài -i- . . . — a/, À/,, X/( ^y) — Xy( ^,;ss SiÀ,-!-. . .-t- p/,/./,,
conditions qui expriment que l(>s systèmes Xi(f<) = axi et X,(«) = ,0, admettent respectivement les solutions u^ et f/o; le système donné admet alors la solution iii-\-Qu-2' quelle que soit la constante C
et 1 expression — '■ '-^—^ est un invariant.
19. Réciproquement, si II est un invariant d'ordre n >► 3, ou peut tirer de H = G une équation de la forme
P\.n-\-^ l»iP(,.n-^ U^^f. y, Z, ...,C) = 0,
en involution avec la proposée, quel que soit C. Tous les nombres u sont solutions de S; si l'on désigne deux d'entre eux par Ui et //-21 /( = Ui-{-ir{ii2 — iii), (V étant une constanti! ou un invariant d'ordrt;
inierieura /i etde même systemequcll. i^ expression' — —
reste donc constante quand on se déplace sur une caractéristique de
ce système, ce qui revient à dire (pi'on peut remplacer H par l'inva-
pi,„-\ -t- m^po,n -^ l'i
riant — ^ '-^
Tout invariant 'Pordre /j >> 3 peut donc elfe mis sous une forme linéaire par rapport aux dérii'ées d'ordre n. Si n = 3, le système ï prend la forme
àii <)n ,
/ti-, = au -t- o,
/du\ /du\ au /df\ , ,
\.ïxj '\dy) dp,,, \dyj
cl il peut exister deux solutions isolées; s'il y en a 3, le calcul de
Riccati montre qu'il y en a une infinité dépendant d'une constante
arbitraire «,2 + m.n,,.^ — ^: 1 expression -J^^fhi i/lMZ — _i
est un invariant du 3'' ordre et l'on démontre comme plus haut que, réciproquement, tout invariant d'ordre 3 peut se mettre sous cette forme (^).
Le problème de la recherche des involutions et des invariants conduit donc, dans tous les cas, à discuter le même système; les solutions isolées corresj)ondent aux involutions; les familles de solutions dépendant d'une constante arbitraire, aux invariants.
20. Équations intégrables par la méthode de Darboux. — Ce sont celles qui admettent deux invariants distincts pour un des systèmes au moins. On peut montrer qu'iV suffit., pour qu'il en soit ainsi, de connaît! e trois involutions d'ordre différent et supérieur à 3. En effet, on connaît alors un invariant qu'on peut toujours écrire
on a alors
»'(/>!, «-1-+- "^ iPo.n +- «) = ('?;
(jX ÙX ÙX
rs.
/H / c//??9 du dhv
D'ailleu
<ly -• V^'''""^'"-^^'"-"^'-^''»" dy ' dy ' -dy
et la condition ^- = o donne
rjx
dn\ dm dw dm^ . d\\
qui s écrit On a donc
dx dy dy'^ dy dy dy
;^— 7 — = A — — OU -— J^ cv = A.
fjx dy dy o.r '
rjX
et comme <|/ peut s'annuler, ■]/==:: o est une involution d'ordre /; + i. On connaît donc quatre involutions, et par suite, deux invariants.
Ainsi, sauf quelques cas particuliers, rechercher les équations intégrables par la méthode de Darboux, revient à déterminer les
( ' ) (JAU, Thèse, p. i8--.>a.
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fonctions /pour lesquelles les systèmes tels que S admettent une solution. Nous allons voir comment, dans le cas le plus simple, on peut transformer et résoudre ce problème.
CHAPITRE IV
LES ÉQUATIONS S = J\x , }' . Z ^ p , q) INTÉGRAIîLKS PAR LA MÉTIlODi: DR DMIBOUX.
•21. Notations. — Nous poserons
L'équation s = f permet de calculer toutes les dérivées de z au moyen des nombres/?/ et y^ ; on peut donc écrire loute involution sous la forme
o( ,r, jK. J. pi. p-i /?„, '/i, qt. .... q,,) -= o.
Les conditions d'involution s'obtiennent ici en écrivant que
dz. \ i)'^ _a_ *^? ''''""' / —
^/ '^^'""' ^ à^t dx'^ 1 ~ ^'
ne déterminent j)as l'un des deux nombres y^^^i ou ^/z+i- Il faut donc et suffit que c3 soit solution d'un des systèmes
ôpn \dx) ôqa dy'^-^
La première équation de (^A), par exemple, montre que o ne dépend pas àe cjn', comme les expressions y-^ ne peuvent dépendre que de x^ j', c, fji^pi^ ..., p„, dans la seconde équation, le coefficient de r/,i, ~— 1 dans (~ h doit être nul; on voit, de proche en proche, que cp ne peut dépendre des variables y,; il doit donc exister une fonction olJ?, r, z, p^. . . .. p,i) vérifiant la relation
â-j> Os ^. û^ df ôo d'^ I f ôz>
^yj^ ^ àz ' âpi dx ()pi di"-^ op,i
Si cette relation a lieu idenliqiiement, 9 €.sl un invariant d'ordie /«. En particulier a; = c est toujours un invariant. Si la relation n'a lieu (|u"en tenant couiple de l'équation o =0, résolvons celle-ci par rapport à p,i. L'équation
est en involution avec la proposée si quand on y remplace p„ par
+ --} - — 0 Ôpn-y dx"-'- dx"-^ '
Pu par -
- '|i, c'est-à-dire si
df ô^ dx à p..
Oy ' ^ Oz ' '' dpy Si l'on adjoint à cette relation la condition --^ = o, 011 a encore
■" ôq
un système analogue à S. Les involulions correspondent aux solutions isolées; les invariants, aux solutions dépendant linéairement d'une constante arbitraire; on démontre, comme au n° 19, que tous les invariants d'ordre n >- 1 sont de la t\)rme «(/?„ + '}), a et q étant au plus d'ordre n — i. T^e calcul direct donne les mêmes conclusious pour /j = I .
On petit encore écrire la relation précédente sous la forme remar- <puil)le
rjX Opx
22. Conditions nécessaires pour qu'il existe vm invariant d'ordre /i ^ 2. — On connaît un invariant x ou )' pour chacun des systèmes X ou Y de caractéi'istiques. Il suffit d'en connaître un autre pour que la méthode de Darhoux soit applicable, l-^e premier pas a été fait par M. Goursat ( ' ) qui a classé et intégré toutes les équations admettant pour chaque système un invariant autre que x o\\ y et d'ordre au plus égal à •^. J'ai démontré, dans le premier Chapitre de ma Thèse, qu'on est ramené aux mêmes formes si l'on suppose qu'il existe un invariant (l'ordre 2 pour un seul des systèmes de caractéi-isticpies.
(') GounsAT, Annales de la Faculté de 'J'otdoi/.w, r série, l. I, 1899, p. 31-78 et 139-464.
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On se bornera donc, dorénavant, à la recherche des invariants d'ordre /i >> 2.
11 n'y a cjue des difficultés de calcul pour décider si une équation donnée a un invariant d'un ordre déterminé n. Mais une fois cju'on aura reconnu que l'équation (1) n'a pas de solution pour cette valeur de /?, on n'aura aucune indication sur ce qui peut se passer pour une valeur supéj'ieure. La méthode de Darlioux semble donc conduire à des opérations illimitées. Mais, des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe un invariant ou une involution, on peut déduire des conditions setdement nécessaires^ qui ont l'avantage d'être très simples. On profite de leur simplicité pour restreindre la généralité de la fonction /(j:*, i', î, /^ ^ ), et l'on essaye, par des transformations appropriées, de ramener l'équation à une forme canonique avantageuse. On [)eut alors revenir aux conditions nécessaires et suffisantes, et l'on se trouve, en général, devant des calculs plus abordables.
C'est M. Gau qui a trouvé la première condition nécessaire, simple et générale, pour qu'il existe une involution d'ordre n~^ 2. A oici une façon rapide de la démontrer. On a (')
fl" f (}f
dx'^ dp '
les coefficients M étant indépendants de Pn+xi Pn- ■■■j /'a- l'ordre maximum des déri\ces contenues dans M^] étant n — A + 2 et /. étant égal à //-h ■>., en j)o^ant // = 2 n' ou 2/?'+ 1 • On a d'ailleurs
d ôf df df ôf
Ces formules permettent de démontrer le lemme suivant, que nous invoquerons souvent.
Lkmme. — .S'/7 n'existe aucune involution (C ordre inférieur ou au plus égal à ni^ tout nombre u tel que
au du ,. du du d'"-^ f , àf n) - — (-7 h / h. . .H ; 7- -4- ku -~- = o (/>■■ = consl.)
' df ^ dz. ' Oi> <)/>,„ d.r'» " dp ^ '
est nul ou d ordre 1.
(') Gau, Tlièsr, p. 3( et 89.
Supposons u y^ o. Eu cliaai;caut a eu u'' ^ ou peut prendre k^\. On a alors, en posant r = L;/,
si / est l'ordre elï'ectif de r. Si l ^ i , en dérivant par ra[)port à />/ et
T '^^ posant (r ^= L. -T— } (m a
àw do àiv <)iv 0?'-' f of
dy ^ ()z ^ ùp ' ' ' ùpt dx'-"^ ^ Jf)
En retranchant (3) de (4\ on voit que (v — r est un invariant d'ordre l^m; comme il n'en peut exister d'autre cpie .r, on a successivement
L^-r = LX(.r), n = e^'== , ^^'"^^ (X ^ o).
En portant cette valeur de u dans 2, on obtient
à<h <)'b à'b (U--^ f (li-i f àf
0/ (>- àpi-i dx^-'- dx^-^ àp '
Il existerait une involulion d'ordre /£ ni, ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc, /=i. C. Q. F. D.
Supposons alors que l'équation />„ +. cp = o soit l'involution d'ordre minimum. On a
,,. d's> ô'ô ^ ôo (h d'i-^- f d"-i f àf
Si l'on désigne par des accents les dérivées par rapport à p,i-\^ on en déduit
si m est l'ordre cHectit de , ■ > iNI""} ('-taut d'ordre I2. Sup-
Op,i-i "'' ~ '
posons /;/ >> 2 et posons u = -p— ^ o. En (h'-rivant ((')) par rapport
dp m
îx pnt^ on voit que n vérifie (2). Gomme il n'est pas nul, il est du premier ordre. Il existe donc un nondjre ).(rf', )', z, p)yéo tel que
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l'on ait
ÔK àX ^ d\ ^ df
dy ^ dz '' dp dp
UK a^ CA
li(>0-j-H-^^+/^^ + X^=o.
S'il n'existe aucun nombre \r^o vérifiant cette relation, on a ni 5 2. Il existe donc un nombre \}-{x, >', 5, /?,, p-i) vérifiant la relation (6), et l'on a
, . du. dix ^. du. du. df ; . d df df df df
dy dz dpi dp2 «■*' dx dp dz dp dq
En désignant par des accents les dérivées par rapport à y^gi t>n voit que [jl" vérifierait (2), où y»- = 2 ; \/u" vérifierait r,(X) = o; on a donc iji' = o. En faisant dans la condition (7)
u= /■(« — \)ct.{x, y, z, />) + pO, V, z, p),
on retrouve les conditions nécessaires de M. Gau : r, , ^ àt. dy. .di. df d-f
. ^^^^) = £^^à-^fdj.^^''~'^''(rx^i'dz-^f£)
Si l'on permute les rôles des variables x et r, on voit de même qu'il n'y a d'involution du système Y que si y vérifie un des groupes de conditions
(II) (:\(%')=0, C'z([i') =r. o.
'i23. J'ai montré, dans ma Thèse, qu'on peut toujours adjoindre une seconde condition nécessaire simple à la condition F]. Voici un moyen d'arriver plus vite au même résultat.
Si cp vérifie (5), -~- , si m >> 2, est une fonction \(x,y, z, p) y^ o.
On a donc
9' = >- Pm + <1^ t ^, J', Z, .... p,n-^ ).
En portant cette valeur dans (^6), on a, en tenant compte de T,,
dv ^ dz dp,n-\ dx'"--^ \ dx'"-^ / "
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Posons 6' = -—■ — : il vient, si m — i >- tt,
àpm-ï
et le lemme nous assure que 'V' == Xi(a7)Â-, et par suite,
<b' = Xil"^ p,n-i + À iii(x, y, Z, .... pm-i)-
En portant cette valeur dans (()), on obtient
ày ^ <)z àp,n-i dx"'- 3 \d.r'"-^-/
Mais, d'une façon générale, de la relation
on tirera, en désignant par des accents les dérivées par rapport
a Pm- h-i 1
y,. ■= X/,+1 X2, <h'j^ = Xa-+i X2 pni-k-ï -+- X/, X '];/,■+, ( .r, , . . . , pin-k-^ ),
en supposant m — A' — i ^> 2. Si X^ n'est pas nul, on en déduit ({ue dy ^'^ Oz ^■•■^ âp,n-k-^ d.r"^-k^
I din-k-^l f\
dx' Si X^ est nul, 'V,. doit être nul en vertu du lemme; on a alors
^k=- XX/,+ | p,n-k-\ + 4'/^- + l(^- Y: • • • ) /'/«--/-2\
d'où l'on déduit
dy ' dz ■' f)p,n-k-.' dx"^ '^-^
On a toujours une relation de même forme que celle d'où l'on est paiti, mais où l'ordre de la fonction <|/ a diminué d'une unité. On ne sera arrêté dans le calcul que lorsque m — k — i = 2. Il existe df»nc
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une fonction g{x.y, z^ /?, 7*) telle que Nous poserons :
dx ùz "^ dq^ dx dp àp àz Op àq àp-
dq dx dp <)p àz <)p dq àp-
ÔW df ôf df
T.'équalion (lo) s'écrit alors
à g à g . à g à g ( ùf „ \
^'^^' fy^'^rz^^Ji.^Tzyàr^'')
\ Op ôp^ j \ ôz dp dq I '
et l'on en lire, en désignant par des accents les dérivées par rapport à r,
dy ^ àz ^ àp dr dx
,df , ^. / df ^ \ , à'- f àp V àp / dj>^
/ ^ àg" à g' . à g" à g" àf „ àf . ^, àf
<^K ^ ds -^ El»/? (^G àx àp àp '
(^^^"' dg- , à?"' dg'" df ^ „, àf
1° X ^' o. Le lemme donne
g'" = a X , A3. g" = 2 [ Xi ) 3,. _,_ Xî e(^, y, i:, p)l
La relation (la) donne alors
àO àO .àf) ^. , ^, X <9-^ /
ày ^ àz '' àp K àp-
Mais on a
ày f dp î {'^'"^àz'i àp X ( ^ -^ àp ) àj^ À \ ~ ). rj^2 ~ "*■
Il existe alors, si Xi n'est pas nul, un nombre îJ-(^', j', z, p) tel que
ôy az dp
Cette condition, jointe àri().) = o, montre que ^ ()./• + jj.) est
nul. Puisqu'il n'y a pas d'invariant du second ordre, X, est nul, et l'on a
dy ( dp A \ ^ àz { dp K \ *' dp \ dp X \
Si l'on se borne aux équations non linéaires en g, on en conclut, en changeant A en aX, ce qui revient à prendre X ^ i, que
dp X -' * V - />/> A/
En portant cette valeur de g' dans (11), on voit, tous calculs faits, qu'il existe un nombre z(3C, y, :•, p) tel que l'on ait
2° Supposons X = o. La relation (1^) donne alors
^"=/X,X^ g' = ([Xi\^r + lO{x,y, z,p)],
et la relation (11),
dy ^ dz '' dp 1 dp'-
Si Xi n'est pas nul, on en conclut comme précédemment qu'il j a un invariant du second ordre. Si X, est nul, B= — X-> + — ^ m et l'on a successivement
(i5) - — ^ q , -^ f -r ^ ' dy ^ ()z •' dp
d ^ dp X
On retrouve la relation (i4) en prenant 1=2. D'ailleurs, en
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posant ijt. =1 — L.A, on a
()f du. ô]i. j. i)'J.
tjj ^ l)y ^ "^ d^ ^ '' Jp' [dx dp) ~ jy [dxl ^^^ôz \'dx) ' -^ dp [do;) dp \ dx]
= '^ _ ^/ _ '^f il .
dp dz dp dq
jEn posant
, / d^x \ . = ^(œ,y^z.p) + li^-^^y
lii condition (i5) devient
1,(9)= -T- + 7 r -+- / dy ■' dz
dy ' dz •' dp
''^■''^[di^P'dJ--^-^ dqj^ dz dpdq
En permutant le rôle des variables x et j', on obtiendrait une condition analogue r„(9) = o.
24. Conditions nécessaires pour qu'il existe xui invariant d'ordre n ^ ■>. — S'il existe un nombre ). 3?^^ o tel que F, (a) = o, la recherche des invariants et celle des involutions constituent le même problème. On a, en efl'et, simultanément
^ ^ , ^ àf 0 df
nx ' dp or dp
s'il existe une involution dans ce cas. On en conclut
-y- LX(/>„-h Cp) = o.
dx
ce qui montre que 'K(pn-^ 9) est un invariant.
Il n'en est plus de même si la condition F, n'est pas vérifiée. Supposons qu'il existe un invariant de la forme aipn -\- '^)\ on doit
avoir
dha dLa d'"-^ f dLa df _
ày ~ "^ dz "^ ■ • • dx'"-^ dp,,, dp ~ '
en appelant m Tordre efFectif de a. On aura alors
dV.a /n > I , « = -7 =^ o .
dp,n
En dérivant par rapport àp„,, on a donc
dhu _^ ,)L_u d'n-i f dLu ôf _
dy ' ^ dz ' ' ' dx"'-^ ôp„i dp ^
Si nous supposons que l'invariant considéré est l'invariant d'ordre minimum, un calcul identique à celui du lemme montre alors
crue a := -r-, » l'équation /?,„ 4-8 = 0 étant en
involution avec la proposée.
L'invariant donné est donc de la forme —
Réciproquement, si l'on connaît deux involutions, les deux conditions
— L(yj„-1- 0)= -;^, — L(/>„, -+-6) = — - {m<:^n)
ùx ^ • àjj àx ^ dp
montrent que ^- 1 est un invariant d'ordre n. Dans ce cas, il est
donc nécessaire et suffisant, pour qu'il j ail un invariant, qu'il existe deux involutions d'ordre différent. Il faudra, par conséquent, ajouter aux conditions C, (a) = o, C2(|i) = o, celle qu'on déduit de G.2(Jj) en changeant ii en m.
25. Le problème général. — On peut le formuler ainsi : Trouver toutes les équations s =zf{x^ r, s, /j>, q) qui admettent une involution d'ordre quelconque n.
Si w = 2, il suffit de chercher pour quelles formes de /le système
du. dix dix . dix df df . df àf
admet une solution en a.
Si /i>2, il faudra d'abord voir pour quelles formes de / le
système
ri(À) = o, r.2(9) = o, ou le système
Ci(a) = o, Co(P) = o
admet une solution en À. B ou a, ^. Pour n = 2, on n'a pas d'autres conditions. Mais si n est > 3, la méthode qui nous a donné les conditions G est susceptible de nous en fournir d'autres. Elle suppose, en
effet (n» 22), que
, do / X o
a' = —- : — = [jL = ( /? — I ) a (' -4- p.
dpn-i
LA MÉTHODE DE DARBOUX ET LES ÉQUATIONS S=f(x. Y. Z. p. q). Sg
On a donc
et la relation (5) donne alors, après simplifications,
les termes non écrits à la lin du second membre étant d'ordre inférieur k n — ■ 2 et M^~j étant d'ordre ^ 3. Supposons n — 2 > 3. En
i)0sant 'b = - — ~ , on a
' ' àpn-2
m étant l'ordre effectif de -V. Si m est supérieur à 3, en posant
on a, en dérivant par rapport à />,„,
dy ^ <^- (^/?,„ dx'"-^ dp
et puisque la condition F, n'est pas vérifiée par hypothèse, il y a, d'après le lemme, une involution d'ordre ^7i. Si l'invohition étudiée est celle d'ordre minimum, il faut que l'on ait m'S3 et il existe alors une fonction /i(.r, >', z, /j,, yOo, ^3) telle que
âh dh . oh df à h d"- f ûh ^.„ , ^,„ ,
ôy ^ dz •' àpi dx ôp^_ dx^ àp^ ^ " ^ " '
Un calcul simple montre que, si l'on pose K=,--|--^-^, on ^ T ' r ôz dp ôq
aboutit aux conditions
^ , , du du du
dy ' dz '' dp
^ df , ,„ „ dH . n dlv d^-f df
a/) (//P 2 dp dp- dq
„ , , (^i' , dv dv
\ f/o: / 2 \ dx ) dq \ dp
4o R. GOSSK.
u et V étant des fonctions de ic, y^ z^ p seulement. On retrouve directement des conditions analogues quand /z ^ 3, 4 ou 5.
Il faut alors chercher si les quatre conditions C peuvent être satisfaites et, s il en est ainsi, la même méthode peut donner d'autres conditions.
Ce problème n'a pas été abordé dans toute sa généralité.
On peut encore se demander s'il existe des équations s =.f qui admettent un seul invariant^ pour un des systèmes de caractéristiques. S'il existe un nombre A ^ o, tel que F, ( X) = o, ce problème se confond avec celui que nous venons d'analjser. Sinon, nous avons vu au 11° îl^ qu'd j a deux involutions. Supposons-les, par exemple, toutes deux d'ordre supérieur à 3. Les conditions Co, C3, G^ devront être vérifiées par des fonctions [j', u\ v de x, y, 5, p seulement^ n y étant remplacé par un autre nombre entier n . On voit facilement qu'il suffit, pour qu'il en soit ainsi, d'ajouter aux quatre conditions G déjà écrites l'unique condition
„ dw dw i)w
Ge problème n'a reçu de solutions que dans des cas très particuliers. Sophus Lie (^) a démontré directement que l'équation 5 z=z f(^z) ne peut avoir d'invariants que siy"(^) est constant ou égal à GiC'^'^; M. Coursât (-) a montré qu'une équation linéaire dont la suite de Laplace se termine après p -]- i transformations admet un invariant d'ordre p^ et réciproquement : la méthode de Darboux et celle de Laplace réussissent en même temps. Moutard (^) a ramené aux équations linéaires les équations
Glalrin (') a ramené au type de Moutard les équations .s ^=.f[x,y'^z) (|ui admettent un invariant. Mais on n'a pu résoudre de problèmes relatifs à des équations quelque peu générales qu'en supposant l'existence d'une involution pour chaque système de caractéristiques.
(') Voir GouKSAT, Leçons, t. II, p. i82-i85.
{■) GouRSAT, Leçons, t. II, p. 174-178.
(') Voir GounsAT, Leçons, t. II, p. 228 et scj, 278-280.
(') Clairin, Bulletin des Seiences mathématiques, t. XXIX, 190.5, p. 177.
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26. Les problèmes résolus. — Si nous désignons par des accents les conditions qui se déduisent de celles que nous avons établies en jjermutant le rôle des variables x et j', il peut exister une involution pour chaque système de caractéristiques dans trois cas différents suivant que sont vérifiées :
i" Les conditions C et C;
2" Les conditions G et F' (ou F' et C);
3° Les conditions F et F'.
M. Gau ( ') en a fait l'étude systématique en supposant l'équation bilinéaire
Dans les deux premiers cas, l'équation proposée peut toujours rire mise sous la forme de Moutard et se ramène, par suite, à une équation linéaire intégrable par la méthode de Laplace. Dans le troisième cas, il y a un invariant (n" 25) pour chaque système de caractéristiques. L'équation ne peut être que de la forme
s ^:^ a{x, y, z) pq.
»i f>ct nnt nul itn
dx
Si —- n'est pas nul. on peut encore la ramener ci la jormr de
Moutard. Si -r- est nul, on peut l'écrire ■ ax '
s= pqjzho^biy, z) et elle admet l'intégrale intermédiaire du premier ordre
M. Gau a démontré (ju'elle ne peut admettre d'imariants du système X que s'ils sont de V ordre i ou 6.
Dans les, deux cas, l'équation se ramène à un des types étudiés et intégrés par M. ,Goursat (n" 21).
J'ai généralisé ces résultats dans ma Thèse.
En supposant que l'équation s=^fix^y^ z. /?, q) n'est linéaire ni par rapport ci p, ni par rapport à q, j'ai démontré qu'elle ne
(') Gau, Thèse et Ànnalrs de l'Université de Grenoble, t. XXVj p. (jS-ioS.
peut admettre une iiwolution pour chaque système de caractéristiques que si elle se ramène par une transformation simple à V un des types de M. Goursat.
Dans un récent article des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse ^'^^aàèVenàw ce résultat aux équations s = f(^x^y, 3,/>, q) linéaires soit par rapport à p, soit par rapport à q, sous la réserve que ces équations n'admettent pas d'intégrale intermédiaire du premier ordre.
L'ensemble de ces résultats permet donc d'énoncer le théorème général suivant :
Théorème. — Toutes les équations s=/(.r, r, z, p, q) qui admettent une involution pour c/iaque système de caractéristiques ^ sans admettre d'intégrale intermédiaire du premier ordre^ se ramènent par des transformations simples aux équations de M. Goursat.
On en déduit immédiatement le corollaire suivant :
Toutes les équations s =f(^jc, y, z, p, q) qui sUntègrent par la méthode de Darhoux., sans admettre d^ intégrale intermédiaire du premier ordre, se ramènent par des transformations simples, aux équations de M. Goursat.
Il ne nous reste donc qu'à étudier les équations qui admettent une intégrale intermédiaire du premier ordre.
CHAPITHE V.
DES ÉQUATIONS S = f (.X, y, Z, p, q ) QUI ADMETTENT UNE INTÉGRALE INTERMÉDIAIRE DU PREMIER ORDRE.
Cette intégrale intermédiaire sera, par exemple
Il faut alors que -^ soit nul et l'équation pourra s'écrire
(Jo ào Ov> „ , . ,
s -f- -hp -y- + -^ =o OU S =zpQ(x,y, z, q)-^M{a:, y, z, q).
(Iq oz ox
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S'il j a une involution du système Z, on a ou bien les conditions F, ou bien les conditions C, et la discussion montre qu'on n'a à étudier que les deux types d'équations
(i) ^ £ '^ jf- ^ ^' ■^'' ^ -* "" ^ °" ^ = f(^^y'^)^
(II) s*^ +p -^(r, z, (j) = o ou s =pf>{r, z, q).
28. Étude des équations s=f{x,y, q). — Soit (f une solution quelconque de l'équation
(h . (h (Jx '' dq
L'équation donnée peut s'écrire o {x^y^ ^) =^ ^ (j) ^^ il est clair qu'on peut prendre pour œ une fonction quelconque de lui-même et dey sans que l'équation précédente cesse d'être une intégrale intermédiaire.
Posons
dx ' âq
on a
et la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une involution d'ordre /?, jo« +<1' (■^,^7', z, . . . ,p,i-i ) = c» s'écrit
Désignons par des accents les dérivations par rapport à />//_( ; on a
dj- ^ Os •' ap,t-i
Si n est l'ordre minimum d'involution, cette condition exige que
'y= Pn i X„_i(a7) -+- '\'i(x, y, z, .. ., pn-i)-
On voil de même que
à = X„_,/>„_,-4-. . .-f- X,jD., -I- Xos + ,^'(.r, y).
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait une involution d'ordre n s'écrit alors
(A) ^+grXo-4-/X,H-X2F,('/)+...+ X„_, F,,_o(/) + F„_,(/) = o.
C est là une équation aux dérivées partielles que doit vérifier /*, et nous pouvons supposer qu'elle n'en vérifie aucune autre de même forme et d'ordre inférieur, si l'invariant d'ordre minimum est d'ordre n.
Lemme. — Si la fonction fi^a^ v) vérifie la relation
F/,f/) + kh(u) \^k-i(f) + . . . + A, ( m)/+ V Ao( «) =2 ^'(?) '^'•("'';
C3 étant une solution quelconque de l'équation -r^ + /^-r- = o, f vérifie aussi une relation de la forme
Fk-t(f) + C/,_i(:«) F/,_,(/) -+-...+ P Coin) = y taf)Di(u).
Remarquons, en effet, que pour que l'on ait identiquement
[F^.(/) + A,(a)F^_,(/) + ...+ P'Ao]U(»,)
^ F,[UFx-_,+ E^._,(«) F^._o(/) +. . .+ i^ Eo(u)]
11 faut et il suffit que Ton ait
R; + Eo=AiU, e;=AoU.
L'identité sera donc assurée et les nombres E déterminés, si l est une solution quelconque non nulle de l'équation différentielle
UAo— f U A, 1' -^ . . . -h (— I )'■[ UA,-](« + h (— !)/'■[ UA/,- U']'« = o,
les indices indiquant les dérivations par rapport à u.
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I. a relation donnée s'écrit alors, en posant
<l = UF/,-,-t- E^-_i(Hj F/,_, + . . .- fEo,
Fi(.i) = U Vb,(«)^,-(cp),
et l'on obtient bien en intégrant une relation de la forme annoncée.
THÉ0Ri-;viE. — L'intégrale générale de V équation
F„_,(/) + A„_,f«)F„_2C/)+...-^A,(«;/ + rAo(«)-=B(«)
s'obtient en éliminant 9 entre les deux équations
('= ?/l /,(cp) •+-. . .-r- W„/„(cp) -+- if„ + \, f = n\ Iii^) -+-. . .-I- «'„ /,j(cp) -i- it'„+i,
les nombres li étant n fonctions linéairement indépendantes de o, u,i+{ étant une solution particulière de Céquation
et /;,, Mi, . . ., u,i formant an système fondamental d' intégrales de la même équation sans second membre.
L'application réitérée du lemme donne précisément, pour y" et i', les expressions annoncées, les fonctions // étant arbitraires. En portant ces valeurs dans l'équation proposée et écrivant que celle-ci esl vérifiée quelles que soient les fonctions //, on obtient les dernières conditions. La démonstration suppose, comme le lemme, que la fonction f ne vérifie aucune équation de même forme et d'ordre inférieur.
GoNst^.QUKNCEs. — Toulcs Ics équalious s=f(a;, )•, q) qui admettent un invariant d'ordre supérieur à 2 s'obtiennent en é'ilminani co entre les deux relations
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Un changement d'inconnue évident permet de prendre ^«^, = o, et l'intégrale générale de l'équation est
z=\{x)^^'ii{x)Jli\y, X{y)\dy.
30. Il est facile d'en déduire toutes les équations qui admettent une intégrale entièrement explicite. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le système de Pfaffà n équations et « + 2 variables
rtjss dyi— li( y, () dy — o (f = i, -î, . • • ■ n)
soit un système spécial (*). En appliquant la méthode due à M. Cartan, on voit que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'on ait
-— = <?iit)f(y, t) {i = i, '2, ..., n).
Nous allons montrer directement qu'on peut alors expliciter :;. Explicitons d'abord les fonctions /,. On a
fi= hfi/dt, ..., li= oi/dt,
Si l'on pose
on a
1, = ^, l.^lV.i^,- f^.^lc/t ii =
En désignant par des accents les dérivées par rapport à if et en
posant
-L,(ll>V=.f,(y, 0. H,^=:(IJ',)' :(»;)', il vient
En continuant ainsi de proche en proche, on arrivera à chasser (') Voir Cautan, Bulletin de la Société mathématique, l. XLII, i\)\t\, p. 12- jS.
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tous les signes d'intégration des expressions de /,, et en posant
on aura finalement
'' ' ôv àv dt ày dl" XmÀ dy dt'^
a„.i étant nul, et les nombres a^ ^ étant des fonctions de la variable / qui ne dépendent que des fonctions cp/. La fonction d/ étant arbitraire, puisque/ l'est, on a identiquement
Ot c'est-à-dire
.^ ôy ât''~^ ^ - .^^ ay at'^
et les nombres a, /, vérifient les relations de récurrence
Si donc on pose
on a
est dès lors facile de calculer les intégrales
où j^ est une fonction arbitraire 6(^). On a, en effet,
\,= J '^-^ cly = U- J '^-^ dt = U- fo,(t)F{t. y)dt.
Tout revient à calculer les fonctions
G/= fcoi{t)F(t, y) fit
et c'est un calcul en tous points identique à celui qui donne les fonctions /j. On obtiendra
la fonction H(t) étant liée à la fonction arbitraire '(t) par la relation
implicite
F(0, /^ = ao,iT(0+.-.^ao,„+,T:"''(:n.
On en conclut que
j- étant défini en fonction de -T(i) par l'équation
Ainsi, r est exprimé au moyen d'une fonction arbitraire '^{f) cl
Dans cette dernière formule, il faut, après les dérivations par rapport à t, remplacer 1' par sa valeur; z et y sont alors exprimés au moyen dexeit, par l'intermédiaire de deux fonctions arbitraires X (a)
etT(0.
Études des équations 5^^/>G()-, z, q). Nous poserons
encore
Si u ne contient que )•, z, q, on a
c/Fi(u) dVi âFi
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On en conclut sans peine que
les nombres a], ne dépendent que des variables p^^ p.^^ • . . , pk-
La condition nécessaire et suffisante pour qu il existe un ijuariant '-^(r, )', :;, />,, />.j, .... p^) s'écrit alors :
OÙ .r, qui est un iuvanaiil de même système que o, peut être supposé remplacé par une con^taule. Ou peut alors écrire la condition précédente sous la forme
{V) C,j_) F„_i-r-. . . - C/F/-^.. .4- CqFo-^ f/<- + D = G,
où
dy ôz dpn àpi+i ' + '
Les nombres \\ ne dépendent que des \ariables y\ z, q; les nombres D, C, C, ne dépendent que des variables j', z, fi; il y a donc entre les nombres F^ une relation de la forme
(T) F/,,^e I -^ A/._, F/.__,( 0) ^. . .^ Au h\{ 0) + A^y = ïi(y, ^}
les nombres A étant des lonclions de y et c seids. S'il v a plusieurs relations de cette forme, nous raisonnerons sur celle où lindice k est le plus petit. Nous savons alors que la solution i^énérale de léquation iy' ) s'obtient (n" 29) en éliminant 'v entre les deux relations
p .a^ OZ ÔZ
.Mi:.\i(iuiAi, ui:s s<;. math. — .v" 12. u
5o R. GUSSli
les nombres /,• n'étant liés par aucune relation linéaire à coefficients fonctions de j' et de ::, les nombres Zj n'étant pas tous nuls. Si Ton fait le changement d'inconnue ; =: /*()', ■3), où
on voit qu'on ne diminue pas la généralité en prenant Za^, = o.
Les équations que nous clierchons doivent donc avoir la forme précédente, où l'on a supprimé Za+i- Pour ces équations,
La condition F donne alors
Si le premier membre de celte égalité n était |)as identiquement nul, en donnant aux \ariables j) des valeurs lixes, on on déduirait, entre les nombres //, une relation linéaire à coefficients fonctions de y et z. 11 faut donc que l'on ail
et
(Ij) <-«- 1 -T-;r-l-- • .^- <->o "l rLZ/=0 (i = I, 2, . . -, A-).
oz"- oz
Il y a au moins une fonction Z^ qui n'est pas nulle. Considérons alors l'équation (E)
On a, pour cette équation,
les indices indiquant des dérivations par rapport à r. La condition (T,) exprime donc que l'équation (E) admet un invariant d'ordre «, cp(c, /)], . . ., /)„). Mais cette équation est de la forme
OLÙiy, z}
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complètement étudiée par M. Gau, dans sa Thèse (p. loS-i 17). Elle ne peut admettre d'invariants que de l'ordre 2 ou 3. M. Goursat (^) ayant montré qu'il y a un invariant du second ordre lorsque A- ^ i , nous n'avons plus qu'à étudier le cas où k =^2, // = 3.
Posons alors
F,(0) = ^^ Fi(0)+ a6 + [B^-t-a.
Un calcul simple montre que le système, que doit vérifier o et qu'on déduit immédiatement de la condition (F), n'a de solution que si
•^ ' ûz ôy
Mais alors un changement d'inconnue z' = /<( 1', z) montre que, si
l'on pose
dh . à^l I /àly-
dz ' dz- 1 \ôz }
on a identiquement
e2>, F'.,(0') = FofO) + 200 + 7'-^ -f- t^, " ^ Oz dy
l'équation proposée étant supposée sous la forme
On en conclut que toutes les équations que nous cherchons se déduisent par des transformations ponctuelles de celles qu'on obtient en éliminant o entre les deux relations
Il est facile d'en obtenir l'intégrale générale. On peut, en effet, en changeant de fonctions, écrire ces équations
q = z^ I{y^ 'i) + zo, - = -xz /(y, cf) + c|..
On a l'intégrale intermédiaire
_ YXr)
' ) Goursat, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2' série, t. I, '^99i P- 31-78.
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et la solution clierciiée sera l'intégrale générale de l'équation de Riccati
En changeant \ en ,^, on peut écrire la solution sous la forme
L'intégrale explicite s'obtient alors facilement par les méthodes précédemment indiquées.
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