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INTRODUCTION
^ire de cet ouvrage. — (^tiielqiies explications ires, en ti'le de ce petil livre, me paraissent indispensables. Le titre que j'ai t'Iioisi peut paraître en oflet très ambitieux ou trop modeste, Kiiivant le point de vue où l'on se plaee ; je n'en ai cependant pas trouvé ^^'autre pouvant mieux traduire l'îilt'e ipii m'iiispi-
Le Iccleiir versé dans la culture des Iiiiutes scicin'i't mathciiia tiques ne trouvera probablement rien, dans let pages suivantes, qui soit de nature à l'intéresser ; il n'i rencontrera pas, notamment, de ces dissertations pro l'ondes. mais parfois nébuleuses, devenues fort i mode depuis un certain nombre d'années. D'un a ctité, les personnes n'ayant aucune préparation malliéinatîque feront sagement de fermer imiiiédiatement livre Bans aller plus loin ; ce n'est pas un travail i
irisation à
usage 1}
gens du iiiondo, ou destiné
[es littérateurs désireux de l'aire une excursion acci-
intelle dans une région qu'ils n'ont pas fréquentée
jusqu'ici. Je fais librement usage de la langue courante
usitée dans le domaine mathématique, sans m'astreindrc
^définir et approfondir chaque terme, sinon lorsque^
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<^ela nie semble indispensable pour me faire clairement comprendre ; je nrattache à éviter les formules et les démonstrations géométriques, mais sans y renoncer cependant d'une manière absolue, car mieux vaut à mon avis écrire une ligne de calcul qu'une page d'explications, lorsque cette ligne sutlit à rendre la pensée.
Par conséquent, je ne peux rien apprendre ici aux savants — la prétention serait excessive — et je ne saurais être comi)ris des profanes. Il reste une catégorie, plus nombreuse de jour en jour, à laquelle je m'adresse à peu prés exclusivement, et pour laquelle cet ouvrage pourra présenter une certaine utilité. C'est celle des hommes qui étudient, qui ont étudié, qui enseignent ou qui appliquent les éléments de la science mathématique, sans se livrer à des travaux personnels purement scientifiques. Ceux-là connaissent le langage courant, ont une notion assez précise des grandes lignes, savent de quoi il est question quand on leur parle mathématique. Mais le nombre des vérités nouvelles est devenu si grand, et dans certaines théories modernes le souci de la recherche a été poussé si loin, soit dans le fond, soit dans la forme, que la situation des hommes dont je parle n'est pas sans offrir quelques périls. Ingénieurs, ils en viennent à se demander si l'usage pratique des notions d'Algèbre ou de Géométrie qu'ils appliquentquotidiennement estbien véritablement légitime ; professeurs, ils s'interrogent pour savoir s'ils ne faussent pas l'esprit de leurs élèves en continuant à leur enseigner ce qui leur fut appris autrefois ; étudiants désireux de pousser plus loin, ils reculent devant r()l)staclc, et perdent leur foi scientifique, ébranlée par (les raisonnements trop raffinés sur l'incertitude des fondements de nos connaissances.
C'est à ceux dont je parle qu'il est bon de rendre la confiance sans laquelle on ne saurait avancer; il est utile aussi de leur fournir le moven de réfuter à Toccasioii les sophismes sous lesquels on entreprend assez
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lré<{ueinineiit d'étoiiffpr la science mathématique, et (|u9 tirent habituellement leiir origine, soit de Tignoranci soit d'une connaissance trop snperlieîelle.
BXa Mathématique. — Je sais {[u'ruijnnrd'liiii B^jpellation n'eut pliihi en grande l'aveui'. Ce n'est pa^ cependant par un simple caprice personnel que ja leprends la forme de langage employée par CondorceU Je trouve qu'ici le mot réagit Tortement sur l'idée ine semble plus que jamais utile de l'appliquer dans son énergique concision, parce qu'il exprime mieux quq tout autre la grande unité de la science. Aujourd'hui/ iivec les travaux accomplis au cours de ce siècle, présence de l'iminensilé du nombre des découvertes, l [ilupart des mathématiciens sont contraints de se spôS cialiser t't de consacrer leurs elî'orts, non pas seulement à une branche de la science, mais à un simp! chapitre, s'ils veulent arriver à produire des décoii* vertes dignes d'être remarquées. C'est une nécessitai dont il serait prol'ondément injuste de les blâmer ; m rette conséquence, subie comme on mal inévitable, i proiive rien contre l'unité fondamentale de la Malhéim lique. Nos divisions et sous-divisions, indispensableajj pour mettre un peu d'ordre dans la masse inépuisab des propositions, sont en résumé plus artificielles qu. naturelles. Même dans les plus simples éléments, lors que nous avons ainsi tracé des limites bien nettes, noui m; tardons pas à nous apercevoir qu'il y a des régioi l'rontiêres devant lesquelles notre esprit reste embarJ rassé. Une ciassiflcation n'est jamais bonne; comme VA !st impossible de nous en passer, faiaons-la de notr
lieux, mais ne perdons pas de vue les vérités pre-d
lièrcs.
Au fond, il n'y a pas des sciences mathénuttiques : l'AU gébre, la Géométrie, etc.. Toutes s' entr' aident, toiiteaj s'appuient mutuellement et sur certains points se coi
ndent. Il y a une vaste science, la Mathématique, qitij
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personne ne peul se daller ilo (.■niiriiilln', paire que tu!8 conquêtes sont infinies par nature ; Imil le monde en parle, surtout ceux ({ui l'igncuent le plus pioinndiMiient. Alais, parmi les homiiies ([uî la cultivenl, m^me nvee grande habileté, (juelcpies-uns sont plus attenlifs aux succès de détail ipiaiix idées générales dont jiourtant ees suceês sont les conséquences. (Vesl dire que plus d'un mathématicien ne manquera pas de sourire en lisant ce mot tombé de ma plume, et (|ui lui paraîtra vieillot et suranné. Je m'y résigne d'avance, el je liens de dire la cause de cette résignation.
Philosophie. — J'iii liesoiii d'i'\|iliquer ee terme, par des raisons loules conlralres de celles dont Ténuinération précède. Je n'ai, en ell'ct, auiune conipélence spéciale en philosophie, ni aucune prétention à me mêler des questions que j'ignore ou qui m'échappent. Maisjene connais pas de locution, dans ia langue française, qui soit employée plus que ce mot k philosophie h à représenter des idées plus difierentes. C'est encore ici des excès de la spécialisation, de celle division du travail poussée à restrôme, que nous avons à souffrir. Être philosophe, de nos jours, est devenu une prol'ession ; il y faut un long apprentissage, et une habileté dans le maniement des mots, à laqnellelout le monde ne saurait atteindre, même avec beaucoup d'usage et de bonne volonté. C'est un exercice nuipiel j'aurais depuis long- '^ temps renoncé, s'il m'étaitjamais venu àl'esprit de ressayer, d'autant plus que le simple vocabulaire me l'ait délaut ; condition fâcheuse, on le reconnaîtra, piiui' par- 1<T ou écrire une langue étrangère.
Il est assez habiluel, depui.slongtem|}s déjà, d'établir une opposition d'idées entre l'esprit du mathématicien et celui du philosophe, le premier considérant le second comme un rhéteur qui fabrique des paradoxes, et le philosophe contemplant avec une pitié hautaine un
Iheureux qui se croit contraint, pour pouvoir raisi
^^^^^H r.vritoDrcrioy SU
oçr, à tracer des figures ou à gri(Foiuier des formules J
Jadis, il en allait autrement. J'ai eru pendant longvl temps que Leibniz, Descartes, Pascal ; que d'Alonihert^fl Diderot, Condorcet, au xvm" siècle ; qu'Auguste Comte J parmi nos contemporains, avaienl rté des philosophes,! Quelques-uns de ceux-là, cependant, ont laissé un^ tiace assez brillante derrière eux, an point de vutn inatUéuialiqne ; et je doute qu'il y en ait en un seiil^ [larmi les noms que je viens de citer, pour regarder lafl -Mathématique comme une science inférieure. fl
Ces philosophes-là, pourtant, écrivaient clairementj autant qu'il leur était possible ; ils n'employaient pas da ternies compliqués pour exprimer des choses simples j9 ils semblaient avoir pins ii coîur de faire pénétrer leufl pensée dans le cei-veau d'antrui, que de se créer unes réputation d'habiles gens. Je les ai lus avec plaisir ; j'ai* même éprouvé cette illusion, si c'en est une, qu'en leiM lisant j'apprenais quelque chose. De là m'est venue cettel double conviction : qu'il n'est pas nécessaire d'ignorevl la Mathématique pour bien raisonner sur les idées géné-J raies, ni de mépriser les idées générales pour être un I mathématicien. 1
Il m'a semblé en outre que le terme de philosophie I pouvait servir à désigner des chosca qui ne se rossem-sl lilent guère, ainsi que je t'indiquais plus haut ; qu'iifl n'était pas interdit d'en faire usage dans un sens trè^ restreint et très modeste ; et que peut-être beaucoup^ d'entre nous faisaient (comme M. Jourdain de la prose)-! de la philosophie sans le savoir, lorsqu'il nous arrivait 1 de méditer, ou de communiquera ceux qui nous entou- I rent le résultat de nos méditations. I
Donc, il ne faut pas s'y tromper, j'y insiste. Le but I cpie je poursuisestd'apporter ici des réilexions simples, 1 de les exprimer le plus clairement possible, de nu; ser- I vir du bon senset du raisonnementordinaire, en dehors 1 de toute préoccupation d'école, pour dire ce que je, I jifinse sur des sujets qui m'ont intéressé toute ma vie,J
Si mon ambition avait éto plus haute, et si j'avais voulu faire œuvre savante, je me serais souvenu de cette parole de Leibniz :
« Sans les mathématiques, on ne pénètre point au fond de la philosophie ; sans la philosophie, on ne pénètre point au fond des mathématiques ; sans les deux, on ne pénètre au fond de rien ».
A cette occasion, et pour rendre justice à qui le mérite, je dois reconnaître que depuis ces derniers temps surtout, il y a eu dans Tordre d'idées que j'indique des tentatives intéressantes, et qui méritent la plus large approbation. Les facultés des lettres sont loin de dédaigner les travaux philosophiques empruntant une bonne part des idées au domaine mathématique; il y en a eu très récemment encore à Paris même un brillant exemple. Si ces innovations n'ont pas encore donné tout ce qu'on est en droit d'en attendre, si cette réaction salutaire, qui doit finir par ramener un peu d'unité dans la culture de l'intelligence humaine, n'est pas encore un fait accompli, la faute en est peut-être moins aux philosophes qu'aux mathématiciens modernes. A force de poursuivre une prétendue rigueur, de recherche en recherche, d'objection en objection, ils en sont venus fréquemment à jeter le doute dans leur propre esprit et dans celui des autres, à obscurcir ce qui était clair, compliquer ce qui était simple; et le résultat, en fin de compte, a été parfois une régression, plutôt qu'un progrès. C'est un sujet sur lequel j'aurai trop souvent occasion de revenir dans la suite pour qu'il soit nécessaire quant à présent de m'y appesantir.
Enseignement. — La science mathématique, à ses échelons divers, est enseignée de nos jours dans tout \r monde civilisé. Je ne suis bien au courant de la questioji qu'en ce qui touche la France ; mais, d'après le peu que je sais de ce qui se passe au delà des frontières, les diflerences dans le plan général et dans les méthodes
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ne sont pas très profondes; ceal surtout sur les d^'taiU] qu'elles portent. C'est donc île renseignement France que je m'occuperai surtout, n'ayant guère leJ {^oiit de discourir sur les olioses que j'ignore. La'l question est capitale, car les premières notions qusl nous recevons sur chaque ohjet sont celles qin' restent^ le plus prorondénicnt empreintes dans notre esprit. D'autre pari, le problème de renseij^nement inathéaia- Uquc se pose dans des conditions toutes nouvelles, au lilîeu de notre civilisation actuelle et du dèveloppclent industriel extraordinaire, sans prcctdenl, qui sest j accompli au cours du xix° siècle et ne s'arrêtera ]i au XX".
Les nécessités «lu \crilul)le enseignement niallicmalique moderne ont-elles été comprises et s'en inspire-t-on ['rancliement? Je ne le crois pas. ilais j'estime , en même temps que nous avons en France les plua admirables éléments à notre disposition pour accom- j plir celte rét'ormo, avec les qualités de travail, de bonne ] volonté, de dévouenienl, que notre corps enseignant possède à tous les degrés, depuis le plus modeste inetituteui- de village jusqu'aux membres de l'Institut professant à la Sorhonnc ou dans nos grandes les.
Le jour où l'on jeltci'a cpielquc liinine seniciu'e dans ee champ si bien préparé, la moisson ne tardera pas à lUuirir. il suffira de quelques indications générales, d'un ap|>el un peu sincère aux initiatives, pour voir s'accomplir de véritables miracles. Cela ne se fera pas demain. Mais la question ne m'inquiète pas outre me- i sure, parce que la nécessité des choses contraindra à ' i routine dont nous ne sommes pas encore : à retourner une formule qui peut sans Cxaration se résumer ainsi : tout attendre de la mémoire
"■ee c
preaqui
ligence.
iipresse pourtant d'ajouter dès maiutcnai
t ce reproche ne s'applique pas
lO LA MATIIÊMATIQI'E
foiiriii les lormiiles ou les raisonnements infaillibles; c'est la Mathématique a|)|)li({uée qui eomplète rœuvio en montrant la fatalité, la nécessité des erreurs. Pour n'avoir pas sullisamment mis en lumière eette opposition, on a laissé s'accréditer les plus odieux et les plus grossiers sophismes.
La vérité, c'est que sans la Mathémalicpie pure, l'application serait impossible; et sans Tintervention de la Mathématique appliquée, la Mathématique pure ne peut donner de résultats exacts que dans le monde des abstractions. Est-ce que, dans tout cela, il y a rien qui puisse prouver quelque chose contre la science mathématique elle-même ? Ce qu'il en faut seulement retenir, c'est l'utilité, dés le début, dès Tenfance, d'établir nettement la distinction, et d'habituer l'esprit à raisonner juste, et à ne pas se payer de chimères, formules ou mots, quand on se trouve aux prises avec la réalité des (dioses.
Dans cet ordre d'idées, je ne puis non plus passer sous silence l'éternelle dispute, si souvent soulevée, et qui dure encore, entre les lettres et les sciences, et particulièrement entre les lettres et la Mathématique. Les unes valent-elles mieux que l'autre ? A (jui donner la supériorité ?
Autant vaudrait se demander s'il est préférable pour un homme de manger ou de dormir. Supprimez Tnlimentation, ou supprimez le sommeil, et le résultat iuiV vitable sera le même. Abolissez la culture littéraire, Tétude des étapes de l'humanité, ou bien renoncez à préparer l'homme àce c()m])at continuel qu'il doit livror à la nature pour en pénétrer les secrets ; et dans lc*s deux cas vous aurez des générations pourvues de cci^i veaux incomplets.
Partagez votre élite intellectuelle en deux classes, ij |)eu près comme on le fait aujourd'hui: l'une de lettrés l'autre de savants; et vous créez deux castes de « deminmes » incapables de se comprendre et de comprcu-
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I monde dans lequel lions encore, c'est iin enseignement pourra remettre de l'ordre dans c
enl. Irî. nons y rev ■foniiô <|iii seul haoa.
pour
^^Observation anale. — J'en aurai Icrininé nv<'(- rctle- ^Ebp longue Introdiirtion, lorsque j'aurai vu le soin, comme c'est mon devoir, de prévenir le lecteur de dciix choses, La première, c'est qu'il ne reiic-ontrera ici aucune trace d'érudition; la seconile, c'est que les idées que je développe en toute liberté n'engagent et ne sauraient engager que moi.
Il a été tellement écrit sur le sujet que je traite, depuis la tentative si remarquable d'Aiiguule Conito dans sa Philosophie positive, que l'on pourrait, avec quelques recherches patientes, et sans rien dire que d'utile, produire plusieurs gros vohiiaeii. Le temp» mo ferait défaut pour un tel labeur; et, de plu», ce iterflit en contradiction avec le but que je potirsni» el i|iir j'ai essayé d'indiquer ci-dessus.
Si quelques citations viennent an hanard nnun ma plume, ce ne sera donc qu'accidentellcnienl. l'onr^ti. 1er l'écueil que je signale, je me suÎm iiiénu^ allacli*'' à éviter de relire ce que j'ai lu jadi»; la lentalion il»r tntin- Jiienter ou de discuter pouvait élre a^Ke^ \i\v l'ri (flil niivrage comme celui-ci, je l'ai cru du luoiii*, f/^y^ttum M (Hre présenté avec le nioiiiK d'appareil eï de »»\*tnùiU''t l'oinposé sur des réflexions el grârc â i\utU{itv% mmi* venirs, il doit éti-e coiisi«léré couiiii'^ ini»' <w/»li' i\m l'iiuserie sans préletilion, plutôt tiUK t'imiiii" tin U*Hi jjrave.
En un temps où l'on voit tant d'- d'K-l'-f 'ii'>*i*'rtwfUmii sur des sujets léger-? ou lniil' i |iHH permis de lai>.~i t un y h un sujet sérieux, i.-- r.t . . •^,.• |.
libre?
rteaucoiip II
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uns me clisniloront, vc (|iie je désire; im petit noinbro (le lecteurs rédéehiront après avoir lu ; et e'est le seul but (pie je poursuive. Mais tous reeonnaîtront, je Tesp('re, (pie sans or<fueil inmuxU'MV, sans vouloir non plus établir un rapprochement (pii serait envers le {çrand Montaigne une sorte d'ironie injurieuse, j'ai le droit de dire, comme lui, (pie « ceci est un livre de bonne loi ».
EsBaia de déBnitions. — C'est te propre des itl««a« |lrès géri>>rales de ne [irt^ter diflicilemeiil il une définilion, par rcxcclleiitc raison <|iic, pour d^tîntr. il faul (Miiployer tics mots, cl rnie la sigtiifiratîon cxarXr de» mots otnpioyés n'apparaît, claire et pr<-ciKe. qu'aprê> l'élude mêine de l'objet à définir. Cependant, l'eHprîl liiimaiu >i ittie tendance générale à vouloir i^YpIifiiirr le» choses « priori; c'est une sorte de benoin Inf^qiie. AiiHsi ii'est-îl pas étonnant (|ue d'irMiunibralile-t définiliuns de la science mathématique aient êlé propoitéett.
nits les plu.t émincnlii. el <|ua rlélinilînns nr piii^rte r^NÎfiler
Ulçlin
K(iielc|ucs-iines par les j cpcndanl aucune de c< Jla <-nlique :
" La Mathéniati(|ue est la tseiem-c de^t ^^randeiint ", " Elle a pour objet la mesure de« grandeur* ". ; « Elle étudie l'ordre et la ntettnre o.
j^^Ue se propose l'étude du nombre el de la (iniit- •>
^^bus nous bornons h ee )ictil iioml ^^Buflisent à montrer (pie l'oliotiiele $able, tenant à la nature même lU-t^ chni l«linitione sont bon
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(•(M'tainos notions mathématiques générales. Aucune n'apprendra ricMi à celui qui ignore totalement ces notions, parce ([ue les mots grandeur, mesure, ordre, par exemple, n auront pas pour lui un sens exact et précis.
Kn essayant de pousser plus loin, et de greffer définitions sur définitions, on parvient à des résultats bien pir(»s. ('/est ainsi que, voulant faire comprendre ce que <\»st (|u'une grandeur ou une quantité, on en est arrivé à nmdre pour ainsi dire classique, dans l'enseignement l<» plus élémentaire, cette formule vaine et pernicieuse: « On appelle grandeur ou quantité tout ce qui est siisc(»plil)le d'augmentation ou de diminution ». Comme si la distance entre deux points fixes n'était pas une grandeur! (]omme si l'estinu^ et l'amitié que Ton a pour une personne, l'enthousiasme, l'admiration, la haine, toutes les manifestations morales, qui sont assuréuKînt susceptibles d'augmentation ou de diminution, pouvaient être raisonnablement classées au nombre des grandeurs mathématiques !
II faut donc se résigner à l'avance à ne posséder aucune définition parfaite de la Mathématique. Mais, à défaut de la définition rigoureuse, on peut et Ton doit chercher, dans toutes les tentatives auxquelles on s'est livré dans cet ordre d'idées, un moyen de pouvoir faire comprendre, au moins d'une manière approx^mati^^ lesprit général et le but essentiel de la ^lathéniitique.
Origine expérimentale. — Au risque de surpreiute et peut-être d'indigner certains philosophes, je me permets d'énoncer tout d'abord cet axiome :
Toutes les sciences sont expérimentales.
C'est, en somme, la reproduction de la formule célèbre : « Rien ne pénètre dans notre esprit qu'aiirèfi avoir d'abord passé sous le témoignage de nos sens». La Mathématique, pas plus qu'aucune autre science,
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n'écliappo à la loi fouimune. J'estime que sans la pi-i sciice du momie exlérieur aiiciinp connaissance math niatiqiie n'aiiraît jamais pu pénétrer dans le cerveau i l'homme; et que, seul dans Tirnivers et réduit à rétaO de pure intelligence, le plus incomparable génie n'ar-H riverait jamais à la notion du nombre 2, ce génie fùt-ïM celui d'un Arehimède, d'un Ganss et d'un Lagrange.
Ce qui distingue la Matliématiquo des autres sciencesj c'est qu'elle emprunte à l'expérience, au monde exlé-J
minimum de notions. El, une l'ois cette
pru'^l
iiiière base établie, par la seule puissance de la logique, elle édifie sur cesl'ondalions un monument d'une iacomT] jiarable splendeur, cl dont le couronnenii jamais atleiiil.
Mesure et nombre. — En somme, nous vivons. Nou^ avons autour de nous des objets; l'idée de comparera ces objets les uns avec les autres, de considérer les^ groupes qu'ils nous présentent, est naturelle à l'homme^J cl s'est assurément offerte à lui dès les premiers âgei Une observation attentive nous révèle qu'il n'exisi pas d'objets exactement pareils; mais, par une opéra-^ lion de l'esprit qui ne demande aucun effort, Lie f|u'elle renferme à elle seule tout le secret de l'alistractinn mathématique, nous assimilons entre eux les objetftj qui nous paraissent se ressembler, et nous renonçond momentanément à l'examen des différences qui les dis^ linguent les uns des autres. De là vient l'origine du calcul; l'action de compter semble en général toute. J simple à ceux-là mêmes qui sont le moins mathéma'^J tioiens; et cependant, si nous comptons des arbresf dans un parc, nous savons fort bien que les arhresV peuvent être d'essences différentes, qu'ils n'ont ni \&\ nkéme taille, ni le môme âge, ni le même nombre daj l)ranches et de feuilles. Une pincée de grains de blé e jetée sur une table; nous disons : voilà 25 grains 1 blé; et, si nous nous mêlions à les examiner av«
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(les évaluations de mesures qirun examen superficiel nous ferait proclamer impossibles, et qui seraient vraiment impossibles par voie directe.
Cependant, pas plus que les autres, cette définition n'est parfaite ni complète. Elle ne comprend pas, en premier lieu, la notion d'ordre, ([ui est inhérente à Fesprit mathématique au même degré que la mesure. Et puis, à la prendre dans son sens absolu, elle laisserait de côté toutes les propriétés géométriques qui n'intéressent pas les questions de mesure. Nous ne pouvons nous appesantir ici sur ces considérations, qui trouveront naturellement leur place lorsque nous aurons, plus loin, à présenter un aperçu des diverses branches de la Mathématique. En les signalant, notre but est seulement de prémunir Tesprit du lecteur contre les formules générales, si séduisantes qu'elles nous apparaissent. Par cela même qu'elles sont trop générales, on y trouve une certaine confusion qui n'est pas sans danger.
Le but de la Mathématique. — A la place d'une définition reconnue réellement impossible, essayons donc, en partant des considérations déjà établies, de nous rendre compte, du moins d'une façon aj^prochée, de l'objet que poursuit la science mathématique et de Tintérêt qu'elle présente pour l'humanité.
Compter et mesurer, avons-nous dit, sont des notions
familières. Tout ce qui se compte et se mesure, tout
ce qui s'évalue, appartient au domaine des grandeurs,
qu'étudie la science mathématique , et l'évaluation
engendre des nombres, symboles des mesures. Mais,
nous ne saurions trop y insister, rien ne peut être
soumis à l'application mathématique sans l'opération
préalable de l'esprit que nous avons qualifiée d'abs-
raction, et qui consiste essentiellement à supprimer
\r la pensée, dans la chose étudiée, les caractères
articuliers qu'elle présente, et qui empêcheraient, si
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l'on en tenait Loinpte, de la comparer avec d'autres J choses analogues. Cette opération de l'abstraction, nous I la retrouverons partout, sous mille apparences diverses, 1 mais ollVant toujours, en définitive, le même caractère J fondamental, I
L'abstraction peut être partielle ou totale; ou, pour I parler plus exactement, on peut la pousser plus on ] moins loin ; mais sans son secours, aucune élude niathé- | matique n'est possible, aucun objet ne tombe dans le J tlomaine des grandeurs, aucirn des phénomènes de la 1 nature ne pont être abordé. Cela provient de ce que le I plus simple de ces phénomènes, de ce que le plus élé- J nientaire de ces objets, présente une complexité telle 1 que l'esprit humain, s'en étant rendu compte, demeure impuissant et efl'rayé. Envisager toutes les conditions, i l'ssajer de pénétrer jusqu'à l'absolu est une pure chi- J inère. Par l'abstraction, nous faisons disparaître ces j complications; à la réalité des choses nous subsli- 1 tuons des êtres de raison , créés par noire cerveau, sur J lesquels les raisonnements et les proeédés malliéma- 1 tiques pourront librement s'exercer, 1
11 suit de là que les applications mathématiques, en I dépit d'une opinion erronée trop généralement ré- i pandue, ne peuvent jamais prétendre à l'absolue | rigueur; elles consistent en approximations plus ou J moins pariaites, suivant le degré d'avancement do la J science; mais, si l'on avance sans cesse vers la vérité,,! jamais on ne peut se (latter de l'avoir définitivement ] atteinte.
Le véritable esprit mathématique conduit donc, à ! rencontre d'un préjugé maintenu par l'ignorance, à une méfiance perpétuelle de l'absolu. Très à l'aise, au-' milieu des plus profondes et dîllieiles recherches, tant I qu'il raisonne sur les abstractions pures, le mathémalicien sait à merveille que ces abstractions ne répondent -J pas et ne peuvent répondre aux laits ; et c'est avec de* J : précautions infinies qu'il entreprendra de transporlerj
»o I.A MATHitmATtQVK
(luiis I» rùalitû dos chosos Icr rémiltals ik- Mt*a raiiioiiap-
iiiciils ou lie i^rs calculs.
En Hoiume, le Iml osscnlicl vers Ic<jik'I tciitl la science litiiii.iiiie, c'est l'étude den |iliûnoiiii'ncs que n»UH présente le monde exténeiir. Il y a dans cette élude trois périodes liieu distinctes, en nous plaçant hien entendu au point de vue purement nialhêmnliqu<^. Tciul <Paiiord, par une abstraction préalable convenablement graduée, et souvent lurl iltificile, il faut préparer les grandeuris que l'on doit étudier de manière à les rendre accessibles aux niéltiodes niathéinatiques. en profitant des ressources que la science nous ofl're à cet égard ; cette premièi'c partie est ce que l'on appelle souvent la mise en équation ; elle réalise Xepaxsage thi concret à l'abstrait, et substitue ainsi au phénomène trop complexe pour étic approfoiuli un problème plus simple, parce qu'il ne porte que sur des abstractions, et qui représente une traduction approcbée, mais approcbéc seuioment, de la nature des faits.
Une (ois ce travail préparatoire accompli, la résolu^ lion des équations, eirectuée par le seul secours des méthodes et des procédés mathématiques, permettra d'opérer des transformations utiles, de faire ressortir avec clarté les moyens d'évaluation des quantités qu« S l'on cherche, et dont les valeurs étaient parfois entourées primitivement d'une obscurité profonde. Getle deuxième période est d'ordre exclnsivomcnl abstrait, puisque Ton n'y considère que des abslraeliuns. Les nombres, les formules, les symboles <U' toute espèce ne représentent ici plus rien, en dehors des êtres lofjfiqnes créés par le cerveau de l'homme. C'est sans doute ce qui a fait reprocher souvent à la Mathémaliqiie de fausser l'esprit en le poussant dans la voie de l'ulisolu. Mais le grief est d'autant plus mal fondé, qu'il s applique à une seule opération, sur trois dont se comiiise rétiidc nialbéniatiquc com|)lèle. 11 faut d'ailleurs ■inai'quer que ce Iravail de déduclions opérées
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sur des abstractions n'a par lui-iiiiiino aucune vertu n créatrice spéciale. Le calcul transforme, mais il ne rend jamais que ce qui lui a été confié ; c'ost un (ait inhérent à sa nature, et il n'en est pas moins précieux I pour cela, car il permet de mettre en évidence des rela- ] lions et des propriétés qui, sans son aide, seraient \ restées enveloppées d'une sorte de mystère. Mais ce serait une erreur profonde que de vouloir lui attrihner i des vertus qu'il ne peut posséder à aucun titre.
Il nous reste à expliquer rapidement le caractère de la troisième période de l'étude mathématique d'un phénomène. Elle consiste dans le retour de l'absti-ûit au concret.
Il s'agit de transporter les résultats fournis par le calcul et les raisonnements abstraits dans le domaine . rjlijoctîf (jui avait fourni les données de la question, de discerner quels sont ceux de ces résultats fournissant dos ' solutions utiles, d'interpréter ces solutions, d'en f^t ire la ] discussion, comme l'on dit dans le langage mathématique ; et ce n'est pas toujours la partie la moins délicate ni la moins épineuse de la question. Ajoutons pour mémoire qu'il sera toujours prudent de recourir, pour un contrôle définitif, à la sanction de l'expérience; cette dernière opération n'appartient plus à proprement par- ' Icr à la science mathématique ; elle relève au contraire de la science spéciale à laquelle se rattache le phénomène étudié ; mais il est indispensable, pour dissiper ' toute équivoque, d'expliquer pourquoi ce contrôle est nécessaire.
Nous avons vu que les éléments introduits dans le | \ calcul ou dans le raisonnement mathématique sont des ' abstractions qui ne sont pas la représentation exactedes litils réels, mais doivent seulement s'en rapprocher. Les nécessités de cette abstraction préliminaire enlrairu-nt donc des erreurs inévitables, nous en sommes prévenus d'avance. Suivant la nature des questions, cette première opération peut souvent devenir fort
aï /..t .VI rilF.ilA TIQVF-
iiiccilaiiic ; l'hypolliésc y joue parf'oîis iiii rôle tlapuSÎ^ (lèlaiil (If tloimêes plus solides; or, si l'hypothèse est en (■lli'-iiii''iiie une ressource précieuse pour uous aider dans nos investigatious, elle offre par contre de gro« périls, surtout si elle a été rréée (t priori, ol si nous cédons D la tentation trop naturelle d'areorder Ica qualités de la réidité effective à ce qui n'est f|ue le fruit île noire imagination. Uaulre |iiirl, sans (|ir'il y ail niéni'? intervention d'hypothèse proprement dite, il peut fort bien arriver (et il arrive plus souvent qu'on ne le suppose) qu'on ait négligé, pour construire les abstractions premières, des éléments qui nous semblent sans importance, par suite d'une a])préeiatiou insuHisante des faits. La mise eu équatiou étant faite dans ces conditions, et le calcul avant été coudiiil d'une façon irréprochable, les résultats mathénialiques obtciuis seront les solutions d'une (]uestion dillércnle de celle qui nous était |)réHeuLêe. Au lieu de rapproxiinalion à laquelle nous étions eu droit de pouvoir prétendre, nous nous trouverons en présence d'un écart constituant une epreur grossière. C'est l'expérience seule qui pourra nous fairo^i connaître, en général, s'il en est ainsi, ou bien, tauï; au contraire, si nous devons accorder créance à notre solution, et la considérer comme pleinement salisfaiwante dans des limites d'erreurs assignées et connues.
SubdivisionB de 1b. Matbéma,tiqae. — Nous avons i^âH à présent une idée générale du domaine sur le^efl s'étend la science malliéniatique, et nous comprenons ' qiL'il y aura lieu, pour pénétrer plus profondément ait vœuv du sujet, de la diviser tout d'abord en deiuç grandes branches, l'une comprenant Vabsirait, l'autre ïe concret, et répondant a, peu près à ce que l'on appelle la Mathématique pure et la Mathématique appliquée.
Même dans l'étude de la Mathématique pure, il s TH'cossaire néanmoins d'emprunter quelque chose i monde extérieur, pour nous rendre un compte exact d
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la genèse des abstractions; mais cela ne saurai! porte™ alleiiite à la grande classification (rcnsenilili- dmil nouai venons de parler. I
Ct'ci posé, si nous cherchons, dans les objels qittJ iiLiLis présente la nature, à reconnaître ceux qui sonta l'valuabies, et par suite accessibles à la méthode mathé-l niatique, nous voyons d'abord les collections d'objetsfl isolés, par abstraction supposés identiques, et qu^ donnent naissance à la notion des nombres entiersM (jelte étude, par suite des nécessités concrètes qui s'imJ posent, nous conduit de proche en proche à une génè^ l'ulisation qui embrasse toutes les opérations sur le^fl nombres et l'étude des propriétés qu'ils nous ofî'rent.l t^est le calcul numérique ou VArll/imà/ique, dans sool sens !e plus étendu, c'est-à-dire comprenant l'Arit/L'M iiiologie. qui se présente à nous. Mais lagénéralisatioij>B ne se borne pas la : la recherche des lois suivant les^ (|uelies s'opère le calcul a amené progressivement l'esprit de l'homme à créer des symboles pour repré-ï senter les opérations ; et de l'association de ces sym-B boles, de leur combinaison systématique suivant des 1 règles logiques immuables, est sortie VAlgèbre, sorte I de langue universelle des opérations sur les grandeurs. 1 HLpe l'idée fondamentale de l'Algèbre résulte, comme I ^^Kis. le verrons bientôt, la notion de fonction, J ^Eiis, la notion de Tonction, associée à la connais- <l sance naturelle de la continuité, que nous révèle le 1 inonde extérieur, nous amène au Calcul infinilésimal, \ instrument merveilleux de recherche et d'investigation, dont nous sommes redevables au génie de Leibniz et de -Newton, peut-éire aussi de Fermât. Enhn, au cours du xix" siècle, et particulièrement dans ces dernières années, des travaux tellement considérables ont été accomplis dans l'étude des i'tmc'tions et de leurs propriétés, qu'il faut créer à la Théorie (les /onctions une place à part, distincte du Calcul infinitésimal proprement dit.
tJ MJTÊÉMJTIIICK
lUMiii'îfi. non* n'aron» parlé i|uc des fondeurs ^raltial>l'r« «^1 mirMurahle», rt que nouf» «ii[»poiions repr^ <»*rnt'ifc«t par df?» nxiiiltrpft. Maî« It-s rorp» i]ue nous voj'on» <*pl de* tonne», ils orruponl des posîUuns daniî i'iiitparfi. 1,'t'luttf d«-» jHt)iîlînn!*et den Tonnes dans l'e»piHfe ii'^im 'Mivn- l'horî/oci iiiiiiienst* de la Grométrie. (\r\\f t^liidi^ prpnd un rararlère particulier dp prérision lïl dn gi'-n/TMlil>- {i>ir Tsipiiliralioii );yslêmatic|uc du calcul( application qui conslituv la Géométrie analytique- Moiifivoy(initain»i!turcfltisireni4^nl apparaître les diverses brant-hett d«; la Kcience nialhêiiialique, s'appliquent à tiii ni'nid»' (•î(l<''ri«iir iinimiable el en repos. Or, Tobservnli'Hi iiixiK iiioiilre que le iiiotivemc-nt est le raractére l'oiiimim de tout* le» corps, (|ue leurs positions et leurs fOPine» «ont varialiles avi-e le temps, grandeur indéft- IiiftHiihle, iniiiH (jiie iioiiH Bavons mesurer. L,a Mécanique ciiiliriiHHcrii IV-tniIe du moiiveiuenl accompli dans le liMn[>H i-i dan» ['i^s[>aoe.
li'i''tiiiiii('-t'ation i|ni jirét^ède est loin d'être romplète; t'iliini' niiiiuM l'iuiilruit-il la croire absolue ; en réalité, louIeH IcH Hrinnces se riiiiiifient, s'entr'aideut ; s'il est rii''ce>*Miiiri' (le (grouper les eouuaissauces liiiiuaines en ^nUldl■K cut/'j^orieH, pour mettre un peu d'ordre et de lu l't huile dimtirequi serait aulrement un chaos, il y aurait iin|irii(leri('« ft mécniimiitre (jii'auK limites de ehacune d'elU'H il existe, non jiiis une ligne de démarcation netleimtiil et rigniireuBemeiil tracée, mais au contraire unetuirlit do ïoue l'rontit're sur laquelle plusieurs sciences diverses peuvent revemlifpier des droits égaux. CVet ce que lu suite de celte élude ne cessera de nous révéler l'i ctuique instant, et cela nous dispense d'appuyer ici nuire iilDt'iuiitiun de faciles exemples.
t)ii reiuurquerii que notre énumératîon est i-estiM muelle en ce i[iii concerne la Physique nialhématiqt^^ (Vesl qu'en réalité, s! le domaine d'application de feî;- Mnthéinalique s'est targi>uient accru de ce côté, c^' conquête», dont il v n lieu d'ailleurs de se félicilwfli
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ont été obtenues à l'aide d'abstraotions et d'hypothès nouvelles, qui ont permis de donner un caractère mathématique aux théories édifiées dans ce but; c'est donc un élargissement progressif du champ d'investigation sur lequel s'étend l'action de la Mécanique, et qui ne nous contraint pas à la nécessité d'une subdivision particulière. D'ailleurs, voulant ne pas excéder les limites d'une étude rapide, nous ne chercherons pas à revenir sur cet ordre d'idées, et nous laisserons la Physique mathématique en dehors des considérations que nous nous proposons de développer à grands traits. 11 est seulement utile d'insister ici sur la nécessité particulière de contrôler par l'expérience, plus attentivement que jamais, les précieux résultats que fournit la science mathématique, sous peine de commettre de graves erreurs ; autrement, on risquerait de laisser à la charge de la Mathématique des méfaits dont réellement elle ne saurait être rendue responsable.
Essai d'une clasaiUcation. — Reprenant la liste des grandes subdivisions ci-dessus énumérées, nous pouvons à présent présenter le plan général de notre étude, qui comprendra :
La Mathématique pitre, se subdivisant ainsi : Arithmélique et Arithmo- ^ logie. 1
Algèbre. ] Science du calcul.
Calcul infinitésiniftl. \
Théorie des fonctions. j Géométrie.
Géométrie analytique.
Mécanique rationnelle.
Ija Mathématique appliqi
Des considérations générales préliminaires ij application du Calcul ; Inapplication de la Géométrie ; h'apptication de la Mécaniqu
Science de l'étendue.
— Science du mouvement.
omprenant:
■i() LA MATIIÈMATiqVE
Dans une troisième partie, nous envisagerons les questions relatives à renseignement des diverses branches de la Mathématique, en suivant à peu près le même ordre.
J'ai dit qu'une semblable classification, forcément artificielle, devait présenter des imperfections et des lacunes. On n'y voit pas apparaître, en effet, des chapitres importants, tels que l'Analyse combinatoire, le Calcul des probabilités, la Géométrie de situation, pour nous borner à un petit nombre d'exemples. C'est que, d'une part, une classification trop étendue perdrait en clarté ce qu'elle pourrait gagner en rigueur, sans pour cela devenir absolument rigoureuse; et que, d'un autre côté, il ne nous semble pas y avoir un grave inconvénient à nous conformer à des habitudes prises, en faisant rentrer les sujets dont nous parlons dans un domaine qui n'est peut-être pas le leur au point de vue strict de la nature des choses, mais qui s'en rapproche assez, en raison des procédés et des méthodes à mettre en œuvre.
Importance de la science mathématique. — Si nous avons été assez heureux jusqu'ici pour exprimer clairement notre pensée, le lecteur doit entrevoir dès maintenant la haute importance de la ^lathématique dans l'échelle des connaissances humaines. Sans son secours, aucune étude des faits où figurent des quantités n'est rationnelle ni complète ; c'est le plus merveilleux instrument créé par le génie de l'homme pour aider à la découverte de la vérité. Pourvu qu'on en fasse vm emploi judicieux, pourvu qu'on ne lui demande pas d'autres services que ceux dont elle est capable, la Mathématique vient apporter son concours à toutes les autres sciences. Ajoutons qu'en elle-même, et au point de vue du développement de l'esprit, l'étude mathématique est un admirable exercice de gymnastique logique; on y apprend à raisonner juste, à effectuer les rappro- (^hements nécessaires entre les idées et les siones, à
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l'aire le départ entre l'ubsulii l't h' itLiIîT. enli'i' lel t'oncret et l'abslrail. I
Pcut-t^tre est-il bon de |ii-o(ltiii'f une [tareillc alIiriiia->J lion, intime au milieu du grand développement scieiitt4 lique et indusiriel de noire époque. Les préjugés, enA (ll'et, ont une ténacité telle, qu'ils persistent longtempifl encore après que les faits leur ont donné les pluu cruels démentis ; et c'est seulement par une persis-« tance incessante dans radirmation de la vérité qu'onjl linit parles déraciner. Cependant, ime affirmation isoléel en faveur de la science mathématique n'a guère de va-rl leur, émanant d'im homme qui fait profession d'aimeol cette science. C'est pourquoi je préfère invoquer de« autorités comme celle de Leibniz, disant que la Mathé-I inatique est « l'honneur de l'esprit hnniain h ; de PasoatI écrivant : a entre esprits égaux et toutes choses^ pareilles, celui qui a de la Géométrie l'emporte etl acquiert une vigueur foule nouvelle ». I
Mais Leibniz, mais Pascal, peut-on dire, sont à la fois I de grands philosophes et des mathématiciens illustres. J A ce dernier titre, leur témoignage peut être entacliël de partialité. Rappelons donc aussi cette parole, attribuée)! à Napoléon I"'' : « L'avancement, le perfectionneinenM des mathématiques sont liés à la prospérité de l'Etat ». I
Mentionnons cet aveu de Darwin: « J'ai profondé-É ment regretté de n'avoir pas suffisamment approfondie ce genre d'études'(rAlgèbre), au moins de façon à com-1 prendre les grands principes de mathématiques, car les 1 lionimes doués de cette compréhension semblent pos- J séder un sens supplémentaire «. I
Enlin, tout en faisant la part de ce qu'elle peut pré-É senler peut-être de trop absolu dans sa concision, J méditons la jienséequeKant a exprimée en ces termes : I " Une science naturelle n'est une science qu'autant | (|ii'clle est inaihéniatique ». I
CHAPITRE II
L'Arithmétique et FArithmoloerie.
Caractère général de F Arithmétique. — Il est assez difficile de délimiter d'une façon précise le domaine de TArithmétique, et surtout d'indiquer exactement quels sont les caractères essentiels qui la distinguent de TAlgèbre, dont nous aurons à nous occuperdans le chapitre suivant. Auguste Comte, à notre avis, a donné la meilleure formule, en disant que TArithmétique a pour objet le calcul des valeurs et TAlgèbre le calcul des fonctions. C'est une forme de langage exigeant, pour être bien comprise, une certaine connaissance de la notion de fonction, et qui a par suite l'inconvénient de ne pouvoir être placée au frontispice de la science. L'inconvénient est mince, du reste ; car, s'il peut être agréable, pour la satisfaction complète de l'esprit, de posséder ainsi une définition globale et synthétique, nous cherchons en vain quelle en peut être l'utilité, soit au point de vue de l'enseignement, soit à celui d'une compréhension générale des choses, pour celui qui cherche à acquérir une simple initiation préalable.
Tout en rendant pleine justice, ainsi que nous venons de le faire, à la définition générale d'Auguste Comte, nous pouvons donc aussi nous rendre un compte exact de ce qu'est l'Arithmétique, en énonçant qu'elle consiste dans la science du calcul, ou bien qu'elle étudie les
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nombres et les opérations sur les nombres. Ajoutonsfl qu'on est communément convenu d'appliquer ce termefl d'Arithmétique à la partie la plus élémentaire de ioM science générale «lu calcul, et que c'est habituellenienfl par là qu'on aborde l'étude de la Mathématique. I
Ce seul fait suflirait à lui donner une importance] <:apitale, car, selon que les notions premièreB qui sfti présentent au début d'une vaste élude sont claires oiifl confuses, bien ou mal présentées, il s'ensuit une réac-l lion nécessaire sur toute la série des connaissam-esM à acquérir plus tard. Cependant, il y a plus encore, el,l l'importance de l'Arithmétique est à la fois d'ordre phi~l losuphique, d'ordre pédaf^ngiqiie et d'ordre pratique. 9 C'est qu'elle comprend, en effet, deu\ branches fortfl distinctes : d'une part, les procédés de calcul, îndis-l pensables à connaître, du moins dans les parties lesd plus élémentaires, pour les usages courants de la vie;'fl et de l'autre, ce qu'on pourrait appeler l'ArithmétiquàB scientifique, c'est-à-dire l'étude des propriétés et desl ^relations que les nomlires présentent. I
^H Le nombre. — Xduh avons eu déjà l'occasion d'em- I
^^loyer ce mot, sans nous ap|)eaantir sur l'idée fonda- 1
mentale qu'il représente. Le moment est venu de I
serrer la question d'iui peu plus près. I
Bien des définitions du nombre ont été proposées, .J
L'une d'entre elles, la plus précise à mon avis, et quel
j'ai eu l'occasion de présenter déjà, ne m'appartient 1
pas en propre ; elle m'a été suggérée par M. Ilermann I
l>aurenl, auquel en revient tout le mérite. La voici. I
11 On appelle nombre une locution et ini signe qui 4
serventà désigner avec précision une quantité, ettouteBa
celles qui lui sont égales, de manière à les distinguer i
nettement de toutes celles qui sont dill'érentes ».
Cette manière de s'exprimer ne peut laisser aucun doute, alors que les fait» du monde extérieur, c'est- ! l'observation et l'expérience, nous ont donné la
iiulton prw'îse de In qiiaiililî' ; t'égaUté entre deux (|tiaiililés nous vs^X ti-\v\i-v. aii^si jinr lii iialiirc inémi^ lies choBC'B, ai'i'oiiipagnve de l'idée inslinctive d'abs- Iraclion, <|iiî nous amène à cansidérer roiiiine idcnliqties des objet» disseinblalileu en réalité, maie qtio nous assimilons entre eux par nne opération de notre esprit, ainsi qne nous l'avons expliqué.
Une fois le nombre créé pour une catégorie particulière d'objets, on comprend (ju'il pourra servir toitl aussi bien pour toute autre catégorie. Par exemple, nous avons compté des grains de blé, et nous en avons trouvé 23 ; la loctilion vingt-cinq, le signe a[ï nous serviront indifféreiumeiit à ionq>lcr dos arbres, des mètres, des litres, des grammes, etc.
Ce signe 25 ])ris en lui-même est le nombre abstrait qui pourra s'appliquera des quantités de toute nature; il proprement parler, il n'y a pas de nombres abstraits égaux entre eux ; il y aie nombre aS, par exemple, qui dilfère de tous les autres. Ecrire aS^ aS est un truisme n'apportant à notre esprit aucune connaissance nott< velle, et qui équivaut à peu près à des pbrases telles que : <c Je suis moi ; luie maison est une maison »,
11 n'en résulte pas néanmoins que île telles évidences soient toujours inutiles, et noirs aurions tnrt d'en proscrire l'emploi.
Rapport. — Il est permis de se demander si l'idée de rapport, généralement reléguée assez loin dans l'étudË de l'arithmétique, ne mériterait pas de prendre place dès le début, eomme conséquence de la notion de nombre. Si, par exemple, voulant mesurer une Ion* gueiir, je l'ai comparée à un mètre, etj'ai trouvé qu'elle contient 24 fois un mètre, le nombre abstrait a4 représente le résultat de la comparaison entre la longueur dont il s'agit et celle d'un mètre. Il est bien clair que SÎ. l'unité choisie avait été une longueur de a mèlreSf
Lirais trouvé la, et non plus a4, comme nombre rej
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sentant la longueur ; si l'unitt^ avait été 6 mètres, j'auraiîn trouvé 4, et ainsi de suite ; on ne commet donc aucuiicfl pétition de principe en aliirmantque le nombre abstrait» (jui détermine une quantité conerète représente !&■ rapport entre cette quantité et la quantité de niémea l'spèce qui a été choisie comme imité, ce choix restants d'ailleurs â notre disposition; et en procédant ainsi J on introduit franchement dans la science des grao^ deurs une notion qui est adéquate à celle de mesure,! (|ui correspond à celle du nombre et qui n'est pas aitl tond plus compliquée. Cette idée fondamentale ainsîa . placée dès le début a le mérite d'établir nettementl cette vérité, que nous ne pouvons arriver â avoir I connaissance des grandeurs que par voie relative ; ellefl présente en outre l'avantage de simplifier et d'éclajrcip'ï la définition des opérations, ou du moins de la multipli- J cation, comme nous allons le voir dans un instant. 1
Numération. — Le nombre, sous aa forme la plus] élémentaire, nous est révélé par l'évaluation des coi-9 lections d'objets de même nature (ou supposés de mème-J nature par abstraction) : c'est le nombre entier. La pre-ï niière question qui se présente à nous en arithmétiques est donc l'établissement du système des locutions et \ des signes permettant de représenter et d'exprimer les J nombres entiers. C'est l'olijet de la numération, qui sel subdivise ainsi en itumératioii parlée et niimêrationM érrile. Il y a une infinité de numérations ; celle qui est I il peu prés universellement adoptée, qire tout le monde J connaît et par laquelle il convient de débuter dans unea première étude, est la numéralioii décimale, sur lesfl principes de la(|iielle il nous Bend)lc inutile d'insister 1 ici. I
Opérations élémentaires, — Nous voilà en possession j de la notion du nombre et des moyens de repré- J senter les nombres entiers. Il s'agit maintenant de tirer I narti de ces éléments pour combiner les nombres les I
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uns avec It's autres, pour efTerliier ce que l'on appelle les opérations arilhniétiqiies.
Ces opérations, romnie on sait, du moins les opérations élénientaireH, dont toutes les autres découlent, sont au noiubre <le quatre.
\Saililitioii des nombres entiers est encore une de ces idées fournies par l'observation du monde extérieur, et qui sont plus simples en elles-mêmes qiii^ ton les les définitions qu'on tenterait d'en donner. Ajouter, réunir, mettre ensemble des collections d'ohjets, cela représente à notre esprit quelque chose de très compréhensible ; et il en résulte aussi celle propriété essentielle de l'addition, que l'ordre dans lequel ont été ajoutés les nombres que l'on veut ajouter n'inllue en aucune manière sur le résultat, c'est-à-dire sur \a. somme. La soustraction se déllnit imuu-diatenient comme opération inverse de l'addition. Si en ajoutant A et B. j'ai trouvé G pour somme, je <lis qu'en soustrayant B de C, je trouverai A pour différence. Il s'ensuil immédiatement qu'en soustrayant A de C, je trouverais B pour différence.
La inuUiplicQtion des nombres entiers, sous la forme la plus simple, se définit par l'adtlitton. Multiplier uo nombre (mtdtîplicande) par 7 (multiplicateur), t'est former une somme de 7 nombres tous égaux au mtdtipl^ cande. Il importe de remarquer dès l'abord que le niul^ tiplicateur est forcément un nombre abstrait. Si la notion de rapport a été introduite, comme nous l'avons proposé im peu ]»lus haut, il en résulte auKsi que la multiplication ])eut élre définie de cette autre manière: formation d'un nombre (jjroduit) qui ait avec le muitt* plicande le même rapport que celui Au miilliplicirteur avec l'unité. En d'autres tenues, le nombre aïS mesurerait le produit, si le multiplicande était pris pt^l^,' unité, n'est autre que le multiplicateur. On arrive aii^ *'»ii coup à une définition tout à fait générale, et enti^- •nt satisfaisante au point de vue philosoplii<iuâV'
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Il 8iiU (le là {|iie le produit sera un nombre concrel ou alïstrait, suivant que le multiplicande sera lui-mém4 concret ou abstrait.
On démontre que l'ordre des facteurs, dans la muli plication des nombres entiers, est sans inHuence si le produit. Le produit de A par B, ou de B |iar A, étant C, on définira la division eu disant que A est li résultat ou quotient obtenu lorsqu'on divise C par Bj ou B le résultat obtenu lorsqu'on divise C par A
L'Arithmétique nous enseigne les moyens d'ertectuel les opérations dont nous venons de parier. En même temps, elle envisage les propriétés que présentent ces opérations, étend quelques-unes d'entre elles, comme la multiplication, qui s'applique à des produits d'autant de nombres (ou fadeurs) qu'on voudra. En outre, elle] établit que la division n'est pas toujours possible montre comment elle pciit le devenir au prix d'une modification légère dans la délînition.
Diviaibilité. — L'examen des conditions de possibilité de la division engendre la théorie de la divisibilité, l'un des chapitres intéressants de l'arithmétique, mais que celle-ci ne peut étudier que dans ses parties les |>lus élémentaires. C'est de là, en elFel, que la théori», des nombres premiers tire son origine, et cette théorie est a la fois l'une des branches les plus dilficîles et les moins complètement connues de la Mathématique.
Quand le produit de A par B est égal à C, il s'ensuit que la division de C par A, ou par B, peut se faire exactement. On dit alors que C admet A et B comme diviseiU'S, ou que C est divisible, soit par A, soit par B. Tout nombre C est évidemment divisible par lui-ménic, le qui donne i comme quotient, et aussi par l'unité, ce ([ui donne C pour quotient. Si un nombre n'admet pas d'autres diviseurs que ceux-là, comme 7 par exemple, l'est un nombre premier. Dans le cas contraire, il est composé. L'étude de la réparlilic:
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micrs, à mesure que l'on s'avance dans l'échelle indéfinie des nombres entiers, est d'une (Itllioutté eUVoyaWe, et r'est à puîné si ellu a été abordée. L'v\i'ithmL>tt<]a( élémentaire peut donc i\ peine J'clïleiii'or. Mais elle établit aisément que tout nombre composé est un produit de fadeurs picuiiciK; elle montre (-oiiinienl on l'orme ce produit, (]iii ne peut être obtenu pourchaquo nombre que par les mfimes facteurs ; enfin, elle fournil des règles sûres pour trouver tons les diviseurs d'un nombre, les diviseurs communs à deux ou plusieurs nombres différents, et en particnlier le plus grand de ces diviseurs communs, qui joue un rôle important dans cette partie de la science du calcul.
On rencontre, en s'engageant dans celle voie, un certain nombre de propositions dont l'utilité est manifeste au point de vue de la pratique des opêralions, el dont rintérôl théorique est peut-être encore plus grand.
Les fractions. — Jusqu'ici, nous n'avons opéré que sur des nombres entiers; mais, suivant la nature des grandeurs concrètes soumises au calcul, il peut fort^ bien arriver que le calcul des mesures, limité à ce domaine, se trouve insuffisant. De cette nécessité nou» velle découle le calcul des fractions. Si l'unité concrète, par sa nature, est subdivisible en parties égales, chacune de ces parties, prise isolément, pourra être considérée comme une unité nouvelle. Une notatios spéciale, et bien connue, permet de représenter une fraction; -^ par exemple, représente deux fois une quantité obtenue en divisant l'unité en trois parties égales; -r- d'une pomme, -s- d'un mètre ont une signt^ fication nette et précise; mais -^ d'un homme expvîl» nierait une absurdité; on voit que la nature concr^ de l'unité joue ici un rôle important, ce qui n'empêche en rien, du reste, de considérer en soi le nombre abstrait -r-. Seulement, lorsque dans une question
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arilhDiétiqtie, il s'attira d'effecluer le roloiir de l'ahs- Irait ail coiicfct, cela nous oI)ligera à Liiie |)récaiitioii ajxioiale.
L'Arithmétique, abordant l'étude des fractions, éteud ■A ces nombres toutes les opérations élémentaires, et l'est tout un chamji nouveau sur lequel la science du calcul vient de la sorte exercer son action.
Dans ces dernières années, il y a eu certaines tentatives faites en faveur d'une théorie nouvelle des fractions que nous voulons seulement indiquer en quelques mots, et qui nous parait donner prise, au point de vue philosophique, aux critiques les plus justifiées. Dans cette doctrine, on prétend se passer de la divîsibilitié de l'unité; -r- est, par définition, un symbole se composant des deux nombres entiers a et 3 séparés par un trait. Sur ces symboles, au moyen de conventions préalablement faites, on établit des propositions, puis des règles de calcul, qui sont d'ailleurs en complète concordance, bien entendu, avec les procédés de l'Arithmétique ordinaire,
Quel que soit le talent des propagateurs de semblables théories, il est nécessaire de réagir énergiquenient contre l'état d'esprit qu'elles nous révèlent. En continuant dans une pareille voie, on marcherait dans un sens radicalement contraire à celui du progrès. Cette préoccupation du symbolisme à outrance, qui se re- Irouve dans certaines manifestations littéraires ou philosophiques, et non pas seulement dans le dojnaine Biatilématique, répond en réalité à une sorte de sentiioent de mépris pour les vérités que nous apporte la conoaissance raisonnée du monde extérieur. Par une aberration pour ainsi dire incompréhensible, on en arrive à se figurer la science mathématique comme d'autant plus parfaite qu'elle emprunte moins à la connaissance extérieure des faits. On la regarderait volontiers comme idéale, si elle se passait totalement de cette
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.Lonnaissaiice, cl se Ijornaîl à raisonner sur des abstmtlions. On oublie que l'abntrarlion elle-même suppose la notion préalulile des rlioses, on oliscureit les propositions simples, on rend dillicilc co qui est aist, on jettp le scepticisme dans les esprits en accumulant ainsi comme à plaisir les obstacles artificiels, on fontrcdît enfin la nature elle-mênie.
Ceci n'est pas une discussion ; la place nous manque rail pour nous y livrer avec les développements nécessaires. Nous avons simplement voulu établir, à l'occasion de cette queslioti des tractions arithmétiques, une protestation contre des théories dites modernes, et beaucoup moins modernes qu'elles n'en ont l'air, car l'esprit sophiste qui les inspire est aussi vieux que le monde; et leur triomphe, ai malheureusement il se produisait, sei'ait niaj'quc par une période inévitable de décadence.
- I, 'infini en Arithmétique. — La notion mathémjitique de l'infini s'est indirectement présentée à nous dè8 les débuts de l'Arithniélique. Rn formant successive-
-ment les nombres entiers, il tombe sous le sens que lï suite qu'ils forment ne s'arrête jamais, puisqu'à chacoK d'eux, si grand qu'il soit, on peut ajouter une unïtË pour former un autre nombre plus grand encore. GettCf notion revient encore à propos des nombres premiers^ puisqu'on démontre, très aisément d'ailleurs, que Itr
.suite qu'ils forment est illimitée.
Mais c'est surtout dans l'étude des fractions que l'idée .de l'infini se présente sous une forme qui nous oblige Si l'introduire dans le calcul lui-même. Je veux parler de la conversion des fractions ordinaires en décimales, laquelle donne naissance aux fractions décimales périodiques, qu'en réalité nous ne pouvons écrire, puîS^ .qu'elles se composent d'un nombre illimité de chiffres ilécimaux, mais que nous indiquons cependant d'une manière précise, parce que les chifl'res finissent
t a une i t pars* J
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siiccédof d'iinu façon régulière, les mêmes chiff'reg ' revenaot dans le môme ordre. Dans une étude un peu complète de l'Arithmétique, cette théorie des Tractions J périodiques mérite de tenir une place considérable, ea I raison des vues qu'elle permet de prendre sur ime I Ibule de questions qui s'y rattachent. 1
Ce sont aussi les fractions qui nous amènent ponr la première fois à l'idée de l'infiniment petit. Si Ton considère la fraction^, et si A est un nombre entier très grand, la fraction elle-même sera 1res petite, d'autant plus petite que A sera plus grand. Si A, par la pensée, représente un nombre qui prend successivement les valeurs de tous les nombres entiers successifs, nous établissons que la fraction -r- diminuera sans cesse, et qu'elle finira par prendre une valeur aussi petite que nous le voudrons, pourvu que nous donnions à A une valeur entière sullisamment grande. C'est ce qu'on exprime mathématiquement en disant que -x"^st une quantité variable qui a pour llniUe zéro, ou encore (|ue -j- est un infiiiinient petit.
Ces idées s'introduisent fatalement en Arithmétique; peut-être serait-il sage d'introduire en même temps les locutions et les notations nécessaires pour exprimer les idées, au lieu de renvoyer ces notions simples à beaucoup plus tard.
Les incomjnensur&bleB. — Encore un sujel sur lequel ont été versés des (lots d'encre, qui a donné lieu à d'interminables discussions, et qui est, par nature, absolument inextricable ou d'une extrême simplicité philosophique, suivant l'ordre d'idées qu'on adopte.
Persévérant dans la doctrine que nous suivons systématiquement, nous n'avons qu'à considérer les grandeurs «oncrètes naturelles, pour nous convaincre quç entre elles présentent un caractère de con-
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linuUé. Nous ne pouvons pas imaginer, par expmple, (m'iinf longiietii' d'un mètre soit parcourue par un poîiil d'un bout à l'aiilre, sans que le nombre qui mesurera la longueur comprise entre l'origine i;t le point en ifucslion passe par toutes les valeurs comprises entre zéro et un. Or, parmi ces valeurs, en nombre infini, il en est que nous ne pouvons exprimer par une fraction {ni, bien entendu, à plus forte raison, par un nombre entier). Ce sont là les nombres incommensurable», dont nous avon.s l'idée concrète très n('tte,etque cependant nous ne pouvons représenter par les symboles abstraits créés jusqu'ici. Nous définirons cependant, d'une manière très précise, un nombre incommensurable A par une suite de fractions «,, a,,... a,i,en nombre indéfini, et qui croissent sans cesse, et par une seconde suite de fractions 6,, i,,,..6„, qui décroissent sans cesse, s'il est bien établi : i" que A est toujours supérieur à toute fraction a; 2° qu'il est toujours inférieur à toute fraction 6; 3° qu'en prenant n suffisamment grand, la différence entre bn et o„ peut devenir aussi petite qu'on le voudra, c'est-à-dire inférieure à tout nombre assigné. Le symbole A prendra alors une signification précise ; ce sera la limite, soit des fractioitB. a, soit des fractions b. Nous aurons ainsi précisé par un signe et par une locution le nombre qui peut servir de mesure à la quantité concrète répondant à A.
En Arillnnélique, c'est par le calcul des racines que s'introduisent pour la première fois les incommensurables, Un produit de plusieurs facteurs égaux entre eux est ce qu'on appelle une puissance. Par exemple aaaaa, quis'écrilavantageusement*?', es\.\^ cinquiènie piUss(fnce de a. Si nous appelons N cette cinquième puissance, et que, voulant faire l'opération inverse, nous cherchions, connaissant N, à trouver a, nous dirons que a est la racine cinquième de N. Si nous donnions N = 32, il serait aisé de reconnaître q L'Arithmétique, pour les racines a" et 3'' tout,
mt'^
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moins, qu'on appelle racines carrées et cubiques, | donne les moyens de Faire celte opération. Mais il s'enl faut qu'elle soit toujours possible. Ainsi, que l'on se I propose d'extraire la racine carrée de a: nous saurons! trouver des fractions qui, élevées au carré, donneront m toujours des résultats de plus en plus grands, mais I constamment inférieurs à a : nous aurons aussi d'autres I fractions, dont les carrés seront de plus en plus petits, I mais toujours supérieurs à 2 ; enfin, l'une des premières M fractions différera aussi peu que nous le voudrons de'fl la fcaction correspondante de la deuxième suite, pourvu! qu'on la prenne assez éloignée. Dès lors, nous ne poLi*A vons écrire le nombre qui représente la racine carrée^ de a, ni sous forme entière, ni sous forme fractionnaire ; I mais ce nombre est parfaitement défini, à l'exclusion 1 de tout autre, etil l'est tellement que ia Géométrie nous I permet de construire très simplement une longueur J mesurée par ce nombre ; le signe y'a sera donc l'ex- 1 (iression très nette du nombre que nous avons voulu 1 représenter. 1
En essayant de trouver des difficultés qui n'existent ' pas (alors que tant de difficultés sérieuses seraient plus dignes des ellbrts de l'esprit humain) et en voulant J toujours se placer dans le domaine de l'abstraction et I de l'absolu, certains savants en sont arrivés à se deman- J der si le nombre /a existe ! M
Autant se demander si 2 existe ; je sais bien ce que 1 c'est que 2 arbres, 2 ânes ou 2 kilomètres ; mais 1 tout 1 seul, comme nombre abstrait, n'existe qu'à l'état de J création du cerveau et de signe représentatif. De 1 même ^/2 a une existence pareille ; c'est un signe. 1 visible, qui représente une notion nettement définie; J c'est la traduction précise d'une quantité concrète, 1 si je l'applique au mètre pour unité, puisque je 1 sais construire la longueur \/3. La seule différence, 1 c'est que je ne pourrai appliquer le symbole d'un | ^uunbre incommensurable qu'à des grandeurs continues I
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par essence, aussi bien «jiie j« uc peux appliquer le syiiibotc (l'une fraction qu'à des qiianlilès divisibles.
Sur CCS bases t-onronaes à la raison, au bon Hens et l'i l'observation des faits, le calcul des nombres incummciisurables peut s'établir en toute rigueur en Aritlimétique.
On peut utilement y rattadicr le chapitre des appruximations et des erreurs, du moins dans les parties les plus clénientaires. C'est d'autant plus utile que, dans l'appliralion, un judicieux emploi de la Malhémaliqui' exige une intervention ;i peu près constanlc de cette ibéorie.
Proportions. — Nous iivnns dil les avantagea que présenterait l'introduction de la nolimi de rapport dès le début (le l'Aritbniétique. L'étude des égalités entreles rapports t'ait l'objet de la théorie des proportions, <|ui conduit à la solution d'un grand nombre de (piestions l)ratiques, par l'application des procédés appelés, assez improprement du reste, régies de trois.
Cette partie de l'Arithmétique, en dehors des applications utiles, présente un grand intérêt, en ce qu'elle permet, sous une forme exceptionnellement simple, d au moyen d'exemples tangibles empruntés aux f&ÎW d'ouvrir pour la première fois l'esprit à la conceptioff des quantités variables et à l'idée de fonction, sitr laquelle nous reviendrons plus tard. Sans empîél sur uu domaine qui n'est pas le sien, et en poursuivasl seulement le problème des évaluations, l'Arithmétiai embrasse donc avec raison l'étude des grandeurs p| portionnelles et fournit de précieux procédés de caT à ce sujet.
Système des mesures. — Kn Fi-auce surtout, l'Arithi tique, réduit(ï iiiéiuo a sa pai'tic la plus élémentaî consacre un important chapitre à l'exposé du systâQJ les mesures on du système métrique. Il n'y a îcl i éorie ni règles de calcul s|)éciales à propreu
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pavlcM'. Mais les explications nécessaires pour faire I elaiieiiiciit comprendre l'ensemble dti ces unités, devant | s'appliquer à toutes les grandeurs usuelles, n'en sont J pas moins d'une hante ntilité. Elles se rattachent] d'ailleurs sur bien des points à des notions géométriques ou mécaniques, qui, pour être présentées d'une façon rapide et sommaire, sont cependant très utiles en 1 vue d'une étude ultérieure plus complète. II faudrait ] donc se garder de voir dans l'étude du système [ métrique une simple nomenclature séclie, dans laquelle -I ou ne ferait appel qu'à la mémoire. Ce serait e naître l'esprit et la portée.
Calculs arithmétiques d'ordre supérieur. — Les ordres d'idées que nous avons signalés jusqu'ici repré-"] sentent à peu près tout ce qui constitue la partie élémentaire de l'Arithmétique. Rationnellement, on doit 1 aussi faire rentrer dans son domaine, d'après la donnée I générale d'Auguste Comte, des opérations qui prennent J ordinairement place dans d'autres branches de 1% j science. C'est ainsi que le calcul numérique des séries, la théorie des logarithmes, et même la résolution numérique des équations, pour ne citer que peu | d'exemples, relèvent de l'Arithmétique à proprement 1 parler. Seulement, il faut remarquer d'abord que les / calculs de cette nature, même les plus compliqués, dérivent au fond de simples combinaisons des opérations élémentaires. D'un autre côté, l'Arithmétique, dans | les questions dont il s'agit, ne peut guère interve utilement qu'après une préparation préalable, une étude i des relations et des propriétés, qui est faite par les s de l'Algèbre. Aussi n'y a-t-il pas un sérieux inco nient, même au point de vue de la pure docirin borner le domaine de l'Arithmétique proprement dite i aux limites indiquées, et qui suffisent déjà à lui assurer I une place bien importante dans l'ensemble delà Mathé— 1 matique.
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Aritbmologie. — A l'Arilliiiu''li()tie,f()iiirncnonsl'aTiTns indiqué ih-jà d'un mol, iloil «Mrc rattachée une partie iW la siiLMirc i-oiii|ii-(!iiant rétiule <!cs jiropriétés qui appartiennent aux noiuLi-es, et qu'on a caraotépiaôe dans les temps modernes du nom A'Arit/iiiiologie.
Cette partie de la scieni-e, si peu avaneée, exerce une attracliou exli'éme siirceux qui s'y adonnent ; etle a été cultivée par les plus illustres mathématiciens; c'est à elle que Gauss doit une bonne partie de sa gloire, et Fermât y a consacré les plus grands efforts. L'intérêt de l'Arithmologie, ou Théorie des nombres, l'attrait particulier qu'elle inspire, tiennent en grande partie au caractère mystérieux, en quelque sorte, des propositions qu'elle comporte, et à la disproportion singulière entre la simplicité des énoncés et la dilliculté ou nierai? l'iuiposaibilité d'établir les démonstration!
Nous avons indiqué plus haut le problème de la répartition des nombres premiers. Voici quelques autres exemples de questions arithmologiques restées jusqu'ici insolubles malgré d'innombrables efforts.
« La somme des puissances semblables de deux nombres entiers ne peut pas donner une puissance exacte de même degré, à moins que les puissatices ne soient simplement des cariés » (Théorème de Fermai),
Autrement dit, l'égalité .C -|- j/"= 3" est impossiblB< avec des valeurs entières de ,r, y, z, si n est différei^ de 2.
« Tout nombre pair est la somme de deux nombi premiers. )i (Théorème de Goldbach).
« Peut-on trouver deux nombres entiers cousécuti autres que 8 et g, qui soient des puissances exactes nombres entiers n (Théorème de Catalan)
L'extrême difficulté de ces questions et de beaucoup d'autres, en Arithmologie, tient à l'absence de méthode^f 11 ne faudrait pas croire cependant que tant d'effort des plus grandes gloires mathématiques soient rostéV totalement inTruclucux. On a pu, tout d'abord, étendre
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rertaîues théories de l'Arithuiêlique élémentaire, résoudre un grand nombre de propositions particulières, rattacher quelques questions arithmétiques aux plus I hautes spéculations du calcul inGnitésimal, faire progresser jusqu'à un certain point la théorie des équations indéterminées, apporter à TAlgèbre un secours inat- i tendu et parfois en faire autant pour la Géométrie, j comme il est arrivé pour la résohttion des équations J binômes et pour l'inscription, dans le cercle, des ( polygones réguliers.
La considération de certaines suites arithmétiques, parmi lesquelles les progressions, soit par différence, soit par quotient, a souvent aussi fourni de précieux ' résultats. En dehors des progressions, nous donnerons ' ici comme miique exemple la série qu'on appelle souvent série de Lamé, et qui appartient en réalité à Fibo- (Léonard de Pise) :
Elle se forme en ajoutant toujours deux termes consécutifs pour obtenir le suivant, et elle jouît de pro- i priétés nombreuses, qui sont utilisables dans une foule de questions.
La formation des puissances d'un binôme, le triangle arithmétique de Pascal, le carré arithmétique de Fermât, doivent prendre place également dans l'Arithmologie.et pourront même être introduits avec avantage dans tes éléments de l'Arithmétique, bien qu'on classe en général dans l'Algèbre toutes ces questions.
Un très grand nombre de questions concernant Vanalyse combinatoire, c'est-à-dire l'étude des groupements des choses, en tenant compte de l'ordre et de la nature, appartiennent encore au domaine de l'Arithmologie, lien est de môme de ce qui concerne les nombres polygonaux et les nombres figurés, dérivant des séries arithmétiques. C'est également à l'Arithmologie que se rattachent, au moins par certains côtés, les problèmes (
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géomélrie desiiaaiioH,&% aU»ch»ntselfUiuventmâi\ parmi lesquels nous pouvons i-iu-r on |>as&nnt I«s magit/ues l-I Ii-s figures iuagM[ucs eu gêni-ra).
Nous avons dit que l'une des grande» dîllicullés de l'Arithmologic ri-sidc dans Taltsence des mvtliodes qui s'oirrent en général dans les autres branches de la Mathématique. Il iiuporli* done d'autant plus de s'attacher au petit nombre de relies qui ont été créées par quelques esprits supérieurs, et nous ne saurions, dans cet ordre d'idées, passer sous silence la définition de» congrtiences, qui est due à Gatiss et qui offre de précieuses ressources. Lorsque deux nombres, a et b, divisés par un même nombre p, doiuieiil le mému reste, on dit qu'ils sont congrus par rapport au module p. Cette relalioii s'appelle une congruencc, et s'écrit :
Par exemple, alS et g sont congrus par rapport à 7 ; il en est de même de a3 et de a; par rapport au même module 7, le nombre ai est congru à o, etc. Les opérations qu'on peut l'aire sur les congruences sont souvent d'un secours puissant en Arilhmoiogie.
ÏVous ne voulons pas quitter ce sujet sans citer un savant qui a ]>oussé très loin l'étude de l'Arithmétîqitt supérieure, el qui l'ut nialheureuseuient enlevé à U science d'une l'açon prématurée, dans toute la force de son talent, et avant d'avoir produit tout ce qu'on était en droit d'en attendre. Dans le premier (cl unique) volume de sa Théorie des nombres, paru en 1891, l'année: même de sa mort, Edouard Lucas, car c'est de lui que nous parlons, jette au cours de sa Prél'acc quelques aperçus si justes et si intéressants sur la science dejj nombres, que nous n'hésitons pas à lui emprunter ait» courte citation, ]»ar laquelle nous terminerons ce cha-
" (Connue toutes les sciences, l'Arithmétique résulte lie riihsfivalioii ; elle progresse par l'élude des phéno-
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itiènes numériques donnés par des calculs aiitèrieiips, ou fabriqués, pour ainsi dire, par l'expértnieiitalioTi ; mais elle n'exige aucun lalioraloire et possède seule le l»rivilège de convertir ses inductions en Ihéorènies déductifs. Comme en Chimie, par exemple, on prépare les nombres au moyen du calcul ; par la divisibilité, on (lécompose ceux-ci en éléments simples, les lacteurs j pieniiers ; par la théorie des résidus potentiels, on ] détermine leur aspect, et en quelque sorte leurs réac- 1 tions mutuelles ; enfin, par la juxtaposition des nombres triangulaires, carrés, polygones, cubiques, etc., la théorie des formes numériques rappelle l'étude des | systèmes cristallins. C'est par l'observation du dernier chitfre dans les puissances successives des nombres entiers que Fermât, noire Diviis aiithiiieticu&\ c l'Arithmétique supérieure, en donnant l'énoncé d'un | théorème fondamental; c'est par la méthode expéri- j iiienlale, en recherchant la démonstration do celle proposition, que la théorie des racines primitives fut ima- I ginée par Euler; c'est par l'emploi immédiat de < racines primitives que Gauss obtint son célèbre théo- I rème sur la division de la circonférence en parties J égales ; et celui-ci fut le point de départ des profondea lecherches d'Abel et de Galois, de JIM, Kuinnier, llermite et Kronecker, dans l'Algèbre supérieure n.
CHAPITRE III
L'Algèbre.
Les fonctions. — D*après la conception très juste cU Auguste Comte, l'Algèbre a pour objet le calcul des fonctions, par opposition avec l'Arithmétique, qui se propose le calcul des valeurs. Il est donc nécessaire, avant tout, de présenter maintenant cette notion de fonction^ si fondamentale dans toute la doctrine mathématique. Hâtons-nous de dire que cet aperçu rapide ne saurait suffire à caractériser entièrement l'Algèbre» et que nous devrons ensuite revenir quelque peu sur nos pas, pour essayer de délimiter un peu nettement, sinon d'une manière absolue, chose impossible, le domaine de l'Algèbre.
Cherchons en premier lieu, pour ne pas abandonner la méthode constamment suivie par nous, à nous rendre compte des faits que nous présente le monde extérieur. Deux circonstances générales frappent notre esprit: c'est que tout ce que nous voyons est l'objet de continuelles transformations, et, d'autre part, que ces changements sont liés les uns aux autres. L'idée de variabilité, l'idée de loi s'introduisent ainsi spontanément dans notre esprit, sous la forme suivante : les choses changent, et les changements ont pour causes immédiates d'autres changements. Ceci est vrai dans tous les ordres de faits : qu'il s'agisse du monde plkysique
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et malériel, des phénomènes moraux, de ce qui relève de rimagination pure, les exemples se présentent en i'oiile à la pensée.
Mais, pour l'objet que nous avons en vue, il importe B de descendre immédiatement de cette extrême généralité, en nous contentant d'appliquer cette observa- , lion aux choses mesurables, c'est-à-dire aux grandeurs, qui seules relèvent de la Matliématîque. Un exemple , va nous permettre de préciser davantage. Parmi les — grandeurs naturelles, la variable par excellence, dont J nous avons la notion instinctive avant de savoir même la mesurer, c'est le temps. Supposons que nous pre- . nions une pierre, et que nous l'abandonnions à ellemême, au-dessus du sol ; elle va se mettre en mouvement, et dans toute la période qui s'écoule jusqu'à ce qu'elle touche le sol, elle parcourt un chemin tel que sa position à chaque instant est nettement déterminée. Si nous imaginons, a cet instant, qu'on ait mesuré la longueur du chemin parcouru depuis que nous avons lâché la pierre, et aussi le temps qui s'est écoulé depuis cet abandon, nous avons le sentiment très net que cette longueur, variable, est liée au temps écoulé, également variable ; l'une dépend de l'autre ; la longueur, dans eet exemple, sera d'autant plus grande que le temps écoulé sera plus grand, et l'on comprend que, connaissant le temps écoulé, il sera possible de trouver ! la longueur du chemin parcouru. C'est ce qu'on tra- i duira, en langage mathématique, en disant que la m longueur du chemin parcouru est une fonction du temps M employé h la parcourir. Il en serait de même si nous ' J considérions le chemin parcouru par un train de , , chemin de l'er se rendant d'une ville à une autre ; mais ■ ,, la l'onction, dans ce dernier cas, ne serait plus du tout la ., même que dans le premier.
Toutes les l'ois que les choses variables, comme dans , ces exemples, sont des grandeurs mesurables, toutes les fois que l'on peut, en outre, exprimer d'une façon J
prt^rise la relation ipii <luil exister entre las nomma <|ui i'orr(;s|)oiidfnl à ct-s grandeurs, la fonction ronsidûrév est du iIoni»inc iitalh(''ntati<|ue. Dans la n'ralit^ des ihits, les Ibiirtions niathriaatiques ne so présentent [las dans la nature, à eause de lu complexité iû- .finie des phénomènes. On comprend en edet qu'iinr variable ]mi3se dépendre des variations de phisicu» autres variables, et non pas d'une seule; en fait, ii eti est toujours ainsi, et le nombre des variables qui interviennent dans un fait )diysi(|ue (|uelcnn«{ue dépasse même l'imagiitation; cela ne diminue d'ailleiin en riea, conmie nous le verrons, l'importance et l'iUiliti' des fonctions mathématiques.
Reprenons notre exemple de la chute d"iine pienr. Cette chute, que nous avons considérée d'une laçou générale et un peu superficielle, ne s'opère pas aussi simplement que nous avons pu le croire tout d'abord: la pierre tombe dans l'air ; de là une résistance qui altère le mouvement ; si cet air est lui-ménifi agil*< deuxième cause de perturbation; en tout cas, la résistance dépendra aussi de la l'orme de la pierre, de s» constitution physique, peut-être de sa composition dff mique.-Et puis, cette pierre n'est pas un point : peutêtre tournera-t-elle tout en tombant ; que voudra dire alors la longueur du chemin parcouru? Mais supposons qu'il s'agisse d'un objet assez jietit pour (jue nous négligions tous ces détails, d'une petite boidc de plomli par exemple, et que nous fassions tomber lette bouW dans un endroit complètement dépourvu d'air, si difiSit cile, si impossible même, que cela soit en réalité. Noul n'en avons pas encore fini. Nous remarquons en el que les longueurs parcourues, pour un temps donné, dépendront de la hauteur à laquelle on se Iiouvt; placé, Suivant qu'on fera l'expérience au bord de la mer oi bien au sonunet du mont Blanc, le résultat ne sera pai le même ; il ne sera pas le môme non plus, si l'on &< trouve près de l'équateur, ou bien dans une région voi
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sine du pôle. Ainsi, la hauteur de chute est fonction, non pas seulement du temps de chute, mais encore de l'altitude et de la latitude. Et encore n'avons-nous pas l'ait entrer en ligne de compte le mouvement de rotation de la terre, ni sa circulation autour du soleil, qui compliqiient singulièrement lo phénomène.
Nous voyons, par cet exemple, combien le fait naturel le plus ordinaire présente de complexité, si l'on veul . l'analyser rigoureusement, et combien une grandeur ' variable dépend d'autres grandeurs variables en nombre considérable. Cependant, on obtient une approximation t|ui peut différer très peu de la vérité, en négligeant plus ou moins de ces causes accessoires, pourvu qu'on lasse avec discernement cette abstraction, analogue à l'opération fXii même nom que nous avons considérée au début du chapitre précédent. Cette abstraction opérée, dans rc\emple dont il s'agit, nous pourrons dire que le chemin parcouru par un corps pesant qui tombe dans le vide est une fonction du temps depuis lequel il tombe. L'expérience nous apprend qu'au bout de une, deux, trois secondes, et ainsi de suite, les Ion- ■ gueurs parcourues seront entre elles comme les ■ nombres i, 4i 9» etc. C'est ce qu'on traduit par cette loi physique: les espaces parcourus par un corps pesant gui tombe dans le vide sont proportionnels aux carrés des temps employés à les parcourir ; mathématiquement,
ion dira que l'espace est mesuré par un nombre exprimé par kP ; c'est un exemple d'une fonction mathématique, k étant un nombre constant, t le nombre qui exprime le temps de chute, (" le carré de ce nombre, et Ai* le produit de k par ;^
Si nous avons un peu insisté sur cet exemple très •-impie, c'est pour faire comprendre clairement comment la nature nous oH're le spectacle de variables dépendantes ou fonctions, lesquelles dépendent ellesiiiémes d'autres variables, dites indépendantes; et comt possible, dans certains ras, d'exprimé
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(li'|n?iiiJuiice par des oiir rations il« calcul. [>uiirvtl qii« les variables soient ilu doiiiairiL' Avs grandf^urs niemirnhles, et pourvu ((iriuu' abstrarlîon préalable nmts ait piTiiiis df reniplarei' lo phi'-iioiiii*ne rom[iliqtié par autre plus sinipli!, dans Icfjnel nous saurons indiquer . quelles sont les opérations h faire sur les vai-iabifs [m sur ta variable) pour obtenir la tbnctinn.
l'ne fois (|u'on un ost In, lir problème est. on le vnîl. d'un ordre tout dill'érent de co qu'il <^tait d'abord ri appartient exclusivement à la Mathématique. Eo représentant toutes iiis quantités (ou plutôt les notiibres les mesurent) par des lettres, on pourra, au mnyen de signes convenables, exprimer les opérations qu'ii faut ell'ectuer sur les nombres représentant les variable» indépendantes pour olitenir celui qui représente 11 l'onction.
Langage algébrique. — - L'ensemble des signes en (jueslinri constitue ce qu'on pourrait appeler ValphabrX lie l'Algèlire. Celle-ci nous apprend à combiner ces signes, à les associer, a les transformer, et à obteaif) par les tableaux d'opérations à effectuer, ce qu'i appelle les formules algébriques. La science qui nous occupe prend ainsi le caractère d'une langue écrît»; langue merveilleuse dans sa rigueur et sa eoncieioa elle évite les longues circonlocutions, n'cmprunle se règles qu'au raisonnement et à la pure logique, el partant d'un point de départ exln'iniement simple, pef met (le pousser jusqu'à des limites indéfinies les dé"?* loppeuients qu'on en peut déduire.
On croit fréquemment, faute d'unç éducation matU niatique suffisante, que la distinction entre l'ÂrithRi^ tique et l'Algèbre tient à ce que la première emploie cbîQ'res et la seconde des lettres pour représenter \t nombres. C'est une erreur capitale ; l'Arithmétique sot vent se sert des lettres avec avantage ; l'Algèbre, et c'eï Lia distingue, ne poursuit que l'indicatii
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opérations à l'aire, en nous iburnîssanl ses forinides; une fois les formules obtenues, qu'on emploie chiffres ou lettres, si l'on chercho à déterminer des valeurs, le problème appartient à l'Arithmétique.
Dans le développement de ce langage algébrique, on aura tout d'abord à faire usage des signe» qui correspondent aux quatre opérations élémentaires de l'Arîthinètique ; mais on serait vile arrêté s'il fallait s'en tenir là ; aussi la science algébrique s'est-elle enrichie de signes nouveaux, dont le nombre s'accroit chaque jour, et qui présentent l'avantage d'exprimer sous forme concise une succession d'opérations qui seraient sans cela d'une explication longue et dillicile. Cette introduction des signes nouveaux est une question de mesure. Si l'on en introduit un trop grand nombre, on surcharge la mémoire et l'on tombe dans les inconvénients de Talphabet chinois; si l'on refusait systématiquement lout signe nouveau proposé, on se priverait des plus précieux avantages, II en est un peu de cette question comme de l'introduction des mots dans une langue ordinaire: il Gnit par se former une tradition et des usages qui ont force de lois.
Ce qu'il y a d'important à retenir ici, c'est ce caractère général de l'AIgéhre, et les conséquences considérahles qu'entraîne une pareille conception. Puisqu'en effetf au point de vue où nous nous plaçons, l'Algèbre Uaduit les faits mesurables qui nous sont fournis par l'observation des grantleurs concrètes, sur lesquelles a été opérée l'abstraction nécessaire, il s'ensuit que l'AIi^idire variera siùvant la nature de ces quantités concrètes, s'il arrive qu'elles présentent par leur essence (iiéme des propriétés mathématiques dillerentes, 11 y a ilonc plutôt rfe^.l^èû/'ei' que V Algèbre . C esi une notion utile â introduire dès maintenant, mais que nous allons liientôt retrouver, dans l'examen des opérations algébriques les plus élémentaires. iVous l'accompagnerons alors des développements qu'elle comporte.
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Cls^BBiûc&tioa des fonctions. — Les l'iinclions iiiatlirinati<|iios suiit en îioTiiliri' illiiiiilr. Suivant ([ircl!i;s exigent, |i(iiir iHii' i'\]nimccs. »Iph signes (|iii se rajiporteitt aux opérationn ai-ilhiut-tiques oi-Jiiiaires, ou bien Jes signes nouveaux, nu lesarlassécsen fonclionK algébriques nu Ireiiisceiu/anles. mots assez mal a|i|iropriés, mais (]ui uni cours, et «jue l'nn ne peut songera modifier.
Les l'onctions algébrii|iteselles-uii^messc subdivisent en fonctions entières, rationnelles, irrationnelles, dont tous les traités fournissent les définitions. Mais il est une notion bien supérieure à toute cette énuniératinn, et à laquelle nous avons liAte d'arriver. Si y représente une quantité variable, etqui ne dépend que d'uiie seule autre variable, appelée x, on est convenu d'exprimer cette dépendance par un signe tel que /■(,)■) et d'écrire y^^f(jc). Dans cette expression, /"est un symbole qui exprime toutes les opérations à taire sur ,r jiour obte* n\ry; et si ces opérations sont nettement précisées, noua disons que y est une fonction explicite de .r ; ainsi, en revenant à notre exemple de la chute d'un corjis pesant, nous avons vu qu'en appelant e l'espace, nous obtenions e^ kâ \ ici, e est une fonction explicite de t. Si nous nous étions proposé de résoudre le pi'oblènifti inverse, c'est-à-dire de trouver le teuijis depuis lequeE^) tombe un corps, sachant le chemin qu'il a parcouru, il' eût fallu trouver (, connaissant e; l'opération mathém^ri tique qui nous permettra d'aboutir à ce résultat en ^«fs^ tant <\k la relation e = ht* aura pour objet d'expliciter^ variable /, considérée comme fonction de e; jusque- / est une fonction implicite.
Équations algébriques. — Lorsqu'on se propose déil résoudre un problème quelconque appartenant domaine mathématique, depuis le plus simple jiisqu' Mus com|>liqué, il y a toujours lieu de considérer cér<^B raines grandeurs a, b, c, ..., que l'on connaît, appelées T
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données ou quantités connues ; et certaines autres, .ïz, ... que Ton cherche, et que l'on appelle les inconnues. Or, la nature même de la question nous amène imivitablenient à un raisonnement de cette forme : si je fais, sur toutes les quantités que je considère, telles opéralions, j'aurai le même résultat que si je faisais telles autres opérations.
D'après ee que nous avons dit, cela se traduira en algèbre par une relation d'égalité qui s'écrira ainsi :
nu plus simj)leinent, o
entre les l'ont-tions F c
représentant par /'la dill'érence
Une telle relation d'égalité entre des inconnues et des données est ce que l'on appelle une équation algébrique. Si l'on peut obtenir un nombre suffisant de relations de ce genre, on sera théoriquement en possession des éléments suffisants pour la détermination des quantités inconnues. On voit qu'il faut bien se garder de confondre une équation avec une identité, telle que a + ■ï ^ ^1 P^i" exemple.
Ceci posé, on peut dire, sans porter aucune atteinte au caractère général de l'Algèbre, qu'elle a pour objet \sl résolution des équations, c^es\.-k-A\Tc, ce qui revient exactement au même, la transformation des fonctions implicites en fonctions explicites,
Supposons, pour simplifier, que la question ne comporte qu'une seule donnée a et une seule inconnue x. On a une équation f{x-, a) ==0; cette équation sufGt à nous prouver que .r e.«t une fonction de a ; mais jusqu'à présent c'est une fonction implicite ; résoudre cette équation, c'est en conclure une formule telle que !=»(«!, qui nous présentera le tableau exact des opérations à faire sur a pour obtenir ,r-
Ce problème, même réduit aux termes que nous
.1 TIQLS
voilons (l'iiuliqiier, c-'est-a-diru à imv seulu équation t^t une Benle iiifonniit', tiépnsse et dépassera probableiin-nt totijours les liniUi-s rie riiilelligeiico hiimaiti<', CVst à poinii s'il a pu être complèlement résolu dans quelques cas 1res simples que nous allons Indiquer. El cependant, eoinhien res résultats prennent d'importance et représentent une somme considérable dr vérités découvertes et de Ihéories dignes d'inlérétoii même d'admiration !
ClaaBiScittion des équations. — Suivanl que. dans une équation algébrique /'(j-, >/, z, ...} = o, où nous n'écrivons maintenant que les inconnues, la l'onction fsen algébrique ou transcendante, on dira que l'équation est elle-même algébrique ou transcendante. Lorsque, dani une question, entreront plusieurs équations et plusieurii inconnues, l'cnsenibie de ces êqualious l'ormera un système d'équations.
On établit qu'une équation algébrique isolée /"(jrjso, à une seule inconnue, peut toujours se mettre sous une forme telle que /"(.r) soit un polynôme en ,r, c'est-à-dire une expression de la l'orme ci^x" -\- n, .r"-* -|- ... -|- a,. On classe alors les équations algébriques suivant leurs degrés, c'est-à-dire suivant le nombre entier qui indique la plus haute puissance de l'inconnue entrant dans f(x). Or, si l'algèbre résout très i'acilement les équations des deux premiers degrés, si elle lournit des formules» un peu compliquées et d'une application pénible poui le 3" et le 4° degré, elle vient s'arrêter impuissante devant les équations du 5' degré. C'est à ce point que la démonstration de l'impossibilité radicale de résoudw l'équation générale du 5' degré à l'aide drs l'onclions ordinaires de l'algèbre a été considérée, ;i juste titre, comme une découverte importante.
- Il est bon d'ajouter, comme compensation, qm nombreux procédés permettent de déterminer valeurs numériques des racines d'une équation qw
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iConque avec telle approximation que Ton désiie ; mais c'est un problème qui, par sa nature, relève plutôt de l'Arithmétique que de l'Algèbre, ainsi que nous l'avons Badiqoé déjà.
Théories algébriques. — En ilôpil de I'iiiipuissauc&* «elative de lalgêbre au delà du 4" degré, el de la simplicité apparente du problème général dont oUe poursuit 1 solution, les développements de la langue algébrique pForment une suite indélinie de chapitres, dont l'enemble, dans l'état présent de la SLieni;e, est un véritable |TD3onunient qui atteste la puissance de Tesprit Knniaîn, et montre quel secours merveilleux apporte au raisonnement la constitution logique d'un système heureusement combiné de signes ou symboles. Chacun île ces chapitres constitue ce qu'on appelle iréquemini-iit une 'héorie algébrique.
Nous n'énumérerons pas les principales théories algéirîques; nous ne saurions le faire sans risquer «l'être piffus sur certains points, incomplet sur d'autres. Une feplle liste n'apprendrait rien d'ailleurs, el, pour la fresser, nous sortirions fatalement du cadre dans lequel «us nous renfermons ici. Mais il est essentiel de reniar- ~qoer que cet incroyable développement des théories algébriques est relativement tout moderne, et date de l'époque où le génie de Viète introduisit dans cette partie de la science une véritable révolution. C'est lui qui doit ôtre en réalité considéré comme le créateur de l'Algèbre, telle que nous la concevons aujourd'hui, Cette Iipulsîon si puissante est due à une cause l'onilameue : avant Viète, on représentait bien les inconnues t questions par des lettres, pour faciliter l'écriture ; \ eut l'idée d'ap|)liquer cette représentation aux donnes elles-mêmes. De ce jour, à la recherche des valeurs jfl trouvait substituée la recherche des opérations à faire, ; de fonction mathématique était portée dans la i^nce, et c'est là l'origine de tant de progrès.
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Extension des idées et du langage algébriques. — On u'aiiiail (jii'utiv i(lô<^ iiiroiiiplêle de lu |MiissancL' dr l'Algèlii'c-, si l'un croyail devoir on reslrcimlre les applications iiu\ seules granilciirs nicsuraltles que l'on con- HÎdère en Arill)iiiôti(|iie. Loiigteiujis on a cultivé oettc erreur; (|iR>lqties-tiiis iiu^ine la prolessent encore aiijourcl'hnî; c'est d'autant plus excusable, que de grande génies, comme celui de Newton, par exemple, n'y onl pas échappé. Le titre iVArithméliqne universelle, par lequel il a cru pouvoir caradcriser l'Algèbre, et qui n'indique qu'iniparfailenienl l'objet de cette science, en est une preuve.
(^ette conception incomplète a été d'autant plus funeste, qu'elle a contribué pour une bonne part à dénaturer l'esprit même de la science mathêmatii)ue. On a remarqué, en effet, que le calcul algébrique, en combinant systématiquement les signes sur lesquels il upire, conduisait à des résultats nouveaux et fournissait des formules, alors même que les questions qui avaient servi de point de départ ne comportaient pas de solntion. De là l'idée d'attribuer au catcid lui-même une puissance de généralisation particidière et quelque peu mystérieuse, en vertu de laquelle les transformations qu'on opère auraient une véritable valeur créatrice.
La premièie, et la plus simple, des manifestations de ce l'ail, se trouve dans la théorie des quantités néga-^ tives. Retrancher 5 de 3, en Arithmétique, est une pure impossibilité; retrancher b de a, en Algèbre, sera toujours faisable, et le résullal s'écrira a — i : si l'on suppose que rt^3, ù^5, on s'imagine que l'algèbre a créé un nombre nouveau, le nombre négatil' — 2; et l'on s'est évertué pendant des siècles à essayer à'itUerr-j prêter ces résultats inattendus, en s'éniervei liant dç,' les voir s'adapter aux {piestions, moyennant certaine» nindificationM.
Ce donl on ne s'était pas aperçu, c'est qu'en insli-
? najrfT.\l fl»h» mvrr set- iàg»»t «4 ses- rc^icfi 4'»^
1 « sntn- cJMMM- ^nr f 'a^(4 pràsû- .
plus loim, 3 smic bbx yen que ^ Donf: tn»o«ats ffi^. i
une ligne drftître OX saaÉKsaHi^teBl praIonj>r<>, nousJ pourrons reprêseaUr to«s l«s wnibres de l'Arithat^ I tique par des fragineals de eette dfxnte. des ft^mtmts, comme l'oo dit, tels qae O.V, AB. etc.. daol la loitjnio»' ^oit mesurée, pour elurun, par le nombre rorre-spoD» | liant.
Il de^-ienl alors évideat que, poarajoulpr deux nom- ^ bres représentés |iar les segments OA. AB, il suffin de porter l'un d'eus, AB, au IhjuI de l'autre OA. ei qu'on aura la somme reprêsenlée par le iioiii1>re ipi: mesure OB. Si l'on veut au contraire relranchor AU I (le OA. il n'y aura qu'à purk'r AB' de longueur égale i à AB, au Ijout de O.A. mais en sens coiitrtiire. et Toa I aura en OB' la différence. Cela va IK'S Iiien si ,\B est 1 |ilu» cour! que OA ; mais s'il devient plus long, l'inwj possibilité se manireste par ce laît que nous loinhons] Lii dfliors de la droite OX. à gauche du point O. Vro--
longeons au contraire cctio droite en OX (lig. 2). «*t nous aurons un point B'siir ce prolongement. Ln diffé- Pfmoe .sera figurée par le segment OB', dirigé à [nirlir du point O, non plusde gaucho ù droite, mais do droilo . ;i gaucUc.
Sans plus insister, nous voyons que la ilemi-di'oUe OXJ
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nous prrst'iite l'image «lu tlniiiaiiit' de Umtos les gf (leurs arîUiiiiélîques, et que la droite iiidêHuic X'X nous offre celle de toutes les grandeurs de l'Algèbre, positives nu uégatives. Et ce n'est pas de l'Algèbre qu'elles sont sorties, ces quantités négatives: elles appartiennent à la nature ntènie des choses, elles sont soumises aux mêmes régies d'opérations que les quantités arithmétiques; et par suite, il n'est pas étonnant que l'Algèbre, traduisant les propriétés des unes, s'applique aux autres. Cette unique remarque dissipe toutes les obscurités qu'on s'est plu à déverser sur la théorie <les quantités négatives et démontre intuitivement ce théorème général : « SI une quantité concrète, par sa nature, peut avoir deux sens différents et opposés (comme une échelle thermométrique, lui débit ou lui crédit, un temps compté dans l'avenir ou dans le passé, etc.), cette quantité étant soumise au calcul algébrique, tout résulT tat algébrique positif ou négatif, obtenu comme solution, exprimera une valeur de la quantité dont il s'agit, ett grandeur et en sens, l'expression algébrique ayant une grandeur et un signe ».
Cette simple indication est suirisante pour donner une idée première de !a théorie des quantités négatives, qui trouvent ainsi leur représentalinn sur la dt-nii-
droite OX'. N'était-il pas naturel, dès lors, de chercher à sortir de ce domaine étroit, la ligne droite, où leS' quantités algébriques positives ou négatives sont e*' quelque sorte emprisonnées, et de se demander si, p9!fdes synd>oles convenables, on ne jiourrait pas reprt '"■Merles laits géométriques qui se passent sur un plai
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éseiitei" lin segiiRint //(•<•■ r/me'OM, partant de Poriginp pour aboutir à iinpoioH quelconque, par une notation spéciale, puis étendre à een segments les opérations élénienlaipe» de l'Arilliniétiquîfl et de TAIgèbre. En suivant cette voie, on arrive à écUneH une méthode de calcul dont les règles sont exactement! celles de l'Algèbre; les nouvelles quantités représen*^ tant les segments inclinés sont, iion pas analogueSpl mais identiques aux expressions dites imaginaires. CeV n'est pas préi;isément ainsi que Ton a procédé en réalité. ■ Les imaginaires, sorties de la réHolutioii des équationfFfl du second degi-é, ont été prises pour un produit pui^ de l'Algèbre, et on a versé des flots d'encre pour eii'l élucider la nature, même après les beaux travaux del Cauchy sur les -quantités géométriques. C'est à peine"! si l'on commence timidement aujourd'hui à donner un ] coup d'oeil en passant à l'admirable méthode des eVy«t- J pol/eiices, aussi reuiarquabic jiar sa fécondité que patj sa conception fondamentale, et qui est du<i à l'un desf plus profonds géomètres dont l'Italie ait pu s'honorer,! Giusto Bellavitis. Cette méthode n'est autre qu'un calcul] géométrique, identique à celui de l'Algèbre, et tradut-1 sant, comme nous venons de le dire, les faits géométri- 1 i du plan tout entier, 1
est à un illustre astronome et géomètre de laj prande-Bretagne, Ilamiiton, qu'est <lue l'idée de créer J
1 calcul s'appliquant aux faits géométriques de l'esface, et non plus seulement a ceux du plan. De là sa Itéthode des guateniions, pratiquée avec tant d'avauges par les savants anglais depuis bien des années, t qui pénètre à peine et difTicilenieot en France. Mais ^ci, en raison de !a nature même des clioses, les règles fie calcul à appliquer ne sont plus exactement celles de r.\lgèbrc ordinaire. Kiles subissent des modifications "terofondes, parmi h'S(piolles la plus importante consiste" Bms l'impossibilité d'intervertir les deux facteurs d'u >duit, sans altérer ce produit lui-même.
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Une iiiélhodt- d'iiiii' vxlr«^me |iuîssance. rfille de (jrassmanii, l'orme en <|iK<l(|ue sorte la synthèse, le lien niiiiiiiiiti entre celles liont nous vcmins de parler, et présente des ressources considérables, permettant de résoudre parfois très sitaplement des questions difficiles. Elle mériterait dVtre plus généralement connue <|u'elle ne l'est encore.
On voit la gradation : sur une semi-droite, domaine de l'Arithmétique, représenlalion des quantités positives; sur 1-a droite entière, domaine de l'Algèbre, des quantités réelles, positives ou négatives; sur le plan, domaine des éqiiipollenees, où se trouvent représentées les quantités dites imaginaires, et qui sont cependant tout aussi réelles que les autres; dans l'espace, domaine des quaternions, avec leur Algèbre spéciale; toutes ces méthodes venant se fondre dans celle de Cirassmann.
Mais ce n'est pas seulement aux faits géométriques que le calcul peut s'appliquer. Dès que des éléments d'une nature quelconque, mais comparables et mesurables, peuvent être représentés par des symboles spéciaux; dès que les relations entre ces éléments peuvent être exprimées par des signes particuliers d'opérations sur ces symboles, on a par cela même créé une Algèbre nouvelle. Cette conception nous porte bien au delà du domaine étroit de l'Algèbre ordinaire. Nous nous bornerons à en citer i\ci\x exemples, deux tentatives plutôt, qui auraient mérité peut-être d'attirer d'une façon plus particulière l'attention des savants : les essais d'application d'un symbolisme systématique aux faits de Is logique, dont l'expression la plus caractéristique se trouve dans les Lois de la pensée, de Boole; puis, le Calcul des opérations chimiques, de Brodie, Il faudrait peut-être rattacher encore à cette Algèbre générale l'application, si souvent essayée, de la méthode et de la ' langue mathématiques aux phénomènes sociologiques,
■nomiques ou démographiques. Enfin, il serait injuste
s faire rentrer les travaux si int^'reasants entre-' |jris (lupiiis plusieurs années, en Italie, par M, G, Peano>l et quel<]ues-uns de ses disciples, sous le titre de Lûg\ que mathématique. C'est la mise à ext-cution, sous une^fl l'orine peut-être perfectible encore, d'une idée dont4 Leibniz semble avoir jeté le premier germe. Cela porte I à penser que ce grand esprit comprenait l'Algèbre 1 autrement qu'on ne l'a fait souvent depuis. Il ne lui I attribuait pas une puissance de création et de généra- ! lisation qu'elle ne peut avoir, mais il voyait dans I principes mêmes dont elle découle la possibilité d'édifier une langue écrite, pouvant exprimer rigoureuse-" I «lenl el simplement les faits et les relations qu'ils ont j entre eux, dan» des ordres d'idées très divers.
Importance historique. — Lii tic'i'ouverte du Cali'iil inlmilésiiiiLil est pL-iit-iMi-t; lu l'ait le plus considérable qui se soit jamais produit dans l'histoire de la science iiiiitliématique. Ce fut une véritable révolution : à partir de rc moment, les applications se succédèrent avec une rapidité et une l'écondilé surprenantes; les problèmes réputés les plus difficiles furent abordés, et parfois résolus avec une intirvcilleuse facilité. L'instrument nouveau mis a la disposition de la science paraissait tenir du prodige, être une sorte de clef magique destinée à ouvrir toutes les portes et qui devait permettre de pénétrer tous les mystères de la nature.
A qui l'humanité doit-ello reporter ia gloire de cet immense progrès ? On sait quelle lutte passionnée fut la conséquence de cette question, entre les disciples de \ewton et de Leibniz. Depuis lors, des travaux historiques relativement récents permettent de faire remonter jusqu'à notre grand Fermât l'honneur de la première conception du Calcul inlinîtésimal ; mais ces questioott. de prédominance ou de priorité, au profit de telle jMfelitê ou de telle nation, n'ont plus guère 'aujour^ il'hui qu'un intérêt de simple curiosité. Ce qu'il faut onstater surtout, c'est que la découverte était à l'étet d'incubation, comme il arrive souvent dan
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science ; les procétiés des anciens, les ressources (iefl l'Algèlire moderne créée par Vîète ne suffisaient plufrfl pour aborder quelques-uns des plus importants pro-^ blêmes de la nature. Les moyens nouveaux dont lefl génie mathématiqiu; de quelques hommes vint enrichira la science étaient devenus en quelque sorte une néoes-l site. II n'est pas à regretter que cette illumination sefS soit produite simultanémentouà peu près strr plusieursv points du monde et sous des apparences diverses, lll ciU été beaucoup plus difficile sans cela de dégager lëfl véritable caractère philosophique du nouveau calcul, cefl à quoi nous soiuniesà peine arrivés à l'heure présentem
Analyse transcendante. — Cette Itranche de la sciencefl mathématique a reçu des dénominations diverses,! parmi lesquelles celle d'Analyse transcendante, opposésfl à Analyse algébrique, a longtemps prévalu. Aujourd'huifl encore, le terme i^Analyse parait être en TaveurM puisque plusieurs des chaires les plus importantes de-l Calcul infinitésimal sont ainsi qualifiées. On remarquerai que nous avons évité ce vocable en tète du présents chapitre : sans attacher aux mots plus d'importancflfl qu'il ne convient, il est permis cependant de rcgretteîM l'usage abusil' de ceux qui peuvent entraîner â leura suite des idées fausses, et nous croyons que c'est ici'9 cas. ■
L'analyse et la synthèse sont deux grandes méthode»^ iposées l'une à l'autre, et qui se retrouvent dan^J toutes les recherches scientifiques. Qu'il s'agisse d&il logique pure, de Chimie ou de laits mathématiques^J un l'ait de l'analyse quand on décompose une questiosffl en éléments plus simples, pour arriver ainsi, par un&l sorte de réduction poussée au.v dernières limites, 1 jusqu'à la solution complète, obtenue par un procédé J systématique et méthodique, qui conduit au résultats par une voie, pénible peut-être, mais sûre. On fait ait,l Xpnlraire de la synthèse, quand on construit de toutea
sui
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picrps la saliitioii, uvrr Ips malttriaiix qu'on possède dûjà, sauf à vériiier cctlv solution par la iiiûtlin<l« analytit|iie.
Or, (lanB le domaine mallii'iii!iti(|ue, on a complèleinent dêtouriié ces termes de leur signification générale, en assimilant analyse a Calcul et synthèse à Géométrie. Et, s'il est vrai ([u'cn soumettant les questions au calcul on suit le plua souvent une marche analytique, le contraire se présente aussi, et plus souvent qu'on ne l'imagine. On t'ait fréquemment du calcul synthétique, de niônie qu'on peut, en Géométrie pure, recourir i l'analyse sans l'aire le moindre calcul. Il importa donc de ne pas se laisser surprendre par l'emploi de mote en usage, mais détournés de leur signification normale.
Caractère général du Calcul inOnitésimal. — Augiislf Comte, grand admirateur de Lagrange, — et une telle admiration est certes justifiée, — a cru pouvoir établir une distinction nette entre l'Algèbre ordinaire et le Calcul infinitésimal, en assignant à la première l'étude des fonctions directes, et à celui-ci l'étude des fonctions indirectes. Pour pénétrer complètement le sens d'une telle distinction, il faut posséder déjà les notions fondamentales du calcul dont il s'agit. Il y a là une conception un peu artificielle, non pas fausse, mais construite après coup, de même que les théories de Lagrange ont suivi celles de Leibniz à un long intervalle. Au lieu de l'adopter apriori, n'est-il pas préférable de remonter à l' origine même du Calcul infinitésimal, pour en préciser nettement le caractère et la portée?
L'étude des fonctions, nous l'avons remarqué dans le chapitre précédent, appartient en propre à l'Algèbre ;. mais, dès qu'on veut serrer la question d'un peu près^ dès qu'on veut examiner comment une l'onction sa comporte, on ne tarde pas à rencontrer des dillicultés pour ainsi dire insurmontables, surtout sicelli/ l'unctiou ïrésente par sa nature une assez grande conii)l('.\ité.
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Ces (liflieultés, à mesure que lascienre iiiathématiqu progressait, se révélèrent surtout à l'occaBion de ce que l'on appela le « problème des tangentes », c'est-àdire à propos de la détermination des tangentes aux tourbes en général. Lorsque Descartes eut le premier donné une définition véritalilement sa tisi'aî santé de la tangente a une courbe, ce grand géomètre et d'autres, parmi lesquels nous nous bornons à citer Roberval et à rappeler Fermât, se mirent à la recherche d'une méthode générale, que Leibniz et Newton eurent enfin la gloire d'ériger en corps de doctrine. Cette origine géométrique de la plus grande découverte mathématique est bien propre à montrer une fois de plus la nécessité première des éléments concrets, jnéme dans les branches du savoir humain qui paraissent les plus abstraites. Mais pour ne pas empiéter ici sur le domaine de la Géométrie, nous éviterons quant à présent d'y revenir.
L'idée de fonction, nous l'avons dit, est indissolublement liée à l'idée de continuité. Si une fonction d'une variable, f{j:), que nous désignerons par y, prend une valeur particulière b lorsqu'on donne à x une valeur particulière a, il importe de connaître les valeurs, de plus en plus voisines de b, qu'elle prendra quand x prendrj des valeurs de plus en plus voisines de a. Si l'on représente par a -f- A fl une valeur de x voisine de a, et par ' b ~\- S b\a valeur correspondante de y, les accroisse' i meiits itt et A6 de la variable et de la fonrlion seront évidemment liés entre eux. C'est la recherche de cette liaison qui contient en germe tout le Calcul inllnitésimal.
Ne-wlpn parvint à l'établir en introduisant dans cette recherche des notions mécaniques, par son calcul des fluxions. Il considère les vitesses des variations de X et de y ; ce sont ces vitesses qu'il désigne par 1 il fluxions », tandis que .f et y elles-mêmes sont leg I ( fluentes ».
rilt:!tlATlQVK Lciliiii/., iui rtiiiliniiT, Cl) 1181 livrant les arcroîâsein) irt et iô, «Il i.r ot i^, coinini? do v^rital>li>s quantités, bien (pie <•<• soient des expressions ^■niiiieuimenl variables, ne rniiiit |»i« de les Taire entrer directenieni dans le ealnd, et montre suivant <]tielles règles il y aura lien de les y l'aire entrer. C'est la doelrine des infiniment petilH, disenlable et peu rigoureuse dans sa l'orme primitive, mais (|iii s'impose par la stniplicité dp la mise en œuvre et par la grandeur des résultats obtenus. De nos jours seulement, on est arrive à montrer toute la rigueur des notations de Leibniz, de l)eaueou|) les plus avantageuses, et do ses mélhtxles de calcul, (|ue rien n'a pu mettre en défaut. Lagrange, bien plus lard, introduit la notion de fonction dérh'ée. On appelle ainsi, dans la notation (pii précède, la limite vcra laquelle tend le rapport ■-- lorsque Art diminue de plus en plus. Pour chaque valeur a donnée h .r, cette dérivée a une valeur particulière. C'est donc une l'onction nouvelle de ,r, représentée par f'{x) dans le sv«lêmp (If Lagrange.
On peut écrire ain.si
rw =
tandis que Leilini/. é
et désignera e/i/ et (/.r sous le nom de (li/ft'rciiliellesAv la fonction et de la variable.
Dans la notation de Newton, enfin, on aurait
fV) = -
y et X étant les fluxions de y et de x.
Lagrange, en créant le calcul des dérivées, a rema:
toute.s les fonctions analytiques étutUÀ
surtout qui
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sont telles c|iie leur accroissement, Si/ ]>;ii' cxeiii |ieul se luellre sous la forme siiivanlc :
et ([lie le coefficient A, du premier terme est précis<;iiient la dérivée. An fond, malgré la puissance de son esprit, il n'est pas arrivé de la sorte à affranchir la Malliéiuatique de l'idée d'infiniment petit, comme il s'en était flatté, car le développement qu'il prend comme |ioinl de départ est loin de pouvoir être admis comme lin axiome. D'un autre côté, les notations des dérivées sont trun usage si incommode, en comparaison de celles de Leibniz, que Lagrange lui-même s'est empressé de recourir à ces dernières, aussitôt qu'il a dû appliquer le calcul, et particulièrement dans sa Mécanique analytique.
Aujourd'hui, les principes se trouvant élucidés d'une façon à peu près satisfaisante, il nous est permis do voir les choses d'un peu plus haut, et de constater dans toutes ces manifestations de tant d'hommes de génie, le développement sous des formes diverses, mais non [)as contraires, d'une grande pensée commune. Quant à l'emploi des notations de Leibniz, il est consacré défi iiitivement par l'usage, et c'est justice.
On peut comprendre maintenant le sens qu'il faut attacher à l'expression de fonctions indirectes, employée par Auguste Comte. Ces fonctions indirectes ne sont autres que les dérivées, qui aideront d'une façon si heureuse à l'étude des fonctions dont elles proviennent.
A une étude compliquée, peut-être impossible, viendra se substituer une recherche relativement simple ; et, grâce aux propriétés fournies par le Calcul infinitésimal lui-même, on aura sous la main un outil propre à faire reconnaître la marche générale d'une fonction, à permettre de trouver ses maximums ou ses minimums, de savoir si cette fonction est croissante ou décroissante; sans parler des applications géométriques si importantes et pour ainsi dire innombrables.
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Dans la théorie des foDctions dérivées, f'{x) étant la dérivée de /'(.r), cette dernière Ibnclion f[.r-) est dite b fonction primith'e d« f'{x). Dans la théorie intiDÎtésiniale de Leibniz, f'{x)dx est la différentielle de f[x). Trouver la fonction primitive d'une fonction donnée, ou la fonction qui a pour différentielle une difTérentielle donnée, ne constitue donc qu'un seul et même problème, d'ailleurs très diflicile et à peine ébauché aujourd'hui, malgré des efforts nombreux et considérables.
Ce problème est ce que l'on a appelé dans les siècles derniers le pro!)lèine inverse des tangentes, et constitue, pris dans sa généralité, ce qu'on nomme le Calcul intégral, tandis que la recherche des diiïérentielles ou des dérivées fait l'objet du Calcul différentiel.
Telles sont les deux branches'qui, réunies, formentlc Calcul infinitésimal. Les applications géométriques nous permettront tin peu plus loin de caractériser mieux encore et d'éclaircir plus entièrement ces notions générales sur lesquelles nous devons ici passer rapidemenl. Mais nous ne voudrions pas quitter ce sujet sans faire une remarque qui pourra surprendre plus d'un lecteur, tellement elle indique l'irrégularité, nous pourrions dire le caprice, qui préside aux progrès de l'esprit humain.
Le Calcul intégral passe à juste titre pour offrir des difficultés très supérieures à celles du Calcul différentiel. Ce dernier est de création relativement récente. Et cependant, si l'on veut chercher sincèrement les ori^nes du Calcul intégral, c'est jusqu'à Archimède qu'il nous faut remonter. Lorsque cet illustre géomètre détermînàil l'aire d'une parabole ou le volume du paraboloïde, ï faisait du Calcul intégral bien des siècles avant quell mot ne fût inventé. Les méthodes enij)loyée3 par lui ni différaient pas sensibloment, quant au fond des idées de celles qui sont encore en usage, 11 y a plus : li simple détermination classique du volume du tétraèdre enseignée aujourd'hui dans nos classes les plus élémei]
LE CALCL'L IXFiyiTÉSIM.tL
taîres, est un problême de Calcul intégral; ce problème est identiquement lo niéiiie que celui de l'aire de la parabole. Peu de professeurs s'en doutent, et pas un élève ne le devinerait de lui-même. C'est un fait, entre mille,,! qui nous montre combien il y aurait de réformes et d'à liorations à apporter dans renseignement mathématique. J
Divisions du Calcul différentiel. — L'objet principal!] du Calcul différentiel est, d'après ce qui précède, 1* détermination des dérivées, et par conséquent deiq difi'érentielles des diverses fonctions mathémalîqui Ce seul problème comprend tout un ensemble de règlei obtenues d'après la définition première, et qui s'applt^ quent aux fonctions élémentaires, algébriques outran8-l rendantes, à leurs diverses combinaisons, et aussi, qui est d'une grande importance, aux fonctions implîJ cites, que nous avons définies plus haut.'
Ce n'est pas tout. De la définition de la déi-ivéi décotile celle des dérivées' des divers ordres ; la déri-l vée de f'(.r) par exemple, étant la dérivée seconde d^-l /'(j;), que nous désignerons par / "(.r) et ainsi de suite.! Comme conséquence correspondante, nous aurons lafl formation des difl'érentielles des divers ordres, expri»! niables par les notations de Leibniz. Toutes ces dé minations formeront autant de chapitres du Calcul dif- I férentiel.
Mais les fonctions d'une seule variable ne sont qu'un ( cas très particulier; de même qu'en Algèbre, on devra examiner les fonctions de plusieurs variables, et l'on étudiera les diverses dérivées de ces fonctions, consi- 1 dérées comme dépendant d'une seule variable, les autres I restant provisoirement constantes, ou bien considérer le cas où toutes les variables changent à la fois de valeur. Cela donne naissance aux dérivées partielles d'une part, et de l'autre aux différentielles totales.
Enfin, il est une branche du Calcul différentiel, fort [portante en elle-même et surtout au point de vue des
7<1 /..) M.ITU/CM.iriQlE
!i|)|)licjiti<ins. C'est collf qu'oïl di'signe sous Je nom iliangcinniil de variables, et qui peut se rt'sumer dans l'éiinncé suivant : cpriaincs (onctions de .i^.y, -,... vlant <lonnées, quelle (|ue soit (l'ai)leiirs la nature de ces loiirtiona, en tiouvcr les dérivées ou les dill'érentielles des divers ordres en prenant pour variables nouvelles j',, ^,, :;,,... qui sont liées aux aneiennes par des relations connues. Ce problème peut donner lieu à des opérations de ralcul lon^^nes et pénibles dans certains cas particuliers, mais la théorie en est achevée d'une façon aussi parl'aile qu'on le puisse désirer.
Une doctrine complète du Calcul différentiel comprend nécessairenienl aussi les applications déco calcul •I l'étude des fonctions elles-mêmes, c'est-à-dire les variations des fonctions, les déterminations des maximums et des miniuuims, et enfin les développemenis lies fondions en séries.
Ce dernier point a été volontairement passé par nous sous silence dans le chapitre précédent, bien qu'on l'incorpore volontiers dans l'algèbre. Nous nous bornerons ici à rindiquer rapidement en quelques mots: il nous parait du reste appartenir essentiellement par sa nature au domaine inliuitésimal. Si l'on a une siiUi finie de termes
^^ d'une s
^^^ puissan
là
telle que chacun d'eux soit une Ibnclion de son rangttil cette suite forme ce qu'on appelle une série. La séricj
est converf^ente si la somme
elle-même fonction de h, tend vers une valeur iinie bien déterminée à mesure que it augmente indéfiniment, 0( s'il est possible de mettre la fonction f{.r) sous forme d'une série convergente, soit développée suivant les puissances de ta variable, soit autre,
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on foniprend, même au point de vue des applications pratiques, l'intérêt que présentera ee développement en fe qui lourlie le caliui numérique approximatif de la l'onction. Un seul exemple nous le fera comprendre. cosinus d'un angle .r, développé en série, peut s'écriraS
Si ,r est un an^le très petit, la valeur i limitée]
aux deux premiers termes, et d'un calcul tout à fait sim-J pie, sera eiilacliée d'une erreur extrêmement faible, dont on connaîtra dans tous les cas une limite supérieure. '
Il va sans dire qu'au point de vue théorique pur, cette! question des développements des fonctions en séries! n'est pas d'une moindre importance.
Formation des équations différentielIeB. — On appelle équation difi'érentielle une équation dans laquelle entrent une ou plusieurs fonctions inconnues, les variables dont elles dépendent et leurs dérivées ou différen-; lielles de divers ordres. Pour comprendre l'importance J d'une telle notion, le mieux est d'invoquer un exemple! simple.
Considérons la fonction implicite 1/ de la variable x i définie par l'équation y^ — ayj.r — y^o. En appelant ^ | la dérivée de y, suivant la notation de Lagrange, ou dy, I et dx les différentielles de^et de .r, suivant Leibniz, les règles les plus .-^iniples du Calcul diflerenticl montrent 1 qu'on obtient
yy- = p ou ydy—pdx
Voilà donc une relation qui conviendra à toutes les. ("onctions y définies par l'équation 1/' — 2 px — q = «el que soiL q. Mais on a encore
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fl fivii*} tleriiioro relation es! une «équation difrérentîellï qui sera aussi vôrifioc par toiile fondion y définie plus haut, qiielicK (|Ui* soient les valeurs lU" p et de q.
Chacune de rcs équation» dilTérentielles caractérise donc une Caniilie de fonetinns ditrérentes les unes des autres, maïs offrant outre elles des analogies et des rapprochements, L'tHude d'une équation différentielle peut donc pormottre de «lêcouvrïr des prniiriêtés commîmes à toutes les l'onctlons qui la vérifient. D'un autre l'ùté, la mise en équation des problèmes de la nature accessibles aux méthodes mathématiques conduit invariahlement, en Mécanique, en Astronomie, en Physique, à des équations différentielles. Remonter de ces équations difrérenliclles aux lonctions, ou, pour employer le langage courant, intégrer les équations diflerentielles, l serait donc résoudre entièrement les problèmes de Mathéuialique appliquée, et pénétrer les secrets de la I nature dans la mesure où nous le permet Tensemble i des procédés d'observation et de mesure. Malheureuse- 'i ment, c'est là le chapitre le plus difficile et le moins , avancé du Calcul infinitésimal.
Calcul intégral. — Les explications rapides qui pncèdent étaient nécessaires pour faire comprendre U division du Calcul intégral en deux grands chapitres:]
intégration des différentielles, intégration des équations) différentielle a.
Ainsi que nous l'avons déjà dit, lorsque la fonc-| tion /'{.!.') a pour dérivée f'i->^), et par suite |K)ur différentielle /■'(.!■) (■/.!', on dit que fi.v) est Vinlégrale de f'{.c)d..r, et l'on écrit
Récipro<{uement,si Ton donne la difl'érenliellcf (.ï;)(ii:, on aura
F(..)=Jç(,r)rf.,.,
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et f [x] est la tiérivéc de F [jc). Trouver la fonction priniilive de f (.f) ou intégrer f {x) dx constitue donc un seul problème. C'est celui qui, pris dans toute sa généralité et dans toute son extension, fait l'objet de la première partie du Calcul intégral.
Longtemps bornée à des catalogues de fondions et à quelques procédés particuliers, cette branche du Calcul infinitésimal s'est progressivement enrichie de méthodes plus rationnelles. Mais il s'en faut encore qu'on soit en possession d'instruments satisfaisants, d'un usage assez,:' général, II faut reconnaître cependant qu'en ce qui eonr cerne les applications, et grâce aux méthodes de ealeiit' approximatives, on ne se trouve pas habituellement trop entravé.
On ne saurait en dire autant lorsqu'il s'agit (le l'intcgratioa des équations différentielles, c'est-à-dire de la détermination des fonctions ou des classes ds fonctions qui satisl'ont à une équation dillérentielltf. donnée. Dans quelques cas très particuliers seulement, ce problème d'une si haute importance a pu être résolu.
Les traités classiques de Calcul intégral eonliennent de voIumineu.>i développements et de nombreux chapitres sur l'intégration des équations diflcrentieltea. Chaque année, c'est par centaines, même par milliers, que sont publiés, dans le monde entier, des travaux sur ce sujet. Et cependant, la partie de la science dont ïl s'agit, si elle ne demeure pas stationnaire, n'avance du moins qu'à pas Ijien lents. C'est vrai surtout en ce qui touche les équations aux dérivées partielles dont l'importance serait cependant ai grande pour les applications. Cela tendrait à faire croire que certaines des difficultés contre lesquelles on vient se heurter sont d'une nature intrinsèque, si l'on peut ainsi parler, inhérentes au sujet lui-même, et presque insurmontables à l'homme, jusqu'au jour ou, par une révolution comparable à Fin- —vention du Calcul infinitésimal, quelque instrument
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nouveau sera uns au
et viondra aoulager son infirn
Intégrales déûnieB.
■ Unu exposition, luèitic rapide l't Kiuiiriiaii'c, des caracliVroa i-ssenlielt; du Calcul infinili'simal ne saurait i^tre coiiiplùte sans niCDlionner au moins les intégrales délinies. Leur iléteriiiînation, en efl'et, ne comporte pas une intégration dans le sens philosophique du mot ; mais elles sont dans les applications (l'une importance extrOme, et df [dus, elles fournissent à la Mathématique la définition de nouvelles l'onctions, de symboles qui peuvent devenir de précieux instruments pour des recherches théoriques ultérieures. Les fonctions eulérîennes en sont un exemple ; de tnéinp les intégrales elliptiques, sur lesquelles nous aurons à revenir dans le chapitre suivant. Enlin, pour rester dans un domaine |>hi9 élémentaire, c'est dans la notion de l'intégrale définie qu'on doit chercher la véritable origine des logarithmes.
Lorsqu'iuie l'onction f[x) dépend dune seule variable, si Ton donne à cette variable x toutes les valeurs comprises entre deux nombres n et i, on peut supposer que cet intervalle de « à 6 ait été partagé en n parties, d'une façon quelconque, par des valeurs intermédiaires a^, «j, ,.., (ï,i_ i . Dès lors, si l'on forme les quantités
n«) (",-«) Y (",)(".-".) rK-
et qu'on en fa.sse la somme, on démontre que la limite de cette somme, lorsque le nombre n des divisions augmente indéfiniment, tend vers une certaine valeur qu'on représente ainsi
l't que cette valeur est précisément V\b) — F(a)v F (.r) est l'intégrale de f{x) dt, c'est-à-dire si F (.c) est uaS'. '""■•tion primitive de f'{.r). C'est ce qu'on appelle l'i
est uttO' L
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grale définie de /"(.r) <l.e entre les limites a et 6 ou de 4Ê à /}. Cette intégrale n'est plus une fonction de s, uiaJH seulement des limites a el 0. On saura la ilétcrminea numériquement si l'un a pu déterminer la l'onction F {jîm elle-même. En outre, si à la place de a on a mis unafl valeur fixe, zéro par exemple, l'intégrale ne sera plii^ qu'une fonction de b. M
Ce qui est important dans les applicaliiiiis, c'est ({u'iU sera le plus souvent possible de déterminer l'intégraLcifl définie lors même qu'on ne connaîtrait pas la formu algébrique de la fonction F{x) ; les développements eqn série sont à cet égard une précieuse ressource, et pera mettent d'aborder ainsi des questions qui ont plus d'une* analogie, comme le fait justement remarqiier AugusteV Comte, avec la résolulion numérique des équations. M
Calcul des variations. — L'un des problèmes qu|l préoccupèrent le plus les tnathémaljciens, dans \esM deux derniers siècles, fut celui des isopérimèlres. Le I mot est U'op particulier, et vicieux par conséquent, mais'l il a le mérite de rappeler, sous une forme assez siniple,1 l'origine géométrique des questions dont il s'agît. En 1 voici le type : quelles sont, parmi toutes les courbes del même longueur tracées entre deux points donnés, celles I dont l'aire est un maximum ou un minimum ? J
Dans toute son extension, le problème consiste dansia la détermination de la forme d'une fonction inconnue! pour qu'une certaine intégrale définie, dépendant de ] cette fonction, ait ime valeur maximum ou minimuia J entre des limites assignées. I
Les exemples de problêmes de cette nature furent J variés à l'infini, et des dépenses prodigieuses d'ingé- J niosité et d'habileté furent laites par de grands géo- J mètres, jusqu'au jour où Lagrange vint en apporter une solution entièrement générale, par la création du Calcul des variations. Nous ne pouvons songer à en exposer jci les principes, mais il est bon de mettre en relief
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l'idée de gt-nic qui l'a inspirr. Elle consiste dans la coa-l sidi^ration de difTêrentîalionR nouvelles, auxquelles i! applique la caractéristique particulière S, et quirésultenl, non plus des accroissements des variables, mais d'une modification infiniment petite dans la forme de la fonction. Aces d i (le renli elles spéciales, Lagrang;e donne le nom de variations. Il institue sur les variations tout ' un ensemble de règles de calcul qui permettent de les soumettre aux mêmes opérations que les différentielles <^t de les combiner avec ces dernières. Dès lors, les 1 problèmes considérés sont ramenés à des questions 1
ordinaires de maxii
I ou de minimum.
Du jour où fut créée cette branche nouvelle et si inté- 1 ressante du Calcul infinitésimal, on cessa d'inventer | comme à plaisir des exemples de problèmes d'isopérimètres, dont le principal intérêt tenait à la difficultt' particulière que présentait chacun d'eux. Cet intérêt sf trouvait effacé par la généralité de la méthode de
Lagrange.
CHAPITRE V La Théorie des fonctiODS
Explication préliminaire. ^—Aprèa ce que nous avons] (lit clans les deux derniers chapitres, plus d'un lecteur, ^ en voyant le titre de celui-ci, aura le droit d'éprouver I un certain étonneinent. L'Algèbre a pour but essentiel I l'étude des ibnclions ; le Calcul iniïnitésimal intro-l duit dans cette étude des moyens nouveaux d'investigation et de démonstration. Ne semhle-t-il pas que tout | doive se borner là, et qu'il n'y ait plus place pour une doctrine nouvelle ?
Penser qu'il en est ainsi, cependant, serait méconnaître la plus grande et la plus belle part, peut-être, de l'œuvre mathématique du xix° siècle. A cette partie j de la science s'attachent les noms de Legendre, Abe!, 1 .lacobi, Cauchy, Riemann, Weierstrass, Halphen et de | MM. Mittag-Lcfller, Fuchs, Klein, Schwarz. Sophus Lie, Picard, Poincaré, pour ne citer que les plus l'auieux. A j l'heure présente, c'est peut-être dans cette direction que J se poursuivent les plus importants travaux mathématiques parmi les géomètres contemporains.
k Origine de la Théorie dea fonctions, — Lorsque après ' découverte du Calcul infinitésimal, on se mit à i l'œuvre pour aborder l'intégration des expressions algé- à briques, il fallut bientôt reconnaître que certaines 1
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iiilc^nilioiis lU' cette iiatuie, simples en appai (cependant, préseiitaictil une dillicullé insiirmonlable e résista if lit k tmis les ell'orts. On s'était habitué jusqu'alors à ne ffuére consittéri'r d'autres fonctions que celles qui pouvaient s'exprimer par les signes ordinaires de l'Algèbre ; et l'obstacle contre lequel on venait se heurter démontrait jusqu'à l'évidence que cette conception de l'idée de l'onction devait Mre étendue. Les intégrales nouvelles qu'on n'arrivait pas à déterminer n'en constituaient pas moins de véritables fonctionti transcendantes nouvelles. Quelques-unes de ces transcendantes se présentèrent à l'occasion de la détermination de la longueur d'un arc d'ellipse, ce qui leur valut, ainsi qu'à d'autres intégrales analogues, la désignation iX intégrales elliptiques. A ces intégrales, au nombre de trois, furent ramenées toutes les intégrations d'expressions contenant la racine carrée d'un polynôme Au troisième ou du quatrième degré. C'est à ces intégrales que Legendre, avec une adiiiirahlp patience, consacra une grande partie de sa vie ; mais malgré l'importance de ses travaux, il en méconnut le caractère essentiel.
Pour élucider la question, il était nécessaire déconsidérer les inverses des intégrales elliptiques, car ce sont ces fonctions inverses qui offrent en réalité de.s propriétés caractéristiques. Mais toute la foule des vérités mathématiques qui devaient sortir de là exigeait d'autre part l'extension des opérations du calcul aux quantités dites imaginaires. C'est l'un des principaux titres de gloire de Cauchy d'avoir jeté sur cette dernière question de véritables flots de lumière; antérieurement, Jacohi avait fait ressortir les principales propriétés des nouvelles fonctions, et surtout leur double périodicité.
Cette notion de la double périodicité joue dans cette théorie un ai grand rôle qu'il nous semble intéressant de faire comprendre en gros quelle en est l'essence. Lorsqu'une fonction /"(j) est telle qu'elle reprend de»-
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valciirs pareilles pour des valeurs de x qui diffèrent ' entre elles dune quautilé déterminée, si bien que l'on a
=fix~d\=fix—id] =
quel que soit x, on dit que la fonction f^x") est perûfi digue, el que la période est d. Par exemple, toutes 1« Ibnctions circulaires de la Trigonométrie sont périodiques, par leur définition luénie.
Lorsqu'on étend aux imaginaires ta notion de fonC' tion, on peut, comme nous l'avons précédemment indivj que, représenter par une droite limiléeOXla variable ^r.! A chaque position de X sur le plan correspondra uaeV
valeur y de la fonction f[x), valeur en général îmagiTi naire et représcntable par OY. Le point X, au lieu dfti se déplacer sur une droite, doit varier dans tout le pla! lorsqu'on donne à la variable x toutes les valeurs possibles. Or, si l'on a tracé sur ce plan un réseau dej parallélogrammes tous pareils et si le point X vient enl X,, X,, Xj,... occuper des positions semblables dans leB"! divers parallclugramuies, il peut arriver que la fonction /"(.r) reprenne chaque fois exactement la même I valeur. On dit alors qu'elle est doublement périodique..\ Les deux périodes sont les quantités imaginaires ( représentées par les deux cotés du ])arallél()granii]i il est clair qu'on a
et n' étant deux nombres entiers quelconques.
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Le» fi)iu-tioii.s clliptitjues, r't'sl-à-iliro Iks fonctions inverses des intégrales elliptiques, jmiisspnt de cette propriété qui est absolument fondamentale, et qui n^aiiraît jamai» pu s'établir saus l'introduction des imaginaires dans le calcul. Ces fonctions se rencontrent a tout instant dans les questïoni^ de Mécanique ou de Physique. Elles permettent d'exprimer des intégrales impossibles sans ce secours nouveau, et on comprend même qu'elles rendent .praticable Tévaluation numérique de ces intégrales, si des tables en ont été préalablement dressées. Mais pour l'instant, c'est leur intérêt théorique qui nous semble principalement digne de retenir el de fixer l'attention du lecteur.
II est permis de se demander si la pénétration delà méthode des quaternions n'est pas appelée dans l'avenir à étendre encore les notions dont nous venons de parler, et à devenir l'origine de nouveaux progrès. La représentation des quantités dans l'espace nous fait entrevoir la possibilité de fonctions triplement périodiques, de même que la double périodicité est née de l'introduction des imaginaires. Mais ce ne sont là que <les conjectures sur un avenir peut-être encore bien lointain.
Classiûcation des fonctions. — Les fonctions elliptiques, nous venons de le voir, donnèrent à l'idée de fonction une généralisation extrême. Les études qui se poursuivirent ensuite conduisirent les auteurs à distingiier, d'après telles ou telles de leurs propriétés, les fonctions en familles de plus en plus nombreuses; il y eut même un luxe de dénominations dont il ne convient pas de se féliciter, car c'est à peine si l'on s'y reconaalt encore aujourd'hui, des expressions différentes sei'vant souvent h dé.signer des choses identiques.
Cependant un certain ordre a commencé à s'étaHiP, et, la première période d'enfantement passée, le chaos est devenu progressivement moins obscur. Il en a
n en »ài^
r..t rutjoitn; des royrTio.vs tii 1
de intime des notations, primitivement peu ordonnées, ■ pas toujours rationnelles, et (pii ont ajouté aux grandes I dilTicullés que le sujet comportail par luî-jnénie. Nous I n'essaierons même pas ici de rappeler quelques-unes I des dénominations employées. Jlais ce que nous vovi- I Inns retenir, c'est une idée générale, qui consiste essen- I (tellement à classer une l'onction par ses siiigularilés; I un appelle ainsi, d'une façon générale, toutes les valeurs. I dans le voisinage desquelles il se produit un fait excep- I tionnel ; cette notion mathématique emprunte beau- 1 coup à la Géométrie, à l'exemple d'un grand nombre 1 d'autres. Ce sont ces singularités qui, par leur nature 1 et leur distribution, fournissent les cléments d'une 1 classification rationnelle; à chaque famille de fonctions I correspondent certaines singularités, toujours les mé- | mes, qin caractérisent cette t'amille. Cette classification 1 semble avoir contribué dans une très large mesiu'e aux I progrés de la Théorie des fonctions. 1
Étade des fonctions. — Dans l'ordre d'idées «pie nous cherchons à exposer, ou plutôt simplement à faire com- I prendre d'une manière générale, les fonctions ne sau- i raient s'étudier, comme on le l'ait en Algèbre, sur les I symboles dont on se sert pour les représenter, puisque I l'es symboles n'existent ]»lus. Elles sont définies, comme J nous venons de le .dire, par leurs singularités, et ces j singularités sont elles-mêmes révélées par l'examen i de.s équations dilférentielles correspondantes. Le nom~ hre des propositions générales sur les fonctions ainsi i définies, sur leurs relations et leurs propriétés respec— j lives, est devenu très granil, et quelques-unes de ces i propositions, en raison de leur généralité, présentent i une importance de premier ordre. C'est tout un monde nouveau qui se révèle, et dont les plus illustres géomé- J très des siècles précédents ne pouvaient même avoir la pensée. Le calcul n'intervient plus à la manière habi- ' tuelle, il ne se met pas au service du raisonnement, J
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pour lu soulager et le suppléer au besoin, en triturant, suivant des règles Inen C'tablie», des symboles dont la signification est |)rècise. Il faut — et o'est la plus grande difliculté de celte branche de la Mathématique — attaquer ici les proLlênies en eux-niCnies, pénétrer jusqu'au i'ond la nature dos choses, remonter aux origines et aux définitions, et n'avoir recours au calcul, dans le sens habituel du mot, qu'à titre d'instrument accessoire, bien qu'il présente souvent par lui-même de très grandes difficultés.
Cette méthode d'étude des fonctions sur les équations différentielles auxquelles elles satisfont devait avoir pai" contre-coup, comme conséquence, une inlluence considérable sur la théorie des équations différentielles elles-mêmes et sur leur intégration. 11 n'y a pas lieu, dans le sens moderne, et en se plaçant au pointde vue de la Théorie des fonctions, d'attribuer à ce mot d'intégration une .signification identique à celle qu'il avait dans le Calcul infinitésimal ordinaire. C'est ce que M. Painlevé, par exemple, a très nettement fait ressortir dans ses remarquables Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles. Une intégrale est uniforme lorsqu'elle n'admet qu'une seule détermination. Or, — nous citons ici M. Painlevé — k dans ces dernières années, grAce surtout aux travau.x de M. Weicrstrass et de M. Mîttag-Lefller, la repréeentation des fonctions uniformes a fait de tels progrès qu'il sera toujours possible, si l'intégrale est uniforme, de la définir et de la suivre dans tout son domaine d'existence, à Taîde d'un développement unique, et c'est en cela précisément que consiste Tintégration entendue dans son sens le plus large ».
Cela explique et justifie cette remarque du même auteur, placée dès le début de ses Leçons : « Une équation dont l'intégrale est uniforme doit être regardée comme intégrée au sens moderne de ce mot », 11 semble au premier coup d'œil que des spéculf)!
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1 1 est facile de fanv lo^iher cette a[^nrenle roatradiction. si l'on «eul Uea y têAécfcàr et regarder les choses [l'un peu prés. Pour qn'un problénte queKx>nquc soit utilisable au point de vue pratique, il suflil que les résultats en puissent être traduits en nombres, dans chaque cas particulier, arec une approximation déler- I minée, qui corresponde aux Bécessités de la question [ elle-même et aux erreurs que nous commeltuns niH-es- ) saîreuient dans nos observations, nos expériences et noa mesures. Dés lors, si une expression, dont nous n'avons pas la notion par un symbole particulier, pcvit i^lre obtenue par un développement en série, la laeullé de i-alculer cette expression avec telle approxinmtioii qiui nous pouvons désirer s'ensuit nécessairement.
La tâche du mathématicien pur est Icniiiiiée, quand il a indiqué de la sorte comment ou pourrait trouver lu ijolution; le reste n'est plus qu'une question d'Arillmiétique, plus ou moins pénible, qu'on pourra l'aiûliti^r par la construction préalable de tables, ou par de» urtificnH plus ou moins ingénieux,
A voir de près les choses, n'en est-il pu» de nu^nn pour les fonctions les plus élémentaires, pour le» lif^nci trigon orné triques ou les logarilhnieH, [>ar exemple Lorsqu'un résultat est exprimé par une (ontiule ronlf ï telles fonctions.
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latimi i\v calculs ii l'uire, et ilc rnlnils approchés? Et iiéaniniiiiistoiis 1ns ingcnicui:*, lous les praticiens ayant hi'sdin d'upiilii^uer la .Matht-tnalii|iie hêsit<>nt-iU 6 .se servir d'un sinus ou il'iin cosinus, ou à ouvrir une table (le logaHlKnies'.'
En celte inaliêre, comiiiF en beaucoup il'autpes, les liabiliidea prises jouent un grand rôle ; mais il est à prî'- Huaior que, dans un avenir qui n'est pas bien éloigné, les résultats de la Théorie «les fonctions pénétreront dan» les applications elles-mêmes et y rendront d'ëclataiils services.
L'Interpolation. — C'est avec intention que j'ai tenu à incorporer ce sujot dans le présent chapitre, bien qu'il n'ait pas un rapport direct avec les développements qui précèdent. Habituellement, le problème de l'interpolation est traité, ou plutôt ellleuré dans leaconrsd'Algôbnt, où il semble tenir une place accessoire. Dans les limites étroites où d'habitude on l'enserre, il est assez naturel d'en agir ainsi. Mais la portée du problimie général de l'interpolation est à mon avis bien plus étendue ; à cause du rôle que joue cette question dans la Mathématique appliquée, elle constitue l'un des plus intéressanL" chapitres de la philosophie naturelle. Eu raison de cette importance, elle prend un caractère très général qui niériti! qu'on lui fasse une place à part, même dans lo domaine de la Mathématique pure. Ce caractère de l'interpolation parait avoir été quelque peu méconnu, puisque, même à l'heure actuelle, on a mutilé sur ce point certains programmes d'examens à un degré que rien n'excuse. Nous reviendrons s'il y a lieu sur ce point spécial en partant de l'enseignement mathématique; pour l'instant, nous voulons simplement tirer argument de ce délaissement injustïliable, en faveur de la nécessité d'une explication un peu développée.
Lorsqu'on entreprend d'étudier une. loi naturelle quelconque, une relation de cause à effet, il s'agit en
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général (le savoir cuiniiieiit varie une grandfiif lorHqiie j trcrlaines autres gramicitrs sont elles- intimes variables. I Autrement dit, les lois sont expnm<!'es par des fonctioiis J naturelles, et l'applieation de la Matliônialiqiie doit avoir 1 pour objet final de transl'oriner ces (bnelions naturelles I en fonctions inalliéinatiques. |
Nous supposerons tout d'abord, pour plus de siin- 1 jilicité, qu'il s'agisse d'une seule variable indépendante. I Dans certains cas, des considérations rt/3/7'w(, des hypn- 1 llièses plausibles ou des notions antérieurement ac- 1 qutses peuvent permettre de formuler la loi dont il ] s'agit; et dès lors l'expérience n'a plus à intervenir qu'a J titre de vérification, ai cetteloi est vraie. Mais dans bien | d'autres circonstances, en Météorologie, par exemple, I oii tes considérations purement théoriques sont perpétuellement en défaut dans l'étal présent do cette j science, il est manil'estemenL impossible de procéder 1 comme nous venons de le dire. Tout au contraire, il j faut mettre les faits, c'est-à-dire l'expérience, à la base \ de la science, enregistrer ces faits avec les mesures 1 qu'ils comportent, et tâcher de dégager de cet anioncel- 1 lement de matériaux la loi maihéuiatique que l'on poursuit, ainsi que le fit Kepler pour les mouvements des ' |jlanêtes.
ilais l'expérience, en dé]»il de l'emploi des appareils enregistreurs, ne nous donne pas directement, avec ( l'approximation et la rigueur requises, les valeurs en nombre infini d'une fonction répondant à l'infinité des valeurs correspondantes de la variable dans un intervalle déterminé.
Nous ne pouvons retenir, comme présentant des garanties suffisantes, qu'un certain nombre de valeurs de la fonction inconnue !/,, y,,--,i/„ , correspondant à des valeurs déterminées de la variable j',, .Cj,... .r„, chaque l'iiuple de valeurs corres|)ondantes de jr et de y repré-^ sentant une expérience ou une observation. ^Ê
Cela étant, le problème de l'interpolât ion matbiéHJ^I
r..i .M.irin:.VATiQCE
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tes valeurs données de y |)oiir les valeurs correspondantes de J",
Par sa nature même, ce problème est essentiellement indéterminé, ce que l'on comprend instinctivement si l'on remarque qu'il se réduit à celui-ci : tracer une ligne qui passe par n point» donnés. Le nombre des solutions est infini; mais avec quelques conditions imposées, il est possible d'en faire une question ne comportant jilus qu'une solution unique. Si. par exemple, on s'impose la condition que f{jr) sera un polynôme tintier en .r, et que le degré de ce polynôme sera au plus égal à H, Lagrange a donné une formule, très symétrique et fort remarquable, quic(mstituela solution désirée, A Newton on en doit une autre, également fort intéressante, et qui résout le même problême dans le cas particulier oii toutes les valeurs T,, jr,,... ,r„ de la variable indépendante se succèdent en progression par différence.
Mais de telles solutions particularisent à un degré extrême un problème tout à l'ait général par sa nature; Caueliy, qui s'est également occupé de cette question, a montré comment on pouvait aussi interpoler parl'emploi d'une fraction algébrique, et non plus d'un polynôme ; en outre, quelques études siu' ce sujet ont eu pour résultat de taire voir comment il était possible d'employer pour cet objet une forme de fonction dont on dispose a volonté, ce qui peut pré,senter de sérieux avantages suivant la nature de la loi qu'on veut essayer de traduire en formule.
Il faut citer aussi Ampère, qui parait avoir le premier, par l'emploi des fonctions qu'il a nommées interpolaîres, indiqué comment il est possible de poursuivre une interpolation, c'est-à-dire de la modilier h mesure qu'on enregistre de nouveaux couples de valeurs de la fonction et de la variable, sans perdre le bénéfice des calcula antérieurement effectués.
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B Malgi'ii tout, ce problème n"est encore qu'ébauché, et il reste beaucoup à faire pour le présenter sous une j l'orme entièrement générale. Les conditions données peuvent fort bien ne pas consister exclusivement en j valeurs correspondantes, ainsi que nous l'avons sup- j posé. On pourrait, par exemple, assujettir la fonction y \ à avoir une dérivée prenant des valeurs données pour | certaines valeurs de la variable, tandis que la fonction 1 prendrait elle-même des valeurs données pour d'autres ] valeurs de la variable. I
En outre, les valeurs enregistrées, si elles proviennent 1 <lirectement de l'observation des faits, étant fatalement 1 entachées d'erreurs, il y aurait lieu d'examiner s'il ne | serait pas avantageux de laisser une certaine élasticité aux formules dans les limites possibles Je ces erreurs, et d'étudier les conséquences possibles de telles variations.
11 serait intéressant de ne pas borner la question, ■ comme on le fait d'habitude, aux seules fonctions réelles J de variables réelles, et de l'étendre tout au contraire aux | quantités imaginaires et même peut-être aux quantités j géométriques de l'espace. ]
Enlin, l'hypothèse d'une seule variable indépendante ] est tout à fait particulière, et la plupart des fonctions de j la nature dépendent de plus d'une variable. La recherche I des fonctions, d'une espèce quelconque, de plusieurs i variables, satisfaisant à des conditions déterminées, ou , ne s'écartant de ces conditions que dans des limites ] assignées à l'avance, laisse donc ouvert, comme on le voit, un vaste champ d'investigation aux géomètres, et pourra faire l'objet de bien des recherches nouvelles. Ce problème, sous celte forme extrêmement générale, et à cause même de cette généralité, présente des difficultés de plus d'une nature. La recherche des formes ■ les plus simples des fonctions employées, suivant le J degré d'indétermination qui subsiste, serait à elle seule J d'un haut intérêt, Enlin, et en dehors de l'utilité directe^ pour ainsi dire, en ce qui touche les diverses scleDCfl^H
nalurelies auxquelles la Mathématique peut s'appliquer, il semble (pril y ait là une sorte de prolongement de la Théorie des fonctions. Cela justifiera, je l'espère, aux yeux du lecteur, l'insistance que j'ai apportée sur la question de l'interpolation dans les rapides considérations qui précèdent, et la place que j'ai cru devoir donner à ces considérations à la fin du présent chapitre.
Buj
Origine des notions géométriques. — Par l'observaîon des objets qui nous (Miloiirenl, nous arrivons à la innception de l'espace ilans lequel nous vivons et dans li'quel ces objets occupent une certaine étendue. Nous constatons en même temps qu'ils présentent une l'orme. Les formes des objets sont variées à l'infini; mais, parmi elles, quelques-unes nous frappent par leur apparente régularité. Bien que celte apparence ne tienne qu'à l'imperfection de nos sens, elle entre pour nne très large mesure dans les impressions ressenties par nous, et les dispositions régulières dont nous parlons prennent dans notre cerveau une existence qui se manifeste avec une intensité puissante. Là, comme toujours, nous avons fait de l'abstraction, inconsciente ou voulue, et l'abstraction est venue piendrc la place de la ■êalilé naturelle qui l'a provoquée. De même que les
istraotions sur les collections sont la base première
iS notions arithmétiques, les abstractions efl'ectuées "ur les formes sont l'origine de nos conceptions géomé- Iriques.
Imaginons, par cxcinidc. un cube en marbre parfaitement poli. La forme de ce cube résulte, pour nos B, de ce qu'il occupe une certaine position dans l'es-
ice ; nons arrivons à séparer ainsi l'espace en deux
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régions : colle 4111 est occupée |iai' le cube et celle t|iii lui est exlérieiire, La limite qui sépare ce» deux régions est pour nous iiiio surface, la l'égion intérieure est un volume, surface el volume dont nous nous l'aisons ridéf indépendaniitieiit du corps considéré, qui pourrait aussi bien être en verre, en bois ou en métal, tout en conservant la même l'orme.
Cependant, si nous y regardions de très près, nous verrions, par exemple avec un microscope d'un grossissement indéfini, que cette surface n'existe pas telle que nous la concevons, que les particules composant Iicorps sont distribuées, au contraire, de la façon la pliitt confuse ; mais la conception surface, répondant aux apparences premières, n'en a pas moins pris possession de notre cerveau à l'état d'abstraction.
En regardant ensuite cette surface, nous reconnaissons qu'elle se compose de plusieurs parties bien distinctes, au nomlire de six ; que deux de ces parties, voisines l'une de l'autre, ont en commim une ligne; quP les lignes ainsi formées viennent elles-mêmes se rencontrer aux sommets du cube, que nous désignons sous le nom de points.
Un examen un peu plus attentif nous montre que les diverses surfaces dont nous venons de parler jouissent de propriétés particulières d'après lesquelles nous les qualifions de surfaces planes ou de plans ; que les rencontres de ces plans sont des lignes droites. Et nous avons la notion précise du plan, de la ligne droite, du point par la seule contemplation de l'objet, bien que, pas plus que dans aucun des corps existant dans la nature, il n'y ait ni plan, ni droite, ni surface, ni ligne, ni point. Mais toutes ces abstractions sont indispensables à la constitution de la science, et d'autre part elles sont assez rapprochées de la réalité pour que l'erreur que nous commettons volontairement en les substituant aux choses réelles ne puisse présenter le moindre inconvénient, même dans la pratique.
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dans ce que nous appelons l'espace, sont les élémentl des figures géométriques. Une fois l'abstraction | mière effectuée, nous pouvons, par des combinaisons i l'infini de ces divers éléments, créer, par notre seiilfll imagination, tout le monde des faits géométriques.
Il est seulement nécessaire de compléter ces notiond par des déûnitîons aussi précises que possible, et pai des axiomes, vérités évidentes qui ne sont le plus s vent que des définitions dégiiiaées, comme l'a si justement fait remarquer M. H. Poincaré dans son remarquable article Sur les Géométries non euclidiennes, publié dans la Hei'ue générale des sciences {1891, p. 769), articlflj sur lequel nous aurons à revenir tout à l'hei
Les géomètres de l'antiquité ont poussé à un trèaj haut degré de perfection cette branche de la science, e^ l'on ne saurait assez admirer les |)rodigieux résultats auxquels ils sont parvenus, avec des moyens d'actiooj aussi limités que ceux qu'ils possédaient. Mais l'erreuri fondamentale qu'ils commirent, et qui est encore trèsJ généralement commise de nos jours, consistait dans laj méconnaissance de l'élément expérimentai qui est à Is^ base de la Géométrie. Ils croyaient, comme beaucoupj de savants n'ont cessé de le croire, que la science est-l d'autant plus pure qu'elle se rapproche plus complètement d'ime suite d'opérations empruntées à la logiquej abstraite, sans aucune considération du monde extérieur.
Les axiomes et les diverses Géométries, — C'est à une époque toute réccnle, au cours du xix" siècle, que l'attention des savants et des philosophes a été appelée sur ces questions. L'occasion en a été oOerte par les efforts auxquels on s'était livré vainement pour démontrer une vérité fameuse, connue sous le nom de postulatuni ou d'axiome d'Euclide, et qui peut s'énoncer ainsi : par un point, on ne peut mener qu'une seule
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(lins tard llelmlioll/, ii'niil iias^lrdaignf- de s'occuper df celU? (|iiesti(iii. Miiis elle parail avdir ttc dt-tituliveiiicnl élucidée à la suite ries travaux de deux grandie espriLi: LoIiatscheCsky i,de Knzanl el le liotigrois BoWaï, qui, sans se connaitre ni ennnaitre leurs recherclies, parvinrent à dos résultats analogues. A leur suite, [lienianii, Beltrami et d'autres encore consacrèrent de savantes recherches à cette étude, sans parler de beaucoup de savants <lont les travaux ont été synthétisés dans l'article de M. l'oincaré que nous avons rappelé plus haut.
Nous ne pouvons essayer même de donner ici uni' idée de ces doctrines; mais il est l'acile d'en extraire la substance en peu de lignes. Il sullit de constater ve fait, actuellement hors de doute, qu'en supprimant le pofltulatuni d'EucJide, il est possible de construire )Ip toutes pièces un .'système de Géométrie jiart'ailemenl logique, système variable suivant la proposition par laquelle on a cru devoir remplacer le postulatum.
La vérité, c'est qu'en dehors des axiomes qu'on énonce expressément, il en existe beaucoup d'autres, les uns pouvant prendre la forme de définitions, d'autres, d'une nature plus profonde, inhérents à la conception que nous nous Taisons de l'espace. Kt comme cette conception est absolue, par essence, tandis que nous ne pouvons jamais juger des choses que relativement, on en vient à reconnaître la profonde justesse de cette conclusion de M.Pnincaré : « II n'y a pas de Géométries plus ou moins vraies; il y a des Géométries jdus ou moins commodes ».
L'élude des Géométries non euclidiennes xloit donc être regardée comme un exercice de l'esprit, pouvant même conduire incidemment à des résultats d'un véritable intérêt et jeter de la lumière sur les sciences voisines. Mais en ce qui concerne l'étude de l'étendue, de ses propriétés et de sa mesure, la conception. euctif''^ ij
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"tlienne sera toujours (l'un usage uiiivprset, coiiiii i-épondant mieux que toute autre à la notion naturoll< l'espace telle qu'elle se présente à nous par l'observa» lion (le la nature. Seulement, il est indi8)iensable de Taccepter très franchement et de se dire que le perfeolionnenient ne consisterait pas à supprimer des axiomes pour leur substituer des démonstrations introuvables ; mieux vaudrait au contraire, si la chose était possible, mettre plus complètement en évidence les axiomes implicites que nous employons à notre insu, par exemple les suivants : l'espace est infini ; il est pai lout identique à lui-même ; une figure peut être tr portée de toutes pièces dans l'espace sans sulnr de difications, etc., etc. '
C'est donc dorénavant de la seule déorjiéti'ie ci lienne que nous nous occuperons dans ce (|iii va suivre.
Divisions de la Géométrie. — Comme toutes leftj iranclies de la ^lathématique, la Géométrie est s )ornes. Son objet essentiel est la mesure de l'étendue»
ette mesure ne pouvant pour ainsi dire jamaift leffectuer par voie de comparaison directe, ce en accumulant les connaissances sur les propriétés! ligures qu'il est possible d'arriver indirectement aui it que l'on poursuit. Parmi ces propriétés, les unesl icernent explicitement des questions de mesu lea a appelées propriétés métriques; on a donné auxj ïtres le nom de propriétés descriptives. Ce n'est pas^l néanmoins sur cette distinction, relativement récente, que pourrait être instituée la Géométrie, car, dans l'étude le presque toute (igure, propriétés descriptives et méques doivent être envisagées concurremment si l'on i|it que cette étude soit complète.
Nous avons vu plus haut que les éléments des figures géométriques sont des volumes, des surl'aces, lignes et des points. De cet ordre logique, en le i versant, on peut conclure l'ordre contraire, en faisan
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inlerreair le mouvement, el en regardant une ligae comme engendrée par le déplacement d'un point, use surface par le déplaceoienl d'une lîg-ne, et un volume par le déplacemenl d'une surface limilée et définie.
Dans cet ordre d'idées, on pourrait imaginer la Géométrie de» lignes, ne comportant que la notion d'une seule dimension, celle des surfaces, à deux dimensions, et celle des volumes ou de l'espace, à trois dimensionB. Mais parmi les lignes, il en est une, la plus simple de toutes, la ligne droite, dont la notion nous est familière, bien que la définition en soit impossible. Parmi les surfaces, le plan est en général l'objet d'une déflnition qui n'en est pas une, car elle se réduit à une simple propriété expérimentale, vérifiabic seulement par à peu près, savoir qu'on peut sur cette surface appliquer en entier une ligne droite dans une position quelconque. Mais le plan nous apparaît quand même, par suite d'un axiome si l'on veuf, comme la plus simple de toutes les surfaces.
Ceci nous indique la possibilité d'une classification nouvelle, qui est à peu près celle que nous voyons en vigueur aujourd'hui, à une seule exception près : Géométrie sur la droite, à une dimension ; Géométrie sur le plan, à deux dimensions; Géométrie dans l'espace, ou à trois dimensions. La première de ces trois parties n'est généralement pas même indiquée; on n'y attache aucune importance et l'on a grand tort; carce domaine de la ligne droite, pour être plus restreint, n'en renferme pas moins un ensemble de propriétés intéressantes en elles-mêmes, et dont un grand nombre peuvent être avantageusement utilisées pour la Géométrie à deux ou à trois dimensions.
ia Géométrie des anciens. — L'œuvre géométrique lie l'antiquité est à peu près exactement représentée de nos jours par ce que l'on a coutume d'appeler la Géométrie élémentaire. Non seulement le fond de la pMi
la p^n^^l
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mais aussi la forme de l'exposition ont été conservés I avec une sorte de soin religieux qui est intéressant au I point de vue historique, mais qui ne laisse pas de pré"l scnter certains inconvénients sur lesquels nous aurons 1 l'occasion de revenir plus lard. La division en huit! livres, naguère encore universellement classique, repro- I (luisait, à peu de variantes près, Tancienne ordonnance 1 de la Géométrie. Dans les deux premiers livres on étu- j die les figures planes formées par des droites, puis leJ cercle et les angles, sans qu'aucune propriété métrique» concernant les longueurs de droites se présente. Puis,.! dans le troisième livre intervient la notion du rapport! de deux longueurs; ce livre et le suivant sont consacrésl aux propriétés qui s'ensuivent, à la délerniinalion des! paires polygonales, puis à l'étude des polygones régu-1 ^Kers, dont le cercle est considéré comme la limite. -^ ^p Avec le cinquième livre, on commence à aborder la 1 Géométrie des points, des droites et des plans dansfl l'espace, d'abord au point de vue purement descriptif;! le sixième a pour objet les mesures concernant lesJ polyèdres, le septième les (Igures sphériques les plus! simples, et le huitième les mesures des surfaces et volu-! i des corps ronds. On appelle ainsi le cylindre de \ [évolution, le cône de révolution et la sphère. j
I Une rapide étude des coniques (surtout de l'ellipse et \ B la parabole), qualifiées paribis de la dénomination de ^courbes usuelles », qui est au moins bizarre, pour ne HBS dire plus, forme une sorte de complément à cette irtie de la Géométrie. Tout cela est le plus souvent •éaenté comme une suite de vérités qu'on énonce Sabord, pour les démontrer ensuite, en s'appuyant uniquement sur les définitions, sur les axiomes et sur les propositions précédentes. Lorsque, par exception, le calcul intervient, on s'attache à lui conserver une forme un peu archaïque; il semble qu'on se refuse de parti pris à profiter des ressources et des simplifications que J courrait offrir l'Algèbre.
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C^lle science, sous cet aspect un peu rigide, es^^fl réalité l'un dos exemples les plus Trapimnls tie la puissance logique de l'esprit liuaiain, ipiaiid nn se re]iQi-U' surtout à l'époque où elle lut constituée.. II est remai-- ({iiable, notauuiient, que les anciens soient arrivés ti découvrir tant de propriétés des sections coniques.
Ce qui est encore plus clonnunt, c'est la Cécondilt! des ressources et la puissance des mélhodes employées. Des travaux historiques d'une époque récente ont montré que certaines propriétés qu'on serait tenté de croire toutes modernes avaient été découverte» par les géomètres grecs et sans doute même auparavant.
Parmi ces uiétliodes géométriques, d'une applicalioD générale, l'idée la plus digne d'admiration peut-être esl celle des lieux géométriques. Lorsque tous les points d'une figure jouissent d'une propriété déterminée, ii l'exclusion de tous autres points, on ilit que cette figure est le lieu géométrique des points jouissant de cetlr propriété. 11 y a là l'élément d'une définition, ou plutôt i de définitions diverses de toute figure géométrique. * L'équivalence de ces définitions, qui permet de déduire d'une propriété tout un ensemble de propriétés nouvelles, est assurément Tun des objets essentiels de la Géométrie. Mais les lieux géométriques ont encore, pour la résolution des problèmes, une utilité d'un autre ordre, facile à comprendre; si l'on demande de trouver un point jouissant des propriétés (A) et (B), sî le lieu des pointa jouissant de la propriété (A) est une figure F, et si le lieu des points jouissant de la propriété (B) est une figure 1"', la solution du problème se composera de tous les points communs aux deux figures F, F'. Soit, par exemple, qu'on demande de trouver sur un plan un |)oint M également distant de deux droites D et D'et tel que le rapport -^jp- de ses distances â deux points P et P* Wt donné. On sait : i° que le lieu des points également i
distants de deux droites se compose de deux autres droites, les bissectrices A et i' des angles formés par les droites données D et D' ; 2° que le lieu des points tels que -jTri! soit de grandeur donnée est une circonférence. 11 s'ensuit que les solutions seront les points conimuns à cette circonRirence et à ces deux droites i et i'. Il pourra y en avoir quatre, deux ou pas du tout. Exceptionnellement, ce nouiLre pourra devenir 3 ou 1.
Ou retrouvera un peu plus loin, en Géométrie analytique, cette notion si féconde des lieux géométriques autour de laquelle pivote toute la science de l'étendue, et dont l'honneur appartient incontc stable m eut aux géomètres de l'antiquité.
La Qéométrie moderne. — Au cours du xix" siècle, la Géométrie a été l'objet d'une sorte de renaissance dans laquelle notre pays tient une place particulièrement glol'ieuse. Chasles et Poncelet en sont peut-être les plus illustres représentants. Bien que l'œuvre de Chasles et de ses continuateurs aiteu pour objet principal d'affrancbirla science de l'étendue, qui semblait être devenue simple tributaire du calcul, depuis l'invention de la Géométrie analytique et la découverte du Calcul infinitésimal, il est permis de se demander si les belles découvertes faites dans cet ordre d'idées auraient pu se produire sans le besoin de généralisation que l'introduction du calcul avait provoqué. Ce n'en fut pas moins une réaction salutaire, une revanche de la raison contre le mécanisme des méthodes, de la clarté contre les procédés qui conduisent au but par des voies souvent obscures.
La pierre angulaire du bel édifice dont Chasles fut Tarcliitecte de génie, c'est la notion du rapport anhar-J monique, qui fut connu avant lui, mais dont persona^ n'avait su tirer parti à un tel degré. Si deux points^ et B sont situés sur une droite, et que deux autM
y8 /--i >i-iriit:M ITIQI E
points C et D soient sur la m^nie droite, C divise le sogment Alî dans un certain rapjiurt -pW- et D divise le même segment dans le rapport -îjg-: le rapport devvs deux rapports, c'est-à-dire j;^- sj^ est le rapport anharmonique des quatre points A, B, C, D. C'est là l'originp première des théories de l'homographie, de l'homologic, del'involHtion, qui rentrent dans la Géométrie moderne, bien que Desargues ait connu et utilisé l'involutioii. Rien ne peut donner une idée de l'abondance des propriétés que ces théories ont révélées, entre les mains d'habiles géomètres.
Un autre caractère essentiel de cette Géométrie moderne a été la considération de ligures autres que les points, les lignes et les surfaces. Je veux parler des complexes et congruences, dont il convieiit de donner ici une idée générale, en se bornant au cas, particulièrement simple, des complexes et congruences linéaireS' Lorsqu'une droite est assujettie à une condition simple, on dit qu'elle engendre un complexe ; si elle est assujettie à deux conditions, elle engendre une congruence; et à trois, une surface. Par exemple, toutes les droites qui rencontrent une droite forment un complexe ; toutes celles qui rencontrent deux droites forment une cou- ' gruence; toutes les droites qui rencontrent deux droites et sont parallèles à un plan forment une surface.
Ces êtres géométriques nouveaux ont fait l'objet dt travaux extrêmement remarquables. Ils ont emprunté leur origine, non seulement à la science du calcul, mais même à la Mécanique, ce qui n'a pas empêché d'en faire une étude purement géométrique.
A ce sujet, il est permis de s'étonner de l'opposition étrange et quelque peu sacrilège qu'on a souvent tenté d'établir entre le calcul et la Géométrie, entre les méthodes analytiques et les méthodes synthétiques, comme Ipli dit parfois d'une façon abusive. L'homi
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donc si heureusement doué qu'il puisse s'attribuer le droit de dédaigner l'un quelconque des chemins qui peuvent le conduire à la recherche et à la découverte de la vérité ! Nous savons en réalité peu de chose ; mais en matière de Géométrie, ce peu, qui constitue notre patrimoine scientifique, nous le devons à la fois aux géomètres et aux analystes. L'esprit de généralisation d'une part, la considération raisonnée des faits en eux-mêmes, de l'autre, ont graduellement amené des progrès et des découvertes nouvelles. La science du calcul et la Géométrie pure se prêtent un mutuel appui ; nulle des deux n'est supérieure ni inférieure à l'autre. Sans le calcul, nous ne serions pas beaucoup plus avancés qu'on ne l'élait du temps de Platon; sans la Géométrie moderne, nous marcherions à la dc<ouverte de la vérité à peu près comme un homme qui erre en tâtonnant dans un souterrain, certain de ne pas s'égarer, mais condamné à ne voir la lumière qu'une lois son voyage terminé. Nous devons au calcul des solutions de beaux problèmes, à la Géométrie des méthodes merveilleuses, parfois étonnantes de simplicité, qui seules ont permis certaines découvertes. On a peine à comprendre comment des hommes de grande valeur ont pu tenter d'établir une sorte de préséance, de hiérarchie au profil de l'un ou de l'autre de ces deux grands moyens généraux, qui progressent surtout par leur aide réciproque.
Les transformations géométriques. — L'idée de transformation des figures était certainement connue des anciens, au moins dans des cas particuliers, mais c'est seulement dans la Géométrie moderne qu'elle a pris la place considérable qu'elle occupe à juste titre. D'une ligure (F) quelconque, par des constructions bien nettement définies, on comprend qu'il est possible de déduire luie nouvelle figure {F'} et que réciproquement on pourra jljceair de la figure (F') à la figure (F). Or, si une pro^
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pri été est connue, oiil'acîk'à <li'fouvrir,dansla flgurej it s'ensuit qu'on aura par cela m(^me dans la figure primitive (F) une propriétt! quil eût peut-être été très difficile d'obtenir par des voies directes. De même pour la résolution diin problème. On devine quelle puissance d'investigation une telle méthode générale fournit au géomètre, d'autant plus que les transformations sont en nombre illimité, que chaque jour on peut imaginer une transformation nouvelle.
Enumérer seulement les principales transformations générales devenues classiques serait impossible ici. C'est tout au plus si nous pouvons, au couraat de la plume, rappeler l'homothétie, la similitude, l'inversion, i'homologie, l'homographie.
Mais il convient de signaler tout particulièrement, en nous bornant aux figures planes, le mode de transformation dans lequel à un point correspond une droite, à une droite un point, et dont Chasies a tiré un si merveilleux parti, en y ^\\\?<9nt?.<ix\ principe dediialité. C'esl là encore qu'on rencontre le germe de toute la belle théorie des polaires réciproques, à laquelle Poncelel a donné de si remarquables développements.
Ce qu'il faut surtout retenir de cette idée générale des transformations, c'est une démonstration nouvelle de ce fait que la Mathématique ne crée rien et que son rôle est constamment de nous présenter la vérité sous une forme plus accessible qu'elle ne l'était primitivement. Qu'il s'agisse de calcul ou de Géométrie, il en est toujours de même. Une transformation de figure n'est pas sans analogie avec une transformation d'équation. Dans un cas comme dans l'autre, la proposition à établir ou la solution à obtenir se trouvait masquée d'abord, pénible à découvrir. Grèce à la transformation opérée, cette vérité que nous poursuivons apparaît avec une clarté particulière ; nous l'établissons ou nous la constatons, puis, remontant par transformation inverse à la question primitive, celle-ci se trouve dés lors résolue.
^H LA GÉOMÊrniE "Ol
La Qéométria projective. — Parmi les Iransformations possibles, en nomlire infini, il en est Je particulièrement intéressantes. Ce sont celles qui résultent de la i construction elTectuée en prenant un point fixe O, le joignant à tous les points M de la figure primitive et en déduisant la position du point M de la figure nouvelle, sur la droite OM, par une loi déterminée. La perspective dune figure plane sur un autre plan, par exemple, est un cas spécial de ces transformations qui jouissent de propriétés fort intéressantes. C'est à Pétude de ces propriétés projccUi-es que Poncelet a consacré son principal ouvrage de Géométrie. Depuis lors, les notions dont il s'agit ont été largement généralisées, surtout entre les maîns de MM. Reye et Cremona, et il en est sorti, sous le nom de Géométrie projectwe, une véritable science à part, qui se développe chaque jour davantage et produit de brillants résultats.
La. Géométrie cinématique. — Sans empiéter en rien sur les considérations que nous aurons à présenter plus loin sur la science du mouvement, il y a lieu de constater que la Géométrie en elle-même exige en maintes circonstances qu'on i'asse intervenir l'étude du déplacement d'une figure. C'est là une question purement géométrique et non mécanique; la notion des centres et axes instantanés en est un exemple intéressant, et c'est l'un des grands mérites de Chasies d'avoir jeté sur ces théories une clarté frappante, grâce surtout a la simplicité des moyens employés par lui. Mais il y avait un intérêt réel à ne pas laisser ces questions noyées en quelque sorte dans la masse des vérités géométriques. C'est principalement à M. Mannheim que revient l'honneur d'en avoir fait l'objet d'un chapitre à part, BOUS le nom de « Géométrie cinématique », Après avoir apporté lui-même les plus importantes contributions à cette branche de la science, le créateur de la Géométrie cinématique a eu la satisfaction de voir df^
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noiiilireux disciples suivre la voie tracée par lui, soil en France, soit à l'étrangpr. U en est résulté de nombreuses et inléressantes découvertes nouvelles, aussi importantes en elles-mêmes ^ue par l'aide qu'elles apportent à la science du mouvement.
[1 nous sera permis de profiter de celte occasiun et de cet exemple pour faire ressortir le grand inlérH qu'il y a, tout en respectant la grande unité de la science, à la diviser en chapitres povir mieux étudier et approfondir certaine» catégories de vérités. Ces chapitres ont entre eux des alGnitcs nécessaires, l'étude de l'un réagit sur l'étude de l'autre; mais il n'en est pas moins vrai que cette classification permet de voir Jjeauconp plus clair dans le chemin que l'on poursuit, et devient par cela même l'origine de découvertes nouvelles qui très probablement, sans ce secours, seraient restées ignorées. C'est à ce point de vue qu'on peul dire sans exagération que la création de la Géométrie cinématique a été un véritable bienfait scientifique.
La Géométrie du triangle, — S'il est une figure, parmi celles que présente la Géométrie, qui ait été étudiée <lepuis la plus haute antiquité, c'est assurément le triangle, formé par trois points et par les droites qui les joignent. U pouvait sembler, après tant de travaux antérieurs, que rien dans ce domaine ne restait inconnu. Cependant, en 1873, un mathématicien français, M. Emile Lemoine, publia un petit mémoire concernant un point remarquable du plan d'un triangle dont on avait constaté séparément de nombreuses propriétés sans remarquer qu'elles s'appliquaient toutes à ce seul point, désormais désigné, avec justice, sous le nom de point de Lemoine. Bientôt suivi par un grand nombre de confrères, parmi lesquels il convient de citer surtout M. le commandant Henri Brocard et M. Neuberg, M, Lemoine créa de la sorte une branche géométrique nouvelle, sous le nom de « Géométrie tis |
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contribua perBonnelIcment au développe-l ment de cette partie de la science par d'incessantesl publications. L'étendue prise par la Géométrie du triangle est aujourd'hui considérable ; on la cultive dans presque tous les pays où la science mathématique a des représentants, et il serait profondément injuste de méconnaître riiitérêt des nombreux résultats obtenus. Peut-être serait-on en droit de reprocher à cette i branche de la Géométrie de s'être un peu égarée à la 1 poursuite des vérités de détail^ mais il est à espérer J qu'un jour, prochain pcut-âtrc, une sorte de synthèse! permettra de donner un corps plus solide à cette doctrine déjà si féconde, et lui apportera ainsi une force! nouvelle, destinée à produire des résultats plus oomlets et plus importants encore.
Xa Géométrographie. — C'est aussi ii M. Emile Le- i moine qu'on est redevable de la Géomélfographie, oui « art des constructions géométriques ». Steiner (et 1 M. Lemoine ne s'en doutait guère quand il jeta les premières bases delà Géométrographie) avait, dans un passage tout récemment mis au jour, attiré l'attention sur le grand intérêt qu'offrirait un moyen méthodique de comparaison entre les diverses constructions qui peuvent permettre d'obtenir avec la règle et le c un résultat géométrique déterminé. C'est à ce vœu que la Géométrographie donne satisfaction. En remarquant que toute construction, si compliquée suit-elle, est constamment réductible à un certain nombre de constructions élémentaires, toujours de même nature, et en assimilant entre elles, par une hypothèse bien naturelle et justifiable, ces constructions élémentaires de même nature, M. Lemoine est arrivé par un syslènie simple de notations à pouvoir analyser une cons- Irnc-lion géométrique quelconque et à la caractériser j par deux nombres, appelés par lui coefficient de simpU cité et coefficient d'exactitude.
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Nous ne saiiriuiis entrer ici dans aucun dùlail \ sujet. MaÎB il nous est permis de constater que la Géométrographie est dès à présent cultivée et mëm? enseignée dans plusieurs pays étrangers, et d'exprimer le vœu qu'il en soit ilo iu(''nie un jour dans sa patrie d'origine.
Les Oéométries à n dimensions. — Le besoin de généralisalioii qui est la caractéristique de l'esprit mathématique devait conduire certains géomètres à sortir du domaine de l'espace réel à trois dimensions, dans te([uel nous sommes placés, et à se demander quelles pourraient être les propriétés des figures tracées dans les espaces supérieurs dont nous ne pouvons d'ailleurs avoir aucune notion directe ou indirecte. C'est surtout par l'intermédiaire du calcul qu'on est arrivé à s'engager dans cette voie. Une formule déterminée répondant h une figure bien caractérisée de notre espace, on a donné un nom analogue à une figure hypothétique répondant à une formule analogue. 11 en est résulté qut les Géométries à plus de trois dimensions n'ont guère été qu'un moyen de donner des formes géométriques à des faits algébriques. Peu à peu cependant, et en poursuivant les analogies, on a reconnu qu'il était'possible de raisonner sur ces êtres géométriques supposés, de manière à obtenir des résultats s'appliquant au inonde réel, c'est-à-dire, comme toujours, aux abstractions auxquelles ce monde réel nous conduit.
Dans cette mesure, les Géométries à n dimensions ne sontpassansprésentercerlains avantages. Elles abrègent le langage, peuvent dispenser de longs calculs, permettre à l'esprit de moins s'égarer dans les symboles. Mais autant une pareille étude est digne d'intérêt et d'une utilité réelle si on la maintient dans ses limites naturelles, autant elle deviendrait funeste dans le cas où l'on prétendrait lui accorder la réalité qui appartient à l'espace dans lequel nous vivons. Gela ne deviendrait
LA GÉOilÉTRIE i
plus qu'un jeu plus ou moins brillant de l'esprit, mettant au service de rôveries directement contraires \ au but de la Mathématique,
La Géométrie de BituatioR. — Nous avons indiqué^J dans le chapitre premier, celle branche si intéressante de la Mathématique. Elle se rattache à la Géométrie pari son titre, à l'analyse des combinaisons, et par consé- ([uent à l'Algèbre, par une grande partie des objets ' qu'elle étudie, à l'Arithniologie par plusieurs de ses conséquences. Enfin, elle rend des services importants dans la Théorie des Ibnrtions et dans les applications géométriques du Calcul infinitésimal. Des auteurs considérables ne craignent pas de consacrer aujourd'hui d'importants chapitres à la Géométrie de situation ou
\alysis situs, comme l'ont fait MM. Picard et Simart Théorie des fonctions algébriques de deujc variables indépendantes. C'est une sorte de Protée affectant des furnies diverses, suivani le but pour-
Dans la Géométrie de situation, ce n'est plus la mesure que l'on se propose ; ou examine les figures ou les objets, au point de vue de leurs positions respectives; ainsi, dans les surfaces, ce sont les ordres de connexion qui constituent l'étude essentielle, Les problèmes si nombreux et généralement si difficiles, concernant les jeux d'échecs, de dominos, les labyrinthes, les figures magiques, etc., appartiennent àla Géométrie de situation. Dans cet ordre d'idées je ne résiste pas au plaisir de citer un des ouvrages les plus originaux et les plus curieux qui aient été publiés dans ces der- ^l^iières années, ouvrage d'autant plus intéressant qu'il ^■^émane pas d'un mathématicien de profession. Je veux ^Hàrler du livre de M. Gabriel Arnoux : Arithmétique ^^raphigue ; les espaces arithmétiques hypermagiques. Il serait surprenant que les idées si profondément nouvelles et fécondes semées dans ce modeste volume
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n'arrivassent pas un jour à produire d'heureux et brillants résultats dans les questions arithmologiques, lorsqu'un savant de haute valeur, et désireux de faire progresser la Théorie des nombres, voudra se décider à en prendre connaissance et à en tirer parti.
GlIAPITRE VU La Géométrie analytique.
Les coordonnées. — De tout temps, on a fait appIica-1 tion (iii calcul à la Géométrie. Ce n'est donc pas cette J application qui caractérise l'iniinortelle découverte de I Descartes, l'inventeur delà Géométrie analytique. Mais 1 il a eu la gloire de donner à cette application un caractère systématique uniforme, et d'établir que toutes les j propriétés géométriques pouvaient se traduire par dea '] relations numériques- Pour arriver à un tel résultat, il allait tout d'abord montrer comment par des données numériques il était possible de représenter le point, premier élément essentiel de toute figure, et de fixer ainsi la position d'un point. C'est à quoi l'on arrive par ' rétablissement des coordonnées.
Pour plus de clarté, nous ne parlerons tout d'abord ici i
^^ue di
menci
) questions de Géométrie plane, et nous cornons par définir les coordonnées recUlignes ou , cartésiennes. Si deux droites fixes qui se coupent, X'OX,
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appelle l'éi/ualion de la ligne; une ligne étant définie, son équation s'ensuit, el réciproquement l'équation d'une ligne étant donnée, on peut on déduire la forme, la position et les propriétés de cette ligne.
Pour préciser, il faut bien remarquer que la définition d'une ligne implique ses propriétés et qu'iiu point de vue qui nous intéresse, cette définition est nécessaire pour que la ligne ait une existence. Suivant la remarque très juste d'Auguste Comte, toute définition géométrique explicative est une équation de cette ligne dans un certain système de coordonnées, si l'on traduit en symboles numériques la définition dont il s'agit. Pour prendl-e le plus simple des exemples, cette définition ; « la circonférence est une courbe dont tons les points sont à tme même distance d'un point fixe appelé centre » donne l'équatitin i=a, en coordonnées polaires, si l'on prend l'origine O au centre et si l'on désigne par a la longueur du rayon.
Il peut être parfois assez difficile d'eff'ectuer cette traduction, mais elle est toujours philosophiquement possible, et il s'ensuit que toute ligne ne peut en réalité être conçue autrement que comme un lieu géométrique. II y a plus; c'est que lorsqu'on a trouvé l'équation, en coordonnées cartésiennes par exemple, cette équation elle-même n'est en réalité qu'une forme spéciale de la définition de ee lieu géométrique.
Cette identité de la représentation analytique (') des lignes avec la notion des lieux géométriques est de la phis haute importance. C'est 1<) l'origine de tous les résultats si nombreux et si féconds de la Géométrie analytique; c'est là aussi qu'il faut chercher le lien étroit et indîssohible qui unit la science du calcul à la science de l'étendue.
(I) Le mut ■ otioljlique - tsl uppliijut' ii:i pour «iprioier l'ciiiplcii du calcul, ■uivont l'iiQag^ habitue]. 0«t dans le même sens qn'il enti'e dani In désignation de la bronche qui nous occupe, lu Géométrie analytique. Il Tuai d'aiUeura reaonnaiire que la méthode analjilifiue est ici d'un usage tellement oonitant que l'expression est asseï justifiée.
^^P LA GEOMÈTHJE AXALrTIQUE "'1
Quand on se propose un problème déterminé: «trou- I ver nn point qui jouisse de telles ou telles proprié- I lés, » si l'on néglige une de ces propriétés, on recon- I naîtra que le point doit se trouver sur luie ligne,.! autrement dit qu'il doit appartenir à un certain lîea 1 géométrique dont l'équation es,\ f[x,y)^o. Si l'on fait 1 abstraction au contraire d'une autre des propriétés I énoncées, le point devm av. trouver sur un autre lieu I géométrique, ayant pour équation tp [x, y) = o. II devra I donc se confondre avec l'un des points communs aux! deux lignes en question, et ses coordonnées vérifiant] à la fois les deux équations seront obtenues en résol- 1 vaut le système qu'elles forment à elles deux ; le pro- I blême de Géométrie a été ainsi ramené à iine question I de calcul. I
Pour la recherche des lieux géométriques eux-mûmes,l la Géométrie analytique nous offre une ressource noa'l moins merveilleuse, à cause de sa généralité. On s'en 1 rendra compte par un exemple simple; supposons qu'il I s'agisse de déterminer le lieu géométrique des points 4 tels que le rapport de leurs distances à un point P etl à une droite (D) soit égal à — - Supposons qiic M soit 1 l'un des points du lieu cherché, et appelons X la dis-! lance MP; la distance de M à (D) sera a).. Ainsi M | appartient à la circonférence de centre P et de rayon X; J soit f\x,y,')-)=^ o l'équation de cette circonférence;! M appartient aussi à une droite parallèle à (D) à une I
fstance 2À; soit f{x,y,X) = o réqualion de cette \ oite.
Si l'on vient à éliminer / entre ces deux équations, on aura une relation qui devra exister nécessairement entre x et y, quelle que soit la valeur attribuée à ).. Ce , sera donc précisément l'équation du lieu demandé.
Il est bien facile de reconnaître que le raisonnement 1
présetilé sur cet exemple très simple est d'un nsagdfl
^entièrement général, ^^|H
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TranafoTmatîon des coordonnèeB; classiffcation des lignes. — Lorsqu'une ligne Psl rapportée à un système d'axes coordonnés cartésiens OX, OY, elle a une certaine équation /"('.r, y) =;o.Onpeut se proposer de cherrher quelle serait son équation si on la rapportait à uu autre système 0,X,, 0|Y|. La Géométrie analytique résout ce problème en le ramenant à un autre plus simple, et que voici : lonnaissanl les coordonnées x,^ d'un point M par rapport à OX, OY, trouver ses cooi-données x„ y,, par rapport à O, X,, O, Y,.On établit que .r,, ^/^ s'expriment par des fonctions du premier degré de ,r, 3/, et inversement, et il résulte immédiatement de là que l'équation d'une ligne /'(.r, t/) ^^ o, si elle est algébrique, conserve le mémo degré quand on passe d'un système d'axes coordonnés à un autre système. C'est l'avantage capital et incontestable de la métbode des coordonnées cartésiennes, car elle permet, par cela même, d'établir une classification de toutes les lignes qui ont des équations algébriques, et qu'on appelle courbes algébriques, d'après les degrés des équations elles-mêmes. C'est aux lignes qu'on applique désormais le degré, ou Yordre, comme l'on dit plus souvent peut-être. L'unique ligne du premier degré ou du premier ordre est la droite; les lignes du second ordre sont les coniques (ellipse, byperbole et parabole) ; et de même pour les lignes algébriqi d'ordres plus élevés.
qu^
Extension à l'espace. — On comprend aisément la plupart des notions générales de Géométrie analy tique que nous venons d'indiquer, surtout en ce qui touche la métbode des coordonnées cartésiennes, sont susceptibles d'une extension à la Géométrie de l'espace. Que l'on suppose, en effet, trois axes coordonnés OX, OY, OZ formant un trièdre, et en menant par un point M des plans parallèles aux faces, on obtient sur OX, OY, OZ trois points d'intersection P, Q, R.
■ LA GF.OMETHJE A .VALri'IQrrF:
nombres qui mesurent les segments OP, OQ, OR son les coordonnées de M; los coordonnées d'un poin' délerminent ce point ; et réciproque me ni la position dun point entraine la connaissance de ses coordou' nées, le tout sans ambiguïté.
Une équation /'(j',)/,z) ^^ o qui lie les trois coordonnées d'un point variable représente une surface ; on peut cbanger d'axes, et l'équation d'une même surface, si cette équation est algébrique, ne change pas de degré lorsque les axes changent, en sorte que les surl'aces algébriques peuvent être classées d'après leurs degrés, ou leurs ordres.
En tout ceci, l'analogie est manifeste. Elle l'est tellement, surtout au point de vue du calcul, qu'il est permis de se demander s"il n'y aurait pas un véritable intérêt, dans.uiic exposition doctrinale un peu complète de la Géométrie analytique, à présenter l'ensemble des' théories essentielles concurremment dans le plan et ilans l'espace, et en s'élevant tout naturellement d'une notion à l'autre ; de rares tentatives ont été timidement faites jusqu'ici dans let ordre d'idées ; nous serions étonné si quelque jour elles ne finissaient pas par produire des résultats efficaces, sous l'influence d'efforts nouveaux et plus énergiques.
Il faut néanmoins reconnaître que certaines notions de la Géométrie analytique de l'espace semblent se refuser, mais plus en apparence qu'en réalité bien' souvent, à la poursuite de cette analogie. C'est ainsi qu'une ligne dans l'espace, c'est-à-dire en général une courbe gauche, est représentée par l'ensemble de deux équations f{-r,t/,z) = o, ïj{.r,i/,s) = o, ce qui traduit cette vérité géométrique qu'une ligne est l'interseclioii de deux surfaces, Mais en tout cas, si la mise en œuvre du calcul peut arriver dans certaines questions à se compliquer et à présenter des diUicuItésparliculières, l'esprit général de la science reste le même ; t toujours, uniformément, la réduction systémalique'i
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tle toute question de (jéométrie à une question de oui qui constitue le but essentiel tle la Géométrie analytique ; et ce but, on l'atteint par dos moyens analogues, qu'il s'agisse du plan ou de l'espace. Si donc nous établissons une distinction dans les rapides considérations qui vont suivre, c'est uniquement dans le but d'être plus aisément suivi et compris.
caT- 1
cier j ette I
Théorie àea courbeB planes. — Pour se faire une i< complète de la Géométrie analj-tique et en apprécier l'immense étendue, il ne faudrait pas restreindre cette science aux éléments qui figurent d'habitude sous ce litre dans renseignement. Elle comprend en réalité toutes les applications du calcul, et notamment du Calcul infinitésimal, à la science de l'étendue ; et il esl digne de remarque que ce soit |)récisément l'étude des courbes planes, considérée au point de vue de la recherche des tangentes, qui ait conduit à la création du Calcul influitésiraal, comme nous avons eu l'occasion de l'indiquer précédemment. Cette observation confirme bien la grande unité de la Mathématique, dont les diverses branches, tout en se ramifiant à l'intini, arrivent à se souder entre elles et â se prêter un mutuel appui.
L'étude des courbes planes, avec le secours de la Géométrie analytique, de l'Algèbre proprement dite et du Calcul infinitésimal, peut être faite à un double point de vue. Il est possible d'en étudier successivement les propriétés, en commençant par celles d'un degré plus faible pour s'élever de proche en proche, sauf à examinera parties courbes transcendantes {dont les équations ne sont pas algébriques) ou du moins quelques-unes d'entre elles.
L'autre méthode consiste à remarquer que certaines recherches s'appliquentégalement d'une façon uniforme à toutes les courbes, soit algébriques, soit transcendantes, et à construire ainsi des théories généralea.
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dont l'application se fera ensuite aux courbes dea<:l divers degrés, et sera généralement d'autant plus dif-V ficile que le degré sera plus élevé. m
La première méthode a prévalu pendant de longuesfl années, et c'est à peine si l'étude ordinaire de Is^ Géométrie analytique avait dépassé les coniques et» quelques aperçus concernant les courbes du troîsièmoV ordre, jusque vers le quart du xix" siècle. Mais les tra-^ vaux plus récents accomplis dans le monde mathéma-a tique tout entier ont été marqués par une tendancefl contraire et plus philosophique. C'est vers la secondcrfl méthode qu'on s'est orienté désormais, se préoccupantfl des théories générales beaucoup jilus que de l'étude! particulière des courbes de tel ou tel degré. m
Ce résultai, dont il y a lieu de se féliciter quant aux.fl espérances de progrès futurs qu'il permet de concevoir, ■ a été dû pour une bonne part aux conquêtes de la Géomé- 1 trie moderne, qui fournissait assez de ressources pour l'étude des coniques et permettait ainsi à la Géométrie analytique de prendre son essor vers des régions plus vastes et plus dignes d'elle.
Nous devons nous borner à mentionner ici quelqui unes des questions qui permettent de constituer autant I de chapitres particuliers de la théorie des courbes planes. L'une des plus importantes, et qui appelle surtout l'Algèbre à son aide, est celle de la détermination d'une | courbe par un certain nombre de points. Très simple dans les cas ordinaires, le problème se complique et présente de réelles difficultés, qui ne sont pas tontes aplanies, lorsque l'on considère les points particuliers qui offrent des singularités, en particulier les points multiples, d'innexîoH, de rebroiissement, etc. Le principe de dualité rattache à cette question celle de la détermination d'une courbe par des tangentes, et conduit à la notion de la classe d'une courbe (nombre de tangentes qui peuvent en général lui être menées par un point quelconque).
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EoSn. U détermiiMboii d«s aires des courbes et des longueur» de leurs ares, releraot du Calcul intégral, rentre rgalemeol dans ces généralités dont l'applicalion peut ensuite être faite à toute courbe particulière- Cette éuumération. nécessairement incomplète, préttenlerait la plus grave des lacunes si nous ne signalions l'importance de l'étude générale des transformations faite nu point de vue delà Géométrie analytique. En parlirulînr, les transformations spéciales qui donnent lieu aux polaiiofl, aux caustiques, auxconchoïiles, aux courbes pHrolléIca, présentent un intérêt tout à fait général.
.Noua insistons sur ce fait que nous ne nous proposons iiiillninont ici de reproduire une table des matières il'un traité de Géométrie analytique en ce qui touche lu théorie générale des courbes planes. Nous tculenioul voulu, par l'indication de quelques e montrer coinliien est vaste, et même indéfini, c d'étude on tant de brillanlcs moissons c dl^jà, «iirliml depuis un demi-siècle.
l^ri'lld luie extension
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«ncore quand on en considère l'appliralÛNi ans figni*». de l'espace. La théorie des siirfarrtt. cnnpri entendu les courbes gauches. repr««iHe a un inconiparablt' monumeul sri<>nliârfi»>. t'tn oe f^mt l'approfondir d'une façon un peu compK-li* •^iii^ f connaissance des propriété» de* ■nfHaïuïti'" lielles, et nous voyons encon* ici l-^ *,jI*-iiI •' Théorie des fondions, la GénHicIri*- p"iri* *r- f.i iiiiisi dire dans la branche ta plus r'^n.Tr'jiiabl* lu plus difficile, de la fiéumctrii» ^iml'.'tdiiif c-ore ici qne dans ce qui pr'-i->-'i«' mum nf état de Ibumîr une nompm-laiiir- tant «l'i plèle des sujets qu'embraTis»* b iti^-nn»» i#-= On comprenil seulement q'!*; '!■ ceux des courbes pUnes int^rrn lignes gauches. II * >f» inrrmd; par exemple le pj»n iiHi-uj.-iif
courbe gauche poiivanf
sur uue surface. cf-[|.>-.
surface simple ffirmfcn ter des propriélr» r-^m-in i-'.
courbes sphén(ju'*« .nt 'or trax'au.v et que plu- ;^.-ii--'(i^rT..
sous le nom il^ t ','■■. m^-U-'- -'.frconques irao^f* -nr .4 ><it--M-.^
Quant aux ■iiirf;»!-'- ^ri ^i--»-degrv. si t-il--* «..1 sagée» au p--int -if
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(.■elle Ihéorie un rôle considCirnble; on comprend combien la notion de courbure se complique alors, puisqu'il s'agît des courbures de toutes les difTérentes lignes qui peuvent i^tre tracées sur la surface par le poini considéré. Ou est cependant arrivé, dans cet ordie de recherches, à des résultats reraarqual)los et d'une haute généralité. C'est de là qu'on est arrivé à la notion des lignes de courbure, des lignes asymptotiques, des lignes géodésiques. Pour ces diverses études, les géomètres font un grand usage des coordonnées curvilignes, que nous ne saurions définir ici, mais qui semblent couslituer l'un des plus haiils degrés de généralisation auxquels l'idée fondamentale de Descartes puisse être soumise. Toute une classe remarquable, celle des sur- Faces minima, a été particulièrement étudiée, surtout dans ces dernières années; et bien que le champ des découvertes soit encore indéfiniment ouvert, on ne peut se défendre d'admiration devant le nombre et rimportance des vérités acquises en un temps relativement restreint.
Ce qu'il y a de remarquable dans ces recherches récentes, c'est qu'elles s'appuient tout â la fois sur la Géométrie, l'Algèbre, le Calcul infinitésimal, la Théorie des fonctions, et même souvent sur la Mécanique' Réciproquement, les propriétés des surfaces ainsi découvertes réagissent de la façon la plus heureuse sur les progrès des sciences auxquelles ont été faits les emprunts. La Géométrie analytique, au degré de généralité qu'elle a atteint, reçoit ainsi de toutes parts la contribution des autres branches de la ^lathématique, et rend avec usure les bienfaits qu'elle a reçus. Sans l'intervention des idées géométriques, pour ne citer qu'iui exemple déjà ancien, la théorie des équations aux dérivées partielles n'aurait fait aucun progrès; et l'on se demande même si le problème se serait posé.
Bien que nous soyons en général très systématiquement réservé en fait d'indications bibliographique^, il_
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nous semble impossible de clôturer ce paragraphe surfl la théorie des surfaces sans signaler l'œuvre si consi-J dérable de M. Gaston Darbonx, dans laquelle sonil résumés les travaux les plus intéressants relatifs à c sujet : Leçons sur la théorie des surfaces et les appli^ calions géométriques du calcul infinitésimal.
R Coordonnées trilinéaires ettétraédriqueB; coordonnée angentieUes. — Nous avons indiqué plus haut qu peut imaginer à l'infini des systèmes de coordonnées. Parmi enx, il en est un dont l'usage est tellement répandu et souvent si utile qu'il mérite ici une mention , Mpéciale.
■ Si Ton prend un triangle ABC et un point M dansi 'son plan, on peut considérer les distances a, p, y de ce^ point aux trois côtés du triangle, ou encore les nombres a', ^', y 9*^* mesurent trois poids placés en A,B,C etj| dont M serait le centre de gravité. Trois nombres quelconques proportionnels à *, p, y ou à a', ^', ■/ sont] ce qu'on appelle les coordonnées iriliiiéairesdece pointM par rapport au triangle de référence ABC. Dans le premier cas, on a des coordonnées normales; dans le second, des coordonnées barycentriques. Ces coordonnées trilinéaires sont toujours homogènes; c'est-à-dire qu'on peut remplacer les coordonnées par des nombres proportionnels quelconques; et les équations de lignes qu'on obtient sont toujours homogènes, et du mèmoJ degré qu'en coordonnées cartésiennes. On peut d'aillenrsv ! servir d'autant de systèmes de coordonnées trili- ' jéaires qu'on voudra, en plus des deux qui précèdent. ) On pi'essent l'analogie et l'extension possible à l'es- Ace, en prenant un tétraèdre de référence ABGD au Wud'un triangle. S'il s'agit par exemple de coordonnées iârycentriques, a, 3, y, 5 (ou des nombres proportionlels) seront les coordonnées du point SI, si M est le jentre de gravité des quatre poids a, p, y, 5 placés en !, B, C, D. Ces coordonnées tétraédriques rendent de
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grantia &orvircs dans beauroup tie qucïîtioiis, i\e même que lus coordoiini'os Irilinraircs pour le plan, en simplifiant h'S ralcnls rt leur dunnanl une plus grande symétrie.
On a été conduit aussi, et surtout par rapplicatîotiileïi l'oordonnécs homogènes qui- nous venons d'indiquer, à l'emploi des coordonnées langentielles. Celles-ci résultent lie l'introduction du principe de dualité. Si dans le plan par exemple «a + c^-)- h'Y= o représente une certaine droite, les valeurs M, t', il" caractérisant cette droite seront dites les coordonnées langentielles de la droite en question. Ou étaliïit alors qu'un point est repiéHeiilê par une équation du premier degré.
Dans l'espace, les coordonnées //, e, ii', * sont celles d'un plan. L'n poiul est représenté par une équation du premier degré. Une droite est déterminée par les coordonnées de deux plans passant par cette droite, ou bien par les équations de deux points qui lui appar-
tiennent. Ces diverses coordonnées, :
l'on
possède
un peu le maniement, sont du secours U- plus précieux dans bien des cas; et elles ont le très grand mérite d'établir un lien moins indirect que les méthodes habituelles entre les symboles algébriques employés et les laits géométriques auxquels ces symboles correspondent.
Le Calcul géométrique. — Malgré les résultai
ble;
s qu
L doit à la <
epllun de Descartes et
à l'usage des coordonnées généralisées sous mille formes, il est permis de se demander si, parvenue au point où elle en est aujourd'hui, la Géométrie analytique n'aurait pas avantage à emprunter un autre secours.
Nous avons déjà signalé, au point de vue algébrique, l'intérêt que présente la méthode des équipollences en ce qui concerne les faits de la Géométrie plane, celle des quatornions pour ceux de l'espace, et la méthode de Grassmanu. D'une façon plus générale encore, tout
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;tème dans lequel les éléments géométriques seront représentés directement par des symboles suseoptibles d'être t'ombinés suivant les règles d'une Algèbre précise constituera un Calcul géométrique.
Qu'il s'agisse d'un Calcul géométrique déjà connu, ou â découvrir, on comprend les avantages qui s'ensuivent, et qui n'excluent d'ailleurs en rien l'emploi des coordonnées dans certains cas spéciaux. Cette relation directe entre les formules et les faits à éludier est un grand soulagement pour l'esprit et apporte de la clarté; car souvent l'appareil du calcul cache la vérité essentielle que co calcul contient sous une forme nuageuse. La simplification dans les écritures est aussi un bienfait fort appréciable. Mais il y a plus encore; l'Algèbre systématiquement appliquée par la voie des coordonnées, manque de souplesse et ne se prête pas à des luiances géométriques, pour ainsi dire, qui ont cependant leur importance; il s'ensuit, quant aux conséquences géométriques, qu'on peut arriver à des résultats, sinon faux, du moins imparfaits; à cette imperfection un calcul géométrique bien établi portera remède, parce qu'il aura tiré ses principes essentiels de la Géométrie elle-même.
Pour éclaircir cette idée par un simple exemple, on sait qu'en coordonnées rectangulaires l'équation .r!^ -\-y' = I représente une circonférence, et.r' — y'^ ' une hyperbole équilatère.
On dira encore que ces éqii Hjit celles-ci :
^aussi aux deux systèmij
,1B B„nl
livalentes
= l/JI^
:= Cli(,i
1 conduit
( étant un certain paramètre dont l'éliminati eu effet aux équations primitives.
Or, l'équation (i) donne bien réellement tous les
tsi LA MJTBÉlÊJTIQC£
points dv la firronfrrencr si l'on fail varier j- Ae — ■ â+ ■; l'équation (i"> donne tons les points de l'hyperbole si X varie de — x à — i ou de i à -J- ac, Cbacun des points est obtenu une seule fois, et on cesse de ries obtenir si l'on sort des limites indiquées.
Au contraire, le système (3'^, quand nous faisons varier /de — 30 à + 3c . nous donnera une infinité de fois la m^me cirronférence. Et quant au système («') dans les mêmes conditions, il ne roiiniii-a que la moitié de l'hjperbole, c'est-â-dire l'une de ses branches senlemenl.
On voit combien des calculs algébriques pareils, ou semblant tels, peuvent répondre à des faits géométriques essentiellement divers, et quels services pourrail rendre le calcul géométrique en faisant disparaître de telles confusions. Les équipollences en effet, dans les exemples que nous venons de citer, dissipent aver la plus grande facilité ces obscurités tant soit peu paradoxales.
La représentation analytique des figures est un chapitre de la science auquel on n'a peut-être pas jusqu'ici apporté tout le soin attentif qu'il faudrait; et le Calcul géométrique seul est de nature à rendre possible une œuvre de cette uature.
L'introduction des imagiaaireB en Géométrie analjtiqae. — La nécessité d'interpréter les résultats de l'Algèljrc a conduit depuis longtemps à introduire en Géométrie analytique des figures imaginaires, auxquelles on prête une réalité sans qu'elles aient aucun caractère objectif. Sur ces figures on raisonne comme si elles existaient réellement, et cela n'a nen que de très licite; mais il faut bien reconnaître, la encore, qu'on ne fait guère autre chose qu'énoncer des vérités d'ordre algébrique en les habillant d'une autre manière. Quand par exemple on dit qu'une droite extérieure à un cercle le coupe en deux points (imaginaires), quand on parle d'une droite (isotrope) qui en chacun de ses points est per-
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pendiculaire à elle-mt^me; d'un foyer, qui n'est autre tliose qu'un cercle de rayon nul doublement tangent à une conique, toutes ces formes de langage sont faites pour surprendre celui qui en ignorerait l'origine pui inenl algébrique ; et elles ne prennent une valeur géomi Irique que par extension, et aussi parée qu'elles pei vent conduire à d'utiles résultats,
11 est un autre mode d'introduction systématique di imaginaires sur lequel un certain nombre de tentatîvi intéressantes ont porté, sans que jusqu'ici on semble élre parvenu à un résultat définitif et décisif. Nous voulons parler de l'emploi de ces symboles imaginaires en coordonnées cartésiennes, lorsqu'on les substitue aux coordonnées elles-mêmes. En d'autres termes, que deviendra géométriquement ie point de coordonnées X, y] ou (t, y, 2) lorsqu'on donnera à x, y, z des ura imaginaires? Comment à ces éléments nouveaux, à ces points de coordonnées imaginaires s'applikqueront les calculs de la Géométrie analytique, et quiproduiront-ils ?
Parmi les auteurs qui se sont occupés de cette quesi d'un haut intérêt, on peut citer surtout Laguerre, Marie, MM. Mouchot et G. Tarry. La question a été ; en ce qui concerne la Géométrie plane ; il reste encore une lacune considérable, car la péométrie à trois dimensions ne se prête pas, ou du moins se prête incomplètement aux conceptions mises
I avant jusqu'ici. Le jour oii un tel problème aura été
finîtivement résolu sera celui d'im grand progrés kccompli en Géométrie analytique,
tes
Définition et objet de la Mécanique. — Oii défini gi- lié Tille ment la Mécanique : « iii science du moiivctnetit et (les causes qui le produisent ". !Mieux vaudrait fi'en tenir n la jircmicre partie, car sur les causes nous ne savons rien ; ou plutôt, nous donnons le nom du causes à des entités et à des locutions Ibrgées par notre cerveau. Du reste, dans toutes les sciences expérimentales, le même fait se produit ; le progrès ne consiste pas à chercher à proprement parler la cause d'iio phénomène, mais â découvrir les lois qui le régissent, et surtout, par l'application de ces lois, à le faire rentrer dans un phénomène plus général, dont il devient une fiiniplc conséquence à titre de cas particulier. Rien n'cmpècliera de qualifier de cause ce phénomène général, pour la commodité du langage, mais on n'aura fait que déplacer la difficulté.
Dans l'échelle générale des sciences, la Mécanique occupe un rang tout parlicnlier, dont elle tire sa haute importance philosophique. Placée aux conhus des sciences dites exactes et des sciences physiques, elle participe à la fois des unes et des autres ; il s'ensuit que
(') Une grande partie des réQei
p/fdit. (Voir l. XXIII, p, 484.)
îme sujet, publié d.
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positions personne i attribuer à cette science des caractères diflTé- 1 icnts et même contradictoires. Si l'on s'est bien pénétré I cependant de la vi^rité sur laquelle nous avons tantfl insisté dans ce cjui précède, à savoir qne toutes les 1 sciences sout expérimentales, on reconnaîtra qu'il n'y I il pUis à déterminer qu'une question de degré, et que 1 celte détermination devient chose relativement facile.
L'observation préalable du monde extérieur, toujours J indispensable, Fournit à la science mathématique pure, J telle que nous l'avons considérée jusqu'ici, un petit! nombre de vérités l'ondamentales, desquelles un sys- 1 lènie purement logique et rigoureusement établi per- \ mettra de déduire un nombre incalculable de eonsé- {(uences. J
Dans les sciences physiques, au contraire, l'expé- J rience et l'observation doivent être perpétuellement en: I jeu ; elles provoquent la recherche de lois nouvelles, 1 et une fois ces lois découvertes, elles en prouvent 1 l'exactitude et en établissent la vérification. ]
En Mécanique, il y a une situation intermédiaire. 1 ,Vucun axiome fondamental n'est directement fourni par l'observation de la nature, et cependant l'expérience n'est pas appelée à une vérification permanente pour le moins inutile. Au lieu d'axiomes (et tout en s'cmparant de tous ceux qui concernent la science des grandeurs et celle de l'étendue) la Mécanique part de ■ |)rincipes Ibndamentaux. Ces principes, nullement évidents par eux-mêmes, sout des vérités qui résultent à la fois de la contemplation raisonnée des phénomènes du monde extérieur et d'une longue suite d'opérations logiques. Les principes de la Mécanique sont donc le résultat d'une synthèse profonde, dont seuls ont été capables quelques génies exceptionnels.
Ces principes établis et formulés prennent un caraclére de propositions mathématiques ; par leur forme iiiéme, en effet, ils montrent que l'abstraclion préalable
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el indispensable a déjà élé effectuée ; nous reviendra (lu reste sur ce point d'une extri^nie impartante. De» lora, la Mécanique rationnelle est eu possession des éléments nécessaires à la constitution île toute science mathématique. Nous disons ^/L'cfi/i/^i'era/ro/i»e//e, parce qu'elle ne s'occupe que d'abstractions, d'êtres de raison, parce que le passage du concret à Tabstrait a élt^ effectué déjà, et parce que le retour ultérieur de l'abstrait au concret sera du domaine de la Mécanique appliquée.
Nulle part peut-être ce passage et ce retour ne sonl plus délicats ; et cependant nulle part on ne trouve les résultats de la science pure plus utiles et plus précieux quand on en vient aux applications. L'explication de cet apparent paradoxe tient à ce que les abstractions sont assez rapprochées de la nature pour représenter la vérité des laits avec une approximation suffisante ; et que cependant elles s'en éloignent assez pour avoir pu éliminer totalement les causes de complications qui eussent rendu l'étude des phénomènes scientifiquement impossible.
Introdactioa du temps; la Cinématique. — Le mouvement, nous l'avons précédemment fait remarquer, s'impose en Géométrie ; sans la notion du déplacement des figures, il n'y a plus de science de l'élendue. Maïs les mouvements en Mécanique se distinguent de ceux considérés en Géométrie, par l'introduction d'une grandeur nouvelle, le temps, dont nous avons tous la notion et qui est indéfinissable par nature. Seuiemcnl, comme celte notion est intimement liée à l'ordre de succession des phénomènes, et que nous ne pouvons même la posséder autrement que par celte considération, il s'ensuit que nous sommes en état d'apprécier des temps égaux, employés à l'accomplissement de phénomènes identiques, que nous savons aussi ce que c'est que la somme de deux temps ; dès lors, cette
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grandeur, nous pouvons la mesurer, !a traduire en.l □ombres et la soumettre au calcul, I
il est donc possible ainsi, comme l'a remarqué^J Ampère, de Taire Tétude des mouvements, eu y ïntro^l duisant la notion du temps, mais sans se préoccupecV en aucune manière des causes (]ui produisent les mou-'l vemenls que l'on considère. A cette branche de lav science a été donné le nom de Cinématique; elle com^l prend l'étude des mouvements des points, et en gêné- ■ rai des figures géométriques quelconques ; elle consi- 1 dère aussi des éléments nouveaux, tels que les vitesses I et les accélérations, dont on ne s'occupe pas en Géo- I raétrie. I
On a beaucoup discuté depuis près d'un siècle, et I surtout au point de vue de renseignement, pour savoir I quoi rang la Cinématique devait occuper dans la Mé-'fl canique rationnelle. La vérité, c'est que cette science I n'appartient pas directement à la Mécanique. Elle forme I non pas un chapitre à part, mais une introduction indis- I pensable, et voici, ce me semble, quelles sont les consi- 1 dérations décisives à l'appui de cette manière de voir. J
La Cinématique ne fait appel à aucun des principes ] généraux de la Mécanique ; c'est une science mathéma- | tique pure dans toute la force du terme. Elle emprunte j au monde extérieur les mêmes données premières j que la Géométrie; elle y ajoute la connaissance du J lemps, comme nous venons de le dire; mais une fois I ces éléments traduits en nombres ou en figures, c'est- 1 à-dire tombés dans le domaine de l'abstraction, elle J poursuit sa marche logique sans aucun emprunt sup- I plémentaire direct ou indirect à l'expérience et à l'ob- ] servation. |
Il y a plus ; en se plaçant au point de vue des tendances ntodernes de la Géométrie analytique, on y r pourrait faire rentrer la Cinématique de toutes pièces. I Il est fréquent, en elTot, qu'on étudie les déplacements ] géométriques qui dépendent d'un paramètre réel. Que
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Ton considère co paramétre, nombre abstrait pa comme repn^sentanl le temps , et l'ctude cinématique se trouve effectuée. Nous ne voulons pas dire que cette méthode doive ^tre suivie en réalité, qu'on le remarque bien. La Cinématique correspond à un ordre d^idées trop important et nouveau, elle touche à trop de questions dont rîntérét géométrique est secondaire, pour ne pas mériter une place spéciale dans l'ensemble de la Mathématique, soit au point de vue de la classification générale, soit à celui de renseignement.
Mais cette place, nous j' insistons, est celle que nous venons d'indiquer; placée entre la Géométrie et la Mécanique rationnelle, l'étude mathématique des mouvements dans le temps et dans l'espace est un complément de la première et une préparation à la seconde. Il est juste de reconnaître qu'après bien des hésitations et des lâtoiiiifnipnts, les savants français semblent aujourd'hui entrer résolument dans cette voie, et que la Cinématique tend à prendre de plus en plus le caractère d'une science ayant sa doctrine, son autonomie et ses moyens propres de recherches.
Le point matériel. — La première des abstiactinus de la Mécanique consiste dans la considération d'un élément indispensable à la constilutiiin mathématique de la science, mais qui demande une couite explication, à cause du côté paradoxal et un peu arbitraire que cette conception présente en apparence.
Toute portion de matière, si faible qu'elle soit, fi'ilelle réduite à un atome, occupe une certaine portion de l'espace. Cependant, la Mécanique envisage un point, analogue an point de la Géométrie, c'est-à-dire dépourvu de toutes dimensions, et en lequel on suppose concentrée une certaine quantité de matière. Rien n'oblige même à admettre que cette quantité soit faible; on la prend à volonté, selon les besoins de la question, et l'on considère ce point géométrique comme
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Jouissant des propriétés qui appartiennent à la matière J au point de vue mécanique. C'est à cet élément qu'on j a donné le nom de point matériel. Ici rabstraolîon est 1 poussée à ses dernières limites ; elle n'en est pas moins J précieuse pour cela, mais encore une fois, il faut unJ peu de réflexion pour ei» reconnaître les bienfaits, et 1 pour ne pas trouver qu'il y a une contradiction (enJ apparence, je le répète) avec les faits de la nature. [ L'idée d'un point géométrique ayant autant de matière j que mille tonnes, ou mûme que le soleil, par exemple, surprend un peu. Mais, si l'on réfléchit bien, on verra I qu'il n'y a rien là dedans qui soit plus contraire â nature des choses que le point géométrique lui-même,,! la ligne droite, et en général les autres abstractions] dont s'empare la Mathématique. C'est donc sur lesi points matériels que raisonnera constamment la Mécanique, et les corps qu'elle étudiera au point de vue des mouvements devront être considérés comme des ensembles de points matériels.
L'inertie etiea forces. — L'une des hypothèses nécessaires à la constitution de la Mécanique, bien qu'elle j soit également en contradiction avec le spectacle que 1 nous offre le monde extérieur, est celle du repos I absolu, qui permet, par l'établissement d'un système lixe d'axes coordonnés, de juger des mouvements à |iuints matériels. Cette hypothèse admise, le principe j fondamental de la Mécanique est eelui de l'inertie; on ' l'énonce en général sous cette forme : i° k un point matériel au repos restera au repos s'il n'est soumis à aucune action extérieure ; a" si un point matériel se meut uniformément en ligne droite, il continuera ce même mouvement tant qu'il ne sera soumis à aucune action extérieure ». Et on le complète en disant : " toute cause extérieure de mouvement ou de niodiflcation de mouvement d'un point matériel est une force »,
On a souvent aussi traduit le principe de l'inerlie j
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dimensions; que les angle-S son! des rapports de- longueurs, etc. En Mt'Tanique, nous venons de voir qu'il s'iolrodiiit deux grandeurs essentiellement nouvelles, le temps et la masse, irréductililes par nature, soit entre elles, soit avec les longueurs. II s'ensuit qu'on est conduit à adopter des unités, d'ailleurs arbitraires, pour mesurer les longueurs, les temps et les masses. Mais une fois ces trois unités fixées, tout en découlera, chacune des autres entités de la Mécanique étant rattachée à CCS trois éléments fondamentaux : longueur, temps, masse. C'est ce qu'exprime le tableau suivant, où les symboles L,T,M figurent la longueur, le temps et la masse, et où les exposants représentent les dimensions relativement à chacun de ces trois éléments, par extension avec ce qui a lieu en Géométrie :
Longueur L' T« M'
AccélératLon L' T"» M«
Force L' '1"-'
Nous nous bornons à ce petit nombre d'exemples; mais cela s'étendrait à la force vive, au travail et à tout le reste.
On comprend donc l'importance de rétablissement définitifdes trois unités fondamentales; le système C. G. S. qui est à peu près universellement adopté aujourd'hui, du moins pour les questions de Physique mathématique, consiste, comme l'indiquent ces initiales, à prendre pour unité de longueur le centimètre, pour unité de masse la masse d'un centimètre cube d'eau distillée dans des conditions de température et do pression déterminées, c'est-à-dire le gramme-masse, et pour unité de temps la seconde sexagésimale de temps moyen.
Cette indication très sommaire ne nous a pas semblé être inutile dans un aperçu général, car les questions d'unités sont souvent en Mécanique et en Physique U .
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source de bien des difTicuUés, quand on u'est pas enil
• poasesaion des notions primordiales, cependant trè»l
simples. I
Xa Statique. — Il peni [iriiver qiin sous l'actionl d'un système de forces, un ensemble de points matérîelstS au repos reste au repos. On dit alors que ces forcefu se font équilibre, ou que le système est en équilibre. I
Sous le prétexte que le repos est pins simple que lel mouvement, on a souvent proclamé, et quelques per-| sonnes proclament encore aujourd'hui que c'est' par^ cette étude de l'équilibre qu'il convient d'aborder la Mécanique. C'est cette branche de la Mathématique à laquelle on a donné le nom de Statique. Telle qu'elle est habituellement constituée, du moins dans ses éléments, la Statique comprend l'étude de l'équilibreil d'un point matériel et d'un solide invariable, I
Nous croyons, comme pour la Cinématique, que le J chapitre de la Statique ainsi comprise doit être soi- I ^neusement détaché delà Mécanique rationnelle, dans 1 laquelle il ne peut jeter que trouble et confusion. 1
Tout d'abord, il parait assez étrange, après avoîff'J appelé, par définition, force une cause de mouve- \ ment, de n'étudier les forces que dans les cas oii elles | ne produisent aucun mouvement. D'un autre côté, le i solide invariable, nouvelle abstraction mécanique quf j n'existe pas dans la nature, repose sur une suite d'hypothèses faites sur les solides de la nature et représentant un cas particulier des systèmes matériels. Enfin, la Statique ainsi comprise oblige à une mesure directe des forces, dont la concordance avec les notions de la Mécanique rationnelle est loin d'apparaître directement.
Pour toutes ces raisons, nous estimons qu'il y a lieu de faire de la Statique, dont certaines parties présentent le plus réel intérêt mathématique, un chapitre com- ^^iémentaire spécial de la Géométrie , sans aucune ^^J
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attache Hlrertc avoi' la JIi'raiii<|ii<', f|iii ^n cs( complètenii'iit disliiK-li'.
Il siillit |ioui' lela île tléhîgnrr provisoiremenl par force; un sogmeiit de droito de l'espace, ayant uni' origine et une cxliéinilé bien définies, et qui peut é.Uv transporté loiit d une pièce le long de la droite illitnitéesiip Ia(|uelle il est placé {'). L'origine de ce segment sera le point d'application, la liingueiir sera la grandeur de la force, el en partant de là, on pourra non seulement édifier toute la Statique élémentaire ordinaire, mais encoïc y ajouter ces notions si intéressantes aujourd'hui éparses, et qui mériteraient si bien de former un corps de doctrine, comme l'a fait observer M. lïatoti de la Goupillière, sous le nom de Géométrie des masses; elles comprennent notamment les centres de gravité et les moments d'inertie.
Le jour où l'on se serait ainsi décidé à faire de la Statique un chapitre de Géométrie pure coniplénientaire, c'est-â-dire une science exclusivement mathématique, n'empruntant aucune notion à la constitution intime des corps, il deviendrait indispensable d'en proscrire les démonstrations de propositions indéniontrables, comme celle du parallélogramme des forces, qui ne repose que sur un amoncellement de sophismes, et dont la vérité, en Mécanique, provient d'un principe fondamental révélé indirectement comme les autres par l'observation. Kn Statique, il faudrait, par définition el non autrement, appeler /■esH//«H/p de deux forces ayant même point d'application la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces.
La Statique géométrique, ainsi présentée, et dégagée de tontes les considérations mécaniques qui la dénaturent et l'obscurcissent, serait une préparation utile, mais non pas indispensable, à la Mécanique rationnelle.
LA MÉCANIQUE ItATrO.WKLI-E i]5
et lorsqu'on aborderait lelle-ci, il ne sérail pas tliilicile de voir la coïncidence entre les forces qu'on y étudie et les êtres de raison purement géométriques 1
désignés antérieurement sons le même nom.
La. Dynamique. — La Dynamique est l'étuile du moi vement sous l'action des Ibrces, C'est en elle que s concentre en réalité toute la Mécanique ralionnellevj Elle se divise tout naturellement en deux parties Dynamique du point matériel, Dynamique des systèmeî
Avant de dire quelques mots de chacun de ces sujets J qu'il nous soit permis de présentei' une observation d'ensemble. La Mécanique se sert de la Mathématique'! tout entière, de la Géométrie et du Calcul. Mais € n'est eu elle-même ni une science de calcul, ni i science géométrique, malgré son caractère de ratic naitté. La tendance manifestée par des auteurs asseH nombreux, et qui consiste à y chercher l'occaBion dw problèmes de calcul ou de Géométrie, est donc profou-'i dément regrettable, même quand ces auteurs y apportentj le plus de talent. Cette science présente assez de difli cultes par elle-même, son objet est trop important pour] qu'elle s'égare dans des questions latérales et perdftf ainsi le bénéfice de la situation unique qu'elle occn dans l'échelle générale des connaissances humaiut Plus on avancera, et plus on arrivera à reconnaître la" nécessité de ne pas abandonner un domaine oi!i les prt grès purement philosophiques trouvent leur compi temps que les applications pratiques rci .lement satisi'aclion.
Bg.1
La Dynamique du point matériel. — L'étude préalable' de la Cinématique permet de donner à ce chapitre de la Mécaniijue un développement modéré, sans qu'il cesse île former un corps de doctrine bien complet. Après un exposé des principes généraux les plus essentiels et l'introduction de la notion de la masse et de celle de la
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force, la Dyiiainiqtio du point matériel se déroule % une précisiim et une niîltelé lotales. L'introduction des vecteurs, d'aillL-urs pour ainsi dire iiidiapcnsabli; en Cinématique, serait de iiuture à apporter encore ici des simpliGcalions et des elartés nouvelles.
Dans cette élude prennent place : les théorèmes généraux, la théorie des forces centrales, le mouvement d'un point matériel qui n'est pas libre, et aussi l'étude si impartante des mouvements relatifs.
La. Dynamique dea systétnaa. — Autant nous uoiia sommes élevé contre rintroduction parasite des éléments de Statique dans la Mécanique, autant nous croyons qu'il est utile, poiu' un exposé méthodique des principes de la ^léeanique, de débuter ici par l'étudtde l'équilibre, qui se fait à un tout autre point de vue e\ qui est dominée par le beau théorème du travail virtuel, de Lagrango. Oh y trouve ravantiigo d'une grande unité et d'une simplification des notions qu'on est appelé ensuite à examiner.
Les systèmes libres étant ensuite étudiés au point de vue du mouvement, lorsqu'on aborde les systèmes à liaisons , le principe de d'Alembert vient projeter comme une hieur immense sur toute la science du mouvement et achève de lui donner cette unité qu'elle a acquise, grâce aux efl'orts de tant de génies incomparables. Les équations de Lagrange apparaissent comme une sorte d'instrument analytique universel permettant d'attaquer, sinon de résoudre définitivement, toutes les questions que l'étude du mouvement pourra soulever. En arrivant ensuite aux solides naturels, il y a une précaution indispensable à prendre : c'est de bien préciser l'étendue des hypothèses; car on ne doit jamais oublier qu'on est et qu'on reste dans la Mécanique rationnelle, et que les prétendus solides naturels ne sont cependant eux aussi que des abstractions nouvelles, moins éloignées de la nature que les solides
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invariables de la Géonn-trie, mais qui cependant n'existent pas phis réellement.
11 nous serait impossible de passer ici en revue toute la série des problèmes auxquels peut s'étendre la Dynamique dans le développement, d'ailleurs indéfini, de j ses applications purement théoriques. Les plus remarquables d'entre eux sont peut-être ceux qui concernent l'Astronomie, ou la Mécanique réleste, (?ar c'est la seule des sciences naturelles oii Ton puisse arriver à une concordance aussi parfaite entre la théorie et les faits réels. Nous devons cependant la regarder, en raison de . son caractère même, comme une science appliquée, et \ nous aurons à en dire plus loin quelques mots à ce titre.
Ce que nous voulons seulement indiquer en terminant ce paragraphe, c'est l'infinie diversité des résultats et aussi l'unité de méthode qui caractérisent cette partie de la science depuis les immortels travaux de " d'Alembert, de Lagrangc et de leiu's continuateurs.
~ Les limites de la Mécanique. — 11 est un é<'ueil à éviter, et que malheureuseirient on n'évite pas toujours. Autant il est funeste, comme nous l'avons'dit, de chercher dans la Mécanique un prétexte à problèmes de ilalhématique ordinaire, autant il deviendrait dangereux d'y incorporer des chapitres qui ne lui appartiennent pas. Dans presque toutes les branches de la Physique aujourd'hui, on fait usage dans une mesure plus ou moins étendue de la Mathématique. De là est souvent résultée une tendance à vouloir introduire dans la Mécanique et soumettre à ses méthodes des questions et des théories auxquelles elle est incapable de s'appliquer, du moins aujourd'hui.
Sans que les limites puissent être tracées d'une manière absolue, il est nécessaire de laissera la Physique, d'une façon générale, la série des questions pour lesquelles une intervention directe et permanente de l'expérience est nécessaire.
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La ohaleiip, lu lumière, rélccliii'ili-, lîi ronstitiT iriolùotilaire des corps, par l'xemplc, ajiparlieiiiit'iil iiicontostahluniPiil à la l'IiysiipU', bien que la Mallu^matique {misse H»uvcut leiii* i^ti'e ajjpttquée de la façon la plus utile. Plus lard piMit-i"-!!'*!, quand de nouveaux progivs aurniit l'té roalisés, quand les hypothèses auront lait place à d'indiscutables véritî's que nous ignorons aujourd'hui, certains chapitres do la Physique pourront-iis tomber dans le domaine de la Mécanique; mais nous n'en sommes pas là.
Le danger princ'ipal d'une telle conrusinu scinil d'enlever à la Mécanique le caractère do haute précision et do rigueur qui en fait une science impeccable, alors que SCS applications sont si rapprochées de la véritt^ naturelle, c'est-à-dire des faits. Ceci tient à ce que les hypothèses générales sur lesquelles ses abstraclions sont conslruiles sont en petit nombre d'une part, et que de l'autre ces hypothèses sont elles-mêmes fort pen éloignées de la réalité. Or, si l'on se condamnait à agir de môme en Physique, on couperait court à tout )»rogrès. La liberté la plus large dans les explications est la condition première de la marche eu avant. La théorie de l'émission en lumière, celle des deux fluides en électricité, ont eu leur raison d'être et ne sont pas déjà ai anciennes. Où en serions-nous si, bâtissant sur ces théories quelques chapitres de la Mécanique ralionnelle, il nous fallait aujourd'hui les jeter au feu comme d'inutiles erreurs! L'erreur est en Physique une route ouverte vers la vérité ; c'est par de perpétuels tâtonnements qu'on avance; il n'en va pas de même dans une science mathématique telle que la Mécanique rationnelle; et nous croyons possible, en s'appuyant sur ces idées générales, de tracer avec une précision suftisante les limites du domaine de la Mécanique, <
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CHAPITHE PREMIER
Considérations générales.
Le mot npplications peut t4re compris scienliQque-" lent, et surtout eu Mathématique, de deux manièreff"
1 distintles. Lorsqu'une proposition ou même une léorie nouvelle a été établie, on osl conduit, pour lontrer que ce n'est pas uniquement d'une vérité isolée l'il s'agit, à l'appliquer à un certain nombre de quesons, soit pour résoudre des problèmes, soit ])Our en éduire encore d'autres propriétés. Les applications de Btte nature font partie intégrante de la Mathématique ire ; elles y sont pour ainsi dire incorporées, et l'on i saurait comprendre la constitution d'une branche îelconque de la JIathémati<|ue, qui ne eontiendrain i d'applications. 1
Ce n'est donc pas de ces applications-là, dont la ' éoniétrie analytique en particulier odVe le plus i'rapant et le plus considérable des exemples, que nous voulons maintenant nous occuper ; nous en avons dit tout ce qu'il nous semblait nécessaire d'en dire. Mais les résultats obtenus par la Mathématique pure, sous
Iules ses formes et dans tous ses domaines, peuvent re utilisés pour résoudre les questions que présente nous le monde réel. Qu'il s'agisse de problèmes pra-
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tiifur*i iliinl la solulitm nous r»t demandée par lèse ditions m^inpi> de la vie. ou d'une •simple salisfartion mlellertucllc, dt-s ipie nouï^ «{nillons le doiuaint des abslnclîons puirs pniir alMirder relui de la nature, des faitâ. nous sommes par cela mî^me dans la Mathémalique appliquée.
On pourrait ainsi, d'une faron à peu près satisfaisanle. définir retle dernière, la parlie de la Malhémn- (ique i|ui a [H>ur objet d'cfTecluer le rclour de l'abstrait au concret.
La Malhêraalique appliquée se subdivise par conséipieiit en une fouI« de branches, suivant la partie de ta science pure dont elle fait usage, el aussi suivant lii nature des questions ([u'il s'agît d'étudier et de résoudre. Nous ne saurions avoir la prétention de les passer toutes en revue, d'autant plus que chaque jour peut voir éciore une science niathéniatique appliquée nouvelle. Nous ne nous arrêterons au contraire dans les pages qui suivront, el à titre d'exemples, que sur celles de ces sciences qui présentent un intérêt spécial au point de vue <le la ntélhode et des idées générales.
La très grande majorité de ces sciences d'application concerne des sujets qui ont une utilité pratique évidente, et il faut hîcii remarquer qu'on rencontre dansln constatation de ce fait la véritable origine de la Mathématique. Dès qite Thomme s'est trouvé sur la terre, en possession de son intelligence et appelé à lutter contre toutes les forces de la nature, en apparence coalisées contre lui, il lui a bien fallu s'armer pour cette lutte; et, sans que la maxime fût exprimée, il s'est nécessairement convaincu de cette vérité k qu'on ne triomphe de la nature qu'en obéissant à ses lois ». D'un autre côté, dès que les relations sociales entre individus ou entre nations commencèrent à s'établir, les échanges, l'évaluation de la surface des champs soulevèrent des problèmes qui imposaient l'obligation de compter et de mesurer. L'Astronomie, imposée pour ainsi dire à J!hi>
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nianité par le spectacle permanent qu'elle nous offre, I présentait en outre dans ses conséquences une utilité I pratique qui saule aux yeux ; or, on n'a pu y faire! quelques progrès que du jour où les premières notions ■■ de Géométrie et de calcul intervinrent. M
Il n'est pas besoin d'insister davantage pour établira que c'est le besoin, que ce soutles nécessités du milieu! ambiant qui ont provoqué la création de la Mathématique^! et déterminé les abstractions sans lesquelles cettefl science eut été impossible. Mais aussitôt les premières I l'ondations de l'édifice établies, le problème ne larda pas 1 à changer d'aspect. L'homme s'aperçut que dans laJ recherche de la vérité pour elle-même il y a des salis- 1 factions intimes de l'esprit, entièrement indépendantes I de toute préoccupation d'applications ultérieures. Il I reconnut en outre que la plus énergique incitation a la' I recherche, le plus puissant des instruments de progrès! était précisément ce besoin de découverte, poussé à deM si hautes limites dans quelques esprits. De là suivait! une conséquence : c'est que les sciences d'application I se trouvaient pour ainsi dire d'autant mieux pourvues I que les savants s'étaient moins préoccupés de, les pour- ! voir, si étrange et paradoxal que cela puisse sembler. I Dans tous les cas, au point où en est arrivée aujour- I d'hui la culture întellectueile dans le monde civilisé, la J question ne se pose même plus et ne saurait se poser; J tout au plus est-elle soulevée de loin en loin par quel-1 ques personnes d'une ignorance totale en Mathéma- | tique, et n'ayant même pas la notion de ce qui constitue la science en général. La question « A quoi cela peut-il servir ? » est en matière de science la plus folle et !a plus vaine qui se puisse poser. La meilleure de loules les réponses à y faire est : h Qu'en savons-nous ? » Lorsque les géomètres grecs poursuivaient leurs patientes et admirables investigations sur les propriétés 1 des sections coniques, pouvaient-ils supposer, et un seul de leurs contemporains pouvait-il supposer qu'un jour J
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Kepler s'en servirait pour découvrir les lots des n vcmcnts des corps ràleslcs; que Newton en déduimil la gravîlalion iniîversclle ; que toute rAslronomie moderne sortirait de là. el que la t^iéographîe et la Navigation seraient appelées à recueillir le bénéfice des méditations de ces rêveurs.
Mesurer une science à son utilité est presque un crime intellectuel. Mais quand la science est faite, que des cherclicui's y trouvent ce qui est utilisable au point de vue des applications, ceci est une autre affaire. Que le mathématicien lui-même abandonne momentanément ses recherches purement abstraites pour mettre à la disposition de ses contemporains un ensemble de vérités dont on peut dès à présent tirer des applications concrètes, en le faisant, il complète sa tâche et montre une fois de plus que la science, si elle constitue primitivement une satisfaction de l'esprit, n'a pas oublié son origine première et conserve son utililé.
Dans cet ordre d'idées, il me sera permis de citer un exemple contemporain et de rappeler un souvenir. Parmi toutes les nations du monde, il n'en est assurément pas une plus intéressante que les États-Unis d'Amérique, au point de vue du développement rapide qu'a pris ce pays, des progrès prodigieux de son industrie, de l'énergie et de l'initiative dont il a fait preuve. Mais tant d'activité obligée, imposée à un pays neuf par les conditions de son existence, se conciliait mal avec des recherches purement théoriques, avec la poursuite sentimentale de la vérité pure. Aussi le nombre des mathématiciens américains a-t-il été longtemps des |ilus réduits. II y a environ vingt-cinq ans, mon ami regretté J. Ilouël, l'un des savants les plus instruits de son temps, et dont l'érudition mathématique était immense, m'entretenait dans une de ses lettres de la siliiiilion mathématique des diverses nations et arrivait à celte phrase typique, dont je n'ai Jamais perdu le soU<
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venir: « Quant aux Etals-Unis, ils importent jusle la quantité de science pure «[ui est nécessaire à leur industi'ie. »
C'était 1res exact alors. Depuis trotte époque, un Bavant anglais, Sylvester, mort il y a peu de temps, fut appelé à professer à Boston ; il y fonda un important journal mathématique, et provoqua une sorte de révolution intellectuelle à ce point de vue, en quelques années seulement. AujoiirdUui, la Société malhéinaiique américaine de New-York comprend à peu près le même inombre de membres que la Société malhéinaiique de vFrance. La Matliématique, sous toutes ses formes et s toutes ses parties, est professée dans du nombreuses Universités, traitée dans une foule de publications et cultivée par des savants qui ne le cèdent en 1 à leurs confrères d'Europe. Elle n'est plus un objet d'importation emprunté à l'ancien monde ; c'est ^ievenu un article essentiel de la production nationale, et cette production augmente chaque jour, comme importance et comme quantité. Ce phénomène s'est accompli, i|e le répèle, en un très petit nombre d'années; cl il
t assez curieux pour valoir la peine d'une indication.
Malgré ce développement extraordinaire, et peut-être « cause de ce développement, l'industrie américaine rien perdu de son activité, bien au contraire ; elle jprend à tâche, et parfois avec une sorte de fièvre, de transporter tes résultats de la science pure dans le domaine des applications dés qu'elle les juge utilisables; *t c'est par centaines que l'on pourrait compter le!« piibli- '«ations américaines s'occupant «haque jour, si>u« une forme ou sous une autre, de Mathématique appliquée.
C'est tout naturellement dans l'art de l'ingénieur )qne ces applications, lâ-bas comme partout, trouvi^rit Surtout leur emploi. L'ingénieur, d'une façon gén «st l'homme qui est appelé par su profesHiim à réM es questions pratiques, où la coniiaiH«unea f
est HL'cetïsaii'e. Il oinpriinte à loutesl
naturelle:
scienftis pures, Mathéuiatique. Physique, Chimie, Biologie, etc., et la Mathémalique est nolaui nient pour lui uu iitstrumcnt iudispeiisable. Il ne saurait, en générnl, être niathêmatieien; sauf de rares situations exceptionnelles, les conditions de sa profession, les obligations qui en rùsullent, se concilient mal avec les recherches longues et patientes qu'exige la conquête de la vérilr pure; il lui faut parfois improviser les solutions, faire preuve de coup d'œil, tel un général sur le chiinip de bataille. Mais cependant une éducation mathématique préalable est indispensable à l'ingénieur, et îl lui faut avoir aussi Tesprit mathémalique s'il veut rester â la hauteur de sa tâche.
11 lui doit surtout d'être pénétré de la nécessité de l'abstraction et de comprendre sous quelles conditions peut s'effectuer le passage de l'abstraction â la réahté. Ces connaissances sont peut-être moins universellement répandues qu'on ne l'imagine ; il n'est pas rare de rencontrer des ingénieurs, d'ailleurs fort intelligents et distingués, pour vous dire qu'ils ont totalemeDt oublié ce qu'ils ont su jadis en Mathématique ; que de tous les éléments péniblement acquis autrefois, ils n'ont jamais occasion de faire usage ; et pour conclure que les connaissances mathématiques sont plutôt nn • moyen de sélection imposé dans les concours, que les bases d'une éducation professionnelle effective. Je n'en- i tends jamais ce langage sans en concevoir une pro- I fonde tristesse ; je n'y peux voir que le reflet d'un | enseignement incomplet et mal coordonné, qui arrive ' en lin de compte à des dépenses intellectuelles énormes, pour ainsi dire totalement perdues. i
Certes, il n'est pas indispensable à l'homme chargé de construire un barrage ou une machine à vapeur de | se rappeler la démonstration d'un théorème d'Algèbre particulier ou de résoudre tel problème de Géométrie analytique. Mais dans les raisonnements qu'il est con-
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*trainl du l'aire, dans les résultats luiiiiérîques qu'il doiti îippliquer, il se trouvera exposé aux plus cruels iiié^fl comptes s'il a perdu la notion des méthodes mathéma- J tiques, s'il n'est pas en état de faire, la comparaison I entre les abstractions pures et les réalités coni?rèteal (|iii sont sous ses yeux, etde juger des conditions sotisl lesquelles celles-ci sont sans inconvénient applicables.1 à celles-là. I
Aucun résultat mathématique n'est vrai, à proprement^ parler, quand on l'applique au monde réel, puisqu'illl porte sur d'autres objets que ceux du monde réel ; maï^fl un tel résultat est un premier guide, et un guide trè»*! utile, parce qu'il indique toujours une approximation,! Cette approximation est précieuse, surtout si l'on peutJ en connaître les limites. On peut et on doit corriger* les erreurs par l'appel à l'expérience, les comparaison»! avec ce qui a été fait précédemment dans des cas ana-«fl logues, et aussi par l'intervention du bon sens et del la sagacité personnelle. Mais on perdrait le meilleur 1 des appuis si l'on était seulement léduit à des rca-fl sources de cette nature. I
Dans les applications, une erreur n"e.st dangereuseJ ne lorsqu'on l'ignore. Prévenu, on est en garde t'ontrafl et si on en connaît les limites, elle devient aul intraire un bienfait. ■
Cet ordre d'idées m'amène à insister dès à présent! sur une idée générale qui parait relever du calcul, ■ dont la portée est beaucoup plus vaste : celle des 1 yfraxîma lions. 1
On introduit parfois, il est vrai, soit en Arillinié tique, 1 it en Algèbre, un chapitre parlicidiersur les approxi- 3 mations; mais, surtout dans l'enseignement, point spé- J cial sur lequel j'aurai à revenir plus loin, on n'établîtl généralement aucun lien entre cette étude et toutes les questions sur lesquelles elle réagit. On n'eu cherche pas les conséquences et l'on n'en poursuit pas les ana-
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logics dans ia science du rélciidue. Enliii, et cci^i est plus grave encore que tout le reste, on donne à luette étude un caractère exclusivement abstrait, ce qui la dénature et lui enlève sa principale utilité. II y a lieu d'ajouter aussi, comme nous le prouverons, que le reste de l'enseignement, dans plusieurs de ses parties, révèle un mépris complet de ces notions péniblement acquises.
En n'accordant pas a la théorie des approximations; la place qui lui apparlient dans le domaine du concret, en ne l'appliquant pas â l'étendue, en négligeant d'en l'aire usage pour toutes les questions simples qui se prêsenlent, on est arrivé, peu ù peu, à inruser de plus en plus dans l'esprit de ceux qui ctdtivent superficiellement la Mathématique cette idée fausse que c'est la science de l'absolu. 11 n'est pas surprenant, avec une pareille conception a priori, qu'on aille au-devant des déceptions ; mais il est bien injuste de mettre à la charge de la science les conséquences de la conception vicieuse qu'on s'en est faîte,
Babinel, dans l'Avertissement de ses Calculs pratiques appliques aux sciences d'observation , rapporte une anecdote qui nous parait bien instructive en cette matière, sous sa forme humoristique. Je cite : k A quoi bon, disais-je à l'illustre Dulong, mettre sept ou huit décimales dans le rapport de réfraction relatif aux phénomènes de la double réfraction, tandis que déjà les déterminations expérimentales ne s'accordent pas entre elles dans la troisième décimale ? — Il me répondit avec une gravité ironique : Je ne vois pas pourquoi on supprimerait les dernières décimales ; car si les premières sont fausses, peut-être les dernières sont-elles justes ! »
Une saine appréciation des approximations nous semble donc être la condition essentielle, fondamentale de toute branche de la Mathématique appliquée. D'après ce que nous avons dit plus haut, cette notion doit être complétée par une connaissance approfondie
CO.ySIDEHÀ TIOKS GEyERALES 147
des objets concrets sur lesquels OQ raisonne. Ici, la i nécessité n'existe plus d'élablir les vérités de Mathématique pure dont on a besoin. Ces vérités sont à pied I fl'œuvre; il reste à les utiliser; pour cela, il convient' de les transporter dans le domaine concret, avec une I discussion qui aura pour résultat de montrer dans j quelles limites seront circonscrites les erreurs résultant de cette opération; autrement dit, sur quelles approximations il sera possible de compter.
Cette discussion est chose souvent délicate et difii- | cile; elle exige l'intervention de la pratique et de l'expérience, le rapprochement avec des résultats fournis par d'autres sciences que la Mathématique. 11 est permis, ce qui serait une monstruosité en Mathématique pure, de considérer ici un résultat approché corn très supérieur à un résultat rigoureusement exact, si le premier est par sa nature mieux adapté à l'objet qu'on a en vue, et si en somme l'erreur finale, an point de vue pratique, est inférieure à celle qu"aurail produite la solution mathématique absolue.
On se rend compte, d'après ces observations d'ensemble, des difflcullés que présente la Mathématique appliquée, et en général ce retour de l'abstraitau concret sans lequel un problème de philosophie naturelle n'est jamais complètement traité. Ces difficultés, variables ;ivec les sujets qu'on a en vue, ne sont pas au-dessus des forces de la science, mais elles exigent un développement particulier des facultés mathématiques, en liarmonie avec les nécessités du monde extérieur. De grands progrès, dans la Mathématique appliquée, ont été faits déjà ; mais ils doivent compter pour peu de chose en reganl de ceux cju'il reste à accomplir.
CHAPITRE II
L'application du Calcul.
Il n'est pas nécessaire d'insister sur runiversalité des applications du Calcul. Depuis la cuisinière qui fait ses comptes de ménage jusqu'à l'astronome qui accumule d'immenses travaux pour mesurer et déterminer les mouvements des corps célestes, la nécessité des opérations arithmétiques et du Calcul en général s'im pose partout. Si, par une fatalité déplorable autant qu'impossible, tous les individus qui composent Thumanité se trouvaient tout d'un coup dépossédés de leurs con naissances en cette matière, le monde tomberait subitement dans un état de profonde barbarie, eussionsnous conservé nos autres aptitudes en matière de littérature et d'art, et toutes nos facultés imaginatives en général.
Il est bien clair cependant que la nécessité dont nous parlons, si elle s'impose à tous, s'impose à des degrés fort divers. Et s'il est indispensable au dernier des manœuvres de connaître au moins la pratique de quelques opérations élémentaires, il n'y a par contre qu'un très petit nombre de personnes ayant occasion de mettre en usage les fonctions elliptiques par exemple.
Nous pourrions donc remplir un volume entier, rien qu'en passant successivement en revue les circonstances où les diverses sciences ayant le Calcul pour objet
iSo LA >IATIIF.MAT!QCE
k faire gagner <lii Ifinps sur cclnî (|u'i»ii i-mplo manijiulatioii iiialùriellc des calculs est un grand bienfait.
Pour les cas partiiuliei's, pour certaines questions «|ui reviennent constamment sous les iiièiiies formes, on a doîiiié aussi de iintnbreuses tables numéri(pies dont l'usage est continuel. Dans l'art de l'ingcnieur, les exemples fuurniillenl; on en trouve un autre dans les calculs d'intérêts et surtout d'intérêts composés, où des tables bien comprises ramènent à ta solution d'une proportion très simple des questions, qui sans cv. secours piTseuteraient une certaine complication.
A côté de leurs mérites, le» tables cependant ont souvent produit un résultat dont il n'y a pas lieu de se féliciter. A force d'en faire usage, beaucoup en sont arrivés à s'imaginer que la connaissance du Calcul devient sans objet, et qu'il est bien inutile de se donner une peine que d'autres se sont donnée pour vous en construisant les tables dont vous iaitea usage. C'est lii une des causes de ce délaissement de la Mathématique, signalé plus haut, jiar un trop grand nombril d'ingénieurs.
Une semblable idée, cependant, est radicale meut fausse. Une table numérique bien faite, quel qu'en soit l'objet, est un outil précieux, mais ce n'est qu'un outil; et l'on n'arrivera jamais à en faire usage d'une façon efGcace et sûre si l'on ne possède pas à fond le maniement de cet outil, si l'on ne sait pas comment il a été fabriqué, dans quelles limites il est permis d'en faire usage, et quelles sont les précautions à prendre pour s'en servir.
En dehors de ces tables particulières, il en est d'autres auxquelles nous devons nous arrêter quelques instants, tellement elles rendent de services, tellement elles sont rigoureusement indispensables dans toute la Mathématique appliquée. Nous voulons parler des tflbies de logarithmes, merveilleuses entre toutes^nuis-
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JU 'elles pcrtiielleDt de substituer aux inuIlîplîcaUoti^ de simples additioni^. aux diviâious des soustraction^^, et, comme coiisê<iueuft-, de f-alcuJer avec une extréiue lâcilité les poissaDces d'ordres quelconques ou le» racines d'indices quelconques des nombres sur lesqueli» on peut avoir â opérer.
Les tables de togarilbmes prêseulent peut-«>lre le plus simple et le plus frappant exemple du lieu qui
■éuait les questions pratiques courantes au.\ spéculaitioDS élevées de la sfrîenre pure. Va découverte tleo logarilbmes. c'est-â-dire des fonctions jouissant des Belles et utiles propriétés que nous connawsonif Iouh jiiijourd'hui, seratlacbe au fond au CaJruI iaCaitéttimal : elle touche étroîlemenl à l'étude d'une équalîon dilTé- ,rentîelle, et il est peu probable que .\eper y ait été 'Conduit par d'autres coDsidératiom» qu'un ardent désir d'accéder à la vérité: et cependanl, cette dé<'ouverte a été la tiourre d'avantages pratique» Hjrle«quel»îl «erail puéril d'insister.
C'est sous deux fumies diitlincte» que »e préKenlenl 'ies tables de logaritbuies duo usage courant, et qui sont devenues très nombreuses. Elles ruurnti»ftenl id'abord les logarithmes de» nombre». Koît de i a loooo, ^it dans des limites plus étendue»; et puit>, d»rii> une
leconde partie, elles donnent le» logsrilbuieii de«i foncitïons circulaires : cusînuH, «inuiî. etc. li e»l |ierHiiit à
le sujet d'éprouver deux regret» : le premier, c'eitt qu« fusa^ des foncUons dont il *ajpt ne woît |*3» ar-coin> f»agné de celui de« foncliom» iiv{>erlMfliqiie«. doiil Vi-UuUiple, el dont l'utilité e»t prewqui? au»»i rj^nde dans une foule de que»liouH; le nerond, c'cmI 4||u'on ail renoncé, eu outre de» logarithme*, a wn Kervir tfe tables doaiuint Xkt, valeur* elle»-jn/-nie« de*. roiiriioii« '{circulaires ou hrperÏMrliqueo , ou. coniine Vim djl quirt- .quefois, 1rs vateurt nalurelltM de if* T'iiH-lioiin.
Les tables de logarithme» m: prt-M-uij^iit im^uk du l^re de di»f>o«flioitii dilTérenlo»; vm
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pris i tàrhf (te leur donner un grand ctart^, |tertn«tlanl d'ûvitt-r aulaiil que possible les Tautes malrrirlles de lecture. Mais elles se distinguent surtout les unes des autres par le nombre deA décimales avec lequel les logarithmes y sont calculés. Il est bten évident que l'upproximalion atteinte sera d'autant plus grande (car les calculs par logarilhme» ne sont que des approximations) que ce nombre de décimales sera plus grand. Oci appelle une obsen-atinn d'ordre général. Lorsqu'on veut arriver â un résultat, il faut proportionner ce résultat aux inHlruments dont on se sert et ne pas demander plus que ce qu'ils peuvent donner. Or, dans toutes les conditions ordinaires de la pratique, dans l'art de l'ingénieur, en particulier, le calcul des logarithmes avec 5 décimales, et même avec 4, suffit largement aux besoins. Dans certaines questions d'Astronomie ou de Physique mathématique, on peut avoir recours utilement à beaucoup plus de décimales; mais en dehors de ces cas exceptionnels il n'en est pas ainsi. Dès lors, l'usage des tables à 7 décimales, par exemple, qui sont assez répandues, devient dans la pratique umïnutilité, et pis encore. S'il s'agit de trouver une longueur sur le terrain, par exemple, que cette longueur ait une vingtaine de kilomètres, et qu'on la calcule avec le secours d'une table ilc logarithmes à 7 décimales, on pourra l'obtenir à 1 centimètre près ; or, si les moyens matériels de mesure employés laissent possible une erreur en plus ou en moins d'un mètre on deux sur une vingtaine de kilomètres, l'approximation extrême qu'on a obtenue n'est qu'une chimérique apparence, et un leurre en même temps, car il s'ensuit une confiance injustifiée en des résultats ipie l'expérience ne vient pas confirmer.
On ne saurait donc assez conseiller à tous les praticiens qui ont à faire usage des logarithmes, de choisir leurs tables de manière à les mettre en concordance moyenne des approximations possibles ou déat-
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logîe a beaucoup contribiit' â populariser ce genre éf représeutatinn des f'iintti<nis, par les tracés divers que rvpi'uditisent luaititcuant ('lia(|ue semaine un grand uomlire de publications.
Nous voyons déjà le Calcul apparaître sous deslbrmes bien diverses dans la pratique de la vie, d'après ce qui précède. La connaissance des opérations arithmétiques, pour ne parler que d'un usage tout à fait évident, est indispensable en comptabilité. Mais ce n'est pas seulement à cela que peuvent se borner les services rendus par la Mathématique en cette matière. Plusieurs mathématiciens, et quelques-uns |iarmi les plus illustres, ont pris à tâche, en s'inspiraul de principes logiques et rationnels, de construire une méthode de tenue de livres mieux coordonnée que celles qui sont actuellement en vigueur et dont l'origine est plus ou moins empirique. Sous le nom de Logismoginphie, ces recherches ont même commencé à prendre le caractère d'une doctrine nouvelle ; et il est à espérer que la Mathématique trouvera ià encore, ini jour ou l'autre, une occasion d'ajouter un service nouveau à ceux qu'elle a déjà remlus.
Il est une branche des sciences économiques, la Statistique, qui est obligée de l'aire aussi constamment appel aux ressources du calcul; elle y a ajouté avec grand profit, depuis un certain nombre d'années, l'intervention des méthodes graphiques sous bien des formes différentes. Mais ce n'est pas â la seule Statistique qu'on a tenté de faire application du calcul dans le domaine des sciences économiques et démographiques. Il y a bien des années déjà que furent poursuivies des études, notamment par M. Walras, t Lausanne, ayant pour objet de faire rentrer Téconomie polilique dans les sciences auxquelles la Mathématique peut s'appliquer. Si ces essais n'ont pas touJMj^^
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donné des résultats sur U'squels tout le momie soit ilarrord, il faut s'en prendre surtout aux sujets euxmêmes qui, plus d'une fois, par leur ualure, prêtent à j controverses et n'offrent pas sricntifiqnement un carac- J It'-re de solidité sullisant. 11 tant dire aussi que [)armi I les économistes quelques-uns sont peu préparés à un 1 traitement mathémalique des questions dont ils s'oe- I ciipent. Cependant, les tentatives dont nous parlons i n'ont pas été abandonnées, loin de là, et dans certains cas particuliers, cette application mathématique nouvelle n'a pas été dépourvue d'intérêt. On a même j donné un nom. la ChiémalisUqite, à Tapplication génd- 1 raie de la Mal hé m a tique anx sciences économiques et sociologiques. (
Dans cet ordre d'idées, il est un domaine spécial dont J la Mathématique a pris possession d'une façon souve-fl raine, pour y faire application d'une science dont nouu n'avons pas parlé jusqu'ici : le Calcul des probabilités. | 11 s'agit des assurances, et notamment des assurances I sur la vie, qui ne sauraient exister en dehors de l'appti- I cation constante du Calcul.
Le Calcul des probabilités affecte en soi les appa> renées d'une science pure et fait appel dans quelquesunes de ses parties aux notions mathématiques les plus élevées et les plus dilficiles. Mais tl convient de lui J laisser sa place dans la Mathématique appliquée, k.\ cause du rôle fondamental que joue l'expérience dans les hypothèses premières. Là, il ne s'agit plus seule- J ment d'abstractions effecluéea d'après une observatioiM antérieure; on se propose d'étudier des événements sur^ l'arrivée et l'ordre de succession desquels nous ne savons rien, mais que nous supposons également probables. C'est à la fois plus et moins qu'une abstraction et une telle méthode ne peut avoir quelque valeur dans les résultats qu'elle présente, que par une continuelle
iervenlion de l'expérience venant à l'appui de l'hypo-
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thèse priniitivo, (i'fst fc (jiii so proifiiil à un très hWt (legrt- daiiM les asBiirauccs, et cela tient au nombre considérable (les observations rnitcs. Aussi la pratique eslcIIp venue donner un éelataut démenti à Auguste Comte, qui s"étail rruellement trompé sur les probabilités, déclarant cette couceplion philosophique » radicalemeiil fausse et susccptîblt: de conduire aux plus absurdes conséquences t.
Le Calcul des probabilités trouve ('gaiement son application dans les questions concernant les jeux de hasard, et aussi dans îles problt'nies relatifs au lir des armes portatives ou de l'arlillerie.
S'il est une branche, dans la Mathématique, qui paraisse se refuser à toute application pratique et destinée seulement â la satisfaction de l'esprit, c'est assurément la Théorie des nombres. S'imaginer qu'il en est ainsi serait cependant une erreur. Certaines séries numériques, telles que les suites de Farcy et de Brocot, sont le résultat de recherches laites sur des combinaisons d'engrenages au point de vue du nombre des dents. D'un autre côté, et dans une branche industrielle trèsdifl'érente. Ed. Lucas a montré tout l'intérêl qu'offrait la théorie des nombres premiers pour la composition des armures de tissus. Il a mâme publié plusieurs mémoires très dignes d'intérêt sur la Géométrie du tissage. Je me souviens qu'il me disait un jour avoir personnellement connu un industriel, d'ailleurs fort intelligent, mais n'ayant aucune notion de Théorie des nombres, qui, ayant été conduit à l'étude de certaines questions pratiques concernant le tissage, avait ainsi retrouvé plusieurs propriétés intéressantes des nombres.
Je ne saurais me dispenser, en terminant ce chapitre, de mentionner au moins les macldiies h calculer, ces appareils précieux destinés à abréger le temps inutilement employé, non plus par des approximations, comme
le font les logarithmes, mais eii effccluaiit mécaiiique-l ment les opérations sur les nombres entiers. Ce pro-' blême difficile a tenté le génie de Pascal. De grandsl géomètres, tels que Tchebychcfî, parmi nos contempo^ rains , n'ont pas dédaigné de s'en occuper depuisi.! Parmi ces très nombreux appareils, dont le défaut gêné- j rai, et peut-être obligé, est une trop grande complication, il en est un, l'arithmo mètre Thomas, dont l'usage est très répandu et qui présente de grandes qualités pratiques. La plupart des compagnies d'assitrancesd certaines grandes administrations financières ou statis^ tiques se servent quotidiennement de rarithmomètre^
Enfin, il serait injuste de passer sous silence I inventions d'un savant (jui paraît doué d'une aptitude! véritablement exceptionnelle dans ce genre de recher-fl ches, M. Henri Genaille. Les réglettes à calcul qu'il s publiées jadis, en collahoralion avec Ed. Lucas, sonty une véritable merveille d'ingéniosité, même au poiara de vue purement scientifique, en dehors de l'intérêt] pratique réel qu'elles présentent. Elles donnent à vue les produits d'un nombre quelconque par un multipH-; cateur d'un chifi're. Depuis lors, les recherches del M. Genaille ont fait l'objet de nombreuses et intérestl santés communications ; et nous croyons savoir que sil d'aussi utiles inventions n'ont pu pénétrer jusqu'ici! dans la pratique et rendre les grands services qu'on enj peut attendre, la faute n'en est pas à l'inventeur. Peut-!., être, dans quelques siècles, et lorsque ces appareils 1 auront été construits depuis longtemps au delà des ! frontières, reviendront-ils en France, et seront-ils / appréciés comme ils niéritentde l'être... par nos petits-, teveux !
S"il faut s'eu rapporter à l'origine du mot « Géométrie », le but que l'on potirsuivit primitivement dul être celui de mesurer la Terre, ou plus probablement « les terres », c'est-à-dire la surface des champs. Aujourd'hui encore, la détermination de cette mesure n'est pas la moins intéressante des applications pratiques de la Géométrie. \j Arpentage ne paraît donner lieu qu'à l'emploi de propositions fort simples de Géométrie plane. On y trouve cependant, et d'une façon fréquente, l'occasion d'utiliser d'intéressantes propriétés des figures, si l'on cherche à opérer avec la plus grande économie de temps et de peine, sans rien sacrifier de In rigueur. II faut nécessairement une certaine habileté pratique, un apprentissage consommé dans le maniement des appareils et la mise en œuvre des procédés en cours ; mais ce n'est pas de ce côté de la question que nous nous occupons ; en supposant une égale habileté, l'arpenteur qui possède des notions géométriques précises et sûres aura toujours une incontestable supériorité sur celui qui en est dépourvu. Certaines diflicultés surgissent qu'on n'avait pas prévues ; certains problèmess'imposent; etcen'estpasexagérerque d'affirmer que les notions de la Géométrie moderne elles-mêmes peuvent souvent trouver ici à s'utiliser. Du reste, l'un
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des senices publics les plus importants en France, et J qui se rattache â cette catégorie d'applications, celilil du cadastre, compte des hommes quî sont des ingénieurs fl de beaucoup d'instruction et de mérite, pourvus de fortes I et sérieuses connaissances de Mathématique pure, du ■ moins parmi celles qui se rapportent à leurs fonctions, J
Dans cette question de l'Arpentage, il y a plus que-l jamais occasion de mettre en œuvre le principe suri lequel nous insistons si souvent, c'est-à-dire de pro-fl pnrtionner l'approximation que l'on poursuit â la puis- 1 same des moyens mis en œuvre età la nature pratique! des questions. Celui qui évaluerait l'aire d'un champi de quelques hectares en se trompant d'un are ou deuï ■ serait un piètre arpenteur; mais celui qui prétendrait J la déterminer à un millimètre carré près serait un fou. ■
La même observation s'applique aux questions derfl ^«^«^■e, qui sont l'application directe de la Géométrie de>V l'espace aux mesures, dans des conditions analogues à1 celles de l'Arpentage pour les aires planes. Les moyens 1 mathématiques permettant de dcterminer le volume 1 d'un Gl métallique de la flnesse d'un cheveu, ou celui I d'une tour cylindrique de 5o mètres de hauteur, sont I assurément les mêmes. Mais le retour de l'abstrait au I l'oncret s'opère dans des conditions totalement diffé- 1 rentes dans les deux cas et nécessite Tîntervention de 1 qualités mathématiques nouvelles, et surtout d'une! l'acuité générale de raisonnement. I
Mesurer la surface terre.stre, dans l'une de ses por- J lions, ne sulfit pas pour un grand nombre d'applications. I Il nous faut en outre la représenter, c'est-à-dire poUr J voir en donner une image fidèle. Cette surface, tout'l d'abord, n'est pas plane ; elle présente des irrégularités \ plus ou moins accusées; elle est en outre parsemée J d'accidents divers, cours d'eau, voies de communica- I lion, constructions, etc., qui s'y trouvent placés par la I natore ou par la main de l'homme. Cette représeutatioqj
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s'obtient (îonvfiitioiiiifllL'iiiciil. Hiir imeretulk' de paj soni^iblement plane, par les piocédés delà Topographk, qui ne cesse de Inîre un (;iinslant appel à la (^êoniôlrie pour les diverses opérations iju'elle exige.
Les proeédèfl en qiieslion sont naturellement variables suivant le degré d'exactitude que l'on poursuit, el qui dépend surtout lui-rui>nie de rL'chelle employée. Il s'ensuit que la Topographie met en œuvre au plus haut point les qualités de sagacité, en même temps qu'elle nécessite une profonde connaissance de la Géométrie.
Il y a bien peu de silufilions oii des notions au moins élémentaires de Topographie ne trouvent pas leur emploi. Indispensable à l'ingénieur, d'un intérêt tout à l'ail capital au point de vue militaire, la Topographie est aussi nécessaire à l'agriculture; sans son secours, les drainages, les irrigations, pour ne citer que ces seuls exemples, sont impossibles à concevoir et à exécuter d'une f'aron rationnelle. Nous croyons qu'elle présente de plus, au seul point de vue scientifique, V grand mérite de ramener sans cesse l'esprit à la notion du relatif, et de montrer, mieux qu'aucune autre des applications de la science de l'étendue, quelles sont les relations de Tabatrait et du concret. Sans Géométrie, nous le répétons, la Topographie ne saurait exister. Mais en se bornant à mettre en usage les propriétés que nous fournit la Géométrie pure, nous arriverions à une Topographie incomplète et souvent impraticable. Il est nécessaire à chaque instant d'employer des méthodes approchées à la place des méthodes exactes, et d'apprécier les limites des erreurs qui s'ensuivront. A tous ces titres, la Topographie, dont la pratique est difficile, mais dont les principes sont simples. devrait tenir une place peut-être plus iiiiportaule eni'oif que celle qu'elle occupe aujourd'hui.
C'est à la Topographie qu'on peut rattacher V/li/drographie, représentation du fond des mers, el tpi'il nous ^Ûit ici de mentionner.
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Dans la pratique, toute opération topographique ne peut s'effectuer d'une manière ellîcace qu'en s'appuyant sur certains repères fixes préalablement établis. Ces repères sont fournis par la Géodésie, qui constitue également l'une des importantes applications de la Géométrie. Mais ici, l'esprit général de la science et les méthodes qui en découlent sont d'un ordre entièrement différent. Le problème consiste à placer sur toute la siirface d'un pays, et en assez grand nombre, une série de points dont on détermine les positions, soit sur une suH'ace idéale qui est par exemple celle du niveau moyen des mers, soît au-dessus de celte surface, ce qui constitue le problème partic\ilier du nivellement.
Nous ne voulons pas entrer dans la description des moyens généraux qu'emploie la Géodésie, expliquer ce que c'est que la triangulation, non plus que les réseaux ( jféodésiques des divers ordres. Jlais ce que Ton doit j retenir, c'est que pour la triangulation du premier ordre l notamment, la poursuite de l'exactitude la plus rigoureuse s'impose impérieusement, à l'inverse de ce qui se produisait en Topographie, Le problème est donc celui de pousser l'approximation à son maximum, lequel , dépend à la fois des méthodes et de la perfection de! instruments. 11 n'est plus permis de négliger la couriiure générale de la surface terrestre; on ne saurait l'assimiler à un plan, à cause des grandes étendues i sur lesquelles on opère. Bien plus, on ne se conten-' tera même pas d'assimiler cette surface à une sphère, Ton tiendra compte de l'aplatissement du globe; d'oii la I lessilé de faire intervenir des notions délicates etj Complexes de géométrie pure, relatives à la théorie de»^ surfaces. Nous sommes cependant ici dans une science ] appliquée, et il n'y a pas à se dissimuler que les résul-* lats obtenus seront entachés d'erreurs ; seulement, il faut que ces erreurs soient aussi faibles que possible; J il faut surtout que nous en connaissions très nettement j ^^Jes limites. Le temps et le travail ne sont plus ici qu6<J
M^on ti<
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Ai'H ^Ir^nient» S4*c-i>tidiiir('ï:; on fer» toute la dépMM I QccessairL- à ce point de via-, sans essayer dtj poursuivre une économie qui irait rontre te but à atteindre. On se nu-nagera en outre des moyens de vérification nombreux et variés, s'entmîdant et se contrôlant les lins les autres; et si des opérations ont conduit à des résultats entachés d'erreurs supérieures à la limite qu'on sait pouvoir s'imposer, ces opérations seront aii besoin reprises de tontes pièces.
On ne peut se défendre d'une véritable admiration pour le degré d'exactitude auquel atteint la Géodésie moderne, pour la belle conception de ses méthodes et la perfection presque idéale des instruments qu'elle emploie. Si pourtant des progrès nouveaux, ce qui semble d'ailleurs peu proliable, amenaient ces instruments â lui degré de perfection plus considérable lincore, on ne se contenterait plus des résultats obtenus aujourd'hui; ils seraient regardés par nos successeurs comme une approximation grossière, si admirables qu'ils nous paraissent actuellement.
11 est à peine utile de faire remarquer que, dans les problèmes que pose la Géodésie, la représentation graphique n'est plus d'aucun secours; car dans le dessin le plus rigoureusement exécuté, il s'introduit des erreurs graphiques très supérieures à la limite qu'on s'est imposée. Il y a donc nécessairement ici une application simultanée de la Rcience de l'étendue et do relie du calcul.
Parmi les sciences qui se rapportent à l'étude de la surface terrestre, il en est une qui ne faisait jadis qu'un bien discret appel à la Mathématique : c'est la Géographie; cet état de choses s'est modifié, et l'on s'occupe aujourd'hui, à l'étranger plus qu'en France, il l'iiut le dire, de Géographie niathêmalique. IVous nous bornerons à l'un des côtés des nombreuses questions soulevées par cette application, en présentant quelqu^i
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coiisidéralÎDns d'ensemble sur rétablisscraont dea à cartes géographiques. I
Lorst|ii'il s'agit de figurer une portion plus ou moins ■ considérable de la surface terrestre au moyen de tracés 1 exécutés sur un plan, comme on le fait en Topojyrraphie, 1 te problème est évidemment impossible, du moins en i essayant de former, toujours comme en Topographie,J une figure semblable à celle que l'on veut représenter.^» La surface réelle, en effet, est une sphère ou une sur-J face courbe se rapprochant de la sphère ; car bicn^ entendu ou négligera ici les accidents de détail desfl terrains. La carte au contraire est plane. C'est donoV par une certaine transformation de la surface sphériquO' 1 sur un plan que devra se faire la construction. On tra- i cera sur le plan les figures transformées d'un cerlaiaJ nombre de méridiens et de parallèles régulièrement* espacés, et l'on aura un canei'as géographique. M
Chacune des transformations dont il s'agit corres-il pond à ce qu'on appelle un système de projection géo- I graphique. On peut en imaginer à l'inlini, el quelques- I uns de ces systèmes sont plus généralement en usage. I On adopte les uns ou les autres suivant le but que Ton ] se propose. Tantôt on veut déformer le moins possible J . les figures, c'est-à-dire conserver les angles ; tantôt il y a intérêt à ne pas altérer lesaires. Dans la pratique, et 1 pour une contrée d'étendue moyenne, comme cela a eu J lieu pour les cartes de France, pour celles du service;* géographique de l'armée et du service vicinal, par 1 exemple, on s'efforce, par des moyens plus ou moins J empiriques ou conventionnels, d'arriver à un certain, I équilibre entre les divers inconvénients et les avantage»* des diU'érents systèmes. Des travaux extrêmement inté-i ressauts au point de vue jjurement scientifique ont été A laits en grand nombre sur ce sujet. Les problèmes dont j il s'agit touchent, comme on le voit, à la question plus. 3 générale de la représentation des surfaces les unessu^fl tes autres, et exigent l'iulervention simultan^-e d^^|
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Géométrie et de la GOijiiivtric analytique daim les pa^ lies où cette dernière emploie le Calcul infînitùsimal.
Soit en Géodésie, soit en Géographie, on est conduit à se servir des résultats d'une autre science d'application qui se relie assez étroitement aux deux premières : c'est V Astronomie, qui peut être étudiée à deux points de vue très diirérents. S'il s'agit de déterminer les mouvements réels des corps célestes, on est dans le domaine de la Mécanique céleste, dont il ne s'agit pas ici et dont nous dirons quelques mots au chapitre suivant. Mais on peut aussi envisager l'Astronomie en se préoccupant seulement des positions des astres relativement aux observations que nous en pouvons l'aire à la surface de la Terre, ce qui n'empéclie d'ailleurs en rien d'utiliser les résultats que la Mécanique célcslc nous fournit, La science réduite à ces proportions forme V Astronomie descriptive, qui est. elle aussi, l'une des branches importantes des connaissances humaines auxquelles s'applique la Géométrie. Rien qu'en rapportant, comme le faisaient les anciens, les positions des astres à la sphère idéale qu'on appelle la sphère céleste, les problèmes que l'on est amené à résoudre exigent l'emploi de la Géométrie et du Calcul d'une façon permanente. Les figures sphériques, naturellement, jouent un rôle considérable dans ces questions, où l'on est conduit à envisager les coordonnées célestes permettant de fixer la position de chacun des astres étudiés. Ce sont ces mêmes considérations, ainsi que nous le disions à l'instant, qui permettent aussi la détermination de la position des points à la surface de la Terre ; les coordonnées terrestres employées dans ce but sont la longitude et la latitude, c'est-à-dire l'angle que forme le méridien du point considéré avec celui d'un méridien adopté pour origine, et l'angle que forme avec le jilan deTéquateur un rayon terrestre qui aboutit •au point considéré. La détermination des longitudes et
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; des plus inipo riant es iiiiestioiis [ l'Astronomie destTÎptive, et présente dans ia pratique tdes difficnltés qui exigent, pour être suiHiionti'es, à la
ice et beaucoup d'exporîeni
U id« iro
tfois beaucoup de scîei BBcquise.
Ici, bien entendu, comme en Géodésie, les approxj mations sont poussées aussi loin que le comporte U nature des observations ; et comme cette exactitude extrôme est du plus haut prix, on n'hésite pas à faire Lde grands sacrifices pour augmenter sans cesse lapai pfection des instruments, car c'est un des facteurs 1 fplus considérables de la rigueur des observationBj Pour s'en faire une idée, il n'est pas inutile d'indiquer un résultat d'une vérification d'ailleurs inimédiale. On rencontre souvent dans la mesure des angles en Astronomie, des évaluations poussées jusqu'au dixième de seconde, Or, la différence de longitude entre deux points geur le même méridien, si elle est d'un dixième de leconde, correspond à une distance de 3'", 09 environ tentre les deux points. L'angle dont on peut se tromper hïnsi est celui sous lequel on verrait un objet de moins de 39 centimètres à la distance de Paris à Marseille ! Cette image suffit à donner une idée de la précision ; résultats possibles en Astronomie, Et pourtant, u*ablme qui sépare l'abstraction pure de la théorie, i valeur absolue de la valeur approchée, n'en reste s moins profond; car ce nii^me angle de un dixième seconde, tout à fait négligeable à nos yeux et % ia surface de la Terre, représentera des milliards de Ittilliards de kilomètres, comme erreur, s'il est luitaéme une erreur commise dans la détermination de la position de telle étoile fixe.
C'est â ce point de vue que l'Astronomie, en dehors de on évidente utilité pratique, a une importance philosophique de premier ordre dans les sciences d'application, et cela même quand on la considère simplement à l'ét^H d'Astronomie descriptive. Elle seule nous présente uqË
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ti'icljivierdfgniiidciirs eoiurète», elle seule peut donaS^ une idùe prC'cise des fondîtions difl'érentes dans lesquelles peut s'elVectuoi- le passage de l'abstrait au concret. Une des applications particulièrement utiles de TAatronomie, et par conséquent de la Géométrie, est !a Navigation. La détermination des coordonnées terrestres y joue un rôle capital, et cette détermination est ici eulourée de dilTieultés pratiques particulières, tenant à la mobilité de Toltaervateur et à Tabsence générale de repères fixes, sinon dans le voisinage des côtes. Ce problème n'est du reste pas le seul, La détermination des routes â suivre à la surface des eaux nécessile, par exemple, des notions géométriques assez élevées: et ce n'est pas sans raison que, chez les navigateurs appelés à commander, on exige des connaissances mathématiques qui peuvent diminuer les périls auxquels la nature les expose d'une façon particulière. Qui pourrait jamais dire le nombre des existences humaines sauvées par la science mathématî<|ue appliquée à la Navigation ?
-Mais il est temps d'arriver à la science par excellence à laquelle la Géométrie s'applique tout parliculièremeut. .Nous voulons parler de la Géoiiièlrie descriptive. Tout le monde aujourd'hui en connaît l'histoire, et nous ne la rappellerons qu'en peu de mots. De temps immémorial, et jusqu'au siècle dernier, on a reconnu la nécessité de se livrer, dans la pratique des constructions, à une représentation exacte des objets avant de les édifier ; cette néeessité s'imposait d'une façon toute particulière dans l'emploi de la pierre et du bois. Auasî les corporations de charpentiers ou de tailleurs de pierre possédaient-elles des procédés innombrables, que souvent elles gardaient secrets avec un soin jaloux, pour résoudre les problèmes pratiques. Mais autant de problèmes, autant de procédés, parfois ingénieux, mais généralement pénibles et sans lien entre eux. Il éBgt
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réservé au gt-uie de Moiigt' d'effecluei- b svntlit-se de toutes ces solutions de détail, de les coordonner on imc doctrine unique dont la constitution est rigoureusement scîenliticiue. Elle l'est tellement qu'en toute rigueur nous aurions pu ranger la Géométrie descriptive parmi les branches de la Matliéniatiquepure. Mais elle a beau opérer sur des absti-actions géométriques, le but de la science dont il s'agit est tellement net, et son origine trahit si naturellement sa tendance nécessaire, qu'il nous a paru plus naturel de la nu'Itre au nombre des sciences appliquées.
11 s'agit, on le syil, de la représcnlalion des objets de l'espace par des figures planes. Monge y a substitué la représenlalion des ligures géométriques ; il u employé pour cela le système des projections sur deux plans perpendiculaires, l'iui supposé horizontal, l'autre vertical. Un point se trouve défini nettement par ses deux projections, et dès lors, toute ligure, étant composée de points, sera représenlable aussi de la même manière. Depuis qu'elle a été créée, la Géométrie descriptive a fait d'iuimenses progrès, accumulant les méthodes, simplifiant les constructions, et iirrivaiit même parfois de la façon la plus heureuse au secours de la pure science géométrique elle-même. Cependant, elle n'a pas perdu de vue son origine première et sa raison d'être ; et les deux grandes catégories de questions auxquelles la Géométrie descriptive était surtout destinée forment deux sciences d'application spéciale» : la Sléréotomie et la C7iftrpeiile,ilon[ l'usage pialique est Hurpétuel.
^^(\A la Géométrie descrijitive se latliulu' iiussj lu l'ers- ^%ective, cependant plus amieiine, et qui permel d'obtenir une représentation répondant aux apparunceK présentées par les objets, et non plus k leurs dimen- ,1 •«tons réelles.
j^P Enfin, il est possible de concevoir cm "i'' un '■"■'' ■ Hpe représentation dans lequel on ne laîl ■-')
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li'ua s«ul plan horiionUl de projcrlion. L'n |>oiiil. dans ce sy^tèmr, rM rcprcsmlè par b8 projoclîoii arcompagnée d'tin chiffre c|ui donne l'indiration de la distance de ce poîul à un plan horizontal lise de comparaison, placrr au-dessous ou au-dessus. C'est grÂce à re lîjrsléine dvs projeclioiis coléfs qu'on établit les plans li>pographit[ues dont nous avons parlé plus haut el aussi les cartes hydrographiques ou cartes marines.
Ces divers modes de projection, et quelques autres dont l'usage est moins général, reposent sur un emploi permanent de la Géométrie elle-même, et ont donnù souvent naissance à des problèmes dont la solution est venue enrichir la science pure.
Nous voudrions maintenant parler d'un ordre loiil différent d'applications de la Géométrie : ce sont celles qui ont jiour objet les opérations du calcul hii-mèmo. Toute opération de calcul peut se traduire par une construction géométrique. Les théorèmes de la Géométrie permettent souvent d'économiser les constructions et d'obtenir ainsi, par des tracés, et avec la précision qiif ces tracés comportent, des résultats beaucoup plus longs et pénibles à obtenir par le calcul lui-même, L'ensemble des méthodes adoptées dans ce but constitue le Calcul graphique, dont il semble qu'on doive Iniuver l'origine dans un livre de Cousinery, le Calcul par h': Irait, qui remonte à i84o. Ces méthodes ont été très développées depuis, et l'usage s'en est de plus en plus ri'ipandu dans la pratique. Il en est même résulté uuc nouvelle branche spéciale, la Statique graphique, .linsi nommée parce que la grande majorité des questious qu'elle traite sont empruntées à la Statique et à SCS applications. Nous citerons parmi ces questions les polygones funiculaires, les polygones de Varignon, les cimdilions do stabilité des voûtes ou des murs de soutènement; mais elles sont pour ainsi dire illimitées el il n'est iK>s rare aujounUiui, dans beaucoup d'ateliers
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^b\i de bureaux, de voir remplacer par des tnuês t-xi-l ^caiit un lemps relativement court, les caleiils aux(|uel8 I l'onduirait la solution de tel problème pratique. f
Il est bon de remarquer que, dans beaucoup de cas, m ces solutions sont parfaites, bien qu'approximatives. Sifl un effet les tracés sont bien exécutés, et si l'on est sùr-l que l'erreur graphique n'est pas supérieure aux approxi-J mations limites que comporte la nature concrète del l'objet traité, il est évident que le calcul mathématique 1 rigoureusement exact ne saurait rien donner de plus. Il I n'est pas même besoin d'aller toujours jusque-là; si I l'on sait d'avance, par l'expérience et la pratique, I qu'une approximation déterminée suffit, il est bien inii- J lile de chercher â atteindre au delà, quand même on 1 le pourrait aussi bien par le tracé graphique que parla I nature de la question. On tcouve fréquemment dans-l cette remarque l'occasion d'une grande économie del lemps et de peine, lorsqu'on se propose d'appliquer I à une question les méthodes de la Statique graphique | et plus généralement du Calcul graphique. I
Il est encore une dernière forme sous laquelle la 1 Géométrie et en même temps la Géométrie analytique I viennent prêter leur aide au calcul ; c'est par l'emploi ] Aes abaques, auquel M. d'Ocagne a apporté de grands J perfeclionnements, et dont il a fait, sous le nom de | Nomographie, un nouveau corps de doctrine. Sous ce. J titre, suivi du sous-titre : Les calculs usuels effectués i au moyen des abaques, il a publié en 1891 un excellent ] exposé de cette doctrine, aussi remarquable par la clarté i et la concision (il comprend à peine une centaine del pages) que par le choix et la variété des exemples d'ap- 1 plicalion. Les indications suivantes sont extraites à peu près textuellement de la Préface de cet intéressant , volume, ou empruntées à d'autres écrits de M. d'Ocagne. I Il m'a semblé qu'en cette occasion je ne pouvais mieux J faire que de laisser à l'auteur lui-même le soin d'expli-^
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r|ui'r le luit de la mtilliocU-, et les moyens à loelt? œuvre polir allcindrc ce biil,
La Nomografiliîe peut fournir la représciitalion sur un plan, au moyen de certains systiïmes de courbes Faciles à construire, et ronsiruitcs une fois pour toutes, des équations qui lient entre elles les ijuanlités soumises au calcul. De tels lalileaux graphiques, ou abaques, donnent, par une simple lecture, les résultats à déduire de la formule à laquelle tls s'appliquent, elsup priment ainsi, une fois construits, toute espère d'opirations.
Leur exécution représente un certain travail, Ijeaucoup moindre que celui nécessaire â la construction de tables numériques poiirleun^me objet. Cette exécution du reste ne sera avantageuse que pour dci^ formules d'un usage fréquent; niais ces formules soiil nombreuses dans la pratique.
La première idée des abaques semble remonter à Pouchet [1795). Depuis lors, M. Lalanne surtout la perfectionna en imaginant le principe de l'anamorphose.
Pour en comprendre l'intérêt il faut indiquer rapidement sur quoi repose la construction d'un abnque ; une équation f{.r,i/,z) = o est représentée si, donnant as une certaine valeur 3„ on trouve la courbe /'(,j,^,s„)=o qui s'ensuit, et si on en fait autant pour un grand nombre de valeurs de s. Si l'on suppose ces lignes tracées sur un plan quadrillé parallèlement aux coordonnées OX,0Y, on a l'abaque de l'équation proposée ; chaque courbe particulière répondant à une valeur déterminée de z est une ligne isoplèthe qui peut être désignée par ime cote.
Ceci étant, le principe de l'anamorphosedeM. Lalanne , a pour but, lorsque la forme de l'équation s'y prête, ] d'opérer une transformation qui substitue aux courbes isopléthes <le simples droites. Ce principe peut être généralisé, et l'on arrive à avoir trois systèmes de droites variables; la condition pour que trois droites, chacune d'un des systèmes, soient concourantes, se traduit pré-
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construit ibumit la représentatiou.
Enfin, M. d'Ocagne, par une application judicieuse du ! principe de dualité, est parvenu à substituer aux (|ues à droites isoplèthes d'autres abaques, à points I isoplèthes, plus simples, plus clairs, et s'applîquant à " des éqirations à plus de trois variables,
M. l'ingénieur des mines Lallemand, connu pour ses beaux travaux de Géodésie, a l'ait connaître aussi un procédé très ingénieux, applicable à une catégorie particulière d'équations à plus de trois variables.
De nouvelles extensions indiquées par M. d'Ocagne, J et fondées sur d'autres principes, donnent une portée I plus grande encore à l'usage des abaques, et ont permis de compléter l'exposé systéiiiali(]ue présenté sous le | nom de Nomographie.
Au point de vue philosophique, on peut faire un \ rapprochement entre la Xomographie et la Géométrie i descriptive. L'un et l'autre de ces corps de doctrine \ ont pour but la mise en application de certains principes, en vue de certains besoins absolument pratiques. La Géométrie descriptive ramène an plan les faits de Vespace, la Nomographie ceux du nombre. L'un repose l sur l'emploi de quelques propositions simples de Géométrie pure, l'autre sur quelques principes non moins élémentaires de Géométrie analytiqne.
CHAPtTRE IV
S'il eM. une ^^ence dont les* nh^uhal» soient de nature a frapper «rafimiralion les esprîtSv mente ceux qui y sont le moîn» înîtiéï». c'est assorèflAent rAstronomie. Vous avons rapidement nidi€|iié dams le chapitre précélient les caractères de FAstFonone descriptive. Mais «■'est surtout sous sa seconde forme. la Mécanique céleste, ffu'elle arrive a exercer sur Tîniagination cette action dune intensité pri>tontIe. La raison en est facile à comprendre. En Astnjnomie descrîptiTe, on enregistre les faits provenant des observations : si délicates etdifiîciles que soient ces observations, si précises que soient les mesures qu'elles comportent, rien en cela ne semble sortir du domaine habituel de la science. On étudie bien les mouvements des astres et les divers phénomènes astronomiques, mais c'est toujours au point de vue du passé et du présent.
En Mécanique céleste, au contraire^ comme on fait remonter à l'action de forces connues les mouvements druit il s'agit, on en peut calculer les lois. Dès lors, on Hîiit de façon précise quelles positions doivent être occupées par chacun des astres à un instant quelconque; (!t Ton arrive ainsi à pouvoir couuaitre Vavenir^ au [joint (1(5 vue des phénomènes célestes; c'est cette huiillé (l<î prédiction, s'exerçant sur des sujets sem-
et lui bit
sance
Au p<MAt ^
surtout saare de appliratii phénol avec les
Daosloot effet, les a siques
enrhcTètrécs.
quent les < gnées «les
Lorsqu'il s^a^l 4»
traire, I mutuel tes, b nulle) da Mécanique et
dence pr«sqoepav&ik.B «mS^jôb et même loirt
tique pure. c'e rt - a Jôr 4e b offrent arec les n'approche naturels.
C'est tic Kepler. tA Mécanique céleste. Le patientes ubserrafâoa* 4 pouvait seul tirer pmfc.
quelles se déplaçait les solaire. Le secoad. p artit 4e tx» k intuition merveilleus*- *crnef»rmmg | iiiatique incomparable.
mêmes la conséquence d'une aali->> I-.-.
veut, d'une hypothèse — uDÎqii''. l( phénomènes plus ou rnoin^ rxtoplexeav
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plus simple : celui de la gravllation ou atlraction uni-,
versfUe.
La Mécanique [■élestc «st douf Tondre, au moins eu ce qui concerne les planètes et leurs satellites, seuls corps célestes auxquels soient applicables les observations que nous présenttiiiB ici, A partir de cet instant, î) semble que tout soit dît. Les planètes décriveul régulièrement des orbites elliptiques autour du Soleil; autour d'elles, et entraînés par elles, les satellites circulent suivant des lois pareilles. Les masses de tous ces corps ont été calculées; on sait à tout instant, dans l'avenir aussi bien que dans le passé, quelle position chacun d'eux occupera dans l'espace par rapport au Soleil ; les phénomènes tels que les éclipses, les passages de la planète Vénus sur le Soleil, les phases de la Lune, par exemple, sont prédits de façon précise. On pourrait croire qu'il n'y a plus de place que pour l'Astronomie d'observation, dont le rôle se bornera à une simple vérification permanente, et pour ainsi dire inutile, des résultats obtenus par le raisonnemeul et lo calcul.
Il n'en est rien pourtant, et la voie qui doit être parcourue par les Laplace et les Le Verrier reste largement ouverte. Sans parler des mouvements de rotation de chaque astre sur lui-même, mouvements qui donnent lieu à de difliciles problèmes de Mécanique, et en continuant à considérer chaque astre comme un point matériel, il faut remarquer en efTct qu'en vertu de la loi de la gravitation, tous ces astres exercent eux-mêmes des actions les uns sur les autres. Les étoiles fixes, de leur côté, exercent aussi des attractions; par conséquent, ce ne seront plus des ellipses rigoureuses que décriront les planètes; chacune des trajectoires, par rapport à TelUpse mathématique idéale, présentera des différences plus ou moins appréciables; les mouvements prévus et prédits subiront des perturbations. C'est ce que les observations ont confirmé; et l'étude
M LAI'PLICATFOy DE LA MliCAMQlE 17S
de ces perturbations est et restera longtemps l'un des chapitres importants de la Mécanique céleste, sans parler dos comètes, des mouvements de rotation, de l'astronomie stellaire , du mouvement d'ensemble du système solaire, etc-
Si les perturbations sont faibles, cela tient à plusieurs causes : d'abord, le Soleil a une masse considérable ' par rapport à celle de chacune des planètes, et même de toutes les planètes réunies; en second lieu, les orbites elliptiques, qui n'appartiennent pas à un même I plan, sont dans des plans qui ne présentent les uns sur les autres que de faibles inclinaisons; un fait analogue a lieu pour les satellites; les planètes sont assez éloignées les unes des autres pour que leurs actions mutuelles soient réduites; enfin, si quelques-unes des étoiles fixes ont très probablement des masses formidables, souvent supérieures de beaucoup à celle du Soleil, les distances énormes qui les séparent du système solaire rendent quand même l'efl'et de leur attraction négligeable. Tout cela réduit à peu de chose les perturbations, mais ne les supprime pas ; le problème mécanique rigoureux est donc fort loin d'avoir une solution, et pour avoir une idée de la difTiculté qu'il présente, il suffit de se rappeler ceci : en supposant seulement trois points matériels de masses connues, s'attirant in\ituellement suivant la loi de Ne\vton, la détermination de leurs mouvements est un problème (célèbre sous le nom de problème des trois corps) sûrement insoluble par les moyens ordinaires que fournit le calcul intégral. Des centaines, peut-être des milliers de mémoires ont traité cette question; les plus grands géomètres l'ont abordée, et cependant c'est à peine SL elle a fait quelques progrès; en tout cas, elle n'a été résolue rigoureusement que dans quelques cas particuliers.
Si le problème des perturbations reste théorique- J ment insoluble, on pourrait se demander s'il en résulte. 1
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une lacune réelle dans la st'ieiioc concrète, c"est-â^ si les perturbation a nr rentreraient pas dans la falégorie des grandeurs négligeables, inférieures aux limites des erreurs admissibles. 11 n'en est rîen ; et c'est pour cela que bientôt les observations vinrent révéler les discordances entre les résultais annoncés et creux que l'on constatait, et provoquèrent ainsi do nouvelles recherches Ihéoriques- On sait qu'à défaut de solution absolue, l'Astronomie a été dotée de méthodes qui permettent de pousser très loin, aussi loin même qu'on le veut, le calcul des perturbations ; on n'ignore pas non plus, dans cet ordre d'idées, l'histoire de la découverte de la planète Le Verrier par le calcul, et je W- la referai pas ici.
Ce qu'il est utile d'indiquer, c'est que la science, dans cette direction, est appelée â un progrès indéfini. A mesure que les instruments se perfectionnent, on arrive dans les observations à mesurer les grandeurs avec une approximation qui croît sans cesse. Si loin que soit poussée celle qu'a fournie la science pure, Tobservation viendra donc révéler, â un certain instant, des discordances avec la théorie, et en exiger l'explication; la théorie progressera, ajoutera un terme nouveau à sa série, et ainsi de suite.
A ce sujet, une digression est nécessaire ; car en dépit dn caractère paradoxal qu'elle présente en apparence, elle renferme, je crois, un précieux enseignement. Kepler, nous l'avons rappelé, cherchant par l'observation les lois des mouvements des planètes, trouva en particulier qu'elles décrivent des ellipses dont nu des foyers est le Soleil (ou le centre du Soleil) . II n'avait à sa disposition que des instruments relativement grossiers, ou plutôt qui nous paraîtraient tels aujourd'hui. Supposons, au contraire, que dès cette époque il eût été en possession de l'outillage le plus parfait et le Jilus complet de l'un de nos modernes observatoires ; que fi'it-îl arrivé? A cause rnème de son admirable tal^l>
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d'observation, du soin et de la patience qu'il apportait'! â ses travaux, les perturbations qui lui ont échappé se < seraient révélées; mais, étant révélées de la sorte, en j superposition avec le mouvement elliptique qu'on ne con-"! naissait pas préalablement, on n'aurait eu comme résuUJ lat qu'une trajectoire indéfinissable; et la sanction Aum tant d'efforts par un observateur de génie aurait été, An la place des trois admirables lois de Kepler, une véritM telle que celle-ci : « Les planètes, dans leurs mnuve^fl ments autour du Soleil, décrivent des orbites trèH coin^ pliquées, qui ne sont pas planes, et cela suivant den lois que l'Algèbre ne saurait traduire, o II oRt HUppo^il sable que cela n'aurait pas sulii à Newton pour le con-l duire à la découverte de l'attraction universelle. I
Donc — et c'est là le paradoxe que nous indiquiomt-J lout à riieiire, — dans certaines conditions, Ur Iropifl grand progrès des moyens d'observation peut t^lre un>J obstacle an progrès de la science, un empAcbement ù IaV découverte des lois de la nature. Ce qu'il faut, c'ifitt I que ces moyens matériels soient en harmonie Hvca J l'état général d'avancement des connaissanccn corri'tt* 1 pondantes. Le progrès scientifique ne se fait en Hoiiima . que sous la forme d'approximations succchhJvck : l'I surtout lorsque des faits observés il s'agit de rcinnulrp à des causes, à des phénomènes plus géiiérunx, il ''nl , souvent à désirer que les observations ne noient |ih» A trop approchées, c'est-à-dire qu'elles ne rellMiuit puH I l'influence des causes accessoires de (Toni[ili('iilitui<t, ( venant se superposer au phénomèiii' priucipiil, cl l'i'U- J dant impossible l'étude mathématique. 1
Ce que nous avons dit suHIt à caractéiim'r l'.\Nlr'iuii> | mie, qui restera quand même, et proliiibli-nii'iil liiu|>HM'n, comme l'exemple le plus frappant île riippri>clii'uii'u( entre la Mathématique pure et Ick IniU rlu iiuuuli) J réel, et comme un véritable monumenl eluvé i\ lu h''*'I1* J lie l'intelligence humaine et à la puittHiuii'e dit nilHi)ll»fl nement mathématique, ^^^^
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Défi ijiu' de la Mécanique rationnelle on essaie i tirer des conclusions concrètes, c'est-à-dire dès qu'abandonnant les abstractions pures, on vient leur substituer des réalités, m^me par voie d'hypothèse, comme simple exercice, sans qu'aucun problème pratique soit «iTectivement en jeu. on fait par cela mému de la Mécanique appliquée. Cette appellation est donc très générale et comprend notamment la Mécanique céleste, dont nous venons de parler.
La Mécanique appliquée se subdivisera en un nombre considérable débranches secondaires, et ce nombre peut être appelé à s'accroître encore chaque jour. Parmi elles, l'une des plus importantes est la Mécanique industrielle, qui concerne plus spécialement l'étude des macfniie-'i, de leur fonctionnement et de leur construction. C'est h Poncelet qu'on doit attribuer le mérite des plus grands jirogrès accomplis en Mécanique industrielle, progrès qui n'ont pas eu. seulement un intérêt scientifique, mais qui ont réagi de la façon la plus heureuse sur le développement industriel lui-même.
Une machine est en général un assemblage de corps destiné à transmettre l'action de forces, et à produire ainsi du travail mécanique sous la forme la plus commodément utilisable pour le but que l'on poursuit. Ce résultat s'obtient par des dispositions très diverses et en particulier par des transformations de mouvements, qui donnent lieu à l'étude des mécanismes^ et âla considération des machines à un point de vue exclusivement cinématique. Cette étude cinématique dans certains cas exceptionnels, comme dans l'horlogerie, par exemple, entre pour la presque totalité dans la théorie des machines. Cela arrive lorsque les forces à mettre en jeu sont d'une intensité tellement faible qu'on a une surabondance de ce côté, d'où il résulte que l'économie de force neprésente aucun intérêt ; la question mouvement estcapitale, et la question travail se réduit pour ainsi dire à Tta
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Mais en g^>iiéral il n'en est point ainsi, et ce »ont I même (les conditions exactement contraires en pré- -I sencc (lesquelles on se trouve. L'économie de la furre I est essentielle; et toutes choses égales d'ailleurs, la meil- 1 leure machine sera celle (jui avec «ne Torce déterminée Ë produira le plus de travail, ou, ce qui revient au même, I produira un travail donné avec le moins de forcv. Nnusl ne saurions entrer ici, même à titre d'exemple, dans (a 1 moindre considération particulière sur l'étahlissemeDt J des machines, qui se subdivisent à l'infini et KOnt K^d^I ralement classées suivant la nature de la force que l'oB'fl emploie. Mais il nous semble indispensable de prè«] senter â ce sujet quelques observations d'un ordre aima* f lumenl général. I
Il faut d'abord bien remarquer que In .Mécanique'! industrielle, s'appliquant à des corps naturel» et pour- 1 suivant la solution de questions praliqucK, doit avoir! recours, sous peine de mécomptes, non fteulenieni A II I Mécanique rationnelle, mais encore à la l'hvKJque, ft !■ J Chimie, A toutes les science» de nature a corriger la ] distance entre les abstractions et les réalité», en fournissant sur celles-ci des iodîcalionx complémentaire». La théorie des machines devient donc Waucoup pluH complexe qu'on n'aurail pu l'imaginer, si on veut la irai* ter avec une certaine rigueur, et dan» den condition permettant d'en déduire de& rc»ultali( pratique*.
Une machine comprend ewscntiellemeni Iroii» parties {1 ie récepteur, les transmissions et t'outil. I.e réreplniif ^ puise en quelque sorte dan» la source de forci- naluvf relie quelconque qu'il s'agit d'ulili»<-r, cl emploie t'urce dont on >i'est emparé pour produire un cerlainl mouvement. Les transniissionH IraUMforuienl ce mo, ment etiinissent par produire ainiti celui qui cifnvii^nt & j la marche de l'outil. En toute in«chiiic. réiénieni ettsuDliel qui mérite de fixer l'attention, c'otl le Iraïuil ou la force vive, dont leit définilion>> Mont dounéen •■! ilo l'identité est démontrée damt la Mécanique rationnelln,
isaïiOT^l
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pour les sjslêinps «le puiiils iiinlrrielii. Pur rntili d'iim* fiipce ili-torniiut-o, tjiiellp cju't'n soit la source, uni' mat'liinc absorbe donc iiiiecerlainesoitiiiie de forée vive; cjl« Iransniel telle forée vive Jvisqii'à l'outil, où rmi litiil par la retrouver sous forme de travail, ("est ainsi Jii moins que les ehoses se passeraieal si les rêsi^tunii^!^ tl«s organes, la raideur des liens (l^xibleH, les chocs, l«8 vibrulioiis et il'ntilres causes nombreuses encore, dc représentaient une certaine |ierle de force vive einployci" à produire inutilement ces divers effets, el qu'on ne saurait reirouvpr, par conséquent, dans l'outil, c'e^t-adire sous forme de travail- utile. La somme de force vivial>sorI>ôe par le récepteur correspondant juste à ce qu'on nomme le travail moteur, il suit de là ipie le travail utile est toujours inférieur au travail moteur. Le rapport de ces deux grandeurs constitue le rendement. L'utopie des chercheurs de mouvement perpétuel consiste, au i'ond. dans la conception d'une machine dotit le rendenicnl serait supérieur à riinifê, ce qui est radicaleiuent impossible. Autant vaudrait imaginer un moulin qui, lecevaiil 9 kilogrammes de blé, rendrait en écliango lo kîlngrammes de farine.
Les théories de la Physique moderne ont élulili i|ifc l'on pouvait afiirmer une équivalence remarquable cnlrf lieux grandeurs dont les apparences sont cependant bii;n diirérentes : !a chaleur et le travail mécanique. De là à conclure que la chaleur ne consiste qu'en un cas particuHer de mouvement des molécules à l'intérieur des corps, la pente était naturelle; ce n'est toutefois qu'une théorie, ou une hypothèse; mais cette hypothèse rationnelle a produit de beaux et utiles résidlats.
Allant plus loin encore, on est arrivé à la théorie de Vénergie, en désignant sous ce nom plus général une qualité inhérente â la matière et qui se retrouve sous une ibule d'aspects divers et de manifestations multiples : force vive, chaleur, phénomènes électriques, etc..
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3 phénomènes caloriques ayant cependant une prêponrant-e accentuée. Sur ces bases, on a étaltlî la grande érité naturelle connue sous le nom de coitsertiilion de 'énergie, et, revenant aux machines, on peut, avi^c un <]us haut degré de stmpHcIlé dans le langage, dire jju'une machine est un transformateur d'énergie. C e» vues générales ont été de nature à jeter quelque» c tés philosophiques sur des sujets compliqués loi'squ'i les considère isolément, et elles montrent, en loul t : les laeimes que peut présenter encore la théorie 4 e ou telle catégorie de machines sont intimement Ï\A tel ou tel chapitre correspondant de la Physique. C*j tinsi par exemple que l'étude des machiner a vapcMir, 4 (lus généralement îles moteurs thcnniqucc, tw p« Itetidre de perfectionneuienls que de ceux de lit Ttifl odynamique. et nullement de la Mécanique ralioiifitfU Sur l'étude générale des inachinett viennent tus ^ l'er certains chapitres spéciaux, tels que ceux qu; pour objet les freins, les voUnm, les réguIaleurH, p exemple. Nous nous contentons de leit meiilioiiner,
^K Ce n'est pas seulement à la Mécanique indiiHlnMll Kque la Mécanique rationnelle vîeut s'appliquer. Kllc rr des services dans l'élude de tous le» pliénum^'iiew interviennent les forces ou les niouvemeiilN, «n dcln des machines proprement dites. C'e»t Jiro <|U« l'Mi , l'Ingénieur n'est presque autre choiu; qu'uiiv couliili application de la Mécanique.
ILes construction» notamment exi((<'Ml riut>'rvi'iilUil|,| te la Mécanique; bien qu'il ne K'iigJHtM* (lan U'i di lËments en apparence, il împ^frle »u plu* IihuI |f<ill||' Tëtudier les conditions de «labilité, ^:' t-nt-k'tWt'** <!*• «' ^cer pratiquement dau» d«» comlili"tiit itU <I<'m tu»m. enients nu puissent pajt kc proiliiire. \jt» ■litlillll/' iliiN voûtes, celle des murs de iMjuléneffl<'nt, b<ii pruItlAlHl concernant les ponU Huspeiidiiiit uWfi'Ui Afn waitlll curieux de ce genre de qucMlioitH.
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Il faut aussi y rattacher le chapitre si important, et obscur enrorc sur certains points, que constitue la Hèsislance des mittérmiix. Mais ici encore, respérieme devient indispensable, on est dans un domaine (|ui relève à la lois de ta Physique et de la Mécanique, et ce serait une erreur -de croire que les problèmes di' résistance des matériaux puissent être utilement traités par le secours de la théorie pure.
11 est un genre de questions où l'étude des mouvements et du jeu des forces présente un caractère tout spécial: ce sont celles qui concernent les fluides; grâce à des hypothèses purement gratuites, et tout à fait analogues à celle qui nous fournit le point matériel, on a pu imaginer des fluides idéaux, gaz ou liquides, permettant de faire rentrer dans la science pure l'étudié des phénomènes dont il s'agit, ce qui donne lieu à V Hydrostatique et à V Hydrodynamique.
Mais aussitôt qu'on veut essayer de tirer parti des résultats ainsi obtenus, c'est-à-dire passer à Vifydrauligue, il est nécessaire de rectifier ces conceptions premières, de les corriger en y apportant des données nouvelles, fournies directement par rexpérience ou par les théories physiques qui paraissent le mieuï s'adapter à Pensetuble des phénomènes observés. Le régime des cours d'eau, les barrages, les distributions d'eau dans les villes, les canaux, et bien d'autres sujets encore, sont des applications de l'Hydraulique.
Les constructions navales soulèvent à la l'ois des questions d'Hydraulique et de Mécanique appliquée sous toutes les formes, surtout avec l'importance qii a prise de nos jours la navigation à vapeur.
Rien que par ces brèves indications, on se rend compte de l'étendue des services que rend la Mécanique rationnelle, aidée par l'ensemble des autres sciences, Elle est insuffisante, évidemment, car les hypothèse
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sur lesquelles on Ta édifiée sont généralement trop éloignées de la réalité pour que les résultats fournis présentent l'approximation dont on a besoin. Mais sans son secours, les sciences d'application dont nous avons parlé n'existeraient pas ; et du reste, si grossière qu'elle soit, la première approximation fournie par la théorie n'en constitue pas moins une indication des plus précieuses.
litre —g» biw. tamém ^m^ftmÊm txaMtrjMn^ émmmwjw luranl île b ^«eitMN en ck- 4fM <:M f » »« i«w r>4r<ii^ Ipays. Qnelqne» iadalMaB » <<J ifc»i' j< «m flMMitMâMW élraogèms pvorraat rryf <» ■ < •mmIm4mw» 4h»» «%• observatioiu et mtmir 4e l *w « j « 4c >wt«fdW3MM<#, 1» ««» écbêaut. Maû t««t ceb se p>i ! i i< fa jmikm* Y** *"* '*'*''•' tére excrplioiiftcL Mo* Inrt iE««a«l 4'fm^*^ àtt •à'mff quelqucM tAétr* gatbe» 4amt fruêUeuté, •iU Ut vmmUhh ,
ut ;ï ini'iiie du le laîre. Je n"ai pas l'ainhinl •al (
lormuler un plan général (le réforme de Tenseignemenl tnatliéinatique ; muitiH encore de préparer une sorte de manuel pédagogique, te dont Je me sentirais profondément ineapablc.
Ces explications pnJliniinaires étaient utiles pour éviter toute équivoque, et pour préciser k l'avance ma pensée dans la limite où il m'est possilile de lo faire.
Dire que renseignement mathématique est utile, c'est assurément une banalité. Cependant une question se pose dès le début : convient-il de distribuer à tous ce! enseignement, on bien d'opérer une sélection ? N'y a-t-il pas des aptitudes spéciales nécessaires pour réussir dans l'étude de la science mathématique et y faire quelques progrès ? Ne rencontre-t-on pas un grand nombre d'enfants ou de jeunes gens, d'ailleurs bien doués, qui manquent de dispositions naturelles au point de vue qui nous occupe, et dés lors est-îl véritablement nécessaire de leur imposer des études dont ils ne sauraient profiter ? 11 n'est pas rare de rencontrer des hommes instruits et distingués pour déclarer,parfois avec une légère afTectatioo, qu'ils ont toujours manifesté pour les études malliéuiatiques une aversion profonde, et qu'aucune des notions de cette nature qui leur furent enseignées jadis n'est restée dans leur esprit. J'imagine que dans ces propos il entre souvent un peu d'exagération, même lorsqu'ils sont absolumeul sincères; il nous est bien difficile de savoir au juste ce qu'a gagné notre cerveau, ce qui s'y est nettement gravé, dans quelle mesure il a profité des études de notre jeunesse. C'est un appareil enregistreur tellement complexe que la question est insoluble sous cette forme. Notre état mental et intellectuel présent est une résultante générale, et personne ne peut savoir avec quelque certitude ce qu'il serait, dans le cas oii l'on
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lurait supprimé telles on telles parties de» inipreti.4ioiin E[u'îl reçut autrefois. ■
Aussi je ne m'arrête pas plus longtemps à l'objeclioilB lînsî proposée, et je reprends la question en «■noiirann leitx axiomes qui me paraissent vérifiés par une Kaioel îbservation des faits : Ê
1" Dans le milieu actuel, dcH notions malhématîqiiera loiit nécessaires à tous; I
2° Chaque intelligence moyenne eM apte â acquérill îes notions, restreintes à de certaine» liniile<t. I
Se demander si un enfant a de» dispoHitioiiH pour J|fl Mathématique équivaut â se demander h'iI en a poUM 'écriture et la lecture. Quelques-un»i restent Inteilf^nienS llettrés par faiblesse d'esprit; qiietqiieH-unH pourroDS lussi se refuser à recevoir aucune notion malhémaljqiig^ D'est une inlimiilé individuelle, mai» (|iii iiu p"rl|9 tUcune atteinte a la proposition générale. V
Si l'on posait celte question : « Tout enfant nnl il HplM B devenir un mathématicien ? » ou iu>iilemenl ; » iVul'fJH apprendre la série générale des ïtraavtu-n df> lit Maillée niatique composant renseif^ncmcnt rompltrl ? * la ré^ ponse devrait être toute contraire, l'our ronlîniH'r (^ ultiverla Mathématique aprèft Ur* éliide« lirriiiiii^'t^» "1 a dehors des nécessité» pn^ifiruMoiinelie». un (foi'il ■(!/■■ ial est nécessaire, et tout le mondi; ne t'a (■(^rluiiiemniit ^s. Pour pousser ses éludes dans celle difeliini, Il tot bon de s'y sentir portr^ naliirellemenl, lii''ri qui< iouvent le travail %-oulu el soulenu vieiin» hUf)\i\f'i'i' au» ptitudes naturelles, ou plutôt r^véltfr en* uplitinl»» a'on ne soupçonuait pan.
En France, le nombre e«t Irop ffraaâ âfn rnCurMi iflll ont été ioconsidéréineul lafie^» vum tU-n i'Uiiii'h \i'ttir lesquelles ils manquaient de dt^p^Miti"*» iiwttii'ulbib. I ii t succès de collège, un WM»d<-«le priK de lié«ri(ii'>|t'Ji> 1 d'Arithmétique, «urTït qu'^lquefoia, la vuniU' famiUuUi idant, pour fau»B«r uae ifoeai'mn. Ou allribiiu à dui> In-
rStt f..l ilATIlÉUATtQUE
rilllés fXre|ilioiinc|]fs ce (|iii est 1(? rêsnllat il'im bon travail iiioveu, el l'on Jirigc sur l'École Polytccbuique
I l'ÉfoIe N<irmalo un mallu'urevix L-aiulidul de plus, qui éclioiic iiialfjrv tons ses eilbrls, i-t qui aurait sans doute fait le plus hoiiui-able des couuucnaiils ou (Ifs agriculteurs.
On voit, en résumé, quelle est notre conclusion. De l'aptitude naturelle, aucun compte à tenir s'il s'agit de Tétiide des éléments; le plus grand compte, au contraire, s'il est question de pousser plus haut, et surtout d'affronter des concours dilliciles.
Mais, en dehors de la difficulté de bien apprécier les aptitudes naturelles, ce qui e.\ige du jugement et une longue observation, l'on est en droit de se demander quelle est la limite ainsi tracée; ou s'arrêtent ce qui' nous appelons les éléuients. Je crois qu'on pourrait sans inconvénient grouper sous ce litre, sans que cela ait rien d'absolu, ce que contiennent les programmes de l'ancien baccalauréat es sciences, complétés par les notions qu'on a introduites avec juste raison dans l'enseignement secondaire moderne, et par quehpies vues rapides sur la géométrie moderne, qui manquent à trop de jeimes gens. Cela ne veut pas dire que tous les enfants devront acquérir l'ensemble de ces notions élémentaires; ils le peuvent tous en vertu de leurs facultés naturelles; mais malheureusement les nécessités de la vie obligeront un grand nombre d'entre eux à interrompre prématurément le cours df leurs études. Je dirai sommairement, dans le dernier chapitre, comment à mon avis devra être compris pour ceux-là renseignement mathématique.
II n'y a pus, je le crois, plusieurs méthodes d'enseignement, si nous entendons par enseignement l'ensemble des efforts par lesquels on cherche à meubler de certaines connaissances le cerveau d'un être humain
rcE cÉ:rtmjMM
T[ai n'esl pas à
liante Malfaêrnal i^ii, JwH h»*
(lues par des exposées à des
3 notre obseri
Mais été tue n taire.
arithint-lîquc jv rius (le la Gë< nelleuient le ■ la recherche, lai d siun si l'on ¥v«l. ^'S * <*st enseigné.
On m'objertera i'aciles à foi^uder ^~k l disconvenir, je ctmim €KfemêMM ff^ ue i s'exagérer les olwtarie*. «tmM«rcr4ai parce qu'oo ne aecnît fo» 4r Cmkw a 1* a
lions : la preaîéfe, et la ffa» mifmtm0t:^ ^tmÊ, ttg 6a part du pro(ésse«r^Mei'fM'9«HLfrg»aaeC fammamé» î'enseignenieat: ait fait a» kan^M- ^Êtr lâtÊf^tmm 4t sittialion. ou tméi^r par Aevwâr #1 mmimifmt». !• favCw (^st perdue araal ^Hgm ^t t nf ô»^-. le <f««iê4r «•rMtma* nécessaire â l»«ii ptwg ri-» ac « iti M wa 9*** *** - '^w* pourra bien aller Teta aesélne*: f i wy wt ^ •«« *êr*«» iiira pas ver* lai.
En second lieu, le ■ rôle important: «i trMet^ d"»
certaine limite, variable *m^a»t le* d^ j j- rt» 4e. t ut t* ^ gaement, il n'y a pit» ir^lêre^, aï de fr*4* -mj >* . wt ; H J a un troupeau et un ebiea de ber y r; if»ill«wn»« «^ dit en passant, loal pr»>le»«enr «-««Iravat a foi»»' d»- ta discipline est condamné par cela ai ^ -aie a tim^mtutatt*-^. Au contraire, ou a iMiuvenl dêrfapfé qa^ «ï i*»»*^ t^»*MÊ a un effectif trop restreint. Xi:n**-ijfn*nt*^n\ "U vuUtf, laule dêmulation: je croî» fort peu (.■vnr ma ps<»l * In
micessiU' de celte 611111 la tinn en matière mathémaliqufl, et l'idéal à mes yeux serait un prolcsseiir par élève; il rsl d'ailleurs évideul i]ue, dans l'enseig^nemenl ordinaire, la rt'imîon s'impose, mais il est bon, encore une fois, qu'elle ne dépasse pas des limites raisonnables.
Il Tant aussi que ce groupe, qu'on appelle une classe, présente une assez grande homogénéité. Sinon, l'inslituteur est contraint de mesurer son enseignement sur les l'orts ou sur les faibles. Dans le premier cas, le découragement se produit chez ces derniers; ne pouvant plus suivre, ils désespèrent d'eux-mêmes; dans le second, c'est la ti^te de classe qui sacrilice.
Les conditions normales dont nous venons de p3i étant supposées remplies, il est une recommandation indispensable à faire atout professeur. C'est, sauf de très rares exceptions, de ne pas perdre de vue qu'une science pure, au point de vue dont nous nous occupons, n'est jamais une science complète. Il suit de là que toute instruction rationnelle doit contenir, à côté des éléments eux-mêmes, des applications continuelles, dans une mesure assez discrète, mais adaptées le mieux possible aux théories. Le but de ces applications estdouble: tout d'abord présenter à l'élève des exercices sans lesquels une science n'est jamais vraiment assimilée; el puis, ce qui est plus important encore, fournir des occasions continuelles de rapprocher le concret de l'abstrait, de montrer comment on peut revenir de celui-ci à celui-là, ce qui est le but définitif de la scieufe en général.
Et ce n'est pas par hasard ou par occasion seulement qu'il faudrait montrer ce rapprochement, et attirer l'attention sur les abstractions qui servent de base à la science pure ; c'est sans cesse que le côté philosophique devrait être la grande préoccupation ; et cela, dans toutes les classes, à tous les degrés, sur tous lei
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sujets. Les vérités générales, exposées avt;i: une ce laine habileté, mises à la portée de ceux auxquels on les présente, ont toujours un intérêt et exercent un attrait. , Attirer Tattention des commençants, même des jeunes enfants, sur ces vérités-là, et les en bien pénétrer, c'est l'un des moyens les plus sûrs de leur évilor des difficultés dans le développement ullériciu' de leurs études.
ir;
En dehors des idées philosophiques dont nous parlons, il est dans chaque science, et pour ainsi dire ' dans chaque chapitre de la science, des propositions très générales et d'un grand intérêt, en raison du I nombre considérable de conséquences qui en découlent ou d'applications diverses auxquelles elles se prêtent. A ces propositions-la, un soin tout particulier doit ] être apporté ; il faut les mettre en vedette, les signaler, .1 prévenir d'avance qu'on est destiné à les revoir ; et^l lorsqu'on les reverra, sous dix formes, sous vingt \ formes différentes, ce ne sera plus alors une étude nouvelle à recommencer chaque fois, comme cela i arrive trop souvent ; l'élève reconnaîtra sans peine une vieille connaissance qui se présente seulement à lui avec une toilette nouvelle, et sa mémoire ne se
«mettra pas à une torture inutile.
Du reste, le rôle de la mémoire, certainement nécessaire en matière mathématique comme en toute autre, • doit être réduit d'une façon générale à d'assez faibles i proportions dans un enseignement rationnel. Ce ne sont pas les images, figures ou formules, dont il faut surtout laisser l'empreinte dans le cerveau ; c'est la faculté du raisonnement ; et si un élève a appris une proposition importante en y étant conduit de telle sorte qu'il l'a pour ainsi dire découverte luf-même, cette proposition sera facilement retrouvée par lui, dans le cas où il viendrait à l'oublier, car son esprit repassera sans peine par les , mêmes sentiers qui l'avaient amené au but une première
fois.
gi /, 1 MAI llKMATlQUi:
En un mot. v'vnX «urloiil pnr l'initiative personnelle (|iie ppiit se l'aire d'iiiie faron normale le tlêvelopjiemont de l'eKitrit mathéniatifjiie : iniliativc chez 1« maitro, iniliativc chez rélève. Le premier, il faut le reconnaître, en est souvent empùchù par rexignïlé ol la raideur des programmes ; le seciind. de son cùtê, n'a géiiii'ralement pas d'initiative parce qu'on ne lui en a pa» communiqué le goût. 11 a été exercé à travailler, à apprendre, très peu à comprendre, et pas du tout à chercher. Dans des classes peu nombreuses, composées déjeunes gens se destinant aux écoles et désireux de réussir, il est pari'ois arrivé que les appels réitérés d'un professeur, tendant ii obtenir de ses élèves des demandes personnelles de renseignements, sont restés pour ainsi dire sans ell'et. C'est que, bons élèves du reste, se donnant de la peine, ces jeunes gens, depuis leur enfance, avaient été dressés en matière mathématique à apprendre toujours et jamais à penser.
Les moyens matériels, les procédés pédagogiques n mettre en œuvre pour obtenir le résultat désiré sont éminemment variables, suivant la nature des classes, l'avaacement des élèves, et aussi d'après la manière de voir et le tempérament du professeur. Nous en examinerons tout à l'heure quelques-uns parmi le.s principaux; mais nous tenons à insister dès maintenant sur cette proposition que, dans toutes les circonstances, rien ne 'peut suppléer à l'enseignement oral spontané, c'est-à-dire aux explications données à haute voix avec toute la méthode et la clarté qu'un esprit juste et une longue expérience permettent d'acquérir. Il faut en outre que fréquemment les élèves eux-mêmes, à tour de rôle, soient appelés à présenter des démonstrations ou ii chercher des solutions de problèmes, autrement que la plume à la main.
Il serait indispensable d'introduire surtout dans l'engnement oral deux coutumes qui semblent exig er du
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in font ffai^ner. Une se
ule (
temps, mais c
en vigueur, et encore dans une mesure un peu excep- I
lionnelle. Je veux parler de leoona d'introduction et de |
revision. Ces dernières seules sont appliquées, sous I
une forme ou sous une autre, dans quelques classes. I
('omme le nom l'indique, ces leçons devraient avoir J
pour but, une fois le cours terminé, ou mieux peut- I
être après chaque branche importante étudiée, de rap- J
peler à grands traits le chemin parcouru, de montrer I
d'où Ton est parti, oii l'on est arrivé, quelles sont les I
applications principales et les propositions les plus j
essentielles par lesquelles on est passé, laissant les J
autres dans une ombre relative. Lorsque la chose est 1
possible, ce travail de revision accompli par les élèves I
eux-jnémes avec un temps de préparation suffisant, J
peut donner d'excellents résidtats, en obligeant les I
enfants à rassembler leurs idées, à les exposer claire- ' ment, sauf à s'aider au besoin de quelques notes, et non plus à répéter purement et simplement des leçons apprises à grand renfort de mémoire. Bien 'entendu, ie professeur intervient alors pour corriger ce qui est
défectueux, ou pour présenter des remarques complé- I
mentaires. j
Quant à l'innovation des Introductions, elle ne pour- J
rait au contraire se pratiquer qu'en étant présentée par 1
les professeurs eux-mêmes, et voici quel en serait 1
l'objet. Avant d'aborder chaque chapitre un peu impop- |
tant de la science que Ton étudie, on ex|)oserait sous j
une forme résumée quel en est l'objet essentiel, pour- J quoi ce chapitre présente un intérêt, dans quelles cir-fl constances on pourra avoir à en faire application ebri
comment on se propose d'accomplir l'exploration que 1
Ton a en vue. La route étant ainsi jalonnée d'avance, 1
la compréhension des choses sera plus naturelle, l'es- 1
prit d'initiative et de recherche s'ouvrira plus facile- ]
itient, tandis que souvent des esprits, même bien J
doués, ne peuvent surmonter certaines difficultés ni 1
1^ LA ilATUt'MATIQVE ^^H
comprendre certains llu-orèuies, parce qu'Us marcgSIf^ romme dans In nuit, Hans fil c-ondiictotir, sans pouvoir «It^'iiu'r lo lien qnî existe entre les propositions successives qu'on fait passer sous leurs yeux. Cette pratique des ierons, ou mieux des fragments de leçons d'Introdiietion, serait utilement introduite dans tous les ordres d'enseignement, mais aurait surtout un intérêt spécial quand le niveau commence iin peu à s'élever, et que les complications apparentes de la science peuvent masquer, dans des esprits n'ayant pas encore une préparation intellectuelle suffisante, la grande clarté e! l'unité que la Matliématique présente dans toutes ses parties.
En résumé, l'enseignement doit être aussi peu dogmatique que possible, mais en même temps foncièrement philosophique. Cette conciliation de la simplicité dans la forme avec la profondeur des idées constiliie l'une des qualités de l'art difficile de renseignement. lies Introductions peuvent aider dans une très large Uiesure à suppléer à cette qualité maîtresse, cl contribuer même à la faire acquérir.
Dans les classes un peu élevées, ou emploie beaucoup aujourd'hui le système des notes prises sur des cahiers par les élèves tandis que le professeur expose chacune de ses leçons. Ce système en soi est excellent, mais exige pour être bien pratiqué un certain apprentissage, riiabitude d'une écriture rapide et claire, et une maturité relative de l'esprit; et ce serait peut-être un tort de l'employer trop exclusivement. Dans les classes d'élèves tout jeunes, il serait certainement impraticable comme procédé unique. Du reste, en ces matières l'esprit d'exclusivisme et de système est déplorable; c'est par des essais partiels discrètement tentés qu'un professeur digne de ce titre arrive à perfectionner sans cesse son outillage pédagogique.
Je ne parlerai, dans cet ordre d'idées, ni des devotfs
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coinpositioiiB plus ou moins fréqucntos t]iron peut donner aux élèves, ni des interrogations à leur l'aire subir en dehors des leçons. Tous ces accessoires de l'enseignement sont bons, sont même excellents à tous les degrés, pourvu que l'ensemble de ces moyens divers soit bien harmonieusement combiné.
Au lieu de notes prises au cours, un certain nombre de professeurs avaient, pendant d'assez longues années, adopté l'usage — qui n'est peut-être pas encore proscrit partout — de dicter textuellement un cours que les élèves devaient reproduire. Rien n'est plus formellement contraire à l'esprit de renseignement mathématique. Cette manière rigide de présenter les vérités dont se compose la science est de nature à solliciter sans cesse les facultés de la mémoire, au préjudice de relies du raisonnement, et c'est juslonicnl le lésultat contraire qu'il faudrait obtenir.
La forme sous laquelle on peut faire garder aux élèves, dans les commencements surtout, des traces sensibles de ce qui leur a été enseigné, est assez difficile à trouver d'une façon générale ; je crois cependant que des rédactions bien suivies, bien coordonnées et rectifiées par le maître, seraient incontestablement supérieures à ces cahiers dictés, constituant le pire des systèmes. Ajoutons que l'enfant doit être préparé le plus tôt possible à l'art de prendre des notes, et qu'on peut l'y amener graduellement en lui faisant justement exécuter ses rédactions sur les notes qu'il a prises luimême.
Autrefois, au Heu de cahiei'S dictes, on avait un autre système, |>eu recommandable encore, mais cependant iiiiiins mauvais : c'était l'étude d'un livre ; ce livre, iidopfé pour une classe, faisait le fond de l'enseignement ; chaque jour on en découpait une petite tranche, et le rôle du professem* se bornait pour ainsi dire à un simple commentaire. Je ne m'arrêterai pas à ce système
abandonné, et plus itnpraticable que jamais avec reSor tles publications classiques. Comme, s'il y a beaucoup dp bons livres, il n'y en a aucun de parlait, le système en question n'est évidemment pas soulenable ; mais il esl permis à ce propos de se demander quel rôle les livreB doivent jouer dans l'enseignement mathématique et quel secours ils peuvent apporter. Or, il semble qu'en général les choses soient organisées juste au rebours de ce qu'indique la raison. Dans les classes inférieures, pour la première initiation, l'intervention du livre esl bien rarement utile; l'enseignement doit être vivniil, varié, familier, provoquer incessamment l'esprit; et la parole figée dans un livre produit exactement l'eflel contraire. C'est donc là que le livre devrait être tout au plus réduit au rôle de très humble auxiliaire d'occasion ; et c'est là juKtoînenl qu'il régne d'une façon quasi souveraine.
Dans les classes relativement élevées, au contraire, les notes du cours, telles qu'elles ont été prises, forment le recueil sur lequel on travaille; mais des erreurs onl été commises, des lacunes subsistent; il y a des aperçus sommaires qui ont été donnée sur des sujets qu'un élève studieux serait heureux de connaitre plus complètement. Des livres seraient donc utiles comme recueils de renseignements complémentaires des noies. 11 n'est certes pas défendu d'en faire usage ; mais dans les classes dont je parle, et qui préparent habituellement aux grandes Ecoles, Je surchauffage des candidats est tellement bien organisé que l'usage des livres .^e réduit à peu près à rien, par cette bonne raison que les élèves n'ont pas le temps. Pour le succès dans les concours, il peut être bon que les choses se passent ainsi; pour l'éducation mathématique de l'esprit, c'est déplorable. On pourrait dire que nos candidats sont prodigieusement instruits; ils savent tant de choses qu'ils n'ont le temps de n'en comprendre aucune. Le délaissement des livres dans les classes mathématiques im
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"peu supérieures n'a pas d'autre cause ; et de ce fait on ue peut guère blâmer personne; c'est la fatalité mâme de l'organisation des concours qui amèue ces résultats.
' On pourrait cependant les atténuer.
Une autre calamité, à laquelle il serait plus facile de remédier, est la mobilité, l'inconsistance des programmes de concours, variant d'une année à l'autre, bouleversant tout, faisant des coupes sombres à travers la science, pour y ajouter le lendemain une théorie plus ou moins difficile qui y ligurait la veille ; tout cela sans suite, sans méthode, sans raisons données, souvent
Mans prétexte.
■■ Un programme est toujours mauvais, uniquement parce que c'est un programme. Mais comme c'est un mal nécessaire, il faudrait du moins, lorsqu'on a eu la < chance d'obtenir le minimum d'inconvénients, en rester là et ne plus toucher à ce programme idéal qu'avec une discrétion extrême et quand des raisons scientifiques y obligent impérieusement. Avec un peu de bonne volonté, il ne serait pas difficile d'en revenir là.
Une autre espèce de programmes, n'ayant d'ailleurs de commun que le nom avec ceux dont nous venons de |)arler, c'est celle des programmes trop souvent imposés aux professeurs de l'enseignement public avec une minutie manifestement exagérée. C'est de la sorte que chez un trop grand nombre d'entre eux se trouve amoindri, sinon détruit, cet esprit d'initiative sans lequel l'enseignement perd toute vie et toute flamme,
et que noua avons reconnu
2 la
pre
liêre des ver-
tus pédagogiques. Des indications générales très larges -seraient bien sufTisantes,
Si, malgré toutes ces entraves et tant de défauts de détail, nous obtenons encore en France les petits résultats que nous pouvons constater, cela révèle les belles qualités de conscience, de zèle et de connaissances acquises qui distinguent à un si haut degré le corps
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onsei^iianl. Mais on s'altrislt! tiiiaïul m^iiie en pPOsâîF à lanl (le forre perdue; et l'nn regrette de ne pas voir toute cette enfance et celte jeunesse française recevoîj' dansja metfure où c'est possible la forte et solide éducation mathématique qu'il serait si facile de lui donner sans plus de frais, en se décidant tout siuipleiiient à laiss<'r agir les forces bienfaisantes dont on dispose, et à faire circuler la vie dans uneVégiontiii elle semble suspendue. Peut-r''tre, sil en était ainsi, aurait-on de la Mathématique une appréciiilioti généralf un peu moins inexacte.
Il mu resterait encore bien de» questions à indiquer, sur la fréquence et la durée des le»;ons, notammeul, el sur l'âge auquel peut être efficacement entreprise l'éducation mathématique. Les opinions sont variables sur ces divers points, et toute opinion absolue risquerait dYtre erronée. 11 faut bien du reste se plier, suivant les cas, aux nécessités des autres parties de l'enseignement, et aussi aux conditions extérieures, lesquelles ne permettent pas toujours de faire ce qui pourrait sembler théoriquement préférable.
Sur un point cependant, une observation me semble indispensable. Dans quelques classes oii se trouvent des commençants, on a imaginé d'introduire des leçons de mathématiques à raison de deux, quelquefois même d'une par semaine. Un pareil procédé est tout à fait irrationnel et représente simplement du temps perdu. Comment veut-on, à de très rares exceptions près, que le cerveau d'un enfant reçoive l'empreinte de ces notions, nouvelles pour lui, et les conserve pendant unu aussi longue période ? La continuité est un des facteurs nécessaires de l'enseignement scientifique. Avec la méthode dont nous parlons, l'enfant oublie d'une semaine à l'autre; ayant oublié, il ne sait plus, quand même il ferait tous ses efforts, et il cesse de prendre le moindre intérêt à des études auxquelles il serait indispensable de l'attacher chaque jour un peu plus. On peut dire aaiig
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crainte de se tromper qu'en Mathématique, trois leçons par semaine représentent un extrême minimum. Tant qu'on ne peut pas en arriver là, mieux vaudrait différer d'une année, de deux années au besoin, l'initiation mathématique, et occuper à autre chose ces jeunes esprits, plutôt que de leur donner ce premier enseignement sous une forme décourageante pour eux en même temps que pour l'éducateur, et fatalement stérile dans tous les cas.
CHAPITRE II
Enseignement de l'Arithmétique
L'Arilhin(-li4|iie, nous l'avons vu précédeniment, oompreod deux ordre» d'idées très distincts, même dan» sa partie la plus élémentaire : le calcul et la théorie. Or, s'il est exact que tes régies des opérations les plus simples exigent pour Être justifiées des raisonnements dont l'exposé n'est pas toujours simple ni facile, la possibilité il'exécuter couramment ces opérations d'une façon pratique n'en existe pas moins. Et comme cette pratique des opérations du calcul arithmétique a un intérêt de premier ordre dans les diverses circonstances de la vie; comme, d'un autre côté, cette habitude du calcul est l'un des éléments précieux d'une bonne continuation des études arithmétiques, on voit qu'il y a dans l'ordre d'idées que nous indiquons la matière d'une branche de l'enseignement mathématique, branche bien importante puisqu'elle réagira plus tard sur toute.s les autres.
Les premières notions du calcul peuvent être utilement données aux enfants, à la même époque où on leur donne les premières notions de lecture et d'écriture. Ce n'est pas, bien entendu, sous une forme abstraite qu'un tel enseignement peut être distribué ; ce n'est pas même par des leçons, mais par de véritables jeux. Les dominos, les lotos, les billes, toutes ces collections concrètes d'objets, permettent d'apprendre à l'enfant à compter, J
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plus en arrit'ii' ! Et combien est grande la (l(>i'epir quand ou compare ce qui devrait éli-e, co qui pourrait 4>tre, et ce qui esl! Cependant, coinmw les déveliriipemcnls que je présente ici ont pour Ijul de provoquer quelques progrès partiels, d'oii résulteroni pcul- 6tre d'aulres progrès plus importants, je crois qu'il ne faut pas se décourager, et je demande à insister encore.
Voici comment Lucas indique lu conslriution possible d'une Taille de multiplieaiion par \in enfant. Ayant rangé dans leur ordre les 90 boules d'un jeu de loto, il les retire de 2 en 2, et il obtient ainsi les multiples de a, c'est-à-dire les nombres qui doivent figurer dans la deuxième colonne de la Table ; puis, replaçant les boules, et recomnienranl l'opération analogue, luais de A en 3, il a les iiDiiibres de la troisième colonne, cl ainsi ilr suite.
Il n'est pas difficile d'imaginer des procédés semblables pour les Tables d'addition ; ces diverses tables peuvent être poussées beaucoup plus loin qu'on ne le fait d'habitude, et l'enfant qui les a construites ne les oubliera certainement pas. On voit que le papier quadrillé, au point de vue matériel, est appelé à jouer un rôle important dans cette première partie de renseignement. C'est une importance qui nest pas destinée à s'amoindrir à mesure qu'on progresse, car on" pourrait presque affirmer que cet outillage est aussi nécessaire à Tauditeur des cours les plus élevés de nos facultés qu'au petit enfant formant pour la première fois ses chiffres. C'est là, je le devine, une assertion et une opinion qui feront sourire plus d'un professeur. Que d'objets d'apparence puérile, cependant, sont appelés à des applications d'une cxtrôme importance ! Mieux vaut réfléchir et raisonner que de rejeter sans examen ; mieux vaut surtout expérimenter, alors que l'expérience coûte si peu.
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Jai un peu insisté, â dessein, sur l'initialioii première elle doit iMre entreprise de bonne heure, et poursuivie mélhodiqueinent à mesure t|iie les années s'écoulent, avant que l'on n'aborde l'enseignement scientifiqiii raisonné. Il est possible, dans cette voie, et en sachai utiliser toutes les occasions qui se présentent, en vaut toujours à la pratique du calcul un caractère réoréi tif, d'aller beaucoup plus loin qu'on ne pense. Non sei lement l'enfant pourra l'aire avec sûreté les quatre op< rations fondamentales de l' Arithmétique, non seulement il aura pris du calcul mental une habitude suffisaute
(pour être capable de pratiquer les opérations dans de»; ^s relativement simples sans aucun secours niatériei^ Itoais il aura été possible de l'initier aussi, sans mémi ^u'il soit nécessaire d'en prononcer le nom, à Lien di calculs sur les progressions, par différence ou par qui tient, sur la formation des carrés, sur des exenipb simples d'analyse combinatoire, sur les premières puii sances d'un binôme, qu'on obtient en multipliant
Élément le nombre H par Uii-mèmo, et sur biei 'autres sujets encore. Tout cela semble être du r^veJ l je sens bien qu'aux yeux de beaucoup de lecteura; 'est une thèse paradoxale que je soutiens en parlant ainsi. J'ai cependant la conviction raisonnée — et appuyée sur des faits — que cette thèse est la vérité même, ,et que de cinq â dix ans, par exemple, on pourrait obteiir de l'enfant, dans ce domaine du calcul pratique, des ^sultats qui nous paraissent prodigieux et qui au fond lOnt tout naturels. A une condition, cependant : c'est ; une méthode rigoureusement expérimentale l de ne pas s'en départir ; do laisser l'enfant, en préiBnce des réalités concrètes qu'il touche et qu'il voit, a lui-même ses abstractions ; de ne jamais essayer B rien lui démontrer ; de se borner à lui fournir les >iïcations qu'il se trouvera conduit à solliciter deluime; de conserver enfin à cet enseignement du calcul î apparence d'amusement, et non pas celle d'un tra-
it,
lo* t.l MATHEMATIQUE
rail imposé. Si la fatî^r rcrùbrale se produit ; si nui veut ronlraindre un jrune enfant k fixer son attention j*ur «1*8 sujets «pli ne rintèrcssenl pas et à comprendre des raisonnemenls au-<)essii$ de son âge. alors le but est manqué, le W-fiiiIlal est... ce que nous avons aujoiird'hiii, c'esl-i-dire une population st-olairc sachant mal calculer, pas préparée aux études futures, et associaot d'avance au mot « Mathématique » l'idée de fatigue et d'ennui.
Le malheur, c'est que la réforme à faire dans ce sens exigerait une transformation radicale des cerveaux et l'uliandon d'habitudes invétérées ; aucun Tn-re d'étude ne peut contribuer à en liftier racconiplisssement, puisqu'il s'agit justement alors de ne jamais placer un livre entre les mains de l'enfant. Ce sont les maîtres qu'il faudrait transformer ; or, quand on a reçu un enseignement mal compris et déraisonnable, il est diltîcile de s'en rendre compte plus tard. C'est pour cela qu'il s'écoulera peut-être un temps bien long avant que le» idées de La Chalotais rencontrent le milieu dans lequel elles sont destinées à fructifier et à produire les heureux résultats qu'on est assuré d'en tirer, le jour où i>d les appliquera.
Malgré tout, bien ou mal. dans des condi conques, l'enfant a appris à calculer un peu ; les a se sont écoulées, et il atteint l'âge où Ion va commencer à lui enseigner l'Arithmétique.
C'est alors qu'il est essentiel de lui montrer dès le début comment il a procédé lui-même sur les quantités concrètes, conunent il a fait ses abstractions, de lui donner d'une façon nette et j)ar des exemples répétés la notion du nombre, sous forme abstraite ou concrète, 11 convient alors de reprendre les opérations avec lesquelles il est familier déjà, et de lui en montrer le n pourquoi ». La numération, les diverses opérations simples de l'Arithmétique exigent alors le dévelopi
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C'est de la * (lu calcul pratique aa olnal i l'idée du nombre »"ét«>d *t a génération des frarlioBH-, e lions décimales, â la fom traction des racines, en i notions d'Àrîthinologîe, sur le» i
premiers entre en\, pareseHpIe, q^'s* d«il d^Mar «^n un soin extrême, tout en les restret)Ç»aBl j ment à ce (]iii est nécessaire pour la Miite da r Monné.
Bien entendu, dans un tel en^^eigneinf ni ralioa»*4, l>r« progressions, et surtout les progressionis c termes entiers, doivent être introdu comprendre pour quels niolifs des sujets exclu] arithmétiques rommc ceux-là, et quïi
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à leur vrai rang, ont iHi; relégués dans d'autres pa'^^^ dt> l'onseigneinent. c'ffsl-à-diro dans l'Algèbre.
Il est clair que dans toiil le i-ours de cet enseigne menl arithmétique, l'usage des lettres devra être introduit chaque fois que cela pourra faciliter les raisonnements ou la recherche* de» Holutions, Nous avons vu que ce n'est là en aucune façon un empiétement sur l'Algèbre, qui se distingue par des caractères d'une toiit autru nature.
L'Arithmétique ne peut élre complètement exposée si l'on n'y fait pas figurer la thcorie des approximations, sur laquelle nou.t avons déjà tant de fois insisté. Par de nombreuses applications, il est possible de rendre claire celte théorie, qui n'est certainement pas exempte de difficultés, et cela sans quitter le domaine élémentaire; on arrive aussi par ce moyen, et ci force de multiplier les exemples, à en rendre l'usage familier, ce qui est au moins aussi utile que de bien posséder la doctrine ellemême. Rien n'est plus indispensable que cette étude comme préparation générale permettant d'aborder plus tard avec sûreté les parties plus étendues de la science,
On doit faire rentrer encore dans l'enseignement de l'Arithmétique, mais à titre de compléments, et lorsque ie moment en est venu, certains calculs spéciaux, tels que les constructions de tables, le calcul des différences au point de vue de ses applications numériques, la résolution numérique de quelques équations.
Enfin, en dehors des premières notions d'Arithmologie indiquées plus haut et qui sont rigoureusement indispensables, on doit ne pas hésitera donner quelques indications sur un certain nombre de questions intéressantes, telles que les fractions périodiques et leur généralisation, les systèmes de numération en général, les théorèmes les plus simples sur les nombres premiers, et les notions les plus élémentaires sur les con- ""uences.
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II va de soi que loiil cet o 11 se ij^ ri orne ni doit t^tre échelonna sur UD assez grand nombre d'années, et se combiner avec celui des autres branches de la science niathématique. il ne fatit jamais perdre de vue que les sciences sont destinées à s'entr'aider, à se compléter tes unes les autres; si bien ((ii'on ne s'assimile convenablement aucune d'elles sans avoir des notions de celles qui y conflnent.
L'enseignement arithmétique, notamment, dés qu'on aura franchi les premiers degrés, tirera grand profit des premières notions d'Algèbre et de Géométiîe. il doit donc être bien entendu, sans que nous ayons besoin d'y revenir désormais, que l'Algèbre et la .Géométrie prendront place dans l'enseignement mathématique général, et d'une façon à peu près simultanée, aussitôt que les théories arithmétiques auront été poussées au point j voulu pour rendre les premiers principes intelligiblea.
Je ne dirai que peu de mots de ce qui touche l'enseignement élevé de l'ArithmoIogie. Ainsi que je l'ai fait remarquer déjà, on ne saurait guère formuler de règles générales lorsqu'il s'agit d'un enseignement donné k des , hommes, non plus à des enfants, et qui porte sur les hautes régions de la Mathématique, Là, le professeur doit être un savant, et non jilus seulement un pédagogue; ce qu'il peut faire de mieux, c'est d'exposer | surtout ses propres travaux, de montrer comment ils se rattachent à l'ensemble de la science, et de quelle nière ils peuvent devenir la source de nouveaux pro-
^ mil
\' Tout ceci est plus particulièrement vrai en Arithmologie; car si cette science a été enrichie par les travaux i des plus illustres géomètres, elle manque cependant , plus que toute autre de ces méthodes générales qui <
iractérisent une doctrine. On pourrait dire à ce jioint j vue que la Théorie des nombres est encore dans^
i&fance; malgré cela, les propositions qu'elle présenU
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cxciTPiil lin allraîl toul parliiulirr sur l'esprit de ^MP (|iii la cultivent, et elle mériterait une sollicitude plus large que relli* dont elle est gênêraleiiienl l'objet.
Dan» cet ordre d'idées, il est permis de trouver regrettable pour notre pays le délaîssemeat dans lequel ^"i{ tombé en France l'enseignement de l'Arithmoiogie, De grands esprits, parmi nos compatriotes, tels que Fermât, Legendre, Caiiehy, Lame, LioiiviUe. Lucas, ont apporté celte science de larges contributions; ce lui pendant longtemps une science française, malgré l'em- (ireintc si profonde qu'y a laissée le génie de Gaiiss. Et cependant, pas une chaire de Théorie des nombres n'existe en France; pas un livre français ne l'expose, car celui de Lucas, publié sous ce titre, est malheureusement resté inachevé après la mort de l'auteur. Et comme conséquence, il est impossible à un jeune savant, parmi nos compatriotes, d'apprendre cette partie de la science, sinon en étudiant les publications étrangères. II est juste de reconnaître d'ailleurs que l'enseignement de la Théorie des nombres serait diUtcile à rétablir en France actuellenienl,raute d'un professeur. Mais il n'est pas interdit d'espérer une renaissance, et de la souhaiter prochaine.
CHAPITRE III
Enseignement de l'Algèbre et du haut calcul.
En Algèbre comme en Arilhmétiqiie, la praliquc du I yilcul a une importance préliminaire capitale ; mais 1 ialcul ne saurait être enseigné par les mêmes moyens? [ exige, seulement pour qu'on en comprenne ^utililé^ losaible, des notions générales correspondant â uni «ertain état d'avancement de l'esprit. Cela n'empèche'J Kis que c'est par là qu'il convient de débuter, mais enii le bornant aux opérations rigoureusement élémen-" aires; les autres seront étudiées plus tard, à leur tour,] I mesure qu'elles se présenteront comme une nécessité. Le meilleur moyen de présenter les premières opérations du calcul algébrique, c'est à mon avis d'invo- |uer les notions d'Arithmétique que l'élève possède Jéjà, en attirant son attention sur l'avantage qu'il y Hirait, dans la solution d'une question, à savoir une Toïs pour toutes les opérations qu'il y aura lieu de faire pour obtenir le résultat. La distinction des données et des inconnues, les procédés habituels de représentation des quantités par des lettres, le rappel des principaux signes d'opérations, qu'on a déjà plus ou moins rencontrés en Arithmétique, découlent de là d'une 1 assez naturelle, et permettent d'exposer sans trop d'efforts le premier vocabulaire des termes algébriques pe l'on doit employer le plus souvent. Les opérations
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proprenuMit dites ûtanl alors entreprises, la soustrartion itcriiK'l sans plus larder d'ouvrir une large parenthèse sur les qiiautilé.s négatives et les nombres négatifs, et de jeter ainsi, dès le début, dans l'esprit du commençant, des idées nettes, et surtout des idées simples qu'il reprendra plus tard avec grand profit. Dans ce but, il faut, sans nulle hésitation, se servir de toutes les resHourees que l'élève peut avoir déjà sous la main, et spécialement de la représentation géométrique ; eolle-ci n'exige rïen autre chose que la notido de la ligne droite, et elle a le grand mérite de fournir l'occasion d'insister sur la continuité des grandeurs, sans avoir besoin de se lancer dans des considérations obscures ou compliquées.
Il n'y a d'ailleurs aucun inconvénient, bien au contraire, à montrer ici comment on procède pour passer des grandeurs aux signes qui les représentent, et à indiquer comment une grandeur concrète quelconque arrive à pouvoir trouver sa représentation dans un signe déterminé, la réciproque n'étant pas vraie, car elle dépend de la nature concrète des grandeurs. Toutes ces idées philosophiques, à la condition d'être amenées avec discrétion et méthode, sans appareil ni solennité, mais au contraire comme remarques toutes naturelles, sont plus qu'utiles; elles sont indispensables pour une compréhension convenable du développement ulté de la science.
■e les I
Sur de telles bases, il est possible de poursuivre quatre opérations fondamentales, d'une façon rationnelle, et de les étendre aux fractions algébriques; ce n'est plus seulement la pratique et l'habitude du calcul algébrique qu'il s'agit d'inculquer à l'élève, mais en même temps on l'accoutume à raisonner d'une façon rigoureuse, à comprendre lés motifs de chacune des règles qu'on lui apprend, ou plutôt qu'on lui fait deviner au fur et à mesure. La multiplication et la division
tout offrent l'occasion de mettre en luniière de nom- Jireiises identités dont l'emploi sera très fréquent; c'est un grand tort de les passer sous silence, ou de les reléguer, comme on le fait si fréqueuinient, dans des chapitres ultérieurs. Il est bon de parsemer cette première ])artie de l'enseignement d'applications incessantes, et d'aborder sans crainte certains calculs tels que les puissances successives d'un binôme, les progressions, sans attendre plus longtemps, dût-on j revenir plus tard. Un seul exemple fera comprendre ma pensée sur ce [)oinl, et montrera quelle incohérence règne en général dans l'enseignement des premiers éléments de l'Algèbre. La division algébrique conduit à l'identité
'^'ailleurs facile à établir, et qu'on trouve dans presque tous les cours. Or, en général, lorsque plus tard on cherche la somme des termes (le la progression
on se donne la peine de faire une démonstration spéfiale pour établir que cette somme est ^ _ ' . N'est-ce pas cependant la même vérité que tout à l'heure, à cette seule différence près qu'on a changé la lettre x enq? ^ On surcharge ainsi la mémoire, on ne montre pas le "■ lien qui existe entre des chapitres identiques sous des apparences difterentes, on engendre le dégoût qui suit ■ le défaut de compréhension générale. Et Ton pourrait J facilement citer bien d'autres exemples Le plus triste, c'est que ces habitudes vicieuses sont invétérées à un tel point que l'on se trouve contraint de s'y conformer dans l'enseignement, alors même qu'on les juge à leur valeur. Les programmes ne permettent guère
igir autrement. Mais ici, nous sommes plus à l'aise
lur exposer ce qui nous parait critiqu.
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Arrivé au poinl que nous avons indiqué, c'est-à-dire ■ une fois en possession du calcul algébrique éléincntairo, l'élève peut al)onler l'élude des équations algéliriques, dont il n'a pas jusqu'ici entendu même prononcer le nom. Il est essentiel de lui expliquer alors, et sans aucun détour, comment lus équations s'introduisent, quelle en est l'origine, en exposant à g;rands traits sirr les fonctions les idées générales que nous avons trop souvent rappelées dans les pages qui précèdent pour qu'il soit nécessaire d'y revenir. Les opérations générales sur les équations, sur les transformations qu'on peut leur faire subir, permettent d'arriver ensuite à l'étude des équations et des systèmes d'équations du premier degré, ainsi qu'à celle des inégalités.
Remarquons bien cependant la nécessité de savoir se restreindre, et de proportionner l'enseignement à l'avancement intellectuel des élèves auxquels on s'adresse. Si l'on voulait ici pousser un peu loin l'étude des équations du premier degré, oïi se trouverait conduit à l'exposition délicate de la théorie des équations linéaires, c'est-à-dire, par contre-coup, à celle des déterminants, qui demande plus d'habitude préalable du calcul et plus d'instruction acquise. Dans une première étude comme celle-ci, il est donc nécessaire de présenter seidement des exemples simples, s'étendant à des systèmes à trois inconnues, ou a quelques exercices très particuliers dans lesquels ce nombre trois se trouverait surpassé.
Tout ce chapitre des équations du premier degré resterait lettre morte et représenterait presque un travail inutile, pour l'élève comme pour le maître, si des applications continuelles ne venaient l'éclairer et en diminuer l'aridité. Les problèmes méritent d'ailleurs une attention spéciale, etprètentà des remarques qu'on peut produire une fois pour toutes, qui feraient l'objet d'une ou de plusieurs leçons très utiles, et que d'habitude on ne rencontre nulle part. C'est peut-être la première et la plus simple occasion qui soit oflerte pour faire a.
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l^ïneiil comiircndre le liiil généra! de la science malhé-J iiiatiqtie et ce que c'est que le retour de l'abstrait au<a concret, qui se présente ici sous la forme de discussioaj des solutions. fl
Avant d'aborder les équations du deuxième degré,.* quelques notions nouvelles de calcul sont nécessaires.! C'est ici que viennent prendre place la théorie de 14:1 racine carrée, les notions sur les radicaux du deuxièmal degré, comme préparation aux équations elles-mêmes. I Dans l'enseignement ordinaire, surtout tel qu'on le^l comprenait il y a peu d'années encore, cette élude du fl second degré et des questions qui s'y ramènent se trou-fl vait accompagnée de certaines considérations partieu- J liéres sur les maximums ou les minimums, abordables I par les équations du second degré, mais très artificiel- 4 lement, et sous une l'orme fort peu philosophique. Puis 1 s'introduisaient ensuite les progressions , les loga- 1 ritlimes, avec quelques applications, et le domaine de € l'Algèbre élémentaire ôtail de la .forte totalement I exploré, 1
Malgré quelques réformes partielles, l'état actuel de-l l'enseignement présente encore dans cette partie trop! de lacunes et de contradictions fondamentales pour que m nous puissions nous dispenser de présenter certaines 1 observations. I
Tout d'abord, on court pour ainsi dire au-devant des I dillicullés relatives aux imaginaires, et on les rend ïnso- I lubies pour les élèves, en ne présentant pas nettement I celte théorie à l'occasion de l'extraction de la racine 1 carrée. If n'est pas plus diflicile de le faire qu'il ne l'est | de parler, à propos de la soustraction, de la théorie des I quantités négatives. Et non seulement ce n'est pas dif- j ficile, mais c'est de nature à préparer utilement les études ultérieures, si l'on profite de la circonstance pour donner les premières notions sur les quantités géométriques, pour insister sur l'extension nécessaire !
de la nntion ilcs opêralions. à mesure (|ue les sjniboles s'appliquent à de nouvelles quantités. Dès lors on s'aperc;oit aisément que les imaginaires sont des quantités tout aussi réelles que les autres, et on en établit les règles de calcul avec une simplicité extrême, une netteté d'exposition qui frappe l'esprit, garantît contre les déraîllances possibles de la mémoire, et permet de retrouver, de réinventer la théorie, si par hasard cette défaillance se produisait.
En s'y prenant ainsi, les solutions des équations du deuxième degré n'ont plus à être interprétées. Elles se présentent d'une façon absolument uniforme et générale; tout s'éclaire et se simplifie. Je conclus donc qu'un exposé des premiers principes de la théorie des quantités géométriques, conforme aux doctrines de Cauchy et de Bellavitis, pour ne citer que deux noms illustres, devrait prendre place immédiatement avant l'étude ilw deuxième degré.
Mais je poursuis. Vnicî les maximums et les minimums qui apparaissent à une place où l'on ne peut même pas les définir. On veut étudier l'un des points délicats des variations de fonctions, sans avoir prononcé le mot de fonctions, et on y arrive par une suite de procédés artificiels, par la solution de problèmes isolés les uns des autres. Est-ce donc là une méthode scientifique ? En continuant la lecture de notre programme, nous rencontrons l'étude des logarithmes; et l'on prétendrait étudier sérieusement cette fonction logarithmique, sans dire jnème en quoi consiste la continuité. Tout cela, pour éviter l'introduction de notions beaucoup plus faciles, précieuses entre toutes, mais que, par convention, on a rejetées de l'enseignement élémentaire.
Le bon sens indique cependant qu'il n'y a pas à hésiter sur l'introduction du calcul des dérivées (') dans
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iJ'enseignenient de l'Algèbre, en se liornant Ihcmi enlendii I aux éléments les plus simples et aux applications les 1 plus directement indiquées. Ces notions, platées après M les équations et les problèmes du deuxième degré, I permettent d'aborder très naturellement l'élude des I maximums et des minimums. I
En invoquant aussi la simple définition des toordon- 1 néeSj qui seule permet la représentation graphique desfl ibnctions, il est alors assez facile d'étudier, non seule* 1 ment la fonction logarithmique, et aussi les exponen-a tielles, d'une façon claire au lieu de se perdre dans la9 confusion des symboles, mais encore quelques fonc-fl tions simples, par exemple les fonctions circulaires,,! qui seront d'une continuelle application. I
Bien entendu, les notions géométriques, ac(|uisea'l par l'élève préalablement, permettent une telle exposi-S tion et lui donnent un caractère complètement naturel.! 11 va de soi, comme nous l'avons indiqué à plusieurs! reprises, que les diverses branches de l'enseignement;! mathématique doivent être suivies parallèlement, de! manière à s'appuyer réciproquement les unes sur les! autres. I
J'en ai dit assez sur renseignement de l'Algèbre élé- I mentaire pour que ma pensée soit clairement et corn- I plètenient comprise. Ce n'est là qu'une sorte d'Intro- I duction ; et les jeunes gens qui peuvent pousser plus! loin auront bien d'autres notions à acquérir. On a classé! fréquemment ces notions en deux grandes catégories :1
riHgnère duiia la scieiite. Tout au plus quclifUcB Dalians ù. ce sujet peuvent'l eUei être utilement données dans Ieb plus hautes régions de l'enBeignement,' lorsque l'esprit est déjà formé, ijuaueunc confusion n'est ù craindre. Hala ehei des jeunes gens dont l'éducation malhémotique n'est pas faite, oei aperçus, forcément ÏDcompletu, risquent d'engendrer le scepticisme et l'hésilotion sans aucun profil. Il s'agit d'une conception nouvelle de l'idée de fonction; et dans renscigneuicnt mojen, il serait fnciJe de (ourncr la difficulté, il supposer qu'elle existe, en QJoalant à la définition d'une fonction contiuue la condition d'admettre en général une dérivée, et en laissnnt do cûté l'étude des fonctions qui ne rempliraient pas celte condition.
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Algèbre île iiiatht-matiqiius spéciales. Algèbre supH rieure. 11 faut d'autant moins (.-liercher quelque sens prccis, sons ces appellatious bizarres, que la première tout au moins ne représente rien de stable ; une théorie, uiiu proposition particulière sont introduites dans le programme de mathématiques spéciales ; après quelques années de présence, elles disparaissent (pour se réfugier sans doute dans l'Algèbre supéiieuce) et l'ont place à une théorie d'Algèbre supérieure, qui descend en spéciales, jusqu'au jour où viendra se produire une nouvelle permutation en sens inverse. Commeot savoir, dans une telle classification, où l'on devrait ranger les fractions continues, la théorie des formes, la décomposition des fractions rationnelles, le théorème de Sturm, le théorème fondamental sur la théorie des équations (dit théorème de d'Alembert) ?
Mais à côté de ces perturbations capricieuses de renseignement, il y a, en Algèbre comme partout, deux catégories de notions bien distinctes : celles qui répondent à des théories achevées, complètes, sur lesquelles la science a trouvé sa formule définitive; et celles qui provoquent encore chaque jour des travaux de la part des savants. Les dernières ne peuvent relever que du haut enseignement; nous ne nous y arrêtons pas ; quant aux premières, elles représentent un vaste champ de connaissances dans lesquelles un enseignement moyen rationnel duîl glaner, en choisissant les chapitres dont les applications sont les plus générales, ou qui sont de nature, par les questions qui s'y trouvent soulevées, à projeter sur l'ensemble de la science la plus grande somme de clarté.
Dans un tel ordre d'idées, la théorie des Déterminants et des Équations linéaires, la théorie générale des équations (y compris le théorème fondamental), l'étude de la décomposition des fractions rationnelles, et un complément aux premières notions sur les dérivées, me semblent ne pouvoir donner matière à aucune con-
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lestation sérieuse, t!t constituent les éléments nécessaires d'une instruction mathématique moyenne. Il y a lieu d'y ajouter, bien que rigoureusement ceci n'appartienne plus au domaine exclusif de l'Algèbre, des connaissances assez complètes sur les premières notions du calcul infinitésimal et ses applications. Ce serait en effet une conception extraordinaire que de laisser dans un enseignement le fond môme des idées , sur lesquelles repose le calcul infinitésimal, sous le nom de théorie des dérivées, et d'en proscrire ce qui tend à rendre ce calcul facilement applicable et ma- ■ niable, c'est-à-dire la notation différentielle. Des con- J tradictions pareilles ne sauraient ^tre durables, qviand I par malheur elles se produisent. I
Quel que soit, en tout cas, le programme auquel on I aura cru devoir s'arrêter à im instant donné, les règles I â adopter pour en assurer le développement rationnel 1 sont toujours invariablement les mêmes. Les élèves ont 1 beau ae trouver en possession d'une maturité inteilec- | tuelle supérieure, îl n'importe pas moins de mesurer l'enseignement à leur force, de présenter même le»' > théories difficiles sous la forme la plus simple, de ne , jamais reculer devant les idées générales, de multi- ^ plier les applications, de solliciter sans cesse [la curiosité scientifique, et surtout d'attirer l'attention sur lea idées qui se représentent dans plusieurs circonstances i diverses, afin d'éviter chaque fois la dépense d'un cfTort \ intellectuel inutile, qui peut être mieux employé. *
Quant au Calcul infinitésimal proprement dit, il forme, en y adjoignant certains chapitres du Calcul des fonctions, empruntés aux parties de cette science pour les- J quelles la doctrine est définitivement établie, une i branche importante de l'enseignement donné dans les- Facultés, les Universités, et en France dans les grandes Écoles. Cet enseignement de l'Analyse est poussé plu.s
oins loin, sui> teindre. Tantôt îl
it le but que l'on se propose
d'at-
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rrci'iils, de iiionlrcr clans t[ii«'U(;s ilirerlions d'esprit, suivant (|UplIes foiitos on peut espérer découvrir iIcn vcriiés noiivelleH ; lanlùl on se propose de former (Ip futurs professeurs ; d'autres fois enfin, les notions soientiflques dont il s'agit sont surtout destinées aux applications eU'eclivea ; c'est ce dernier cas qui se pri^sente pour les écoles où se recrutent les ingénieurs. 11 est clair que dans ces divers cas, et -suivant le temps dont on dispose, l'enseignement du haut Calcul doit être plus ou moins étendu, plus ou moins profond, et recevoir une direction différente. Beaucoup de science acquise et beaucoup de discernement sont nécessaires pour atteindre le Ijut.
A cet enseignement scientifique, sous une forme ou sous une autre et quel qu'en soit le degré, on a souven! fait des objections superficielles, pouvant en général ae résumer en ceci : A quoi bon toutes ces notions théoriques ? Il ne s'agit pas de former des savants, mais des hommes pratiques, capables de bien s'acquitter des fonctions qu'ils auront à remplir.
D'abord, l'enseignement ne forme jamais des savants; les savants se forment eux-mêmes. Parmi les auditeurs d'un cours quelconque de Mathématique, ceux qui ont le goût instinctif de la science en elle-même, l'amoiii' de la recherche, finiront par trouver leur voie. Tel n'est pas le cas de la grande majorité. Mais, ainsi que j'ai pu le faire remarquer déjà, l'ingénieur qui n'aurait pas été mis en possession des notions scientifiques générales qu'on lui donne comme préparation professionnelle, se trouverait dans un incontestable état d'infériorité. D'un côté, bien des problèmes pourront se présenter à lui dans la pratique d'une façon inopinée ; plus d'une fois, il aura grand avantage à employer des ressources puisées dans l'enseignement scientifique précédemment reçu. En outre, l'esprit mathématique, c'est-ùrtire l'habitude du discernement, de la précision, de la
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méthode, la distinction de l'abstrait el du t'oru-ret, do l'absolu et du relatif, donne une aptitude particulière pour étudier les questions que l'ingénieur peut avoir chaque jour à résoudre, alors même que ces (jurstions ne constituent pas îles applications direcles de la Mathématique.
Il est enfin une dernière considération sur laquelle je peux passer rapidement ici, puisque je serai conduit à y revenir dans l'un des chapitres qui vont suivre. Il serait difficile d'admettre qu'un ingénieur, savant ou non, puisse sepasserde notions de Mécanique, puisqu'il aura, tou3 les jours pour ainsi dire, à faire de la Mêcaniqiie appliquée. Or la Mécanique appliquée n'existe pas sans une élude de la Mécanique rationnelle, et la Mécanique rationnelle exige des connaissances assez étendues , sur le Calcul infinitésimal et sur le Calcul des fonc- i tions. Cette raison, bien qu'indirecte, suflirait à elle j seule pour justifier amplement l'introduction dans l'en- ' seignement préparatoire des notions dont nous avons parlé. On serait bien souvent en droit de regretter au contraire que les nécessités générales imposées par les autres parties de l'enseignement, et aussi le temps restreint dont on dispose, ne permettent pas de donner un plus large développement à ces théories élevées, concernant le Calcul différentiel, le Calcul intégral et le Calcul des fonctions. Dans l'impossibilité où l'on se trouvé d'étendre ces programmes, gardons-nous du moins de laisser porter atteinte aux modestes éléments qui y figurent aujourd'hui. Ce serait la inarque d'im recul, d'une décadence dont les effets ne larderaient pa.s à se l'aire cruellement sentir dans le domaine de la pratique, et montreraient ainsi, mais trop tard, aux détracteurs de l'enseignement scientifique, combien grande est leur erreur et combien leur thèse paradoxale est contraire ^u but qu'ils désirent atteindre.
CHAPITRE IV Enseignement de la Géométrie
J'ai déjà (lit ((Ue les premières Dotions géométriques devaient être données a l'enl'ant paralièlcment aux premières noti<ins d'Algèbre, c'esl-à-dire suocéder, sans trop de retard, à l'initiation à l'Arithmétique raisonnée. Mais, de même (|iic pour l'Arithmétique il y a une préparation préliminaire, la pratique du calcul, de même il est utile que la Géométrie théorique soit précédée de ]a pratique du dessin. L'habitude, prise dès Tentance, de tracer des Ggures nettes et sensiblement exactes, sera d'un grand secours plus tard lorsque se développeront les divers chapitres de la Géométrie. Celui qui a défini cette science « l'art de raisonner juste sur des figures fausses » s'est singidièrement trompé. On ne raisonne jamais que sur des abstractions, et les figures sont toujours fausses; mais lorsque l'approximation est par trop grossière, lorsque les tracés sont mal exécutés et confus, cette confusion matérielle engendre vite celle du raisonnement, et contribue à empêcher l'apparition de la vérité. Il y a même des circonstances où une figure mal faite permet, par des raisonnements irréprochables, d'arriver à des absurdités manifestes. La première éducation géométrique doit donc être entreprise, comme celle du calul pratique, chez l'enfant qui apprend à lire et à écrire, et cela sous forme de dessins, de tracés dont profitera
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aussi l'enseignement du dessin d'imitation ordinaire. La Chalotais, que nous avons déjà cit^, insiste sur ce ■ point avec grande raison dans son Essai d'éducation nationale.
On doit profiter de cette pratique du dessin des figures pour donner en m^me Icmps à l'eniant la nomenclature, sans aucune définition, d'un très grand nombre de laits géométriques. Sans aucune fatigue de mémoire, et à force, en se jouant, de multiplier les tracés, il saura bientôt ce que c'est qu'une droite, un cercle, i un système de droites parallèles, un carré, un rec- ^ tangle, un losange, un trapèze, etc. Ce sera autant de gagné pour l'avenir; et lorsque se présenteront plus tard les définitions rigoureuses, il n'aura pas de peine à les rapprocher de ce qu'il aura vu et exécuté lui-même si souvent.
Rien ne s'oppose même à ce que l'on complète ces , notions par quelques autres sur la Géométrie de l'espace. Quand un jeune écolier a acquis assez d'habileté pour dessiner un cube en perspective, pourvu qu'il ait entre les mains le modèle à représenter, il est facile d'attirer son attention sur les particularités que présente cette figure : faces, arêtes, sommets ; on peut faire de même pour un grand nombre d'autres figures, cylindres, cônes, etc., et l'amener môme à confectionner ces figures par des découpages et des collages de cartons. A ces leçons de choses, toujours récréatives, n'exigeant jamais rien de la mémoire, l'esprit géométrique se développe, le sens des figures s'acquiert, dans le plan et aussi dans l'espace, et l'on a semé une bonne graine peur l'éducation scientifique qui devra venir plus tard.
J'estime que dans toute cette période l'usage des instruments doit être à peu près complètement proscrit, puisqu'il s'agit de faire ici surtout l'éducation de l'œil et J de la tuain. Seulement, l'enqiloï du papier quadrillé est J non moins utile que pour les opérations de calcul, Bilffl -tout au début.
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Lorsque viendra l'instant de l'étude scientifique dëlï Géométrie, l'enfant arrivera donc nuini d'un petit ba- (jage préparatoire Ibrt prérieux, et qui évitera autant de peine et de perte detenipuà lui-même qu'au professeur. Il sera capable de reproduire rapidement et nettcmenl, avec une exactitude sulÏÏsanto. les figures tracées sous ses yeux; il aura une nomenclature assez complète de ces figures.
C'est alors une initiation nouvelle qui commence. Jusqti'à présent, je l'ai fait remarquer plus haut, cette initiation a eu lieu suivant une méthode bien aride, et pourtant le .sujet est un de ceux, dans la Mathématique, qui permettent le mieux d'éviter l'aridité, 11 faut néanmoins reconnaître que, dans les dernières années, d'importantes tentatives ont été faites pour modifier un peu la forme rigide et même rebutante aous laquelle la Géométrie se présentait jadis, et dont le célèbre livre de Ltîgendre ofl're le type le plus parfait. Parmi ces tentatives, on peut surtout citer les excellents ouvrages de MM.Rouché et deComberousse. lime parait cependant possible d'aller encore plus loin dans cette voie nouvelle, et d'étudier tout aussi complètement les propriétés des ligures, sans recourir à cette découpure en propositions isolées, qui s'adresse a la mémoire plus qu'à l'intelligence, et empêche l'élève de suivre la filière des idées, l'enchaînement qu'elles présentent entre elles. C'est peut-être en Géométrie, plus que dans aucune autre des parties élémentaires de la Mathématique, que la curiosité, l'esprit de recherche peuvent être le plus facilement mis en éveil. La grande question, c'est d'amener l'élève à chercher lui-même, à découvrir les propriétés, à se poser des problèmes; dans ce but, il faut soigneusement éviter la forme dogmatique et pénible de Legendre, et, après avoir nettement insisté sur les idées générales fondamentales, chercher à classer l'étude que l'on poursuit d'après la nature des figures, en commençant par les plus simples.
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Donc, les axiomes dont on a besoin doivent être in- J Iroduits avec une entière franchise; les définitions^ doivent être soigneusement choisies. C'est ainsi que làJ célèhre définition de la ligne droite, « le plus court che-4 min d'un point à un autre », définition d'ailleurs à peu \ près unanimement abandonnée, représente l'un des plus 1 remarquables exemples de la persistance avec laquelle^ une absurdité peut se propager pendant des siècles. Enl premier lieu, l'idée exprimée est incompréhensible 1 pour des commençants, puisqu'elle suppose la notion 1 d'une longueur courbe; en outre, c'est un cercle vicieux, 1 car la longueur d'une courbe ne peut être comprise quetJ comme limite d'une somme de longueurs rectilîgnes; "1 de plus, cela n'est pas une définition, puisque c'est au 1 contraire une proposition démontrable. Pourquoi ne pas 1 reconnaître francliement que la ligne droite est indéfi- \ nissable ? Pourquoi ne pas admettre la propriété dont il \ s'agit, à titre d'axiome provisoire ? Pourquoi ne pas I profiter de la circonstance pour montrer que la ligne I droite, de même que toute ligne, toute figure gôomé- I Irique, n'existe que dans notre esprit ? Tout simplement ] parce qu'on a voulu trop longtemps réduire la Géométrie ] à un mécanisme logique, et qu'on s'imaginait la dimi- j nucr en lui attribuant une origine expérimentale. |
Il y aurait encore bien d'autres critiques à faire, ef'J ])ien des améliorations à désirer. Dans mon souci 1 d'abréger, je dois me borner à des exemples. Je rappel- I leraï donc simplement ce que j'ai dit sur la Géométrie J à une dimension, et en particulier sur la Géométrie de ■ la droite. Il y a là des notions intéressantes à introduire 1 dans l'enseignement dès le début, sauf à les reprendre I plus tard après l'étude des mesures et des rapports, de manière à arriver à cette conclusion évidente, que bien j pou d'élèves ont remarquée : « Toute identité algé- 1 brique entre quantités positives ou négatives est la tra- ] JuctioD d'une propriété de points en ligne droite. »
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Autre chose. On dC-finït les figures égales : dëta 1 triangles égaux, par exomplo, sont ceux t|ue Ton peut surperposer. Mais cette superposition peut s'essayer de deux manières : par glissement dans le plan, ou par rol)Iigation supplémentaire de retourner Vune des deux figures. II faudrait donc distinguer Xégalitf directe et l'égalité symétrique. La différence philosophique est capitale, puisqu'on n'arrive à la superposition qu'en sortant de l'espace à deux dimensions que l'on étudie. Elle engendre une conséquence intéressante, car c'est la base même de la symétrie, qu'on doit étudier le plus tôt possible. Et lorsqu'on arrivera à la Géométrie de l'espace, lorsqu'on examinera deux trièdres symétriques, par exemple, est-ce qu'on n'aura pas ainsi l'explication de ce phénomène, bizarre pour les commençants, de figures égales dans toutes leurs parties, mais pas superposables? L'analogie avec le plan est manifeste. Pour superposer les figures il faudrait faire sortir l'une des figures de l'espace réel où nous sommes et la retourner, ce qui ne se peut. Mais le résultat peut être obtenu par une représentation matérielle, physique, absolument frappante : le retournement à la manière d'un gant ou d'un bonnet de coton.
Et tout cela pourra et devra être repris et complété à propos de la similitude qui peut être, elle aussi, directe ou symétrique. Combien d'autres additions je pourrais indiquer, si je ne sentais que la place m'est mesurée, si je ne me contraignais volontairement à rester dans les idées générales, et à citer seulement des exemples. Il y aurait aussi des amputations indispensables; je n'en citerai qu'une. Qui pourrait dire les raisons pour lesquelles, dans Ja plupart des Cours ou des programmes, on a laissé traîner le calcul de -a par ia méthode des périmètres et par celle des isopérimètres? Et il y a des élèves qui ont pâli pendant des semaines sur de telles questions; quelques-uns, leurs études ter- , croient encore que c'est comme ce]
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(■alciilé le rapport de la circonférence au diamètre ! Ceux-là sont vraiment excusables s'ils portent sur la science niathémathique des appréciations peu sympathiques, mais plutôt bizarres; la faute en esta d'autres plus qu'à eux.
Ife'
Je ne saurais passer en revue les principaux sujets que doit comprendre un enseignement méthodique et raisonné de la Géométrie. Mais il est bon d'insister sur l'utilité d'introduire dans certains éléments, dans tous les éléments mesurables, pourrions-nous dire, la notion du sens, ou du signe, aussitôt que ces éléments se présentent pour la première fois. La marche parallèle de l'Algèbre et de la Géométrie rend la cliose facile, et en appliquant cette méthode on fait gagner bien du temps, EU l'on s'épargne bien des difïicultés pour l'avenir. ■ Pour nous en tenir à la Géométrie piane, les élé- , ments dont il s'agit se réduisent aux segments, aux angles et aux aires. Y a-t-il donc une difficulté notable à remarquer tout de suite qu'il ^ a lieu de distinguer les segments AB et BA, que les segments sur une droite peuvent être portés dans deux sens opposés ? Ne doiton pas montrer aussi que les angles peuvent avoir deux sens, parce qu'une rotation peut s'effectuer en deux sens opposés ? Et, profitant de l'occasion, il n'est pas inutile, incidemment, d'indiquer qu'un angle tracé n'est pas un angle défini ; la différence entre un segment et un angle étant à peu près la même, au point de vue des mesures, que celle existant en Arithmétique entre une égalité et une congruence. Et les signes des angles entraînant comme conséquence la considération des signes dei aires, on arrive tout naturellement à constater par :emple que les triangles ABC el ACB ont des aires
,e signes contraires, et queOBC-|-OAB-|-OCA^ABG, quelle que soit la position du point sur le plan ; proposition dont la portée est peut-être plus grande au point de vue de l'éducation de l'esprit, que certains J
tliéorèmes ou |)rolili'incs incurporésdanH ronseigné! par la puissance (Je l'usage.
J'aduiire autant que personne la Géométrie lies Grecs; mais qui tiit progrès dît ebangeitieiit. Et i)arfoîs le changement devrait consister à remonter beaucoup plus haut que les Grecs. C'est ainsi que, pour le célèbre théorème dit de Pythagore, et qu'on reprend au moinK sous deux formes dilTérentPs, sans aucun avertissement, on donne une démonalralion géométrique passableuieni compliquée, très peu naturelle eu tout cas, alors qu'il en existe une qiu^ Ion doit aux Hindous, qui est no» moins rigoureuse, qu'un enlanl de dix ans peut l'acili'iiient comprendre, et (ju'il esl sur, l'ayant cnniprise. {!;■ ne jamais ouldier.
L'idée générale de transi'ormaliou <loir être frauchrmeut introduite dans l'enseignement aussitôt que lu chose est possible. Pourquoi, par exemple, ne pas montrer ce qu'est l'iiomothétie et en déduire la similitude ? Pourquoi ne pas indiquer ce que sont les ccnlri;» de similitude de deux ligures semblables quelconques, pu disliiiguanl la similitude directe et la similitude symélrîque;' Pourquoi ne pas parler de l'inversion.cetteméthocli' si puissante, si féconde et si simple, même dans des coure tout à fait élémentaires'.' Des notions sommaires sur In division harmonique, sur les divisions homographiques. sur l'involulion.ne coûteraient pas non phisune grande peine et intéresseraient l'élève. Mais toutes ces questions font partie de ce qu'on esl convenu d'ap'peler la Géométrie moderne ou quelquefois la Géométrie supirieure. Ce n'est pas une raison suirisanlc à mes yeu.v pour les bannir de l'enseignement, ni même pour les rejeter en bloc dans un chapitre complémentaire vers la fin des études. Donner de bons outils à l'ouvrier quand la tâche est finie ne me parait pas être le comble de la logique.
Deux idées importantes méritent d'être constammorf
mises en lumière et appliifBévs; b p j<a ti érp Test »m fait par tous les pruft wtntu Jî g w eA de ce as^ : c'est celle des lieux géométriqae*. Je m'y « rè» ? dose pas, en ayant sutUsamment parié plss kaal. L'aaIive&IrvIle des L-onstnictions. L'élêre.à ce degré, a eotr^ les imiiis une règle el un compas ; il importe d« lui nonlrer lo\it ce qu'oïl peut arriyeràlaireà l'aide de c«sdeux simples instruments ; on doit reprendre toutes les expressions algébriques déjà connues, el qui s'v prêtent, pour les traduire en conslructions géomélriques ; on doit demander de chaque problème des constructions effeolives, et non pas seulement théoriques. Ce serait ici te moment de placer des notions sommaires, et cependant siifR- 1 santés, de Géométrographîe; il n'y faudrait pas consacrer beaucoup de temps pour y intéresser de jeunes auditeurs, et on les perrectîounerait sans autre effort dan» | l'art des ronstruclions géométriques ; pour les personnes qui attachent un grand prix à l'émulation, ne I serait-il pas intéressant, dans des classes nombreuses, de voir ouvrir des concours de simplicité sur un rt^sidtat géométrique à obtenir avec la règle et le runipax?
Dans une grande partie des considéi'alions [irrcédentes, nous avons supposé, iinjiiiciteuiLMit ou <riini> manière expresse, que l'Algèbre el rArilhtiiéli<pi(j étaient enseignées parallèlement à la (icoméirio. C'i'Ht indispensable et non pas seulement ulile, pour l'iiIlHi^l'' i ver à l'ensemble de» notions luatliéiniitiipii'M en i-arBi*tère d'unité etde coordination sans li-qui'i l'Ib'H iirrlvciit à perdre tout intérêt et toute valeur. Un Ji<ini« houililH qui aurait appris l'Arithmétique, pour {lutiMer anHUJt» A i l'Algèbre, puis a la Géomélnc-, et qui ciuiliniiaruil ilc lu ijorte pendant dix aiiH. aurait lO^pril iiiniiiH l'ui'iiiù ([u'avec trois ou quatre aniii'"'« d'un mtUin'x^mHuuwi parallèle, conduit avec uin' ci-Haiui- \titi>\Vnfafuii,
Ceci m'amène a quelque* (loiivellcit iddiul'VOli'fNV Bur l'étude des conique» tn O'^uiu^tiV. Uaut |»u|ll(M|^H
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de programmes ou de cours élémentaires, celte ê forme un chapitre spécial et important. On la fait sans le secours de la Géométrie moderne, qui la 3ÎmpliBerait etrêclairerait, etaussi, bien entendu, sans se servïrdeR méthodes de la Géométrie analytique, que l'élève ne doit pas connaître encore. Toujours parce que les Grecs ne connaissaient ni Descartes ni Chasies, ce dont ils sont excusables.
Est-ce que le bon smis n'indique pas que tout cela dojl être mené parallèlement? Des éléments bien simples de Géométrie analytique ayant permis de trouver les principales propriétés des coniques, il est fort utile de rapprocher de ces résultats ceux qu'on peut obtenir rieii que par les ressources de la Géométrie. Voilà une étude comparative qui éclaire l'esprit, qui montre par quelles voies diil'érentes Tesprit humain peut accéder à la vérité, qui permet d'établir entre ces chemins divers une comparaison réfléchie et de constater que les uns sont plus sûrs, les autres plus rapides, suivant ks questions, et que dans l'ensemble tous sont égalemenl bons et dignes de provoquer l'admiration de ceux qui en profitent. En résumé, Tétude géométrique des coniques doit plutôt prendre place dans l'enseignemenl de la Géométrie analytique que dans celui de la Gén-
J"en ai fini avec la Géométrie proprement dite. Parmi les ligures importantes qu'elle nous offre, il en est une plus particulièrement intéressante, soit sur le plan, soil sur la sphère, au point de vue des applications, quand on fait usage de l'Algèbre. C'est le triangle. De là est sortie une branche de la science mathématique dontjo crois à peine avoir prononcé le nom et qui occupe cependant une place importante dans renseignement : c'est la Trigonométrie.
C'est qu'en effet la Trigonométrie, telle qu'elle existe, est une science purement artificielle, sans
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sans doctrine, et fabriquée uniquement pour les besoins de l'enseignement, et d'un enseignement peu rationnel. Pour qu'on en puisse juger, me bornant à la Trigonométrie plane, qu'on appelle partout, on ne sait trop J pourquoi, Trigonométrie /■ec///(g^«e, je remarque qu'elle 1 est divisée en trois chapitres : 1° Étude des fonctions I circulaires; 2° Construction des tables; 3° Résolution I des triangles et applications. I
Or les fonctions circulaires tirent leur définition et J leur origine de la Géométrie, et sont étudiées eàJ Algèbre; la construction des Tables est une question l d'Arithmétique qui s'introduit incidemment au coura j de l'Algèbre, comme il arrive dans bien d'autres cas; 1 (infin la résolution des triangles constitue bien évidem- ■ ment un ensemble de problèmes géométriques, aux* I (|uels l'Algèbre vient apporter son secours. I
11 n'y a dans tout ceci, ni but spécial, ni doctrine, I ni vue philosophique essentielle. Mais il y a la néces- 1 site d'aborder des questions pratiquement indispen- 1 sables, dont les applications à la Topographie et à la 1 (léodésie sont continuelles. Et comme l'enseignement ' de l'Algèbre élémentaire est incomplet à un tel point qu'il ne comprend même pas l'étude des fonctions circulaires, comme celui de la Géométrie a consisté pen- | dant des siècles à dicter Euclide et à le recopier, on a bien été forcé de former un amalgame composite sans J suite, sans lien, qu'on a décoré d'un nom particulier. U I faut savoir gré à ceux qui découpent ainsi la science en petites tranches de n'avoir pas placé dan.s la Trigono- J métrie l'étude des logarithmes, sous prétexte que les I logarithmes sont utiles à la confection des Tables; mais | d'un autre côté, on a enrichi cette science prétendue | d'une théorie qui est l'une des plus importantes de la ' Mathématique en général: celle des projections. La théorie des projections appartient à la Géométrie, et crée J l'un des liens les plus étroits entre cette science el I l'Algèbre ; on ne l'a placée ni dans l'une ni dans l'autre ;■ m
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on l'a reléguée où je viens de le dire; le résultat, "c'a qu"<m la regarde comme un hors-d'ieuvre sans grande importance, que les professeurs l'enseignent quand ils en trouvent le temps, que les élèves se Tassimileat d'une façon douteuse, et qu'après s'ôtre donné beaucoup de mal, ils n'ont généralement pas de vues précises, ni sur l'Algèbre uisurla Géométrie.
Si. par ros|K>ct pour les habitudes [irises, on tenait abstduincnl à conserver le terme de Trigonométrie, on devrait au moins réduire cette branche à son dernier chapitre, qui seul répond au nom, et remettre les deux autres à leur rang naturel, en donnant à la théorie des projections une place d'honneur en Géométrie. Mais il serait mieux encore de faire de cette Trigonométrie ainsi comprise un chapitre de ta Géométrie en général, et d'y incorporer tout ce qiii est assez étudié dans la Géométrie du triangle, et d'un intérêt assez général, pour mériter de devenir classique cl de passer dans renseignement.
Parmi les sciences dont l'enseignement se rattache directement à celui de la Géométrie, il l'aut placer en première ligne la Géométrie descriptive, que nous avons essayé de caractériser plus haut. C'est une étude qu'il convient de commencer quand on se trouve déjà on possession des cléments de la Géométrie de l'espace, sans lesquels les premiers principes ne présenteraient que confusion et seraient incompréhensibles. Mais il importe aussi de ne pas difTérer plus longtemps, car la Géométrie descriptive, dans tout son développement, réagit sur la Géométrie elle-même, aide à la mieux comprendre et fournit des ressources pour beaucoup de propositions.
Ce qui est essentiel dans la Géométrie descriptive, c'est de n'oublier jamais qu'elle est par essence une science d'application, et par conséquent d'éclairer l'enseignement par de continuels exercices, bien chQJ
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y-i empruntés pliitôl aux exemples malérielB qu'aux figures abstraites. Sans l'exécution des épures, faites avec soin, cet enseignement resterait à peu près tota- \ It'iiient improductif; cVst ainsi par exemple que dans J certains programmes de baccalaur^^ats, où on l'a intro-l (luit sans pouvoir l'accompagner dos exercices graphi- I i|iies nécessaires, il n'a produit d'autre résultat que de \ liMToriser les candidats en leur inspirant, pour la vie, ] l'horreur de la Géométrie descriptive. ]
On se demande parfois si, pour faire quelques pro- i ^ri>» dans cette science, il est nécessaire de « voir dana 1 l'espace », o'ost-à-dire de prendre une conscience nette 1 de la forme des corps ou des figures à l'inspection de"! leurs projections. Assurément; mais cette faculté ne se \ développe justement que par l'étude de la Géométrie ilescriplive; en suivant avec soin le développement de ^es premiers principes, d'ailleurs simples, en appliquant les méthodes qu'elle fournit et en appelant le I raisonnement à son aide, nn arrive à faire de bonnes^.] innstructions, alors luèiue qu'on ne « voit » pas encore ; \ et à force de répéter ces exercices, on finit par voir ; c'est une faculté qui se développe assez vite, même chez les sujets les inoins bien doués natiirelleinent à cet égard. On la perfectionne ensuite graduellement par la continuation d'une étude réfléchie et par la prolongation d'épurés graphiques d'une dillicuUé croissante. .
Un écueil à éviter quand on enseigne la Géométrie* \ ilescriptive, c'est de rendre l'élève esclave do ses deux plans de projection et d'une ligne de terre invariablement tracée. Pour que l'on puisse tirer de cette étude | tout le parti qu'elle permet dans les applications, il est -i 1res important de lui conserver une extrême souplesse; ' et la méthode du changement de plan vertical doit devenir d'une pratique pour ainsi dire instinctive. Quand ce changement a lieu parallèlement , ou lorsqu'on déplace le plan horizontal parallèlement à lui-même, on arrive à constater même l'inutilité, dans une fbuledftaj
questions, dt; tiati'r la ligne de terre, laquelle titue plus qu'une tiuperfêtation. On ne saurait asseï méditer les excellentes observations produites à ce sujet par M, Mannlieini, l'une des plus hautes autorités eoiiteniporaines sur une question de cette nature.
Ajoutons que dans tout enseignement rationnel, il serait bon, et même indispensable, de faire marcher parallèlement l'étude des représentations par deux projections avec celle des projections cotées. On y gagnerait au^si bien en ce qui touche les applications futures que pour les progrès directs et immédiats qu'on veut atteindre.
Enfin, ici comme partout, il faut conduire l'élève vers les méthodes plutôt que les lui apporter toutes faites. Le désir de trouver et de résoudre est ici doublé du sentiment d'utilité ; car l'esprit le plus vulgaire en saurait reprendre l'éternelle et stupide objection : « A quoi cela peut-il servir? » lors<|u'il s'agit de la tJéomêtric descriptive.
J'ai dit plus haut pour quelles raisons l'eiiseignemenl de la Statique me semblait devoir être iucorport' à celui de la Géométrie, dont il formerait un chapitre complémentaire. Il n'est pas très utile d'y revenir, et je me borne à insister sur les précautions extrêmes aveclesquelles la notion abstraite de force doit être ici introduite et définie pour éviter des confusions, des idées fausses dont les effets se feraient sentir plus tard d'une façon désastreuse, lorsqu'on étudiera la Mécanique.
A cette étude de la Statique doit être adjointe, tout en restant distincte, la Géométrie des niasses, dont nous avons également parlé. Pour montrer à quel point on peut avoir des dangers à éviter en ces matières, je me bornerai à citer un exemple d'erreur grossière obtenue par lUie fausse interprétation des questions et des principes.
On place d'habitude en Statique la détermination des
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' leinent la iluréo dont on peut disposer pour iin e giiviiit^nt rationnel, mais probablement la vie d'un bonime.
11 s'agit donc d'opérfir un triage, et cela d'après les principes suivants : s'allacher aux méthodes qui donneront des propositions en foule, plutôt qu'aux propositions particulières ; retenir de oelles-ci quelques exemples types montrant ce que peuvent donner les iiiéthotics, et quelques vérités pouvant entraîner c conséquences utiles pour la suite, ou se prêter à d'ÎM portantes applications.
En entrant dans cette voie, on s'éloigne singulière-' ment de l'ancien plan do la Géométrie classique, mais on donne à cette partie de l'enseignement la vie et l'intérêt dont elle devenait de plus en plus dépourvue.
Enfin, dans le haut enseignement, où se font connaître les progrès actuels de la science, et qui contribue à ces progrès, il y aura place pour tous les aperçus permettant d'ouvrir de nouvelles voies aux auditeurs, qui sont eux-mêmes des chercheurs et quelquefois des savants; mais c'est toujours en s'attachant plus aux méthodes qu'aux vérités de délaîl qu'il deviendra possible d'atteindre ce résultat.
liien. Ces! - JfrrMl Amk f Hii' - qu'il ••antit JWMMU ir dirt-. Mais 3 eelcatteaidii '^w «oim ijtil«ifi*vM» « ^f****!* Iraits le$ ligut» d'tMi «SMqgiBaHMUl ttl-mt. tmc^H*: ' 4 en praliquf . ^/m s'a ôns '4r < rhoses.
La •léfjuîtioa des «ootêmtmëtm. It^ur |ri*w>ft^mx<iM<,] lbi-<>riedelalig*e4lt<ijilejt«M|ftail <|Ufd<» '.«riin simples en .UgiAre d «a OMMBtftr^ . Ji^M* $M*tài iMMT^ la Géom^uie i
la '-'-~"fif«.£ -A. ^—at» friTMor. yirilMiitrB outiplif inlinJtésimal «oaC ^rrraniJHa H «ai ^mi, '4a <l<' faire coiatâêtT le ^dtf 4cr«l
iiiétrie aoaJ^|1Âf»e avec les <
(lérirées <rt <ir |MninHB*-«»- fMtfiitt«!t«w<iMrf «MM 4*1*^
éludes.
En caractrrûaal «du* Inufl bi •••i Dccupons ici am pMal d« vu»- «j.
rappelé co mwM i «• «» Miait f».i,
ÏÎ6 LA MATIIÉ>fATiQVE
méconnu l'eupril-Cest une rrititjue qui ne date pas d'h» Lacroix, dana ses remarquables Essais sur tenseigaêment (1828), après avoir indiqué les tuntatives de Newton et de ses successeurs pour étudier les courbes du troisième et du quatrième degré, s'exprime en ces termes:
M Persuadés qu'il fallait renoncer à faire une revue générale des courbes, les géomètres sentirent que cette partie aurait atteint toute la perfection dont elle étail susceptible, si elle fournissait des méthodes pour déterminer, par l'équation d'une courbe, ses principales propriétés et les diverses circonstances de son cours; el c'est là ce qu'ont l'ait Euler et Cramer, et ce que le calcul différentiel facilite beaucoup.
(I 11 semblait donc naturel de revenir sur ses pas, et de rattacher à un même fil toute la théorie des lignes droites ou courbes, classées naturellement par leurs équations; c'est cependant ce qu'on ne fit point. La force de l'habitude engagea encore les géomètres a amalgamer, pour ainsi dire, les méthodes anciennes avec les nouvelles; et cet assemblage informe portait loujour!* l'empreinte des premiers temps de la science ».
Insistant plus loin sur la nécessité du triage de» propositions qui doivent constituer la base de l'enseignement : H Qu'est-il besoin, ajoute-t-il, de se perdre dans une nuiltitudc de propositions, dans une variété de méthodes, qui ne font qu'éblouir les commençants, el leur faire passer sur le même résultat un temps qu'ils emploieraient à en apprendre de nouveaux?.., tout ce qui n'augmente pas la puissance des méthodes ou qui n'abrège pas la chaîne qui lie les résultats entre eux, ne doit pas entrer dans les éléments ».
Malgré les progrès de la science, ou pour mieux dire à cause des progrès de la science depuis l'époque oii Lacroix s'exprimait ainsi, ce sont encore aujourd'hui d'excellentes maximes, des indications générales précieuses dont doivent s'inspirer ceux qui ont à enseigner la Géométrie analytique.
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Il y a cependant un double écueil à éviter, on doit le reconnaître très franchement. Par des études trop particulières, on enlève à la science toute sa portée ; mais si le développement des méthodes générales est donné saus certaines précautions, de nouveaux inconvénients Be produisent. Un élève ayant en sa possession, d'une façon irréprocliahle, les méthodes dont nous parlons, et se trouvant en présence d'une question des plus simples, a fréquemment recours à ces instruments puissants, au lieu d'étudier le problème qui lui est soumis et d'y appliquer sa raison. 11 développe de longs calculs, invoque des théories plus ou moins élevées pour décour un résultat qu'un peu d'attention et de logique lui fturait permis de reconnaître immédiatement. C'est la traditionnelle image de l'homme qui prend une massue pour assommer une mouche. 11 importe de bien persuaâer aux élèves, cependant, que si les méthodes généi-ales sont des instruments précieux, elles ne dispensent pas de raisonner, que la sagacité conserve toujours une aleur considérable; que la Géométrie analytique est une science géométrique; qu'y voir un prétexte à étabges de calculs sans fin est une conception fausse;
e la complication de l'appareil algébrique doit être en rapport avec la difliculté de la question de Géométrie correspondante.
Pour montrer tout cela, il ne suffit pas de le dire : il faut le prouver ; on le prouvera par de continuels exerj, rapprochés des méthodes elles-mêmes, et en indiquant bien l'usage. On pourra alors se convaincre {ue cet usage n'entraine jamais comme conséquence 1 non-intervention du raisonnement. Réduire les méthodes de Géométrie analytique h un rôle purement nécanique, c'est en méconnaître l'esprit et la portée. 1 Ue calcul automatique venant se substituer à un examen ^ [udicieux des questions, ce n'est pas là de la science ; îxamen doit invariablement précéder l'application lu calcul, ne fût-ce que pour déterminer le choix entre
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les divers chemins qu'nii peut suivre, et le ealeul lu' doit venir qu'à son heure, et ([iianil on l'appelle, comnu; un serviteur fltléle, et non comme un maître împérieu.\.
J'ai parlé déjà de l'intérêt que présente une comparaison entre les résultats relatifs à la Géométrie tlu plan et ceux de la Géométrie de l'espace ; c'est surtout à l'enseignemenl que s'applique cette observation. Si l'on entrait franchement dans cette voie, il ne serait pas étonnant qu'on pût, d'ici quelques années, arriver à pn'' senter à la fois les principales théories du plan et de l'espace, à gagner ainsi un temps précieux et à donner en même temps plus de portée à l'esprit, en lui présentant des analogies qui bien souvent lui échappent.
Dans tout le développement de la Géométrie analytique élémentaire, en dépit de l'imporlauce qu'y doivent prendre les théories générales, il restera toujours untplace sérieuse pour l'étude des coniques et des qiiadriques. 11 y a pour cela deux raisons : la première consiste dans les nombreuses applications des propriétés de ces figures ; la seconde, c'est qu'elles offrent les exemples les plus simples et les plus saisissables qu'on puisse invoquer pour mettre en œuvre les méthodes.
Seulement, cette étude, au lieu d'être détaillée, poursuivie jusqu'aux dernières limites, doit rigoureusement se circonscrire, s'appliquer aux propriétés essentielles, laissant les autres dans la pénombre en indiquant seulement les sentiers par lesquels il serait possible de les aller trouver. Dans toute celte partie de la Géométrie analjlique, de larges appels devront être faits à la Géométrie moderne, et fourniront l'occasion de montrer incessamment à quel point le calcul et la Géométrie pure sont des forces à associer entre elles au Heu de vouloir les opposer l'une à l'autre.
Il serait essentiel, dans l'étude des coordonnées cartésiennes, de donner plus d'attention qu'on ne le fait l'habitude à la correspondance entre les figures et ies
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symboles par lesquels on les l'ejirêsenle ; j'ai sommai' renient in(li(|iié plus haut cette question de la représentation analytique des figures et je ne veux pas y revenir davantage, me bornant à en constater Tinti'rét au point de vue spécial de l'enseignement.
Le plus généralement, après avoir traité indilîéremment par les coordonnées obliques ou par les coor- i données rectangulaires, la majorité des questions en Géométrie plane, on se restreint aux coordonnées rectangulaires lorsqu'il s'agit de la Géométrie de l'espace. Une des raisons les plus plausibles pour en agir ainsi, l'est la complexité des calculs; dès qu'il s'agit surtout de propositions où entrent les notions d'angles et de distances, la comparaison n'est certes pas à l'avantage des coordonnées obliques. Cependant, on peut regretter de voir certaines théories se particulariser ainsi d'une façon excessive ; ce serait un réel progrès s'il élait possible, par des notations nouvelles convenablement établies, de donner plus de généralité à l'exposition des principales méthodes, tes coordonnées rectangulaires n'étant alors qu'un cas particulier, lequel resterai! quand même avantageux à employer dans un très grand nombre d'applications. Ce progrès, il est permis d'espérer qu'il se réalisera quelque jour ; mais il est plutôt d'ordre algébrique que d'ordre géométrique, puisqu'il consiste dans une simplification des symboles, permettant d'exprimer les mêmes vérités, de leur faire subir les mêmes transformations avec des écritures plus concises. Cette remarque, dans tous les cas, ne constitue pas une critique, puisque l'outillage nouveau qui serait nécessaire est encore à trouver ; c'est simplement un desideratum portant sur l'enseignement de l'avenir, et qui reste subordonné à des perfectionnements algébriques, possibles à notre avis ('(■
;i) An moinentad a'imprime ce volume, M. le Commiindant Riperl publie e farocJiure ; La Dualité et l'Homagraphif dant h Tria«gl' et le TêtraMie.
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Dans les cours de Géométrie analytique, on étudie surlotil. et c'est avec raison, les coordonnées cartesienops ; on consacre aussi un certain nombre de leçons aux coordonnées polaires, en développant même dans ce système plusieurs théories générales. Afais on se borne généralement là, et c'est tout au plus si l'on a donné très rapidement au début quelque indication sur ce que sont les coordonnées eu général.
11 serait bon, je le crois, d'étendre un peuces notions. d'indiquer un certain nombre des systèmes de cooidonnées qui ont été proposés, avec quelques exemples montrant ce que deviennent des équations de courbes parliculières dans ces systèmes. Mais en outre, les coordonnées trilinêaires, qui d'ailleurs figurent dans plusieurs ouvrages classiques, mériteraient d'être enseignées d'une façon plus régidière et plus générale. Il est bien entendu que nous entendons ici parler des coordonnées tangentielles aussi bien que des coordonnées ponctuelles. Cette introduction des coordonnées trilinéaires offre en effet plusieurs avantages : elle est tout d'abord intéressante en raison de ses très nombreuses applications; en outre, elle établit un rapport plus direct en bien des circonstances, entre les faits géométriques et les symboles destinés à les traduire; enBn, on y trouve un exemple, donnant de l'homogénéité des coordonnées une explication visible. Lorsqu'au contraire on se borne \\ définir les coordonnées homogènes en remplaçant .r, y par-—, -^, pour faire ensuite ï ^ 1, il semble aux commençants que c'est là un pur artifice algébrique, qui n'a pas de raison d'être géométrique, et qui se trouve, comme par une sorte de hasard, conduire à des résultats utiles. Notons encore
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que les roonlonnc-t's trilinùaires, pouvant prcmlic autant tic caractères qu'on voudra, parmi lesquels les coordunnées barjceiitriquea et les coordonuéea normales sont les plus simples et les plus employées, fournissent l'occasion de montrer toute l'extension dont l'idée fonilanientale est susceptible, même quand on ne Tenvi- ^age pas dans sa plus grande gcnéralitê.
II va de soi que tout ce que nous venons de dire sur [es coordonnées trilinéaires doit s'étendre pour l'espace h celles qu'on définit au moyen d'un tétraèdre de réfélence, puisque c'est au fond la même idée fondamentale qu'il s'agit de mettre en lumière.
Dans toute cette partie élémentaire dn l'enseignement de la Géométrie analytique, les deux problèmes essenliels sont toujours les suivants : « Connaissant une ligure, déterminer son équation ; connaissant l'équation, déterminer la figure, et acquérir le plus de renseignelueuts qu'on le pourra sur ses diverses propriétés ». ( Test surtout le dernier qui se présente le plus souvent, l't c'est seulement par des exercices répétés qu'on parvient à le résoudre, Mallieureusement ces exercices ne sauraient, pour les figures de l'espace, se traduire elTec- I ivement par des tracés ; on pourrait bien, dans quelques laa particuliers, construire, par génératrices rectîlîgnes uu autrement, des modèles de surfaces ; mais ce serait luie porte de temps considérable. Au contraire, les consliiietions de courbes planes constituent des exercices l'iipidcs et très fructueux pour l'esprit. On peut faire ces constructions dans les divers systèmes de coordonnées dont nous avons parlé; mais c'est principalement en loordonuées rectilignes (et même rectangulaires) et :iLissi en coordonnées polaires qu'il convient de les mulliplier. Ces exercices étaient jadis en grande faveur; lin semble les avoir un peu abandonnés, ce qui est une chose fâcheuse ; il est probaJile que la surcharge des programmes sur d'autres points a contribué à cet abandon.
On est (.Ml eiret, dans cetle question d^^^^BQ^I Irnt'tûiii des conrbes, pris entre deux dilTicultés : si l'on se contente de tracés par à peu près, de figures sans aucun soiici d'échelle, on n'y apprend pas grand'chose. et l'on s'expose même quelquefois à des erreurs capitales ; si l'on cherche au contraire à obtenir des dessins exacts, en se servant de la règle et du compas, si l'on trace de véritables épures, c'est ime consommation de temps exagérée.
11 y aurait un moyen pratique, et fort simple, de concilier tout cela. Il sul'firait d'avoir un papier quadrillé spécial, à très petits carreaux, destiné à la construction des courbes ; cela permettrait de faire à main levée des croquis d'une exactitude largement snlTisante, Db même, pour les coordonnées polaires, des feuilles sur lesquelles séi-aient tracées d'avance de nombreuses cir* conférences concentriques, également espacées, et des droites régulièrement rayonnantes autour du centre, fourniraient le moyen d'obtenir un résultat analogue.
De pareils albums de tourbes, en les limitaot aux courbes les plus importantes et remarquableSt seraient pour les élèves qui les auraient confectionnés de précieux auxiliaires. Sur chaque feuille on pourrait rappeler l'équation de la courbe, quelques formules remarquables s'y rapportant, les plus importantes de ses propriétés. Ce recueil aiderait la mémoire; et les tracés, j'y insiste, auraient été eU'ectués dans ces conditions avec une dépense de temps bien minime.
J'ai essayé plus haut de faire ressortir l'importance philosophique du calcul géométrique en général. En matière d'enseignement, cette importance est capitale; et cependant combien d'élèves, parmi les plus distingués, ignorent même jusqu'au nom de n calcid géométrique H ! A cette lacune systématique on ne saurait trouver d'autre explication que l'incurable paresse de prit humain, laquelle le porte à ne pas vouloir chui* '
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~^er ses habitudes jusqu'au jour où les progrès accom plis viennent le l'orcer à l'emploi de méthodes dou-
C'est en Géométrie analytique plane surtout que' f«tte résistance à Tintroduction du calcul géométrique ilevient incompréhensible. Là, pas de symboles nouveaux, pas de règles spéciales Je calcul ; la méthode lies équipollences amène à l'emploi des opérations courantes qui se l'ont sur les imaginaires. Les notions sur ce qu'on appelle si improprement l'interprétation géométrique des imaginaires sont données (mal données * eu général, il est vrai) au cours de l'Algèbre ; et aussitôt que de ces opérations, de ces connaissances élé-' rnentaires, il s'olfre une occasion de tirer des résultats utiles, on s'arrête, on s'y refuse, on persiste avec une sorte de fureur à piétiner dans la vieille ornière.
L'application des équipollences, cependant, donne à ' l'étude de certaines questions une simplicité pour ainsi dire intuitive ; en même temps qu'elle épargne le calcul, elle éclaire les faits. Elle dispense de l'emploi des coordonnées, mais permet cependant de revenir à tout instant à cet emploi, si l'on y reconnaît un avantage. La transformation des coordonnées, notamment, devient avec les équipollences un problème pour ainsi dire enfantin ; il faut trois ou quatre lignes d'écriture et dix minutes d'attention pour un sujet auquel on consacrait parfois deux leçons, et qui, pour les commen-fants, n'était pas toujours facile. C'est enfin par les équipollences qu'on peut arriver à avoir des vues prél'ises sur la représentation analytique des figures. Eu dépit de tant d'avantages, la belle méthode de Géométrie analytique créée par Bellavitis reste à peu près inutilisée, ou plutôt ne s'introduit que par fragments, d'une façon détournée, sans suite, sans lien, sans l'unité (|ui la caractérise et contribue à lui donner sa haute utilité.
Il est vrai de dire que jamais le progrès ne s'accom-
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plit dans le monde d'une fat-on régulière et normate^ ronFormément aux règles de la raison.
En ce qui regarde la Géoniélrie analytique de l'espace, le calcul géométrique reprÔBenté par la inéthude (les quaternion» présente dans son introduction de plus grandes difTicultês, en raison de l'Algèbre spéciale qu'elle applique. Quelques éléments sommaires seraient cependant laciles à enseigner, et on en retirerait uu ^rand profit. 11 faut reconnaître néanmoins qu'un mol emprunté à cette méthode, celui de « vecteur ■), a fini par pénétrer dans l'enseignement après bien des ell'orts; malheureusement, si l'on excepte un petit nombre de professeurs, le mot n'a pas été accompagné de l'idée, ce qui serait mieux encore ; on peut espérer que ce sera l'œuvre de l'avenir.
Enfin, d'une façon plus générale, la niétbode de (îrassmann, mise sous une forme accessible et réduite à des limites raisonnables, devrait aussi être enseignée dans tous les cours de Géométrie analytique. Rien que la connaissance de ses principes essentiels suffirait Ji lever bien des diflicultés, à éclairer bien des sujets, ii éviter bien des calculs inutiles.
Nous ne sommes pas encore arrivés à l'heure où le calcul géométrique, sous aucune de ses formes, pourra être accepté dans l'enseignement, sans réticences et avec gratitude pour les bienfaits qu'il apporte. On le regarde d'un mauvais œil. On serait tenté de se demander si l'on ne tient pas rigueur à ce malappris dé sa simplicité même ; il n'est pas mis avec recherche, dit les choses comme elles sont, n'a pas le souci de la mode. Il pourrait arriver, s'il prenait trop d'importance, à réduire à soixante pages des œuvres qui en contiennent mille, sans leur enlever rien d'essentiel. Cela peut expliquer certaines résistances et certaines terreurs ; on pourrait ajouter « certaines colères ii, bien que cela paraisse invraisemblable à propos d'un pareil
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sujet, et l'on ne sortirait pas de la vérité. La seule introduction du mot i( vecteur u dans la langue scientifique classique a détenniné de véritables crises, chez des esprits d'aîllours très distingués. On doit bien se rendre compte d'une chose : c'est que la préciosité, la recherche de l'élégance dans la ibrme sans trop se soucier du fond, ne sont pas des qualités (?) exclusivement littéraires, à l'époque où nous sommes ; les savants n'en sont pas tous exempts, et les académies n'anéantissent pas ces vertus (que l'on a le droit de tenir pour des <léfauts), On a même quelquefois soutenu qu'elles tendraient au contraire à les développer.
Mais le jour ou le Calcul géométrique s'imposera dans l'enseignement aussi bien que dans la science, est peut-être plus proche qu'on ne croit. Quand auront disparu certaines générations, disparaîtront du même coup certaines résistances. La science a ses nécessités, auxquelles il faut bien finir par obéir ; et grâce à la nécessité, il arrivera un instant où l'on ne pourra plus continuer, par dilettantisme, à compliquer les idées simples, à faire des calculs pour le plaisir d'en faire, et à refuser le secours des diverses méthodes que nous venons d'énumérer. Ce sera un jour de deuil peut-être pour les ■ admirateurs de l'archéologie scientifique, mais de ce jour pourront dater de grands progrès intellectuels.
L'enseignement de la Géométrie analytique doit être ' complété, nous l'avons indiqué précédemment, par celui de la Cinématique. En réalité, lorsqu'on étudie une courbe en exprimant les coordonnées de chacun de ses points en fonctions d'un paramètre, il suffit de supposer que ce paramètre représente le temps pour avoir les équations du mouvement d'un point dont la «ourbe en question devient alors la trajectoire. Il est vrai que Cjuand on se place à ce nouveau point de vue, un certain nombre de notions s'introduisent, comme , les vitesses, les accélérations des divers ordres, les J
lift
M.l niEMAIIQVE
vitesses arcolaires, par exemple, et (|iie SS n'appartieniienl pas directement à la Géométrie analytique. Mais les nnnens à mettre en œuvre sont tellement eniprnntês îi cette dernière, qu'il n'y a pas d'hésitation possible. 11 est d'ailleurs digne de remarqup que cette étude partÎGiiHèrc de la Cinématique réagit, ainsi qu'on pouvait s'y attendre, sur un grand nombre de questions appartenant à la Géométrie elle-même, eir les éclairant d'une lumière nouvelle.
Il convient de diviser l'ensei^ement de la Cinématique, comme celui de la Géométrie analytique, en deux parties essentielles : Cinématique plane. Cinématique de l'espace, ce qui n'empêche d'ailleurs pas de faire ressortir les analogies, en proOtant de tous les résultat» obtenus pour des questions simples, de manière à les étendre, lorsque cela se peut, à des questions plus complexes. La différence entre le plan et l'espace est ici plus profonde qu'en Géométrie, et cela tient à la nature même des choses. Le mouvement des figures planes dans le plan qui les contient se réduit, d'après le célèbre théorème de Chasies, l'un des plus simples el des plus beaux de la Géométrie, à de simples rotations infinitésimales, et conduit à la théorie si féconde du centre instantané de 10 Lation. Ces notions peuvent aussi s'étendre au.\ figures mobiles à la surface d'une sphère. Dans l'espace, au contraire, le mouvement élémentaire d'un solide invariable est complexe ; il correspond à celui d'une vis, c'est-à-dire à un glissement le long d'un axe et à une rotation simultanée autour de cet axe. Cet a.ve instantané de rotation et de glissement, se substituant au centre instantané de tout à l'heure, suffit à faire deviner combien les difïicultés serontpfus grandes, combien les calculs seront plus compliqués, lorsqu'ou passera du plan à l'espace.
J'ai à peine besoin de faire remarquer que les avantages du Calcul géométrique indiqués tout à l'heure seront peut-être plus grands encore dans toute cette
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Tëtiide de la Cinématique que dans le domaine de la | «impie Géométrie aDalyti(|iie.
Nous ne parlons que pour mémoire, en terminant, des théories élevées de la Géométrie analytiqne ou de J la Cinématique. Si considérables qu'aient été les pri grès de ces deux flciences, il reste encore un champj indéfini ouvert aux savants et aux chercheurs. La^ théorie des courbes, celle des surfaces, la science t mouvements dans l'espace, laissent encore bien des J points qui ne sont pas encore élucidés, bien des pro- j blêmes sans solution ou avec des solutions incom*^ piétés. Les aperçus qui peuvent provoquer des découvertes iiouveUes appartiennent, ici comme dans toutes ^ les autres branches, à cet enseignement exceptionnel, <|ui échappe â toute règle par Télévalion mt^me de son | niveau, ou plutôt qui ne connait d'autres règles que J
pcelles l'ésultaiil du
■ofesrtcurs.
On a longtemps caressple r^ve,qiii neseiiililee pas abandonné a l'heure actuelle, de constituer un enseignement élémentaire de la Mécanique ; j'entends par là un enseignement donné à des élèves n'ayaiil aucune notion de CaIruI infinitésimal, ne Bâchant pas ce que c'est qu'nne dérivée, possédant seulement les éléments de Oéoniétrie, quelques notions de calcul algéhrique et la connaissance des équations des deux premiers degrés. II existe un grand nombre de programmes où se trouve ainsi indiqué l'enseignement de la Mécanique ; l'usage s'est même établi d'opposer les deux expressions k Mécanique élémentaire n et » Mécanique rationnelle ». A les prendre dans le sens littéral, rien ne serait plus justifié qu'une telle opposition; il seniblr rait en résulter en effet que l'enseignement de la Mécanique élémentaire est irrationnel, c'est-à-dire peu conforme à la raison.
L'idée de donner un enseignement de la Mécanique sans les instnimeiits de calcul indispensables est une pure chimère ; on peut mettre tout ce qu'on voudni dans des programmes quelconques ; on peut par des prodiges de talent et d'habileté s'ellorcer à présenter à des élèves des notions qu'ils ne peuvent comprendre, en escamotant les difficultés, mais on ne saurait Iriom-
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pticr d'une iiiipotisiliilîté radicale absolue, et enscigneffl une science qui met en œuvre à tout instant les raison- 1 nements du Calcul infinitésimal, sans que les auditeurs I aient au moins quelques premières notions de ce calcul, fl Sinon, on n'obtient qu'un résultat : semer des idée»l fausses, jetKr le doute et le découragement chez les.B élèves qui raisonnent, donner aux autres l'illusion qu'ilaj savent quelque chose, alors qu'ils n'ont rien compris.* Cest assez régulièrement le produit de Tenseignement-j fantôme dont il s'agît. On reste confondu quand on voîtfl par exemple figurer dans des programmes de baccalau^fl réat, sous le nom de Mécanique : 1° des éléments de^ Statique ; 2° des études sur les machines simples \M H" des éléments de Cinématique et de Dynamique; 4" des.J notions sur le travail des forces. ■
S'il s'agissait, non pas d'un enseignement suivi, mais % certains aperçus généraux destinés soit à des gens^fl \\u monde, soit à c'es personnes dont la profession con*l fine aux applications de la Mécanique, il en irait autre-'ï ment. Quelques conférences, bien faites, par des pro- ^ fesseurs ayant une connaissance profonde du sujet, pourraient alors être très utiles et laisser dans l'esprit des traces eft'ectîves et des idées justes ; c'est qu'alors on suppose connues les notions dont on a besoin ; on cherche à faire comprendre les choses dans leur ensemble.nonpasà les démontrer avec une rigueur scientifique. Mais l'incorporation dans un enseignement sérieux et \ suivi est difficile à expliquer.
On finit pourtant par en trouver 1rs motifs dans deux ] pensées contradictoires, dont l'une est juste, et l'autre erronée : 1° La Mécanique, au point de vue des applica* tions, est tellement importante qu'il faut tâcher d'en I donner au moins quelques notions à tons les jeunes | gens d'une instruction moyenne ; 2"Comme à ces élève nous ne pouvons pas faire connaître les éléments duj Calcul infinitésimal, arrangeons-nous pour m passer.
La première proposition est d'une vérité inconl l)Io ; la seconde renlernie une erreur capitale. Sans ces pit'inières données sur le (^lalrul intinitêsiinal eu effet, il n'y a pas de culture niathéuiatique, il n'y a pas d'enseignemeni, il n'y a pas de perlectionnement de l'intelligence, et surtout de possibilité d'applications; il reste un fatras de propositions surchargeant la mémoire, une grande fatigue de l'esprit et une forte rancune contre des études si peu attrayantes.
Je nie suis un peu étendu sur ce point parce (ju'il est à num avis d'une importance capitale, et parce qu'il faut dissiper ncltenient une illusion. Ceux qui n'oul pas poussé assez avant leurs éludes mathématiques ne peuvent pas a€f[uècir des notions de Mécanique.
Ils auront peut-être, par la prarique, des connaissanles utiles sur les machines ou le jeu des forces; ils seront capables, par intelligence naturelle et par une sorte d'intuition, de donner de très bons avis sur une question déterminée; mais cela n'a rien de commun avec une instruction scientîiique, raisonnée, qui exige l'intervention des moyens de calcid indispensables.
Laissant doue de coté tout cet enseignement tuutil nuisible, qui n'a rien de commun avec la science, et dont il faut espérer qu'on ne tardera pas trop à se débarrasser définitivement, je suppose un élève en possession des éléments d'Arithmétique, d'Algèbre et de Géométrie, ayant quelques premières notions de Calcul infinitésimal et une connaissance suHisante de la Géométrie analytique. Comme complément de la Géométrie, il a reçu un enseignement portant sur la Statique et la Géométrie des niasses ; comme complément de la Géométrie analytique, il s'est au moins initié à la Cinématique, s'il n'en a pas poussé jusqu'au bout l'étude classique.
Dans ces conditions, et seuleiuent dans ces conditions, il est apte à entreprendre l'étude de la Mécanique rationnelle, ou si l'on veut de la Dynamique. Le professeur
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rhargé de clistriliuer cel enseignenienl n'aura pas tAche très facile à remplir, malgré cette préparation.J aniérieure. On est encore dans la science pure, i aux confins des sciences naturelles; les entités sur lesquelles on va avoir à opérer sont par nature complètement nouvelles ; les principes sur lesquels on s'appuiera sont le résultat de Toliservalion, mais d'une manière J indirecte;et il faut cependant qu'il ne reste aucun doute*! dans les esprits; il faut que ces principes s'y accrochenlfl avec autant de solidité que le feraient de purs axiome»» de Géométrie. De là, pour le professeur, l'obligation de J consacrer, dès le début, un soin extrême aux idée»! générales, aux définitions, à l'exposé des principes i'on«l damentaux. Pour que cet enseignement d'une science 1 pure soit vivant et fécond, il est besoin de recourir à I tout instant à la science appliquée, de montrer par des I exemples tangibles empruntés au monde réel comment I s'i'-tablit le lien entre la théorie pure et la pratique effec- I live. Et il en sera ainsi pendant tout le développement \ de la Mécanique rationnelle; réduite à son rôle pure- I ment philosophique, elle ne pourrait guère apparaître I que sous la forme d'un exercice de l'intelligence, com- I l>jnant les vérités de la Géométrie et du Calcul pour 1 résoudre des problèmes qui concernent des abstractions I n'existant pas réellement. Se jetant au contraire du côté i des applications en faisant trop pencher la balance, elle I perdrait son caractère de science pure, à laquelle est I due sa grande puissance.
On voit combien la question est délicate, combien la ] mesure précise estdillicile à garder pour intéresser tou- | jours l'auditeur, lui laisser entrevoir, lui prouver même I l'utilité pratique de la science, sans permettre jamais à 1 une idée fausse de pénétrer dans son esprit, sans lui laisser cette impression pénible qu'on ne lui a donné que des raisonnements par à peu prés. C'est par une 1 préoccupation constante des origines intellectuelles de | la Mécanique qu'on arrivera à sortir do ce labyrinthe et fl
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n iiieltrn un onIr« partait dans cet apparent chaos. Il w faillira pas t'raindre do ri-péter à satiété, à propos de chaque exemple invo(|iié, que l'être de raison et l'^lrr réel ne sont en rien assimilable»; mais que le preniii-r ne résultant que d'al>stra<'tions opérées sur le second, d'hypothèses laites une fois ponr toutes, si ces hypothèses sont presque réalisées, le résultat fourni par la Mécanique rationnelle sera presque exact; et Ton profitera de l'occasion pour rappeler que ce mot u presque ^ renfornie l'expression delà perfection mathématique cii matière d'application au monde réel, parce qu'anrnin' grandeur du monde réel ne nous est connue d'une façon absolue.
C'est à ce prix, et avec beaucoup de patience et de suite, qu'on arrivera à pouvoir développer l'enseignement de la Mécanique rationnelle d'une façon logique et harmonieuse, tout en faisant dans le domaine de la Mécanique appliquée de très fréquentes incursions, qui sont indispensables.
Le développement de cet enseignement peut avoir une étendue assez variable. Il comprendra successivement, suivant l'ordre logique qui consiste à passer successivement des questions simples à celles d'une plus grande complexité, la dynamique du point matériel d'abord, puis celle des systèmes libres, et enfin des systèmes à liaisons. Les mouvements de rotation des solides invariables, soit autour d'un axe, soit autour d'un point fixe, doivent prendre une place importante; nous citerons enfin les problèmes d'équilibre déjà mentionnés plus haut, tels que l'équilibre des cordons par exemple, l'étude des percussions et des chocs, des notions d'Hydrostatique et d'Hydrodynamique.
Mais dans chacune de ces parties, et dans plusieurs autres que nous passons volontairement sous silence, le champ des développements peut être très restreint ou s'étendre pour ainsi dire à l'infini, alors mèoie
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rationnelle, et cela se produira d'une façon bien plus complète encore du moment où Ton abordera les appii- 1 cations. Rien que pour les machines, par exemple, il | serait possible d'étendre son enseignement snr de nom- 1 hreiises années, et l'on n'aurait pas encore épuisé le 1 sujet. I
Il est certain que si l'on se bornait exclusivement aux | principes et à des méthodes générales, il ne faudrait J |ias un grand nombre de leçons pour présenter l'en- M seinl)le de la science du mouvement. Seulement, un tel I enseignement serait à la l'ois inutile et dénué d'intérêt. M Si la Mécanique met en œuvre les plus belles théories 1 ilu Calcul infinitésimal et de la Géométrie, c'est sur- 1 tout dans les exemples particuliers qu'on aperçoit les J heureux résultats de cette intervention ; les théories M tout à fait générales ne pourraient donc constituer M qu'un enseignement sans vie, et qui ne donnerait même .1 pas à l'esprit les satisfactions intellectuelles qu'on I attend de la science pure. Il faut ajouter que, d'instinct, M un sent très bien l'impossibilité de concevoir la Méca- I tiiqiie indépendamment des applications en vue des- I «pielles elle a été constituée; et cela entraine la néces- I site de s'orienter vers ces applications futures par des J exercices, des cas particuliers permettant de montrer I le parti qu'on peut tirer de chacune des théories suc- J cessivement exposées. J
D'autre part, la multiplication trop grande des 1 exemples particuliers empêcherait de suivre le déve- J loppement normal de la Dynamique et amènerait à des j idées fausses sur le caractère de la science du mouve- ^ ment. 11 y a donc une mesure à garder, et l'on ne peut •'ssayer de la préciser une fois pour toutes, à l'avance, d'une façon invariable. II faut se rendre compte du (emps total dont on dispose, de la nature de l'auditoire et par conséquent du but à poursuivre. Il est bien clai par exemple, que les notions de Mécanique donn
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do futurs iinil'osseur.s ne saui'uîent être présent Ir iiiênio os]irit que s'il s'agit déjeunes gens appelés a bref délai, coniuie ingt'nieurs, à appliquer pratiquemenl l'enseignement qu'ils re<;oivent. Toutes ces considéraliiniB, je le répète, et je crois l'avoir prouvé, montrenl que la Iflche d'un professeur de Mécanique est l'une des plus délicates qui se puissent présenter dans tout l'enseignement de la Matliéniatique ; plus qu'aucun autre, il doit être conduit, en dépit de son expérience antérieure, & de perpétuels perl'ectionnements, à des siniplillcations, <li;8 additions ou des retranchements, sans parler des cliangeinents que les progrès de la soit lui inipiiscnl.
Il nie semble bon de signaler au passage le grana intérêt que présente en Mécanique l'étude de certaines questions paradoxales. Lorsqu'on s'y trouve conduit, on doit bien se garder de les éviter ; il l'aut au contraire aller très franchement au-devant d'elles, et profiter dil'occasion pour les analyser, pour remonter aux causes et montrer à quelles interprétations concrètes se prêtent de pareils résultats. En principe, on ne doit pas s'étonner qu'ils puissent se produire, si l'on se reporte toujours aux origines mêmes de la science du mouvement; une fois créées les abstractions, une fois qu'elles sont livrées au calcul, ce dernier s'en empare sans cjue les équations puissent faire entrer en ligne les données primitives; il ne s'agit plus que d'un problème de Mathématique pure, dont la solution ne s'adaptera pas nécessairement au problème correspondant que présenterait la nature. Dans cet ordre d'idées qui ine parait être d'une importance spéciale, on peut notamment signaler les questions dans lesquelles viennent s'introduire des vitesses inliuies. M. Léauté, dans son cours de l'École polytechnique, en donne un exemple, dans le cas du mouvement d'un point attiré par un centre fixe suivant In loi de Newton, la vilo-ise initiale passant parce centre,
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et il produit à ce propos des réilexions prot'ondéDient 1 justes, et que je demande au lecteui' la permission de^l rappeler ici, au moins par extraits. Elles éclairent en I eil'et d'une Façon frappante le problème des cas limitesfl en Mécanique rationnelle : ^Ê
" Lorsque le mobile se dirige vers l'origine, it y-fl arrive avec une vitesse inTinie. A partir de cet instant, 4 on ne peut plus rien dire sur le mouvement; non seule- I ment parce que les formules ne sont plus applicables, I mais parce que le mouvement subséquent est en réa- w iilc indéterminé. Le cas de la vitesse infinie est en ell'et >l un cas limite, et pour savoir ce qui se passe au moment fl où les formules ne donnent plus rien, H faut savoir ■ coniHienl l'on est arrivé à la limite. I
« Le problème du mouvement d'tin point M, lancé I suivant MO, et attiré par l'origine fixe U, en raison I inverse du carré de la distance, peut être considéré M comme cas limite des deux problèmes suivants : 1° La ■ loi d'attraction restant la même, la vitesse initiale est ■ dirigée en dehors de ilO et tend ensuite vers MO; I 1° La vitesse initiale étant dirigée suivant MO, il y a I deux centres d'attraction O' et G", symétriques par rap-, I port à MO, et qui tendent ensuite à se confondre avec O. I
« Dans le premier problème, la trajectoire est une I ellipse ayant O jiour foyer; quand la direction de la 1 vitesse initiale vient se confondre avec MO, cette ellipse J s'aplatit indéfiniment; le mouvement est donc oscilla- I toire d'un même côté de O, c'est-â-dire que le mobile 1 arrivé en O rebrousse chemin. J
« Dans le second problème, le mouvement est rocti- f ligne et oscillatoire de part et d'autre de O; à la limite, fl le mobile arrivé en O dépassera ce point. ■
" Chaque fois qu'un rencontre une vitesse infinie I dans un problème, il peut être considéré comme le cas I limite d'autres problèmes où ne se rencontreraient que 1 (les vitesses finies; et pour savoir ce qui se passe après > ï l'instant où la vitesse infinie a été produite, il faut tenir fl
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avec les enijinints îndispeusables à la Mécanique appli- <{uée. Mais il existe en outre un grand nombre de cas (Ml un enseignement canijilémentaire, ayant pour objet direct une catégorie parlieulière d'appHcations.doitèlri; lionne spécialement. La seule énuméi'ation des cours tjui sont laits ou peuvent être faits ainsi dans les diverses écoles serait bien longue; citons seulement à titre d'exemples : les Machines, dont l'étude peut encore se subdiviser, d'après la nature des forces au moyen desquelles on se propose de jiroduire du travail; la Résistance des matériaux. THydrauliqui!, les Voûtes, les Murs de soutènement, etc., sans parler des branches dans lesquelles les emprunts à la Physique viennent se combiner dans une plus forte proportion avec ceux que l'on fait à la Mécanique rationnelle.
Bien qu'aucun de ces enseignements particuliers ne rentre directement dans notre cadre, l'importance du sujet ne permet guère de passer complètement sons silence quelques observations très générales sur les principes qui doivent présider à l'enseignement de la Mécanique industrielle, c'est-à-dire de la théorie des Machines. Nous le ferons sommairement.
Si, pour donner cet enseignement, on se lançait sutcessiveiuent dans la description particulière de chacune des machines à étudier, on y perdrait un temps énorme, et Ton n'obtiendrait que de minces résultats. Tout d'abord, on resterait toujours incomplet, car chaque jour l'imagination des inventeurs produit par centaines de nouveaux engins mécaniques ; et puis, ce qui est plus grave, on ne fournirait aucune ressource pour étudier et résoudre les questions qui se présenteront dans' l'avenir, et qui portent plus souvent sur de8 mfr
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chines à conslruire que sur des machines existantes. 11 est donc essentiel de limiter la partie descriptive et l'étude détaillée du l'oiictionnemenl à un assez petit i nombre de types. J
Il est au contraire absolument nécessaire de grouper'! luéthodiquementles idées générales qui se retrouveront^ uniformément dans toutes les applications, et qu'il nou» | i'aiil rappelerà grandstraits. Une machine, nous l'avons I vu, est un transformateur de travail; mais le travail ne'l nous apparaissant pas toujours sous sa fornut mécanique | tangible, on a été conduit à la notion plus générale^ d'énergie. La théorie de l'énergie, déjà ébauchée en i ilécanique rationnelle, et se complétant s'il le faut par des notions empruntées à la Physique, doit donc être le fi-ontispice obligé d'une exposition de la théorie des I Machines. Toute l'étude de la transmission du travail | mérite d'être faite à ce point de vue avec un soin ex-"1 Iréme. Accessuirement, tes divers procédés permettant ( la mesure du travail doivent être nécessairement mis en Uimière, et discutés en s'inspirant, non plus seulement lies résultats théoriques, mais aussi de ceux qui sont fournis par la pratique et l'expérience. Il en est de même pour les appareils destinés, soit à rendre les mouvements plus uniformes, comme les régulateurs, soit à accumuler la force vive, comme les volants, soit à la consommer en cas d'excès, comme les freins.
Entre les systèmes de la Mécanique l'atiniinellc se rapprochant le plus des machines, et les machines réelles, il y a des différences profondes. Une machine J est en apparence beaucoup plus simple qu'un système; 1 matériel quelconque, en ce que la plupart des mouvements se trouventétredune natureextrémementélémenlaire; noua ne voyons en effet guère autre chose, le plus souvent, que des mouvements de rotation autour tl'axes fixes, et des mouvements rectilignes.Les obligations pra j piques de la construction font qu'on ne sort guère de là^^
j 58 ;, .1 M A ni f.w.i r; q et:
Mais (l'un auli'i'rnti', les l'orces que l'on peul supposa i-oiislantcs tlaii^ licaiicoiip de fonsitii-rations de Mécanique rationnelle sont en lait essontielleint^nt variables, ot, la plupart du toiups, siiîvont dos lois que l'expérience seule permet de déterminer. De là un ahinie profond entre la science pure et l'application, entre la iiiacliinc idéale que nous avons pu concevoir afin de la soumettre à la Mécanique rationnelle, et la machine effective doni la première n'est que l'image simplifiée. Rien n'est plus facile par exemple, en théorie, que d'imaginer un mouvement uniforme ; rien n'est plus absolument impossiblt. à obtenir efTeclivement dans la pratique.
11 se produit h peu près ici le même fait qu'en Géométrie pour la iigin:. droite. Et te qu'il faut retenir surtout, c'est qu'il ne s'agit plus de simples théories plus ou moins vagues, d'une portée exclusivement philosophique et constituant des jeux de l'eaprit; les conséquences pratiques, efl'ectives, des deux conceptions sont radicalement contraires, c'est-à-dire utiles ou nuisibles. Je n'en voudrais d'autre exemple que l'histoire des perfectionnements des in.struments de régulation ; pendant de longues années, on a poursuivi le rêve de régulateurs isochrones, tendant à obtenir l'uniformité absolue des mouvements; et l'on a fini par reconnaître, malgré toute l'ingéniosité dépensée dans ces recherches, que le problème des régulateurs de vitesse devait être envisagé de tout autre manière. Un régidateur parfaitement isochrone, en effet, est un inslniment instable par essence, qui communique à la machine sa propre instabilité, et produit les oscillations à longues périodes, inadmissibles dans la pratique. On s'est appliqué alors à obtenir l'isochronisme approprié, c'est-àdire à donner à la machine l'instrument le plus propre à assurer son état de régime, en tenant compte de ses conditions de marche, de l'énergie de son volant, etc. Là, comme il arrive fréquemment, le mieux était l'ennemi du bien ; ou pour mieux dire, la perfection malhé-
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matique se traduisait par un résultai elFeclil' mauvais. Nous vérifions sur ce ras particulier qu'une bonne solution approximative est de beaucoup supérieure à l'exactitude absolue ; c'est sur cette vérité, qui cesserait d'eu être une en Mathématique pure, que repose en grande partie la théorie des machines ; on ne doit cesser de s'en inspirer dans une exposition systématique de celte partie si importante de la Mécanique appliquée.
Bien que la Cinématique, ainsi que je l'ai fait remarquer à plusieurs reprises, soit par son essence m^me une branche de la Géométrie analytique, les applications effectives de celte partie de la science doivent iMre rattachées à l'enseignement de la Mécanique appliquée. La description et le fonctionnement des machines, en effet, reposent sur la connaissance des organes, de leur agencement et de leurs mouvements. L'étude générale de la Cinématique appliquée doit donc précéder le cours de Machines, de même que la Cinématique pure a servi d'introduction à la Dynamique rationnelle. Cette étude comprend dans sou ensemble les transformations de mouvements. On a proposé à ce sujet bien des classifications successives; j'ignore si l'on pourra en découvrir une tout à fait satisfaisante, mais il ne m'apparait pas que la question ait la haute importance qui lui a été longtemps attribuée. Dans une pareille élude, l'important est surtout de bien se rendre compte des conditions dans lesquelles pourront en généra! s'appliquer les résultats de la théorie; et en outre d'examiner avec des détails sulfisaiils certaines transmissions d'un usage tout à fait fréquent, comme les engrenages, les systèmes articulés, les transmissions par liens flexibles, pour nous borner à un très petit nombre d'exemples.
C'est à dessein que dans ce chapitre je n'ai fait aucu alluBion jusqu'ici à l'enseignement de la plus bell
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upplitrtitions de la Môc»ni(|ue : je veux [larler tie laîJS caiiiqiio rôleste. il esl en efl'et bien difiicile de faire rentrer celte seience dans le cadre régulier d'un eiiselgnetnent général de la Mathématique. Elle exige lanl lie préparation [irêalahle, tant de travail suutenu, qu'en général la enltiire qu'on en l'ait constitue une profession ; autrement dît, la Mécanique céleste ne peut guère être enseignée qu'à des astronomes ou à de futurs astronomes.
Il peut y avoir des exceptions, mais rares. L'n homme assez instruit en Mathématique pour suivre avee fruil un tel enseignement, sans y avoir aueun intérêt professionnel, y gagnerait assurément une grande supériolité. Ce caractère d'une science appliquée à laquelle vient s'adapter presque rigoureusement la science pure, n'appartient qu'à la Mécanique céleste, ainsi que nousl'avouH vu, et lui assure une place éternellement privilégiée. Les Ihéoriea élevées du Calcul infinitésimal ou du Calcul des fonctions y trouvent leur emploi ; les plus intéressants problèmes de la |>hilosophie naturelle y sont abordés. Quel plus magnifique complément d'une culture intellectuelle pourrait-on rêver?
Mais les conditions de l'existence moderne se prêtent mal, le plus souvent, à ces satisfactions purement intellectuelles, obtenues par un travail opiniâtre et prolongé. Ce n'est pas en quelques mois que peut s'enseigner l'Astronomie ; la plupart des hommes qui se consacrent à la science sont obligés d'y trouver des ressources pour une carrière ; et les hommes de loisir, qui pourraient en profiter pour meubler leur esprit. sont rarement portés, dans notre monde actuel, vers la culture de la Mécanique céleste!
CHAPITRE VII La hiérarchie des enseignements i
ïnseigDement se divise en France en trois dej renscignenient primaire, l'enseignement seconda l'enseignement stipérîenr. Il semblerait que cela répond! à peu près à trois catégories sociales d'ordre intelle© tuel.: la masse, la classe moyenne, l'aristocratie. . chacune d'elles est attachée une sanction représentée^ par des diplômes : certificat d'études pour rinstructioo | primaire, baccalauréats pour l'instruction secondaire ; licences et doctorats pour l'instruction supérieure. Telle (!st l'apparence, telle est la théorie. Il s'ensuit, avec l'universalité de l'enseignement primaire, qu'on atteint à ce maximum d'expression de la culture d'un peuple :■ tout le monde diplômé. C'est l'idéale conception de!
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trois onli'tisik- iiiuniliiriiiats : les mandarins de preinî^^^ dusse OH pi'lit iioiiilire, ceux d(> deuxième classe occiipanl celle siUiatiuii muyoïinc qui exerce en i-ésumù la plus grosse part d'influence, et fournit au recnitemeut de l'iiruiée des functionnaires; enfin la troisième classe. renfermant tousjles habitants du pays, hommeselfemmes, non compris dans les deux premières classes, et ppurviis chacun d"iin certificat d'études. Pas un ignorant, pas un illettré, sauf les malheureux idiots ou les habitants des asiles d'aliénés ; l'instruction est répandue à flots, largement, gratuitement ; la nuit a cessé ; la lumièiT inlellectiielle éclaire tous les cerveaux, jusque dans les <'ampa^ne.s les plus reculées.
J'ai cherché plutôt à embellir le tableau, sans émcllif d'ailleurs aucune opinion siu' cette conception d'une hiérarchie intellectuelle correspondant à une hiérarchie sociale. Une appréciation me semblerait inutile, car je me propose d'établir que les choses sont en fait beaucoup moins simples, et que toute cette apparence csl un vain mirage. Qu'on s'en réjouisse, qu'un s'en plaigne, là n'est |ias la question ; il faut tâcher d'ouvrir tout d'abord les yeux, de se rendre compte de la réalité, au lieu de se payer de formules et de phrases toutes faites.
Commençons par l'enseignement primaire. ()uellfs que soient les méthodes, quels que soient les ]H'0granimes, on voudra bien reconnaître que la valeur dy l'instruction dépend un peu de celui (]uî la distribue. Or, les instituteurs représentent une véritable armée; on aura quelque peine à soutenir qu'ils sont uniforméuient coulés dans le même moule intellectuel, et qu'en conséquence les résultats de l'enseignement primaire sont identiques partout. C'est manifestement impossible, et ce n'est guère désirable. 11 est juste d'ajouter que cette identité des cerveaux chargés do dispenser la science ne se rencontrera pas non plus dans l'enseignement secondaire; mais on en approchera davan-
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tage, grâce à dfs soins tout particiilievs (jiie le nombre des professeurs est plus
(luit.
Mais ce ne sont là que des considérations accessoires; J si les trois divisions de l'enseignement no répondent I vraiment à rien de précis, c'est que les limites tracées. I entre elles sont franchies de toutes parts, et par laJ force même dos choses. Des (juc l'enseignement pri-J maire prend un raraolèrc vraiment sérieux, qu'il eslJ pour\'u d'une organisation puissante, comme dans cer-1 laines grandes villes, et à Paris, par exemple, son pre- I mier cadre ne lui suffît plus; il y a toute une population i scolaire dont les hesnins intellectuels ne sont pas satis- I faits par le programme primitif. Il a fallu créer dès lors A une branche nouvelle, l'enseignement primaire supé-J rieur, et des établissements spéciaux où cet enseigne- 1 ment est distribué. Donc empiétement du primaire suri le secondaire. J
Ce dernier, de son côté, reçoit de tout jeunes enfants i (certains parents les lui enverraient en nourrice); il neJ veut pas les refuser, et à leur intention il a institué des I divisions dans lesquelles l'enseignement primaire leur À est distribué ; voilà une deuxième violation de frontières. I
Maintenant, il faut bien se mettre une chose dans la j tète : c'est que dans la proportion d'au moins 999 sur I 1000, l'instruction qu'on donne aux enfants ou aux jeunes gens est un moyen, non un but, et que le but, c'est d'arriver à une profession. De là d'innombrables branches d'enseignement professionnel, se rattachant soit à l'enseignement primaire, soit à l'enseignemenl 1 secondaire; parmi ces professions, il y a notamment j celles qui ont justement pour objet le roerutement des f éducateurs; de là les écoles normales de toutes sortes 1 s' appliquant aux deux sexes, et venant intéresser à fois les trois ordres d'enseignement, sans parler des innombrables brevets et diplômes qu'il l'a mirait un volume pour énumérer.
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Lc'siirol'i-ssioiîK t«<'hniqiifs exigent Ijuri'ii lion d'écoles Mpéftale». Elk's se sont iiiiilti|i]ii>(rs tteaiiL-ouji au cours (iii SIX" siècle ot se reciuteiit par des concours. Dans quelle catcgorie faire rentrer, par exemple, la préparation Hux f'c'olcB d'arts et métiers? Il est à peu prèN admis qu'on la classe dans rensoigtiement primaire supérieur; ihéoriquement, hiérarchîqiietuent, c'est donc sur imr marche de l'escalier social moins élevée que renseignement secondaire. El poiirlant, s'il y a une différence appréciable entre un candidat à une école d'arts et métiers et un bachelier, c'est qu'en général le premier est plus instruit que le second, sur des sujeL*! sensiblement compara 11 teij.
Je viens de parler de bacheliers; on serait en droil de me demander à quelle catégorie je lais allusion, car nous avons eu et nous avons encore des baccalauréats de bien des espèces. On prend des enlants encore jeunes, et on destine les uns aux lettres, d'autres aux sciences: il y a un enseignement secondaire classique, qui rertaiuemenl n'est pas moderne, et un enseignement secondaire moderne, qui probablement n'est pas classique. D'aulresjeunes gens seront dirigés siu- l'Ecole polytechnique, par les soins de renseignement secondaire, qui leur distribue a 'cet effet une instruction décorée du ncim de u Mathématiques spéciales », nom ne répondant guère au but poursuivi ; ceux qui ont définitivement échoué se rejettent souvent sur d'autres écoles.
Bref, les nécessités de la lutte pour l'existence, les innombrables subdivisions, dont nous avons indiqué quelques-unes, la multiplicité des mots, le besoin de se spécialiser outre mesure et avant l'heure, la tendance à centraliser, uniformiser et réglementer, ont engendré un état de choses qui est le renversement complet do la hiérarchie des trois ordres d'enseignement, dont il ne reste rien, que le titre.
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I produit en même temps un désordre inlellecliiel lamentable, une absence de vues philosophiques, et finalement une incroyable faiblesse dans les résultats de l'enseignement mathématique; on en demeure convaincu, lorsque l'on essaie démettre en parallèle les résultats, et les efforts de toute nature faits pour les obtenir. Que de chemin parcouru depuis V Essai d'éducation mitionale de La Chalotais, depuis Condorcet, depuis Lakanal, mais à reculons! Et cependant, ce n'est pas la science qui est en arrière; ses conquêtes, au contraire, apparaissent à fous les jeux et sont universellement proclamées; ce n'est pas non plus l'intelligence moyenne de l'enfance et de la jeunesse qui aurait subi un amoindrissement. Avec des matériaux de premier ordre, avec des élèves bien doués, * des professeiu's dévoués et instruits, on n'a pu arriver au but, parce qu'on a constamment méconnu les nécessités philosophiques de la science en même temps que les conditions nécessaires de la culture scientifiqii
La Matliématique est une. Depuis ses premiers él
léents jusqu'à ses plus hautes théories, c'est une science qui se développe harmonieusement. Au lieu de multiplier les compartiments dans lesquels on la distribue par petites tranches soigneusement séparées, il serait ' hesoin au contraire de conserver surtout à l'enseignement mathématique son grand caractère d'unité, accomigné d'une extrême diversité dans les moyens.
Il est juste de reconnaître que le nond)re sera petit de Ci'AW qui pourront jusqu'aux sonmiets accomplir ce voyage. La plupart, retenus par les nécessités, doivent rester en route à un instant donné. Le problème, dès lors, doit se poser de la façon suivante, soit au point de vue scientiûque, soit au point de vue social ;
Lorsque l'enfant abandonne a un instant quelconque le cours de ses études mathéniati^jties, pour rentrer dans la i'ie commune, il faut que Censemble des connais-
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saïues aiguises représente pour lui une valeur ulilisM
Dès lors, il n'y a pas lieu » la niulliplicité des prugrammes au milieu desquels les professeurs eu.\m^iiies n'arrivent pas 6 se reronnaitre. Un plan tl'étudcs, s'échelonnaiil sur le nombre d'années qu'on voudra, peut oll'rir a grands traits le tabli-aii du d(''veloppemfii[ mathémaliquf, sur lequel je n'ai pas à revenir ici, car je serais conduit à reproduire les observations faites ilans les chapitres précédents.
La Mathématique ne comporte pas, dans ses éléments, des procédés pédagogiques différents les uns des autres. Qu'un jeune homme soit destiné à devenir membre de l'Institut, commeivant ou industriel, il loi faut toujours débuter par apprendre les règles esaen tielles du calcul arithmétique, par connaître la nomenclature des figures géométriques les plus simples, en étant capable de les tracer eonvenablement. Les premiers éléments de la science des nombres et de la science de l'élendue doivent être distribués k tous, suivant le même esprit; je ne dis pas d'une manière identique, croyant surtout, povir les détails de l'enseignement, à relTieacité de Tinitiative qu'y apporte le professeur. Le programme, d'année en année, ne devrait être autre chose qu'un cadre très général, laissant une grande liberté de mouvements dans les limites tracées. On indiquerait seulement, avec insistance, la nécessité de compléter toujours l'enseignement théorique par dea applications portant sur des questions relevant des faits réels ; ces applications doivent être bien choisies et convenablement variées, plutôt que multipliées à l'intinî. Elles présentent deu.v avantages : elles contribuent à l'éducation philosophique, au perfectionnement intellectuel en inalicre mathématique, et en même temps elles sont d'une utilité directe pour ceux qui no pourront poursuivre ultérieurement leurs éludes.
Cela n'exclu! en aucune façon l'enseignement profes-
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sionnel spécial pour telle ou telle carrière, lequel présente une haute utilité; mais chacun de ces enseignements aurait alors une base solide, au lieu de se voir contraint de tout recommencer. Imaginons, par exemple, ] un enfant qui a seulement séjourné jusqu'à treize ans! dans les écoles primaires, ou dans tout autre établisi nient d'instruction ; en dehors du premier apprentissage^ de début, en supposant qu'il ait entrepris à dix ans ses études, cela représente trois années, au cours desquelles il aura pu acquérir des notions d'Arithmétique i et quelques menues connaissances de Géométrie et ' d'Algèbre élémentaire, complétées par les applications] dont nous venons de parler. Pour un motif quelconque, V on décide que l'enfant se dirigera vers la carrière com-.J merciale, et pour l'y préparer, ou lui fait passer encore i une, deux ou trois années dans une école de commerce, exclusivement jirofessionnelle. Cette école, en le recevant, sait sur qui elle peut compter; elle n'aura pas à ' reprendre les éléments de la science qu'il possède déjà, mais simplement à les appliquer, en vue de la carrière . luture ; peut-être, tout au plus, à les compléter sur quel- i ques points particuliers.
Plus tard, cet enfant arrivé à l'âge d'homme, et lancé dans une vie fort étrangère à la culture des sciences, aura le sentiment très exact de l'utilité retirée par lui de l'instruction mathématique antérieurement reçue. En outre, si peu étendue qu'ait pu être cette instruction, elle lui aura laissé, sur les points qu'elle a embrassés, des idées claires et justes. Il ne proclamera pas, celuilà, tous les sophismes en cours et que j'ai si souvent rappelés. Et j'en pourrais dire autant de toutes les profe3-1 sions; je pourrais le dire, à bien plus forte raison, de J celles pour lesquelles la spécialisation n'est obligée qu'à une époque plus tardive; car les jeunes gens qui s'y adonnent ont alors un nombre assez considérable d'années à leur disposition, pour le développement géné-^ rai de leur intelligence.
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Il Ht* s'agît pas, co sd'iiil folie. Je faire une nation de mnthiJmHliricns, mais de préparer des esprits qui ne soient pas fanùs ili' préjugés v\ d'itlécs fausses sur un (les points essentiels intérossaut le développement de l'intplligeni'e liiniiaine. Dans ce qu'un appelle les carrières libérales, en particulier, c'est une véritable honte jiour un jiays que de voir, je ne dis pas l'ignorance (tout le monde est ignorant], mais l'inconscience mathéma-' liqiie cjiii régne souverainement d'une façon si frÉ- <|n.-nte.
J'ai dit que les \iics de l'enseignemenl niatliématique ne tenaient pas au défaut de progrès de la science; je pourrais aller plus loin. Ces progrès mêmes ont contribué à engendrer la confusion et le désordre qii'no peut constater, non seulement dans notre pays, mais tta peu parloul.
Pour nip l'aifi' comprendre sur ce point, je ne croîs pas inutile de reproduire quelques passages d'un article publié dans la Jievne générale, des sciences pures el appliquées ['), il y a quelques années, en collaboration avec mon ami M. Ëmtie Lemoine,
« Le xix" siècle a été marqué par un prodigieux entassement de découvertes mathématiques. Les ell'otts antérieurs, les grandes méthodes dues aux géomètres précédents venaient d'ouvrir des voies nouvelles. D'autre part, la ctdture des sciences mathématiques, au lieu d'être le privilège de quelques-uns, tendait à ss généraliser ; en même temjis que le nombre des mathématiciens, celui des recueils pérîodiipies s'accroissait de plus en plus.
i( Il s'en e.st suivi tout naturellement que la quantité des vérités mathématiques en possession desquelles se trouve notre époque est immense, et qu'aucune mémoire
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humaine ne saurait les posséder toutes... Mats, si Ton
y réfléchit, si l'on prend la peiny de regarder les choses '
d'un peu plus près, on ne tarde pas à reconnaître que ■ les vérités en question sont pour une bonne part de&J vérités de détail, plutôt curieuses que profitables auM
développement de l'esprit humain... I
« ... Cet état de choses appelle une transformation, i
une réaction qui devra fatalement s'accomplir, et que 1
beaucoup d'esprits prévoient ou pressentent dès main- I
tenant. 11 faudra dresser tant bien que mal l'inventaire I
des vérités acquises, revenir à la cidture des méthodes I
générales, de préférence aux problèmes particuliers, J
et ayant ainsi déblayé le terrain, poursuivre la marche 3
en avant, à la suite de quelque homme de génie qui J
viendra nous la tracer. » 1
Ayant fait ressortir les modiGcalions déjà accomplies À
en matière d'enseig^iement dans cette direction d'idées, I
nous ajoutions ensuite : I
« Est-ce à dire qu'on en restera là? Nous ne le croyons I
en aucune manière, et nous pensons qu'il y a beaucoup ]
de réformes à opérer, qui s'accompliront tout naturel- I lement par la force des choses et sous l'empire de la nécessité, n
Ces réformes, il me semble de plus en pUis qu'elles '
s'imposent, à mesure que nous avançons, et qu'il fau- J
dra les introduire dans l'enseignement, indépendam-' i
ment de la grande refonte scientifique qui peut se faire 1
plus ou moins longtemps attendre. On comprend en ]
effet que la multitude des propositions partielles dont I
il vient d'être question a pénétré en partie dans l'en- ]
seignement, même dans l'enseignement élémentaire; j
sous celte influence, la simplicité et l'unité primitives ' ont subi une allération profonde ; au lieu d'une promenade dans un parc aux allées bien tracées, il s'agit maintenant d'une marche' difDcile dans un terrain où les accidents se présentent à chaque pas, où les sen-
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licrs s'interrompent, s'entrecroisent ou se rejoigôëEI eomme au hasard; où des broussailles nous masqueiil i"! ehaqiic instant la route à suivre. C'est ce déhroiissaillenient. ce déblaiement qui doit être surtout la grande œuvre acluello. Lorsqu'il aura élé opéré, lorsque les éléments d'Arithmétique, d'Algèbre et de Géométrie auront été défjfagés de la foule des propositions parasites et réduits à l'exposition des idées directrices el des méthodes essentielles, on aura gagné un temps précieux, et du même coup on aura ainsi rendu plus nettes les notions jetées dans les cerveaux. Cela permettra, sans plus de siireharge, d'introduire dans cet enseignement, que plusieurs autres pays ont nommé enseignement moyen, quelques connaissances sur lu Géométrie analytique et le Calcul infinitésimal.
Tout cet ensemble, convenablement limité, combiné en vue du perfectionnement intellectuel, éclairé par de judicieuses applications, ne dépasse en aucune façon la portée de l'intelligence moyenne, et représente la substance de ce que tout homme d'une instruction ordinaire doit connaître en Mathématique.
En l'échelonnant sur le nombre d'années qu'on jugerait convenable, il ne serait pas diUicile d'amener les jeunes gens à en avoir la possession complète à l'âge où d'ordinaire ils viennent demander au baccalauréat la sanction de leurs études.
Sur les bases que nous venons d'indiquer, et laissant de côté le premier enseignement pratique de l'enfance, on voit que l'enseignement mathématique, donné dans des écoles, dans des collèges ou lycées, dans des établissements libres, ou ailleurs, ne comprendrait qu'une seule catégorie : l'enseignement classique, si l'on tient absolument i\ lui accoler une épithète.
Parmi ceux qui l'auraient reçu, et à des degrés divers d'avancement, les enseignements professionnels de toute nature viendraient se recruter. Dirigés en vue des applications de la science, ils seraient aussi noia^
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brcux (]iit' le (.■oiiiporlcraiiiiit le:* hesoins aux^juols ils ri'pondenl.
Eiifiti, cojiiiiie couronnement de l'enseignement ordinaire, subsisterait i'cn5eig;n('iiicnt supérieur acttiel sous un titro ou sous un autre. En France, c'est sur ce point <[u'il y a le moins de critiques à l'aire; et les imperfections (]ui subsistent tiennent peut-iHre à des causes trop ctrangères à la science pour que d'ici bien longtemps nous puissions espérer y voir porter remède. Ces imperfections peuvent se résumer d'un mot : excès de ci^ntralisation.
L'enseignement supérieur en France, actuellement (!t depuis bien des années, est distribué par des hommes d'une haute culture intellectuelle, dont quelques-uns sont des illustrations scientifiques. Le mérite de leurs travaux et l'excellence moyenne de leurs leçons sont au dessus de tout éloge- Malgré cela, quand on parle de l'enseignement supérieur en France, l'esprit se porte immédiatement sur Paris d'une façon exclusive. C'est h ce point que les facultés des départements, qui en ont pourtant le droit en théorie, en sont venues à ne plus recevoir de docteurs es sciences mathcmati(|ues; on donne immédiatement le conseil de s'adresser à Paris, à tout candidat qui se présente avec des projets de thèse. II est résulté de cet état de choses qu'un jeune savant envoyé dans une faculté de province n'a le plus souvent qu'un souci : arrivera Paris pour y poursuivre sa carrière. S'il y réussit, la faculté qu'il quitte y perd uu homme de valeur. S'il croit devoir y renoncer, il organisera son existence de manière à ne plus quitter la faculté à laquelle il appartient; mais, en présence du petit nombre d'auditeurs, de l'obscurité relative de son enseignement, quel (|u'en soit le mérite, il cessera parfois de poursuivre des recherches purement scientifiques, se fera une phiio- ^ifiphie résignée el quelque peu découragée, donneH^ij
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toujours un ]>nn rnseignemcnl, copie fidèle tic celtiH l'ann^'o prorodoiito, iiiiiis sans nanime et sans entrain.
Il n'eal pas rare, dans les Universités étrangères, de r«noontrer des jeunes gens qui parcourent l'Europe «ntiêre, passant quelques mois dans une ville, puis dans une autre, pour y suivre les cours d'nn professeur en renom sur une partie déterniinée de la science, lis passeront un trimestre h Leipzig, un autre k Gtiltingeri, se dirigeront ensuite vers Moscou ou vers Bologne, le tout pour devenir plus instruits dans leur science de prédilection. Même chez nous, combien n'avons-neus pas vu jadis, a la Sorbonne où au Collège de France, de ces jeunes étrangers devenus nos hôtes, uniquement dans le but d'entendre les leçons de Cauchy, de LionviUe, ou de M. Hcrmite ? A l'heure actuelle, j'en sais qui ont traversé l'Europe pour suivre un cours de M. Poincaré ou de M. Picard, Mais en a-t-on jamais rencontré, dont le but ait été d'aller clierchor des éléments d'instruction dans un cours fait à Bordeaux, ù Caen ou à Toulouse ? La France scientifique, la France mathématique, pour eux, c'est Paris, rien que Paris. Pour nous aussi, [malheureusement; nous avons pléthore au centre, anémie et atrophie aux extrémités; la vie scientifique ne circule plus; et cependant, que d'éléments merveilleux, que de richesses intellectuelles sont de la sorte inutilisées, enfouies presque, dans la plupart de nos facultés des sciences !
Il est à noter, non sans regrets, que les jeunes gens dont je parlais tout à l'heure, et qui viennent résider successivement, pour s'instruire, dans de nombreuses Universités des divers pays, se rencontrent en Russie, en Allemagne, en Italie, un peu partout, excepté en France. Nous restons chez nous ; l'instruction élevée n'est pas un but, mais un moyen ; ceux de nos compatriotes qui ne sont pas obligés matériellement à exercer ime profession ne mettent pas leur aniltition à acquérir des connaissances scientifiques supérieures. Il suit de
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que, même en France, les auditeurs de nos farultés (tes sciences,dans uneproportionconsidérable.elmâme presque exclusivement, sont des candidats aux fonctioiiis de professeur. Et le corps enseignant, dans cet ordre d'idées, parait n'avoir d'autre utilité que de s'alimenter lui-même, au Heu de faire profiter l'ensemble dii pays (le la science qu'il distribue libériilement. Il faudrait, pour modifier une telle situation, que la valeur stnenlifique fût reconnue comme présentant une utilité effective; ce serait une transformation totale des habitudes et dt's opinions. Les siècles l'opéreront peut-éire, mais nous ne pouvons ici que constater le mal, sans indiquer aucun remède. Nulle organisation ne peut opérer ù bref délai une refonte de la matière cérébrale de tout un peuple.
Tout jeune Français qui a terminé ce (|u"on appelle actuellement" ses études », en justifie en se faisant délivrer ce diplôme de baccalauréat sans lequel un nombre énorme de carrières restent fermées devant lui. Que le baccalauréat soit d'une espèce ou d'une autre, il ' renferme toujours dans ses programmes quelques arti- I clés plus ou moins étendus se rapportant aux connais- I gances mathématiques. Le diplôme constitue, en résumé, J une sorte de certificat d'ensemble, et tout le monde sait | qu'il n'a aucune signification bien précise. I
A l'heure actuelle, spécialement, le baccalauréat con- I sacre une véritable décadence de l'enseignement scïen- i tifique.On peut s'en convaincre en lisant une excellente i étude de M. H. Vuibert, publiée dans son Annuaire de I la /euncMC (1897), sous le titre : Projets de réforme du I baccalauréat. Xe pouvant analyser celte discussion k serrée, nourrie d'arguments et de faits irréfutables, . nous tenons du moins à reproduire quelques chiffres, plus éloquents dans leur netteté que tous les discours j (hi monde. C'est d'abord un tableau qui montre danaj quel sens ont été accomplis les progrés siienlifiquesj
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Bacça au- dn«Hlq«. (."partie).
aciuo B. ^^1^1 moiitTiic [|T« parlit-J,
Baccalaii- l BacculHuri'iit de It-'OBcigne-
rënlB ; racnl spécial
anciens, ' Baocalauri-al es sciences .
dans l'ensemble des suffrages.
Épreuves
.-rrit». (admissibilité).
Epreuvea
é<:riti!> et -ralca.
Néant,
io p. 100 a5 —
^H Voici maintenant l:t statistique dit nombre des candi ^M dats à l'École polytechnique dans ces dernières années ^m (et, comme le Tait avec raison remarquer M, Vuibert, la ^B qualité ne compense pas la quantité) : ^^
^H 189I 1715 candidats. '^M
^^^^B iBoS >3<>o - ^^^H
H^ Ceux qui ne trouveraient pas que c'est assez instructî V sont vraiment difficiles.
L'institution elle-même du baccalauréat a été très discutée depuis longtemps; dans des directions diverses on a versé à ce sujet des flots d'encre ; mais elle arésistt jusqu'à présent à tous les assauts. Le baccalauréat pos séde certainement im mérite : c'est de servir de moyei d'élimination contre le flot envahissant des candidats aux fonctions publiques. Mais en dehors de cette valeu indirecte, il me semble, en principe, correspondre assez H| bien à l'organisation de notre enseignement secondaire ^Ê actuel. Puisque cet enseignement, suivi pendant un
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assez grand iinmbie d'annûes, est lépulé inutile r|u'on ne Ta pas poiissfS jusqu'au bout, et puisqu'il est eflectivenient inutile, je trouve naturel qu'on en attende la terminaisun pour délivrer un certificat constatant qu'on s'est assimilé l'ensemhle des notions acquises. Il en serait autrement avec un enseignement rationnel comme celui dont nuus avons essayé d'indiquer I prît. D'année en année, par l'appréciation générale des progrès accomplis, complétée au moyen de quelques épreuves, il serait faiilo de se rendre compte de la valeur de Télève; on saurait s'il y a lieu de le laisser poursuivre, ou bien s'il est préférable de lui faire recommencer l'année d'études dont il n'a pas su ou ' voulu profiter. La suite des certificats dont il s'agit composerait un véritable baccalauréat fractionné six, sept ou huit morceaux, mais qui aurait une signification bien nette. Et le jeune homme ayant arrêté son instruction classique générale, à un instant quelconque, serait à même défaire la preuve, par les certificats obtenus, des connaissances actiuises par lui. C'est nécessairement une organisation de ce genre qui prévaudra un jour, mais seulement après une refonte d'ensemble, et lorsqu'on aura pris pour but de former des hommes, plutôt que de préparer des bacheliers.
Je ne saurais terminer ces réflexions rapides sur le baccalauréat, sans ajouter une observation qui me parait indispensable. Elle porte sur l'usage, sur l'abus qu'on fait du personnel de l'enseignement supérieur en l'employant à la fabrication des bacheliers. .N"est-il pas triste de voir attelés à cette besogne ingrate et infime des hommes qui sont rhonneur de la science? A Paris, notamment, où les candidats se présentent par milliers, oij les épreuves emploient des semaines entières, il est incompréhensible que des savants considérables soient arrachés à leurs travaux, pour entendre des candidats au baccalauréat es lettres prouver qu'ils ne savent pas
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rétioiidi'o une (>(|iialioii «lu jircmier ilegré, perpendiculaire sur le milit-Hi d'une droite. C'est un table vol lait â la science, »iirtuut quand on se dit qu'il y a des milliers de professeurs de tous ordres capables de remplir aunsi bien ces fonctions qui ne réclament que de l'attention et de la conscience. Depuis quand va-t-on chercher les généraux de division pour intrrroger les conscrits sur le maniement d'armes?
Lorsqu'à la Sorbonne il m'est arrivé de voir un Poiocaré, un llertiiite ou un Picard eu devoir d'interroger des candidats bacheliers, je me demandais si c'était k candidat ou rexaminateur qui méritait le plus de compassion, et j'ai toujours trouvé que ce spectacle étail scientifiquement un véritable scandale.
Les deux autres grades universitaires, nous l'avons dit, sont ceux de licencié et de docteur. La licence acte l'objet, assez récemment, d'une réforme partielle donl on n'a pu apprécier encore les résultats, mais qui en sol me semble tout à fait raisonnable, et correspond un peu aux idées exprimées tout à l'heiire. On lui a substitué une suite de certificats portant sur les diverses branches de la science mathématique. Quant au doctorat, il n'y a guère d'observations à faire à ce sujet dans des considérations générales comme celles que nous reproduisons ici. Ce n'est pas un examen, mais une constatation de recherches personnelles et de travaux présentant un caractère d'originalité.
En principe tout au moins, celui à qui est décerné le grade de docteur a dû, dans une mesure petite ou grande, apporter sa contribution à l'avancement de la science. Par sa nature même, ce grade ne saurait être prodigué, bien que, parmi les membres de l'enseignement surtout, le nombre des docteurs se soit sensiblement accru dans ces dernières années. Les facilités de publication, de plus en plus grandes, ont contribué a cette augmentation, dont on ne peut que se réjouir:
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elle prouve en effet que l'amour de la science et l'ar- j deiic au travail n'ont pas faibli dans notre corps ensei- ' gnant, et qu'en cette matière comme en bien d'autres les intiividus sont de beaucoup supérieurs aux institutions.
J'ai indiqué plus haut les nombreuses branches de l'enseignement professionnel, représentées par foule d'écoles, depuis les arts et métiers jusqu'à l'École I Polytechnique et les écoles d'application, depuis les écoles d'instituteurs primaires jusqu'à l'Ecole Normale j supérieure. Tous ces établissements se recrutent en ' général par des concours, variables à l'infini, et auxquels il convient d'ajouter les concours d'agrégation, essentiellement professionnels par nature et s'appliquant aux professeurs de l'Université,
Je ne parle pas ioî des concours généraux, cette institution établie en vue du prur d'honneur, et (ju'il 1 suffit de signaler au passage comme l'une des plus néfastes à la culture mathématique générale. La queslion est jugée par tous les hommes de bonne foi qui \ n'y ont pas un intérêt direct, et ne vaut pas la peine I d'une discussion. La constatation suffit.
Pour les divers concours dont je viens de parler, de même que pour les grades universitaires des baccalauréats ou de la licence, on fait subir aux candidats des examens, composés en général d'épreuves écrites et d'épreuves orales, avec quelques épreuves supplémentaires dans certains cas particuliers.
S'il s'agit d'un grade, les candidats qui font preuve, à ces examens, de connaissances suffisantes, sont admis et reçoivent leur diplôme. S'il s'agit d'un concours, proprement dit, on admet dans la limite fixée, non pas^ tous ceux qui ont fait preuve de capacité, mais les pre-.. miers d'entre eux, c'est-à-dire ceux qui ont montré pluSj de- savoir que leurs concurrents.
On a souvent élevé des critiques sur celte organisa^
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tion des examens, et la (jiieatïon est assez, importante, en matière mathématique, pour mériter qu'on s'y arrèlp un peu.
Une observation préliminaire me semble s'imposer. Je devine bien, à pru prés, comment, pour les examens purs et simples, ponr les grades universitaires par exemple, on pourrait arriver à tourner la question. Mais, pour les concours, elle me semble se poser d'une façon impérieuse et nette. Prenons l'une quelconque des grandes Écoles : École Normale Supérieure, Ecole Centrale, Ecole Polytechnique, par exemple, II y » aoo places disponibles; i ooo candidats viennent se présenter; il faut bien trouver lui moyen de sélection, ob est bien ohligC- de laisser 800 postulants à la porte. Va-t-on recourir à un tirage au sort ? Va-t-on essayer une constatation de capacité sufTisante, et faire intervenir ensuite le sort, parmi les bons candidats ainsi désignés, pour décider de l'admission? Va-t-on faire une enquête personnelle sur chacun d'eux, et se prononcer d'après les renseignements obtenus ? Le servii'e public, intéressé à avoir non pas seulement les bons, mais les meilleurs, ne se contenterait pas probablement d'un de ces expédients comme solution. Et parmi les personnes qui critiquent le plus vivement et le plus amèrement l'institution des concours, je croîs fort qu'il s'élèverait une véritable clameur, si l'on remplaçait ce régime par celui du hasard ou du bon plaisir.
Les concours assurément ne sont pas une institutinn parfaite, pas plus qu'aucune autre des institutions humaines; mais en allant jusqu'à les considérer comme un mal, c'est un mal nécessaire, et moins redoutable que tout ce qu'on pourrait essayer de mettre à la place. Ramené à ces termes, le problème, et il a certes une grosse importance, consiste donc à chercher la méthode de nature à assurer les choix les plus judicieux, et à éliminer le plus possible l'influence des erreurs d'appréciation et du hasard.
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Parmi les auteurs qui ont critiqué avec le plus de force le système des examens en matière mathématique, il faut citer Lacroix, dans ses Essais sur l'enseignement, dont j'ai parlé plus haut. C'est surtout aux examens oraux qu'il adresse ses reproches. Ceux-ci portent sur l'abus du rôle de la mémoire, sur la préparation artificiellt* résultant des olijections prévues que feront les examinateurs, sur la facilité avec laquelle s'envolent de iesprit les notions acquises dans de pareilles conditions, sur l'influence néfaste de la timidité^ enlln sur l'inégalité que les examens successifs présentent entre eux.
Pour remédier à ces inconvénients, Lacroix préconise les examens écrits, et propose, pour les épreuves orales, une modification qui consiste surtout en ceci : demander au candidat dans quel auteur il a appris telle branche de la s(;ience, sur laquelle il peut être interrogé; lui présenter l'ouvrage en question, et l'inviter à en expliquer tel ou tel chapitre, en accompagnant de commentaires et de réponses à des observations l'explication dont il s'agit. Des considérations, d'ailleurs intéressantes et justes, sur l'enseignement lui-même montrent que dans toute cette discussion Lacroix vise les examens proprement dits plutôt que les concours, et qu'il n'a pas,conséquemnient, serré de près la question dilHcile soulevée par lui.
La modification des examens oraux qui vieat d'être indiquée, peut-être à la rigueur applicable en i8a8, serait impossible aujourd'hui dans la pratique, avec l'abondance des publications classiques qui s'est produite depuis lors; il faudrait que chaque examinateur traînât derrière lui une bibliothèque; et, de plus, telle désignalion d'un livre par le candidat ne pourrait-elle pas indisposer à elle seule l'esprit de l'examinateur? D'ailleurs, en fait, nous l'avons dit, on ne se prépare plus aux concours en se servant de livres.
Il y aurait cependant à tirer parti, sinon du procédé lui-même, du moins de l'esprit dans lequel l'a
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propoMt- i'Uomiiie tic livs ^ranil iiii-i'ito que uoug \i de filer. Si, par exnmple. on iiiteiTogeait un caudidal. en hii deiiiitndanl c]urlle ihêorie d'une science comprise dans son ppogranime l'a particulière nient inlércssé, en l'invitanl à exposer les principes et les propositions essentielles (jtii constituent cette théorie, on pourrait apprécier antre chose que les résultats passagers d'un effort de mémoire. Malheureusement, l'expérience qui a été tentée n'a produit généralement que des résultats négatifs, les candidats ressentant plus (le surprise et d'embarras que si on leur avait demandé d'emblée un calcul très compliqué ou une démonstraliou pénible à retenir. Ce n'est peut-être pas une raison pour renoncer d'avance à cette tentative ; en b généralisant un peu plus, on amènerait peut-être la moyenne des candidats à essayer de réfléchir sur les notions qu'ils ont apprises. Mais c'est plutôt uub affaire de pratique de la part des examinateurs, qu'une réforme fondamentale de principe.
Eu summe, le mécanisme général des examens el des concours n'est pas ce qu'il y a de pins critiquahle dans notre organisation actuelle. Les plus grands défauts qu'ils présentent tiennent aux imperfections générales de l'enseignement lui-même, et aussi, on doit le dire, au bouleversement invraisemblable qua subissent périodiquement les programmes. En dehors de cela, on a cherché à corriger le hasard par une assez grande multiplicité d'épreuves, les unes écrites, les autres orales. On pourrait au besoin aller encore un peu au delà, et diviser ainsi plus complètement les responsabilités, en réduisant la part d'influence de chacun des examinateurs. Mais dans les concours où les candidats se présentent par centaines, il faut bien tenir compte aussi du temps dont on dispose, et des possibilités qui s'ensuivent. Sans cela, et un peu dans le môme ordre d'idées que celui de Lacroix, ÎI ne sérail ntérét de faire faire aux candidats de véri-
■ bilités q
^K même oi
^L pas sans
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tailles leçons sur des sujets un peu généraux indiqués ((uelques heures à l'avance, comme cela s'est fait poui l'agrégation. Mais est-il possible de procéder ainsi (juand à un seul concours il se présente plus de 2 000 candidats ?
Malgré les inconvénients signalés, et qui sont iné- j vilables dans une certaine mesure, pourvu que les examinateurs choisis soient des hommes instruits, judi- j cieux et cousciencieux, les examens, et môme les J examens oraux, resteront encore la plus acceptable j des méthodes de sélection. Il n'est pas impossible I d'égaliser entre eux les divers examens de manière à J ce qu'ils présentent des diflieultés comparables ; de I réduire le rôle de la mémoire en demandant quelques I applications simples; de passer en revue à peu prt toutes les matières du programme, de manière à ne p; laisser croire aux candidats qu'on éprouve pour ce taines d'entre elles une prédilection exceptionnelle. Il | l'aut aussi se mettre en garde contre ce sentiment, d'ailleurs très humain, qui vous porte à mieux apprécier -i une méthode ou une démonstration que telle autre] méthode ou telle autre démonstration, pour résoudre H une question quelconque. Le candidat ne peut exposer! que ce qui lui a été enseigné ; et si ce qu'il expose est J raisonnable, on doit l'écouter et accepter ses explica- I tions, trouvât-on qu'il y a mieux. Quant au rôle de la 1 timidité, sur laquelle on a toujours tant déclamé, il I est moins considérable en général qu'on ne se l'ima- I gine ; et il appartient à rexaminateur de le réduire au | minimum, par la forme même de ses interrogations ;:■ c'est une affaire de tact et d'observation de soi-même. I
Dans les observations directes qu'il m'a été donné de faire sur ce sujet important, je dois déclarer que la grande majorité des examinateurs ayant la responsaliilité des concours m'ont semblé présenter à un trèi haut degré les qualités que je viens de décrire, e apporter a leur tâche toute l'attention, la conscience ed
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riiiipartialité qu'elle exige. Est-ce à dire qu'ils ne se trompent jamais ? Ne voit-on pas réussir dans les concours des candidats relativement faibles, tandis que d'autres plus instruits sont refusés ? Certes, cela doit arriver, mais cela n'arrive qu'à titre d'exception. Personne au monde ne saurait prétendre à Tinfaillibilité, et le hasard vient toujours jouer un certain rôle dans les événements humains.
Mais on doit proclamer que si l'enseignement mathématique dans notre pays ne présentait pas de phis grandes imperfections que celle-là, on pourrait s'abstenir de toute critique.
I IlIKIiJRCHIE DES E.\
f:iG.\EMf:yTs
Parvenu à la (in de la tâche entreprise, et jetanT coup dœil siir le chemin parcouru, je sais gré au L leur qui se sera donné la peine de me suivre jusqu'ai bout, et je l'en remercie.
Sous une forme que j'aurais voulu rendre moins! iuiparl'aite et moins aride, j'ai tenté de montrer que lal Science mathématique mérite l'admiration des hommesJ^ non seulement par les services directs qu'elle noi rend, mais par les perfectionnements qu'elle apporte?! à la culture générale de l'esprit humain, et par les satis^M factions intellectuelles qu'elle donne à ses adeptes.
Ceux qui en médisent la connaissent mal; et ils U.I connaissent mal parce qu'elle leur a été mal enseignée.
L'éducation mathématique pourrait devenir un desl plus puissants instruments de progrès et de civilisa-l tion, au prix de quelques réformes faciles.
Si j'ai pu hâter d'un jour l'accomplissement de ceal léformes, si j'ai pu montrer à un seul de mes contem- , porains qu'il y a dans la Mathématique autre chose que 1 des conventions et des formules, et si j'ai décide celui- ' là, suivant la belle expression de Rabelais, à ro/np/"*! l'os et à sucer la moelle, j'ai la conscience que ce petit J livre n'aura pas été complètement inutile.
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MENT AUNLUL:
lonts, 22fr.; Uniou p
tersqu'il y a huit ans un Comité de Savants, d'ingéirs et d'Agronomes se constituait pour créer, sous j lïi direction de M. Louis Olivier, la Revue générale des \ Sciences, nul ne pouvait prévoir le rapide essor réservé I i cette fftande publication, la plare non seulement ci sidérable, mais prépondérante, qu'elle allait bientôt prendre dans la littérature scientifique du monde entier, i"influern;e qu'elle exercerait, dans notre pays, sur la 1 marche des sciences et l'application de leurs conquêtes à la vie pratique.
. Groupant les forces scientifiques éparses sur le lerri- 1 ï^oire de la France, attirant aussi à elle les savants de ] l'Étranger, la Revue entreprenait de faire concourir les ] efforts de tous à l'étude des grands problèmes scientii!qii{<£, agronomiques et industriels, que se pose 1^ «ociété contemporaine.
Tel a été le succès de ce programme qu'il est devenu aujourd'hui inutile d'y insister : la Revue générale des *ScM!/(ces est actuellement répandue dans le monde entier, ses services universellement appréciés, son autorité
partout reroiiinie ; on peut dire, sans abuser des mots, (prollc constitue véritablement une œuvre d'utilité publique.
Son (lomain<' «Mubrasse toutes les srienees, depuis les spéculations les plus élevées de la philosophie scientifique jus(prau détail le plus précis de Tapplication. Signalant le progrès dès qu'il apparaît, elle suit, pas à pas, les travaux scientifiques depuis le laboratoire du savant, où l(*s dé(»ouvertes éclosent, jusqu'à l'usine, où l'inirénieur et l'industriel les nu»ltent en oeuvre.
Indiquons d'abord la composition de chaque livraison. Nous donnerons ensuite un aperçu des principaux sujets réccmm<»nl traités dans la Revue,
COMPOSITION
1)K CIJAQUK LIVllAISOX DP] LA REVUE
('haquc iiviaison comprend cinq parties :
i" Une chronique ;
:>/' Plusieurs urticles de fond ;
3" IJanulijse critique des ouvrages récents ;
4" Les coniptcs rendus des travaux soumis aux
Sociétés savantes de la France et de rÉtranger; y Le relevé des articles récemment publiés parles
l)rlnclpaux journaux scientifiques d'Europe et
(T Amérique.
I. Chronique. — (;iia(|uc livraison de la Revue débute par la (^ironique des événements scientifiques de /^ quinzaine écoulée. i\v{{v clironi(|ue se compose d'une série de j)clils ailicUvs, soi'tcs de notes méthodique* mciil classé(»s, (|iii iii(li((U(Mil, en tout ordre de science, les faits (C actualité. Ai saut surtout à signaler les nouveautés et à en donner une description exacte, ces notes
suril. quand il y a lie», illiislrêes de dessins, de gravures et de photographies. Elles sont envoyées à la Revue par une pléiade de savants dont chacun se charge ili' relever les inventions ou procédés nouveaux qui sur- ^'issent dans sa spécialité. Toutes sont signées, de telle -i-ilB que le lecteur particulièrement intéressé puisse s'adresser à l'écrivain pour un supplément d'information.
II. Articles de fond. — La deuxième partie de la Reçue, — de beaucoup la plus développée, — se compose des /irllclesde fond, ordinairement au nombre iXe. quatre. Ces articles ont pour objet principal d'exposer l'état actuel '\e^ grandes questions scientifiques à Tordre du jour.
Il arrive souvent, en science, que tous les éléments requis pour résoudre un problème existent, sans qu'il y paraisse. La solution globale reste latente, inaperçue, lant que les solutions partielles, qui apportent chacune sa part de lumière, demeurent sans lien, dissèmioées iti- tous côtés. Il importe de les rapprocher pour arriver, <-n les additionnant, à la solution complète de la question. De telles synthèses, faites avec critique, sont infininiunt précieuses pour le lecteur, qui n'a ni la compétence ni le loisir de colliger sur chaque sujet qui l'intéresse tous les Mémoires qui s'y rapportent. Le 4-himiste ne peut pas compulser tous les travaux des . physiciens, aussi est-il bien aise de lire un article r|ui les résume. Et il en est ainsi de tous les lecteurs : *.|uelle que soit la spécialité de ohaïun, tous désirent être rapidement mis au courant de la marche générale des sciences adjuvantes de la leur.
Se pourrait-il, d'ailleurs, qu'à une époque où la science pénètre -si intimement la vie sociale, chacun restât indîft'éreat aux découvertes qui surgissent en dehors du sillon où il cherche ? Les applications de l'Electricité, lt!S Rayons X, les découvertes dont la glande thyroïde vient d'être l'objet, les tentatives récemment faites en
vue <l(» ^iiiM-ir la tiibomilose et le cancer, touchent de trop près aux iiilcn^ls vitaux de l'humanité, pour ne pas susril<»r la (uirîositc universelle : elles s'imposent à Texanien i\o tous les esprits cultivés.
La Hevue générale des sciences rend à ses lecteurs rinap[)réciable service de leur donner d'une façon méthodique la mise au point de toutes ces grandes questions (rintér(^t général. (Chaque fois qu'une découverte importante vient d'être réalisée, à quelque science qu'elle se rap[)orte, la /fer/ze prend soin de la décrire; elle en expose Vorigine^ le développement^ Vétat actuel^ la portée el les applications.
Des dessins, graphiques, cartes géographiques, gravures de t ou les sortes et photogravures, dus aux meilleurs artistes, sont joints au texte toutes les fois que cela est utile à la clarté de la description.
(l'est toujours aux auteurs mêmes des découvertes c[ue la Uevue a soin de demander ces articles. Elle s'adrc^ssc dans ce but aux savants de tous les pays, et (*'esl là V\\\\ (1(* ses traits les plus originaux. Toute la prc^sse a rendu hoiiiiiiage à Téclat d'une telle collabol'atioii. \a^ Journal (le Sa in l-Pé le /'sho u rg écrix ait récemiiHMit à ce pi'opos :
<f ... (](' {[ul a valu à la RcK^ifo générale des Sciences un succès aussi griH'j'al, c'psI (juCllc recueille sa collaboralion dans tous les ^laïuis cenlros de la production scienlilique, aussi bien à la Sociélé llovalc de Londres cjuà l'Académie des Sciences de Paris ; aussi hien à J>ei'lin, à Moscou, qu à Philadelphie ou à Rome.
« Ayanl des collaborateurs dans toutes les grandes villes de l J^urope, la Ile\'//e compte aussi dans toutes de nombreux lecteurs. Va ro. ue. sont j)as seulement les savants, les professeurs, physiciens, chimistes, biologistes, etc., qui se font un devoir de la lire : elle a pénétré plus intimement dans la vie de notre société conlem])oraine ; c'est ainsi que, chez nous, par exemple, elle est consultée par tous ceux qui ti'availlent au progrès de la science et aussi par l'élite de nos ingénieurs et de nos industriels. Les hommes pratiques qui se préoccupent d appliquer les résultats
Ut's rei'lioi'i'lies scientifiques, triiuvenl, en t-ffet, dans lu Hcvtn, à côlé du mouvement scientifique pur, — c'est-à-dire de l'expofli des découvertes et des doctrines qu'elles suscitent, — l'indication détaillée de toutes les nouveaul'''s scientifiques susceptibles d'intéresser le spécialiste, le praticien, qu'il s'agisse de Médecine, d'Agriculluie, d'Industi-ie ou de Commerce. Là surtout est le secret du succès de la Rci'uc irénéralc des .Sciences. »
(Le J,.„.
Le Journal de Sainl-Péleisbourg, ([iiî cotisaLTait ces lignes à la Ret-iie ttans une étude sur le mouvement soienlifique en Russie, soulignait, comme on vient de le voir, le haut intérêt de !a série d'artirles, égale- ;inent très appréciés en France, que la Revue fait pa- ■raltre sur Vélat actuel et les besoins de nos grandes industries.
Mais ces sujets, et ceux qni se rapportent à la science pure, ne sont pas les seuls que la Revue étudie : elle traite aussi, dans ses articles de fond, les questions de .Géographie économique, en particulier les questions coloniales. En de telles matières, la Science a non seulement le droit, mais le devoir d'intervenir. C'est à elle de nous renseigner sur la salubrité de nos colonies, «ur les richesses minérales, forestières ou culturales, qu'il est possible d'en tirer. La Revue générale des Sciences fait large place à ces études qui, ajuste titre, |i!iSsionnent aujourd'hui l'opinion.
in. Analyse critique des publications nouvelles. ■ — Celte lioisiènie partie de la Revue est consacrée à l'analyse il [■ lit i liée et à la critique de tous les ouvrages importants n-ceinment parus sur les sciences mathématiques, physiques et biologiques et sur les applications de ces sciences à l'Art de l'Ingénieur, à la Construction mécanique, à l'Agriculture, à l'Industrie, à l'Hygiène publique et à la Médecine.
Ces résumés sont assez détaillés pour dispenser le plus
sou\rNt le lecteur de se reporter aux ouvrages originaux. Tontes ros analyses bibliographiques sont faites par (les spécialistes et signées de leurs noms.
IV. Comptes rendus des Académies et Sociétés savantes
— Celle (|ualrième parlie de la Revue expose les travaux présentés aux principales Académies et Sociétés savantes de la France et de l'Etranger :
Académie des Sciences de Paris ;
Académie de Médecine;
Société de biologie ;
Société française de Physique ;
Société Chimique de Paris ;
Société Royale de Londres ;
Société de Physique de Londres ;
Société de Chimie de Londres ;
Société Royale d'Edimbourg ;
Société anglaise des Industries chimiques ,
Académie des Scie/ices d* Amsterdam ;
Etc., (^tc...
\a\ Revue a tiMiu à publier, dès leur apparition, Tana- Jysc détaillée des travaux soumis aux principales sociétés savanUîs de TElraiiger. Dans ce but elle a organisé, avec le concours de ci^rlains de leurs membres, un service régulier de correspondance. Les comptes rendus que la Revue reçoit de ces savants, offrent d'autant plus d'intérêt que les l)ulletins de la plupart des Sociétés de TELiangcr ne paraissent (|ue très longtemps, quelquefois un an, a])iés les séances. En donnant par anticipalion un résumé détaillé de ces travaux, la Revue rend à tous les chcrcheuis un service inestimable.
V. Relevé des sommaires des journaux scientifiques de la France et de l'Etranger. — Dans un Supplément qui accompagne toutes ses livraisons, la Revue générale des
\/tces publie la liste de tous les arlickii originaux
nmcnt parus dans les principaux journaux scienti-
pes du mondes entier. Les sommaires d'environ deux
s de ces périodiques sont ainsi relevés; les titres de
b leurs articles sont dtés^n français, axée la mention
liom de l'auteur et de la date de la publication du fa»?
lie qui les contient. Plus de quatre cents articles ou '
noires sont ainsi cités dans chaque livraison.
vaste répertoire de la production scienlïfiqni pelle est infiniment précieux aux travailleurs ^uî* j ! au mode de classement adopté, trouvent tout del , dans le relevé des périodiques, l'ordre de scienc«J i les intéresse.
omme on le voit, ces cinq parties de la Revue, règu- i «ment représentées dans chaque livraison, sont dis* J ijÊes de teHe sorte, que I'essemble de la PBOorcnos
aiTiïiQCE co>'TEMPoin.i!iE se trouvc rcvisé. d'une
; aTec assez de détail pour qu'aucun travail de kiir n'échappe au spécialiste intéressé, d'autre part
; assez d'ampleur, de critique et de méthode,
p nettement dans l'esprit du lecteur Vi'tal prects dU i ferà théorique el pratique en chaque science.
X qui, a des titres divers, s'y inléresseot, -
nts, hommes de laboratoire, professeurs, chimistes, ■ Bécins, ingénieurs, agronomes, industriels, gens du ■de curieux des choses de l'esprit, — trouvent dans
\ê»ite générale des Sciences le table^v coiiptET »u
I. — Science pure
Les articles consacrés à ces sujets portent sur toutes les sciences ; ils insistent particulièrement sur celles où lies tendances nouvelles se font jour ; et ils s'attachent à montrer, en chacune, Torientation actuelle des recherches, les voies où les travaux en cours se trouvent encjatJfés.
Les Mdthcmatiques ne sont traitées que dans la mesure où il est possible de les exposer sans calculs. Dans ces sciences, ce sont les idées^ et non pas les loriniilcs, (|ii(» la Uevue s'applique à indiquer.
En Plijjsiquc, v{y sont les laits d'observation et d'expéricMice conduisant à des conce[)tions nouvelles, qui ont naluri^llenuMil la plus large part. h'Optique elYElectririt<\ dont les lliéori(^s se trouvent comme renouvelées à la suile des li'avaux de Hertz, de Lénard et de Rœntg<Mi, nolaniment TEIectricité, si féconde en applications d(» toules sortes, sont, dans la Revue^ l'objet de noiubreusc^s éludes. H n'esl guère de livraison de ce recueil (|ui ne leur consacre, sinon un article développée toul au inoins (|uelqu(*s notices très substantielles.
l/nc^ aulre branclu» de la Physique, qui a pris, dans notre société, une importance exceptionnelle, la Photograpldc^ est aussi, commcî il convient, largement repré-
sciitêH. Dt! noiiihroiix articles dus aux spéiùalisles les plus êniinents lui sont régiilièi-einent consacrés.
La Cliiinie physique, science toute d'artualîté ; la Chimie minérale, à laquelle semblent revenir beaucoup (le chercheurs ; la Chimie organique, dont le domaine ne cesse de s'étendre ; la Chimie physiologique, si utile iui biologiste et au médecin, occupent, dans la Revue, 1.1 f^rande place à laquelle l'intérêt philosophique de l.ius doctrines et l'importance de leurs applications li'iu' donnent droit.
La Géologie, actuellement en pleine évolution, les sciences biologiques, la Physiologie des plantes, des Animaux et de l'Homme, la Médecine et VHygiène^ i>I»jels de tant de progrès, voient toutes leurs doctrines,' toutes leurs conquêtes soigneusement exposées dans la Hefue générale des Sciences.
Sous l'influence des travaux de laboratoire, la Pathologie subît une véritable révolution. La Revue s'attache ;i bien marquer le caractère de cette métamorphose. (ille a soin de décrire toutes les nouveautés, toutes les découvertes qui se produisent dans le vaste champ des sciences médicales, qu'il s'agisse de Médecine ou de ■ Chirurgie, de neuro-pathologie, de maladie organique ou d'infection virulente.
En Hygiène, les questions à l'ordre du jour relatives à l'hygiène infantile, à l'étiologie des maladies épidéiniques ou endémiques, aux mesures préventives destinées à combattre ces fléaux, sont décrites en détail. La Revue expose aussi les conventions internationales, les Jurandes entreprises publiques, les travaux d'amenée ■ iL'au el d'assainissement dont se préoccupent les Gou- ViMiiements, les grandes agglomérations urbaines, les îuiLorités régionales et locales.
Voici, à titre de spécimens, quelques-un.s des articles que la Revue a récemment consacrés à ces questions :,
lO
Les procrammbs de l'Kcole polt- \ technique {
Les hactéries fossiles et leur (
ŒUVRE GÉOLOGIQUE i*
Le LABORATOIRE CRYOGENE DE LeYDE. ^
La fluoroscopie
M. A. Cornu
de rAcadémie des Sciences.
M. Bernard Renault
Assistant au Muséum.
M. Emile Mathias
Professeur de Physique
à la Faculté des Sciences
de Toulouse.
M. M.-G. Gariel
Professeur de Physique
à la Facullé de Médecine
de Paris.
L'xE NOUVELLE METHODE DE théra- s D*" P. Maubrac
PEUTiQUE : i/OpoTiiÉRAPiE . . . . ' D»" G. Maurange
T ( M. G.-V. Boys
La CONSTANTE DE LA GRAVITATION. J ^ , ^ ..^ « . . , ^
{ de la Sociclé Royale de Londre
. M. G.-E. Guillanme Remarques sur la loi de Newton. \ „ Physicien
I au Bureau international des ' Poids et Mesures.
Le skro-diagnostic de la fièvre ( m. M. Fontoynont
typhoïde ' Interne des HApiUux.
Les Manifestations de la vie [ M. A. Gauthier
DKinVENT-ELLES TOUTES DES FOR- < Membre de rAcadomie des
I Sciences et de 1 Académie de CES MATERIELLES [ Médecine.
M. Fabre-Domergne
Le RÉGIME de LA Sardine ■ Directeur du Uboratoire
/ do zoologie maritime
de Coucarneau.
La structure des Balkans | M. Â. de Lapparent
^ M. W. Rœntgen
\j¥jS liA'iONS A ^ Professeur de Physique
f à l'Université de WurtzlK)urg.
Les Rayons Cathodiques et les ( M. H. Poincaré
Rayons Rœntgen ( dcl' Académie des Sciences.
M. G. Raveau
1 . rr„ ^,,^ „„ ...',^,,^,^^« l Chef des travaux du Laboratoii
La Technique et les récentes V de Physique à la Sorbonne.
applications de la PhOTOGRA- I m n Vaelin
PHIE DE l'Invisible / Professeur de Physique
\ à la Faculté des Sciences de Montpellier.
L'KtAT ACTUEL DE LA LUTTE CONTRE S ^* ^''^' Petit
.4 ''l''w...^.,«,.x ^^^ > Secrétaire général de riJKuvn
LA iUilERCULOSE [ de la Tuberculose.
H. J, Tannery
iTnÉMATIgrE • ïiniis-Diii^tuiir liPB Éliiils»
, H. L. Cuénot
ll,ADBTEitMisATio\- DU Sexe ?'?FacU™5'!is%o!ïo«iî°
ÉCOLE PoLYTEciiNK'LE kéuébai.e ( «■ C-E- GuyB
DB ZrR,CH i .Ji^eS^^-Jo'Siïœ-
LiÈTAT ACTUEL DE NOS co>NAis- \ M. C. Fhisatix
8ANCES SUH LES VemSS ' AîsisUut «u Murium,
jSS diffébentes formes de la Hes- ( m, w. Harcet
PIRATIOS HUMAINE ' dBli Kor:i«f HoyslcddUnd
( D' AUTTe-ChaBBerant J
néCENTES DECOUVERTES SLR LA \ ProfmMur âffi'igS ^
FOXCTION THYROÏDIENNE i » !• Fo^ullé dç MrfoeUia
|.bMécanisme de la complication \ ."•^■.^^"î"
ORGANIQUE CHEZ LES ANIMAUX. I °|!rùfei'so«r\u°Mu»^îiiB?''
I O'* H. Roger
AS Infections non bactériennes. ] ■ i 'F"'^°h"d ^m* ■
L MOUVELi.B Tubehculinb de Koch [ j)r B_ Bomme
BT LA THBOniE DES Sucs PLASMA- . l'n'piiralFur i lu KuulU di TIQUES DE BUCHNEB ( MideciBe.
(.■Hl.IOPATHOLOCB D. L. CEL,,„L« j „, 5 ^^^te.»
NEBVEUSE '
i Désinfection des locaux . . | H. H. Holinié
bdépendamment de ces études qui se succèdent 1 la Revue, selon les exigences de l'artiialilé, sel pisons du io de chaque mois renferment chacune u nd article consacré à la revision des récents progrid pe science particulière. Exemples :
H. 0. Collandrean
Pevisios annuelle des progrès de ) ^ im«r"io'i'noTùii. L'AsTriONOMiE I M. G. Bigourdan
îà. Revision annuelle des progrès de C ^' ^- Poincarô
I ▲ Puvcini'17 ) Cliarpé de Coups i la Facallr
LAIH^SIQLE f des Sciences de Paris.
REVISION ANNUELLE I)P:S PnO(iHKS DE
,r . , M. A. Létienne
LA Médecine '
C(^s grandes études résument avec le plus grand soin les aeciuisitions des diverses sciences, en précisent Télat aclucd, et pernieltent d'apprécier, en chacune, le sens el Tiinportance du progrès.
Industrie.
Dans pres([ue toutes ses livraisons la Revue consacre une étude à une récente application de la science soit à la Mécanique^ soit à VArt de ringéiiieur, soit à la Métallurgie, soit à quelqu'une de nos grandes industries chimiques.
Voici plusieurs spécimenB ile tes arlitles :
*Xbs hècekts pboijhès de la Cons- \ **■ CroneÈTi.
TIIUCTION NAVALE AltX Etats-Unis. ( d'Siipn^i.m'duc'iiliianiarilini
■.Appareils pouii l'examen Micnos- ^ u. G. Charpf
COPIQCE DES CORPS OPAQUES. . . f Uocleur £9 sdcncsL
[; L'Usine Krupp. — Les Ktahlisse- ;
MENTS ARMSTROSfi t *='"'"'<'' ^^
, , . M. G. PeBce
[.Le Travailleur soks-jiahin . . ■ . lu^Sdieur dm An. d
l, I.A SURCHAUFFE DE LA Vapeiir DANS ( M- *in>é Wite
L'IsnVSTHlE j ''"^T^I.U/dTuîl^
' I.A FABRICATION Diis EXTRAITS TAK- 1 «■ Ferdinand Jean
j Aiicien cliFinialB de J( BoiUM J
Les wécests progrès de la Fermen- l M. Lucien Lêvy
OOLIQUE IXDUSTBIELLE. / dea [iid^™lr?el™ri™l^«0<Hi
I VAnALYSE COMMEnClALE DES MA- i • * ■ ^!^
TIÈHES SOUMISES A l'i.MPÙT . . . . j dn l-l9Bodiliou ^ u'imjit
I NOUVEAU SYSTÈME DE TuACTION ( w n t
ÉLIÎCTBIÇUE : LE TRAMWAY Cla- i, . . /■ *^ , ^
r-WeiLLEUMiER f
. L'application dbs Courants tri- f jj jj ^orda
PHASES DANS LES SUCREBIES ET J lR,iâiikur de Li Compngal» I
LES Raffineries [ ''" F'-'^-Ij""-
ÉLKCTIIOMOTRICE APPLIQUÉE A UN \ M- *- Gaj
Alternateur en influence- i rEc^tî^ltX'X'^■
T-ELLE LE RENDEMENT
5^Ià KLBCTHODIALYSE DES JUS SUCRES. , ciiimiiite lies Sucreries D Ijut
^ili^ RÉCENTS PERFECTIONNEMENTS DU \ H. G. Lavergnc
PaONOORAPHE ' Ingénieur ci. il dei aiOEj.
SL'EtBCTBO-CHiMiEDE l'Aluminidm \ " ^- ^"^da
BT DES CarDOBES MÉTALLIQUES. . f '"^"d^t^i'-uî".*^''
I >. La Stkrii.isatiox dk i/fiAV par i i/Ozoxi-: '
iG. |{ki.ati<).\s e.xtiik i.ës proimiiktés
.MKCANKHKS l>KS FEKS KT DES ACIKKS ET I.Kl'H COMPOSITION CIII- MI^IK
Di- J. Répin
ALlaché à l'Institut Pasteur.
M. E. Demenge
InfCéoieur civil ics Ponts et Chaussées.
I-. Î/KtAT ACTIEI. I)E LA PRODUCTION
INniSTRlKM.E KT DE L UTILISA- . Professeur à IKcole de Pbjsique
f et de Ctiimie
TIOX PRATIQUE DK L ACETYLKNE.
M. F. Dommer
iseur à l'École de Pbj
et de Chimie de la Ville de Paris.
M. E. Silz
18. Sur quelques procures delà Piio- ( to(;rapiiie pratique '(
Il coiivioiit aussi cra|)|)elcr rallention sur une autre ulasse irarli('l<»s iiulustricls, dont la Ranie a conçu le |)r()grainiu(' ot dont elle poursuit, depuis un an, la publication ivfçuliore. Nous voulons parler des monographies qu'elle consacre à Tétat actuel des grandes
INDUSTIUKS.
(]ha<|ue giaïuh* industrie (*) est, dans la Reviie^ l'objet d'uiK* ni()n()<»;rapliie détaillée, due à un chimiste, à un iN(ii':MKiii iM)l()ir(Mneiit compétent, ou à un manufactuiueu aviuil c<)n(|uis, dans la défense des intérêts ^c/zc- /v//^r de riiidushic» i\n'û exerce, une éclatante autorité.
(]es in()ii()<^rîiphies induslriell(»s s'attacbent à bien luellre en é\ idciice dans cba(iue cas :
i" \.(/pp(i('(/tion (les méthodes scientifiques au perfectionnement (les pi'océdés de fabrication ;
•>" Le ré^ifue économique^ iiotaninient les résultats des dernières lois de douane* ;
.'V* Les con(/itions socia/es du trai'ail.
(les <^iîiii(ls arlicl(»s indiquent, pour cbaque industrie. I<»s coiidilions dans lescjiielles elle s'est développée,
■ M (^rst à dessein (\\io nous disons a une industrie » et non pus un établissj'ini'Mf indii^lrij-l, mu» usine, La Hci'ue ne eonsacro jamais un arliclo à la deseriplion d'une nuuiuratUure, «Milreprise privée d'un industriel ou d'une ci)nij)a^nie. Klle tniile, ee qui est bien ditïerent, de chaque industrie, ef>nsidérée tians son eiiftomblc.
les causes de son essor, son état actuel, l'outillage qu'elle exige, le détail des opérations qu'elle requiert, la façon dont la science y intervient, les problèmes que celle-ci a successivement résolus et ceux dont on doit lui demander la solution. On y trouve aussi, très soigneusement exposé, avec caries et diagrammes k. , Tappui, tout ce qui concerne la répartition et Texpan- J sien géographique de l'industrie considérée, ses débou-' ehés^ son importance comme élément de la ricbesBe i publique, ses statistiques, les cours de ses matières* premières el de ses produits, les fluctuations de s»-: prospérité en rapport avec les régimes économiques;, qui lui ont été imposés, ses besoins actuels, les dispo-. sitions législatives qu'elle réclame, l'aide que ses syn- *. dicats lui apportent, la façon dont le travail manuel y est ] iji'ganisé et rémunéré, les dispositions prises pour ou ,1 par les ouvriers en vue d'assurer leur bien-être, enGn la ' comparaison de l'état de la même industrie en France et à l'Etranger.
Ces grandes monographies permettent au lecteur de se faire une idée exacte des porces industrielles de notre pays ; elles fournissent à VÉconomisie et au Légis- . lateiir des éléments d'appréciation qui leur font défaut 1 aujourd'hui et devraient cependant être à la base de.| tous leurs travaux ; elles appellent l'attention du SavantA^ sur les questions techniques qui sollicitent son con-^fl cours ; elles donnent au Praticien la vue élevée destf choses de son métier, au Commerçant^ au Financier, à J V Administrateur les moyens d'apprécier sainement la^ valeur des entreprises qui les intéressent.
Voici les sujets traités dans les diverses monographies industrielles déjà parues dans la Revue :
H. E. Urbain
H. L. Linlet
iirEiseuF ie TedmolOfia J'IoitituI AgFDaomlquB.
L'ÉTAT ACTl'EI. DE l'InDUSTRIE DES
(IliAlX llYDKAULIQrES ET DES (^IMENTS { M. £. Candlot.
EN FbANCF
I/ÉTAT ACTIEL DE lIxDUSTRIE DE l'A- \ M. E. SoiCl
/<ini.< et-i Ei-ui«AfL- i Professeur suppléaot an
CIDL SII.FLKIQIK . » CoDser\aloiredesAplselilélierJ
L'ÉTAT ACTiEL DU TRAVAIL DU Fer ET \ M. E. Demciige
DE I.'AcIER ' In^nicur civil.
L'ÉTAT ACTIEL DE L INDUSTRIE DES ( || £ SOTCl
PhoSIMIATES ET SUPERPHOSPHATES EX | Professeur suppléant au
France f ^"**''**loiretlesArJsetMéliei
M. E. Damour
... .. i Ancien Injrénieur de l:i Verre
L ETAT ACTUEL DE LA \ EKREKIE ET DE \ de Folembraj.
LA Cristallerie ex Fraxce i m. G. Gaéroult
Ancien Sous-Direoleur des Cristalleries do Uaccara
M. X. Rocques
L ETAT actuel DE L IXDUSTRIE DES \ . . ,.,•..-,
I' i 1^ '■ Ancien UiiidirIc principal
E.\UX-DE-\ lE ET Liqueurs en r RAXCE. / du Uboraloire municipal
\ de Paris.
, • ' r- ( M. Â. Pourcel
L ETAT ACTUEL DE LA FABRICATIOX DE \ . - i r j o •
/ Ancien chef de ^er\ice
LA FoNTK EX FrAXCE ) des Hauts Fourneaux
\ et Aciéries de Terrunoire.
... ^. . ; M. A. de Bovet
ETAT ACTUEL DE LA AaVICATION IXTE- \ tv . a t n
. Directeur de l.i Compaprni'
RiEURE EX Fraxce / de louage de la liasse-Scii
\ et de rOisc.
L'ÉTAT ACTUEL 1)E LA FÉCULERIE EX \ M. L. Laze
France ' Ingénleur-cliimisle.
L'Ktat actuel de la fahkicatiox DE s M. p. Tmchot
l'AmMOXIAQUE [ Iiigénieur-chiniiste.
L'1']tat actuel de la construction s ^- ^- Brillié
des Torpilles et Torpilleurs. . . ^ ingénieur de^^Consiruciions
III. — Agronomie
Les applicalioiis des Seienees à rAgriculUire soril exposées dans la Revue par les agronomes les plus éniinenls de notre pays.
Eroas les ans M. P.-P. Deh6rain, de rAcadt-niie des j Sciences, professeur au Muséum et à l'École nationale! il'Agriculture de Grignon, traite, en un grand article, des progrès agronomiques accomplis depuis un an., Mais, toute Tannée, à mesure que se produisent d'mté-J^ ressantes nouveautés, divers spécialistes les font con-J nnître aux lecteurs. Ceux-ci se trouvent ainsi cons-B hiiiiment tenus au courant du mouvement agronomique;* ;iilue!, comme le montrent les articles suivants récem-, iui'nt parus :
La i-CTTE AcTLELLii coxTUE LE liLACK \ M D. Zolla
o_,, , rrofesseup a l'Eoola
""^ f d'Agriculluro do Grignon.
^ H. A. Camot
l CahTES AOHON-OMIQUES COMMU- \ Membre de rAcidémi» d« \ SALES., i ScieDCM, inspBcLoQT
^ Laiterie wodeiine et l'Indus- ( ^- ^- ^^^
iTHlKDuLAircONCESTilÉ j d'AgS^'de'GWen™.
M. A. Larbalétrier
Les Moteuhs a Péthole en Aghi- l "*■ *■ •»*?
^ ' lO *16<B do l'EloIr)
l CCLTCHE
f'olyKcliaique.
BUune pour nos industries, la Revue a voulu aussi I [acrer à chacune de nos grandes cultures unej bgraphîe particulière.
Mçi quelques exemples de ces mo:«ocrai>iiies agri-
|^ÏACTOELDELaCcltiihedesPla.n- { "■ H. Rivière
SOBNBMBNTALES en Algérie. . . . ^ "'™iTinim/,'4''Alg«'^™' DE LA CULTUHE DES ^ *• ^- MalpMUX
;iMEUSE3 HERBACÉES. ( d'Agr'cu»grnu Va^^CiUi..
DE l'Apiculture en \ ""■ K- Hommel
, l'ruf|.s*our.p*ct»l
L'ÉTAT ACTUEL DE l'AvICULTCBE ES ( ^' ^' VW^^U*»
I.V A «; ^ I.- i Proreswear départcaenUl
FKASCL { d'AgriculUire à Metix.
L'ÉTAT ACTl'EL DE LA VlXlFICATIOX ES ( ^' ^' ^^^
Fr» «.-^a. I Directeur de U Slatkm
"A>CL [ lEùologique de l'Hértolt.
L'ÉTAT ACTUEL DE LA VlSIFlCATIOX EX \ ^' ^' Dugait
i.^..'»... ) Directeur de l« SUtiei
ALGERIE f Agronomique d'Alger.
L'ÉTAT ACTUEL DE LA CuLTURE DE l'Orge [ ^ ^ Larbalétiler
DE BRASSERIE ET DU HOUBLOX ES J Professeur à TEcole
FraN'CE v *''^S''icullure du Pas-de-CaUis.
IV. — Géographie économique
La Rei'iic s'applique, enfin, à faire connaître le progrès de Texploratios et de la colomsation, Tétat ACTUEL DE >os POSSESSIONS et dcs pays soumis à notre Protortorat. Sur ces sujets elle a notamment publié :
La ('OI.OMSATIOX LIBRE EX NOUVELLE- l «, • ^ , .
. , • • M. J. Godetroy
La Fkam:k dans le dkthoit de Iîab- ( M J M rh t
el-Mandk» }
l M. J. Deloncle
Le CoN(;o 1HAX(,:a1S | Sous-Directeur au Ministère des
l Colonies.
Les Produits vk(;étaux du Goxgo ( M. L. Lecomte
français ( Explorateur au Congo.
La Gkolo(;ie et les Mines du bassin ( ^- ^- Bertrand
•y i Professeur de Géologie
DU .MAHl ( à l'Ecole Supérieure des Mines.
' M. A. Comille
GrKATION d'une Voie de communication \ Capitaine du Génie.
DU Stanley-Pool a la Mer j M. J. Croudard
Capitaine du Génie.
Le PORT DE Sfax. — Le mouvement ( ... (jQjg«-Q-.
colonial en Allemagne (
Les 1H:lations commerciales de ( -. „ Dehérain
l'Kgypti: avec le Soudan (
HovAs PE Madagascar.
tAT DU COMMEnCE A MaDACIASC 'avenir ÉCOXOMIQI'E DE L ILE.
^écialement sur la Tunisie, la Refile a publié ; .. ^ (M. Marcel Dubois
i Nature TVMSIES.VE J rrofraBcur dn néoirraiiluD
f ruidiiile t U SorEonnc.
Étapes de la Civilisa- j *■ ^- Boisaier
EN Tunisie ( d,,*i"^'ï,«iB''îni;f«f«
>IEB GRANDS Travaux d'Art et les { : Aménagements AGRICOLES des Ro- [ NAINS EN Tunisie (
M. G. Fonçait
H. F. Ganckler
Dicccleur du JSorwfD d» Anliquil>(3
A Population et les Races en ( M. J. Bertholon
^Tunisie ( Médecin HTuhI?.
'aspect HE LA Civilisation indi- , , ' ,, ' .^'?„ ,°ï' ,
CENE ACTCELLE EN luNlSlE. . . . / Supcrionrc et dol'Eeolo
GÉOLOGIE, LES Caiihièhes et ) l^s Mines en Tunisie ....
H. A. Loir
e,ir.i«nnBUlntP«.
dn Tunis.
H. E. Hang
di~< Traoui [.rsliq
H. R. Gagnât
™^al.C«II^OTdBF^
t FOHÉTS ET LA QUESTION UU l<
lOiSEMENT EN Tunisie
.CCLIMATATION VÉGÉTALE EN Tu-
BlSIE
M. E. de FagoB
inginÏBur Jm pnnlB et ehluniOB
H. C. LoUt
Professeur ui Lyoéa Cirool
I H. L. Grandeau
M. de Lespinasse-
Les conditions kconomiqi'es et ( n j Chailley-Bert
SOCIALES DE I.A COLONISATION | Secrétaire général
A<:RIC0LE en Ïi;N1SIE ( **«= *'^''"«» Coloniale française
l'i. Les Indi'stuies des Indkïènes en \ M. J. Flenry
TrNISIE ' Chef de Bureau de S. M. le Bej
• M. Robert
Vice- ['résident de la Cliambn mixte de Commerce et d Agriculture du Sud de la Tunisie.
l 'i. Les Indistiues des F!uropéens en } «» -w «
_ M. A. Kocqnes
1 UNI sir I
Chimiste-conseil du Domaiiii
do Potinvillc.
M. J. Deiss
Membre de la Chambre de Commerce de Marseille'.
I J. Les kappokts de la Tunisie avec ( ^- ^- Wolfrom
■ L< <ii4»/^iiiS vi'itiMtvv-^' i Atlarhé à la Hésidcn(*e
LE MAHCIIE El HOPELN ( générale, à Tunis.
i(). Les helations commerciales de ! M. le V-G^ Rébillet
LA TUMSIK AVEC LE SaIIAHA ET LE . ^'^'t.'*'.' 4 ^'^•=*"" '"«''lain
I do M. le* Ké<idt'ul griu-ral,
Soudan ! à Tunis.
i^. Les TiiAVAux puhlics de la Ré- \ M. E. de Pages
/L'x-i'u' i* l".£rt'»iour dos ponts Pi chauss
^'i^-^^'*^' i delà Ké/reuro.
l8. L'ÉTAT ACTUEL DES SeHVICES SCIEN- (
TI MOUES Er DE l' INSTRUCTION \ . ' * ®^^^^^
„, I rrofo^our au Lvcée d'Aix.
PUinJ()UE EN lUNISIE (
/ M. V. Turquan
icj. La Statistique DE LA Tunisie. . . J DircHourde lu siaii«*iiquc
au Miiii^torc du Coiinncrce
SUR LA € REVUE GÉNÉRALE DES SCIENCES
Les articles de la Revue, — précisément parce qu'ils apportent des arguments et des faits d'ordre scientifique à la discussion des questions d'intérêt général, — sont souvent cités au cours des débats parlementaires ; les feuilles politiques leur font de fréquents emprunts et ont ainsi l'occasion de leur rendre hommage.
Nous ne rapporterons pas ici les appréciations élogieuses que les grands journaux de Paris [le Temps, les Débats, le Gaulois, le Figaro, le Monde, etc.), des Déparlements (plus de 3oo), et de l'Etranger [Times, plus de 200 périodiques, etc../, — ont, en bien des circonstances, émises sur la Revue, Contentons-nous de reproduire Tarticle suivant, dans lequel le Journal des Débats juge ainsi l'œuvre de la Revue générale des Sciences :
a La science a cessé d (Mre le domaine de quelques-uns. Elle pénètre notre existence, et nul lionnuc^ du monde ne peut s'allVanchir de la nécessité de se tenir au courant de ses découvertes et de ses progrès.
a Aussi a-t-on vu se multiplier, en ces dernières années, les journaux dits « scientifiques ». l^e nombre de ces feuilles démontre qu'un nouveau besoin est né dans l'esprit public, qu'une curiosité s'est ouverte à ce qui, naguère encore, paraissait un mystère interdit à la foule.
a II s'en faut, cependant, que toutes ces publications méritent créance. La plupart n'ont de scientitique que le nom. Comme si elles avaient peur d'eHrayer leurs lecteurs en les initiant vraiment à la science, elles croient faire assez en leur donnant chaque
seiiiaino, à coXv do vjigurs dissertations sans conclusion, quelques rrt'olti's d'hygiènt», do photographie, d'électricité usuelle, ou l'iK'iire d(*s statistiques incohérentes a3'ant une fois pour objet le nombre de kilomètres parcourus en un jour par tous les vélocipédistes du monde entier, une autre fois la quantité de becs de gu/. par groupe de dix mille habitants dans les principales villes de l'Kun^pe.
« l'nt» seule revue a, depuis six ans, trouvé le moyen de rester constamment scientifique, dans le sens le plus élevé du terme, tout en se maintenant pratique et accessible à tous les esprits cultivas : c'est la Revue gânéraic des Sciences pures et appliquées^ couramment appelle» la « Revue Verte ».
« Le domaine de cette Revue est des plus vastes : c'est, en réalité, celui de la science tout entière, méthodiquement étudiée et considérée depuis ses principes jusqu'au détail de ses applications.
u L'n tel pi'ograninie n'est réalisable qu'avec une direction sans cesse en éveil et bien consciente de son rôle. 11 ne faut pas croire, en effet, que, pour faire une Revue, il suffise d'imprimer bout à bout des articles, niénies savants, recueillis au hasard des ren- <c>iiires. 11 tant clioisir, dans chaque département de la Science, b's suj«'ls à traiter et, pour chacun d eux, l'écrivain le plus autorisé. 11 faut, en outre, combiner ces articles de telle sorte que, dans cha(jiie Science, leur eiiseuible donne au lecteur le tableau coiiii>lel des progrès récents, r<*xacte mise au point des questions à 1 dnlre du joui'.
u Oi'. dans la Ucviir *^t'iicra1c dos iScirncrs, — et c'est là un trait qui la disiiiiD^ne entre toutes, — ce souci de la méthode et de rêquilil)i'e st' sent à cha(jue page. L'étendue de chaque article est ]M'c)|)()i-li<)nnée à l'importance et à l'actualité du sujet ; et, quelle (jue soit la (jnestion traitée, elle est toujours exposée par un spécialiste hautement compétent.
x Aii>si cr iMM-ueil est-il devenu, non seulement en France, mais dans le inonde, le trait d'union des savants et du public. Chaque lois (ju ils ont une découvei'te à exposer, une communication d'intérêt généi'al à présentei', c'est à la Revue Verte que recourent les maîtres de la science : les Honchard, Ijippmann, Milne-Edwards, Orandidiei', (lornu, Marev, Poincai'é, Ijci'trand, Berlhelot, Dehérain, Janssen, Crookes, Ramsay, Ostwald, Rœntgen, etc., etc.
^ A coté des articles de ces savants, — qui tiennent ses lecteurs
au courant de tous les faits d'ordre scientifique qu'un homme instruit doit connaître, — la Revue fait large part aux préoccupations pratiques de la société moderne. C'est ainsi qu'elle accorde un développement particulier aux questions agronomiques, industrielles et coloniales.
a II Serait superflu de rappeler, à ce propos, l'importance de Tenquête qu'elle a instituée pour faire connaître l'état actuel et les besoins de nos grandes industries urbaines et rurales. Ses monographies agricoles et industrielles ne sont pas seulement précieuses aux praticiens : elles attirent actuellement l'attention de tous ceux qui se préoccupent des destinées de notre pays.
a C'est pour répondre à la même patriotique curiosité que la Revue a entrepris de faire paraître une série d'articles sur la géographie, les ressources minérales, forestières, cullurales et commerciales de nos possessions d'outre-mer. On sait, notamment, avec quelle faveur a été accueillie, dans le monde entier la livraison de la Revue consacrée à a Ce qu'il faut connaître de Madagascar ».
« Cette riche variété d'études, savamment associées, de façon à tenir le public au courant de tout le mouvement scientilique contemporain, a concilié à la Revue générale des Sciences les sympathies du public instruit ; et c'est un signe heureux que, dans notre démocratie, un recueil de haute science obtienne le succès en intervenant aussi directement dans les affaires de notre pays. »
(Extrait du Journal des Débais du 4 mars 1896.)
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J.<)rs(|u (Ml scplmihre i8()4 La Lumière Electrique (•('SSII l)riis(|ii('iiM'tit (le ])araîlri\ l\'Mnoi l'ut <^rand parmi loiis ('(Mi\, savants cl incliislriols, (|iii s'occupent d'élcchicilc. (^rlail, en ellel, un i*e(Mieil universellement apprécié, ilonl la collection constitue aujourd'hui une sorle (rencyclo|)édie de la ScieJice électri(|ue et de ses a|)|)licahons, où lous les fails nouveaux, toutes les décoiiverles récentes se trouvent (X)nsi^nés et étudiés avec les développenu'nls cpTils coni])ortent.
(iuinhler le vide laissé dans la Pr(*sse scientilicpic par la (lis|)arili()n de cet iin])orlant organe s'iniposait. C'est dans cv l)ul (pie, ^;rou|)ant les priiu'ipaux collaborateurs de ce j-ecuiîil et y adjoig-nanl des éléments nouveaux en vue (raccenhier son dc)ul)le caiactère indusli'iel et
scienlilicpie, L'Eclairage Electrique a été londé. Publié sous le jnéjiie forma l, avec la juéme périodicité, aussi
iiiitnt illustré cjue La Lumière Électrique, L'Éclai- Ëlectrique. qui parait régulièrement depuis Iq' v septembre i8t)4' " su conserver, et raéuie, suivant^ jiillciins, <lt'}tasscr le rang ([n'avait atteint son prcdé-
COMPOSITION DE CHAQUE NUMERO
itiaque numéro comprend cinq parties :
* Articles de fond.
* Revue industrielle et des iitveiilioiis.
Revue des Sociétés savantes et des publications tênli/îgues.
^ Bibliographie.
^ Chronique.
lepuis quelques mois il acte ajoulé à chaque numéro ESdpplêment oiisont,puljliés les :
f--jf0uvef.les,
^ Sommaires dcv périodiques.
^'Ouvrages reçus.
gjSreceiï d'iiiwuliou.
EiArticles de fond. — Les articles de Ibiul, gtWiérale-
I nombre de quatre, se composent iV articles ■ ^ïtciu.v, de revues critiques et de descriptions d'iistnes^ 'allatioHS et de matériel.
i articles originaux, dus à la plume des savants:
jîlus illustres et des ingénieurs les [dus distinguas,
, de beaucoup les plus nombreux et les plus< '
Appés. Les questions les |>hiH ooin|ilvxeH du l'âlec-
pure, aussi bien que les ]irobl(>me»t IpiH plu*
i de l'art de l'ingénieur élecIririi'H y sont litùtd*
ampleur; en outre, une [)lnce val nvvnnU^o uuK
■tioas qui, sans être absolument du domain» d(v
Ktncité, comme celles dt: l'iqttique et, lUllH un
i ordre d'idées, les qucHllont) relaltvt^ii «h\ liiutMirM '
liy(lraiili(|iii*s et thorniiqucs, sV rattachent assez étroitciiioiit pour prôsenter quelque intérêt aux savants et aux industriels.
Les rei'iif's critiques ont pour objet de remettre sous les yeux tlu lecteur, à Toccasion de quelque nouvelle découverte, Teiisejuble des travaux eftectués dans une des parties du doniaine si vaste de rélectricité ; toujours contiées à un savant ou à un praticien au courant de la <|ueslion, ces revues ont pour le lecteur Tinappréciahlt» avantage de le dispenser d'aller chercher dans crinnonibrables publications les mémoires originaux qui rintéressent.
Les (lescriptions (/'iLsineSy d'installations et de matériel^ généralement laites par les ingénieurs chargés de leur exécution ou en mesure de les étudier avec soin, sont toujours illustrées avec la plus grande profusion.
II. Revue industrielle et des inventions. — Dans cette s(»c()n(le partie, UEclairage Electrique donne l'analyse <h»s pi'incipaux arliclcs publiés dans les journaux français et étrangers^ des communications laites aux Socictcs techniques et des Brevets d'invention. Ces analyses, lailes avec it; plus grand soin et le plus rapidenionl possible, tiennent chaque semaine les ingénieurs an ('(niranl des (juc^stions qui les intéressent.
III. Revue des Sociétés savantes et de la presse scientifique. — O'ite troisième partie rend aux savants les mêmes services (pie la précédente aux industriels ; elle esl consacu'ée à Tanalyse détaillée des mémoires présentés aux di versets Académies et Sociétés savantes ou publiés dans h^s |)rinci|)aux Recueils scientifiques du monde entier, (irace à la compétence des collaborateuis (pii en sont chargés, grâce aussi au soin et à la scrupuleuse exactitude qu'ils apportent au travail délicat (|ui consiste à résumer la j)ejisée des autres sans la défigurer, cette Revue jouit d'une estime universelle et
put auk'iii- d'iui travail silTieiix tient à lioimciir d"y j
tIV. Bibliographie. — Tout ouvrage important publié !t France ou à l'étranger et se rapportant à réleotricité i Ef l'objet <rune analyse critique absolument impar-, ^6, assez étendue pour indiquer au lecteur la valeupdl kiTouvrage et la nature de son contenu.
. Chroniipie. — Dans cette partie, sont donnés desj bseignenientK sur le développement des appiicatiocù B rélectricité : travaux projetés, inslallations d'usincÏM rentes, résultats d'exploitation, statistique, etc., ; des analyses succinctes des travaux industriels ât-H ueotiâques de nature à pouvoir être exposés sans Hhstralion.
L&ipplément. — Dans les Nom-elles sont publiées aussi ^Mlienient que possible les informations relatives ^ gfcBction, l'éclairage, la téléphonie, etc., aux expoSi"J JiB, concours, formations de sociétés, etc.
Sommaires des périodiques donnent chaquçJ ^ine et dans le plus bref délai, les litres des articles! naux publiés dans les principaux journaux d'éleqi'J tté allemands, américains, anglais, autrichiens, etc.^ i que des articles relatifs à l'électricité que publi'eittjl L'-^^ journaux el revues industriels ou scientifiques,! ■dre plus général.
^B ouvrages envoyés à lu Réduction sont annoncés, à la rubrique Ouvrages reçus, dès leur réception, de" i Ée que les lecteurs de L'Éclairage Électrique SO-J ^veut ainsi constamment tenus au courant de la littÔT^ ire électrique.
fin chaque semaine une liste des Brevets d'inven~ t. pris récemment en France, termine le suppléments 1 lette division du journal et le développement qu'il J ■possible de donner à chacune de ses parties gr&ce i
rôloiuluo de Hia(|iie iiiiniéro pormcUent de renseigner 11» liU'liHir, rapidentent et complètement^ sur tout ce qui s't'rrit ou se lait cmi élerlririU», dans le monde entier.
i>iuN(:ii\\rx si'jins récemment traites
S'adi'(»ssaiil aux savants, aux iufçôîiieurs et aux conslruc'l(»urs, I.* Eclairage Electrique traite des sujets des plus variés se rapportant à 1* Electricité pure et aux nonil)reus(»s Applications de l'électricité,
I. — Électricité pure
Ri(Mi (|ue toutes les questions d'éleetrieité pure soient ' traitées aveu* ampleur dans la Revue des Sociétés savantes et des publications scientifiques où sont reproduits ou analysés les tiavaux présentés aux Académies des seienees (*l aux Sociétés de physique de Paris, Londres, Rerlin, N'ieniK*, Rome, Saint-Pétersbourg, et les mémoires pul)liés par les grandes revues scientifiques : Annales de C/N/uie et de Physique, Journal de Physique^ An liai eu der Pln/sik uud C/ie/uie, Pliilosophical Magaziue, niiysical lievlea^ cha(|ue livraison de L'Éclairage Électrique conlienl généralement un article de fond sur VKlectricité pure.
\ Oici à litre de spécimens (|uelques-uns des articles (le cv genre* lécemnuMit j)ul)liés :
f M. H. Poincaré
A IMIOPOS l)K r.V TllKOlUK l)K LaHMOR. I De rAcadéraie dos ScîencM.
( Professeur à la Sorboiiue.
, . M. A. Cornu
La DKCIMALISATION T)K 1. HKIHK HT DIÎ LA \ ^^ l'Académie des Sciences,
CIUCOM-KUKNCK / Proiesseur à THcole
rolytccliuique.
Khchkhciiks i:xi»i':iiiMKNTALi:s sru la ^ jj Cotton
rOLAIUSATIOX «OTATOMJK MACiNLTl- . Maitiedeconférenoesà laFacuIlé ç^yy: ' des Scieuces de Toulouse.
La TnKoHHî i':li:(:thoma(;\i':tk)i k de la ( ^' Brunnes
\ Trofosseup à la Faculté des LUMIKKK et L AHSOHPTIOX CIUSTALLIM: . ( Sciences de Dijon.
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Le> i
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Sur Ltr \ f. ^ Les vjii 4.7..
RAYONS X
De la piioto<;haphie des ohjets métal- -
LlQrES A TRAVERS LES CORPS OPAQUES \ M G M Al- MOYEN DINE AICRETTE DINE BO- j
niNE DINDICTION
Les hypothèses actuelles sur la na- ( M- ^- Lodge
., u. *.«<».<..<.•.. i ^^ 1» Sociélô Rovale
TURE DES RAYONS DE llŒNTCiEN . . . . f ^^ Londres/
Les HAYONS de Ro':nt<:en a la Société ( m. J. Blondin
FRANÇAISE DE PHYSIQUE ' Agrégé de l* Lui versilé.
(](»s questions ont d'ailleurs été suivies et laissa
de eolé les nombreuses Jirvttes et Chroniques qui s ra])[)()rt(Mit, nous citerons pai-nii les Articles de font
Sun LA PRODICTION DK piiénomiines y, . Riahi
ÉLECTRIQUES PAR LES RAYONS DE - Professear à r[niversite
U(ENT<;KN ' <1« Holo-ne.
^ Lord Kelvin
Recherches SUR LE VIDE ÉLEVÉ. ..... De la Société Royale
' de Londres. *
A PROPOS DES EXPÉRIENCES DE Rœnt- ( ^' Clavenad
i Ingénieur en chef des pou
^''■^ v et clianssées.
DÉcirvncK de i/électricité produite ^ ^' ^ ~^' '''^omson
V.M.KS ..AVONS ]l<KNn;i.:x I "«Httl
SiH LA i»nonicTioN des (^ndes lon(;itu- ( I»ord Kelvin
rMv*i l'c n vc I 'riiirii 1 Delà Sociélô Ho\ aie
DINALLS DANS L I-. IIILR \ ^j^ Londres *
( M. D. Bungetziam
La DIFFRACTION des hayons X | Professeur à lUniversi
( de iJucurest.
(^ M. W.-C. Rœntge
Sur une nouvelle espèce de rayons. . ^ Professeur à TUniversi
de W'urzbonrg.
MÉCANISME DE LA DÉCHARCE DES CORPS . « , p .
ÉLECTRISÉS PAR l-ES RAYONS DE R(ENT- ^^^^, préparateur à^c
(j£^' . . . . ' normale.
SrH LACTtO; flAVOSS X.
•HIQ(E OES \
H. Ch. HauraiD
f Agrigt pr
;eaie>t a la consthuction DES Ti-'BEs Di; Cbookes destinas a i.a \ H. £. Colardean
PHOTOGIIAPHIE PAU LES RAYONS DE^ Protaf»^ ïu Colf'Ê'n^l-
Hœstges
H. H. Poincaré
rAc^.frtmie df< sdenni
H. 6. Sagnac
[.ES HATOSS CATHODIQUES ET LA THEC
Les bayons X et lus illusions de NOMBim
Kffetb des hayons iie Hœnt«en sur Lord Kelvin
LA coNDLCTiiiiLiTK klf-ctriqi:e de la J D' Beattie
PAHAFFINE ' D' Smolan
A la limite du domaine de ['Électricité pure se placent à l't^ analyses des travaux d'électricité présentés atixj (^uii-j^rès et les descriptions des appareils nouveaux! rencontrés aux expositions. Dans les derniers valûmes J de L'Éclairage Électrique ont paru sur ces sujets leal firtirles qui suivent :
H. G.-E. Qnre
II. — Électricité appliquée
Plus nonibnuix i»nroro sont los articles se rapportant aux appliealions de rÉleetrieité.
Brevets d'invention. — La deseription des Brevets d'invention^ crune si grande iniportanee pour ringénieuret le <*ouslru<'leur, est régulièrement faite sous forme d'articles cl de revues très largement illustrés. Parmi les articl(*s nous relevons :
Les APPLICATIONS MÉCANIQUES
Les applications thermiques l M. G. Richard
Les APPLICATIONS CHIMIQUES des Arts c?Manu factures,
Les LAMPES A AllC f , , ^Secrétaire général
de la bociélé d Ëncouragemeot.
J.ES LAMPES A INCANDESCENCE
Les APPLICATIONS A LA TUACTioN. • . • | M. G. PeUissief
1 V M. F. Guilbert
Les dynamos et les moteurs i . . . . . ,. .
r Ingénieur de la maison Farcot.
La TÉLÉPHONIE ET LA télÉ(;raphie . . I M. Â. Hess
Les applications chimiques | M. J. Blondin
I \ M. H. Armagnat
Li:S INSTIU MKNTS DK MESURE , , ^
' Ingénieur de la maison (. arpent ler.
Descriptions d'installation. — ;\Iais s il est de la plus
gnnide ulililé (Tèlnî t(»nu au courant des inventions ii'ccnh's, il est non moins utih* de (M)nnaître celles qui
oni suhi ré|)r(uive i\v la |)raii(|ue. L'Eclairage Electrique
j)ul)li(', (hiiisce (l(M*nier Lut, la desci'iplion détaillée des grandes InsUt lia lions.
N'oici (|n(*l([ues-uns des articles de ce genre publiés dans les dei-niers volumes :
( M. Ch. Jacquin La station centrale de Zurich . . . . \ ingénieur
\ des chemins de fer do l'Est.
, . . , /M. J.-L. Routin
La distrirution d ENER(;n: électrique \ i ^ •
^ ; Ingénieur
A Lyon | d« la Société des forces motrice
Le transport de force CuiiVRES-GE- ^
XÎiVE ..•' ^ l Ecole polyteclinique
du Rhône.
M. C«-E. Guye
Professeur agrégé à l'Ecole poiytechniqi de Zurich.
^^BU-ISATIOX DES CHITTGS nV NlAC^IIA
H.6. PeUisGier ^^H
^^HlLTElINlTErilS m- seCTECK UES
^^^MHPB-Ët-VSBBS
\ M. F. Gnilbert ^^H
^^^BuVEAr MATÉniEL eÊKÉRATEl-H DC
^^■muR DH LA SociKTK d'Éclaiuge ^^■)B Force
^^^HcTEt'H DE LA niVE CAVCHK
J. BeyTBl ^^H
^^Etatio-\ CRVTtiALK DE Bida-Pesth.
Montier ^^H
^^Kdes industrielles. — Ces étudt'
S forment la majeure ^^^|
^^Bf des artit-les <1<- ù,m\. Toiij
ours signées par Ie& ^^^H
^^^nieurs les plus distingués, elles se rapportent aux ^^^^| ^^^H les plus divers : Mesures industrielles, (jcn4r«- ^^^H
^^Het Transformation de réiertricitê, Dislribuliun.'^^^l
^^^Rirs, Transport de torce, Év ^^^H etc., et (.'ontrîbiient :i j'airc
lairage. Élerlro-Clii- ^^H d<' L'Éclairage Ëlec- ^^M
^K un journal indispt-nsable
l'itigénieur-i-oiis- ^^^|
^Heur.
^^^nci quelques-uns des sujets n
^^HbORIB du TRA\-SFOHMATEVn CKNÉ-
^^Kb m. Steixmet.-)
T. QaiXbat ^^H
^^^HADSS CONDRNSATEl'KH DANS LES
^^^BlT< DBS MOTEURS ABVNCHHO.NEH. .
A. Bloiulsl ^^H
^^^^n DIBSCTE DE LIKTENRITK LL'MI- ^^^^Blt MOYENNE SPHÉRIVCn
il'Ëa>Uid«1-«>t)>tClKiit>«<w. ^^^H
^^^KAC SYSTÈME 1>E DISTHIHLTION Él.EC-
H. QalilfiO Ferrari ^^^|
^^^BCBBE LÊXKRGIE PAtI COI'IIASTH
H. Uccardo Arno ^^H
^^^frOmiATELR ROTATI» ScHtCKKIlT A
H. Hanappa ^^H
^^^HuKTS COXTIMS. MII.\UI'HANKS, III-
^^BpAREILSDEÏIEsrHESÉLIiCTKIIjLES,
|)m:.\i.a(:e et kti\<:ki.i.ks dans les mx- I *• Fiicher Hiimei
1 Ingénieur- Electricira
CHINES A COI HA NT CONTINT I de U maisoD Furot.
NlUVEI-LE MÈTIIOIIE HCIlR I.A HÉTERMINi- ^ ■* ^''^- ROUtill
i Iuri*iiîeur de la >ociété
TION DES RENDEMENTS ' de» foree* mnlrice» du RW
SrR LA DiKUciLTÉ DE REALISER IN ^ M. E. Bryliiuki
i:AI»LE TÉLÉlMIONiglE SOIS-MARIN. . . ' Ingénieur de* Ti-légrajjhei
SlH l' EMPLOI Dr SECOHMÊTHE DANS LA . j^ q Colard
M ESC RE DES COEFFICIENTS DE SELF- . Iiijrénieur
INDICTION de^ôlcpraplies belge*.
Si R LA M ESI- HE DE l" ISOLEMENT EN MAR- l mm Maurice TraTaillc
CIIE Dl N HÉSEAI A TROIS FILS A COI- - ' Ingénieur- Electricien HA NT CONTINT «le la »ille de Bnixelies.
Le TRAITEMENT ÉLECTHOCIIlMI^rE DES ( |[. £. Andlloli
MINERAIS DE HroKEN HiLI t Cliimiste ElectricieD.
l^aniii los applicntions <lo rrl(*rtri<*it('*, deux ont pi tlans (Ts (Icriiiêi't's aiiiiérs unv (.^xleiision consiilérabl nous voulons pariri' <lo la Traction électrique el VEIcctrochiniir,
La tiîictioii a rtr dans L'Éclairage Électrique Tob
d<* iiniiil)i(Mi\ articlrs, iTvurs <'l (dironi(|U('s. Vo <|u<'l(|urs-uiis (!«' CCS articles :
S ni m:s .moyk.ns m: immim iiu les i cites
Di: COCHANT i>\Ns \.v. soL. DCEs Acx \ M. P. Lauriol
iHx.Mw Avs i':Li:<:rHioci:s AVEC iiktocr j , „ ''.'^''■"'Î'-V
f <les INmls et (.haussées
l'AH LES HAir.S
La ihvction i';i.i:<:'i hioci: i>au cochants s ^- J-""I«- Routin
.w . V .... » ^ .'. ■ » I .„. » % „v y Inîrénieur dt* la Sociéli
IMM.M'IIASKS A Lk.ANO des forces mol rices du RI.
Li: iHVMWAY i>r. la pi.aci: ih: la I^kpc- \ M- ^^- Jacquin
ni.inci: A J^O.MALVMLLK ( des Chom!."! deTc'r de H
M. Â. Blondel
hlSTHIHCTION I)C COCHANT DE HKTOCH \ Ingénieur
11 v\*i I i.< ru VM\\-v\< é dos plian-s et balises,
DANS LES IHA.MWA^S f Professeur
à l'Ecole dos Toiils et Cbaus 'rilA.MWVYS ÉI.F'.CTHIOCES : COMMTIONS
I) Kl AHLISSEMKNT AC POINT DE VCE DES i yt * Mnnm
DAN(;i:HS ÉLKCTHOLYTI^CKS POCH les Ingénieur en chef
OCVHACJES PLACÉS SCH OC SOCS LEs/ des Ponts et Chaussées
VOIES PCHLIQCES
^ ^ \ H. Bvgalit C. Jackson «V.. I
^oïri en outre un extrait iIp la table îles iitati^rt I drs derniers voliiiiies Iriiiiestru-U nuî Lloitm^ra ii ■ de la quantité de matières qui peut ^Ire |
I une seule question et duns un seul votu dairoge Électrique.
Traction électrique du c
■BU- Distribution du courant An retour iluns 1» trnmvav*. ->
1. Proposto. Sdt le nlral d«t réïMui Ac tnttnwitiis. — &•!« IF
J de remplarpinuit corml di» fil« à lii>tri ilan* les ïvorhaw. -
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