La notion de multiplicité en algèbre et en géométrie algébrique
Pierre Samuel
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
M. À. CHATELET
Doyen... meme PROFESSEURS L, BLARINGHEM.... T Botanique. IMETSSIERSEN SERRE T Zoologie. GROIETAR PCR T Analyse supérieure et Algèbre MANGENOT........ T Biologie végétale. supérieure, PAAUGER RAA T Physique quantique et rela- AMDENJOY 0. T Théorie des fonctions. ; tivité. ÉMAULAUDES Eee T Géographie physique et Géo- MONNIER .....,... Physiologie générale. logie dynamique. PIVETEAUS EUR T Géologie.
E. DARMOIS,........ T Enseisnement de Physique, ROCGARD ES MERSEREE T Physique. Rogert LÉVY....... T Physiologie comparée. HANCARTANT ES. T Mathématiques générales, Henri VILLAT ...... T Mécanique des fluides et appli- SCHAEFFER ........ T Physiologie des fonctions. cations, D'ARENDTE RE T Chimie (P.C.B.).
Cu. JACOB .......... T Géologie. HAVAR TES Calcul des Probabilités et Phy- PAPBASCALE RARE T Chimie générale. : sique Mathématique. Mue RAMART-LUCAS T Chimie organique. COULOMB rene T Physique du Globe. PO GREEN ER rer ce T Mécanique physique et expéri- | Mile COUSIN......... T Biologie animale (P. C.B.). mentale. CHRÉTIEN....... Chimie (P.C.B.).
PAUTHENIERSE 5007 Électrotechnique générale. DRAC ENS EE SN Zoologie. De BROGLIE........ T Théories physiques. KRASIDLER RAT Physique JOB NET nes etes T Chimie générale. CHADELDEMES- 0 T Arithmétique et théorie des PRENANTEP EE Pre -6. T Anatomie et Histologie compa- nombres, rées, ERHRUSSIEESEAPATES T Génétique.
COMBES ESA ENS, T Physiologie végétale. MWURMSER .......7 T Biologie physicochimique. GARNIER T0 T Géométrie supérieure. PACE Re Me nee eus T Chimie-Physique. PRESSE OU T Mécanique rationnelle, RIVIERE ere Géologie (P. C.B.). HACKSPILL......... T Chimie minérale. GAUPHERET 0 Biologie végétale (P.C. B.). LAUGIER 20e T Physiologie générale, LÜULASORES ere Physique. TOUSSAINT.,.:..... T Technique aéronautique. AMDHOMAS ER Évolution des êtres organisés MACURIENR Ter T Physique (P.C.B.). AIRNESS ER Optique appliquée. GARTBAUD EE MEET T Hautes températures. Max MORAND......…. Physique. CÉVAZNE SANTE SRE T Mécanique analytique et Méca- SODEILLET- 1.0. Physique. nique céleste. EORMIBRE ET cR T Mécauique expérimentale des CROZPE RE eee T Physique théorique et Phy- luides: aie oIaie DANJONPE A Ne T Astrouomie.
DUPONT............ T: Théories chimiques FROMAGEOT........ Chimie biologique. VALIRON MENT T Caleul différentiel et Calcul PAPORTE Pr Re Physique générale et Radio- L intégral. activité.
BARRABE........... T Géologie structurale et Géologie VANIERE Etes es Mathématiques générales. Apps RTE AA OUI PA ES RNA nee TO T Biologie maritime. VAMON EN ET à T Analyseset mesures chimiques. u ee be ù : CG DARMOIS........ T Caleul des probabilités et Phy- DOENSIS Re LR ER ET A ACT LS sique mathématique, GALLIEN Se Le C.B.) , } 1 : ) RATUTEN RES nee ie animale (P.C. B.). DA SOUS EURE a CS O EN ET ORNE nu ue végétale (P.C. B.). Le] v ; : . # # NORRIS son RP Chho bios tes DE Re TOR OUE nee HE (P°C:B:). Mme JOLIOT-CURIE. T Physique générale et Radio- HAN Suns RAA rRPACS ES activité. Ml CAUCHOIS...... Chimie-Physique.
PLANTEFOL......:. T Botanique. TAPER Physique du Globe. CABANNES ......... T Recherches physiques. AUDUBERT 7 Électrochimic. GRASSE MMM nf Zoologie FAR des étres ANT /HERITIER. 0 Génétique. ë organisés). = à Re SO PRÉMVOSTEN PRE T Chimie organique. nur AUS GER T jee Den ms BOULIGAND au T Application de analyse à la NOCINÉEEPER ERA Mécanique des fluides. Géométrie. ATEN Re re T Mécanique appliquée.
CHADDRONEETE T Chimie appliquée. DIOBRENLEEE PEER 2 Mathématiques générales. ESA RTE Re T Minéralogie. OUEST ; Chimie (P.C.B.),
CLARA ON RAR DPI NE DOS Cu. MONIER,
INTRODUCTION
I. Les querelles d’école ont fleuri de tout temps et dans toutes les branches des Mathématiques. Comme il s’agit ici de Géométrie algébrique, le lecteur croira peut-être qu'il est fait allusion à la querelle entre l’école italienne et les algébristes modernes; il n’en est rien. Toute une lignée de chercheurs en effet, depuis Dedekind et Weber jusqu’à C. Chevalley, A. Weil, O. Zariski et leurs élèves, a montré qu'il était possible d'appliquer à la Géométrie algébrique les méthodes de l’Algèbre abstraite. On s’est également aperçu que maints résultats obtenus par « des éclairs d’intuition d’Italiens privilégiés » se pouvaient démontrer par les méthodes rigoureuses de l’Algèbre; ainsi s’est tempérée peu à peu la méfiance éprouvée par les algébristes vis-à-vis des méthodes italiennes; et le temps n’est peut-
(:) La seconde Partie de ce Mémoire, consacrée aux applications géométriques des notions algébriques exposées ici, paraîtra dans un prochain numéro de ce Journal. L'introduction et la bibliographie publiées ici sont communes aux deux Parties |
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être pas si éloigné où une méthode universelle de traduction permettra, sans en changer les idées générales, de faire rentrer toute démonstration « italienne » dans le cadre rigoureux de l’Algèbre. Ce temps verra probablement une floraison de Mémoires «d’exploitation » assez analogue à la surproduction contemporaine des hypéraxiomatiseurs en mal de généralisations.
Il y a dix ans se créait outre Atlantique, sous l’impulsion de deux Français et d’un transfuge de l’École italienne, un centre de Géométrie algébrique auquel sont dus les plus importants résultats contemporains dans cette branche. Mais, comme il est coutumier dans un groupe de mathématiciens en effervescence de production, deux tendances opposées se firent jour; il s’agissait de déterminer quelles portions de l’Algèbre moderne étaient nécessaires au développement de la Géométrie algébrique. La querelle est récente, mais il n’est que de lire l’Introduction des Foundations of Algebraic Geometry de A. Weil et l’analyse qu’en fait O. Zariski dans le Bulletin de la Société mathématique américaine pour voir qu’elle est assez animée.
Le lecteur s’apercevra bien vite que l’auteur de ce travail a pris parti dans cette querelle, et qu’il a trouvé prématuré, ou peut-être au-dessus de ses forces, de s’interdire maint recours à l’arsenal varié et séduisant de l’Algèbre commutative. Il a donc indifféremment utilisé, selon les nécessités, et la technique des spécialisations de A. Weil, et la technique analytique des anneaux locaux de C. Chevalley. Il est vrai que quelques remarques dans les deux derniers Chapitres de ce travail, les seuls consacrés à la théorie des intersections excédentaires et singulières, les quatre premiers développant les préliminaires algébriques et géométriques nécessaires, montreront au lecteur qu’une partie de cette théorie aurait pu être développée en s'en tenant strictement aux méthodes de A. Weil. Si nous n'avons pas suivi cette voie, c’est d’une part afin de laisser la porte ouverte à une généralisation vers les variétés algébroïides, généralisation qu’une simple comparaison entre ce travail et le Mémoire des Intersections de C. Chevalley laisse prévoir facile. C’est d’autre part et surtout que nous pensons que la Géométrie algébrique moderne est encore en état de gestation, qu’il est prématuré d’en
entreprendre la systémalisation simplificatrice, et qu'il sera utile au systématisateur futur d’avoir à sa disposition les résultats les plus variés et les plus complets possibles afin d’en opérer la synthèse.
Le travail qui va suivre est donc de nature très algébrique. Il trouve sa place dans une « maison pleine à la fois d’anneaux, d’idéaux et de valuations, et aussi de spécialisations, d'extensions de spécialisations, et de corps linéairement disjoints », en somme dans une réunion de la maison de Chevalley-Zariski et de la maison de Weil. Si donc, à en croire Zariski, le géomètre classique appellera «a plague on both these houses », ce travail sera une des premières victimes de sa malédiction.
Le lecteur aura déjà compris tout ce que je dois à Claude Chevalley, André Weil et Oscar Zariski. Sans les contacts que j’ai eu le bonheur d’avoir avec eux, en France et en Amérique, ce travail n’aurait jamais vu le jour. Et, malgré les divergences qui les séparent, qu’ils soient unis 1Cci dans la ferveur de ma reconnaissance.
Je tiens également à remercier M. A. Châtelet qui a bien voulu me faire l'honneur de présider mon jury, M. P. Dubreil qui a apporté à à son rôle de rapporteur toute sa compétence el toute sa conscience, et M. Henri Cartan dont les conseils et l'exemple ont été pour moi, comme pour tant d’autres de ma génération, le guide le plus précieux sur les chemins, souvent étroits et bordés de précipices, de la Mathématique axiomalique.
Il. L'objet principal de ce travail est de généraliser aux composantes excédentaires et singulières des intersections de variétés algébriques la théorie des multiplicités d’intersection due à C. Chevalley et à A. Weil, et relative aux composantes proprés. Pour atteindre partiellement ce but, trois Chapitres préliminaires (I, Il, et IV) nous ont été nécessaires.
Le Chapitre I commence par un rappel de faits bien connus relaufs aux anneaux et algèbres commutatifs. Il contient surtout une théorie généralisant celle des polynomes de Hilbert, et qui sera notre outil principal; cette généralisation comprend trois étapes : les idéaux homogènes d’un anneau de polynomes sur un anneau d’Artin, les idéaux primaires pour l'idéal maximal d’un anneau local, les idéaux
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primaires quelconques d’un anneau noethérien. Outre les théorèmes exprimant que la longueur de certains anneaux où modules dépendant d’un entier r est un polynome en x pour n assez.grand, sont démontrés des théorèmes montrant que, à partir d’un certain n, cerlains transporteurs (ou idéaux quotients) sont exactement ce que l’on peut croire à première vue. Nous constatons ainsi Pexistence d’une régularité, assez inattendue si l’on étudie quelques exemples d’idéaux.
Dans les anneaux locaux, qui sont l’objet du Chapitre IT, le degré et le coefficient dominant de ces polynomes en n définissent les notions de dimension et de multiplicité; ces définitions coïncident avec celles de C. Chevalley lorsque ces dernières ont un sens; et notre définition de la multiplicité d'un idéal primaire pour l’idéal maximal s’applique à tous les cas. Nous avons souvent supposé que nous nous trouvions dans le cas d’égales caractéristiques et sur un corps de base infini, hypothèses qui se trouvent vérifiées dans les questions géométriques, mais dont il serait utile de se passer d’un point de vue d’Algèbre pure. Le paragraphe 5 de ce Chapitre, montre essentiellement que les irrégularités observées pour les petites valeurs de n sont dues à la présence de composantes immergées de certains idéaux, et que, dans de nombreux cas simples, la multiplicité d’un idéal primaire coïncide avec sa longueur, ce qui explique le succès, au moins partiel, de théories du genre de celle de Van der Waerden où les multiplicités d’intersection sont définies par des longueurs d’idéaux. Notre paragraphe 4 contient une généralisation de la notion, due à C. Chevalley, d’anneau local géométrique, et permet de simplifier, tout en la généralisant, la démonstration de son « theorem of transition » qui permet le passage des variétés algébriques aux variétés algébroïdes. Le paragraphe 5 traite des produits kronéckériens d’anneaux locaux complets, utiles dans l’étude des variétés produits. Le paragraphe 6 enfin met sous une forme maniable dans les applications géométriques un des résultats principaux du Chapitre II.
Le Chapitre IIT n’est nullement indispensable au déroulement logique de ce travail. Il donne quelques applications géométriques, assez élémentaires, des théories algébriques des Chapitres I et II : multiplicité d’un point sur une hypersurface, certains cas où l’on peut définir les multiplicités d’intersection par des longueurs d’idéaux
avec, comme application, le théorème de Bezout dans le plan, et la notion de degré d’une variété. Le paragraphe 5 montre a priori que les définitions des multiplicités d’intersection dues à C. Chevalley et À. Weil sont équivalentes; ceci est fait en interprétant, dans une terminologie plus classique, certains passages du traité de A. Weil.
Le Chapitre IV donne les préliminaires géométriques nécessaires pour les Chapitres suivants. Il y est d’abord montré que certains phénomènes algébriques et géométriques sont «ceux qui se passent sur un sous-ensemble algébrique de la variété représentative des données » : bases non séparantes, éléments non primitifs, projections d'indice > 1, composantes excédentaires. La plus grande partie du Chapitre est consacrée aux spécialisations de cycles de dimension arbitraire : la solution donnée satisfait aux conditions posées par A. Weil dans le Chapitre IX, n° 6 de son Traité, et permet de mettre le principe de conservation du nombre sous la forme plus générale d’un principe de spécialisation des cycles. La fin du Chapitre donne une démonstration algébrique d’un théorème de F. Severi permettant d'exprimer tout cycle de l’espace projectif comme intersection de diviseurs.
Le Chapitre V traite des composantes excédentaires d’intersection, c’est-à-dire de dimension strictement supérieure à u+e—n,u ete étant les dimensions des variétés intersectées et n celle de l’espace ambiant. Après quelques préliminaires sur des questions de dimensions, nous définissons de façon algébrique la multiplicité d’une composante excédentaire, et donnons, au moyen de cylindres génériques passant par les variétés intersectées, une interprétation géométrique de ces multiplicités qui montre que notre définition coïncide avec une définition suggérée par F. Severi. Ces résultats sont ensuite appliqués à la multiplicité d’une sous-variété; nous y traitons aussi des cônes des tangentes et de l’espace tangent de Zariski. Nous montrons ensuite que nos multiplicités d’intersection satisfont à la formule des variétés produits et à celle de projection, et sont des invariants par transformation birationnelle birégulière; par contre la formule d’associativité n’est valable que sous des conditions fort restrictives; quant au principe de spécialisation des cycles 1l était absurde a priori de compter sur sa généralisation.
Le Chapitre VI traite des composantes singulières : on se place une
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fois pour toutes sur une variété ambiante A et l’on cherche à généra- 1 liser aux composantes d’intersection M qui sont singulières sur À la théorie des multiplicités des composantes simples. Nous ne donnons de définition que dans le cas.particulier suivant, qui englobe d’ailleurs celui des composantes simples : les variétés ou cycles intersectés X et Ÿ sont, au voisinage de M, des sous-multiples d’intersections complètes de À avec des variétés de l’espace ayant la dimension qu'il faut. Ceci nous amène à introduire des multiplicités d’intersection fractionnaires. Les propriétés fondamentales se généralisent toutes : formule ‘ des variétés produits, associativité, invariance birationnelle, formule de projection, principe de spécialisation. Nous introduisons enfin les groupes d’holotomie, groupes quotients (locaux ou globaux) des groupes des cycles de À par les sous-groupes des cycles intersections complètes (locales ou globales); nous en donnons quelques propriétés élémentaires, et en calculons quelques-uns.
III. Nous allons maintenant énumérer divers problèmes qui se posent à propos de ce travail; certains de ces problèmes nous ont été suggérés oralement par A. Weil et C. Chevalley.
1. Étudier si le théorème 5 (Chap. IT) est encore valable avec un corps = fini.
Supprimer la restriction d’équidimensionalité de F(4) dans le
théorème 11 (Chap. IT).
A propos du Chap. IV, $ 4). Dans la plupart des exemples
donnés est défini un entier f (degré d’un corps sur un autre, dimension) fonction des données du problème; le résultat est que les assertions suivantes « / est strictement supérieur à son minimum » «les données du problème sont situées sur certain sous-ensemble tenue » sont équivalentes. Il s'agirait d’axiomatiser, au moyen d’axiomes faciles à vérifier, les fonctions « naturelles » / donnant lieu à PE ci-dessus.
. Trouver un exemple où l’on soit forcé d'introduire des diviseurs An sur le corps de base dans l'application du théorème de Severi
(remarque au th. 3, $ 5, Chap. IV).
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5. Montrer que la définition dissymétrique proposée en remarque
à la fin du paragraphe À (Chap. IV } est cohérente.
6. Étudier les sous-variétés singulières M de A telles que, au voisinage de M, la diagonale AË de À *< A soit une intersection complète; ceci est-il lié à la locale normalité de A? Une réponse positive au problème 7 permettrait alors de généraliser considérablement la théorie développée au Chapitre VI.
Lever les restrictions du théorème 2($ 5, Chap. VD
8. (A propos de la fin du paragraphe 4, Chap. VI). Montrer que la multiplicité d’intersection absolue est au plus égale au produit de la multiplicité d’intersection relative par la multiplicité de la composante M sur la variété ambiante.
9. Faire de la proposition 1 ($ 4, Chap. VI) une condition nécessaire et suffisante de locale normalité.
10. Les groupes d’holotomie ont-ils des liens avec les groupes d’homologie (locaux et globaux) lorsque le domaine universel est le corps des nombres complexes ?
11. Dans ce dernier cas peut-on munir ces groupes d’holotomie de topologies naturelles ? Nature topologique de ces groupes ?
12. Étudier si le produit d’intersection local d’un cycle holotomique à zéro avec un cycle quelconque (si le problème 7 admet une réponse positive), ou tout au moins avec un cycle dont la classe d’holotomie est périodique, est un cycle holotomique à zéro; ceci définirait un produit d’intersection d’éléments périodiques des groupes d’holotomie; voir si ce produit ne pourrait pas s’étendre aux éléments quelconques.
IV. Nous allons terminer cette Introduction en indiquant la terminologie et les notations employées. Nous nous sommes en général conformé à l’usage de M. Bourbaki et de ses collaborateurs; ayant eu accès à des Notes non encore publiées de cet auteur, nous devons anticiper quelque peu.
Le nombre de permutations de p objets qg à q (q-“p) sera noté ici (?)et non C/.
L’anneau des séries formelles à n variables sur un anneau commu-
EST
tatif À sera noté A[[X;,, ..., X,]] et son corps des quotients KCX SX) détdègre.-de la forme de oi bas degré d’une série formelle PF. . appelé l’ordre de F.
Le mot corps signifiera ici « corps HobRres »; l’eæposant caractéristique d’un corps K de caractéristique p est, par définition, l’entier p si p_>o, l’entier 1 $i p—o. Les nn d'une extension E d’un corps K d’exposant caractéristique p qui satisfont à des équations de la forme X”/— a— o(aekK) sont dits radiciels sur K. Un corps qui n’a d’autre extension algébrique que lui-même sera dit algébriquement clos : l’épithète algébriquement fermé est réservé à la notion relative : K est dit algébriquement fermé dans une extension E si tout élément de E qui est algébrique sur K appartient à K. La clôture algébrique de # est l’extension algébrique algébriquement close de k (définie à un
isomorphisme près); elle sera souvent notée #.
Gi G = G G2 Les isomorphismes UNS COCG)et——— + GaG, seront “
appelés premier et second théorèmes d ’1somorphisme.
Un élément x d’un anneau B est dit sntégral sur un sous-anneau A de B s’il satisfait à une équation de la forme "+ aa" +... a,—o avec a;€ À; un anneau d’intégrilé À est dit intégralement fermé («ganz abgeschlossen », «integrally closed ») si tout élément du corps des quotients de À qui est intégral sur À appartient à A. Si S est un ensemble multiplicativement stable d'éléments non diviseurs de zéro d’un anneau À, nous noterons À, et nous appellerons anneau des quo-
trents de À par rapport à S, l’ensemble des classes de fractions . où
agAetses, avec les identifications et les lois de composition classiques; S sera souvent le complément d’un idéal premier p de A auquel cas À, sera noté À, est appelé l'anneau des quotients de À par rapport à l’idéal premier p, ou encore l’anneau des quotients de p. Si 5 est l’ensemble de tous les éléments non diviseurs de zéro de À,
À, prendra le non d’anneau total des quotients de A. Il faut se garder
de confondre cette notion avec celle d’anneau quotient à de À par un p
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idéal p; il serait peut-être préférable de parler d’ « anneaux des fracons » afin d’avoir deux expressions de consonances différentes, comme les expressions anglaises « factor ring » et « quotient ring ».
Le reste de la terminologie a été, ou bien défini en son lieu, ou bien, lorsque la traduction était immédiate, traduit de la terminologie anglaise correspondante, celle de C. Chevalley [I, LR] pour les notons algébriques, ou celle de A. Weil [ WF] pour les notions géométriques : par exemple « système de paramètres » est l'équivalent de « system of parameters », et « spécialisation » celui de « specialisation »; sinon l’équivalent anglais a été indiqué.
Nous avons suivi la méthode du « domaine universel » de A. Weil, sans cependant nous conformer à toutes ses conventions; par exemple les « anneaux des quotients de sous-variétés » seront pris avec le domaine universel comme corps de base, et sont donc distincts des « anneaux de spécialisation » de À. Weil (voër Chap. IIL, $S 5). Lorsque nous avons employé l’épithète générique nous nous sommes parfois permis de ne pas préciser le corps K sur lequel les êtres géométriques en question sont génériques, étant entendu que K est n'importe quel corps de définition commun à toutes les variétés précédemment définies. Une variété linéaire ou une direction de variétés linéaires (direction d’un cylindre, direction d’une projection) est dite générique sur # si cette variété, ou la variété linéaire passant par l’origine et parallèle à la direction donnée, peut être définiepar un système d'équations linéaires dont les coefficients sont des variables indépendantes (c’est-à-dire algébriquement indépendants) sur 4; nous parlerons alors de projection générique et de cylindre générique sur k.
LONGUEURS D'IDÉAUX PRIMAIRES
Nous entendrons dans tout ce travail par « anneau » un anneau commutatif ayant un élément unité noté 1. Un anneau A satisfaisant à la condition maximale pour ses idéaux (c’est-à-dire le « Teilerket- -tensatz » : tout ensemble non vide d’idéaux de A, ordonné parinclusion,
Be pee
possède un élément maximal », qui est équivalent au « Basissatz » : tout idéal de A possède une base finie) sera appelé un anneau noethérien (*). Un anneau satisfaisant à la condition minimale pour ses idéaux (tout ensemble non vide d’idéaux de A, ordonné par inclusion possède un élément minimal) sera appelé ün anneau d’Artin; tout anneau fini, toute algèbre de dimension finie sur un corps est un anneau d’Artin.
A. STRUCTURE DES ANNEAUX D’ARTIN (?). — Soit À un anneau d’Artin; tout anneau quotient de À est un anneau d’Artin; d’autre part un anneau d’intégrité d’Artin B est un corps, car, pour tout aëB, on a, pour n assez grand, Ba'— Ba", donc a'— ba"*" et ba — 1; par conséquent tout idéal premier de A est maximal. Soit À l'intersection de tous les idéaux maximaux de A (le « radical » de A); puisque A est un anneau d’Artin, À est déjà l’intersection d’un nombre fini d’entre eux Ja, ..., Ps Si ü est un idéal premier distinct de ceux-ci, on a pu et il existe x;,€p; tel que x;iéu; alors y—x,...x,€n, mais YE À, ce qui contredit la définition de &; donc A ne possède
qu'un nombre /int d'idéaux premiers p,, ...,p,, et a = fr: est un FI
idéal distinct du radical À.
Lee. — Le radical R d’un anneau À est l’ensemble des éléments a € À tels que 1 + xa soit inversible pour tout x € A.
a. Soit a&€ À; considérons l'idéal A(r1+xa); s'il était contenu dans un idéal maximal m, on aurait 1+xagm, xage Cm, donc 1 Em, ce qui est absurde. Donc A(1+xa)— À, et 1 + xa est inversible.
b. Si, réciproquement, 1 + xa est inversible pour tout +€ A, supposons que a n’appartienne pas à un idéal maximal m; alors
(!) Pour la théorie élémentaire des anneaux noethériens, nous renvoyons le lecteur au Chapitre XII de la Moderne Algebra de Van Der Waerden.
(2) Ce n'est qu'un rappel de résultats bien connus [cf. Jacoson, Theory of rings et Radical and semi-simplicity for arbitrary rings (Amer. J. Math., vol. 67, 1945, p. 300 à 320)|.
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m—+ Aa— À, etil existe me À tel que 1 + Ta EM, ce qui est absurde. Donc a appartient à tout idéal maximal et par conséquent à ü.
D’après l’identité (1—xa)(1+xa +...+ M) quiragheu si æ"*!a"t!— 0, on voit que tout élément rélpotent a appartient à 4. Si, réciproquement, a est un élément du radical d’un anneau d’Artin À, la considération de la chaîne descendante d’idéaux (Aa) montre qu'il existe æe A tel que a*—xa"*'; mais 1 — ax est inversible, soit (1—4ax)(1+y)=1 où œa(1+y)—7y—o; multipliant par a" il vient æa"*'= a"— 0. Donc, dans un anneau d’Artin, le radical est l’ensemble des éléments nilpotents. C’est donc le plus grand nilidéal de À, si l’on entend par nilidéal un idéal dont tous les éléments sont nilpotents.
Taéorèue 1 (Hopkins). — Dans un anneau d’Artin À tout nilidéal à est nilpotent.
La suite d'idéaux, «a, a°?, ..., af, ... étant décroissante, on a, à partir d’un certain exposant nr, b—a’— «a"*'—.... Supposons que
b=<o et considérons la famille ® des idéaux v tels que bu £(O ); puisque b°—=b£(0), bed et D n’est pas vide. Soit v un élément minimal de ®; il existe ce tel que bc <(O), donc Ace et l’on a u— Ac. D'autre part bu—bu—bc;<(0); donc bre et l’on a tw—bc— Ac On. peut: ‘donc écrire c— be) avec "beb;; d’où C—be—b?C—,."..—b'ce—\..; mais. b, est un élément milpotent: donc b1— 0 et c — 0, en contradiction avec be £(O).
Soit donc À un anneau d’Artn et À son radical; on a —(0).
TL Exprimons comme intersection N\ p, d'idéaux maximaux p;. Puis-
Si
que p;dp;, soit +;,€p; tel que x;;#p;; posons mx; on a æ;, €};
ÎÆi
et t;E [REZ Puisque : est un corps, ilexiste c;,€ À tel que cx;=1(pi). EX | |
Soit gs 1 (1 (cr) Vsilestclairquen;=1(p)etn; = (Ir)
Posons e; = n;. Onae;e;€ [El piC;, donce;e; — osir<j. De même
KA
e(1—e)—0, c'est-à-dire e,—e;, ete +...+e 1. L’anneau A est ainsi composé direct des anneaux Ae;; Ac; a évidemment pour radical ep e; À, et c’est le seul idéal maximal (et premier) de cet anneau. Donc, en appelant anneau primaire un anneau où l’idéal (O) est primaire, on a le résultat suivant :
Taéorème 2. — Tout anneau d’Artin est composé direct. d’anneaux d’Artin primaires. , Considérons un anneau d’Artin primaire A, d’idéal maximal p tel PET 7.0 n—1 que p— (0), p'_'£(0). Considérons les A-modules ne RER À Ê À EE Comme ils sont annulés par p, ce sont des , nodules, c'est-à-dire des
5 A : es CIN c espaces vectoriels sur le corps > Ceux-ci sont de dimension finie
puisque les satisfont à la condition minimale pour leurs sous-
modules. Donc À, considéré comme module sur lui-même, a, d’après le premier théorème d’isomorphisme, une série de composition finie. Donc tout ensemble, totalement ordonné par inclusion, d'idéaux de A est fini d’après le théorème de Jordan-Hôlder. On obtient donc, par passage au composé direct, le résultat suivant :
THéorème 3. — Dans un anneau d’Artin toute chaine d’idéaux est finie. En particulier tout anneau d’Artin est noethérien.
Dérinirion. — On appelle longueur d’un anneau d’Artin (resp. d’un module E) la longueur d'une chaîne maximale d’idéaux de À (resp. de sous-modules de E).
2. ALGÈBRES PRIMAIRES. — Soit À une algébre primaire de dimension finie sur un corps K, et p son unique idéal premier. Comme on peut compléter la chaîne A35p23p°3...3p"—(0) en une chaîne maximale d’idéaux, la longueur de A est égale à la somme des longueurs
des A-modules a Mais ceux-ci sont canoniquement des espaces
Dia
ë A vectoriels sur le corps 1 Donc longueur ND LR: Mais p :
comme : est une extension finie de K on a Le résultat suivant :
TnéoRèuE 4. — Soit À une algèbre primaire de dimension finie sur un corps K.,, et soit p son idéal maximal; on a
(longueur A). É xK | TALK],
Soit maintenant L une extension séparable (algébrique ou non) de
K, et soit A, l'algèbre obtenue à partir de A par extension du corps
de base. L'idéal p Ar de À, est nilpoltent; d'autre part a estisomorphe SOA ; : k à ! SERe
à Ce) qui, comme L est séparable, est une algèbre semi-simple, composée directe de corps; donc pA, est le radical de A,. D’après l'étude du paragraphe 4, A; est composée directe des algébres primaires A,e; (où les e; sont des idempotents orthogonaux), et A,e; a pour idéal maximal pA,e;. Considérons une chaîne maximale d’idéaux
v, ; HA O) = 0 Dee), pr = A" ——— est un espace vectoriel SA
; L À ee iLE EE de dimension 1 sur : et l’on a pu, Co, ,; soit v, l'idéal A,v,e;de A,e;; c’est un module sur A,e;; tout élément de pA,e;transportew, dans, ;;
A €; pALe; Vs
>» ina A ; :
n'importe quel générateur | sur — } de l’espace vectoriel — ; il est donc p v
SA
Ds
donc
est un espace vectoriel sur le corps Z;— , engendré par
Vs 1
de dimension o ou 1. On a donc
m;= longueur (Are;) < m = longueur (A).
Mais, d’après le théorème 4, on a
m É 2 K| — AK] et mi[Z:L]=|[Are:L}; ; À
d’autre part
le He) sn = É K|.
On a donc m;— m pour tout z. Par conséquent :
Ÿ [Ase:L]=[AL:L]= [AK] et >
Taéorème 5. — L’'algèbre À, obtenue par extension séparable X, du
Re Die
corps de base d’une algèbre primaire À est composée directe d’algèbres primaires de même longueur que À.
5. COMPOSANTES PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX NOETHÉRIENS. — Rappelons que, dans un anneau noethérien, À, tout idéal « s'exprime comme
intersection d'idéaux primaires : ET QUE soit p; l'idéal premier i=1 associé à g;. Si l’on suppose que cette représentation est minimale, les composantes primaires g;sont déterminées de façon unique à condition que p; ne contienne aucun autre idéal p,(j <t); de telles composantes sont dites ssolées; si p;2p;, on dit que la composante q; est zmmergée. Rappelons qu’une composante primaire isolée q; de n est l’ensemble des éléments de A transportés dans à par un multiplicateur n’appar-
tenant pas à p;; rappelons aussi que LU »; est l’ensemble des diviseurs
de zéro de À, et Nr l’ensemble de ses éléments nilpotents, si les p;
sont les idéaux premiers associés à toutes les composantes primaires (isolées et immergées) de (0 }.
On montre par des exemples que, si q est primaire pour p, g" n’est pas nécessairement primaire pour p; nous appellerons puissance symbolique n°* de j et noterons gl" la composante primaire de g" selon p. Comme tout idéal premier contenant q” doit contenir p, 4!” est la seule composante isolée de 4". A propos de ces puissances symboliques nous allons démontrer les résultats suivanis :
Taéorème 6. — S7 q est composante primaire isolée de à selon p, q! est composante primaire de à" selon p.
Soit v la composante primaire de «” selon p; puisque a” Ca! il est clair que uCql". Soit inversement y €ql"; pour certain 4€p, on a ty EN"; prenons up et appartenant au produit des composantes primaires de « autres que 4, etsoit e — w"1; on apæpetlvy —1yu"e a". Donc y €v d’après le résultat ci-dessus.
TuéorÈME 7. — Soit o un anneau noethérien, à un sous-anneau noe-
thérien de 0, p un idéal premier de v et 4 un idéal de à primaire pour ».
Bo
St p est un idéal premier isolé de op dans 0 tel que Pno —p, et si, pour tout idéal v de 0 primaire pour p, à désigne la composante primaire de op selon p, on a ÿ"— q".
D’après le théorème 6, 4!" est la composante primaire de (og) — 09" selon p. D'autre part g!") est l’ensemble des éléments eo transportés dans og!” par quelque u &p; puisque a est transporté dans g” par un élément 1€ 0, t#p, on voit que tugl" € og" avec tu &p puisquep,0 — p;
ceci montre que gl" est la composante primaire de og" selon p.
4. ANNEAUX DE POLYNOMES SUR UN ANNEAU D'ARTIN. — Considérons l’anneau 6 — A[X,, ..., X,] des polynomes à s indéterminées sur
l’anneau d’Arun A. Soit a un idéal homogène de 0, c’est-à-dire un idéal qui, avec tout polynome, contient toutes les composantes homogènes de celui-ci; il revient au même de dire que « peut être engendré par des polynomes homogènes, ou formes. Nous noterons a(n) l’ensemble des formes de degrés r contenues dans a; a(n) est un sousmodule du A-module de toutes les formes de degré n, f(n); f(n)est
. x TES En . re un A-module libre à ( Pa, ) générateurs; sin désigne la longueur
Det
de A, f(n) a pour longueur m(® RES }
Taéorème 8. — La longueur o,(n) du module a (n) est un polynome en n pour n suffisamment grand.
Ce théorème généralise le théorème de postulation de Hilbert (*), qui traite du cas où l’anneau À est un corps. Nous procéderons à partir de là par récurrence sur la longueur m de A. Soit m un idéal minimal de A; d’après le second théorème d’isomorphisme les a(n)+mt(n) a(n)
A-modules —— tn) mÉ(r)nn (2)
sont isomorphes; donc
- longueur (mt(n)An(r)).
ee):
longueur (a (7)) — longueur ( RCA
(:) Über die Theorie der Algebraischen Formen (Math. Ann., t. 36, 1890, p. 473-534).
Pers ue
a(n)+mi(n) m£(7)
: À nique de --module; sa longueur est un polynome en » pour n assez nt : x
Le module , étant annulé par m, a une structure cano-
grand par hypothèse inductive, car il est obtenu à partr de a (nr) par réduction des coefficients modulo. Étudions maintenantmf(n}),a(n); c’est le module des formes de degré n contenues dans l’idéal mo, a, qui, comme intersection d’idéaux homogènes, est homogène; soit (F,, ...,F,) une base de cet idéal composée de formes; toute forme de mf(x}),a(r) peut donc s’écrire F—A,F,+...+A,F, où les A; sont des formes de degré convenable. Si b est l’annulateur de m dans A, le module a(x}),mf (x) est annulé par b; c’est donc canoniquement
un *-module; c’est le module des formes de degré nr de l'idéal de
A. .., X,] engendré par les formes F;, obtenues à partir des F;par
réduction des coefficients modb; m étant minimal est principal et engendré par n'importe lequel de ses éléments non nuls a; sxyebet y b, alors ya — 0; ya <o, sinon y Eb; donc xEb; b est premier,
; | A UE À donc maximal, et ÿ St un corps. Ainsi la longueur du - module
b a(n)Amf(n) est un polynome en x pour z assez grand d’après le théorème de Hilbert. CO NESD:
Étant donnés deux idéaux «a et b d’un anneau quelconque 0, nous noterons (a:b})et appellerons transporteur de b dans a l’ensemble des æeo tels que æbCa. Considérons à nouveau l’anneau 0 — AIX,
-, X,] où A est un anneau d’Artin; nous noterons X l'idéal engendré par X,, ..., X, dans 0; un idéal g contenant une puissance de X sera dit vrrelevant; ceci veut dire que og(n)— ke à se ÿ ) m pour A assez
grand. Soit «à un idéal homogène de », et a = QU une représenta-
tion primaire minimale de a; soit » l'intersection (irrelevante) des 4, qui sont irrelevants, et soit & l’intersection des autres composantes primaires de a: a—1,%. Soitb—%,(r:X);ilestclairquebc(a:X); soit réciproquement F tel que FX;€«a pour tout t; puisque l’idéal premier de toute composante non irrelevante de a ne contient pas tous les X;, on déduit de FX,ea pour tout : que Fe$; puisque
Tu, +08 FE(x:#), on a donc Feb eth—$S,(r:#)—(a:X). Le second théorème d’isomorphisme nous donne Pr(n) + ps(n) = Pr+s (7) + pa(n), Prx)(2) + Ps(n) = Q(cut)+5 (72) + Y(ax)(n). Mais r, r +5, (x:#) et (x:#)+ 5 sont irrelevants; donc leurs o(n)
RSS
sont tous égaux à m( St |
) pour » assez grand. On a donc, pour
n assez grand, la formule des idéaux irrelevants
(1) qa(n) = q(ux)(n) = es(n) Ê
5. LONGUEURS D’IDÉAUX PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX LOCAUX. — Un anneau noethérien o est appelé un anneau local (* }siles éléments non inversibles de 06 forment un idéal m; tout idéal non trivial de o est alors contenu dans l’unique idéal maximal w. Rappelons d’abord les résultats suivants :
a. MN r'= (O) (théorème de Krull); les puissances de w définis-
sent donc sur 0 une topologie d’anneau séparé; on montre que la
complétion o de l'anneau topologique o est un anneau local, que tout idéal d’un anneau local est fermé, et que tout élément qui n’est pas
un diviseur de zéro dans © n’est pas un diviseur de zéro dans 0. b. (Théorème de Cohen). Si l’anneau local complet o contient un
: É : 0 : ‘ corps, il contient un corps K isomorphe à = par l’homomorphisme
canonique de 0 sur 2; un tel corps sera appelé un corps de Cohen de o. Ce résultat, l’un des plus profonds de la théorie des anneaux locaux,
sera peu utilisé dans la suite de ce travail.
Tout idéal g tel que mDg2Dn est primaire pour m; en effet, de abeq, aEm, on déduit, a étant inversible, que be; la réciproque
(2) Voir [K], [LR] et [C].
est évidente. Je dis que ; est alors un anneau d’Artn; il nous suffira
nu . :
de le montrer pour =; soit (æ, . .…, æ,) une base de nm; les s-modules
ONE msi
Er) Sy Mon ms
; qui sont annulés par w, sont canoniquement des
espaces vectoriels sur le corps —; dans _"_ Jes monomes (æ He) F PS 1° mt Es ASE ste
(ji+...+j,=)j), réduits modulo w/*' forment un système de génén/ ST : o rateurs; donc les espaces a Sont de dimensions finies sur =setnotre
assertion est alors une conséquence immédiate du théorème de Jordan-Hülder.
Soit q un idéal primaire pour l'idéal maximal mn d’un anneau local 9; par une q-forme de degré n sur à nous entendrons un élément du
\ 20 mn module 7; nous noterons F,(4) le groupe abélien … muni de sa
. nu . . 0 .
structure canonique de "module; soit À l’anneau d’Artin . Consi-
dérons la somme directe F(4) D F,(q); nous munissons F (4) de la
DE) structure suivante d’anneau : si æeF,(q) et 7EeF,({), æ et y sont classés modulo g*** et g?*! d'éléments æ€q" et y € qj/; on vérifie immédiatement que la classe de xy mod g"*?*! ne dépend que de x et y; en la notant æ.y, et en étendant cette multiplication par linéarité, on
obtient, sur F(4), la structure d’anneau annoncée. La longueur de * | 9”
A1 + est égale à celle du A-module à F;(4). Soit maintenant (æ,, ...,æ,)
une base de g, x; l’image de æ; dans F,(4);les monomes en La, NI engendreront alors les A-modules F;(q4), et nous pourrons écrire F(a)=AÎx,, ...,æ,|,ce qui montre que F(4) est un anneau noethérien. Si nous prenons s indéterminées X,, ..., X,, nous voyons que F(q) est isomorphe au quotient de A[X,, ..., X,] par l'idéal homogène « des relations algébriques entre les Di. Puisque A est un anneau d’Artin, nous déduisons du théorème 8 le résultat suivant :
Tuaéorème 9. — S q est un idéal primaire pour l'idéal maximal w d'un
ÿ anneau local », la longueur P;(n) de gr st un polynome en n pour n suffisamment grand.
Remarques. — 1. Au Chapitre II le degré et le coefficient dominant du polynome Pq(x) définiront les notions de dimension et de multiplicité, qui seront importantes pour les applications à la Géométrie algébrique.
2. Remarquons que la formation de l'anneau F (4) à partir de » et de la suite d’idéaux (4*) est un cas particulier de la formation d’un anneau gradué à partir d’un anneau filtré (ou valué), souvent utilisée par l'Ecole française de Topologie algébrique (1).
3. Soit o la complétion de »; on vérifie sans peine que og” est primaire pour l'idéal maximal m — on de », et que = et = sont isomorphes (4 étant un idéal ouvert de w); donc Pa(r)— Piq(n). :
k. La définition, due à Krull des « p-Reihenringe » (*) signifie que l'anneau
: ; . ° 2 F (nr) est isomorphe à l’anneau de polynomes —[X;, ..., X;]lorsque(x;, .…., æ,) nt est une base minimale de m.
Lorsque yen’ et y m1, la classe y de y mod mw*1 est appelée la forme initiale de y; si « est un idéal de o, l'idéal a de F(m) engendré par les formes
initiales des éléments de « est appelé l'idéal directeur de a (« Leitideal » de Krull).
TaéorÈme 10 (théorème des transporteurs). — Sr q est primaire pour l'idéal maximal w de l'anneau local 0 et si w ne se compose pas uniquement de diviseurs de zéro, on a (q"**:q)— q" pour n assez grand.
Puisqu'il s’agit d’une propriété de ——; il nous suffira de démontrer
aa
le théorème 10 dans le cas d’un anneau local complet 0; en effet tout élément qui n’est pas diviseur de zéro dans un anneau local, n’est pas diviseur de zéro dans sa complétion. Il est clair que g"C(9"**:1); nous allons étudier si (g"*!:q) est, ou non, strictement plus grand que g”, c’est-à-dire, en passant à F(q)et à A[X,, ..., X,], s’il existe des formes de degré ñn—r(r >0), G(X) telles que GX;Ee a + &*
(1) Voir, par exemple, H. Carran, C. À. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 148. (:) Dimensionstheorie in Stellenringe (J. Reine Angew. Math., t. 179, 1938,
pour tout # (les notations sont les mêmes que pour le théorème 9, et X désigne l’idéal engendré par les X;); puisque GX;est de degré n —r+1 et que « est homogène, ceci implique Ge(a:#). D’après la formule des idéaux irrelevants [formule (1), $ 4] ceci implique, si n —rest suffisamment grand, que GE a, c'est-à-dire que la forme correspondante de F, ,(q) est nulle. Nous avons donc démontré que, sir —r est supérieur à une constante c indépendante de 7, on a
(23) (ge 1: )n mp
Restent à étudier les éléments de (g"*‘:q) qui senc en dehors de 4, (Can) += fé 1°
s d'Aruün, | ite décroissante (3,) s’arrête puisque -: est un anneau run, la suite décroi 3, ,
c’est-à-dire le module 3,— »il est clair que 9,,, C3,;
et, pour certain p,ona 3,—3,,—.... Sotye,;siy oil existe y 9° tel que (y +4), (d"*":9)<9 pour tout n =p, c'est-à-dire qu'il existe z,€q° tel que (y +4)qc*"; de (y +z;)qegtet de (Y + 3x4) 1 CF, . on déduit. (3,1 —2:,) 9 Cgftt, d'où Zn — 2h E(9"*":9),9 = g"; la suite (z,) est donc une suite de Cauchy; comme 0 est complet elle a une limite ze q° et l’on az — z,€g". Alors
(Y+23ME (+2) +(z—73)qcCd*t, et, puisque AN =(0)
TA
d’après le théorème de Krull, on en déduit (y +z)qj—(O}); mais, puisque yq‘ etz€Eq", on a y +z<0; ainsi tout élément de g, donc de m car m° C4, est un diviseur de zéro contrairement aux hypothèses. Ceci veut dire que, pour x assez grand, on a 3,—(O), done (9“**:4)€ q° et le théorème 10 en déduit aussitôt de la formule (2).
Remarque. — Par applications répétées de la formule (a:b):e—(a:bc) on voit que (g*#4:q#) — 4% pour » assez grand.
6. PASSAGE AUX ANNEAUX NOETHÉRIENS GÉNÉRAUX. — Soient 06 un anneau noethérien, g un idéal primaire pour l'idéal p de o. On appelle /ongueur de l'idéal primaire 4 la longueur d’une chaîne maximale d’idéaux primaires pour p joignant o à g. L'étude des idéaux primaires pour p, que, pour d’évidentes raisons géométriques, l’on pourrait appeler la «localisation » à l’idéal premier p, est facilitée par la considération de
np RE
l'anneau des quotients 0, de l'idéal premier p. Rappelons-en les principaux résultats (!) : soit 5 l’intersection de tous les idéaux de o primaires pour p [ou, ce qui revient au même, l'intersection des compo-
. . è o an santes primaires de (O) contenues dans p|; dans l'anneau z tout élé-
ment en dehors de & n’est pas un diviseur de zéro; soit 0, l'anneau
‘ œ : ni 0 p ; pts des fractions g’ où AE x) BE 3 BE; si « est un idéal de 0, nous noterons av, l'idéal engendré dans 0, par l’image o(a) de « par , . nu .
l’homomorphisme canonique © de o sur 3; sl a“ Co, nous noterons = >, ; —1 4,0, par abus de langage, l’idéal o (a*). On montre que :
2° Si l'idéal « de o a pour représentation primaire minimale Dia: -nrnlrsin: : -nP, OÙ 0; est primaire pour p;, avec p;Cp pour i<retp;dp pour: >r, alors l'idéal ao, a w,0,,...,0,0, pour représentalion primaire minimale.
3° o, est un anneau local ayant po, pour idéal maximal.
Donc, si g est primaire pour p, 40, est primaire pour p9,, etil y a correspondance biunivoque monotone entre les idéaux primaires pour p et les idéaux primaires pour po,; à g! correspondra évidemment l'idéal 90, — (0, )’. Les théorèmes 9 et 10 donnent alors les résultats suivants :
Taiorème 11. — Soit j un idéal primaire d’un anneau noethérien »; la longueur P,(n) de la puissance symbolique n°" 4!" de à est un polynome en n pour n suffisamment grand. Si $ est l’intersection de tous les idéaux de à qui sont primaires pour l'idéal premuer » de à, et . n’est pas un idéal premier de (O) dans 5 on a, pour n suffisamment grand, (qe y Le ) = gl.
(1) C. CnevaLcey, On the notion of the ring of quotients of a prime ideal (Bull. Amer. Math. Soc., 1. 50, 1944, p. 93).
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ANNEAUX LOCAUX
A. NorioN DE DIMENSION. — Soient a et b deux idéaux primaires pour l'idéal maximal m d’un anneau local o. Il existe évidemment deux entiers a et b tels que bDa* et a 2b°”; donc a*3b°", b'3 a", c'est-à-dire P,(n)-<P;(bn)et P,(n).-ZP,(an). Ceci prouve que les polynomes P,(n)et P;(n) ont méme degré d; ce degré commun sera appelé la dimension de v; il est clair que o a même dimension que sa complétion.
Taéorème 1. — Tout idéal j primaire pour w est engendré par au moins d éléments.
Soiten effet (2x, ,...,æ,) une base de q et soit »m la longueur de
. nu Q ’ 4 l’anneau d’Artin ne À ; nous reprenons les notations du théorème 9 f E
(Chap. [); la longueur du A-module F,(q) des g-formes de degré n est évidemment inférieure à la longueur du A-module des formes de degré x dans l’anneau de polynomes A[X,, ..., X,];celle-ciest égale à m (7 Det F - Donc la longueur P,(n) de est inférieure à
PL
[+gqg—1 2 n + q D Are T=Y
En comparant les degrés on voit que celui, d, de P,(n) est inférieur à q, ce qui démontre le théorème 1.
THÉORÈME 2. — Sotent 0 un anneau local, w son idéal maximal, à un rdéal primaire pour w,b,,...,b, des idéaux de à ne contenant pas g. St . o . ee :
6 Eau æ 1 4 4 le corps résiduel K — est infini (*), exist aeg,a&b;,(1—1,...,8)
tel que (g": oa),9° = q"", pour n assez grand et c indépendant de n.
(*) Gette condition sera toujours vérifiée dans les applications géométriques.
LEMME. — Soit an un idéal homogène de l'anneau de polynomes A[X,, ..., X,], À étant un anneau d’Artin primaire d'idéal premier »
tel que K — 5 où un corps infini. Il existe une forme linéaire F telle.
que a(n) et Gu:r)(n) soient égaux pour n assez grand, et l’on peut prendre Ken dehors d’un nombre fini de sous-modules propres du A-module £ des formes linéaires de A[X:, ..., X,].
D’après la formule des idéaux irrelevants [formule (1)S4, Chap. I] nous pouvons remplacer «à par sa composante non irrelevante S;
soit 5 — [AE avec g; primaire pour p; etX d:p;; p:, £ est alors un sous-
module propre de £. Nous chercherons ainsi à prendre F en dehors d’un nombre fini de sous-modules propres AM, de £, les p;, £ et les sous-modules donnés. De “gr p£ — £ on déduirait, pour 1<r<5,
X,EAU,+p£, donc X,— D Lu X + Se. X, avec Ep, X, e fl,
LE U— A et r,€p; on a donc, pour 1.<r<5, Y,—X,— En, X, et Y,e M ;; le déterminant des s formes Ÿ, est donc de la forme 1 + 7 avec rep; il est par conséquent inversible dans À puisque À est un anneau d’Artin primaire; donc X,€ A; et A,;— £, contrairement aux hypothèses.
On en déduit donc que A,+ p£ 7< £. Sinous réduisons les coefficients _. pŸ ss NE DS TZ
mody, les sous-espaces vectoriels V;— T sont
: À propres; comme V est un espace vectoriel sur à corps infini K — T°
il existe F& V qui n’appartient à aucun sous-espace V;. Nous pren-
drons pour F un représentant de la classe F.
Ceci étant, soit P un polynome tel que FPE; alors FP €1;, F&p;, donc Peget PE. Ainsi $ —($:F) et
Pa(n)= 9s(n)= (sr) (2); mais-comme aC$, on a (a:F)C($:F); d'autre part aC(a:F). Donc o(a:r)(2)= pa(r)= ?(5:F (2), ce qui démontre le lemme.
, ‘ nu Pour démontrer le théorème 2 nous prendrons À — PE nt
pour Lt #4 l’anneau de formes F(4), et pour a un élément deg
ayant la forme linéaire F du lemme pour forme initiale. Nous aurons
; . 2+ b; en effet à éviter les images dans F(4) des modules ne or le lemme
le Din car, si l’on avait 9 +—b;24q, on en déduirait g Ca +b, ni d’où g°Cq°+b;q+b;=1+b;, et, par récurrence, gCq'+ b; pour
tout r; comme Né: g')= b;, on en déduirait gCb; contrairement aux hypothèses. Il est clair que g”*€(g"':0a); soit æég"—" tel que axe" et soit G un représentant dans A[X,, ..., X,] de la forme initiale de æ dans F(q); le degré p de G est Æn—2. On a alors FGEX"+ a; comparant les degrés on voit que FGEa, donc GE(a:F). Si donc, d’après le lemme, p est supérieur à un entier c ne dépendant que de 4, on a GEa; ceci montre que si nr >œc+41, on
a (ge: 04), — ju:
Remarque. — En considérant les formes de degré Æ au lieu des formes linéaires, on voit qu'il existe be g# tel que (4*:0b) 9° — 9"—# pour n > c+k.
Un élément a€q tel que(g":04a),a°— q"" sera appelé un élément superficiel par rapport à g. Un élément b eg tel que (q": ot Ho sera dit superficiel de degré #.
COROLLAIRE. — Si m ne se compose pas uniquement de diviseurs de zéro, d'existe un élément superficiel a, non diviseur de zéro, et l’on a, pour Ce (NO) AR.
Nous pouvons en effet prendre a en dehors des idéaux premiers de (O) car aucun ne contient g. La démonstration du fait que (g':oa)C aq se fait exactement comme à la fin du théorème 10 :
(Chap. D.
Exemple d'élément superficiel. — Soit o l'anneau de séries formelles Kf[a, ...,a,|], et soit j un idéal (non nécessairement primaire pour l'idéal maximal) de »; on montre facilement que l’on a (9:04) — g" pour tout », lorsque 4 contient &.
Nous allons maintenant considérer un anneau quotient — de », ; 0x .
HR
et donner une formule reliant les polynomes P(n) che):
Soitq= -(æ€g). On a PE(2) = longueur(q" + ox);
donc
ECS Pa2) = longueur |? LE }=tongueur _ 9” "nt
; 1 2 à . o Dr d’après le second théorème d’isomorphisme. Considérons l’homomor-
phisme de (o-modules)o:y— 7x. On a
25 * 1 —9(5x) et (gt:9&)—= 9 (gt; sæ);:
donc (1) Pat) = Pa(x)— longueur(gt:0x).
CoROLIAIRE 1. — Pour tout x En, on a dim 0 > dim — dim 6 — 1.
La première inégalité vient du fait que longueur (g":0æ) =. D'autre part on a (g':0æ)2q"*, donc
longueur (g*:0æ)=Paq(r—1) et Pa(2) > Pa(n) — Pa(r — 1) ce qui démontre la seconde inégalité.
CoroLLaiREe 2. — Si æ est un élément superficiel par rapport à 4, on a Pan) — Pa(r —1) £Pa(n) £ Pa(r) — Pa(r—1)+ Pa(c),
, nul ë et donc dim = — dim 6 — 1.
Onaeneffet (g":0x),q°— 4"; donc Pa(r — 1) > longueur (4:02) > Pa(r — 1) — Pa(c);
comme P,(c) est une constante, le polynome P;(r) est de degré dim 0 — 1.
Tuaéorème 3. — St d est la dimension d’un anneau local 0, l'existe un idéal ÿ primaire pour l’idéal maximal w de », et engendré par d'éléments.
Nous procéderons par récurrence sur d. Si d = O on a longueur w’— const, pour x assez grand, donc m'—(O) et (O) est primaire pour m. Prenons, dans le cas général, un élément x,€em tel que
—_ — d—1 [corollaire 2 de la formule (1)]. Soit, dans =
A UN
dim
0Lq 0 Lq
Je. aile = m Mes ne ERA
idéal primaire pour m— — etengendré par d —1 élémentsæ;,...,%Za 1; TJ
soit j> m"; si æ, est un représentant de la classe æ;, on à
MCI LIFE... + 0 + DL;
donc l’idéal engendré par (æ,, ..., æ) est primaire pour m.
Les théorèmes 1 et 3 montrent que notre définition de la dimension d’un anneau local coincide avec celle de C. Chevalley («nombre minimum de générateurs d’un idéal primaire pour l'idéal maximal »). Rappelons que cette définition est équivalente à la définition suivante, due à Krull : augmentée d’une unité la dimension d’un anneau local 0 est égale à la longueur d’une chaîne maximale d’idéaux premiers de 0. Avec C. Chevalley nous appellerons système de paramètres de 0 tout ensemble de d éléments engendrant un idéal primaire pour l'idéal maximal m de o. Il est clair que les éléments x de 0 que l’on peut introduire dans un système de paramètres sont ceux tels que
ed :
dim dome 0 TX
a o Remarque. — Le théorème 3 est encore valable si K — — est un
corps fini. Nous reprenons les notations du lemme au théorème 2; une forme F de degré # prise en dehors des idéaux premiers non irrelevants p; de …a provient d'éléments + superficiels de degré #; pour ceuxci un raisonnement analogue au corollaire 2 de la formule (1) montre que
P,(n)=,Pa(r — k)Z PT (2) = PORC) P,(c),
donc dim _ — dimo — 1; et la démonstration du théorème 3 peut se
faire. [1 s’agit donc de montrer l’existence d’une telle forme. Or on a pb €; nous pourrons supposer, en supprimant certains p;, que l’on
© — 27 — ap;dp, pour: 1. Soit À, tel que À,,€p,, A, &p;; si B;—] | A, on
a B;#&p;, B:€p, pour :,<7. Nous prendrons pour oies des formes, ce qui est possible car les p; sont des idéaux homogènes; puisque p;p &, il existe une forme linéaire F, telle que F;#p;; en remplaçant éventuellement A;, par A;;F/°°, nous pourrons supposer que toutes les formes A,, ont méme degré. Alors les formes B; ont toutes
même degré, et la forme B il est telle que B&p; pour tout z.
Nous supposerons désormais que, sauf mention expresse du
. nu . .
contraire, K — — est un corps in/ini.
in
TuéorÈme 4. — Tout idéal q engendré par un système de paramètres (Y15 «.., Ya) peut être aussi engendré par un système de paramètres (&, ..., &) ayant la propriété suivante : posant
Ti 0% +...+0Ti (0 di), .
Dr fi
etæ;;— classe de x; mod4;, on a
(Gym) (a) = (a)
pour n >> ci, c; étant un entier fixe, eti—0,1,..., 4. Un tel système de paramètres (æ,, ...., æ,) sera appelé un sys-
téme superficiel de paramètres.
Reprenons les notations du théorème 2? et de son lemme. En évitant
CURE S : : un les formes linéaires dont le coefficient de ŸY, appartient à 720 peut trouver un élément superficiel x, eq de la forme
Li—=U Yi + Æÿ2 MT AYa avec u inversible ; alors (æ,, y, ..., Ya) est un système de paramètres
engendrant 4, etl’ona(g":0æ,),9"=— 9" pour r > c. Le théorème 4 s’en déduit par applications successives aux anneaux quotients suc-,
. nu cessifs
HR Te
9. Norion DE murieLiciTé. — Soit g un idéal primaire pour l'idéal maximal m d’un anneau local o. Considérons le terme de plus haut degré du polynôme P,;(7); comme ce polynome ne prend que des valeurs entières (pour n > c, et donc pour tout n), ce terme est de la
e(q)nt d!
plicité de l'idéal 4; e(w) est aussi appelé la multiplicité de l'anneau local 0.
forme où e(g)est un entier. L” entier e(a) est appelé la multu-
Tuéorème 5. — Soit o un anneau local de dimension d; st 4 est un idéal primaire pour son idéal maximal w, W existe un idéal 4€, engendré par un système de paramètres, et de méme muluplicité que 4.
Si d— O, o est un anneau d’Artin de longueur m; on a g*'—=(O) pour # assez grand, donc P;(n)—m pour nr assez grand; mais l'idéal (O) est engendré par un système vide de paramètres, et Potn)="m; ceci montreque lérthéorèmeseestvrabpourd=0; Procédons maintenant par récurrence sur d; prenant x, superficiel par se à q, le corollaire 2 de la formule (1) montre que,
avec j — mr Pa(n) = Pa(n)— Pi(n—1)+ #[#étant un entier fixe, puisque ç'est un polynome borné par P;(c)], donc que D = 40) puisque d>> 1. Soit, d’après l'hypothèse de récurrence(x,,...,æ,41) un système de paramètres de 0 — — engendrant un idéal g Caqtel que e(q)—e(/); soit æ; un représentant dans o de la classe æ;, et soit q' l'idéal, primaire pour m, engendré par (æ,, ...,æ4) dans 0. On a e(g)—=e(q)—e(y). Comme gCg, on a e(g')%e(q); enfin comme ÿ/ — es on a Py(n)2=P(r)— Py(n—1)[corollaire 1 de la formule (1)], ce qui implique e(g') = e(g'), d'où e(g/)<e(q). COM D.
Remarquons que la condition d’homogénéité imposée dans notre Note AL n’est pas nécessaire.
À Ja fin de ce Chapitre nous donnerons un scholie à ce théorème 5, qui nous sera de grande utilité dans les applications géométriques.
A0 Nous allons maintenant montrer que notre définition de la multiplicité généralise celle due à (Fe Chevalley. En effet :
TuéorÈME 6. — Sort o un anneau local complet contenant un corps L ni : : ï sur lequel — est fint, et soit (x, ..., æ4) un système de paramètres de engendrant l'idéal 4. Posons o'=L{[[x,, ..., æ,]] et supposons que 0 soit un 0! — régulier. 0 1—=e(q). | :L|.
un 0'— module régulier. Alors | o:0']— e(a) Ë :L|
On sait | LR] que (&:, ..., x,) sont analytiquement indépendants sur L. Les hypothèses montrent que 0 est équidimensionnel ([1], prop. 2, p. 13). On entend par{o:0’|lenombre maximum d'éléments de © linéairement indépendants sur 9”, ou, ce qui revient au même, la dimension de l’anneau total des quotients de o sur le corps des quotients de 0’; 0’ est évidemment un anneau de séries formelles sur L.
Il est clair que l’on a
Pony Le dimi( à) et din ( 2 :) ho EE L nf d
Donc
— N = e(r. | 2: | lorsque . 72 + co.
On sait [ LR ] que o est un 0 — module de typefini. Soitg —=[0:0"] et soit (1, -.., n,) un système libre maximal de 9 sur 0’; soit enfin n—0'E,+...+0'E(1=g). Pour tout Ë; il existe c;eo' tel que
. — la 1 — cje,e D on: posons À = 0 AOC GCe 6, ONvaUrA (pour
toutuen, ca e À, c'est-à-dire ca => ani avec a;€e0'. On a
ui
dim (PTE 2) É L | longueur (2 = L) (th. &, Chap. D)
= [ae] (Pan Pat)
DC
Rire mais, comme c n’est pas un diviseur de zéro dans 0, = est de dimen-
sion d—1([LR}], prop. 6, p. 702) et P (2) est un polynome de
oc Wa Rae ie °C + 2 Ne degré d —1; ainsi dim T | commence par un terme en —+; si ? ; q” RS ET À
nous avons pris soin de ne pas prendre ce inversible. On a évidemment co CAC o. Donc
| n n dim ( .) = dim (SE }= dim ( 2 ):
VAE g” g”
Mais en Jet isomorphe à re. Si LEA 4, nous pouvons écrire mi =D Pj(æ)n=Ÿ ORNE 21 (RA—= n+...+ na, a €); soit DS Gén; (Goj E 9’).
Alors Ç
V'eP;(æ) NO Li dns nl l Nj —= luj Li …..Z}7 Nj; œ,]
comme les 1; sont linéairement indépendants sur »’, il vient
cPixz)= À CET EOIEEE LE
Si donc # désigne l’ordre de la série formelle c,onaP;(æ)e(o!,9)""". Donc (0',3) CM, 9" € A 0/9)". On en üre
; A n + d : fi : fi À Re ) NN) does ASE mg) L ( d )= im (a) - dim ( are )
Comparant avec la double inégalité / 0 A à ñ une ) > dim ( Fr ms) = dims( Te) ;
où les termes extrêmes sont équivalents : a _ » On voit que N= q.
NAT
Tréorème 7. — Tout anneau local régulier est de multiplicité x, et tout anneau équidimensionnel de multiplicité 1 est régulier.
Si s est régulier, l'anneau de formes F(m) est isomorphe à
DÉÉPE Clouk— = donc P;(n)— _ “ sans irrégularités au
début, et e(m)—1. Si o est de multiplicité 1, il existe (th. 5) un sysième de paramètres (æ,, ..., x) engendrant gq et tel que e(q)—1; supposons o complet, et soit L un corps de Cohen de 0; si o est équidimensionnel nous pouvons appliquer le théorème 6 qui montre que [o:L[[æ,, ...,æ&][] = L. Comme un anneau de x séries formelles est intégralement fermé dans son corps des quotients, ceci implique 0 = L[{[x;, ..., |], douc que s est régulier.
Remarques. — 1. La démonstration du théorème 7 montre aussi que mn est le seul idéal de multiplicité 1 d’un anneau local régulier.
2. L'équidimensionalité est essentielle, comme le montre l'exemple de l'anneau K{[x]] + K£ où = 4x — O qui est évidemment de multiplicité 1.
9. SYSTÈMES DISTINGUÉS DE PARAMÈTRES. — SOit (4, ..., Œy) UN SYS-
tème superficiel de paramètres engendrant l’idéal 4. Nous reprenons les notations du théorème 4. Le corollaire ? de la formule (1) montre
est engendré par le para-
que l’on a
Dans o —v,:, qui est de dimension 1,
Ta—1 mètre æ— as, etl’ona
(ozrioæ) (ox) — ox".
La formule (1) montre que, pour tout n, on a
mb en) longueur (sax*:0æ),
ve at. 9 , où m désigne la longueur de l’anneau d’Arun — — “ donc, # étant or
un entier fixe, on a
IN CO) en er OS D et k(kZP,(c));
DE: CES
on a doncm==e(q) : la longueur d’un idéal engendré par un système de paramètres est supérieure à sa multiplicité.
Voyons dans quels cas on a m—e(q). Ceci veut dire que, pour n assez grand, on a (oæ":0æ) — 02"; si æ était un diviseur de zéro dans 0, on aurait æy — 0, avec y=<0, donc ÿEox’ pour certain entier g; alors æy € 0 x", mais y ox"! pour »n > q—1. Ainsi æ doit ne pas être un diviseur de zéro; réciproquement on a dans ce cas (ox":0x) — 0%" pour tout », car de 47€ ox", on déduit æxz—x"a d'où z — ax" evx""t. Si d’ailleurs l’âvant-dernier quotient o 0 est tel que (O) n'ait que des composantes primaires isolées (c’est-àdire si o est équidimensionnel), le paramètre æ ne peut appartenir à aucun idéal premier p; de (O), sinon, pour tout yEw on aurait y'EoxCp donc yepielm—p; contrairement au fait que o est de dimension 1; ainsi æ n’est pas un diviseur de zéro. Un système superficiel de paramètres tel que 04, est équidimensionnel sera appelé un système distingué de paramètres.
TuéorèMEe 8 (« théorème de régularité »). — Sr g est engendré par un système distingué de paramètres (æs, . . .,&a), l'anneau de formes F() est isomorphe à l'anneau de polynomes A[X,, ..., X,] où A— =". On
n + d DABAN D , ao an) m | d ) sans irrégularités au début, m désignant la lon-
gueur de l’anneau d’Artin À; en particulier on a e(j)— m, l’anneau local 5 est équidimensionnel dans le cas d'égales caractéristiques :
En effet l'anneau de formes F{4) est isomorphe à = PEER CES a (2
est un idéal homogène. Soit f, le module des formes de degré n de
ce fn AIX er Aalelta, —{. note sont des A-modules de longueurs
; DE de ; £ respectives m( Per ) et P,(n)— Ps(n—1). Mais, comme le sys-
tème de paramètres envisagé est distingué, P;(n)— P;(n—1) j mni1 : : k admet Tdi comme terme de plus haut degré. Si a contenait une
forme P 0 de degré c, a contiendrait les formes
7 7 7i PK PPS TES (ni... +na=n—c)
He Pie
dont les combinaisons linéaires forment un module de longueur au . , - 1 -
moins égale au nombre des monomes X*...X#%(n,+...+ny—=n—c);
or celui-ci est égal à ( re
} polynome de degré d —1 en n. Ceci
contredit le fait que les longueurs de f, et de 2 ont même terme de
Uu , mnt 22 ; plus haut degré DER Donc a —(0O) et la première assertion est
démontrée; la seconde s’en déduit aussitôt. Quant à l’équidimensio-
nalité, soit L'un sous-corps de o sur lequel = soit fini; il s’agit de
montrer que p(æi ..., t)a <0 si p(æ) <o et a <o ([I], prop. 1, p.12)avec p(æ)e L[[21,..….,æullet «eo; orles formesinitiales F(X) et G(X) de o(x)et de x sont deux formes non nulles à coefficients dans L et dans A respectivement; il suffit de montrer que l’on a
or ceci est évident avec une variable (d—1}); le cas général s’en déduit par récurrence sur d, en considérant le produit des termes de F et de G qui sont de plus bas degré en X,.
I peut sembler que la condition «x, , non diviseur de zéro », pour qu’un système superficiel de paramètres soit distingué n’est pas très restrictive; il n’en est rien. Le théorème 8 montre que l’équidimensionalité de o est nécessaire. Mais elle n’est nullement suffisante comme le montre l’exemple suivant, dû à Macaulay :
Considérons le cône de représentation paramétrique æ—u", yæur, 3 = us; t—+v'et le sous-anneau 0 = K[[u*, u°v, ue, e*]] de l’anneau de séries formelles K[[w, v]]; la fermeture intégrale 0* de 9 se compose de toutes les séries formelles en w et 6 qui n’ont que des termes de degré total multiple de 4; on a donc 0*—0+Ku?e; si l’on pose uw? 4? — #, on voit aussitôt que l’on à mx = y”, wy = x, wz3 — yt, wt=— 2°. Donc le conducteur de la fermeture intégrale de 0 est l'idéal maximal n de 0. Pour tout élément agen on a donc a'— aweo; mais a/&oa, sinon a — ba—wa et w —beo car 0 est
. ñ SL rs nu = un anneau d'intégrité. Donc, dans + la classe a’ de a’ n’est pas nulle; mais on a ax, ay, az, a t&va, donc a'c —o pour tout élément c de
2e VO ES ee à nt 0 RES ; ° l'idéal maximal — de + Ainsi aucun anneau quotient (a€o,a<0)
n’est équidimensionnel, et il n'existe dans o aucun système distingué de paramètres.
Nous allons cependant énumérer cerlaines situations. dans lesquelles on peut affirmer l'existence de systèmes distingués de paramètres.
1° Équidièmensionalité des quotients successifs. — Au moyen du théorème de Macaulay ([ V. d. W.], Chap. XII, p. 71) ou de sa généralisation due à [. S. Cohen ([C], th. 21, p.99), on peut affirmer dans certains cas que l’anneau de dimension 104, est équidimensionnel. Pour les applications géométriques nous renvoyons le lecteur au Chapitre III. Au moyen du PHRirne de I. S. Cohen nous pouvons énoncer le résultat suivant :
Taéorème 9. — Sr 0 est un anneau local de dimension d, quotient d’un anneau local régulier de dimension d' par un idéal engendré par d' — d éléments, tout idéal 4 de o engendré par un sysième de paramètres est aussi engendré par un système distingué de paramètres.
Dans ce cas, où la multiplicité de j est égale à sa longueur 7, nous ‘voyons que notre notion de multiplicité généralise celle de « ramification degree » due à [. S. Cohen, et que notre théorème 6 généralise alors son théorème 23
2° Existence d’une base minimale. — Soit o un anneau local comà er HN ee plet, fini sur un anneau de séries formelles o'=K{[[x,, ..., æ,]|.
Supposons qu'il existe une « base minimale » de 0 sur o' c’est-à-dire que 0 —0/1,+...—+0"1, où les n; sont linéairement indépendants sur 9’. Alors o est un o'— module régulier, et est donc équidimensionnel. Après un changement linéaire de variables on peut supposer
que, dans 0, le système de paramètres (æ, ..., æ,) est superficiel. d
Alors, si =D 0 on à e(a)—e( 1 3 =); ainsi (th. 6)
Comme les classes (n,, ..., My) des r; mod ox, forment un système de
TL nu ru : Po générateurs de ne SES elles constituent une base minimale
de — sur Ainsi les quotients successifs 0, 0, ——- 041 Sont
EX EA ADR SET TES Dm équidimensionels et le système de paramètres (æi, ..., æ,) est distingué.
Soit q un idéal primaire pour l’idéal maximal mn d’un anneau local o. Au lieu de l’anneau de formes F(q) on peut considérer
sa compléuion F(q) par rapport à la topologie définie par les
° A re ; LE AE idéaux > … F(q) est l’ensemble des sommes infinies D & d’élé-
ments 4,€ =; La théorie développée au Chapitre I s'applique
Nes 1°
à F(q) sans y changer un mot. F(q) est un anneau local complet dont
les éléments inversibles > 4 Sont ceux tels que x, soit inversible
À . = 0 dans l’anneau d’Artin primaire À —
Paéorème 10. — Sort j un idéal primaire pour l’idéal maximal w d’un »17 0 [2 .
anneau local 0, et a un élément de à tel que dim — = dimo —1, par
exemple un élément non diviseur r de zéro. Si Fa) est équidimensionnel, il existe un entier k tel que (g':0a)Cq" " pour lout n.
Ce théorème correspond au résultat 4° de notre Note [ AL], avec cependant des hypothèses plus restrictives, et la connaissance préalable du fait queles définitions de la dimension d’un anneau local dues à Krull et à C. Chevalley sont équivalentes. Sous la forme énoncée le résultat 4° de | AL] est erroné.
Reprenons la démonstration du théorème 2. On obtient des éléments superficiels d'ordre s par rapport à 4 comme éléments dont la forme initiale n’est contenue dans aucun idéal premier p; de (0) dans F(4); par hypothèse a n’a, dans A[[X,, ..., X,]], aucune com-. posante irrelevante; si donc b est un de ces éléments superficiels d'ordre s particuliers, on a (g":0b)—g"". D’après l’équidimensio-
nalité de Der ee a même dimension d que 0; siv;(s) désigne la
ACT He
différence des longueurs du module f, de toutes les formes de degré s de F(4) et du module p;, de celles qui appartiennent à p;, gi(s) est un
polynome de degré d — 1 en s pour s assez grand. D'autre part F (£)
est un anneau quotient cu de F(g), où b est l'idéal ‘homogène
engendré par les formes initiales des multiples de a; par hypothèse si b, désigne le module des formes de degré s appartenant à b,
(5) = longueur () est un polynome de degré d— 2 en s pour s
assez grand. Par conséquent, si s est assez grand, les modules b,,p;, sont des sous-modules propres de b,. Employant la méthode du lemme au théorème 2 (c’est-à-dire en considérant b, comme un module quotient d’un module libre), nous voyons qu’il existe un élément ef, Bé&p;, 5eb; $ est la forme initiale d’un élément be wa, soit b = aa, superficiel d'ordre s. On a donc (g*:0b)— q"",s étant un entier fixe; puisqu'on a évidemment (g":o0a)C(q":oaa')—(q":0b), le théorème est démontré.
4. ANNEAUX A NOYAU ET ANNEAUX LOCAUX GÉOMÉTRIQUES. — Nous allons maintenant étudier certains types d’anneaux locaux qui comprennent tous ceux rencontrés en (Géométrie algébrique et algébroïde. Nous allons suivre une méthode très voisine de celle employée par C. Chevalley dans [1] ($ 1), et nous renverrons le lecteur à ce Mémoire pour les démonstrations de nombreux résultats que nous allons rappeler. D’autres résultats, notés [CCP |, ont été extraits d’un cours fait à Princeton par C. Chevalley en 1946-1945.
Soit K un corps infini d’exposant caractéristique p, et tel que[K : K?] soit fini. Nous noterons t(n, K) l’anneau des quotients de l’anneau des polynomes K[x,, ...,æ,] par l'idéal premier engendré par (&i, ..., &,); C’est un anneau local régulier de dimension n; si p; est
enr . FASO - : T
l'idéal premier de r—+(n, K) engendré par (x, ..., Lier), 7, St isomorphe à r(#, K), et r,. est isomorphe à r(n — 5, K(æ,_i,1, …, Ce ainsi dimt— dim + dimr,. Nous noterons r(7, m, K)(m=n)
l'anneau de séries formelles K((x,, ..., La))l Tes 1 Tallieet
SR ER
un anneau local régulier et complet de dimension 7 — m. Les anne ® x
du type t(», K)etr(n, m, K) recevront le nom de noyaux. Si l’on poser —=t(nr, K), on a les relations suivantes :
t—#(n) O, K°): = tr 0, K);
Le n’est pas complet; sa complétion est r(n, t, K).
Soit o un anneau local, m son idéal maximal, rt un sous-anneau local de o ayant m,,r comme idéal maximal, et tel qu'aucun élément de r ne soit diviseur de zéro dans 0. Nous dirons que 0 est quasi fini sur t s’il existe un anneau intermédiaire 3(rC3Co) tel que 3 soit un t-module de type fini, et que « soit l’anneau des quotients de 3 par un idéal maximal A.
(x) Test un anneau semi-local; si v est compiet, 3 est complet.
Démonstration : voir | LR], prop. 3, p. 694.
(8) (Transitivité). Si 0 est quasi fini sur &’ et si v’ est quasi fini sur r, alors © est quasi fini sur t.
Démonstration [ CCP]. — Soient $ et 3 les anneaux intermé- TA diaires :rCHcr C3Co; écrivons 4 SN r'æ; et soit DD Cijk D
avec c;j, Et’.
Comme t' est un anneau de quotients de $ par un idéal premier, soit y € & un dénominateur commun tel que yc;;,€ $ pour tous 4,7, À.
On a
Yi. YT; = YCÿr.YTk; k
donc DS yæ:$ est un anneau, fini sur $, donc surr. Tout eo
. [4 _ De . è = +, s'écrit T— 7: ageñ, be; soient bd ex FD p,æ; avec
, (NEO . ar N ; >4 et, 2,€t'; on peut trouver © inversible dans t’, tel que %;€%,
se pour tous r; alors by = (r:)(yx)eT et ay2€3'; ainsi
LP eQVrre
Le Ts où by est inversible dans o. Ceci montre que, si n désigne >
l'idéal maximal de 6, on a 0 —(3 hu.
(+) si o est quasi fini sur r, et si p est un idéal premier de 0, alors 0, est quasi fini sur tynr.
Démonstration : voir [[], lemme 7 (première partie), p. 8. (2) si o est quasi fini sur r, et si a est un idéal équidimensionnel
0 . . La Ê de », alors — est quasi fini sur — lorsque a,r est premier. ;
“At
Démonstration (inspirée de [I], lemmes 6 et 9, p. 7 et 9). — Il s’agit
V7 T Cine d’abord de montrer qu’aucun élément de r/— ne n’est un diviseur de N
zéro dans 0/— 2. Passons aux complétions, et soit 3 un anneau intermédiaire ; on ar € 3([LR], prop. 7, p. 699) et o est isomorphe à Fcoùucestun idempotent de 3; comme r + re est un isomorphisme de r dans lui-même (aucun élément de r n’est en effet diviseur de zéro dans 3), re est isomorphe à r; donc o est fini sur r. Par conséquent
o' est fini sur r’; nous supposerons, ce qui est toujours le cas en vertu
AR "1 : t
du théorème de Cohen que, t’ contient un corps L sur lequel — est nm
désignant l'idéal maximal de +’; alors t’ est fini sur L{fa:, ...,æ,]] où (&:, ..., æ,) désigne un système de paramètres de t’; ainsi 0’ est fini sur L{[z:, ...,x,]], et [LR] (corollaire de la
proposition 7, p. 703), montre que o’ et r’ ont même dimension s.
fini, nv
se see À a NO à : é Si n est un idéal premier de zéro dans 9, + a même dimension que
—— puisque l’un est fini sur l’autre ; comme v’est équidimensionnel, Tnt
ceci prouve que r’,ù est un idéal premier de zéro dans tr’; ainsi tr’ —(O) puisque a,r est premier, et aucun élément de r’ n’est diviseur de zéro dans o’.
Soit maintenant 3 un anneau intermédiaire ; 3 et fini sur —, LA ni ni he RS { - ; et — est évidemment l’anneau des quotients de 3 par l'idéal an MAI
maximal .
—, EU Nous avons montré en cours de route que :
(e) si o est quasi fini surr, on a dim o — dimt (au moins dans le cas d’égales caractéristiques).
(©) si o est quasi fini sur r, et si 3 est un anneau intermédiaire, 3 est un tr — module régulier de type fini; si R et R sont les corps des quotients de r et v, et si Z et Z sont les anneaux totaux des quotients de 9 et 0 (c'est-à-dire aussi de 3 et 3), on a L— 7», algèbre par extension en R du corps de base R de Z.
Démonstration : voir [1], lemme 8, p. 0.
Un anneau local o est appelé anneau à noyau s’il existe un sousanneau t de 6, qui est un noyau, et sur lequel o est quasi fini. L'étude de la structure des noyaux et les résultats précédents montrent que la classe des anneaux à noyau est fermée par rapport à l'opération de complétion. Nous allons montrer qu’elle est aussi fermée par rapport aux opérations de quotient par un idéal équidimensionnel et de formation de l’anneau des quotients d'un idéal premier. Venant compte de la transitivité (GB), de (+) et de (2), il nous suffira de montrer que, sir est un noyau, a un idéal équidimensionnel de r et p un idéal premier
T der, -etry sont des anneaux à noyau.
Lewume À (lemme de normalisation de E, Noether généralisé). — Soit K un corps infini, b un idéal de l'anneau de polynomes K[x:, ..., æ,]: il existe n polynomes y,, ..:, y, de K[aæ, ..., æ,] tels que :
1 ER, 2. œ,lestun module.de type fintsur K[y:, =,7]; DR ee aletenvendre par [yat r]:
Nous appellerons système d’intégrité tout système de x polynomes satisfaisant à la première condition. Montrons d’abord que tout polynome non constant y peut être inclus dans un système d’intégrité; soit y=P(x,, ..., æ,) et soit F sa forme de plus haut degré; nous pouvons trouver, comme K est infini, des éléments @,, ...,4,
de K tels que F(1, 4, ..., a) ÆO; posons y, =, Yj=Z;—a;æ; alors y—P(æ,, Ya ai, ..., Yn+ 4%) a pour terme de plus haut degré en +, le terme æ°F(1, 4, ..., a,); donc æ, est intégral sur K[ÿ4, Ya, -.., JA], et par conséquent les autres æ; aussi; ceci prouve que (y, ..., YA) est un système d’intégrité. Considérons maintenant, parmi les parties finies de b que l’on peut inclure dans un système d’intégrité, une partie maximale (Y»:1, ..., Yh) Incluse dans (yo, 9) eonsidérons be KP es ieonaEent y, O, y, ne peut être constant en tant qu’élément d’un idéal non trivial b, donc peut être inclus dans un système d’intégrité CRE y) de KT lmPRe ee EE Le Pine RIS,V en. rletbicontient(f, 20e) conuar rement. a la maximalité dé (y, 07): camsib Kly.6.2 Ym]=(O), et la condition 2° est vérifiée.
Remarque. — Lorsque K est parfait et b premier, on peut ajouter la condition (S) que K(x,, ...,æ,) est séparable sur K(y:, ..., y1). On montre d’abord que tout élément y non constant et non puissance pi‘’* peut être inclus dans un système d’intégrité ayant la propriété (S); en effet la non-séparabilité de x; sur
K(Y; Yes -.+,:Yn) entraînerait, pour tous @, ..., à, tels que F(r,.a, an) < O, donc pour tous (@», ..., 4), que l’on ait OP dP ; Re ÉD ES ue a EL CEA É dT de 0Xh :
d'où -— —O pour tous à, et P serait une constante ou une puissance pi?”* 0x; 4
puisque K est parfait; comme un idéal premier b contient = avec +, on peut continuer la démonstration.
Lemme 2. — Soit b un idéal non trivial de l'anneau de séries formelles t—K[fx,, ..., +,]]; on peut trouver un système de paramètres ( y, «.) Jn) de t tel que LKT[Ty:, ..., yal] soit l'idéal engendré par (Ymess ++ Yn)-
Remplaçant les mots «système d’intégrité » par «système de paramètres » 1] suffit de remarquer que tout élément non nul y de o peut être inclus dans un système de paramètres car il n’est pas diviseur de zéro; la démonstration est alors identique à celle du lemme 1.
ENT de (mn) sir est un noyau et si a est un idéal équidimensionnel de r,
De :
rest un anneau à noyau,
Soit d’abord r—t(», K) et soit b—« K[a,, ..., æ,]. Prenons (J15 --., Jn) comme dans le lemme 1; soit X l’idéal engendré par Cr ,7,.) dans K|x,,4.,-2,], Wlidéal engendré par (71, ..., A) dans Km, pret = (K[y1, : .., Yalhs dar! est engendré DA er MOI) =r lee æ,|; 3 est fini surr'etrest
JL l'anneau des quotients de 3 par l'idéal maximal D 3x; ainsi tr est
Q 8 C { IN L 0 . je quasi fini sur t'. D’après (2) Sera quasi fini sur —— car at’ est Nn !
; T ue 3 premier dans r’; et — est évidemment un noyau. Si r est de la forme nt
RTE dl ouprendb= Tr = KI ee y lou Cie", JA), Sont choisis comme dans le lemme 2, et l’on applique (2).
(0) si p est un idéal premier du noyau tr, r, est un anneau à noyau. Dit tr Non prend tp K|2, 0%, 7,) etil'onutilise’lés mêmes notations que dans (1); alors r, est quasi fini sur t,,r d’après (y)et tr est évidemment un noyau. De même si r est un anneau de séries formelles.
Remarque. — D'après (e) nous voyons immédiatement que, si p est un idéal
; , : Rue : S
premier d’un anneau à noyau o, on à dimo— dim-+ dimoy; les anneaux à y
noyau sont donc homogènes; (9) montre qu’ils sont aussi équidimensionnels, ce qui est plus restrictif.
On appelle anneaux locaux géométriques les anneaux que l’on obtient à partir des noyaux par répétition des trois opérations suivantes : complétion, formation de l’anneau des quotients d’un idéal premier, formation de l’anneau quotient par un idéal premuer. L'étude précédente montre que tout anneau local géométrique est un anneau à noyau. La réciproque est fausse à cause de la restriction aux idéaux premiers, et non plus seulement équidimensionnels, dans la formation des anneaux quotients.
Leume 3. —— Soit v un noyau, sa compléuon, R et KR les corps des quotients de x et x ; alors R est une extension séparable de R.
REC PAS
Démonstration : voir [1], milieu de la page 10.
Nous allons maintenant démontrer une généralisation du «theorem of transition » de C. Chevalley ([[], th. 4, p.22). Soient o un anneau
sens ’ ; Re ADS à noyau et 4 un idéal de o primaire pour un idéal premier p; : est un
anneau à noyau puisque 4 est équidimensionnel. Soient 0 la complétion de 0, p un idéal premier de op, q la composante primaire de 04
nu suivant p. Soient t un noyau de- x le noyau de — obtenu par °q
complétion de r, R et R les Pabe _ Ter deretr, ZetZles anneaux totaux des quotients de: Heu) “ie (C) Z est l'algèbre
Éiendue VSD Pa sont les ie premiers de op, et di, DRE les idéaux primaires respectifs de og, l’algèbre Z est composée
directe (Chap. I, th. 2) des algèbres primaires GE di
Pi Qi.
est séparable sur R, ces algèbres primaires ont même longueur que
) Comme R
l'algèbre Z — QE (Chap. E, th. 5). Nous avons donc prouvé la q
formule suivante («formule de transition ») :
| Longeur 4 — Longueur 4. |
Nous en déduisons les conséquences suivantes :
SE? on 4 longueur p — longueur p— 1; doncpest composante primaire de op, et op est intersection d’idéaux premiers. Ainsi tout anneau local géométrique sans diviseurs de zéro est analytiquement non ramifié.
2 Prenons pour g une puissance symbolique, 49 =". Puisque °° — 00 (Chap. I, th. 7) nous en déduisons :
(3) Longueur ») — Longueur 3°:
En d’autres termes : soit 0 un anneau à noyau, à sa complétion,
go
p un idéal prenuer de 0, p un idéal premier de 0p, et q un idéal primaire pour p; on a alors Pa,(2) = Pas (2). En particulier les multiplicrtés des idéaux engendrés par q dans o, et 03 sont égales; c’est en cette dernière affirmation, appliquée dans le cas où go, est engendré par un système de paramètres, que consiste le « theorem of transition »
de C. Chevalley.
D. MüLTiPLICITÉS DANS LES PRODUITS KRONÉCKÉRIENS D'ANNEAUX LOCAUX. . — Soient © et o’ deux anneaux locaux complets de corps de base K et K' et soit M un corps contenant K et K’. Rappelons ([I|, p. 15 et suiv.) que le produit kronéckérien.de o et »’ sur M est un anneau semi-local complet A. A sera un anneau local si, et seulement si le
à ; sa 4 0 0e produit kronéckérien sur M des algèbres et. est un corps.
TaéorÈME 12. — Sr q et q' sont des idéaux primaires pour les idéaux maximaux w et w de o et o’ l’idéal b engendré par q et q' dans le produit kronéckérien À de q et de à', est, lorsque À est local, primaire pour l’idéal maximal de À et l’on a e(b)—e(a)e(q').
La première assertion est évidente. Soit /(r) la longueur de
g() celle de Ja si cet j sont assez grands (1) et g(j) sont des olynomes de termes dominants CIE et AU RIF Le d et d' désignant Po S (d— 1)! (d'— 1)! ) les dimensions de » et de 9’; les dimensions de ces deux modules sur K et K’ sont donc r#(r) et r'g(j), où r = 2: K | er É : K'| (Chap. I, th. 4); puisque b = A q + Ag, on a. b? — A gr + Ag g! + ve + Age,
On voit donc que la dimension sur M de l’espace vectoriel - est
A De égale à
Y(r)=rr À f()e(j):
Comme l'idéal maximal AA de A est engendré par m et w', on a
RU UE
PU :M|= — rr' ([I], lemme 3, p. 18); donc la longueur 4:(7) de à
égale à qu(2) = _s HOT
i+j<n NP
Comme il s’agit seulement de calculer le terme dominant du polynome ©,(n), nous pouvons remplacer f(#) et g(j), — soit par les
ro + ; quantités équivalentes 10 :, et e(q' jee Ro ee ‘) et appli-
d—1 quer une formule d'Analyse combinatoire, — soit par leurs termes
: , : e(a)e(s") ét ja dominants et remplacer la somme finie EN > l'TRee
par une intégrale double. Nous sommes ainsi ramené à calculer
n n—Y 4 n à Ê n . I EE [ray fo at de, d'estè-dire } f y(n—y)dr que nous 0 “0 0
poserons [(d, d'—1); l’intégrale I(s, s') se calcule en intégrant par parties, ce qui donne
(s + r)I(s, s'Y—=s{(s— 1, s +1), d’où, par applications répétées, CS AS LT (S SO RS EEE
e(a)e(a).nttt (dd + dy
icis — d, s' — d'— 1, donc o.(n) a pour terme dominant ,
ce qui prouve notre seconde assertion.
Remarque. — Dans le cas où q et 4’ sont engendrés par des systèmes de paramètres, nous déduisons immédiatement le lemme 4, Ï, p. 19 du théorème précédent.
6. SCHOLIE AU THÉORÈME D. — Les anneaux locaux que nous considérerons ultérieurement seront les anneaux des quotients o — Q,(U) d’une sous-variété U"“ sur une variété V'. Nous entendrons ceci au sens de C. Chevalley, c’est-à-dire que Q,(U) sera construit sur le «domaine universel » algébriquement clos Q. 0 contient alors isomorphiquement une extension transcendante pure de Q soit Q(X,,
X,_,), qui est un corps de base pour la complétion # de v; soit g un
idéal primaire pour l'idéal maximal = de 0, engendré par (y, ..., Yn). Soit Æ un sous-corps de Q sur lequel U, V et les y; soient définies ; la construction parallèle à celle de » et de g, menée cette fois sur # au lieu de Q, nous fournit un sous-anneau local 0’ de o et un idéal g’ de o’, primaire pour l'idéal maximal w', et engendrant q dans 0; comme Q(X,, ..., X,_,) est une extension de #(X,,
A AAURE Sert 0’ = ; és : — X,_,) linéairement disjointe de 9 0 s'obtient à partir de 0’ par
ne)
extension du corps de base £(X,, :.., X,,) en Q(X:, ..., X,.).
En vertu du théorème ? on obtiendra un élément z superficiel par
1 @. as rapport à q sous la forme = ay. (a;Eu), les restes des 4;
des a; mod mn évilant un nombre fini de sous-espaces vecto- D 5 CRE: 6; Te ; 5 :
riels V;(J= 1,2, ...,s). Du fait que o se déduit de o’ par extension du corps de base, les V; s’obtiennent à partir de leurs analogues V;, Ses : 0! o , tn relatifs à w', par extension de -; en —: Soient (c;) n éléments de Q nm
linéairement indépendants sur /; si S c:Y: appartenait à V;, les c;
satisferaient aux équations Dee définissant V;; mais
[ . [A [2 e° nu A comme V;, extension de V;, est défini sur Len: les À,;, peuvent être
ru
. o’ ; re RUE supposés appartenir à-;; or; el k(c) sont linéairement disjoints
nt
sur #; ceci prouve que les c; ne peuvent satisfaire qu’à des équations Dico qui sont conséquences d’équations linéaires à
coefficients dans #, ce qui n’est pas possible. Par conséquent l’élé-
ment z D 0). sera superficiel par rapport à q. En procédant de i—1
même dans —; avec cette fois #(c) pour corps de définition au lieu LE de Æ, nous voyons que :
SCHOLIE AU THÉORÈME D. — Soit 0 — Q,(U) l’anneau des quotients d'une sous-variété U d’une variété V, et q un idéal primaire pour l'idéal maximal w de o et engendré par (y;, ..., YA); st k est un corps de
AGE n définition de U, de V et des (y;), les éléments 3, => CAT er, D 6—u, c:EQ) forment un sysième de paramètres de à engendrant un idéal j' de même muluplicité que 9, cecr à condition que les c,; sortent. lénéairement indépendants sur k, les c,; sur E(Cis, SOA ANA ETC sur k(c;) où s<r. En particulier on pourra prendre pour coefjicients (c,;) n(v—u) variables indépendantes sur k.
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PREMIÈRES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
Le but de ce Chapitre est de donner, à La lumière des considérations algébriques de nos deux premiers Chapitres, quelques compléments à la théorie, maintenant classique, des multiplicités d’intersections telle qu’elle a été développée par GC. Chevalley [1] et A. Weil[ WF]. Le paragraphe À ne suppose du lecteur que la connaissance des notions géométriques les plus élémentaires; le paragraphe 2 demande la connaissance des méthodes de C. Chevalley; enfin le paragraphe 5, qui montre le lien entre les méthodes de C. Chevalley et de À. Weil, suppose connues du lecteur les méthodes de ces deux auteurs.
A. MUuLTIPLICITÉ D'UN POINT SUR UNE HYPERSURFACE. — Solent V une variété algébrique et W une sous-variété de V. Nous verrons au Chapitre V que la multiplicité de l’anneau des quotients de W dans V donne une définition raisonnable de la multiplicité de W sur V. Dans ce paragraphe nous noùs bornerons à constater que cette définition coïncide avec la définition la plus élémentaire dans le cas où V est une hypersurface et W un point que nous pouvons supposer être l’origine O des coordonnées.
ROGUE Soit ACX:, Xi) 0 l'équation deVS dans REX 0
l'idéal (F) est premier; considérons l’anneau de coordonnées
K[X:,..., Xsu] CP)
où æ; désigne la classe de X;modF; l’idéal engendré par (&:, Pre Œn) est maximal dans cet anneau. L’anneau des quotients 9 de cet idéal maximal est, par définition, l’anneau des quotients de O sur V; soit n son idéal maximal, engendré par (æ,, ..., æ,.,). Nous désignerons par » la multiplicité « élémentaire » de O sur V, c’est-à-dire le degré de la forme non nulle de plus bas degré du polynome F. Si 4 est un idéal primaire pour l'idéal maximal n d’un anneau local o, nous appellerons exposant de 4 le plus petit entier © tel que m° C3; nous avons alors le résultat suivant :
— K|z:, CID :3 Leu]
TéorÈèmE 1. — Le plus petit exposant 6 d’un idéal de o engendré par un système de paramètres est égal à la multiplicité m de O sur V.
Soit F=F,+ Fu +. .., Fh,x étant une forme de degré m+ h; nous pouvons supposer, après changement linéaire de coordonnées (K, étant algébriquement clos, est un corps infini), que F,, contient
un terme en æ”. On a donc
nr a+ P(x)) =Ù 7 0:(2) et xŸ EN Dir
Comme o est de dimension s, g est engendré par le système de para-
mètres (%, ..., æ,4,); comme l’exposant de q est évidemment m, on ac.-Cm.
Supposons réciproquement que (ÿ:1, ..., y,) engendre un idéal
4 primaire pour met d’exposant 5 <{ m; nous pouvons supposer que les (y:) sont des polynomes Y;(x). Si nous désignons par (M,(x)) ; É , :
l’ensemble des monomes de degré m—1 en æ;, ..., &,,4, ceux-ci appartiennent à 4 par hypothèse, et l’on a, en prenant un commun dénominateur P non dans 5m,
Ma(æ) (1 + P(x))=Ù Quiz) Yi),
LA
RES RCE les Q.;(æ) étant des polynomes ; ou encore
Ma(X) (1 + P(X))= D Qu(X) YX) + G(X) F(X);
écrivons l'égalité des termes de degré m—1, et soit X l'idéal de K[[X:, ..., X,,,]] engendré par (X,, ..., X,.,); comme P(O)—0
il vient
M(X)= Ÿ Qu(X) Yi(X) (mod X”).
Soit 1] l'idéal engendré par (Y,, ..., Y,) dans KT ET Où voit que Xm-! Cl un AE d’où Xr- C LES La Xr LE — [1] me XX : par applications répétées on voit que X”-! C1] + X"**, donc
X—1 e MN (1 ee A) — Ï.
ET
Ceci montre que 1) est primaire pour l'idéal £, contrairement aux faits qu’il est engendré par s éléments et que K[[X,, ..., X,,,[]est un anneau local de dimension s + 1 :
THÉORÈME 2. — La muluplicité m de l’origine sur l’hypersurface V est égale à la muluplicité e(w) de l'idéal maximal w de l'anneau des quotients à de O sur V.
Il existe dans 0 (Chap. IL, th. 5) un idéal q engendré par un système superficiel de paramètres et tel que e(w)— e(). Nous pouvons, après changement linéaire de coordonnées { scholie au théorème 5,
(Chap. Il)] supposer que q est engendré par (æ,, ...,æ..1); alors, conmmeniadealrCh XX de KIX ER ESX est équidimensionnel en vertu du théorème de Macaulay, donc aussi
ou
l'anneau ———— (9Lo +...+ 9%)
, la multiplicité e(q) est égale à la longueur
de l’anneau d’Artin à (th. 8, Chap. IT). Comme . — K, la longueur
de à est égale à sa dimension sur K (th. 4, Chap. [). Il est clair
Lo
ÿ , DT. m1 que: est engendré sur K par les nm monomes fe SES de car,
comme dans le théorème 1, on peut supposer que eq. Il nous suffira donc de montrer que (1, æ,, ..., æ&} ‘) sont linéairement indépendants sur K modg; s’il n’en était pas ainsi on aurait
LRU Pr) ed avec ti er,
doncx" eqcequi montre, contrairement au théorème 1, quen”"€Ca.
@. Ixrensecrioxs roncrueces. Decré D'une variété. — Nous adopterons dans ce paragraphe le point de vue géométrique de C. Chevalley. Soit V une variété de dimension d plongée dans un espace projectif de dimension n, L une variété de dimension nr — d, intersection complète de d hypersurfaces (F;— o); ce sera en particulier le cas si L4 est linéaire. Nous supposerons que toutes les composantes de L, V' sont propres, c'est-à-dire ici des points (M;). Soient p et v les idéaux premiers associés à V et L dans l’anneau de polynomeso—K[X,,...,X,] les x; étant les coordonnées non homogènes de l’espace.
Les composantes de V,L correspondent aux idéaux premiers minimaux, M,, ..., 1, de l'idéal p +, nr; étant associé au point M; Soient g; la composante primaire de p + v selon w; et r, l'anneau des quolients (2) (5) de M; dans V. D’après [[] (prop. 4, p. 35), la multiplicité d’intersection &(M;; V.L) est égale à
p + ets PRE EES, DETTE ? }
Comme q; est composante isolée de p +», on a
P + ti; : Tif; RE donc FM; V1) = e( En).
Si nous supposons que V est aussi intersection complète de n — d hypersurfaces, le théorème d’équidimensionalité de Macaulay s'applique et l’on a
e (5%) — ne (th. 8, Chap. IT).
nor
Ainsi 4(M;; V.L) est égale à la longueur de l'idéal primatre 1. ma Comme p + v — = (5; et que lesidéaux mn, sont maximaux dans 0, j=1 ; est une algèbre de dimension finie sur K, isomorphe au composé
direct des algèbres primaires = = ii 2, Chap. 1). K étant algébrique-
ment clos on a _ — K pour re donc longueur (2) == | 2:K) dj (y
(th. 4, Chap. L. On en déduit le théorème suivant :
THéorème 3. — Sr V et L sont des variétés de dimensions d et n — d, d’idéaux premiers p et v, toutes deux intersections complètes de n — d et d hypersurfaces, et si toutes les composantes de V,L sont des ponts (M;) à distance finie, on a
Ss
Du; V.L)= img ( So),
ZT
Nous allons, comme première application du théorème 3, donner une démonstration du théorème de Bezout dans le plan. Soient V et L deux courbes planes d'équations F — 0 et G& —o et de degrés met n. Nous supposerons que V et L n’ont pas de point commun à l'infini, c’est-à-dire que les formes de plus haut degré F, et G, de F et G n’ont pas de facteur commun. D’après le théorème 3, il nous suffira
\ KIX, Y à ; de montrer que l’algèbre RE FE est de dimension mn sur K. Nous allons le démontrer sans supposer que F et G sont irréductibles, sous la seule condition que F, et G,, n’ont pas de facteur commun. Nous
supposerons, avec des axes convenables, que X ne divise pas K,.
a. Soit, par exemple mn. Je dis que dimx( 65) —n. Il s’agit de montrer que B—(G, YG, ..., Y"'G) est une base de ce module. Comme F contient un terme non nul en Ÿ”, on peut, modF, réduire tout polynome à ne contenir d’autres puissances de Y que Y, Y?, ..., Yr1, Ainsi tout polynome PE(F)+(G) peut s’écrire P—AF+(B,(Y)+XB,(X, Y))G où les degrés de B, et de B, en Ÿ
Re ae
sont .<n—1; donc, mod(F, XG), P sera congru à B,(Y)G, combinaison linéaire d'éléments de B. Si d'autre part on a RE ‘ d'aGYie(r, XO)\ (re) A) à
cela s'écrit
GY a;Yi— AF + CXG.
dd
Mais, F et G n’ayant pas de facteur commun, cela implique que
XC —Ù a;Y'est un multiple QF de F; d’où
Dai Q(O, Y)F(O, Y};
mais F(O, Y } est de degré n, ce qui implique a;= 0 pour tous 1, et B est la base cherchée.
b. Par multiplication de G par X” ” nous sommes donc ramenés à montrer que, si F et G sont des polynomes de degré x dont les formes de plus haut degré n’ont pas de facteur commun, ona
dim( SE) ie
nous allons d’abord former les polynomes de degré <2r—2 qui -appartiennent à (F, G). Soit P—AF+BG de degré Zun—2; si À et B sont de degrés supérieurs à n —1, ils sont de même degré n—1+hA(h=o) afin que AF+ BG n'ait pas de termes de degré = 2n — 2; soient À, et B, les formes de plus haut degré de A et B; on doit avoir A,F;,+B,G,— 0; comme F, et G, n’ont pas de facteur commun, cela implique A,— CG, et B,——CF,; on a alors P—(A—CG)F+(B+CF)G avec A — CG et B+CF de degrés <n—1+h. Par applications répétées de ce procédé nous pourrons écrire P — AF + BG où A et B sont des polynomes de degrés Æn—2. Si AF+BG—A'F+B'G, les degrés de À; B, A', B' étant Cn—2, on en déduit (A —A')F—(B—B')G;
comme F et G n'ont pas de facteur commun, cela implique que À — A'est multiple de Get B—B' de F; l'hypothèse sur les degrés
montre donc que À — A' et B— B'. La représentation
PÆ=ArFÆBG (BAL n— 2, dB Zn—2)
est donc unique, et l’espace vectoriel W des polynomes de degré <2n— 2 qui appartiennent à (F, G) est de dimension n(n—1); comme l’espace vectoriel de tous les polynomes de degré “2n—2 est de dimension n(2R— 1), il est somme directe de W et d’un espace W' de dimension n°. |
c. [ reste alors à montrer que W'+(F, G) est l'anneau K[X, Y] tout entier, c’est-à-dire que W +(F, G)=KI[X, Y]. Or W+(F,G) contient tous les monomes de degré Z2r—:2; supposons, par induction, qu’il contienne tous les monomes de degré Æh(h=2n—2). Comme F, et G, n’ont pas de facteur commun, tous les monomes de degré 2n — 1 sont dans (F,, G,) d’après l'identité de Bezout; donc tout monome M de degré À + 1 est dans (F,, G,) et s'écrit
M=AF,-—+ BG
où À et B sont des formes de degré À +1— n. Alors M —(AF + BG) est de degré “h, donc appartient à W+(F, G); ainsi Me W+(F, G) et le théorème est démontré.
Comme seconde application du théorème 3, nous allons voir comment la définition du degré d’une variété V (*) se relie à la théorie de C. Chevalley. Soit V une variété de dimension d dans l’espace projectif de dimension s, et soit p l'idéal homogène associé à V dans o—K[X,, ..., X,]. La théorie des polynomes de Hilbert montre que le nombre de relations linéaires indépendantes que doivent satisfaire les coefficients d’une forme F de degré n afin qu’elle appartienne à p est un polynome y,(n) pour n assez grand; le degré de y,(n) est égal à la dimension de V; si son terme de plus haut
(1) Vanner WAERDEN, Eine Verallgemeinerung des Bezouischen Satz (Math. Ann., t. 99, 1928, p. 497); Kruuz, /dealtheorie (Ergebnisse IV, 3, Berlin, 1935).
SO EE
ie on appelle m le degré de la variété V. Si X désigne
l'idéal de s engendré par (X,, ..., X,),ilest clair que l’on a
degré est
p +4 De
4 (n) = dima (= pen
; : A LSTTE : o 23 Soit r l'anneau des quotients de l’idéal maximal ; dans 7; comme = Xe + p
est maximal tous les idéaux entre ; et sont primaires pour
Comme d’autre part & — K, on déduit du théorème 4 (Chap. I), que,
à x si PA(n) est la longueur de la puissance n°" de l'idéal maximal m—+ . der,ona
Pm(r) — Pm(rn—1) = yr(n).
Mais [scholie du théorème 5 (Chap. [[)] lidéal 4 engendré par les fonctions induites sur V par d+1 formes linéaires génériques (F5, ..., Fa) des X; a même multiplicité que w. Si v est l’idéal
de K[X;,, ..., X,] engendré par celles-ci, on aura m=e(ri }
Nous voyons ainsi ([I], prop. 4, p. 35) que m est égale à la multiplicité de l’origine O dans l'intersection du cône V4! représentatif de la variété projective V# et d’une variété linéaire L'-" générique. Soit L”#! une variété linéaire passant par L‘4 et intersectant proprement V. Alors V.L‘#'se compose d’un nombre fini de droites D;
passant par O; soit VPN D Nous pouvons d’autre part
écrire L = H.L%?, H étant un hyperplan convenable. Le principe d’associativité des intersections donne alors
MONET "NTM Abe ECS
NO
Ainsi le degré m de NV“ est égal au nombre de points d’intersection, comptés chacun avec sa multiplicité, de V4 avec une variété linéaire L:-4 générique.
HAS PE
9. Lien ENTRE LES mérnopes pe A. Wet et ne C. Cuevazey (!). — Il est montré dans l’appendice ILT de [ WF] que les deux définitions des multiplicités d’intersection coïncident. Mais ceci est une vérification a postertort; nous allons chercher une raison a priori de cette coïncidence. Nous avons déjà remarqué que notre théorie algébrique du Chapitre IT ne fait que généraliser et préciser celle de C. Chevalley. Il s’agit donc: seulement de traduire dans notre terminologie les résultats de A. Weil. Le cas général des intersections se déduisant d’un cas particulier par des opérations géométriques (changement de coordonnées, passage au produit, prise de paramètres uniformisants) qui sont essentiellement les mêmes chez Weil et chez Chevalley, nous nous bornerons à ce cas : soit (x, y) un point générique de V sur un corps #, les (x) étant des variables indépendantes sur #, et les (y) étant algébriques sur #(x); si (x', y') est une spécialisation de (æ, y) sur Æ telle que les ( y’) soient algébriques sur #(x'}[c’està-dire si P — (x, y'}est une composante isolée de l'intersection L. V, L étant la variété linéaire X — x’ |, alors la multiplicité :(P; L.V) est définie comme étant la multiplicité de la spécialisation (y) de (y) sur (æ) +(x') avec référence à k. Cette dernière notion est définie au début du paragraphe # (Chap. [D de | WF}; nous ne reviendrons pas sur les Chapitres [et II de [ WF]; notre travail se borne donc à traduire dans notre langage les paragraphes À, 2 et 5 de[ WF].
Le paragraphe 1, composé de divers lemmes de théorie générale des idéaux ne nécessite ni traduction, ni commentaires. Au paragraphe 2 le lemme 5 veut dire que, si p, idéal premier de(y)sur #, est associé à une composante primaire isolée q de l’idéal a, g est l’ensemble des éléments de [| X | transportés dans a par un multiplicateur qui n'appartient pas à p; ceci est un cas particulier d’ün résultat rappelé au Chapitre I (83). Au lemme 6, («)—(y) est algébrique sur #, donc p est un idéal maximal de #[X] tel que es —A(a);0
est l’anneau des quotients (Æ[X]),; l'idéal g = ao’ est primaire pour
(:) Les résultats de ce paragraphe ont été trouvés indépendamment par M. Iausa (Proc. Royal Acad. Tokyo, 1949).
PAT er
l'idéal maximal po’ d’après le lemme précédent; et notre théorème 4 (Chap. L), précise un peu le lemme 6 en montrant que DRE fe É D = [k(«):k].longueur (4°).
Passons maintenant au paragraphe 3 de Weil. Soit Q le corps des quotients de l'anneau de séries formelles o —/#[[æx]}], et soit (n) un ensemble de quantités d’un corps Q, 350. Se donner une spécialisation finie de (n) au centre de 9 revient à se donner un homomor-
phisme canonique de l’anneau of] sur un anneau quotient —;
» étant un idéal premier de o[n] tel que o ,v soit l'idéal maximal m [engendré par (x,, ..., æ,)] de 0. Dire que cette spécialisation est isolée, donc propre, équivaut à dire que v est un idéal premier minimal de o[n]n dans o[n|. Soit o’ l’anneau des quotients de l’idéal premier v dans 0[n], nw’ son idéal maximal; la spécialisation donnée est
ETS : : 9’
induite par l’homomorphisme canonique de 0’ sur —; on a on —11; mn
comme la spécialisation est isolée, w/ est un idéal premier minimal
de om; donc g'— a’ est primaire pour nw’. Si (n)—(a«) est la spé-
cialisation donnée, supposons que (n) est algébrique sur Q, donc
que (x) est algébrique sur #, ce qui est implicitement supposé
dans [ WF}; on a alors : = ae — Æ(x); comme #(a) est fini sur #
et que (æ1, ..., æ,) sont analytiquement indépendants sur #, ils
forment un système de paramètres de 0’ ([ LR], corollaire de la pro-
position 7, p. 703). La première partie de la proposition 3 est alors une conséquence de notre théorème 4 (Chap. L) :
É : x = | Ti “| -longueur (4) —{|#(x):k].longueur(x');
la seconde partie de cette proposition 3 montre, au moyen de notre théorème 6 (Chap. Il), que e(q')— HR est inférieur à la longueur de g', ce que nous savions ($ 3, Chap. Il). L’affirmation «[Q(n):Q Test multiple de [#(x):Æ] » (théorème 2, p. 57 de [WE |)
est une conséquence de notre théorème 6; Weil la démontre d’abord
en dimension 1 (prop. 4), où l'existence d’une base minimale de 0’ sur 9 lui permet de montrer que e(g')— longueur (q/} [cf. notre
paragraphe 5 (Chap. 11)]; il passe ensuite au cas général (th. 2) en injéctonto— ||, 7.]| dans l'anneau no, = He. .. 4 [[4]]
des séries formelles à une seule variable sur un corps plus grand. Les propositions 5 et 6 de [| WF{, relatives aux conjugués et aux automorphismes ne nécessitent aucun commentaire.
Les hypothèses du théorème 3 veulent dire qu’il existe un homo-
morphisme © de #[x, y] sur #4] y] tel que o(æ)—0 et o(Y)—= 7;
Ve = : Kklæ, y ; AE considérant [y] comme un anneau quotient SEA) v étant un idéal
premier, nous obtenons cette spécialisation comme induite par l’homomorphisme canonique de l’anneau des quotients r’ dev dans 4[+, y] ( « l’anneau de spécialisation ») sur son quotient par son idéal maximal mn. L'idéal »,4[æx] est évidemment engendré par (æ,, ...,x,); soit t —(#[æ] nu; © est un sous-anneau de +’, et est muni de la topologie induite par celle de r’ si l’on munit r’ et r’ de leurs topologies classiques d’anneaux locaux. La méthode employée par Weil consiste alors essentiellement en une complétion simultanée de r et r'; la complétion o de r est l'anneau #[[x]], celle o’ de r’ un anneau local fini sur 9; la spécialisation donnée (y) > (y) est alors au centre de 0 puisque on est engendré par (2, ...,æ,). Ainsi la multiplicité m de la spécialisation (y) de (y) sur (æ)>(o) avec référence à 4 est
égale à e(q'}, q' désignant l'idéal Ÿ 0'x, de 0’. Si nous revenons à t", qui est l’anneau des quotients du point P(O, y) sur V [de point générique (æ, y) sur k] (à une extension du corps de base près, ce qui ne change pas les multiplicités (cf. [1], lemme 4, p. 19), nous voyons que |
m=e(e Di ca} (Ov tP)Eb ee ot (PEN D) ET propeh;p.55),
multiplicité d’intersection définie par la méthode de C. Chevalley. Nous avons ainsi montré le lien entre les méthodes de A. Weil et
PRÉLIMINAIRES GÉOMÉTRIQUES
Avant d'aborder, aux Chapitres V et VI, la théorie des intersections excédentaires et des intersections singulières, divers préliminaires géométriques nous seront nécessaires, qui vont être exposés dans ce Chapitre IV. Les résultats algébriques des deux premiers Chapitres ne seront pas utilisés avant le Chapitre V. Nous supposerons désormais connus du lecteur la terminologie et Les résultats de[ WF].
À. QueLquEs ENSEMBLES ALGÉBRIQUES. — Nous entendrons par ensemble algébrique ce que A. Weil appelle « a bunch of varieties », c’est-à-dire la réunion d’un nombre fini de variétés algébriques, ou encore l’ensemble des zéros d’un idéal de polynomes. Nous allons montrer que cerlains phénomènes algébriques ou géométriques peuvent s'interpréter comme étant ceux qui se produisent si les données du problème sont placées sur certains ensembles algébriques.
a. Bases non séparantes. — Soit k un corps, Æ£(æ:, ...,æ,) une extension séparable de # de degré de transcendance r. Si (a;;) (ii r,1<jZn)sont nr éléments de #, cherchons à déterminer
si Ep 7) est une base de transcendance séparante #(æ)sur #. VEL
S'il n’en était pas ainsi il existerait ([ WF], Chap. I, th. 1) une déri-
vation non triviale de Æ(æ) sur # qui induirait la déviation triviale
sur #(y). Celle-ci D est déterminée par les éléments Dx,;—u, à
condition qu'ils satisfassent ([ WF], prop. 15, Chap. [) aux relations (1) a. 0, J
où (F,) est une base de l'idéal des relations algébriques satisfaites par (æ) sur #. On devrait donc avoir
[0 rm (2) EDS ij Vo) dijuj—= 0.
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(1) et (2) constituent un système d’équations linéaires entre les w,, qui, pour que (y;) ne soit pas une base séparante, doit avoir une solution non nulle. Ceci s'exprime par l'annulation de certains e. . . {/ 0F Y LE mineurs d’ordre 7 extraits de la matrice (Se aÿ)): Ces conditions TZ}
s’écrivent D P,(a) GT) — 0 où les P,(a)sont les mineurs d'ordre r
d extraits de ((a;;)) et les Gs9(x) des fractions rationnelles des æ. Exprimant les G,,(x) au moyen d’une base linéaire (e,) de k(æ)
sun£ GC) = e(bu Ek), on déduit du fait que les a;; appar-
üuennent à # la condition Dre o pour tous les indices s et 0.
U Donc :
Taéorème 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que les r om 22 à!
éléments Hd d;;æ;(a;;Ek)ne forment pas une base séparante de k(x) Je l sur k est que les éléments à;; annulent un certain nombre ( fini) de polynomes homogènes de degré r à coefficients dans k.
Nous voyons ainsi que les bases séparantes de £(x) sur Æ « sont situées » en dehors d’un ensemble algébrique de l’espace projectif de dimension nr — 1. Le théorème d’existence d’une base séparante extraite de Æ(æ) montre que cet ensemble algébrique n’est pas l’espace entier.
Remarque. — Prenons maintenant pour éléments (a;;) des variables indépendantes sur #(æ). Le théorème 1 montre que, si l’on pose
ep ai;æ;, (y) est une base séparante de Æ(æ, a) sur k(a); en ellet Ji ;
k(æ, a) est séparable sur #(a) ([ WF], prop. 16, Chap. I).
b. Éléments primitifs. — Soil ere (a;;€k) une base
r TA n
séparante de #(æ) sur k, et posons z = b;x;(b;et); nous nous pro- JA posons de voir si #(y, 3) est égal ou non à #(x), c’est-à-dire si 3 est,
= Die
ou non, un élément primitif de #(æ) sur #(y). Si qg=[#(x):#(y)] il faut et il suffit pour cela que z ait g conjugués distincts sur Æ(y); d’après la séparabilité de 4(æ) sur 4(y),(æ1, ...,æ,) à g conjugués distincts (x, ...,æ®)(1Z<5-Zq); donc lès g formes, linéaires Dia B; sont toutes distinctes. Le fait pour 3 d’être élément primitif J=1
s’exprimera donc par
HI(Êur-«r)re
NAS
Ceci est une forme de degré g(q —1}) en (b;) à coefficients non tous nuls dans #(y), d’après la théorie de Galois. Soit
(4) D'ur(b) 0,
où ,€Ek(y) et où les r,(b) sont les monomes de degré g(q—1) en D, ..., b,. Or on a b;€k pour tous /; soit donc (e,) une base linéaire de Æ(y) sur k, et soit PE DT e, où les c,, sont des éléments
de #Æ nuls sauf un nombre fini d’entre eux. (4) s’écrit alors
Zum (b)e 0, où encore 2e r(b)<0 pour certain indice «w.
Le (b) tels que z ne soit pas élément primitif de Aa sur Æ(y) satisfont donc à toutes les équations
(5) D Gorb)=0
Ceci montre lorsque # est un corps infini, l'existence d’un élément
primitif z de £(æ) sur Æ(y) de la forme z =) bras
JA
Remarques. — 1. Si l’on prend pour à, b) (n(r +1) variables indépendantes sur Æ#(x), on voit que l’on a X(x, a, b)— k(a, b, y, z). Ceci nous sera fortutile au paragraphe 2.
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2. Il est clair que les coefficients (4) de (4) sont des fonctions rationnelles des x et des à, à coefficients dans #; il en est de: même des (c) à condition de prendre pour (e,,) une base linéaire de k(æ) sur .
c. Projections d'indice © 1. — Soit V une variété de dimension d
n dans un espace de dimension n. Si D'a;X;= OCT dE) A sont les équations d’une variété linéaire L-(#+1), et si (æ) est un point générique de V sur un corps # contenant les (a), les coordonnées d’un point générique sur # d’une projection de V selon la direction
r de L seront, avec des axes convenables, les ds aijæ;. Rappelons = que, si #(y)=#(x), on dit que la projection est d'indice 1. Cherchons les directions de L”(#1) telles que cet indice ne soit pas égal à 1. Nous pourrons toujours supposer que (y1,...,y4) forme, ou contient, une base séparante de Æ(y) sur #. Alors les (ay.1,;) devront satisfaire à toutes les équations (5) ci-dessus, qui sont des polynomes en (a;;) à coefficients dans #. Donc les (a) donnant lieu à une projection d'indice > 1 constituent un ensemble algébrique B. Si nous projetons sur la Grassmannienne des directions de L'-(#) nous voyons que ces directions exceptionnelles de projection constituent un ensemble
algébrique.
d. Composantes excédentaires. — Soient V' et W' deux variétés de dimensions r et 7’ dans l’espace affine S", ou projectif P". Rappelons que toute composante M de V,, W a au moins la dimension r +r— n; une composante de dimension 7 +7 — n est dite propre; une composante est dite excédentaire dans le cas contraire. Nous nous proposons de montrer que l'existence de composantes excédentaires est « un phénomène algébrique et exceptionnel ». Plus précisément nous supposerons que W” parcourt une famille algébrique de variétés, c’est-à-dire que, dans l’espace produit S>< S", ilexiste une variété U, de projection U’ sur S, et telle que pour certain point P, € U’, la projection de (P, >< S"),U soit W; ainsi W est plongée dans la famille de variétés (et cycles) W,= prs.((P x S’).U) où P eU/. Il s’agit de
montrer la propriété suivante :
Ge
Tniorème 2. — Les points P EU! tels que V,, W, ait au moins une composante excédentaire forment un sous-ensemble algébrique de U'.
Comme dans la plupart des cas nous saurons que VA Wh n’a que des composantes propres lorsque P est un point générique de U/ sur certain corps de définition, nous voyons donc bien que l'existence de composantes excédentaires est « un phénomène algébrique et exceptionnel ».
Soit # un corps de définition commun de U, U’et V. Nous ne considérerons que les points P EU’ dont les coordonnées sont dans une extension K de 4, algébriquement close et de degré de transcendance infini sur #, mais telle que le domaine universel Q soit de degré de transcendance infini sur K. Alors les composantes de W,, V sont toutes définies sur K quel que soit P ([ WF], prop. 1, Chap. V). Nous supposerons que W, est de dimension r/ pour P générique sur #, et que V', W? n’a que des composantes propres, c’est-à-dire de dimension rE7—n. Soit Lett-n-1= [21 tr) 1 ne variété linéaire de S” générique sur K.. Il résulte de[ WF ](prop. 2, Chap. V), que V.L est défini et est un cycle de dimension n—7r—1,que L,M est vide si M est une composante propre de V,, W,, et que L,M n’est pas vide si M en est une composante excédentaire. Les points P eU' donnant lieu à des composantes excédentaires sont donc ceux tels que L,V, W, ne soit pas vide, donc tels que W,,C;<# pour au moins une composante C; de L, V. Considérons donc, dans S\ >< 5" l’ensemble algébrique « cylindrique » B= S\X(L, V). Les points P en question seront évidemment ceux qui appartiennent à l’ensemble
algébrique pry (BU).
Remarquons que toute composante de ce dernier ensemble est définie sur le corps Æ(a, b), clôture algébrique de Æ(a, b) où les (x) et les (b) sont les coefficients, algébriquement indépendant sur #, des équations de L. En faisant varier les (a) et les (b) nous voyons que toute composante de pry(BAU), dont la définiion est indépendante de (4, b), est algébrique sur k.
2. SPÉCIALISATIONS DE piviseurs. — Le reste du présent Chapitre va être consacré à la solution du problème des spécialisations de cycles
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de dimension arbitraire, problème posé par A. Weil CHECWE], Chap. IX, n° 6). Nous allons d’abord nous préoccuper des spécialisations à. diviseurs, c’est-à-dire de cycles de dimension n—1 de l’espace projectif P", dans lequel nous nous placerons pour le reste de ce Chapitre. D'autre part, comme tout cycle se représente comme différence de deux cycles positifs, nous nous bornerons aux cycles positifs, laissant au lecteur la généralisation, d’ailleurs triviale, aux cycles quelconques.
Soit + > n; V; un diviseur de P”", c’est-à-dire une combinaison
linéaire d’hypersurfaces V; d'équations (irréductibles) F;(X)— 0. Nous ferons Re au diviseur X l’équation 11 CAN DS
que nous de l'équation du diviseur X. Il ÿ a ainsi un homomorphisme du monoïde multiplicatif des formes en (X}) sur le monoide additif des diviseurs positifs, deux formes ne différant que par un facteur constant donnant le même diviseur. Considérons plus particulièrement les diviseurs de degré d, c’est-à-dire représentés par
des formes de degré d, et soit (7, (X)) l’ensemble des monomes de | degré d en (X,, ..., X,). Soit C la variété de P*>x< P\ représentée
par l'équation G > A,mX)= 0; si (a,) est l’ensemble des coeffip=—0 cients de l'équation du cycle X et si (æ) est un point de P”, les rela-
tons «(æ)EX » et «(æ, a)EC » sont équivalentes. On a l'égalité suivante :
(1) CPE D OX Se )S
en effet les composantes du cycle du premier membre sontles V;>x (a) si l’on pose Le) niV;; et la multiplicité de V; est égale à (QG) si G est la fonction induite par G sur P'X<(a)([ WF], Chap. VIIT),
nombre qui est égal à n; puisque P(l Det.
(:) Le problème a été résolu indépendamment par MM. Matsusaka, Barsotu et Chow, par des méthodes analogues à la nôtre.
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Soit X un diviseur de degré d, (a) les coefficients de son équation. Un cycle X' ne saura être spécialisation de X que s’il est aussi un diviseur de degré d, comme il résulte des conditions naturelles imposées dans [| WF]; soient (a') les coefficients de l’équation du cycle X’ spécialisé de X sur #. Si nous supposons que les-eonditions de A. Weil sont satisfaites, nous pouvons prolonger XX’ en une spécialisation (a”) de (a); (1) montre alors que l’on a (P:x(a").C—X!'><(a")) puisque la spécialisation des cycles doit être compatible avec le produit d’intersection et que C est définie sur le corps premier; ceci exprime que les points (a') et (a”) sont identiques. Nous dirons donc que le diviseur X’ de coefficients (a) est une spécialisation du diviseur X de coefficients (a) si (a') est proportionnel à une spécialisation de (a) sur k; cette définition est la seule qui soit susceplible de satisfaire aux conditions de [| WF]. Nous remarquons aussitôt les propriétés suivantes :
1° Cette notion de spécialisation de diviseurs est transitive.
2° Un diviseur rationnel sur # n’a d'autre spécialisation que luimême sur #.
3° Toute spécialisation d’un diviseur positif est un diviseur positif.
4° Le théorème d’extension des spécialisations s'applique aux spé-
cialisations de diviseurs ([ WF}, prop. 10, Chap. IF).
Soit maintenant V une hypersurface de degré d et de coefficients (a), et (æ) un point générique de V sur un corps K contenant #. Soit X' une spécialisation de V sur #, et (a!) les coefficients de X/, (a') étant une spécialisation de (a) sur #4. Utilisant les notations de [ WF], (Chap. VIT), la formule (1) donne V—C((a)) et X'— C((a')). Donc si (x') est une spécialisation isolée de (x) sur (a) + (a!) avec référence à k, (x') est un point générique sur la clôture algébrique de K(a’) d’une des composantes du diviseur X!, et réciproquement.
9. PROJECTIONS GÉNÉRIQUES. SPÉCIALISATIONS DE CYCLES DE DIMENSION ARBITRAIRE. — Soit X un cycle positif de dimension r dans l’espace
projectif P’; posons X ED ni V;, les V; étant des variétés de dimen-
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sion r. Soit K un corps de définition commun des V;, et soit # un
sous-corps de K ; supposons que X' soit une spécialisation de X sur #,
quel que soit le sens que l’on puisse attribuer à ces mots. Posons ñn
RES CiXi(j =0,...,r—+1), les c;; étant tels que #(c) et K soient linéairement disjoints sur #. Alors X' doit être aussi une spécialisation de X sur Æ(c). Considérons les projections de X et X' selon la direction d(Z;— 0); si les (c) ne sont pas sur certain ensemble algébrique ($ À) les cycles pr,X et pr,X' sont définis et sont des diviseurs de l’espace projectif P'+!, D’ après les conditions de [ WF], pr,X’ doit être une spécialisation de pr,X sur #(c). Prenons maintenant pour (c) un ensemble de (n+1)(r+2) variables indépendantes sur K. La projection ci-dessus sera alors appelée projection générique de X. Toute variété V; du cycle X est alors projetée sur une hypersurface H; . de P'* avec indice de projection 1 ($A,c); ainsi pr,X >. n:H,;. Raisonnons pour simplifier sur un cycle réduit à une variété V; l’hypersurface H projection de V aura une équation G CAES, dia), u les r,(Z) étant les monomes de degré d en les indélerminées Z;; les coefficients d, sont dans K(c); d’après l’homogénéité nous pouvons les prendre dans K{[c]. Si nous spécialisons sur 4 les (c) en (c') de façon que Æ(c') soit linéairement disjoint de K sur # (cette spécialisation est alors aussi une spécialisation sur K), les d, se spécialisent de façon unique en d,. Soit (æ) un point générique de V sur K ; alors H admet
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2 : inéri K re br 4 Re pour point générique sur K(c); et D Ne est A T—=1
point générique sur K(c') de la projection H' de V suivant la direc-
tion (c'). L’équation G'(Z/ =Ddr(2) 2; Pr est alors à
satisfaite par les (z'); réciproquement toute spécialisation isolée (u)
de(z)sur (c) + (c') avec référence à K se prolonge, puisque lindice
de projection est supposé fini, en une spécialisation isolée (æ') de (x)
sur K, et (w) est donc la projection suivant (c’) d’un point générique
de V sur K. Ceci montre que tout point qui satisfait à G'(Z')—o est
sur la projection de V et réciproquement. Si donc G,—o est l’équation de cette projection H’ on a G/=(G;)'; en comptant les intersections de H' avec une droite générique D de P’**, et de V avec la variété linéaire projetant D, la considération des degrés de V (égal à celui de G ou de G') et de H' (égal à celui de G,), montrent que s est égal à l’indice de projection de V. Donc G'— o représente le diviseur Pre) V. Le cas d’un cycle X (au lieu de V) s’en déduit par linéarité. Comme [ WF] la spécialisation des cycles doit être compatible avec la projection algébrique, nous sommes amenés à poser la définition suivante :
Déremrrion 1. — Un cycle X' est dit spécialisation d’un cycle X sur un corps k, si et seulement si, le diviseur projection générique de X' (sur un corps de définition de X et X') est spécialisation sur k(c) du diviseur projection générique de X [les (c) désignant les coefficients de la projection générique |.
Passant à l’espace affine, considérons les r+1 hyperplans LS ox 0 |. La relation G(Z)—0o veut dire que V a un
point commun avec l'intersection L”"-* des hyperplans L;. Explicilant G(Z) en écrivant ses coefficients comme des polynomes en (c), soit G(Z;, c;), nous voyons donc que G(z,c})est la zugeordnete Form de V(ou du cycle X) selon Chow et Van der Wærden. Des résultats
de ces auteurs nous déduisons (‘):
1° La condition nécessaire et suffisante pour que les b,(c) soient les coefficients de la projection générique d’une variété V' (ou d’un cycle X’) s'exprime par un nombre fini de relations algébriques entre les b,, ou encore entre leurs coefficients en fonctions des c;; ces te algébriques ont leurs coefficients dans le corps premier.
2° Ceci montre donc qu’en spécialisant les b, sur # on obtient effectivement l'équation de la projection générique d’un cycle X'”. Ainsi le principe de prolongement des spécialisations est vrai pour les cycles.
(') Van er WæRDEN, A/gebraische Geometrie ($ 36, 37, p. 155-162).
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3 Les cycles positifs de dimension r et de degré 4 se répartissent donc en un nombre fini de systèmes algébriques irréductibles. Ceux-ci forment donc un ensemble algébrique défini sur le corps premier. Les cycles positifs de dimension r de l’espace projectif se répartissent donc en une enfinité dénombrable de systèmes algébriques irréductibles, tout cycle appartenant au moins à un et au plus à un nombre infini de ces systèmes.
4° Si l’on considère maintenant les cycles portés par une variété U définie sur #, les résultats de Chow-Van der Wærden montrent que les (b,) doivent satisfaire à un nombre fini de relations algébriques. Celles-ci sont à coefficients dans #, ou, si l’on veut, dans le plus petit corps de définition déf (U) de U. Le cycle spécialisé X' de X sera alors automatiquement porté par U et le théorème de prolongement des spécialisations s’appliquera encore.
Le fait que X’ est porté par U pouvait se déduire aussi des considérations terminant le paragraphe 2).
Une analyse analogue à celle de 3° montre que les cycles positifs de dimension r portés par U se répartissent en une infinité dénombrable de systèmes algébriques irréductibles, tout cycle appartenant au moins à un et au plus à un nombre fini de ces systèmes. Ces systèmes sont définis sur la clôture algébrique de déf (U); qu’ils ne soient pas nécessairement définis sur déf(U )est montré par l’exemple des génératrices rectilignes de la sphère X°+ Y?+ Z°—T°—o, chacun des deux systèmes étant défini sur Q(7) et non sur Q.
5° Tout cycle est déterminé de façon unique par sa projection générique. Ceci résulte des résultats cités. Nous allons cependant établir directement un résultat un peu plus fort. Nous avons vu que ‘ Ja connaissance de la projection générique de V détermine toutes les projections de V suivant des diviseurs d'espaces P'*". Après un changement éventuel de la numérotation des coordonnées nous pourrons supposer que (X,—o) ne contient pas V, passer aux coordonnées affines et supposer que (æ1, ..., æ,) est une base séparante de K(x)
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sur K, (æ) étant un point générique de V sur K. Si alors (@,.4, ..., 43) sont » — r variables indépendantes sur K(æ), on a re KEANE Ra) ET a) où: Y— D az; ($ 1).
Jar ds o | ; La projection de V selon la direction _ 0,40, > Xe) j=n+1 est alors d'indice 1 ; nous l’appellerons projection semi-générique de V. Nous allons alors montrer que V est déterminée de façon unique par sa projection semi-générique. Soient donc V et V' deux variétés définies sur K et ayant la même projection semi-générique H. Tout point générique (æ,, ..., x.) de H sur K(a) est projection de points D'ÉNOPIMUES. LE) » 2 2 dre Dies 20 En) Je Ve CD (Er Le OPA de V’ sur K; les (x;) et (x;) sont algébriques sur K(zx,, :.., x)
G=itr, :..,n)etlona De a;j(xæ;— x;)—0;comme les (a;)sont , j=n+1
des variables indépendantes sur la clôture algébrique de K(x:,, ...,æ,)
ce sont des quantités linéairement indépendantes sur ce corps; on voit
donc que = ielqueM— VV?
Voici maintenant quelques conséquences immédiates de la définition 1 :
a. Au moyen d’un K-automorphisme o, nous voyons que cette définition est indépendante des variables indépendantes (c) choisies.
b. Elle est compatible avec l’addition des cycles.
c. Elle est indépendante du corps de définition K de X choisi; il suffira en effet, d’après a, de prendre les (c) algébriquement indépendants sur le corps composé des deux corps de définition de X considérés.
d. En prenant les (c) algébriquement indépendants sur un corps de définition commun de trois cycles X, X’, X', nous voyons que la notion de spécialisation des cycles est transitive.
e. S1 X est rationnel sur k, pr, X est rationnel sur #(c) CL WE],
Ah TE ES
Chap. VIL th. 14), donc n’a d'autre spécialisation que lui-même sur k(c) ($ 2); comme tout cycle est déterminé par sa projection générique, X n’a d’autre spécialisation que lui-même sur #. ®
_J. La phase « X’ est spécialisation générique de X sur # » voudra dire par définition que les coefficients de la projection générique de X’ se déduisent de ceux de la projection générique de X par un E(c)-automorphisme. Par prolongement des automorphismes nous voyons que ceci veut dire que X’ est un conjugué de X sur 4.
- g. L'analyse précédant la définition ! montre que la spécialisation des cycles est compatible avec la projection algébrique lorsque celle-ci donne des diviseurs. On peut lever cette restriction en appliquant aux cycles prX et prX' une projection générique dans la variété linéaire qui les contient (« principe des trois perpendiculaires »).
h. La même analyse montre également que la notion de spécialisation des cycles ne dépend pas de l’espace projectif P* dans lequel ils sont plongés puisque tout cycle est déterminé de façon unique par sa projection générique.
. Pour les cycles de dimension zéro la notion de spécialisation définie ici coïncide avec celle de[ WF |; en effet, pour un point P(æ), la
projection générique est > cit; — 2; une spécialisation z' de z sur Æ(c)
se prolonge en une spécialisation (x) de (x); comme on aa > ét? Ge
z' est la projection générique du point (x'), et notre affirmation est
une conséquence de la détermination unique d’un cycle par sa projec-
tion générique.
4. COMPATIBILITÉ DE LA SPÉCIALISATION DES GYCLES AVEC LE PRODUIT DIRECT ET LE PRODUIT D'INTERSECTION. — PRoposirion 1. — SE (Y’, Z') est une spéciakisation de (Y, 2) sur k, le cycle Y' ><} est l'unique spécialisation de Y <Zsur(Y, Z)—(Y, Z') avec référence à k.
Nous nous bornerons au cas où X — Y *< Z est une variété, le cas général s’en déduisant par linéarité ([ WF], Chap. VIT, p. 203);
Y et Z seront donc des variétés de dimensions r et r; soit K un corps
Sao eu
de définition commun de Ÿ et Z contenant #, et soient (æ) et (x) deux points génériques indépendants sur K de Yet Z; X admet alors (x, + 2) pour ti générique sur K. Si (æ1, ..., æ,) el + A > &3) sont des bases séparantes de K(æx) et K(æx)sur K, PR MES Liy ee.) +)
à LL
est une base séparante de K(x, x) sur K. Soient y— > dj), j=n+1
ÿ—= > axæx, les (a,a) étant des variables indépendantes sur Kk=n+1 K(æx, æ). Les coefficients del’équation de la projection semi-générique de X (resp. YŸ, Z\ sont proportionnels aux fonctions symétriques élémentaires des conjugués de y+ y sur Ka, D, Dire Li æ.) [resp. de y sur K (a, TAC T ES x), de y sur K(a, PRE æ;)]; mais ces premières fonclions symétriques sont des polynomes, à coefficients dans le corps premier, des autres. Ainsi'les coefficients (6) de l'équation de la projection semi-générique de X sont des polynomes, à coefficients dans le corps premier, en les coefficients (b) et (b) des équations des projeclions semi-génériques de Y et Z. D’après le principe de prolongement des identités algébriques ces expressions des (6) en fonction des (b, b) sontencore valables si X, Y et Z sont des cycles (de mêmes degrés respeclifs). Or se donner des spécialisations Y’
et Z' de Y et Z sur k revient à se donner des spécialisations (b') et (4!) de (b)et (b) sur 4(a)et Æ(a), c'est-à-dire une spécialisation (b, b') de (b,b) sur Æ(a, a); en effet (b') et (b') sont des spécialisalions de (b)et(B }sur ka, a) d'après WF] (cor. du théorème 5, Chap. IL; d'autre part comme K(æ) et K(x) sont linéairement disjointssur K, k(æ) et k(æ) le sont sur #, donc k(a, a, æ) et ka, a, æ) le sont sur E(a, a); a fortiori k( a, a, b) et k(a, a, b) sont linéairement disjoints sur #(a, a), et notre affirmation résulte de [ WF] (Chap. I, th. 4). Donc les (B) se trouvent spécialisés, et de façon unique en (8), et, d’après la première partie du raisonnement, les (8) sont les coeffificients de l'équation dela projection semi-générique du cycle Y' > 7.
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Proposition 2. — Soient Let YŸ deux cyles positifs portés par une variété U définie sur k; st (Y', Z') est une spécialisation de (Y, Z)) sur k telle que Y'.Z! soit défini (*), alors Y .Z est défini et Y'.Z! est l'unique spécralisation de Y .Z sur (Y, Z) = (Y', Z!) avec référence à k.
._ Le fait que X.Y soit défini se voit ainsi : si Z,Y avait une composante excédentaire C, une spécialisation C/ de C sur (Z, Y) + (Z/, Y!) avec référence à Æ appartiendrait à Z/,Y', et Z'.Y' ne serait pas défini. Si une composante C de Z,Y appartenait à l’ensemble singulier de U, C’ appartiendrait à cet ensemble, qui est défini sur #, et Z'.Y' ne serait pas non plus défini.
Pour le reste de la proposition 2, nous examinerons d’abord le cas où Ù est l’espace projectif. Par utilisation des cycles produits et de la diagonale, nous sommes d’abord ramenés au cas où Z est une variété linéaire L, définie sur le corps premier (prop. 1). Si K est un corps de définition commun de Ÿ et Y’, soit L, une sous-variété linéaire de L,, générique sur K, et ayant une intersection propre et de dimension zéro avec Ÿ et Y’; L, est définie sur # linéairement
disjoint de K sur #; ([ WF], th. 4, Chap. V), montre que, si
> Da LP et YO, me Q8g, œ 8
on à
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où V, (resp. W,) est la variété ayant P, (resp. Qs) pour point générique sur K ; il nous suffira donc de montrer que Y’.L, est l’unique spécialisation de Y.L, sur Y — Y' avec référence à #. Nous sommes ainsi ramenés à des intersections de dimension zéro. Par projection générique sur #'(K) nous sommes ensuite ramenés, d’après la définilion À, à l'intersection d’un diviseur H et d’une droite D, cas où la
compatibilité se déduit aussitôt de [| WF] (Chap. IL, prop. 9).
(*) Conformément à [I], et contrairement à [ WF], nous disons que le cycle intersection Y’.7Z/ est défini si toutes ses composantes sont simples et d’excès
nul sur U.
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Reste maintenant le cas où les cycles Y.Z et Y’.Z' sont définis sur une variélé ambiante U° définie sur #. Par passage au produit et à la diagonale, nous pouvons supposer que Z— Z’ est une sous-variété simple de U définie sur 4. Parallèlement à une direction de dimension z — w et générique sur K, faisons passer par Z un cylindre H; celui-ci est défini sur un corps #’ linéairement disjoint de K sur # ([E], th. 6, p. 92); il est clair (8 4) que H.U est défini et que Z est
une composante de multiplicité : de ce cycle. Toute autre composante T de H.U ne peut être algébrique sur 4; en effet un K-automorphisme quelconque 5 laisserait T invariante; T serait donc une composante de tous les cycles U.H°; mais chaque cylindre H° est contenu dans un hypercylindre C° projetant Z sur une de ses projections génériques; le fait que Z est déterminé de façon unique par l’une de celles-ci ($ 5) entraîne en particulier que l’on a Z =f) GE
d’où Z=f\ H°. Donc le cycle H.U est somme de Z, algébrique
sur #, et d’un cycle À transcendant sur k.
Considérons maintenant les cycles (Z.Y et H.Y [resp. (Z.Y'y et H.Y’]. [I] (th. 6, p. 92) montre que H.Y est somme de (Z.Y }, et d’un autre cycle positif B; le raisonnement ci-dessus montre que toute composante de B n’est définie que sur une extension transcendante de K; on a doncH.Y —(Z.Y},+(A.Y} où B—(A.Y est transcendant sur K; et de même H.Y'—(Z.Y',};+(A.Y'} où B'—(A.Y'), est transcendant sur K. La partie du raisonnement relative à l’espace projectif montre que H.Y’ est l’unique spécialisation de H.Y sur Y — Y’ avec référence à #'. Soit(Z.Y ;, > R’ une extension de cette spécialisation; c’est une spécialisation sur #’ mais elle est déterminée par une spécialisation sur # puisque £' est linéairement disjoint de K sur #. Ceci montre que R’ est invariant par tout K-automorphisme 0, et par conséquent R'(Z.Y');;. Mais comme les cycles (Z.Y },, (Z.Y'}; et R' sont positifs et de même degré, on en déduit R/—(Z.Y'} et la proposition 2 est démontrée.
D. LE THÉORÈME DE SEvert. — Nous allons maintenant donner une démonstration d’un théorème dû à F. Severi. Notre démonstra-
TUE
tion suit de près le raisonnement géométrique de F. Severi (‘ ), mais insiste sur certains points de nature plus algébrique laissés de côté par cet auteur. Ce théorème nous donne d’ailleurs une seconde démonstration du fait que le principe de prolongement s'applique aux spécialisations de cycles.
Taiorème 3 (Severi). — Soi X' un cycle de dimension r de l’espace projectuif P"; dl existe n—7r diviseurs U,, ..., U,,, s’intersectant proprement dans P", et tels que X —U,...U,
1° Supposons d’abord que X soit une variété V, définie sur un corps infini K; nous supposerons, ce qui est toujours possible au Del d’un done d’axes ($ 1), que le point à l'infini sur OX, n’est pas sur V, et que le cylindre C’+!' parallèle à OX, et s'appuyant sur V projette V sur l’hyperplan (X,— 0) avec un indice de projection égal à 1. Soit alors (x) un point générique de V sur K; on a NE 2) Cri. 0 L'a)et-lohpeut'ecrire
P et Q étant des polynomes, et Q(x)><o. Soit M le monoïide d’équation X,;,Q(X)— P(X)=o, et N l'hypercylindre Q(X)— 0,
ce dernier n'étant pas nécessairement irréductible; si Q —]| | (Qs)* B
les Q3 étant irréductibles, nous conviendrons ($ 2) que Q(X)— 0 représente le diviseur 2Ne Ng étant l’hypercylindre irréductible
d’équation D 0 Considérons l'intersection C:M; toutes ses composantes sont propres car Cd M; V' en est une composante. En un point générique de V l’hyperplan H tangent à M est engendré par
Se CEA linéaire tangente à C contient la parallèle à OX,; comme H ne contient pas cette droite, ces variétés linéaires tangentes sont transversales, ce qui montre que V a multiplicité 1 dans C.M. Les autres
oR 0R Er les vecteurs { 1, 0, ..…, =) (00-25 h qe , et la variété
() F. Severr, Sistemi di equivalenza, p. 62 (Rome, 1941).
ÉnTETE
composantes de C.M sont des cylindres parallèles à OX,, obtenus P (6) Q(6) en effet un point générique de V.sur K a pour coordonnées homogènes (æ, Q(æ), …, æ à Q(æ), P(æ), Q(æ)); si l'on avait Q(E)=0 sans avoir P(Ë) — 0, cela voudrait dire que le point à l'infini de OX, est sur V contrairement aux hypothèses. Donc les composantes A; de C.M autres que V sont identiques à celles de C.N; ces dernières sont toutes propres car Q(X) ne s’annule pas sur C par hypothèse. ‘Il nous reste à montrer que l’on a V—C.M—C.N; or C.N est, sur C, le diviseur (Q(X)), des zéros de Q(X)([WEFT, Chap. VII, n°2), et C.M le diviseur (P(X)—X,Q(X)),. Nous supposerons, ce qui est possible par changement d’axes, qu'aucune des A; n’est à linfini; C.M—C.N est le diviseur (x GX ne peut figurer dans ce diviseur; en effet, si v est une valuation de
se) = car le point à l'infini de OX, ne se.
trouve pas sur V (cf. ci-dessus), et l’on déduirait de (x — nd) 0:
lorsque se présente sous la forme : IL suffit pour cela que Q(Ë)—0;
) ; aucun cylindre A,
centre À,, on a e(
une contradiction, car, si (€) est un point générique de A;, £, est
P(X transcéndant sur K(E,, ..., E£, ,): On a donc s(X— Go) SN
pour toute valuation + de centre À, : comme, par application de la formule de projection à C et à un modèle normal de C, on voit que 2(A,; C.(M—N)) est combinaison linéaire de ces nombres, on à (A; C.(M—N))—o. Comme le point à l'infini de OX, ne se trouve pas sur V, C.M—C.N est un diviseur positif; donc on a
2° Considérons maintenant un cycle Fe n, V,. Nous ferons les
mêmes hypothèses relatives à la situation du point à l'infini de OX,, et ceci par rapport à toutes les V,. On a alors V,— C.(M,— N,). Nous allons nous arranger pour que le méme monoïde M et le méme hypercylindre N puissent servir pour toutes les V,. Soit K un corps de définition commun des V,, (æ*) un point générique de V, sur K. Soit p, l'idéal premier de K[X;, ..., X,_, ] associé à la projection
Te
de V, sur (X,—o); avec des axes convenables nous pourrons les supposer tous disuncts; alors pydp, si a <8. Soit S,3 un polynome
de K[X,, ..., X,.,] tel que Sas Pa Das Es; posons ILES D Ba
alors T,p, et T,eps pour Ba. Si BEST on à T'ép, quel
ar 0 NE RUe
MARGE TES JET
, : : il dérons la fraction oncle = er Ge OLPC Ce
que soit «a et T=T,(p,). Écrivons x“ et Consi-
Car Ts (xe)) = 01 186224; 1T er si nous écri- ACT tout”x. Donc le = AO A) P
monoide M (An DÉRE PO) —=o)enle "cylindremN(OCX)— 0) rare Servir pour “touse lés Vi: V=C, (MN): Donc AL Œ). (M—N)= YU, U étant un diviseur.
P (a) vons = nous avons x“
3° Ilsuffit alors d'appliquer le même raisonnement à Y'*', et ainsi de suite, pour obtenir le résultat annoncé.
Remarque. — Si X est un cycle rationnel sur le corps énfini K, il est clair
que > No Cx Sera aussi rationnel sur K, car on prend un point de vue à coorœ données dans K. Nous pourrons décomposer X en une somme de cycles Ha
rationnels sur K, et former pour chacun d’eux la somme partielle R — DE DE
soit (x®)) un point générique sur la clôture algébrique K de .K d'une 4 composantes de ce cycle; les autres s'en déduisent par + automorphismes ©, : æ@=5,(x°). On pourra alors prendre P,—=o,(P.), Qc=o(Q); si nous prenons T.ép. et T.eyp, pour a;<e, et No on aura T,ép., T,epsg (6<a). Alors R aura ses coefficients invariants par les automorphismes oc,, donc contenus dans une extension radicielle de K. Ainsi M et N seront définis sur une extension radicielle de K. Par conséquent, si X’ est rauonnel sur un corps infini K, on aura X—U,...U, ,;, les UÜ; étant des diviseurs radiciels sur K; ils seront rationnels si K est un corps parfait.
Nous allons maintenant donner quelques compléments sur les monoides (X,Q(X)—P(X)=—o) passant par la variété V' (ou le cycle X7).
Lemme. — Soit 6 un élément intégral et séparable sur E[u,, ...; u], les u; étant des variables indépendantes sur k. Si 3 Eu, +) est intégral suru el CL Ee) = PAG EE RRTEE P,(u) est le polynome minimal de v sur k(u), alors 3F'(+)ek[u, | (autrement dit F'() est un élément du conducteur de la fermeture intégrale de #[w; v]).
Les P;(u) sont des polynomes d’après le lemme de Gauss. Soient (v;) (o-<i.<d — 1) les conjugués de + sur Æ(u), et (si) ceux de 3. Posons
d—1 2 Fe) =Ÿ r;(u)vi, où rj(u)ek(u).
Prenant les conjugués il vient d—1 3; F'(v:i) DA r;(u)vi.
J=0 Le déterminant de ce système linéaire en (r;(u)) est le déter-
minant de Vandermonde D —=]](— c;). Le mineur S;; de sa en i< facteur [El (rx— +), l'autre facteur T;; étant intégral sur #[ |. RCLEAS A) La règle de Cramer donne
PAUSE Il (ee vn) } P'(#5).
F0 Kk<m, k£j, mAÆj ?
Or F'(+;) —=]](,— Ps); d’où SÆj Dr(u)=N?; 23; T;D et FUG)=S ET; j Î
est intégral sur #[u]. Doncr;(u)ek[u]etz:F'(v)ek[u, e].
Proposition 3. — S1 V' est une variété de degré d définie sur un
corps infint k, on peut écrire, (x) étant un point générique de V PÉTER AU RE) à
sur k, &j= 2 où P; et Q; sont des pol oTé.
RD Cape dre ‘et Q; s polynomes de degrés
TOR Le
inférieurs à d'et d — x respectivement, et où les (u;) appartiennent à k(x) et sont liés par une relation irréductible Eu yum) =0odedegred.
Nous prendrons pour (u;) des combinaisons linéaires des (æ;) à coefficients dans # telles que (S 1):
DU oi rar Lio es Lara) sOnt linéairement indépendants sur # b. La variété linéaire à l'infini L-! dans la direction WE .…. Ur [0]
ne rencontre pas V.
c. La projection de V à partir de L'” test d’indice 1. :d. (y, ..., u,) est une base séparante de #(æx) sur £, et w,,, est intégral sur Æ|u,, ..., u,|(ce qui veut dire que la projection W de V sur l’espace des Ü;, qui est une hypersurface, ne contient pas le point
à l'infini de OÙ,.,).
Le fait que F est de degré d est alors évident. Appliquonsle raisonnement du.théorème de Severi à la projection V de V sur l’espace OU Ur NX), NX jouant lcæôle de: Xe, 0) coli de Xi, Xe) Onsaalonsz;— nt mais +; est fini sur toute spécialisation (u)—(u') avec référence à Æ d’après b; il est donc intégral sur #[u]([ WF], prop. 22, Chap. IT), et par conséquent LiF5.,,(u) €k|u]d’aprèslelemme.On peut doncécrirex;— pue où Q; est un polynome de degré d — 1. Mais alors V=CUUME N) d’après le raisonnement du théorème de Severi; V est de degré d ainsi que le cylindre C; donc le diviseur M — N doit être de degré 1 d’après le théorème de Bezout. Or M est le monoïde d’équation X;,QUU)— PU)= 0, et N le cylindre Q;(U)—o; comme Q; est un polynome de degré d—1, ceci montre que le degré de P; est au plus égal à d.
Remarque. — Considérons maintenant un cycle positif X7 de degré d, et soit
e— > ny Va, les V, étant des variétés définies sur # et de points génériques +)
PRET re Ke 0F, sur #, satisfaisant à toutes les conditions a, b, cet d. Posons G(w)= ET (u); F7
. d'après la proposition 3 on a a{%Ge4[u], soit x{%G — P;(u). Posons d’autre
part ee à Égietie ha T,; T;(u) est nul sur toutes les Vg sauf V,, et l’on 2 œ se a T(u)=T,(u) sur V,. On aura donc z{%GT => PIOT,— S;(u) pour tout «. œ
Soit s, le degré de V,; on a D rasa— d. Le degré de G est DAC 1), celui
(4 œ de T, est D donc le degré de GT est D (sa— 1) + sx( D) Si so est , Ba le plus petit des 5, le degré de GT est égal à Ÿ(25a— 1) — 5. Le cas le pire œ est celui où 2,—1 pour tout æ, et où l’ensemble des à possède deux éléments (0, 1); alors le degré de GT est égal à 24 — 2 —5,; il est donc en tous cas au sé P;(u) _ Qu)
plus égal à 24 — 3. Et l’on peut écrire X{°) où P; et Q; sont des poly-
nounes de degrés au plus 24 — 2 et 24 — 3.
CHAPITRE V
INTERSECTIONS EXCÉDENTAIRES.
Soient U“ et V' deux variétés de dimensions w et de l’espace affine A" (ou projectif P*); on sait [ WF, [] que toute composante M de leur intersection est de dimension mm u+6—n; le nombre posiif e—m—(u++v—n) est appelé l'excès de la composante M; une composante d’excès nul (resp. = 0) est dite propre (resp. eæcédentaire). Nous allons indiquer une généralisation aux composantes excédentaires de la théorie de Weiïl-Chevalley relative aux composantes propres.
À. QUELQUES PROPRIÉTÉS DES DIMENSIONS. — Proposirion 1. — Sorent U et V deux variétés de dimensions r et s: il existe une variété À de dimension Sup (u, 6) +1 contenant U et V.
Supposons par exemple r.Zs; soit K un corps infini de définition
Re à cs
de U et de V. Considérons la famille des variétés linéaires L/—" parallèles à une Li" donnée, définie sur K et prise de telle sorte que les intersections de UÜ et V avec une L/" générique de la famille soient propres (th. 2, SA, Chap. IV}; soient (u) les seconds membres des équations d’une L"” générique; LU est un ensemble fini de points (P,) et de L. V est un ensemble fini de variétés ( Wi”"); soit Q, un point générique de W, sur K(u), etposons P,—(x;)et Q;=—(7;). Soit t une variable indépendante sur K(u, æ, y); la variété A ayant ({æ;+(1—1)y;) pour point générique sur K est de dimension Cs—+1; comme (æ) est un point générique de U sur K et (y) de V sur K ([ WF}, prop. 2, Chap. V), et comme (x) [resp. (y)] est une spécialisation de (tæ+(1—1)y)sur &— 1 (resp. to)avec référence à K, il s’ensuit que U et V sont contenues dans A. Si l’on suppose que UdV (sinon la proposition À est triviale), on a dim À —5s +1.
Supposons maintenant que U’ et V* contiennent une variété M”, et cherchons les variétés À contenant U et V et sur lesquelles M est simple. Considérons l’anneau des quotients Q(M) de M dans l’espace affine A"; c’est un anneau local régulier; soient «a et b les idéaux premiers de Q(M) correspondant à U et V, et soient a et b leurs idéaux directeurs dans l’anneau de formes F(n); rappelons que F(w)
s : O(M est isomorphe à l’anneau de polynomes x, MARS leltque
a et b sont des idéaux homogènes.
LEmME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit simple sur une variété W! d'idéal p dans Q(M) est que p sou l'idéal d’une variété linéaire. Tout idéal » de F(w) qui représente une variété linéatre est d’ailleurs idéal directeur d’un idéal premuer.
est un
Le fait que M est simple sur W équivaut au fait que SL
anneau local régulier, donc au fait que le polynome 9(7) est de la
p forme (1h. 7, Chap. If) on(i) = U ar 1. La fonction caractép
l— mm
ÊÉ— m—1
ristique de l’idéal directeur p est donc XU)= É Re Ne de il y a
Ne
donc m—+t formes linéaires linéairement indépendantes dans p; elles
engendrent un idéal premier p,, contenu dans p, et ayant même fonc- . RS . + TE 4 . ,
tion caractéristique ; donc p, — p et la première partie du lemme s’en
déduit. Pour la seconde partie nous pouvons supposer que p est
engendré par (X;,, ..., X, ,); soit a; un élément de ayant X; pour forme initiale, et soit g l’idéal de Q(M) engendré par (@, ..., ami); m—t
l'idéal directeur q de g contient évidemment p; soit b > c;a; un élé- A
ment quelconque de g; je dis que, si b&w', on peut prendre les c;
dans n°‘; ceci est en effet vrai si Mm—+t—1 car a, est superficiel par
rapport à m; procédons par récurrence et considérons l’anneau local
n—t ne
b=Ÿ cia;(mod(a)); c’est-à-dire b—Ÿ ca=ca; OA alors
régulier ; la classe de b est dans . et l’on peut écrire
C4, En, donc c, Ew° ‘. Si nous supposons que b&m*" et si nous
n—!l CRT LT
prenons les formes initiales nous voyons que LOI W(c;)w(a;) 1— A
car, dans un anneau local régulier, la forme initiale d’un produit est
égale au produit des formes initiales des facteurs; comme es
est un anneau local régulier, ceci prouve la seconde partie du lemme.
Remarque. — On peut déduire de ce lemme la proposition 9, page 705 de [LR].
Revenons maintenant à la question posée. Si p est l’idéal premier dans Q(M) de la variété cherchée A, on doit avoirpCa, pcb,etp doit représenter une variété linéaire L. Si B et B' sont les ensembles algébriques projectifs représentés par a et b, l'analyse du Chapitre I montre qu’ils sont de dimensions r = r— m— 1 et$ = $— m— 1 dans un espace projeclif de dimension 7 — m—1. Supposons maintenant que M soit simple sur U et V, donc que B et B' soient des variétés linéaires; si a +b—mn (nous verrons que ceci exprime que M est
de multiplicité 1 dans U.V), alors a+ b est l'idéal irrelevant et
Lie TR
B;B'—59. Un théorème classique d’Algèbre linéaire montre que p — «,b représente une variété linéaire L de dimension r+5s+ 71. Soit (ui, ..., Am) une base dep composée de formes linéaires linéairement indépendantes, et soient 4,€ « et b;eb de formes initiales égales
à 3 On à 4 —b;Ew’; comme w est engendré par la réunion d’une base (x) de a et d’une base (y) deb,ona
di bi=R;i(x) + Si(7) + T;(zy)
où R;et S; sont des formes quadratiques, et T; une forme bilinéaire à coefficients dans Q(M ); on a donc
a Ri(x) —(bi—Si(y))ew,
et par conséquent &i— Ri(æ) appartient à b. Nous prendrons donc pour idéal p l'idéal engendré par les (a; — R;(x)), lequel est contenu dans « et b. Ainsi :
Proposition 2. — Si M” est simple sur U" et V°, et si sa multiplicité dans U.V est égale à 1, il existe une variété À, de dimensionr+ s —m, contenant U et V et sur laquelle M est simple.
Remarques. — La proposition 2 n’est pas vraie si M n’est pas de multiplicité 1 dans Ü.V. Prenons pour M l’origine, pour U la courbe (X —#4, Y—#?, Z—1) Étpobr Ne acourbe (Xe, Y=r, 2). Soit PIX, Y, Z)—0o.une surface passant par U et V; écrivons
PP M EUX /V)Z CR FX: Y)7r:
l'équation F, (4, E)+...+F,(é, &)Z22—o à coefficients dans K(£) a pour racines & et &; son premier membre est donc divisible par (Z — #5) et (Z — 4), donc par leur produit Z2— (43+ 45)2 + #5; soit Go(é) + ZGi(#) +... l’autre facteur, les G; étant des polynomes; F,(£, &) est donc divisible par #1, et F,(X, Y) ne contient pas de termes de degrés o ou 1; on a d'autre part
F4, P)=45G(t)+ (+ 6)Gi(e) et F;, ne peut avoir de terme constant. Ainsi P(X, Y, Z) ne peut contenir que
des termes de degré >» 2, et la surface ne peut avoir O pour point simple.
Tuéorème 1. — Soit M une composante excédentaire d'excès e de U',V'; «existe deux cylindres US U et V'3 V de dimensions r + e, et
el
| ; . en s+ es, tels que ee, —e et que M soit composante propre de LAVE On peut prendre leurs directions génériques et indépendantes sur un corps de définition k commun à U, V et M.
En procédant par récurrence il nous suffira de trouver U’ de dimension r +1 tel que U/,V admette M pour composante; soit D une direction générique sur 4, de paramètres directeurs (w;) algébriquement indépendants sur #, et soit U’ le cylindre de dimension ner passant par U et de direction D. Soit M’ une composante de U',V contenant M. Supposons M’ M. Si M’ contient le cylindre de direction D passant par M, un point générique de l’espace se trouve sur V, et M — U est une composante propre de UV. Il existe donc un point
générique P de M' sur Æ(u) dont la projection Q sur U selon D n'appartient pas à M; soit Q —(p;), P—(x;)=(pi+tu;);onat<o sinon tout point de M’ serait dans U et M ne serait pas composante de U,V. Comme la parallèle à D passant par P n’est pas dans M', £est algébrique sur Æ(u, p), donc aussi (x). Comme la projection de M’ sur U contient M et en est distincte, la dimension de (p} sur #(u)est SD m+1. Soient r’ ets’ les dimensions algébriques de (p) et (x) sur 4; comme QEU et PEV,onar“rets'<5s. La dimension de k(o, u, t) sur k(æ) est Cr + 1 puisque Æ(p, u,t)—#(x)(p,t);ona donc +s +i=n+m+i, c'est-à-dire r+s = m<+n, contrairement au fait que M est une composante excédentaire.
Remarques. — 1. Le théorème 2 ($ 4, Chap. IV), montre que les couples de direction telles que e; + e, — e et que M ne soit pas composante de U’,V' forment un ensemble algébrique.
2. e, et €& peuvent être pris arbitrairement de façon que l’on ait e 0, EX 0 ete + ee —e.
2. MuLTIPLICITÉS DES COMPOSANTES EXCÉDENTAIRES. — Soient U” et V° deux variétés de l’espace affine A" (ou projectif P*), n et » leurs idéaux premiers associés. Rappelons qu'une composante M de U,V est une des variétés, en nombre fini, ayant pour idéal associé un des idéaux premiers minimaux, c’est-à-dire relatifs à des composantes isolées, de n + v.
Nous formerons, comme d’habitude, deux copies de A" et consi-
N'ee
dérerons leur produit A" >< A"; les variétés de ce produit correspondront aux idéaux premiers de OPEN NX | lideal DK XX: .:., X;,— X,,) est premier, et il lui correspond la diagonale À, variété linéaire de dimension n. Si U € A", nous noterons souvent Ü’ la copie de U dans le second facteur, et UA la sous-variété de À dont la projection sur le premier facteur est U; UA et U sont en correspondance birationnelle partout birégulière. Si u est l’idéal de U dans Q[X], nous noterons x l'idéal de U' dans Q[ X’]|; par abus de langage nous noterons encore u et les idéaux engendrés parunets dans Q[X, X’]; u est alors l'idéal du cylindre U % A’, x’ celui du cylindre A" >< U’. La variété produit U % V' a alors nu + v’ pour idéal premier; US a pour idéal u® = u + D qui contient u + u’. Considérons u+v + D; c'est aussi l'idéal nu + v + D; si n est un idéal premier minimal de uv, m\—m+ 1 est un idéal premier minimal de u+vu+D—u+v +1 et réciproquement. Donc les composantes de (U = V'),4 sont les variétés M3 où M est composante de UV.
Considérons l’anneau des quotients 0 — Q,,(M*) de Mi dans U >< V'. Soient x; et x, les fonctions induites par X; et X; sur U et V', et soit Æ l'idéal engendré par les (x; — x, )dans o ; comme m*
est un idéal premier minimal de u + v’+ 9, l'idéal #, quiestengendré nu +v + D ;
d 0 poserons donc la définition suivante :
dans 0, est primaire pour l'idéal maximal de 0. Nous
Dérinirion 1. — Nous appellerons multiplicité d’intersection de U et V en M et nous noterons (M; U.V) l'entier naturel e(X) multiplicité de l'idéal X engendré par les (x; — x, ) dans l'anneau local = Q;, (M).
Notons que (M; U.V) est égale à la multiplicité, dans l'anneau
QIX, X'] nt D Un 7 = relative à L ù + v’ u + v
Notons aussi que, comme dimo=r+s—m, on a n=r+s$s—m, doncm>r+s—n; dire que (æ;—x,) est un système de paramètre de o revient à dire que la composante M de UV est propre. Notons enfin que la définition 1 est symétrique en U et V.
de la composante primaire de NW — 0
Proposition 3. — S'il existe une variété A" telle que M soit simple sur Aetquem—r—+s—# (ce qui veut dire que M est composante
propre de U,V sur À), la multiplicité absolue (M; U.V) est égale à la multiplicité relative i,(M; U.V) définie en [1], (p. 67, déf. 3).
Soit en effet (X,, ..., X.,) un ensemble de variables uniformisantes sur A le long de M, et soient (X3) les autres variables; si F,
MS Er nn
parcourt une base de l’idéal de A dans Q[X |, la matrice (5e) a rang. : +de
n — w sur M; soient donc (F;)(1.<k.Zw) tels que < 0 sur M.
Puisque U X< V'EA %X À’, on a F{(x)=F;(z')— o sur MA. Mais,
par développement de Taylor, il vient
st 0F , , o—=F;(x) +YŸ Ce a) (æ) +Ÿ Dij(di — di) (x; — &j). à j
et Ainsi >; œ x) (a)eX": donc si 4 est l'idéal engendré par les A u (æ,— æ,) dans 9, on a # — q + X?; on en déduit Z=g+X(s+ €) = 13 +X et LC
par récurrence; ceci montre que *# — gq et notre assertion résulte du
- théorème 6 (Chap. IT).
Remarque. — Dans la démonstration du fait que *—q nous ne nous sommes pas servi du fail que 4 —r+5s—m. Si donc nous définissons 1,(M;U.V), M étant simple sur A, par la formule (M; ÜU.V)=e(g), nous voyons que z,(M; U.V)—7#(M; UV). En particulier si A est une variété linéaire, ceci montre que le symbole :(M; U.V) ne dépend pas de l’espace affine dans lequel U, V et M
sont considérées comme plongées.
THÉORÈME 2. — Soit k un corps de définition commun à U', V° et à une composante excédentaire M" de U.V et soit W°*° un cylindre de direcon (u) générique sur k, et passant par V ; alors M est une composante
de U;W, (th. l)e l'on a CMS UN) = 7 CMOURW
Soit e excès de M dans U. V, et soit W®+ un cylindre de direction
to BTE D° générique sur k et passant par V; comme W est un cylindre de
direction D" générique sur #(u) et passant par W,, il nous suffira :
de démontrer ë(M; U.V)—:{(M; U.W) et d'appliquer ce résultat W,,et W. Soit ee", UaiXi=O(a—=1,...,n—e) un système
d'équations de D, les (4) étant des variables indépendantes sur #, et soient (X3,, ..., X8,)tels que (Y,, X3) soit un système de n formes linéairement indépendantes sur le domaine universel. Soit »/ l’anneau des quotients Qu(M) et &, &, n, les fonctions induites sur W! par
1 / 1 . s' X;, X, Ys5 0 — Qi (M°) est un anneau quotient ,; de p/; 0’ est de
dimension n, et o est de dimension nr —e. D’après le scholie au théorème 5 (Chap. IE, $ 6) la multiplicité de l'idéal # dans 9 est égale à la multiplicité de l'idéal engendré par le système de paramètres (Ya— Ya). D'autre part :(M;U.W) est égale à la multiplicité de l'idéal de 0’ engendré par le système de paramètre (£ — x;), ou par le système équivalent (1,—Y:, £4—æ3). Par définition l'idéal w' de W‘ dans Q[X/] est engendré par Q[ Y,].v’. Nous noterons U,, NM Mrtle--prorectionside LP. vM sur les "etpaces/des variables Y, et Y,; comme les indices de projection de Ü, V et M sont égaux à 1,0na
(M; U.W)—z:(Mp; Up.Vr) d’après la formule de projection; ainsi AM UW) = e( Qurxve (MP ); Var VON de Jne— Yn-e) D’après les hypothèses l’anneau » est intégral et fini sur 07 Que (M8) et 0 et D» one corps des quotients (le corps des fonctions rationnelles sur U % V') et des corps résiduels e et isomorphes (en tant
qu’isomorphes aux corps des fonctions rationnelles sur MS et M).
Soit 0 DS 4,9»; on a ([LR |, prop. 3, p. 694) es 4,0»; donc les
Men de complétions 0 et o, ont même anneau total des quotients. Par consé-
-quent, si Lest un corps de base de 0», et si l’on pose
dv Lil = Ye. Yn-e— Yne]h on a
Feat hs
d'autre part, w et m, désignant les idéaux maximaux de 0 et 0»,
© et © sont isomorphes. On déduit alors du théorème 6 (Chap. IT)
nt Ntp que l’on a (M; U.W)=z(M; U.V). CURE ND.
Remarque. — Nous aurions pu éviter toute la théorie algébrique développée aux Chapitres I et II en définissant géométriquement et de façon symétrique la multiplicité :(M; U.V), pour une composante M d’excès e, par la formule ë(M; U.V)—=2(Mp; Up. Vr) où Up, VP et M sont les projections de UÜ, V et M selon une direction D‘ générique sur un corps de définition commun à U, V et M. On démontrerait alors le théorème 2 au moyen de la formule de projection, et l’on déduirait la proposition 3 de [I|, (th. 6, p. 72), ou de [ WF}, (th. 2, Chap. VI). Les principaux résultats qui vont suivre dans ce Chapitre V seraient susceptibles d’un traitement analogue, à l'exception toutefois de la formule des variétés produits (th. #) et de l’invariance birationnelle (th. 6).
: Par applications répétées du théorème 2, on en déduit le corollaire suivant :
CoroLLatRe. — Sr M est une composante d’excès e de UV, st D“ et D“ sont deux directions génériques et indépendantes sur un corps de définition commun à U.V et M, de dimensions e, et e, telles que e + e-<e, et si Ü et V sont les cylindres de directions D“ et D‘: passant par U et V, M est une composante de UV et l'on a
Nous allons maintenant donner des critères de muluplicité 1. Nous reprenons les notations de la définition 1.
1° (M; U.V)=e(X)= 1 veut dire, a fortiori, que l'anneau 9 est de multiplicité 1; comme il est équidimensionnel, il est régulier
Eat
(Chap. IL, th. 7) et X est son idéal maximal. Ceci exprime que M4 est simple sur UK V' et que, mû est une composante primaire de RS DE LE
2° Nous passons maintenant de Q[ X, X’] et des anneaux dérivés de celui-ci, à Q[X] et aux anneaux dérivés correspondants; ceci veut dire que nous identifions X; et X;, ou encore que nous réduisons mod ; alors u + u, 0, mm. Nous voyons ainsi que mn est une composante primaire de nv, ou, ce qui revient au même, que uQ(M)+vQ(M) est l'idéal maximal de Q(M) (A). D'autre part on déduit par projection du fait que M3 est simple sur U % V’, que M est simple sur Ü et V (B). La condition « (A) et (B) » est évidemment suffisante pour que (M; U.V) soit égale à 1.
Remarque. — Contrairement au cas des composantes propres ({ 1], corollaire du théorème 2, p. 38) (A) n’entraine pas (B) dans le cas des composantes excédentaires. Considérons en effet dans l’espace à trois dimensions la cubique plane U(Z=0, +Y5— XY —o) et la droite V (X = Y — 0); l’origine M est composante d’excès 1 de U.V. L'idéal nQ (M) + » Q(M), qui contient X, Y et Z, est évidemment l'idéal maximal de Q(M); cependant M est un point double de U; on voit aisément que l’on a &(M; U.V)— 2.
Nous allons maintenant montrer un moyen permettant de ramener tout problème d’intersections à un problème dans lequel une des variétés est linéaire. Si L® est une variété linéaire d’équations (FX)=0)(j=1,2,...,s), les F; étant des polynomes du premier degré, et si M” est une composante de U”,L d’excès
e=m—(r+n—s—n)—=m—(r—Ss),
M est une composante propre de Lides où L est une variété linéaire générique de dimension 7—s$+e—n—r—+Im passant par L, et l’on a
i(M; U.L)—i(M;U.D) (th. 2).
Or un système d'équations de L est > FCO) où jh 1<a.<r—m, et où les (c) sont des variables indépendantes sur un
7-00 corps de définition commun à U, L et M. D’après [I], (prop. 4, p-39),ona | i(M; UD )—e(Qu(M); Yi ++, Jr-m) où ya est la fonction induite par Ÿ, sur U. Mais si q est l’idéal de
Qu(M) engendré par les (F;(æ)), on a e(g)=iM; LES FA [scholie au théorème 5, 8 6, Chap. IT)]. En particulier on a
L(MÈ: (UV) A) = e (One (MA) 7 = a 2 Vare Ye) 10M UM): Donc :
Proposrrion 4. — Sr: M est une composante de U,Vona
i(M; U.V)—:(MA; (U x V/).A).
St M est une composante de U,L, où L est une variété linéaire d'équatons (F;(X)— 0), on a, st q est l'idéal engendré par les F;(x) dans QuUM) (x: étant la fonction induite par X; sur U) (M; U.L)=e(a).
Voici enfin un résultat permettant de se ramener à une intersection ponctuelle (cf. [ WF], th. 4, Chap. V). Nous considérerons une composante M'' de l’intersection de U' avec une variété linéaire L'; soit e—m—(r+s—n) l’excès de M. On sait que M est définie sur une extension algébrique d’un corps de définition commun K à L et U; si D° est une direction de dimension e générique sur K et si L‘+ est la variété linéaire passant par L et parallèle à D, on a (corollaire du théorème 2) :
MU DA CMeU.L Soit K(u un corps de définition de L. Soit maintenant 5” un ensemble de m équations linéaires, générique sur K(u), et définissant une variété Hnéaire W'=*. D'après | WF], (th. 4, Chap. V), tout point P de W;M est un point générique de M sur K(u), et est un point d’intersection propre de Uetdel,.W;ona CM USL) = 70H UE) CAM)
Mais, comme PEM, on a PEL; donc L,W n’est pas vide, et P est
Fe nee
y une composante excédentaire de (L, WU; on voit aussitôt que son excès este. La projection, suivant une parallèle à L, de D sur W est une direction D, de dimension e; comme D est générique sur K et W sur K(u), la direction D‘ est générique sur un corps de définition commun à U et L,W. D'autre part L,W est le cylindre de direction D, passant par L,W ; on a donc, d’après le corollaire du théorème 2,
BAUME W))=TCP CCE W))
On en déduit le résultat suivant :
PRopPosiTion 5. — Soit M" une composante excédentatre d’excès e de U',L", où L est linéatre, et soit W'=" une variété linéaire générique sur un corps de définition K de L, U et M; tout point P de W M est un point générique de M sur K, et un point d’intersection d’excès e de UKL,W ), et l’on a
i(M; U.L)—i(P; U.(LhW)).
3. MULTIPLICITÉ D'UNE SOUS-VARIÉTÉ SUR UNE VARIÉTÉ. — DÉFINITION . — Soit U une sous-variété d’une variété V. Nous appellerons multiplicité de U sur V, et nous noterons m(U; V) la muluplicité de l'anneau des
quotients Q,(U) de U dans V.
Comme Q,(U) est un anneau équidimensionnel, dire que
revient à dire GA Chap aPrque.Q (QU) -estiun dnneut local régulier, c’est-à-dire que U est simple sur V.
Tréorème 3. — Si U'est une sous-variété de V*, la multiplicité m(U; V) de U sur V est égale à la multiplicité d’intersection
AU UN) = CU: DV
Ü étant un cylindre générique passant par U.
Comme U est simple sur Ü, [I], prop. 4, p. 35 s’applique, et
l’on à va DEN) = QU UND) = OU); Gr... CT.)
Lu SD
où les (G*) sont les fonctions induites sur V par des polynomes (Gi)
qui forment un système régulier de paramètres de Q(Ü) et qui peuvent être inclus dans un système de paramètres de Q(U). Ceci nous montre d’abord que, quelle que soit la variété W-7 contenant U comme sous-variété simple et telle que U soit composante de W,V,ona ee
CU: W.V)= m(Qv(U)) = m(U; V).
Soit (reg uux0, «Zacne=s) un système d'équations de D; nous reprenons les notations du théorème 2, c’est-à-dire que nous prenons les Ÿ, et les X$ pour nouvelles variables. Nous allons étudier l’anneau local 3 — Q(U }; si p est l’idéal premier de 3 correspondant à Ü,on a Q(Ù) — 3,. Comme nous pouvons supposer UZ£ V ebtrÆS [SU —=V;lethéoreme estival (ui V)etr QU TN) étant égaux à 1], U est projeté sur l’espace des coordonnées Y, avec indice de projection égal à 1 (Chap. IV, $ 4, c). D’après [I] (prop. 1, p.60), la complétion 3 de 3 contient un corps isomorphe au corps Q, des fonctions rationnelles sur U, auquel nous Pidentifierons ; si æ8 et y, sont les fonctions induites par X8$ et Y, sur U, ona
ts EQ,, — Q(7y), et 3 est isomorphe à l'anneau de séries formelles (Ya Mrs. DIR PPS CET RACE Va, Ho Ke X3,) NE NÉS æp,_.]].
Mais Q(Ü)) est l’anneau des quotients de 3 par l'idéal p engendré par les polynomes de 3 — Q(U) qui ne dépendent que des (Y,). Or on peut identifier: (7,725) ue 0) les (Var) Sont algébriques sur Q(y,, ..., y); donc les éléments (HA Re trouvent dans l’idéal 3p engendré par p dans 3; commeils engendrent un idéal premier de dimension 7 —s, et que p est de dimension r—s également, l'idéal 3p est engendré par les CRE DR Passons
: : à . 3 maintenant à l’anneau Q,(U), qui est un anneau quotient a de 3; sa
complétion est un anneau quotient de 3, dont l'idéal maximal est engendré par les classes des X;—x;; un système de paramètres
de Q,(U) ayant même multiplicité que cet anneau sera formé [scholie
’ au théorème 5, ($ 6, Chap. Il)] de r—s combinaisons linéaires génériques des classes des (X;—x;); ceci sera réalisé par les
CNE me). Donc m(U; V) est égal à la muluplicité de l'idéal p+3 ee ; à 6 à = dans Q,(Ü); d après la première partie du raisonnement cet
idéal est celui engendré par les (G*), ce qui démontre le théorème 3.
Remarques. — 1. Dans le cas où U est un point P (a;), il n’est pas besoin de passer aux complétions : l’idéal maximal m de Qy(P) est engendré par les (si &) où Ë,; est la fonction induite par X; sar V'; alors s combinaisons linéaires des (3), par exemple celles provenant des Y,, engendrent un idéal‘ de même multiplicité que n; mais e(q) est la multiplicité d'intersection de V' avec la variété linéaire parallèle à D passant par P, ce qui montre que m(P; V)=i(P; P.V) (prop. #). Dans le cas où V est une hypersurface ce résultat a déjà été obtenu au Chapitre II ($ 1).
2. En reprenant les notations de la définition {, on a ici » Cu; donc l'idéal u + »/+ D est identique à u + + D, c’est-à-dire à u4. Nous voyons donc que les multiplicités des anneaux locaux Qy(U) et Qui, (UA) sont égales.
Proposirion 6. — La muluplicité de U" sur N'est égale à la muluplicité sur V d’un point P de U générique sur un corps de définition commun K à U et V.
Considérons toujours une direction D’ générique sur K(P) et le cylindre Ü de direction D et passant par U; soit L la parallèle à D passant par P. Puisque P est générique sur K(w), les (u) désignant les coefficients d’un système d'équations de D, U est la seule composante de Ü,V à contenir P. Soit M"-” une variété linéaire générique sur K(u, P) passant par L; les composantes de M,Ù sont alors des cylindres parallèles à D ; comme M est générique sur K(w, P), elles sont propres, et sont donc de dimension 7 —s; ce sont donc des variétés linéaires parallèles à D, et la seule composante de M, Ù à contenir P est L. Appliquons maintenant le principe local d’associativité des intersections aux composantes contenant P et aux variétés
Ù, V et M; il vient CU; Ü.V)i(P; UM)—:L:D.M):(P; ISA E
Or iP ; M.U) est égal à 1, puisque M est transversal à U en P; de
Te
même #(L; U.M) est égal à 1, puisque M est transversal à Ü en L. On a donc
iÇU; DEVIENCP ENS
c'est-à-dire MU; V)=m(P; V) d’après le théorème 3.
Remarque. — Si P est un point quelconque de U, i(L; Ü.M) est égal à m(P;U) d’après les théorèmes 2 et 3 et la formule des projections; £(P; U.M) est aussi égal à la multiplicité de P sur U. Mais UÜ n'est pas nécessairement la. seule composante de UV à contenir P; on a donc, si les W}; sont les autres : composantes de U.V qui contiennent P,
RP AU) re CRNS = (Re Om QUE V)+ di CW;: Ü.V)i(P; W,.M). /!
Ceci montre que m(P; V)>= m(U; V)et qu'il y a égalité lorsque P ne se trouve
sur aucune autre composante de U,V que U.
Nous allons maintenant nous intéresser aux points muluples d’une variété V de dimension +. Soit P un point de V et £ un corps de définition de V contenant les coordonnées de P; soit D une droite passant par P,(u;) ses paramètres directeurs; posons K — #(u). Soit L une direction générique sur K de dimension »n—(e+1), d’équa-
tions (x s— ZeuXr= O0 MES LP ‘D V est alors projeté génériquement Are la direction L sur l’espace des Y, ; soit V, sa projection; l'indice de projection de V est égal à 1 (Chap. IV, SA). Comme P a ses coordonnées dans K, et que L ne rencontre pas V à l'infini, P est le seul point de V ayant pour projection la projection P, de P. Soit enfin N°" la variété linéaire projetant D selon la direction L, et soit D, la projection de D (L ne contient pas la direction D). Comme N est un cylindre passant par D et générique sur K, on a (th. 2) i(P; D.V)=:(P; N.V); d'autre part, d’après la ae de pro-
jection, On a i(P; NV) UP. Diva
Soit e la multiplicité de P sur V; si D est générique sur #, on a (th. 3) e—1(P; N.V); ceci montre que la multiplicité de P, sur
MO
l’hypersurface V, est égale à e. Si D a avec V une multiplicité d’intersection >e en P, il en est de même de D, avec V, en P,; comme V, est une hypersurface dans l’espace des (Y,), la considération de son équation F(Y )— 0 montre immédiatement que D, doit alors se trouver sur un hypercône H, de sommet P,, non nécessairement irréductible, et purement +-dimensionnel; si l’on amène P à l’origine, une équation de H, s'obtient en annulant la forme de plus bas degré de F(Y). Si nous appelons tangentes à V en P les droites D ayant en P une multiplicité d'intersection avec V strictement supérieure àe, nous voyons donc que l’ensemble H des tangentes à V en P se projette en H, suivant L; soit H; le cylindre de direction L passant par H,; on a donc, si o parcourt l’ensemble des #-automorphismes du
domaine universel, H€ NE Si réciproquement DE (NE un au moins L, des L, est Ecbenie sur Æ(D), et l’on a CRD ND CPE DANSE, ce qui veut dire que D est une tangente à V en P ; ainsi H = @\ He ”
H est donc un cône algébrique, non nécessairement irréductible;
d’après le théorème de la base finie on peut écrire H — f\ EH; ainsi H FA
est définissable sur la côliure algébrique de Æ(L;, ..., L,); appliquant
les automorphismes o nous voyons que H est algébrique sur #.
Comme toutes les projections génériques de H sont de dimension r,
et qu’un cycle est déterminé par la donnée de sa projection générique
(Chap. IV,$ 5), H est purement e-dimensionnel. Donc :
Prorosrrion 7. — L'ensemble des tangentes en un point P d’une vartété V° est un ensemble algébrique purement v-dimensionnel, qu’on appelle le cône des tangentes à V en P.
Remarques. — 1. Nous appellerons variété linéaire tangente à V en P toute variété linéaire L contenant une tangente à V en P. Le théorème 2 montre que, si P est composante de L,V, les variétés linéaires tangentes L sont caractérisées par la relation &(P; V.L)>e.
2. On peut considérer H; comme un cycle; c’est alors la projection générique
d'un cycle positif de support H.
gg 3. Supposons pour simplifier que P soit à l’origine des coordonnées; soit æ; la
à ni fonction induite par X; sur V; et soit m l'idéal maximal de o = Qy(P); est un
x : : LAS corps isomorphe au domaine universel. Nous appellérons le module _ l’espace
tangent de Zariski à V en P; c’est un espace vectoriel sur {2 de.dimension d telle que p<d Zn. Si U est une sous-variété de V contenant P, son espace tangent en P est un quotient de celui de V en P. L'espace tangent de Zariski est le
quotient de l’espace des formes linéaires Dax par le sous-espace des formes > diX; telles que > d;x;en; si T est la variété linéaire définie par les d i s e ; : se 3 ; équations dax o, les d; étant tels que D die, 2T est isomorphe à T. Soit (w) une direction D n’appartenant pas à T; un système d'équations de D est(X;u —X;u;—0,2<j<n); soit q l'idéal de s engendré par les (x; — æu;); puisque D n'appartient pas à T il existe des (d;) non tous nuls tels que
d'dxew -et DETETE î
è alors l'élément > di(Xius — Lai) = 7» d;x; — Ad diu; appartient à 9; i è i À
comme > diu;/0, on a x, Eq+ n°, et de même x;€ j + n°? pour tout 1 PEN.
On à ainsi m — ÿ + m°? et, par un raisonnement maintenant classique, 4 —m. Les droites qui n’appartiennent pas à l’espace tangent de Zariski sont donc « celles dont les équations engendrent l'idéal w ». En particulier toute tangente à V en P, engendrant un idéal ÿ tel que e(gj) <e(w), appartient à l'espace tangent T de Zariski. Mais l'exemple du point de rebroussement de la cubique plane (Y?— X°—0), où T est le plan tout entier, montre que T peut être strictement plus grand que l’espace vectoriel engendré par le cône des tangentes à Ven P.
Nous allons maintenant voir comment les tangentes à V en P peuvent, en un certain sens, être considérées comme des mites de sécantes. Soit P (a) un point de V'; par une sécante à V menée par P nous entendrons l’ensemble (u, y) d’une direction D (u) et d’un point Q (y) de V distinct de P tels qu’il existe z tel que
Vi di + tu (rte n).
EE
Par une sécante généralisée à V menée par P nous entendrons toute spécialisation, sur un corps de définition K de V contenant (a), (u', y') d’une sécante (u, y), telle que les (u') ne soient pas tous nuls. [L est clair que les sécantes généralisées sont les spécialisations sur K d’une sécante « générique » (u, y), c’est-à-dire telle que (y) soit un point générique de V sur K. Nous dirons qu’une sécante généralisée (u', y’) est une sécante limite si (y')—(a).
._ Îlest clair que toutes ces notions sont conservées par projection. S1 nous supposons donc que K contienne un corps de définition # de V contenant (a), et les coefficients d’une direction de projection générique sur #, nous sommes ramenés à étudier les sécantes limites à une hypersurface V,; pour simplifier nous les supposerons menées par l’origine; supposons que V, ne soit pas un cône, sinon le problème est trivial, et soit F(Y)—EF,(Y)+F,,,(Y)+...+F(Y)= 0 une équation de V,, F; étant une forme de degré j. Une sécante (u, y) satisfait à « y;—tu; et 1"F,(u)+...+F(u)—o », c’est-à-dire, comme {<0, à « Y;—=tu lt F,(u)+.:.+imEF (u)=o »; une sécante limite sera une spécialisation (w', o) de (u, y), donc telle que F,,(u')— o et réciproquement. Donc :
Prorosirion 8. — Les sécantes limites menées à V en P sont identiques aux tangentes à Ven P.
Corozratre L. — La projection d’une tangente D (resp. d’une variété linéaire tangente L) est une tangente (resp. une variété linéaire tangente) à condition que D ne soit pas contenue dans (resp. que L soit transversale à) la direction de projection.
CoRoOLLAIRE 2. — Le cône des tangentes à V X< V' en P XP' est identique au produit des cônes des tangentes à V en P et à V'en P".
Ceci résulte immédiatement du corollaire 1! et de la caractérisation des tangentes comme sécantes limites.
4. Pronuirs. PROJECTIONS. INVARIANCE BIRATIONNELLE. — Soient M et M' des composantes d’excèse ete’ de U,V et U',V'; nous nous proposons de comparer les entiers
ÉCMSUEN CM UNS et MEME QUEUE VS TE
RON
Remarquons ([1], p. 41, haut) que Qu4(M>X<M') est un produit kroneckérien de Q;(M) et de Q;(M') et que l’idéal b déterminé par VX V' dans Qi (M>x<M') est engendré par les idéaux 4 et 4 déterminés par V etV' dans Q;(M)et Q;(M'); en. tenant compte de la proposilion 4 nous nous ramenons au cas où V et V''sont des variétés linéaires. Appliquant alors le théorème 12 (Chap. Il), nous obtenons le résultat suivant.
Taéorème 4. — Si M er M' sont des composantes excédentaires de U,V Che ENE on a
i(M x M’: (U X U').(V x V'))= (M; U.V)i(M'; UV’).
CoroLLaIRE À. — Sr U et U' sont des sous-vartétés de NV et V',on a
MU U NEO EE mOCENPrrACUrNS
CoroLLaIRE 2. — Si M est une composante de UV, on a
En effet, le second membre est égal à la multiplicité de M<M' sur UXV'; d'autre part (M;U. V) est la multiplicité d’un idéal primaire
_ de Qu (MS), donc M; U.V)= m(MS; U%< V'); comme M est une sous-variété de M>X< M, on a m(MSU XX V')y>m(MXM'; UxV'). (remarque à la proposition 6).
Taéorème 5 (formule de projection). — Soit U une variété de l’espace produit A">< A", se projetant en U, sur A" avec indice de projection fint [U:U,]; soient V une variété de A" et M une composante excédentaire de V.U,. Si U ne contient pas la variété à l'infini de M>x< A" etsiM,, ..., M, sont les composantes de U,(V>< A") se proje- ‘tantenM,ona
[U:U;,]i(M; U,.V) =YŸ [M;:Mji(M;; U.(V x Aw)).
T1 Faisons passer par V >< A" un cylindre générique W de dimension
dim(V>x<A")+ e, e étant l'excès de M dans VU, qui est évidemment aussi celui de M; dans U,(V ><A"); comme V ><A" est déjà un
cylindre parallèle à A", la direction de W pourra être engendrée pare directions de droites génériques, indépendantes et contenues dans A". Si donc V est un cylindre de A" de direction générique, de dimension dim V +e, et passant par V, on a W— V >< A". Les composantes de WU qui se projettent en M sont évidemment les M,. La formule de projecuon relative aux composantes propres ([1], th. 8, p. 77 ou
[WE], th. 8, Chap. VID s'écrit alors
[U:U: p0M; U.V)=Ÿ [MM TiCM;; (Ÿ x A").U).
TE Il suffit d'appliquer le théorème 2 pour obtenir le résultat annoncé.
Remarques. — 1. La restriction relative aux composantes à l'infini peut être levée en se plaçant dans un produit d'espaces projectifs, et en changeant de coordonnées dans le second facteur.
2. Il aurait été possible de faire passer un cylindre générique Ü par U au lieu de V. La démonstration, plus compliquée, se serait déroulée comme suit. Si Ü, est la projection de ÜÙ sur A’, on montre d’abord, par récurrence sur dim Ü — dimU, que les indices de projection [ U:U,] et | Ü:Ü, | sont égaux, ceci par des considérations de disjonction linéaire. On montre ensuite que les M; sont les seules composantes de UA(V x A”) se projetant sur M, ceci au moyen de [ WF} (prop. 13, Chap. VII), du théorème 2 et du corollaire 1 au théorème 4. Et l’on applique enfin la formule de projection relative aux composantes propres. On constate qu’ainsi on laisse échapper le cas où V € U;, qui n’était pas exclu par la démonstration précédente.
Tuéorèue 6. — Sr M est une composante de UV et st U et V sont contenues dans une variété À, en correspondance birationnelle et birégulrière le long de M avec une variété A', on a, U', V' et M' désignant les sous-vartétés de À! correspondant régulièrement à U, Ve M,
LOMSURV ET CMEUTENE)
L’entier :(M; U.V) est la multiplicité de l'idéal X engendré par les (æ;— y;) dans Quw(MS), les (x) étant les fonctions induites par les coordonnées (X) sur U, et les (y) les fonctions induites par les coordonnées (Y}) sur V (nous prenons ici U XV dans l’espace des variables X; et Y;); soient (£) et (n) les fonctions induites par (X)
et(Y }sur À et sur sa copie dans le second facteur; æ; et y; sont les classes de É;et de n; dans Q4., (MS) considéré comme anneau quotient de QRA(MS). Nous définirons de même (£’), (n!'), (x') et (7) pour A’. Comme M et M'se correspondent régulièrement sur À.et À’; il en est de même pour M3 et M’ sur A<A et AA; en: effet, fe correspondances MM, MM, M’ M'* sont régulières. Les anneaux de quotients Q,.A(M®) et Qu (M) sont donc identiques ([WE], th. 17, Chap. IV), et évidemment aussi Quy(M3) et Qu (M'). Par définition on a Ë —R;(£) et n, —R;(n), où les R; sont des fractions rationnelles dont les dénominateurs ne s’annulent pas sur M; on peut donc écrire &, —R;(x) et y; —R;(y); ainsi
: : PAU PB NET) é T, —Y; — R;(æ)—R;(7) peut s’écrire > DE DOS où D est
est un polynome non nul sur M et P;un polynome; ceci veut dire que les (x; — y; ) appartiennent à X. En échangeant les rôles nous voyons que les (æ;— y;) et les (æ, — y;) engendrent le même idéal # dans Quart MS)— Que (M4). c. OF. D.
Si nous nous souvenons que la multiplicité d’une sous-variété U d'une variété V est la multiplicité de Q,(U), et qu’une correspondance birégulière conserve les anneaux de quotients, nous obtenons le résultat suivant :
Prorosirion 9. — Sr U est une sous-vartiété de V, et si V est, avec V!, en correspondance birégulière le long de U, on a, U' désignant la sous-
variété de V' correspondant à U, mQU; V)—m(U'; V').
9. ASSOCIATIVITÉ DES COMPOSANTES EXCÉDENTAIRES. — Soient U“, V'et W® trois variétés, et M” une composante de U,V,W d’excès e—m—(u+v+w)+an. Nous supposerons qu’une condition d’homogénéité est satisfaite, c’est-à-dire que les composantes A,, ..., À, de UÜ,,V contenant M ont toutes même dimension a, et donc même ExCÈS au Een) etrquetles composantes BMP, de V,W contenant M ont toutes même dimension b et donc même excès g—b —(v+w—n); alors M est composante d’excès f—e— f de A;. W, et composante d’excès 8 — e — g de U.B,. Soit # un corps de définition commun à U, V, W, M, (A;)et (B;). Nous allons faire
passer par U, V, W des cylindres Ü, V, W de directions génériques sur #, et de dimensions u+ x, 6+ y, w +3, en nous efforçant de trouver æ, y et 3 tels que A; soit composante propre de Ü,V, B,
de V,W, M de A; W et de U,B;; ceci s'exprime par les conditions GHY=f 2=/f,y+3=8,x=8g) Onentire(æ—g,3—/f'et Y=8g—/f —=f—Z3!),cequiestcompatible, carona f + f—2+8"—e; d’où y = f+g—e. Mais, afin que notre construction ait une réalité géométrique, il faut que y = f + g — e soit positif.
Nous verrons plus loin un exemple dans lequel le calcul donne y <o,etoù le principe d’associativité des intersections n’est pas vrai.
Nous supposerons donc f + g—e=o (un cas particulier important sera indiqué plus loin). Nous exclurons également les cas où l’un des nombres u+ x, 6+ y, w + 3 serait égal à x (dans un tel cas, Ü par exemple remplirait tout l’espace, et l’on aurait VGU). Nous allons considérer comment M intervient dans les cycles AAA et (Ü.V).W:; les composantes de Ü,V contenant M sont toutes propres et de dimensions a; parmi elles figurent les (A;); nous supposerons que ce sont les seules. De même pour les (B;). Le principe local d’associativité pour les composantes propres ([1], th. 4,
p-69)ou([ WF, th. 5, Chap. VI) donne alors
DUGU Ü.V)i(M; NAUDEDONQUE Ü.B;)i(B;; V.W).
D’après notre théorème 2 et en vertu du choix de x, y et 3, ceci s'écrit
D'iCA;; U.V}i(M; A W)=Ÿ i(M; U.Bj)i(B;; V.W); i Î
nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :
Proposrrion 10. — Sorent M une composante d’excès e de UV, W, À; les composantes de UV contenant M, B; les composantes de VW contenant M ; nous supposons :
a. Les À; ont toutes méme dimension et donc même excès j; les B; ont toutes méme dimension et donc même excès 8 ;
b. Onaf+g>e.
ce. SÙ ; so W sont des cylindres génériques et indépendants sur un corps de définition commun à U, V, W, M, À; B;, passant par U", V”, Ww et de dimensions ue—g,v+f+g—e, w+e—f, les composantes de Ü ,V contenant M sont les AÀ;, celles de VW contenant M
sont les B;.
d. On a u+e—g<n, p+f+g—e<n, wm+e—f<n.
On a alors ;
Di U.V)i(M; Ai W)=Ÿ i(M; U.B;)ë(B;; V.W).
Nous voyons donc que, pour les composantes excédentaires, le principe d’associativité des intersections n’est applicable que sous des conditions très restrictives. Des contre-exemples variés seront donnés plus loin.
Remarques. — 1. Si M est simple sur V, À; et B; le sont aussi. On a donc MmSa+b—p=u+v+w—aon+/f+g; ainsi e.f+ g; si la condition c est vérifiée, on a donc f+—g—e et V — V.
2. Si U, V et W sont plongées dans une variété Q® et que toutes les variétés envisagées ont sur {2 la « bonne dimension », c'est-à-dire que, dans l’espace, elles ont le même excès 7 — w, on a e=2(n—0), f—=n—0, g—=nRr—%"%;
ainsi c est vérifiée; on a V—V,etæ—=5—n—0«.
3. Supposons que u+e—g—n, c’est-à-dire que Ù remplisse tout l’espace, et donc que VCU; M est alors composante de V, W et l’on a A;— V, B;—M. Les deux membres de la formule d’associativité sont donc m(V; U):(M; V.W) et m(M; U)i(M; V.W), et peuvent être différents si m(V; U) << m(M; U). De même si w +e— f—n. Si V remplit tout l’espace, ceci veut dire que UCV et WCV;on a alors A; —U et B;— W; les deux membres de la formule d'’associativité sont m(U; V)i(M; U.W) et m(W; V):(M; U.W) qui peuvent être “différents.
k. Si nous passons au produit de trois copies de l’espace A? et à sa diagonale A, et si (cf. [1], p. 45, haut) nous définissons #(M; U.V.W) comme étant la mul-
/ tiplicité de l'idéal # de Quyew (MA) engendré par les éléments (x;— x! ,x;—x;), on montre, comme dans notre théorème 9, que l’on a
Si seules les conditions a, b et d sont vérifiées, le fait qu'il peut y avoir d’autres
composantes de Ü, V et de VW contenant M que les A, et B;, et la démonstration de [[] (th. 6, p. 45) montrent que l’on a
d'é(Ai; U.V)i(M; A; W)=i(M; U.V.W)
dEM; U.B;)i(B;; V.W)Zi(M; U.V.W).
Voici maintenant quelques contre-exemples :
1° Cas où le calcul impose y 0. — Prenons dans A° un cylindre quadratique Ü, un plan tangent V à U selon une génératrice A, et une normale W à U en un point M de A. On a
EE, ro 2 — 0, LD, Zi TS VS:
car M est simple sur U.
Un autre exemple est le suivant : U est une droite de A°, À un cercle tangent à U en M, W une droite passant par M et non contenue dans le plan de Uet V. On a
C0, TR £ UV=2M, (UV). W=2oM: VW=M U{V.W)=M.
> Cas où il y a d'autres composantes de Ü ,V (ou VW) que les À, (ou B;). — Soient U un plan de A°, V un cône quadratique de sommet MEU et W une génératrice de V non contenue dans U.
On a
CT, Et0; PEAR Li 0, V0! Rire ainsi Ü —U, V — V et W est un plan générique passant par W. Les composantes de V, W contenant M sont ici W et une autre généra-
trice B; soient A, et A, les génératrices de V contenues dans U. On a
DV AE A, (UV) W=3M: 2 VWM=W. Der UN) M
Un autre exemple, où cependant M est simple sur V, est le suivant: nous construisons dans A un cercle U,, une droite V, le rencontrant en À, et non contenue dans le plan de U,, et une droite W, rencontrant V, en B, et rencontrant U, en un autre point; nous prenons un point M de A’ non contenu dans A°, et nous construisons les cônes U, V, W, A et B projetant U,, V,, W,, A, et B, de M; U est un cône quadratique de dimension 2, V et W des plans, A et B des droites. Ondes; /=re Tr \donc 21,702" W est un hyper-
plan générique contenant W, Ü un hypercylindre générique conte-
nant U et ayant pour base dans A° un cylindre générique Ü, contenant U,. Ici U, recoupe V, en un point A <A,; donc les composantes de Caen sont À et la projetante A’ de A. On a
U.V=A, (UV) W=M: V.W=B, U.(V.W)=U.B—2M,
car M est point double de U. Dans ce dernier exemple U, V et W sont portées par un hypercône Q projetant de M une quadrique de A*° non singulière contenant U,, V, et W,; et sur (° toutes les intersections considérées ont la « bonne dimension », c’est-à-dire qu’elles sont toutes d’excès 1 — 4 — 3 — n — « dans l’espace A*.
Pour terminer ce Chapitre donnons des traductions de la formule de projection (th. 5) et de la formule des variétés produits (th. 4) dans le langage des cycles. Un-cycle sera pour nous une combinaison linéaire formelle à coefficients entiers de variétés non nécessairement
de la même dimension : D n,V.. Etant donné deux variétés U
et V, nous poserons U.V (Nb U.V)M,, la sommation étant LA
étendue à toutes les composantes M, de U, V, quelles que soient leurs dimensions; on définit le produit d’intersection X.Y de deux cycles X et Ÿ par linéarité. La formule des variétés produits s’écrit alors
Si U est une variété de A*>x< A" d’indice de projection fini sur A", nous poserons pr. U ={[U:U,J}U, et nous étendrons cette définition par linéarité aux cycles; la formule de projection s'écrit alors, si l’on tient compte des éléments à l'infini,
MODES DE NE OV CAN) La formule d’associativité (prop. 10) se traduit par EL) (XYZ,
mais avec des conditions de validité très restrictives.
Nous avons donc, dans ce Chapitre, étudié la généralisation aux composantes excédentaires des propriétés des composantes propres. Nous avons vu que, des quatre premières propriétés de celles-ci, trois se généralisent : celle des variétés produits, celle des projections, et celle d’invariance birationelle ; par contre, la propriété d’associativité ne se généralise pas. Quant à la dernière propriété fondamentale des composantes propres, celle de spécialisation des cycles (prop. 2, Chap. IV), qui généralise le principe de conservation du nombre, l'exemple de deux droites non sécantes de A° que l’on spécialise en deux droites sécantes, — ou celui d’une droite D et d’un cercle de A, se coupant en un seul point, où D est spécialisée en une droite du plan du cercle, — montrent que toute tentative de généralisation est vouée à l'échec.
INTERSECTIONS SINGULIÈRES
Nous nous intéresserons, dans ce Chapitre, aux variétés et cycles portées par une variété (° (la « variété ambiante »), elle-même plongée dans l’espace affine A” (ou projectif P"); soient U“et V'portées par Q, et soit M” une composante de U , V ; le nombree,— m —(u+e—v) est appelé l'excès relatif de M dans UV; on a e—e—(n—%w), e étant l’excès absolu de M; rappelons que e, peut être négatif, mais que, si M est simple sur Q, on a e,==o. Les composantes propres, auxquelles s'applique la théorie de Weïl-Chevalley, sont celles qui
sont simples et d’excès relatif nul sur Q. Nous nous intéresserons 1c1 aux composantes d’excès relatif nul, qu’elles soient simples ou singulières sur Q.
A. DéFiNITION ET PROPRIÉTÉS LOCALES DU PRODUIT D'INTERSECTION. — Soient X et Y deux cycles de Q; supposons qu’au voisinage d’une sousvariété À de Q (en général contenue dans X et Y)X et Ÿ soient des intersections complètes : X— X,.Q, Y — Y,.Q modulo des cycles ne contenant pas À. Par définition nous poserons localement, c’està-dire modulo un cycle ne contenant pas A, X.Y — X,.Q.Y,. Cette définition ne dépend pas de X,et de Y,:siX=X,.Q et Y — Y,.0,
on a NADINE NE — NPA ONE EN CUT
en vertu du principe local d’associativité appliqué en A. Dans le cas où À est simple sur Q, X et Y sont localement des intersections complètes, et | [](th.6, p.72) montre que notre définition généralise à certaines composantes singulières la définition de C. Chevalley relative aux composantes simples.
Lorsque des multiples entiers a, X et b, Y de X et Y sont, en A, des intersections complètes (a, X = X,.0Q, b, Y — Y,.Q), nous poserons par définition a,b,X.Y —X,.Q.Y, (localement). Ceci nous amène à introduire des multiplicités d’intersection fractionnaires et des cycles à coefficients rationnels. Cette définition ne dépend pas des mulüupies: a, X. et, bi Vchorsis : sai XX Dre Ne 0 oneen déduit
MINS ONE et DNS RO; d’où par associativité CARD OCROEIC TS CR.
Si M est une composante de X.Y nous noterons #9(M; X.Y)} son ‘coefficient dans X.Y.
Soient X, Ÿ et Z trois cycles qui soient intersections complètes enAL XX, .-0Ne=V,. 027.0 X Ye et, eétantdes cycles
à coefficients rationnels. On a, localement,
(OCR 6 AAC CRU PET ETS EE tv = X,.0,(Y:.2Z:) = X (7),
en vertu du principe d’associativité local appliqué dans l’espace affine. Ceci montre que nos cycles intersections relatives satisfont au principe d’associativité, local et global.
Soient X et Y deux cycles de Q, intersections complètes en A CORAN 0 Ye et et Vl'deus cycles de (/ intersections complètes en A'(X'—Q'.X', Y'—Q!.Y!). On a alors, en À * À’,
XX OX Xi et Ye V—(R QU (Yi Ve,
d’après la formule des variétés produits appliquée dans l’espace affine. On à donc
ONE CN REA SEXE VERT
et la formule des variétés produits s'applique à nos cycles intersections relatives.
Considérons le produit de l’espace affine par lui-même et sa diagonale A. Le cycle X,.Y, est la projection sur le premier facteur du cycle Z—(X, *< Y,).A de la diagonale. Donc le cycle
XIV (XN YD QG
est, localement, la projection du cycle Z.Q* (intersection prise sur A); comme AË est simple sur À, nous pouvons appliquer notre définition à ce cycle; il est donc égal à
EST) A CO SCATN: car QÂ—A.(Q x Ar);
X.Y est donc localement égal à la projection de (X, >< Y,).Q.
Soit (/ une variété en correspondance birationnelle avec Q, correspondance que nous supposons birégulière en À ; soient X', Y'et A'les cycles de Q’ correspondant régulièrement à X, Y et A. D’après le théorème de Severi (Chap. IV, th. 3) le cycle X, tel que Q.X, — X (en A) est intersection complète de diviseurs; par linéarité nous sommes ramenés au cas où ceux-ci sont positifs; soit X, — U,...U, et soit F;(X)— o l'équation du diviseur U;. Soit o l’anneau des quotients Qo(A) et j; l'élément de 9 induit par F;(X); les idéaux pre-
miers MIniImaux de Sd of: sont ceux des composantes X, de X
contenant, À, — et, d’après [I] (th. 7, p. 51), le coefficient de X,
dans X est égal à la multiplicité de l'idéal D. 0», /: dans l’anneau
dp, — Dax):
Si V est une composante du cycle Ÿ et si u est son idéal premier s et ; te re 0 dans o, les idéaux premiers minimaux pg de l'idéal Dre sont ceux =
des composantes Z3 de V.X, contenant A, — le coefficient de Zs : \ Ë RE TIE re Co dans V.X, étant égal à la multiplicité de l'idéal EG), dans
l’anneau (2) Ou) Mais l’anneau des quotients Qa(A') est pe
identique à #; en multipliant éventuellement les /; par des éléments inversibles de 0, on peut supposer qu'ils sont induits par des polynomes F'(X”), les X’ étant les coordonnées de l’espace affine de Q’; si U; est le diviseur d’équation F(X') —o, et si X' est le cycle U' ... U la première partie du raisonnement montre que, en A’, on a
Next
et que les cycles X,.Y et X°.Y’ se correspondent sur Q et Q'. Nous avons ainsi prouvé l’invariance birationnelle des cycles intersections relatives.
Remarque. — Si seul l’un des cycles X ou Ÿ est intersection complète (fractionnaire) en À, on peut encore définir localement le cycle X.Y par X.Y —X,;.Y; on peut montrer dans certains cas (notamment si @ est normale en À et si X est un diviseur) que c’est indépendant de X;. On voit alors que les propriétés des produits et d’invariance birationnelle sont encore valables. 11 en est de même de la formule de projection et du théorème de spécialisation. Par contre la formule d’associativité ne se généralise pas, comme le montre l'exemple de l’hypercône quadratique de A* donné au Chapitre V.
Soit M une composante de X.Y contenant À, et soit X un cylindre passant par X, de direction générique sur un corps de définition des données, et de dimension 7 — w; nous supposerons les cycles X et Y
positifs. Le cycle X.Q est, en M, somme de X et d’un cycle Z positif;
Fr
Z— 0 caractérise les composantes simples M. Ainsi la multiplicité relative r de M dans X.Y est au plus égale à sa multiplicité absolue a (Chap. V), avec égalité pour les composantes simples.
Voici maintenant quelques exemples :
1° Soit ( un cône du second degré de sommet M, X et Y deux génératrices de Q; les cycles 2X et 2Y sont intersections complètes de Q avec les plans tangents F, et T, le long de X et Y ; on a donc
NON MT OA D NUE 2M; donc HRNCCU
2° Si l’on pose m—m(M; Q), les nombres mr et a sont en général distincts. Prenons pour Y la section du cône Q par une sphère S tangente àXenM;ona
D NME Pie SX SE M, d’où F2:
par contre, X étant la tangente de rebroussement de YŸ, on a a—3 eta<{ mr.
2, La roRMULE DE pRogecTIoN. — Soit X un cycle du produit Q % Q/ de deux variétés et soit Z la projection algébrique de X sur le premier facteur; soit YŸ un cycle de Q et M une composante d’excès relatif nul de Z,Y; supposons que Ÿ soit une intersection complète en M : M 0:Y,. Soient M;, ..:.-M, les composantes de X, (V< 4") se projetant en M; nous supposerons qu'aucune d’entre elles n’est à l'infini (ce qui est le cas si Q/ est une variété projective). En M < Q’, et en toute composante M;, Ÿ > Q/ est intersection complète :
Ve Ooee OÙ CRT)
d’après la formule des variétés produits. Par définition on a, en M; X.(Y XQ)—(Y, x Pr').X.
Si nous appliquons la formule de projection relative à l’espace 1l vient
(M; 2.Y,)=Ÿ [M : M}.ë(M;; RU Pr),
LT
io(M; 2.Y)=Y [M : M].ioso.(M;; X.(Y x Q')).
1=1 De cette formule locale nous déduisons le théorème global suivant:
Tutorème 1. — Soient X un cycle du produit Q >< Q! et Y un cycle de Q tels qu’en toute composante M de Y ,prX, Ÿ et prX sotent intersechons complètes, et tels qu’en toute composante de X,(Y >< Q") X soit intersection complète ; alors Y >< {/ est intersection complète en toutes ces
composantes et l ’on a VPLX = pre D).
3. LE THÉORÈME DE SPÉCIALISATION. — Soit À un corps de définition de Q; nous supposerons d’abord que X et Y sont globalement des intersections complètes : X = X,.Q, Y — Y,.Q. Soit (X', Y') une spécialisation de (X, Y} sur # (Chap. IV); nous la prolongeons en une spécialisation (X;, Y')de(X,, Y,). De X=X,.Qet Y—Y,.0 nous déduisons X’=— X,.Q et Y'— Y,.0Q (Chap. IV, prop. 2). Donc le cycle intersection relative X’.Y’'— X°.Q.Y" est une spécialisation de X VX QU surCX VX MiPavec/relérence 47 L’unicité du prolongement se démontre comme au Chapitre IV.
Passons maintenant à un cas un peu plus général. Supposons que, en toutes composantes de X,Y, X et YŸ soient des intersections complètes, X = X,.Q et Y = Ÿ,.0, avec les mémes cycles X, et Y, en chacune de ces composantes [condition (C)]; on a alors globalement X,.0—X+X et Y,. 0—Y Y, X et Ÿ ne contenant aucune composante de X,Y. Soit (X', Y’) une spécialisation de (X, Y}) sur #, telle que X’.Y' soit globalement défini; nous la prolongeons en une spécialisation (X,, Y,)—(X', Y’); celle-ci se prolonge, et de façon unique, en une spécialisation
CERINTS EST ER ENS ESC
En ajoutant éventuellement à X et à Y des cycles intersections complètes globales, nous pouvons supposer que tous les cycles en question sont positifs. Comme la spécialisation des cycles préserve
les dimensions et les inclusions des cycles | nous disons qu’un cycle Z est contenu dans un cycle Z, si toute composante de Z est contenue dans une composante de Z, (cf. Chap. IV,$5)], une spécialisation A’ sur (X, Y)>(X', Y'), avec référence à # de toute composante A de X.Y est contenue dans le cycle X'.Y'; or il est clair que A’ figure dans X’.Y' avec un coefficient au moins égal à celui de A dans X.Y,; la même inégalité est vraie a fortiori pour les coefficients de A et A' dans X.Y et X’.Y'en vertu de la condition (C) JR à Y.Ona
donc les inégalités
NOTE UX Ve TN NE XV) de l'égalité
COR EE) ) CREER) CNE) nous déduisons ainsi que l’on a
DCR A:
Remarquons que nous n’avons utilisé la condition (C) que pour le cycle Y
(et aussi pour Ÿ, mais ça s'en déduit immédiatement ); notre résultat est donc encore valable pour la définition donnée en remarque au paragraphe 1.
La condition (C) sera automatiquement vérifiée si X.Y possède au plus une composante singulière A; soit en effet X—X,.Q en A;
en toute autre composante A, de X.Y, soit X,.Q—X+ nn P ) )
les Z, étant des variétés contenant AÀ,; soit C,; un Re de dimension convenable de l’espace, passant par Z,), et de direction générique sur les données; alors C,; ne contient n1 À, ni aucune AÀ,, distincte de À,,; il suffit alors de remplacer X, par X, —Ù RAC @, À pour que la condition (C) soit vérifiée par X et X, en toute composante de X.Y. Remarquons que, dans la plupart des applications, le cycle général X.Y ne contiendra aucune composante singulière. Par conséquent :
Tnéorème 2 (« théorème de spécialisation »). — Soi Æ un corps de définition de Q, X et Y deux cycles de Q tels que, en toutes les
composantes (supposées d’excès relatif nul) de leur intersection X et Y soient des intersections complètes, et qu’au plus une de ces composantes soit singulière [ou plus généralement que la condition (C) soit satisfaite par X ou Y]; soi (X', Y') une spécialisation de (X, Y) sur k telle que X!.Y' soit défini; alors X'.Y' est l’unique spécialisation de X.Y sur(X, Y)—(X, Y') avec référence à k.
4. GROUPES D'HOLOTOMIE. — Soit À une sous-variété de Q; dans le groupe gradué | des cycles portés par Q nous avons, dans la première partie de ce Chapitre, identifié deux cycles qui ne différent que par des variétés ne contenant pas À; nous avons utilisé implicitement le fait que cette relation d'équivalence est compatible avec la structure de groupe gradué de F, et nous avons opéré dans le groupe gradué quotient l',. Nous appellerons ce groupe |”, le groupe des cycles locaux relatifs à A, et ses éléments des cycles locaux (relatifs à A). Lorsque BC A, F, est un groupe quotient de [”;.
Nous dirons qu’un cycle local X° * est une intersection complète s’il
existe un cycle X de la classe X et un cycle X7 de l’espace tels que X—X,.Q. Nous avons surtout considéré jusqu'ici des intersections complètes; celles-ci forment un sous-groupe stable H du groupe gradué l',; le raisonnement du paragraphe À montre que H est univoquement déterminé par la donnée de l’anneau des quotients Qo(A ); deux cycles locaux dont ia différence est une intersection complète sont dits holotomiques. Nous allons maintenant nous intéresser au
groupe quotient H(Q, A )— e que nous appellerons le groupe d’holo-
iomie de Q en À; sa structure ne dépend que de celle de l’anneau Qa(A); c’est donc un envartant birationnel birégulier. C’est un groupe gradué, somme directe des sous-groupes H;(Q, A) (dimA,<i,<w); H1(Q, A) et H,(Q, À) sont triviaux. Si BCA, on voit aisément que H(Q, A) est un groupe quotient de H(Q, B). Nous pourons aussi considérer le groupe global d’holotonie H(Q) de Q; c’est le quotient de | par le sous-groupe des intersections complètes; H(Q, A) est un quotient de H(Q) quelle que soit la sous-variété A de Q:
Si À est une sous-variété stmple de Q, toute variété V contenant À
Y est, ‘en À, intersection de Q avec un cylindre générique passant par V; H(Q, A)est donc trivial. |
Tout cycle local est holotomique à un cycle positif; si, en effet,
X=Y—7Z, Yo, ZSo, et si LES n, V,, nous ferons passer par V,
un cylindre générique de dimension convenable C, ; alors C,.Q XV: posons O2, 0% ains1:C.0 7, d'ou X 41C. 0 —Y 0; Ainsi H(Q, À) est un quotient du semi-groupe des cycles locaux positifs.
Proposrrion 1. — Sr Q est normale le long de À, tout diviseur local positif X, qui est intersection complète, est intersection complète de Q avec un diviseur À positif de l’espace.
Soit o l'anneau des quotients de À dans Q et soit XrNe un
diviseur local positif. Soient X—Q.(U,—U,), où U, et U, sont deux diviseurs positifs d'équations (Chap. IV,82) F,(X)=o et F,(X)=0o, — j, et f; les fonctions induites sur 9 par F,(X) et F,(X), — et p, l'idéal premier minimal de o correspondant à V,; comme o est intégralement fermé, of, et of, sont des produits de puissances symboliques des p, :
sh=|lr, =] ]r#t:
(4 x et l’on a
DU=Nrv, et (128 BED ANTA' EE
œ % d DS In, mt Oo:-Lidéal Ar sgal à Patet est on a donc r,—5,—n, 0; l'idéal:0/,/," est égal à | | p*, (4
donc entier; ainsi /,/,' appartient à © et, en le multipliant éven-
tuellement par un élément inversible de 0, nous voyons que (HE EE est un diviseur positif.
Remarques. — 1. Cette proposition { est à rapprocher du théorème (global) de Muhly : pour que @ soit normale il faut et il suffit que le système linéaire découpé sur Q par les hypersurfaces d'ordre 7 soit complet quel que soit ».
2. On peut avoir H(Q, A)—{O} sans que A soit simple sur £; il en est
ainsi si À est un point double ordinaire d’une courbe plane {2 : A=Q.(T—D) où T est une tangente à @ en A et D une droite générique passant par À. Si & est normale le long de A et si H(Q@, A) — {0 }, on voit aussitôt que le théorème d'unique factorisation s'applique aux Fe de ».
Remarquons que nous avons défini les muluiplicités d’iptersection relatives pour les cycles dont la classe est un élément périodique de H(Q, A). Nous allons, pour terminer, calculer quelques groupes d’holotomie.
Proposition 2. — Sur un cône Q de degré 2 ou 3 de l” espace A°, tout cycle est globalement holotomique à une somme de génér atrices.
Soit V une courbe tracée sur un cône du second degré {; par une génératrice D de Q@ nous traçons le conoïde U lieu des droites parallèles à un plan donné et s'appuyant sur D et V; V figure avec multiplicité 1 dans Q.U si l’on prend D et le plan génériques et indépendants sur les données; le reste de l’intersection se compose de multiples de D et des génératrices de Q parallèles au plan donné.
Si Q est du troisième degré, soient O son sommet, D une génératrice et C une section plane (génériques); par tout point P de la courbe donnée V on fait passer le plan contenant D; celui-ci coupe C en trois points, dont l’un a est sur D, et un second b sur la génératrice de P; soit E la droite joignant P au troisième c; on prendra pour U la surface lieu de la droite E. Le diviseur Q.U est somme de V (avec coefficient 1), d’un multiple de C (qui est intersection complète), d’un multiple de D, et de multiples des génératrices OP telles que b et c se trouvent confondus. Ces dernières correspondent
aux points P qui se trouvent sur les génératrices des points de contact des tangentes menées par @ à la cubique plane C.
Proposition 3. — Sort Q un cône de A° de sommet O et normal en O, et soit X un diviseur de Q composé de génératrices; st X est intersection complète en O, on a X = X,.Q où X, est cône de sommet O.
On peut supposer, en ajoutant éventuellement une intersection complète avec un cône de sommet O, que X est positif, et que l’on a
X—Q.X, où X, est un diviseur positif de A* (prop. 1). Soit F(X)—0
l'équation de Q, et G(X)—G{(X)-+...+ Gn(X)—0 celle du diviseur X,, G, étant une forme de degré s; l’anneau des quotients 0 de O sur Q admet une notion de degré. L'idéal og, où g est la fonction induite par GX) sur (, est, puisque 0 est intégralement fermé, produit de puissances symboliques d’idéaux premiers correspondant à des génératrices, c’est-à-dire d’idéaux homogènes; 0g est donc un idéal homogène et.contient les éléments 2, ..!, g,n3 ceci n’est possible que si tous les g,,; sont des multiples de £,; on a donc og — 98, et la proposition 3 est démontrée.
CoRoOLLAIRE 1. — S: Q est un cône du second degré de sommet O, le groupe d’holotomie H,(Q, O) est cyclique d'ordre 2.
En effet, une génératrice D n’est pas intersection complète, mais la somme de deux génératrices l’est; ainsi deux génératrices quelconques sont holotomiques.
COROLLAIRE 2. — Soit Q un cône elliptique de sommet O sur le corps des nombres comvlexes; le groupe H,(Q, O) est isomorphe au produit d’un groupe cyclique d'ordre 3 par le groupe des paramètres elliptiques uniformisant une base de Q.
Soit X un diviseur de Q composé de génératrices, ED ni D, ;
œ soit 4, le paramètre elliptique de D,; pour que X soit holotomique à zéro, il faut et 1l suffit que les points P,, où les D, rencontrent une
base de Q, soient sur une même courbe d'ordre D + » compte tenu
des multiplicités; ceci veut dire que :
D'ra= 0 mod. 3
> Nnylx=0 (modulo périodes).
Soit alors o la classe d’une génératrice d’inflexion D, (34,=0 modulo
périodes) et F le sous-groupe, cyclique d’ordre 3, engendré par celle-ci; soit E le groupe des classes de diviseurs composés de génératrices et de degré zéro; il est clair que H,(Q, O) est somme directe
de Eet de K. CAS FAP:
Les génératrices de Q dont la classe est périodique sont donc les génératrices d'inflexion (34= 0), les génératrices sextactiques (64= 0), et ainsi de suite. Remarquons que dans les deux cas étudiés les groupes H,(Q) et H(&, O)
sont isomorphes.
Proposition 4. — Si Q est une quadrique sans singularités de l’espace A°, H,(Q) est un groupe cyclique infinr.
Soient x el f tes classes, dans H,(Q), de deux génératrices de systèmes différents; on a « + 5 — o, donc deux génératrices de même système sont holotomiques. Toute courbe V de Q est holotomique à une combinaison linéaire de génératrices (mener, par un point de Q, le cône s'appuyant sur V}. Si S est une surface intersectant Q selon des génératrices, nous écrirons S.Q — X, + X,, où X; est une combinaison linéaire de génératrices de même système. Si D (resp. D’) est une génératrice générique du premier (resp. second) système, on a D.S=—D.X, (resp. D'.S—D'.X,); ceci montre que les cycles X, et X, ont même degré, égal à celui de S, donc qu’il n’y a d’autre relation entre « et $ que a+ B— 0.
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