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PREMIÈRE THÈSE
DE
Il existe de nombreuses représentations conformes de la surface de la terre sur le plan : les plus anciennement connues sont la projection -stéréographique et la projection de Mercaror. L'intérêt des projections conformes qui conservent les angles n’a échappé ni aux cartographes ni aux utilisateurs depuis l’époque où la sphéricité de la terre a été mise en évidence. Ces deux projections, en particulier celle de Mercato, sont encore maintenant les seules utilisées pratiquement pour la navigation maritime, la projection stéréographique étant réservée aux régions polaires et la projection de Mercaror étant étendue à la représentation plane de tout le reste de la surface terrestre.
La projection de Mercaror possède la. propriété de transformer la loxodromie en une droite, propriété qui est appréciée dans la navigation au compas parce que les routes maritimes à cap constant sont représentées par des droites : cela explique l'usage quasi-universel de cette projection malgré la déformation qu’elle produit surtout pour les hautes latitudes.
Les recherches faites par les mathématiciens er. vue de trouver la meilleure représentation pour une portion restreinte de la terre ont abouti à la découverte par Gauss de la projection conforme qui porte son nom el qu'il adopta pour la construction de la Carte du Hanovre. Cette pro- -jection est utilisée actuellement par l'Institut Géographique National pour ses travaux géodésiques en Afrique Occidentale Française et en Afrique Equatoriale Française. D'autre part, Lawserr à trouvé une généralisation de la projection de Mercaron, projection conforme basée sur un parallèle de latitude quelconque à la place de l'équateur. Cette projection, tombée dans l'oubli pendant de nombreuses années est utilisée de façon très courante depuis la première guerre mondiale, en France où Finstitut Géographique National a adopté des systèmes Lawperr pour le territoire national, en Afrique du Nord, au Levant et en Indochine, et par divers pays étrangers, en particulier les Etats-Unis d'Amérique. Enfin pour la
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cartographie aérienne, la projeclion conforme de Laweerr a supplanté dans bien des cas la projection de Mercaror.
Parmi ces quatre projections conformes, la projection stéréographique est centrale, c'est-à-dire que le rapport de similitude entre la surface terrestre et la projection plane est égal à l'unité au centre et croît quand on s'éloigne de ce point dans toutes les directions. Par contre, dans les trois. autres projections, le rapport de similitude qui conserve une valeur constante, égale en principe à l'unité, pour tous les points de la courbe de base (équateur pour la projection de Mrercaror, parallèle pour la projection de Lawserr, méridien pour la projection de Gauss) est minimum sur la courbe et croît quand on s’en éloigne dans une direction quelconque.
Nous nous proposons de montrer dans ce travail que, plus généralement, 1l existe une projection conforme et une seule dont le rapport de similitude présente une valeur stationnaire constante pour tous les points d’une courbe qui joue le rôle de courbe de base de la projection ; la surface étant analytique, la condition exigée pour la courbe est seulement qu'elle soit analytique au sens donné par Caucny pour l'intégration des équations aux dérivées partielles. Les projections classiques de Mrncarton, de Gauss, et de Lamsenr sont des cas particuliers de la projection générale ; la courbe de base étant donnée, la condition que le rapport de similitude soit stationnaire sur cette courbe entraîne l’umcité de la solution. Il n'y à donc pas de projection conforme autre que les projections classiques de Mencaror, Gauss et Lamserr, satisfaisant aux conditions imposées précédentes sur leurs courbes de base respectives.
La considération de la projection conforme de déformation stationnaire, construite en prenant comme courbe de base la loxodromie, conduit à des résultats théoriques nouveaux, concernant en particulier le calcul de la correction de GivrY dont l'expression classique est relative à la‘sphère () et la différence de longueur entre les arcs de loxodromie et de géodésique ayant mêmes extrémités.
Gertaines projections générales construites par la méthode développée dans ce mémoire sont intéressantes pour la navigation aérienne moderne, Le problème de la navigation aérienne consiste à passer d’un aérodrome au suivant par le chemin le plus court : le parcours théorique est la géodésique qui joint les deux points. Or, sur la projection de Mercaror, la géodésique est représentée par une courbe qui, dès qu’on s'éloigne de l'équateur, présente une courbure non négligeable. D’autre part, à-un instant quelconque de sa navigation, l'avion peut recevoir sur sa position des renseignements donnés par des radiophares ou d’autres appareils modernes de détection ou de navigation. Ces renseignements se ramènent en général à des positions par azimut et distance. Pour pouvoir les re-
G) Givrx. — Mémoire sur l'emploi des chronomètres à la mer. Supplément (p. 143, Paris 1846. Extrait des Annales Maritimes et Coloniales). Bnavais. — Thèse d’Astronomie sur les méthodes employées dans les levés sous
voiles. (Lyon, 1937.)
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porter brutalement sans risquer de commettre une erreur sur une carte, il faut que la projection employée n’exige aucune correction importante. Ce n’est pas le cas de la projection de Mercaror où il faut faire subir aux azimuts la correction de Givrx avant de les reporter sur la carte et où les variations d'échelle en fonction de la latitude rendent dificile un report très précis de la distance. La navigation aérienne mondiale serait facilitée par l'emploi de cartes dressées dans un système conforme généralisé de déformation stationnaire. [1 conviendra de choisir comme courbe médiane une géodésique: de cette façon, pour une bande de 1.000 kilomètres de part et d’autre de la géodésique, la correction finie entre la géodésique et sa corde en projection et les variations d'échelle pourront être négligées. La route à suivre pour atteindre la destination sera praliquement représentée en projection par une droite et tous les renseignements qui parviendront au navigateur à partr des stations terrestres pourront être reportées brutalement sur la carte : ce qui évite les risques d'erreur. De plus, les appareils de détection, comme le Radar, donnent au navigateur en coordonnées polaires sur un écran lumineux une image de la terre qui correspond exactement à la projection azimutale centrée sur ce point. Il y a donc intérêt à avoir sous les yeux, à bord, une projection qui se rapproche le plus possible de la projection azimutale; or il est évidemment impossible d'adopter la projection azimutale elle-même, car son point origine (position de lavion ou du bateau) est par essence variable. La projection conforme de déformation stationnaire qui a été définie répondra bien à la spécification imposée ci-dessus si on l’utilise au voisinage de la courbe de base. I faudrait en principe fournir au navigateur une projection de déformation stationnaire basée sur la géodésique qu'il doit parcourir, ce qui exigerait la construction d’un très grand nombre de cartes aériennes. Nous verrons qu'on peut en réalité se contenter d’un nombre beaucoup plus restreint de cartes tout en conservant les avantages de ce système de projection.
L'étude présentée permet aussi de donner une définition mathématique à la projection par rabattement de triangles, projection la mieux adaptée aux levés de zones côtières allongées : ce qui est le cas le plus fréquent dans les travaux hydrographiques. Pour cette application, il conviendra d'étudier la projection générale dans le cas où la courbure géodésique de la courbe de base est une fonction quelconque de l'arc.
Nous avons utilisé les résultats de la théorie générale des surfaces exposés par M. Jean Lasorne dans le Traité des Projections des Cartes géographiques ®). Le lecteur pourra se reporter facilement à cet ouvrage dont les notations et les conventions de signe ont été conservées. Toutefois,
Q) Traité des Projections à l'usage des cartographes et des géodésiens par L. Diexcourt, ingénieur hydrographé en chef et J. Lasonpe, lieutenant-colonel — Paris 1930 (4° fascicule}.
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il nous a paru utile de préciser le sens de certaines notalions introduites
par cet auteur, d'en dégager le caractère invariant et d'établir les équa-
tions fondamentales par une voie légèrement différente.
Les projections conformes de déformation stationnaire, basées sur une géodésique, sont une généralisation des projections de Mercaron obliques que M. L. Kaux a étudiées sur la sphère en vue de la construction de cartes aéronautiques pour les premières traversées de l'Atlantique 1).
La méthode exposée dans le présent mémoire s’écarte de la méthode classique, par laquelle, depuis les travaux de Gauss, on aborde généralement l'étude des problèmes relatifs aux projections conformes : la représentation d’une surface sur une autre ou sur un plan se ramène à une correspondance par fonction analytique entre Îles coordonnées paramétriques isométriques des deux surfaces ou de la surface et du plan; ainsi, si X et 7 désignent les paramètres d’un réseau orthogonal isométrique de la première surface, x et y les paramètres d’un réseau orthogonal isométrique de la deuxième surface — qui se réduit, par exemple, dans le cas du plan aux coordonnées cartésiennes ordinaires — toutes les projections conformes
sont définies par la relation fonctionnelle :
x + iy =F(X+ ir)
F étant une fonction analytique.
Le problème étant ainsi résolu globalement au point de vue mathéma- .
tique, il y a lieu dans les cas particuliers d'adapter la solution aux conditions aux limites; le procédé classique d'établissement dés formules de la projection de Gauss que nous reprendrons est une illustration de cette adaptation de la solution générale à un cas particulier.
La méthode que nous développons procède d’un point de vue différent : nous considérons comme fonction essentielle dans la représentation conforme le module de la dérivée de la fonction analytique F :
K — mod (F') — | ess
Nous verrons que la connaissance de cette fonction suffit pour déterminer tous les éléments de la représentation conforme, en particulier les images des courbes fondamentales : méridiens et parallèles.
Une fois établie l'équation aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonction K, pour que la projection soit conforme, les conditions aux limites étant données sur la courbe de base, la représentation conforme est construite au voisinage de cette frontière.
Ce procédé présente l'avantage de fournir une définition commune et plus générale à diverses projections conformes classiques et de mettre en
@) «Nouvelles Cartes Aériennes», Bulletin de PAssociation Technique Maritime el Aéronautique (1928), par M. L. Kanx, ingénieur du génie maritime. Comptes-rendus à l'Académie des Sciences, 186, 1928, p. 496. — 187, 1928, p. 284. — 1838, 1929,
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évidence, grâce à des formules intrinsèques, l'influence des caractères géométriques de la surface et des courbes de base adoptées, sur la structure de diverses projections conformes. :
I. — UNICITÉ DE LA SOLUTION ET CALCUL DES ÉLÉMENTS DE LA PROJECTION
Les propriétés démontrées dans ce chapitre étant générales, nous supposons quelconques la surface (2) et la courbe de base (£) tracée sur cette surface. |
La famille de projections conformes qui fait l'objet de cette étude est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
1. Le rapport de similitude est égal à l’unité en tous les points de la courbe de base (£ ).
2. Le gradient de ce rapport est nul pour tous les points de celle même
courbe (£ ).
Supposons tracées sur la surface (Z) deux familles de courbes orthogonales; les points de la surface peuvent alors être définis par deux coordonnées curvilignes : w pour les courbes de la première famille et v pour celles de la deuxième famille.
Dans ces conditions, le carré de l'élément linéaire de la surface ne
contient pas de terme rectangle; avec les notations classiques de la théorie des surfaces il se réduit à : 6
Edu? + Gdv° ou si on pose :
Ep et G—7», il devient :
u?du? + »°dv° expression dans laquelle pe et » sont des fonctions de « et de v. L'élément linéaire pour les courbes de la première famille définies par v — C'° est:
ds— pu, v) du.
Pour les courbes de la deuxième famille qui correspondent à des valeurs constantes du paramètre , on a de même :
dt = » (u, v) dv.
Les fonctions w et » élant positives, le sens positif pour les ares est celui des « croissant pour les courbes de la première famille et celui des v croissant pour les courbes de la deuxième famille.
Considérons un point P de la surface (Z), il passe par ce point deux courbes orthogonales. Traçons les deux géodésiques langentes : leur courbure géodésique est nulle. Les deux courbes orthogonales, dont la cour-
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bure géodésique est en général différente de zéro, se placent par rapport aux deux géodésiques considérées, d’un côté ou de l’autre, suivant le signe de la courbure géodésique (fig. 1). Le sens positif adopté sur les normales géodésiques aux courbes des deux familles est dirigé vers la région couverte par les paramètres inférieurs; avec cetle convention de signe on attribue un signe au rayon de courbure géodésique : la courbure est positive si le centre de courbure géodésique se trouve dans la région couverte
18€ famille
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par les courbes de paramètres inférieurs, elle est négative si le centre de courbure géodésique se trouve de l’autre côté dans la région couverte par les courbes de paramètres supérieurs. Gelte convention qui a l’avan- {age de conserver la symétrie des deux variables wet v présente un inconvénient quand on définit un sens positif de rotation sur la surface (2). Ainsi, nous adopterons dans la suite comme sens positif de rotation, le sens qui amène la tangente positive aux courbes de la première famille sur la tangente positive aux courbes de la deuxième famille. Pour une courbe quelconque (©) passant par P, choisissons un sens positif pour la mesure des arcs et pour la langente orientée Pr; et prenons comme normale orientée Pn la droite obtenue en faisant tourner la tangente Pt
RAR RE
Te AU LE Se de +=: La courbure géodésique est alors positive si le centre de courbure
_ géodésique est situé sur la partie positive de cette normale; elle est népative dans le cas contraire. On voit que cette convention n’est en accord avé la première convention qui a été faite seulement pour les courbes de la deuxième famille: pour la première famille, au contraire, les deux conventions de signe sont inverses.
Considérons sur la surface (Z) un quadrilatère curviligne élémentaire abed (fig. 2), dont les côtés sont des ares des deux familles de courbes
(v) (v+Av)
At’(6”)
- fig.2-
orthogonales définies ci-dessus; ab et cd appartiennent respectivement aux courbes de la première famille de paramètres v et v + Av; ils ont pour longueurs respectives As et As. ac et bd appartiennent aux courbes de la deuxième famille de paramètres w et u + Au; ils ont pour longueurs respectives At et Ar.
Faisons tendre vers zéro ces infiniment pelits; sur la courbe de paramètre », la différentielle de l’arc ds est donnée par :
ds — pudu et la variation première de cette différentielle, quand on passe de cette
courbe à la courbe de paramètre infiniment voisin v + Do est donnée par la formule
(1) D (ds) — ds — ds — . duDo.
J. C. 703395. — M. Arranr. ë
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De même, pour les courbes de la deuxième famille, on aurait, en appelant do et Du les différentielles correspondantes :
(1) D {d)— dé — dt doDu.
4. Expression des courbures géodésiques et de la courbure totale en fonction de et de ». — La connaissance du carré de l’élément linéaire : p?du? + »°dv? suffit pour calculer la courbure géodésique y des courbes de la première famille et la courbure géodésique à des courbes de la deuxième famille que nous avons supposées tracées sur la
surface (2).
: i ; a Pate : A Par définition la courbure géodésique est la limite du quotient 5
AG étant l'angle infiniment petit des plans normaux à la surface (2) qui passent par les tangentes à la courbe de paramètre v aux deux points « et b distants de Às. Comme le réseau est formé de deux familles de courbes orthogonales, l'angle A@ est égal à l'angle des tangentes aux courbes de paramètres « et u + Âw qui passent par a et b. [1 en résulte une expression simple de l’are cd — As’ en fonction de l'arc ab — As et de la courbure géodésique y.
As'— As + AGAI +. ..— As + yAsAt+...— As ypyAuAv +...
Pour la deuxième famille de courbes, nous aurions des résultats analogues avec la courbure géodésique d
AP — Ar AA SES. = AE SAIS EE ATEE On AUAT ES
Quand on fait tendre vers zéro les accroissements Aw et Av et qu'on adopte les notations différentielles des formules (1) et (1') respectivement, on obtient les relations suivantes :
(2) | D (ds) - — ds — ds — yuvduDo (2) D (dt) — dt — dt — duvdyDu.
La comparaison des relations différentielles (1), (2), d’une part, et (1”), Fe ), d'autre part, fournit les expressions des courbures géodésiques
y et à en fonction de p et »U), | MU dy TT u9 00 ) S 24 1 dy | py du
@ Cf L, Brancur. Lezioni di Geometria differenziale {2° édition). Volame 1, p. 181.
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Ces formules sont établies en adoptant pour la courbure géodésique la
première convention de signe, c'est-à-dire que la courbure est considérée
comme positive si la courbe se trouve par rapport à la géodésique du côté des paramètres inférieurs à celui qui correspond à la courbe considérée
(CF fig. 1).
La courbure totale —; de la surface (Z) est un invariant géodésique qui peut aussi se calculer quand on connaîl la forme quadratique fondamentale : du »°dv°. Appliquons le théorème de Gauss sur les excès angulaires
au quadrilatère abcd; il exprime que l'intégrale de la courbure géodésique prise sur le contour abcda est égale à l'angle 27 diminué de l'intégrale
Le & ee AC double de la courbure totale — étendue à l'aire intérieure au contour. Le
sens positif adopté sur la surface est celui que nous avons défini plus haut, qui amène la tangente positive à la courbe v — C®, sur laquelle la différentielle de l'arc est ds —pdu, sur la tangente positive à la courbe u — C!° sur laquelle la différentielle de l'arc est dt — dv. (Cf fig. 1).
Avec les conventions de signe faites sur y et d, le théorème de Gauss donne :
u+Au —f 7 (u, v).p(u, v) du +- cf (u + Au, v).v (u + Au, v) dv
if" y (u,v+-Av).u (a, v ++ Av) du += + ï d(u, v).» » (u, 0) du +=
2 v+Av
Lie =[f ue (u, o):v v) dudo abed PA
En remplaçant y et à par leurs valeurs tirées des équations (3), la relation précédente devient :
v+Av À d ,
D een ile ù
au+Au d 1 +] En sl (a, 0 + Av) — te) a (u, | du
PP plu, v):v(u, v) dudv +f| ne LE abcd PP
en faisant tendre Au et Av vers zéro, nous obtenons à la limite a relation différentielle suivante qui doit être vérifiée en un point quelconque de la
surface (2) :
AMAR
Cette formule donne en fonction des coeflicients g et » de la forme
quadratique fondamentale la valeur de là courbure totale =
LRO FRE
2. Courbe tracée sur la surface (2). — Une courbe (©) tracée sur la surface (Z) est définie par une relation g {u,v)— o entre les paramètres u et v relatifs aux courbes du réseau orthogonal. Soitz, l’azimut de cette courbe, c’est-à-dire l'angle de la tangente positive avec la tangente positive à la courbe o— C# qui passe par le point courant d’abscisse curviligne a sur (). L'azimut sera compté dans le sens positif de rotation adopté sur la surface (Z) de 0° à 360°. Désignons par c la courbure géodésique de la
(v) (v+Av)
F fig.3 -
courbe (©); c« est une fonction de l’abscisse curviligne ©. L’azimut + est aussi une fonction de o.
Ces deux fonctions ne sont pas indépendantes; en effet, considérons le triangle curviligne élémentaire acd (fig. 3) et soit z l'azimut de la courbe (&) en a et z+ Az son azimut au point d. Appliquons le théorème de Gauss sur les excès angulaires au triangle acd :
10+AÀ0 au z+| dom —2—A—| PAU 0 + Av). a (u, v + A) du + = © O Le u+Au es u, v).v (u, v) do == 927 — ele #) te (ns) aa er ue v+Av ) “ ) ua 2 ï & fe pp
Les termes finis des deux membres se détruisent; dans le développement en série de la relation précédente les termes du premier ordre
ÉDREG Fe ESA
n'existent que dans le premier membre, le second membre étant du 2° ordre et l'expression :
— de + co + yuAu — fvAv
constitue l’ensemble des termes du 1° ordre.
Si on fait tendre Ac vers zéro, les valeurs correspondantes de Au et À tendent vers zéro et la relation HÉNTATRE
dz ds dt (5) ue DA Te
doit être vérifiée en tous les points de la courbe (e).
Nr dt : : E En remplaçant les dérivées — et gs Par cos z el sin respeclivement, on
do trouve la forme équivalente suivante :
; dz 5 (5) Ts —=0+7c0s2—dsinz
dans laquelle on peut toujours exprimer y et à sur la courbe (2) en fonc tion de la seule variable oc.
Pour les courbes de la deuxième famille, on a :
T dz PATES LS AT ARESTAES
FREE HNA ——0, Cr Ye
Nous avons vu plus haut la raison de cette différence de signe qui résulte directement des conventions de signes que nous avons failes.
3. Projection conforme de la surface (2). Relations fondamentales. — Considérons une représentation conforme de la surface (2) sur une deuxième surface. Au réseau orthogonal qui a été défini sur la première surface, correspondra sur la deuxième surface un autre réseau orthogonal. Pour la représentation paramétrique de la deuxième surface, nous pouvons adopter les mêmes paramètres w et v; le rapport de similitude sera une fonction de « et v, ayant en chaque point une valeur déterminée; la connaissance de cette fonction est essentielle dans l'étude de la correspondance par points homologues des deux surfaces.
Soient dS et dT les différentielles des ares qui correspondent aux différentielles ds et dt, le rapport de similitude :
CRADEUE u = =:
K (u ? v) ds dt Dans ces conditions, le carré de l'élément linéaire de la deuxième sur-
face est :
(Ku)° du? + (K»)° du?
ARE
Cette forme quadratique étant connue, l'application des relations (3) el (4) aue nous avons établies dans le premier paragraphe nous donne les résultats suivants :
F'et À, courbures géodésiques des transformées sur la deuxième surface des courbes du réseau orthogonal sont fournies par les équations :
ù l= Re dv (Ka), \ (3) ù na nn Et (Kv),
et, en tenant compte des équations (3) :
| ne TRTOR
Ë r KTE dv |
(D Ô 1NATOR À KTK u du
Si on désigne par _ la courbure totale de la deuxième surface, l’analogue de la formule (4) est :
d-P 110 D MMAPOR EE ) 1 = | 5 Ke) ner (Ka) ] (+ FR
On peut comme pour la formule (3) isoler les éléments différentiels
M ER) B0-E
dans laquelle ont été mis en évidence les deux paramètres différentiels de Beurrami sous la forme particulière qu'ils prennent quand la surface est représentée à l’aide d’un réseau de courbes ôrthogonales. En effet, dans ce cas, le paramètre différentiel du premier ordre est :
1 fKY? , 1 KV?
À, K= Ce) 7 » () et le paramètre différentiel du second ordre est :
ARE (ne) ne (Es)
qu'on a déjà trouvés dans la formule (4) égaux à mn
A | AN
Ces deux opérateurs différentiels ont un caractère invarian! (); ils permettent de donner à l'équation (Il) la forme définitive suivante, indépendante de la représentation paramétrique adoptée pour la surface (2) :
| K Ki :
(1) Di EN KA,K — AK ou sous une forme vectorielle :
(I) : Ep K div grad K — grad?K.
Enfin, considérons la transformée de la courbe (@) et appelons G sa courbure géodésique. L'équation différentielle (5 bis) devient appliquée sur la deuxième surface :
l'angle z reste le même parce que la représentation est conforme. En comparant avec la formule (5 bis) et en tenant compte des équations {l), on trouve :
(HT) Ge
CHF cos z — À sin z
Al à
e coszdK , sinzdK K K» dv a Ku du k
Soit n la direction obtenue en faisant tourner la tangente positive à la
5 T courbe (€) de l'angle “+53 comme :
d 1 d se RON CE ; — = — FA = Sin 2 dn v dv u du ?
on obtient la formule condensée :
HER SCA RE
Cette formule contient aussi comme cas particulier les deux équations du système (I). H y a lieu toutefois de faire attention aux conventions de signe faites : pour Let y, nous avons vu que Îa convention de signe est inverse de celle faite pour la courbe (©) quelconque; dans ces conditions, l'application de la formule (Il) exige que lon prenne pour les courbes de la 1° famille :
Ven T C——7y | . dk (F TOY à LR] ) G. Bouricaxn.— Leçons de géométrie vectorielle (2° édition). Champs scalaires
et vectoriels (pp. 277 et 283).
re c'est-à-dire / 1 dK tea Pour les courbes de la deuxième famille les deux conventions de signe se confondent; on prendra donc :
C—A \ He?)
la normale n étant orientée dans le sens opposé à celui des s croissant
dK\ dk Hi 4
ce qui donne :
Ô 1 dK CR
D PDA dE A Rene Fu Les dérivées _ et Te qui interviennent dans les formules précédentes,
sont prises sur les courbes des deux familles, c’est-à-dire respectivement, v étant constant ou w étant constant. Ces dérivées s'expriment facilement à l’aide des dérivées partielles de K par rapport à u et:
{ dK 1 0K Kat J dK__ 10K dt » à 4. Position du problème. — Unicité de la solution. — Étant
données une courbe (£ }, tracée sur la surface (2), et une projection conforme de {2) sur une deuxième surface, la fonction K (x, v) qui fixe le rapport de similitude entre les deux surfaces en des points homologues doit être égale à l'unité en tous les points de la courbe {£ ).
Supposons cette courbe définie par la relation {u, v) — 0 entre les paramètres; pour tous les points «, v de la surface qui vérifient cette relalion , on doit avoir K{u, v)—1. D'autre part, pour que la déformation linéaire soit stationnaire, il faut qu'en ces mêmes points {u, v) —0, on ait:
dK dK
D'après ce qui précède, la fonction K{u, v) doit vérifier l'équation aux dérivées partielles du 2° ordre (IF).
Géométriquement, par rapport à trois axes de coordonnées u, v, K les conditions précédentes signifient que la surface K (x, v) solution de l'équa-
RIT Ses
Uon aux dérivées partielles (IT), doit passer par la courbe définie par les équations: i
lu, v)—0 K—1
et avoir le long de celte courbe pour plan tangent le plan défini par l'équaüon K —1.
L’équation aux dérivées partielles du second ordre (IT) étant holomorphe, si la fonclion ! (u, v) — 0 est aussi holomorphe, il existe une fonction K des deux variables w et » satisfaisant à l'équation (II) holomorphe au voisinage de la courbe (£); cette fonction se réduit à l’unité et a un gradient nul tout le long de cette courbe. Géométriquement, il existe une surface et une seule passant par une courbe donnée et ayant le long de cette courbe un plan tangent donné : la recherche de cette surface intégrale constitue le problème de Cavcay pour l'équation aux dérivées partielles (I) à laquelle doivent satisfaire toutes les projections conformes. Le problème admet donc, quand les conditions précédentes sont imposées, une solution et cette solution est unique.
Suivant les usages envisagés pour la projection, on peut tolérer une déformation plus ou moins grande de la surface {Z), cela nous conduira à imposer une borne supérieure à la déformation mesurée par la fonction K-- 1. La fonction K étant continue, on sera conduit à n’utiliser la projection que dans une bande dont la courbe (£) est la courbe médiane et il sufira d’avoir le développement en série de la fonction K au voisinage de {£) pour pouvoir utiliser pratiquement la projection.
Ge développement à partir d'un point quelconque (wv,) de la courbe (£) s'éc L :
(6) K= 12 ï () A+ 2 (sé), Au Av + F) A] H...
5. Introduction des variables s et {. — Les arcs s et t des courbes du réseau orthogonal tracé sur la surface { Æ) sont définis en fonction de « et de v par les relations différentielles :
.( ds— pu, v)du
l di= »{u, v)dv.
En un point de la surface, les deux dérivées premières par rapport à°s et { seront représentées par les deux opérateurs = et k Re
Soit M, un point de la courbe (£ ) pris comme origine, ses coordonnées paramétriques sur la surface {Z) sont u,, v,; si M est un point voisin de coordonnées paramétriques w, + Au, v,+ Av, les accroissements As et At sont pris respectivement égaux aux arcs PM et QM des courbes de
J. G. 703395. — M. Arrarr. 3
D Se
paramètres (u, + Au) et (v, + Av) [fig. 4]. Nous allons calculer les pre- _ miers termes des développements en série As et At ainsi définis en fonction de Au et de Av. | Si m est un point variable de l'arc PM, ses coordonnées paramétriques sont {u, v, + Av) et: GE
1 | et v, + Av) du. On à:
De ù plu, v, + Av) = (5) (a to) (S), 4e
Rem ( Remi
(Vo) (vo+ Av)
- fig.4- k
D'où :
(7) As = p,Au + = (5) Au _- () 4" Av
1 fdu 3 LRO 2A (5) 0 ni (S5), Au Je (Ra), Au Av + Se Au +...
et pour At, on trouve de même :
At = [at + Au, v)dv
LR
ER Nr fee et:
(). At=rao+t(2) A+ (P 2) AvAu
ee ss), AVES (ous), Av? Au + - te D). Av Au? +.
Considérons le développement en série de K en fonction de ces accroissements As et At; ce développement est de la forme :
(6) K—14+-(A4,As+ 924, AsAr+ A,AP) +4 (45,5 + 34,, ASA1 + 34, As AP A, A8) +...
En identifiant les développements {6) et {6') après avoir remplacé As et At par leurs valeurs calculées ci-dessus, on pourrait déterminer les coeffi-
cients À.,, À,,, À; A5 Ao1s ÀAjos Ass... en fonction des dérivées par-
elles (PR) COR) PER) PORN LE) (OK) Mae G)> Er ee ee Sr (as)? ÉaA
Au point de vue mathématique, la recherche du développement en série (6) et du développement en série (6') constitue exactement le même problème. Mais l'introduction des ares As et At est intéressante pour les applications géodésiques parce que les longueurs mesurées à la surface de la terre s'introduisent naturellement dans les calculs. Si on considère les courbes ( w,) et (v,) de la figure 4 comme des axes de coordonnées généralisés tracés sur la surface (2), les coordonnées du point M seront les longueurs des arcs PM et QM. I faut remarquer que ces distances doivent êtres mesurées sur les courbes (w, + Au) et (v, + Av) qui passent par le point M et non sur les courbes (u,) et (v,).
ù ] L 6. Calcul des opérateurs -— et == —— Supposons connu le déveu du y dv
loppement en série d’une fonction de point sur la surface (2) en fonction des accroissements As et At définis dans le paragraphe qui précède. Les opérateurs étant appliqués en un point quelconque M de la surface, nous pouvons écrire les relations suivantes entre les dérivées partielles :
1 Ô ù Far) d 1 d(At) udu (As) p du d(At) pu du 1 d 1 (At) d 1d(As) » dv d(At)» dv AAs)» dv
Comme les variables w et v sont des coordonnées paramétriques de la
surface (2) :
D et _—
il suffit de dériver les équations (7) et (8) qui donnent les développements en série de As et At:
a (a+ (js +25) (RE anse (9) ae]
#0 ae (SE) Au+ (5) 4e : :
(ae +2 (Pau (Bar = () au = LOGE) A+ > (5) Audo) Are
(ae fa) ae (RE) ae]
Les deux premières équations montrent que :
d(As)
Rs u(u, v) 0 v(u, v)
et les deux dernières équations montrent que les développements en série
d(A d(At : de _ et _ commencent par un terme du premier ordre. On a donc
pour les deux opérateurs des développements de la forme :
RCE ù L ù 1 [dv mu d(As) .
19 d 9 ou du | 1 de An a Nous nous limitons au premier ordre, qui suffit pour les applications; en tenant compte compte des formules (3) qui donnent les expressions
des courbures géodésiques, y et d et en appelant y, et à, les valeurs de ces fonctions à l'origine M, du développement en série :
EF ERUE
à n ; a du A) À an 00 + (0) 1 Ô ù ù
» D At) | 3) 2045 + sas
Pour effectuer sur un développement en série la dérivation représentée 10) 170 À par les symboles ou CL To il ne suflit pas de prendre brutalement les
dérivées partielles par rapport aux coordonnées généralistes As et At: il y à lieu d'ajouter des termes complémentaires dont le premier est fonction de la courbure géodésique de la courbe qui porte l’autre coordonnée.
ee
7. Développement en série des courbures géodésiques l'et À. — Les fonctions y et d sont supposées données ; si on conmfait les coeflicients du développement en série (6°) de K par rapport à As et At, les fonctions V'et À données par les formules (1) peuvent être développées en série par rapport aux mêmes variables.
Si le développement du rapport de similitude K est connu jusqu'au 3° ordre inclusivement, les termes du premier ordre étant nuls, les formules (9) suffisent pour opérer le calcul jusqu’au 2° ordre inclusivement, c'est-à-dire avec toute la précision désirable pour les applications :
Ty [: — 7 (A As +24, As A1 + A AË) |-E A, As A At
+= [A As +94, AsAr A AP] + y As (A, As + A, A1) +... (10) A =: — = (Aus? +24, AsA1-+ 4, A8) | 4,45 A, At
+= [AA 24,,A5At + A, AP] + 3, AA, As + AA) +...
Si on se borne à considérer les courbes passant par l'origine M,, on prendra At nul pour la courbure géodésique let As nul pour la courbure géodésique À. Les formules (10) deviennent les expressions simplifiées suivantes :
[Ty (1H AA) An As LA AS +:
| A3 (145 A8) + An Ar+ TA ARE.
Ces dernières formules seront appliquées pour la construction des tables de la projection.
8. Calcul des paramètres différentiels de Beltrami. — Si on connaît le développement série (6°) de la fonction K, la valeur des paramètres différentiels invariants de Berrrami peut être obtenue par une méthode analogue à celle qui nous a servi dans le paragraphe précédent pour calculer let A. Le paramètre différentiel A,K, exigeant deux dérivalions, ne sera connu qu'au premier ordre. Pour le paramètre différentiel A,K, nous nous limiterons au calcul de sa partie principale car il est du second ordre.
Nous avons :
1 FD /rdK d /udK\] nent e\m)l pv | du \u du dv \» dv 1 [dv 10R «du. 19K7:, 1 à /10K\ , 19 x) PS: . à ue du dù » D] | a du \u du) | » dv \r dv () On peut toujours écrire pour 7 et à les développements suivants :
Y= Yo + Cds + CuAt+ . d = dy + Ds + DA + .
ee qui permet de confondre à cette approximation 7, avec y et à, avec à.
AN Le
en in{roduisant les courbures péodésiques y et 3 données par les formules (3),
on trouve OdK , ydK 1 9 /10K 1 d /1K ax LE + re ce ») expression où n'inlerviennent que les deux opérateurs - = et = 12 étudiés pu & dv
au paragraphe 6.
Dans ces conditions le paramètre différentiel de done ordre de Be- TRAMI à pour valeur :
AT AK = 4,9 + Aço L [A F Ag -k Ao0d + 34:70 ]As AE A + 6570 + 34100 ]At+ ER
On peut, en effet, dans les coeflicients des termes du premier ordre con- -fondre d, et à, y, et y
Le paramètre différentiel du premier ordre de Berrrami est du deuxième ordre infinitésimal; les premiers termes de son développement sont :
(11 bis) AK = (A, A5+ A At) + (A, As + A, A+...
9. Suriace indicatrice des altérations linéaires. — Nous avons en vue l'étude des projections conformes planes; pour tomber dans ce cas par-
ticulier, il suflit de prendre dans la formule (IT) la courbure totale _ identiquement nulle.
La surface indicatrice des altérations linéaires est définie par la fonction Z (u, v) telle que :
Pour les applications, qui font l'objet des chapitres ci-après, nous calculons les premiers ermes du développement en série de la fonction K par rapport aux accroissements As et At qui ont été définis au paragraphe 5. Nous considérons maintenant un point quelconque de la courbe (£) et les deux courbes (w,) et (v,), qui passent par ce point. Par.un point M voisin, passent deux courbes (a) et (v), As et At sont les distances comptées sur les courbes (w) et (v) du point M aux deux courbes orthogonales (u,) et (vs).
Pour tenir compte du fait que l'origine PA être prise quelconque sur la courbe (£ ), nous poserons :
A et À, =58 A
À = © A5 =0 À, — ® Aie,
) Cf note de ja page précédente.
ee, ER =
La représentation étudiée ayant une déformation stationnaire sur la courbe (£ ), les coellicients ® et 2 sont identiquement nuls et le développement en série s'écrit :
(12) K—1+{(RAS+95AsAI-+ GAP) + à (OA + 30 AS Ar + 30ASAP TE XAB) +.
10. Calcul de R, 8, G. — Sur la courbe (£), l'équation aux dérivées partielles (IE) doit être vérifiée; le paramètre différentiel du premier ordre de Becrrani qui est un infiniment petit du deuxième ordre est nul sur la courbe; par contre le paramètre différentiel du second ordre de Beurrawi
CN À : : K2 a un terme fini égal à & +G. D'autre part, la valeur de 2e sur (£) se
réduit à on Il faut donc que la condition :
soit vérifiée sur la courbe (£ ).
Si nous réservons le symbole 9 aux différentielles prises sur la courbe (£), courbe de la base de la projection, le fait que ® et ? sont identiquement nuls entraine :
IP — Rds + Sd — 0, 02 — 805 + Ed — 0.
Il est facile, à partir des trois équations précédentes (13) et (14), de tirer les valeurs de &, S et & en fonction des différentielles ds et dt ou de l'azimut z, de la tangente à la courbe (£):
1 dl sin? z de or el pe’ } à 1 ds. dt sin Z COS Z (15) so. er CYR ( ee’ )e
ne 1 ds? cos? ) ur Ge ds + 0e e £
As et A élant les accroissements définis au paragraphe 5, on a au troisième ordre près :
(16) K—1+ É (sin? z, As? — 9 sin , cos z, As At + cos? 24 AP).
Pour que les deux équations (14) soient compatibles, il faut que le déterminant R& — S? soit nul, cela indique que tous les points de la surface indicatrice situés sur (£) sont des points paraboliques, comme cela étail à prévoir étant données les conditions imposées à la solution.
SCO CES
11. Interprétation géométrique. — La formule (16) peut s’écrire : (sin Ze AS — COS Ze At?
16° K — 1e 1 2(pp')e
Soit M un point de la surface (Z) voisin de la courbe (£ }; abaissons de ce point la géodésique perpendiculaire à la courbe (£ ); soit M, le point d'intersection. On peut toujours supposer le développement (16') fait à partir du point M,, situé sur la courbe (£) et on a :
PM— A5, QM— Ar.
Soit U, le vecteur unitaire porté par la tangente à la courbe {£) au
=fig.5
point M;. Pour l'interprétation géométrique de la formule {16'), on peut confondre la surface avec son plan tangent en M, et admettre que les ares PM — As et QM. — A1 sont des segments de droite.
L'expression sin z, As — cos z, At est égale au produit vectoriel
M,M X U, dont la valeur est MM, puisque le vecteur U, normal a pour longueur l'unité.
Par suite :
Le premier terme de la déformation linéaire au voisinage de (£) est indépendant de la forme de la courbe de base de la projection; il ne dépend que de la courbure totale de (2) et croit proportionnellement au carré de la distance à la courbe de base.
ee
Lee
Si la courbure totale de la surface (2) est positive (c’est le cas lorsque la surface est convexe), le rapport de similitude K est minimum sur la
courbe {£); si cetie courbure totale est négative (surface à double cour- _bure), le rapport de similitude K est maximum sur la courbe (£ ).
12. Calcul de ©, Ÿ, ®, X. — Nous allons écrire que le développement en série (12) est solution de l'équation (IT) qui dans le cas particulier de la représentation plane se réduit à :
ÆKAK AK PP * L'application des formules (11) et.(11 bis) donne : AREA ire (O+w+ Rd, +35») As (VER Gye + 3804 ) At + Ps AK — (RAs + SAN)? (SA5 + GA) +...
1 : Fra D'autre part, la courbure totale —; peut se développer en série par
rapport aux accroissements Às et At:
(ls (a+ (has …
L'identification des parties finies a fourni l'équation (13) du paragraphe précédent ; l'identification des termes du premier ordre conduit aux deux équations :
ï : 10 O + + Rd +387, — ue (a) 18) RON ME) LLaSS É : ( - ) (b) TA RE AU PAR LES pe) le :
Comme K est identique à l'unité sur la courbe (£), la valeur en deux points M, et M; quelconques voisins de la courbe de base doit être la même. Soit À, A1, Ag Ag5s A1» Aj9s Aos: ++ ÎeS coefficients du développement de la forme (6) fait à partir de M, comme origine, A0 An: A3 A0 Ans Mio Ao5--- les coeflicients analogues pour un deuxième point M, pris comme origine. Les formules (9) permeltent le calcul des , opérateurs successifs suivants appliqués au développement en série de K.
J. G. 703399. — M. Aïran. Â
= 926 — 1K 1 ss i “ps
+= [A As? + 9(4,, + À, ,9,) AsAr + (A, + 24,4)AË] + . 4 As + AA
ADS = [(A, a 2À,670) te (A 12 + A7) AsAt + À; AP] He (19) i d Ç dK: (
CN AS LR OA A
1 d /10K de ÿ SC 5) A+ (AA A0 0) A5 (Aie 25900) A+.
—A,,+(4,,-494,:y)As-L (ASE A y HAS) AI AE
à dK (: ) = Aan À (A9 241390) À5 An AE
» du \» dv
Si les développements précédents ont été faits au point Mo nous aurons avec les notations adoptées :
AR AS Are EX 6) a "© ‘A,=® À ot
S'ils ont été faits au point M;, les coeflicients qui interviennent sont :
Agj=R TIR A,=s8+0s A5 = 6 +06
A9 = 0 +90 AV AW A,= X+ OX.
Sur la courbe (£) on peut indifféremment calculer les fonctions précé-
dentes (19) à l’aide du développement en série fait à partir de M, et à
l'aide du développement en série fait à partir de M; en particulier, pour le
. point M;, on a:
1 dK
[ Lu RS.
a La (5) A+ DH (0H 289) AR +R EU DC (O3 y APRES ds : : É … 284 (0H 2R) QE PE Sr GAME SOS (= cn) A. ED.
ER Titre
La première expression correspond au développement fait à partir de l'origine M,, le point M, est défini par les accroissements As = $s et At dr; la deuxième expression correspond au développement à partir du point M, lui-même et on y a pris As—0 et A1— 0.
Les deux premières équations constituent le système (14) du paragraphe précédent. En raison de ces relations (14), la quatrième équation et la cinquième équation du système précédent sont identiques. Finalement, en appelant dc la différentielle de l'arc de la courbe de base (£), nous aboutissons aux trois conditions suivantes pour le point courant de la courbe
de base (£ ):
| Re © cos ze + © sin z = 280, sin z4 (c) h Di LE) 2 S Si (21) © cos 2, + & SIN Ze = 5 — Ryg COS 2 — Ed, sinz (d) DS | W cos ze + X sin 24 5 5 287e C08 2e (e)
les valeurs des fonctions &, 8, & en tout point de (£) ont été calculées précédemment (formules 15).
Les relations (18) et (21) suflisent pour le calcul des coefficients ©, *, ® et X'et sont compatibles. |
Les cinq équations (a), (b), (c), (d), (e) entre les quatre coeflicients ©, Ÿ, ®,%X ne sont pas indépendantes :
(a) cos 2, + (b)sinze (c)+(e) :
sont deux combinaisons identiques parce que :
PE pe (5) cos z +5) sin z sh Es pp)Je "8 vdv\pp/]e" “2
&( k=x tr +6)
pp c et qu'en vertu des relations (14), les termes qui contiennent les courbures géodésiques y, et à se: détruisent.
La résolution de ces cinq équations compatibles donne les valeurs des coefficients O, Ÿ, ®, x:
: OM EA ae dé Ê— [LS (5) 1. SIN” Ze + (0820 LR sin Ze (Ye C0S Zoe — d, Sin ze)
—sinz — 38 sin ze (Ye SIN 2e + dg COS 2e)
Fe 140574 CB. CU or) Les te + 5 SIN Ze Ÿ
© COS2e (Ye cos z4 — 0, sin ze)
5 û : — 5e 008 %e — 38 COS 24 (Ye sin ze + d4 COS 2e)
1 9 oR === 1 )) co82 — © 0co82 u du (pp) 18 ARR — À COS ze (Ye sin Ze -}- d cos &) A TTNe + 5 sin z — 8$ cos (Ye C0S ze — d, sin 2e)
0/2 , ee N — Ê (5) Sin? z, — — sin Z, » dv \pp' 12 Ÿ dc À
— 6 sinze (4 Sin 2 + d4 cos z)
08 J 5 + cos 24 + 88 Sin ze (Ye COS 2 — dg sin ze).
Les formules (22) peuvent se transformer par l'introduction de la courbure géodésique c de la courbe de base (£ ); dans la dérivation par rapport
\ + , f péenoy, dz 1 à o de R. 8, & s'introduit la dérivée dont la formule (5°) donne la valeur
en fonction des courbures géodésiques y, d et c. Finalement après réduction on obtient :
: ô NÉE + )| gin?2z, +92) cosz, sin?z, u du \pp'/ IR ÿ dc \pp'/£ Ÿ Ê
— 357e — CR sin 24 + 38 cos ze)
«9 1 À 1 LRO 9 C) 1 à EN D D iQ fi 26 [sin Ze 2 sa cp TR AT Ze
+ Cye — 0 (G cos 2, + 38 sin &)
: Ë à f1 LPS = Rd, — e[Rsinz, +38 cos)
CO 20 2e nn sin Ze COS? Ze
— 380, — 6 (& coszg +38 sin 2 ).
Dans ces formules, Les deux premiers termes sont de même nature; ils dépendent de la variation de la courbure totale sur la surface au voisinage
de la courbe (£) et sur la courbe elle-même; les troisièmes lermes sont les produits de &, S ou © par les courbures géodésiques d’une des courbes du réseau orthogonal; enfin les derniers termes font intervenir la courbure géodésique de la courbe (£ ) c’est-à-dire un élément du second ordre relatif à celle courbe. On remarquera que dans chacune des formules (23) les trois premiers termes sont connus quand on se donne l'élément linéaire de la surface (È} par la forme quadratique fondamentale et l'azimut z de la tangente à la courbe de base (£ ); la courbure géodésique « de cette courbe n'entre que dans l'expression des derniers termes.
II. — CAS DE L'ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION
Dans ce chapitre et les suivants, nous développerons la théorie générale qui précède dans le cas intéressant la géodésie où (2) est un ellipsoïde de révolution. Nous étudierons en particulier le cas où (£ ) est une loxodromie, c’est-à-dire une courbe coupant les sections méridiennes sous un angle constant pour laquelle seront données des propriétés valables sur une surface de révolution quelconque. Nous indiquerons aussi la méthode de calcul pratique des tables de projection pour toutes les projections de la classe considérée en explicitant la correspondance ponctuelle entre un point de l’ellipsoïde défini par sa latitude et sa longitude
et son homologue sur le plan.
13. Ellipsoïde de révolution. — Nous rappelons d’abord quelques définitions relatives à cette surface avec les notations classiques des géodé-
siens :
a, grand axe de l’ellipse méridienne ;
b, petil axe de cette ellipse (axe de révolution); dc, distance focale de l’ellipsé méridienne ;
: a —,b æ, aplatissement a — :
a . x HAE CD Wa —"b?
e?, carré de l’exentricité 6? — ae
e?, carré de la 2° excentricité :
B At TN
N, grande normale, rayon de courbure de la seclion perpendiculaire au méridien ; le centre de courbure, d’après le théorème de Meusxier, se
trouve sur le petit axe de l’ellipse méridienne (axe de révolution de l'ellip-
soïde) ; de e, rayon de courbure de l’ellipse méridienne ; L, latitude comptée à partir de l'équateur, positivement vers le Nord,
négativement vers le Sud ;
Mare
G, longitude comptée positivement vers l'Est, négativement vers l'Ouest à partir d'un méridien origine (méridien de Greenwich).
r, rayon du parallèle de latitude L (r—N cos L);
z. azimut compté à partir du Nord positivement vers l'Est.
Les formules classiques qui donnent, en fonction de la latitude, les deux rayons de courbure principaux N et p sont :
ai à
Én = # sin L) jee (= esmple La courbure totale est :
Gi) 1 ref: — e sin? L}
Np & (1 — e?) Le rapport des deux courbures est :
(25) ; — 1 + e? cos?
44. Choix du réseau orthogonal. Convergence des méridiens. — Nous prendrons comme réseau -orthogonal sur l'ellipsoïde celui qui est formé par les méridiens et les parallèles ; les deux paramètres « el v seront respectivement L el G; la forme quadratique fondamentale qui définit l'élément linéaire de A surface est :
p°dL? + r24G?.
Les variables s et + sont définies par le système différentiel : ds — pdL dt = rdG.
Les méridiens sont des géodésiques particulières ; leur courbure géodésique est nulle :
Les parallèles sont des cercles; leur courbure géodésique est : te L d—=— Ar
Considérons une courbe (£ ) tracée sur l’ellipsoïde qui coupe les méridiens sous l'angle z, la formule (5°) donne la dérivée de z par rapport à l'arc :
dz ty J: . .
(26) =c6 + sin.
do
ET 2e
“cette formule condense plusieurs propriétés qui sont en général éparses dans les traités de géodésie.
1. Equation de Clairaut. — Dans le cas particulier où la courbe (£) est une géodésique c—0, la formule (26) se réduit à la relation : : dx tgL .
(1) sa | DEN 2
“TE est facile de vérifier que :
dr : (28) x ; Me L et comme :
x d e iL < Ra Et “HNCOS TUICOS T il vient :
cos zdz sin Z 1e n
et, en intégrant on oblient la formule classique de Crarraur : (29) rsinz— (.
. Courbure géodésique de la loxodromie. — Dans le cas où la courbe Le) a une loxodromie, l'azimut z est constant; la formule (26) nous donne alors l'expression de la courbure géodésique de la loxodromie :
(30) =" tsin Ze
Comparant à (27), on voit que, si on considère une loxodromie et une géodésique tangentes, la courbure géodésique de la loxodromie et la dérivée par rapport à l'arc de l’azimut sur la géodésique sont égales en valeur absolue et de signes opposés.
3. Convergence des méridiens. — Si on intègre (26) le long de la courbe (£ ) quelconque, on oblient la relation :
(ex to É à pute Z—% —f cdo +f N Sn 2do.
To Te
Comme rdG— do sin z, la deuxième intégrale peut s’écrire ; ,G DD | sin LdG.
La fonction ® s'appelle la convergence des méridiens. Ainsi, sur une surface de révolution, la variation d'azimut d'une courbe quelconque est égale à l'intégrale de sa courbure géodésique augmentée de la variation de convergence des méridiens. Pour une géodésique, la variation d’azimut se réduit à la variation de convergence des méridiens. Pour une
Coeïficients du développement en série de K. -— R, 8, G
obtiennent en remplaçant dans les formules (14) (5), par (je donné par la formule (24); on obtient : : AE P
; si Sin z COS z fes :) = Np e Pour avoir les coefficients des termes du 3° ordre, ©, Ÿ, ®, co
nous faut calculer les expressions :
LORS NC AE ; CA al Elec) La courbure totale, dont la valeur est donnée par (24), est constante
sur un parallèle et sa dérivée, suivant un méridien , a une expression simple quand on introduit la deuxième excentricité e à
\ nr) 1 lie nn. he sin L cos L à) CAE el 5G (&e) nd La dérivée par rapport à l'arc o& se réduit à :
à f/ 1 Les cosz Re Ven Sin D 008 1 ;
Les formules (23) se simplifient léécements mais perdent leur symétrie :
{| ‘lie?
por —ÿ, sin L cos L sin? 2 (1 + 9 cos? 2) | — € (R sin +38 cos 2) + (CRE “ sin L cos L sin z cosÿ z — Cc(Gcosz+38sinz (23 bis) He @— À sin L cos L cos z(1 —0 sin?) + = — C(R sin + 38 cos 2) . 39 tgL :
—— Ki sin L cos L sin 2 cos 2 SÈWL
-— 6(G cos z 138 sin 2).
TS Li
16. Équations des méridiens et des parallèles en projection. —. Nous supposons dans cé paragraphe que nous avons pris comme origine, pour les développements en série de K.et des courbures T et À, les points d’intersection du méridien ou du parallèle considérés avec la courbe de base (£). Dans ces conditions, nous ne considérons que les points qui sont situés, soit sur le méridien étudié, soit sur le parallèle étudié; on aura dans un cas :
et dans l’autre cas :
As— 0;
l'accroissement non nul As ou At est mesuré sur la courbe envisagée et
ces deux accroïissements représentent dans ces cas particuliers des accrois-
sements d'abeisse curviligne sur les méridiens ou sur les parallèles. D'après la formule (1 2), on trouve ainsi pour un méridien :
(32) K—i+ Rs + os +...
en prenant comme origine des abcisses curvilignes sur le méridien (s — 0), son point d’intersection avec (£ ).
D’après la même formule, on trouve pour le parallèle :
(33) K— 1 HIER tax.
en prenant comme origine des abcisses curvilignes sur le parallèle (t— 0) son point d'intersection avec (£ ).
Dans les mêmes conditions, les courbures Let A des projections de ces deux courbes s'obtiennent par application des formules (10°) :
T= ss + os...
É 1 A=—#> (a HG) + sr. + es
Soient Éet 7 deux axes rectangulaires se coupant en projection sur la courbe transformée de (£) et tangents respectivement au parallèle et au méridien qui passent par ce point. :
Si S représente l'arc de méridien en projection et T l'arc de arallèle en projection, comptés respectivement à partir des intersections de (£) avec le méridien et avec le parallèle, prises comme origines, en désignant par L,, Fe, Lo, A, À, Ac... les valeurs des courbures respectives et de leurs dérivées successives aux origines, les équations paramétriques du méridien sont :
Le es LT Te.
Ë | a S a va ali ù di (35) re n —S 5 a S* + ,
J. G. 703395. — M. Arraro. 5
D TUE Que
celles du parallèle sont : Me A? A
Le vu ms nat qu EST ul g T'+. ..
(36) A A° AENAC PR A VER OR MU VER PTE «0 DT ah +
Les tables de l’ellipsoïde donnent les longueurs de l'arc de méridien d’une minute et de l'arc de parallèle d’une minute aux différentes latitudes. Pour les calculs de la projection 1l serait intéressant d’avoir comme para-
mètres dans les équations précédentes les arcs s et { sur l'ellipsoïde à la place des ares 5 et T en projection. ll suffit, pour faire le changement de paramètres, d'intégrer le système différentiel :
dS dT == k
Sur le méridien, en partant du point d’intersection avec (£), on a d’après (32) :
: CR RÉ R Aon e ds 2 6 SR
d'où :
LE las Lo S=s+ehs oO +...
de même sur le parallèle d’après (33) :
neT SE de dt FREE EE d’où : :
T=i+:cé- TR XR+. .
Comme S — set T — { au troisième ordre près, les valeurs qui nous intéressent des dérivées de T'et de A restent les mêmes dans le changement de variable. En eflet :
dr dr dS dr ls 10 us ŒT. dk dr dT dr )dT D SE 0e RTS TE GS
À l’origme pour s — 0, on a donc :
ENT dr Ge Che PENSE TR E ns Ca:
© UÉTER
Le même raisonnement montrerait que pour 4 = 0: dde Jan | - Ca Fa Éo à d'A GRAN ca ae Ge
La dérivation des formules (34) donne :
Bet Fes LEE tg L der É) AS Act 33 +.
\ Dans ces conditions, les équations (35) et (36) prennent les formes sui vantes :
RS ne FT NS Te
cf den p( se —° (He —5 —SÈ —— 1e )— 5 (4), 6 +w)] ass
qui sont particulièrement adaptées au calcul, avec l’aide des tables de l’ellipsoïde, des intersections des méridiens et des parallèles.
17. Projection de la courbe ({). Cas limite où elle se réduit à un point. — Comme le rapport de similitude K est égal à l'unité en tout point de la courbe (£), l’élément d'arc est conservé; de plus, comme le gradient du rapport K est nul, le long de cette courbe la courbure géodésique est conservée; dans le cas de la représentation plane de la surface (2), la courbure géodésique devient la courbure de la transfor
mée plane de (£).
Rp
Dans le cas particulier où (£) est une géodésique de la surface, la transformée plane de (£) est une droite sur laquelle l'arc de géodésique se développe en vraie grandeur. La fonction ®, convergence des méri- _diens le long de cette géodésique se conserve aussi en projection et donne l'angle dont tournent les axes Ëet », définis plus haut quand on décrit la droite image de la géodésique.
Si on adopte comme courbe {£) une loxodromie, la transformée est une courbe où la fonction z reste constante par définition et l'angle dont tournent en projection les axes E et n ne dépend donc que de l'intégrale de la courbure géodésique de la loxodromie ; par conséquent cet angle est égal à la variation de la fonction ®, définie au paragraphe 14.
Si la courbure géodésique est constante sur (£ ) la transformée plane de (£) sera un cercle. Le cas particulier où la surface (2) est une sphère est intéressant : un petit cercle quelconque a une courbure géodésique constante. Si « est l'angle du cône de révolution circonscrit à la sphère le long de ce cercle, la courbure géodésique est égale à la courbure du cercle multipliée par sin «; le rayon du cercle transformé est donc égal à la longueur de la génératrice du cône circonscrit : à un petit cercle complet de la sphère correspond un, are de cercle dans le plan dont l'angle au centre est égal à 27 sin à.
Quand la courbe de base diminue progressivement pour se réduire à la limite à un point, la méthode qui a été exposée tombe en défaut : la condition, pour une projection, d’avoir son module de déformation linéaire stationnaire en un point ne suffit pas pour la définir. Tout ce qu'on peut dire, c’est qu’au voisinage du point central, le développement de K a la forme (6'), les coefficients des termes du second ordre satisfaisant à la seule équation de condition (13) :
H existe une famille de projections possibles; pour classer ces projections, on considère l’indicatrice au point central de la surface représentée par le développement en série de K : on distingue les projections à indicatrices hyperbolique, elliptique et parabolique. Gomme les champs d’application en géodésie sont des domaines limités et fermés, le cas de l'indicatrice hyperbolique n’a pas d'intérêt pratique. Un cas particulier intéressant est celui où l'indicatrice est circulaire : ce qui correspond pour la sphère à la projection stéréographique. Plus généralement, on désigne sous le nom de projection stéréographique de l’ellipsoïde, la projection conforme centrale à indicatrice circulaire, la forme des termes d’ordre supérieur du développement en série n'étant pas précisée.
Comme A: — Aw, la valeur commune des deux coefficients est et le développement en série de K débute de la façon suivante :
K= 1 + pp (As + AP) +...
APPLICATION AU CALCUL DE LA CORRECTION DE GIVRY
La considération de la projection conforme de déformation stationnaire dans le cas où la courbe (£ ) est une loxodromie, fournit une méthode nouvelle pour le calcul sur une surface de révolution quelconque de la correction que l'Ingénieur hydrographe Givry a découvert et dont il a donné l'expression pour la sphère. Elle permet aussi de développer en série la différence entre les longueurs des arcs de loxodromie et de géodé-
- fig.6 -
sique joignant deux points voisins de la surface de révolution. Les résultats obtenus sont appliqués à l’ellipsoïde de révolution et comparés aux résultats classiques connus sur la sphère.
Appelons c la courbure géodésique de la loxodromie, nous avons dé- | montré dans le chapitre IT (équation 30) que : te L
Dig SN
si on appelle V l’azimut constant de la loxodromie.
Considérons la projection conforme de déformation stationnaire ayant pour courbe de base la loxodromie (£) de la surface (2). Prenons deux points voisins M, et M sur cette courbe (£ ) et traçons la géodésique qui les joint. Dans la projection conforme, la loxodromie se développe en vraie grandeur, la courbure en projection étant égale à la courbure géodé-
RON
sique de la loxodromie sur la surface de révolution (2). Les deux points M, et M ont pour homologues deux points m, et m et les arcs mm et MM sont égaux. La tranformée de la géodésique est une courbe qui présente en #», et m deux points d'inflexion et dont la courbure y, ne dépendant que de a ts du rapport de similitude dans la direction normale,
est égale à —— (lg. 6).
4 et zsont Es te de la géodésique en m et M5 l'arc de loxodoté est désigné par la variable / aussi bien en projection que sur la surface de révolution, l'arc de géodésique par s en projection et par S sur
la surface (2).
ce, c, c',... représentent la courbure de la loxodromie et ses dérivées successives prises par rapport à l'arc L.
7:77... représente la courbure géodésique de Fe géodésique en
projection et ses dérivées successives par rapport à l'arc s.
Les indices 0, 2, 3 correspondent respectivement aux valeurs prises par ces diverses fonctions au point Mo» au milieu dem,m et au tiers de m,m à partir de m,.
Considérons la droite qui joint mon et désignons par œ et æ respeclivement les angles des tangentes en m, à la HOUR et à la géodésique avec la droite m,m.. On a :
1 (2 œ— = Cl + Re +...
Al ï 1 1.3 MÉDE ie
Si d représente la distance mm en projection, on a les relations suivantes :
fl 19 " deep Fe CE NA 2" T'En8o PE 1%to 1920 7
Quant à la différence de longueur entre la géodésique et sa transformée plane, elle est donnée par la formule :
Les formules (37) permettent le calcul de la correction de Givry, qui est égale à «, a; la loxodromie et la géodésique ont des courbures opposées et se situent de part et d’autre de la droite mm; le rapport de similitude K croît à mesure qu'on s'éloigne de la loxodromie; ces situations respectives des deux courbes sont seules compatibles avec le fait que la géodésique a la propriété de représenter le plus court chemin sur la surface de M, à M. En effet, si en projection, la géodésique qui est très rapprochée de la corde mym était par rapport à cette corde du même côté
Br Es
que la loxodromie, elle serait forcément plus longue que la corde en projection et de plus le rapport K augmentant quand on s'éloigne de la loxo- - dromie cetle corde correspondrait sur la surface à une courbe plus courte que la géodésique : ce qui est impossible par hypothèse; donc, les positions relatives indiquées sont seules compatibles avec les propriétés de la géodésique.
18. Caicul de la correction angulaire de Givry et de la différence de longueur des deux arcs. — Considérons sur la loxodromie le point u, d'abcisse curviligne À, comptée à partir de m,; la perpendiculaire abaissée de ce point sur la corde m,m la rencontre en x et son prolongement rencontre la transformée de la géodésique en u.. La distance LU à pour expression :
pp == x (À — 1),
quand on néglige la variation de courbure sur la loxodromie. Le rapport de similitude au point # est donné dans ces conditions par :
2 232 {x = [2 NAN ME ea )
nn
Lot 2Np
La courbure y de la géodésique en projection est égale avec la même approximation à la dérivée de K,, dans la direction normale, c’est-à-dire à
— 1 et on à :
Ne
2Np
courbure positive pour tous les points de l'arc mm. L'application de la formule (37) donne :
9Np CAES C3 à D aNo”?
d’où :
LaËe ete 2 PH 24Np
Le premier terme du développement de «, est du troisième ordre; la correction de Givry est donc :
1 DRE (40) C—a,+a—"0l- (a | RL 2
Pour le calcul de la différence des deux ares nous écrirons :
SA A0 A
D’après les formules (38) on a :
1 2e cit GE ch nd mens Je see
La courbure y est nulle en m, el en m; sa valeur absolue maxima,
, 1 °° ; CP “& atteinte pour le milieu de m,m, Stone et on a:
\ 2jh 1e
Le premier terme du développement de (d — s) est du 7° ordre : il est négligeable; par contre, le rapport de similitude introduit une correction du 5° ordre dont il y a lieu de tenir com pte; la relation (39) donne :
NU
es [ÉTÉ
Il en résulte pour & la valeur suivante :
1 97 cie Ge Gp 24 | 5 (41) CT cp EE 1hho ; 1920 21oNp Fais 19. Formules trouvées par Givry et Bravais. — L'Ingénieur
hydrographe A.-P. Givry a découvert en 1829 la correction angulaire C que nous venons de calculer. En projection de Mercator, la loxodromie est représentée par une droite qui coupe les méridiens sous un angle constant : la géodésique est représentée par une courbe toujours située par rapport à la loxodromie du côté qui contient l’un ou l’autre pôle suivant qu'on se trouve dans l'hémisphère boréal ou dans l'hémisphère austral. Givry a calculé l'expression sur la sphère de l'angle que font entre eux les arcs de ces deux courbes joignant deux points et il a trouvé la formule suivante (1) :
(42) V—Z,—:vsinl, ——- Ÿ? cotg Z, (1 — 3 cos? L,) + sin L, cotg” Z,(1 — 6cos? L,) +...
dans laquelle il a été négligé sciemment le petit terme :
5 sin L, cos 2 L,.
(1) AP. Givnr. — Mémoire sur l'emploi des chronomètres. Supplément. Article I, p- 151 à 160. Extrait des Annales Maritimes et Coloniales. Paris, 1846 ):
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V, relèvement sur la:carte réduite (carte de Mercator) Z,,, azimut de la géodésique.
L,, latitude de l'origine (point m,).
Ÿ, différence de longitude entre les points m, et m.
Quand on remplace c par sa valeur dans la formule (40), 11 s’introduit le paramètre V, angle constant de la loxodromie avec les méridiens. Nous allons modifier un peu la formule (42), de façon à ce qu'on puisse la comparer plus facilement à la formule que nous établirons dans ce qui suit.
RTE . 1 ; :
Pour éliminer l'angle Z, nous le remplaçons par V — z Ÿ sin L,, approxi-
mation: suffisante si on se limite au 3° ordre par rapport à Ÿ. On aura : . cotg 2, —cotg V+ - Ÿ sin L, (1 cotg? V) et la formule (41) devient ;
(43) V—Z,= : Ÿ sin L, — = Ÿ? cotg V (1 — 3 cos? L,) + sin L, cos? L, (1 — 3 cotg? V) +: :
si on lient compte de tous les termes du 3° ordre, y compris le terme 1 . 4 US oligé x Ÿ sin L, cos 2L, négligé par Givry.
Dans une thèse d'astronomie (1), À. Bravais a donné à la formule de
Givrx une forme légèrement différente en faisant intervenir la latitude moyenne : L..
sin L, — sin L, + - Ÿ cote V cos? L,
au 2° ordre près et par suite :
(ai) V— 2,4 sin L, ——4?cotg Nr
20. Transformation de la formule (40). — Nous allons transformer la formule que nous avons établie de façon à pouvoir la comparer aux expressions classiques de Givry et de Bravais. La formule (40) s'applique à une surface de révolution quelconque, nous supposerons dans ce qui va suivre que la surface est un ellipsoïde de révolution dont le carré de la deuxième excentricité est représenté par e?. Les deux normales principales sont presque égales et leur rapport est :
es + €? cos’ L.
fe
(1) Thèse d'Astronomie sur les méthodes employées dans les levés sous voiles
(Lyon, 1837).
DO TOUee
ÏLest intéressant pour la simplification des formules de faire apparaitre comme variable le rayon » du parallèle dont la dérivée par Da DPPEUS à L est égale à — p sin L (voir chapitre Il).
La courbure géodésique de la loxodromnie et ses dérivées première el seconde peuvent s'écrire sous les formes suivantes :
_ sin V sin L IE 4) Lt
, sim Vcos V
(45) CE -—;— {1 +e*cosL),
y Sin V cos? V sin Pr € = ——
- a — €? cost L — 3e" cost L).
Le développement de / en fonction de Ÿ s'obtient en partant de l’équaüion différentielle de la loxodromie :
dl sin V — rdŸ
que l’on intègre de 0 à Ÿ:
Lsin V— fr (5) Dee (TE) V4 +... dy
où dresse Ro Te sin COLg res 2 “He of _ CAPE SV ms =" cotg V(sin? L — cos? L — e? cost L);
si le développement est fait à partir du point m, on a: 46) Lsin V—rçÿ —= 47, sin L, cotg.V + ÿ%r, cotg V(sin?L, — cos?L, — e°? cos! L,) +. - .; si le développement est fait à partir du milieu de mm, on a: (46) sin V=—r,ÿ + _ Ÿÿr, cotg V (sin? L, — cos? L, — e? cos' L,) +
Pour obtenir la formule analogue à (43) pour lellipsoide, il faut remplacer dans (40) c, par son développement :
l [LA P gts tot PE
ce qui donne :
no
car 1l est légitime de confondre c, et €, c, et c, dans le dernier terme du développement.
Tous calculs effectués, on obtient alors :
(ir NES . Ÿ sin L, -- _ Ÿ? cotg V (1 — 3 cos L, — 2%? cos’ L,) + J Ÿ sin L, cos L, (1 + e? cos? L,)[1 — 3 cotg” V(1+e? cos? L,)] +: : :
La comparaison avec la formule de Givry sous la forme (43) montre que la forme ellipsoïdale de la terre modifie légèrement les coeflicients des termes du deuxième et du troisième ordre.
Le développement, en prenant comme origine le milieu de mm, conduit à une expression analogue à celle obtenue par Bravais :
ro n Ca Co — Co T Co per ds if r Pers C— el ++ (se+ RE) | En tenant compte de la formule (46), on trouve : 1 . 1 ! / (48) C = sin L, —— 4? cotg V (1 + e? cos’ L,)
= sin L, | cos? L, (1 +- e? cos? L,) — cotg? V(1— é' cos L) |: 2 S é Dr
Si on se reporte à la formule (44) de Bravais, on voit que la forme ellipsoidale de la terre introduit dans le terme du deuxième ordre le facteur :
(1 Le? cos’ L,).
24. Transformation de la formule (41). — Si on néglige le terme du cinquième ordre de la formule (41), on peut, en conservant le même ordre d’approximation, prendre :
sin V sin L,
à à Va
bsin V=—r,} Cela nous donne la formule:
__nswL ,; (19) Er 24 sin V ÿ
qui est exacte au cinquième ordre près.
Pour le calcul du terme du cinquième ordre, il est indifférent de prendre les valeurs de la courbure et de ses dérivées à l'origine ou en un point quelconque de l'arc de loxodromie, par exemple au milieu de cet arc.
On peut remplacer :
4 sin? V cos? V sin? L
cc par - (2 — e? cos! L — 3e' cosf L) À
a sin? V cos? V , ET c par Sen | Ne cos! L)
k siné V sini L
x SRE Anne & G par =
ce? sin? V sin? L cos? L ;
à 2 2 NW pat eee me ce 00 et enfin :
lsin V par rŸ + 7" Ÿ° cotg V (sin? L, — cos? L, — e? cost L,). Tous calculs effectués, on trouve la formule suivante :
1 + Ÿ? ÊË cotg V (sin? L — cos? L — e°? cost L)
CASE FC _ o4sinV
+ an (2 — €? cos! L — 3e“ cos L) + a (1 + cotg? V) (1 + e? cos' L}?
— - sin? L + = cos? L(1 +- cotg? V) (1 + 2 cos? L)|
qui contient tous les termes du cinquième ordre du développement en série, les quantités r et L étant prises au milieu de l'arc de loxodromie pour le terme principal en 4° et en un point indifférent de cet are pour le coeflicient du terme 4°.
La formule (50) est analogue à celle que nous avons établie pour la différence angulaire G. La différence des longitudes Ÿ se calcule facilement quand les deux extrémités M, et M sont données par leurs coordonnées géographiques et bien que cette formule apparaisse plus compliquée que sous sa forme (41), elle peut dans la pratique être plus intéressante.
IV. PROJECTIONS CLASSIQUES (Mercator, Lambert et Gauss
Les projections classiques de Mencator, Gauss et Lamserr sont des cas particuliers de la projection générale étudiée dans le chapitre L La projection de Mercaror est elle-même un cas particulier de la projection de Lawserr; dans ces deux projections, le rapport de similitude K est fonction de la latitude seule et l'équation aux dérivées partielles (II) devient une équation différentielle du second ordre à une seule variable :
e K Kd/rdK\ 1 /dK\2 ED ra a) Ge IL est facile de vérifier que :
dK Kp
(52) Te (sin L— sin L,)
y Te est intégrale première de l'équation (51); L, est la latitude du parallèle origine de la projection Lawserr. Pour la projection de Mercaror, il faut prendre L, égal à zéro, latitude de l'équateur.
Dans ce cas particulier, l'équation différentielle du premier ordre (52) se simplifie et devient :
dK psinLdL F RE Re TE ES (53) Rd À : dr Me ANSE e à , Comme : TG sin L, l'intégration est immédiate et donne : (5) K —°; : Tr
formule classique de cette projection.
L'application des résultats établis au chapitre Il dans le cas de l'ellipsoide de révolution permet de calculer au voisinage de leur courbe de base respective, les premiers termes du développement des projections de Mercaror, de Gauss et de LawBerr.
Dans le cas de la projection de Mrnoaror, ce développement n'a pas d'intérêt pratique parce que le problème est soluble à l’aide des fonctions élémentaires; et il existe des tables dites «latitudes croissantes» pour construire le canevas de la projection. Au contraire, dans le cas de la projection de Gauss et de la projection Lawserr , les développements obtenus peuvent être utilisés pratiquement en géodésie; 1ls présentent l'avantage de fournir les expressions exactes des coeflicients alors que les formules classiques, utilisées, ne donnent souvent qu’une valeur approchée des coefficients pour les termes du quatrième ordre.
22. Projection de Mercator. — L'application des formules (14 bis) et (23 bis) donne :
tg L— 0, A, 5—09, E—0; ap D 0 V0, : @ 0, X—0.
La courbe transformée de l’équateur est une droite et le système (35) fournit les équations paramétriques des courbes transformées des méridiens :
Ce sont des droites perpendiculaires à l'équateur; les parallèles sont aussi des droites et leur distance à l'équateur est représentée par » qui est le début du développement en série de la fonction «latitude croissante ».
La fonction » s'oblient par intégration à l'aide des fonctions élémen-
taires :
expression qui peut s'intégrer facilement si on remplace e et N par leurs valeurs en fonction de la latitude (paragraphe 14) : |
; met L ae 1 Lesin L (55 bis) | n= a log 1g (542) — io RESF R TE 23. Projection de Gauss. — La courbe (£ }est un méridien. 2; CU:
RS Se BR?
he? .
O—0, PRES P—— sin LoosL, X% — 0
d’après les formules (14 bis) et (23 bis).
Le méridien origine a pour équations :
Le méridien se développe suivant une droite en vraie grandeur. Les équations paramétriques du parallèle de latitude L sont:
£ 1 tg L\2 1 3 ICONS : 1/tÿL\ » 1 tg L\5 tg L 1 PoNer E e }: 2h de k rer “sin Lcos L) | ts = (je sin cos }] . +.
La méthode classique pour l'établissement des formules pratiques de cette projection est dûe aux auteurs allemands O. Screen et L. Krücer U). Efle dérive de la théorie générale des fonctions analytiques; nous démontrons ci-dessous que le calcul peut-être conduit de manière à obtenir les équations du parallèle sous la forme (56).
Considérons les deux fonctions X et 7, coordonnées rectangulaires dans la projection de Mercaror :
À, proportionnel à la «latitude croissante »,
7, proportionnel à la lonocitude.
0) Rapport sur les Projections par M. P: Tarn (Travaux de l'Association de Géodésie de l'Union Géodésique et Géophysique Internationale. 6° Assemblée Générale, Edimbourg 1936).
Lie
Si le coefficient de proportionalité est égal à a, grand axe de lellipsoide, ces fonctions vérifient les équations différentielles :
: (57) dA dr = .
ds dt
Soit À + ir l'aflixe d'un point du plan de la variable complexe, toutes les projections conformes de l'ellipsoïde sur le plan correspondent à une affixe n -+-1£, fonction analytique de À + ir:
n+iËê=F(1+ ir).
Dans le cas particulier de la projection de Gauss, le méridien central se développe en vraie grandeur suivant une droite; cela détermine complètement la fonction analytique F, car pour :
on a:
: n FO).
La projection définie par cette fonction est symétrique par rapport au méridien central; elle est donc bien de déformation minima le long de cette courbe.
Le développement en série à partir d’une origine située sur le méridien
“central(À—À,,7—0) est:
m1 Ë mn FOX) (AA + à) +2 FO) (AA HP +
En particulier, les équations paramétriques du parallèle de latitude croissante (XÀ,) sont obtenues en faisant AX—0 dans le développement ci-dessus et en égalant les parties réelles et imaginaires.
dde tant:
(58) ET 1 iv L a 2) + FOX) +
G@) F est donné en fonction de la latitude L par l'intégrale :
L L_'a(1— ei) F = edL = | A ee LUS dL 0 o (1—e sin L) ?
et la latitude croissante À s'exprime en fonction de la même variable L à l’aide des fonctions élémentaires (formule 55 bis).
AR ASS
Les dérivées successives de la fonction F se calculent facilement en partant de la première équation différentielle (57) :
= ds r EF" — ne
# P n F = 5-5 sinl,
Sr ds FÉAEES ATOS \ E = T5 (sin Diese L),
CROIRE TES due N
D US OR RUES, BONE EN Sete
F ar asinL (sin L DiC0S L)
Dre VE N Ë r r Sn EAN r + (sin L cos L +7 cos Lsin L) LE C0 #0) Fa
en tenant compte de l'équation (25) qui donne la valeur de ù on trouve finalement : P
FU — = sin L +5 = sin L cos L. + a sin L'eost LÀ
Sur un parallèle, la deuxième équation différentielle (57) s'intègre facilement puisque le rayon r du parallèle est constant :
a Tel F
al 2 + En remplaçant dans (58) 7 par => On retrouve les coellicients des équations paramétriques (56) :
F Quest,
a dus destel Fo () Te :
nil d° 1 S N tg L\?2 + a ne
à A in L No
A) ee +5 sin Leos? L. + a sin L cost CE tg L\5 5 tgL\ 1 on [) CT) an
24. Projection Lambert. — Dans le cas particulier de la projection conique de LamBerr :
RUE __: t&L Re Ce NS 1 Ç PAR de 8—=6, G— 0, te L :
© — "#6 ie - 4e? cos? L;), © = 0, ® = 0, = 0
ON LP Ges valeurs des coeflicients donnent pour les méridiens : £—0
(59) L 1 { : tb, 3 5 PEA GNPo | 2 NP (
he? cos? L,) st + ..
et pour le parallèle origine :
En posant :
N, ri on voit que Ë et n des formules (60) sont les débuts des développements connus des fonctions sinus et cosinus.
Ace NA A N, Éa un sin Ÿ, n MUR (L — cos Ÿ).
Ce résultat était à prévoir; la courbure géodésique du parallèle origine
ol : 2 r +
— À" devient la courbure plane de la transformée de (£). Les mériû
diens en projection sont tous des droites normales à ce cercle, ils con-
vergent donc vers le centre du cercle. Ù
Etablissons l'équation différentielle classique de la projection Lamserr; nous verrons qu'elle est identique à l’intégrale première (52).
Cette équation différentielle classique s'obtient en écrivant que le rapport
: de similitude K est le même sur un méridien et sur un parallèle en un
point quelconque ; sur un méridien :
sur un parallèle qui passe par le point du méridien précédent situé à la distance » en projection du parallèle de base :
nn
te L, rdG ”
où dÿ est donné par la formule :
D 50 — L’équation différentielle. :
ne ere nigL\r Hour So ns
définit la fonction » en projection LamBerr.
Pour obtenir l'équation différentielle en K, il suflit d'éliminer » après avoir effectué une dérivation supplémentaire; l'équation :
KR re in (sin L — sin L;), obtenue par cette méthode est identique à (52) intégrale première de l'équation générale (51).
Gette équation différentielle (52) peut s'intégrer et on trouve () :
L\r 1 Le sin L = (cotg =) ( ntgL, 2 1 —esin L RS te Et N, (cote) (: EE)" s 1 —esnl, avec :
he sta DEA
Nous allons montrer, en intégrant par développement en série l'équation différentielle (61), que l'expression trouvée pour » (formule 59), par application de la théorie générale pouvait être obtenue aussi par la méthode |
classique.
2 a . 1 Développement en série de 2e
R(E) sb Jon < (5) = as sin L cos been sin L ee cos De ; Lie _. SC + a) de a CN nt bec _s@l sigL que
“Las N GW
Le produit de ces deux développements est :
dn bus Ë DRE TELE RAT A 3 de dense L RaN2e Ni À EN, | )] SE
M Cf. Traité des Projections, 4° fascicule, par J. Lasonpe, $ 119.
dont l'intégration donne, : |
1 1 Ft L LL, fi 1 SEL D Fée eu e) Ti er Népo No \N5 Po Na dL P/0 is
1 ANS TAN es rai bye =
x —=) et — (:) s'expriment en fonction de la deuxième 4: #Po4 dl \e/6
Les quantités ( excentricité €:
3 1. , : 3 ‘ EL 1 1 (G—ésmL) : G—ésimL,)s eécos L(1— sin L)s . NUS À LPS a (1 — e?) a (4 —.e?) eee cos L, N,
UD in Le L, cos I
(A 3(1— e? sin? L)2 , . 5 Sin L, cos L — (=) — — "sin L, cos L, = — 36?" !, dl \p/ a(i — e°) N,
Ce qui démontre l’identité des formules (59) et (62).
Ainsi, les trois projections conformes de Mercaror, de Gauss et de Law- Bert sont des cas particuliers de la projection générale de déformation minima qui à été étudiée. Les coellicients R, 8, &, U, Ÿ, ®, X se déduisent des formules générales qui permettent d'écrire immédiatement dans chaque cas les formules de ces projections jusqu'aux termes du quatrième ordre inelusivement. Ces coefficients fournissent tous les éléments pour le calcul pratique des tables de la projection de Gauss ou de Lamserr, en vue _ des applications géodésiques ou cartographiques.
Les formules développées qui ont été établies diffèrent légèrement des formules classiques : tous les coeflicients y sont exprimés rigoureusement en fonction des deux rayons de courbures principaux N et p et de la deuxième excentricité e', pour les projections de Laweerr el de Gauss, alors que les auteurs classiques donnent des formules dans lesquelles les calculs des coefficients ne sont pas effectués de. façon analogue dans les deux projections. C’est pourquoi il nous a semblé intéressant de reprendre par les méthodes habituelles les deux calculs et de montrer qu'elles peuvent aussi conduire aux résultats fournis directement par la méthode générale.
CARTES AÉRONAUTIQUES
Si la courbe (£ ) est une géodésique quelconque de l’ellipsoïde, sa transformée est une droite sur laquelle les arcs de géodésique se développent en vraie grandeur.
On pourra calculer de proche en proche les intersections de la géodésique avec les méridiens et parallèles qu’elle rencontre et les équations (35’) et (36’) donneront la forme des méridiens et des parallèles ainsi que les points d’intersection en projection de ces lignes.
es bai
Calcul de la fonction K
deuxième ordre sont :
/ 1 né R — () sin? z, FREE ( fi \
S re 1 9 © — Ne a Zee
Pour les coeflicients des termes suivants, les formules (23 bis); ce qui donne :
_— Les coeflicients des termes du
= — GR SIN 79 cos Ze
1l suffit de prendre e nul dans
| 0=—r sin L cos Lsin? z (1 - 2 cos? 2) D ORAELE : 3 Vs sin Loos Lsin 2 cos z Des ; : R te L ®—— sin LeosL cos? z (1 — 2 sin? 2) 6 (d RÉEL, : 39 tg L eve 3, Sin L cos L'sin + cos? x + ©
les variabies L et z ayant les valeurs L, et z reiatives au point courant
de la ligne géodésique (£ ).
. Au point de latitude maxima ou minima ou vertex de Ja géodésique, l’azimut est égal à 90° et la projection est symétrique par rapport au méri-
dien qui passe par ce point.
T Pour :
on On à :
Roses S = 0 =(X): EN lie; ‘ 0=—(XE sin Loos L) sh: V0
NP? ë à
te L RU A en Se & ee XD
Le développement en série du rapport de similitude est donc :
2e? sin L cos L
GORE er As? — ( 1.
La+(
tg 1É 2N?p
) AsAè+...
Les équations du méridien et du parallèle qui passent par ce point
sont respectivement :
2e? sin L cos L
4 3 (one
ANT ES
26. Gomparaison avec la projection Lambert. — Ces résultals et ceux qui ont fait l’objet du paragraphe 24 relatif à la projection Lamserr permettent de faire la comparaison entre la projection conforme de déformation minima basée sur une géodésique au voisinage du vertex et la projection Lawserr dont le parallèle de base est le parallèle limite de la géodésique considérée.
Pour simplifier le langage, nous désignons dans ce paragraphe ces deux représentations conformes de l’ellipsoïde par (P) pour la projection Lawsert et par () pour l’autre projection. :
La différence entre les rapports de similitude K(P) et K (IT) est à l'origine des différences entre les deux projections.
Leur valeurs respectives sont :
K (P)—1- es s +
Cas 1. in ad sin Li cos D 5 403 -te Ho ES Rae x s DATE EME + N°, sl + ...
te L, GNSP0
a (1 — 4e? cos? L,) s + ...
_ Les surfaces indicatrices des altérations linéaires correspondant à (P) e
à (ET) sont osculatrices à l’origine commune; cela résulte du fait que les coef-
ficients des termes du deuxième ordre ne dépendent que de l’azimut z de
la tangente; la propriété est un cas particulier de la propriété plus générale suivante :
Deux projections de déformation minima basées sur des courbes tangentes en un point ont en.ce point des surfaces indicatrices de déformation osculatrices.
Les termes du troisième ordre sont différents et pour les deux projections envisagées : (P) et (ET), la différence :
définit dans le plan la correspondance entre les deux projections considérées. Il y a lieu de remarquer que l'excentricité & n'intervient pas dans la différence.
Sur le méridien qui passe par le vertex on a :
AË E(P) — E() —0 A ne UD es
SE ! À
La figure 7 illustre ces résultats : les points A, B, 4”, B', sur l’ellipsoïde sont pris équidistants de l'origine O où les deux courbes de base (géodésique el parallèle) sont tangentes. En projection, les images à (I), «' (ID), a (P), a (P) des points À et A” sont disposées comme l'indique la figure ; leurs distances a (P) a (ET) et a’ (P) a’ (ED) sont égales et données par l'équation (69). Les segments b (P) b (IT) et 4’ (P) LIT) correspondant aux points B et B°
géodésique 10 de base F | | : Li . ça" () = fig 7 =
du parallèle qui passe par le vertex sont donnés par les équations (70). Ces quatre segments sont tous égaux aux termes d'ordre supérieur près.
Cet exemple particulier montre de façon concrète l'influence de la courbure géodésique de la courbe de base (£) sur la structure des projections de l'espèce considérée dans ce mémoire.
27. Calcul dés points d’intersection de {£ ) avec les méridiens et les parallèles (1° méthode). — Appelons a l'arc de géodésique, compté à partir de l'origine L,G, située sur la géodésique, affectons de l'indice L les quantités relatives à l'intersection géodésique-parallèle et de l'indice G celles qui sont relatives à l'intersection géodésique-méridien.
FEURR
Pour le parallèle, l’abscisse curviligne et la longitude de l'intersection sont : ;
Pour le méridien, l’abscisse curviligne et la latitude de l'intersection sont : |
(Gr RETSLEr | | nets | ess le Ja sin 6, "0 Sn
Le =" cotg z dG.
GP
La fonction z est donnée dans les deux cas par la formule de Crarmaur :
rsinz =", sint sous forme intégrée
1 di —=drigz sous forme différenciée.
Le calcul des expressions (71) et (72) sera beaucoup plus facile si on se contente d’un développement jusqu’au troisième ordre. à condition de
rendre des origines variables sur l'arc de géodésique : on aura ainsi la géodésique entière par segments. Les tables de l’ellipsoïde sont bien adaptées à un calcul de ce genre, car elles fournissent les valeurs des arcs de méridiens de minute en minute et celles des arcs de parallèle d’une minute aux diflérentes latitudes.
Calcul de As. — On considère le développement de
P Po d'{ 0 RCE) COS 2 ME COS 2 aa dL Ce =), AL - dL? \cosz/0 2
d p __.de Rap d ( 1 ) dB \cos z dl cosz | P dL \cos z
æ p dp 1 de - d 1 na 1 ) Be) Hasta : A) | P az \ cos z/?
fra (autre (n)a
cos z COS dpe\ d 1 DATA db se) A[2 Æ () dL e à). AL°+ 2 Po qia ee EURE
} \ ( y D ONE
L'intégrale du premier terme du développement est l'arc de méridien
As aux termes d'ordre supérieur près. La formule de Cramaur différenciée
RUE 1 permet le calcul des dérivées de COS Z
d 1 ei 118? z dr a) Er L° À in L, cela donne :
et, comme a Ps L, cela donne :
d HO rAON { : )=£# sin L dE\cos,z) rico e
dB 1 Ÿ= 1 3 te2z f dr \2 10° z dr dl? \cos z/ 7? cos z (x) r cos z dL?
AS 1025, à te? z 1 ne FE sin? L + £ ET cos L He Re à
1? cos? z
(pr2 l ë sin L (TE):
cos z dl
En un point quelconque de la géodésique :
rte toit (73). Aa. cos z = À + AL? PEER
s Ep pr pe ven dp +AL | ! NE 2 Rte LR )]+
2N? cos? z
Calcul de AG,.— On considère le développement de 5 ty
pe PRE d p & {p AN AE en rie c'e Es
Re er AMAR d'fP ne ue di? (£ tg :) NT dLe (£) 18 une: dL (£) dE (t +) Fr P dl? (18 ÿ
Ftgz—tgz, É 4 (E),AL | m(). A+. à | +ÈT (8% AL
a l dl \r «d P d Vas 9 Po ue \ AL?
a (a C8 20) ALERT (lg a) +
On calcule, en tenant compte de l'équation de Cramaur et de
dr: :
Re L, al
ÊRX
SMS NES les dérivées de tg z :
d 1 tgz dr © pigzsin L un
r cos?z dL ru cos22z
dŒ < 82 dr \ 2 1 tez dr ea M + sn à (4)
dL r cos? z di?
_ sil tgz oo | | PCosLigz , snLtgz DEN Co (2 un 2} s= “
1 COS? Z 1 cos? Z
En un point quelconque de la géodésique :
a oysa0 [rare fe) ee (et "|
QI RU RS
° PL 3 | Ft L (3 + cos? 2) _P+etgl (€) se HAL aNr cos? z AL | GN?r cosi z RE 1e
aNr cos? z 3. Calcul de As. — On considère le développement de 1° de d\ AG?
ONE Een) age. (La non (Ah AG- ee) sal CE ' dr TR NE ee dr? dr \2 dr fre dpi (à) UE LPS Comme :
MAG 7 dz dz dL 1 dr :
SJ Een sin li A EE ee rm odt on à: dr ; _ — — r sin Lcots (
L ' r? 6 - sin? L a sine Lico(pz — F cos L cote” z +
Si? 7 rip ar, (Te ) AG - (re) AG (Te) AG A5, sin z—=Ai—r, sin L, cote +, AG?
de
» sin L [ar, sin? L, cotg?z, —Xeos L, cote? z +
En un point quelconque de la géodésique :
(75) A, sin z — At — rsin L cote z AG
AG ; 1 r si? L Se [ar sin L'ectgt e © eo Lente + Si] 4e:
SE
4. Calcul de AL, : On considère le développement de AU : Teotg ze" 2 cotg 20 + 2 (2 cotg :), AG+ as (Tcotg e), ++ us
set le facteur
. . . : . T Nous intégrerons par parties, en isolant l’expression (
cotg z:
de d fr _ & AE È cotg z AG + = Re : k colg AG? + SG ee Ê ) cotg AG] +- u MT (cote 2), AG HS (2) à ac (C0t8 2h AG3
+2 _. À (cotg 2) A G3 +. «
| 1} en
d sin L
dG (cotg 2) 7. smz
& cos Lr a sin? L Cos z ac (c0l8 nur 22 © 187 2 Sin z
d fr d t a ()= ae 1 FOTE
AL, tg 9 — [AG +5 Je 2 cotg AG +57 (2 ). AG +...
Tor eee sInl 1 d fr\ sm L 172cos L à "AG? (:) AG AT P/0 Si & 6 p3 sir? 4,
2 Po 0 sin?z, 7°8.db
TS Sinl,
Rss AU co
sin? z En un point quelconque de la géodésique :
: : r d /r\r AG? r sin Ltg z AG?
(96) AL ter - AG + SL o 5 cotg z —— ns
AG & /r\/r 2 Rd fr\r 9 d /r\rsim L + Lan) Goes) + [if Scott T one VAR /dp
Ami? sin” nas sin L Fe) HeoeL 1 9 Ë Œ DOUBS EE
Les quatre formules (73), (74), (75), (76) seront utiles pour le calcul des éléments de la géodésique (£) de proche en proche. Les formules (73), (74) d'intersection avec les parallèles sont plus faciles à appliquer parce qu'elles sont plus simples que les formules (75) et (76) et parce que les azimuts sont plus faciles à calculer par la formule de Gzarraur à des latitudes en progression arithmétique.
Aussi, dans toute la zoné où la géodésique est inclinée sur les parallèles, _ les formules (73) et (74) seront seules à appliquer et on déduira par inter- _polation les abscisses et les latitudes des méridiens. Par contre, pour toute la zone voisine des parallèles limites de la géodésique, il est intéressant de calculer avec les formules (75) et (76) les intersections de la géodésique (£ ) avec les méridiens.
Cette première méthode n’est applicable pratiquement que pour les projections à champ limité; la seconde méthode qui fait l'objet du paragraphe suivant doit être préférée pour les projections complètes où il est nécessaire de rectifier La géodésique sur toute sa longueur.
28. Calcul des points d’intersection de (£ ) avec les méridiens et les paralléles (2° méthode). — Une deuxième méthode consiste dans l'application d’un procédé classique () utilisé pour le calcul des grands arcs de géodésique. À la latitude L sur l’ellipsoïde, on associe la latitude réduite À sur une sphère auxiliaire par la relation :
AG RS 20 PAPE (0 DES Vs 2
et on remarque que :
cos L r COS Â "ne 1 = e2sin? a
Par suite en un point m quelconque de la géodésique, la relation de Crarmaur devient :
(77) cos À sin z— cos À,
si l’on désigne par À, la latitude réduite du vertex de la géodésique considérée. Cela posé, on fait correspondre au point m de l’elipsoïde de révolution de latitude L et de latitude réduite À, un point M de latitude À sur la sphère auxiliaire; par ce point M, on fait passer un grand cercle tangent au parallèle de latitude A, (fig. 8); sur la sphère auxiliaire, les latitudes réduites se confondent avec les latitudes usuelles. Si Z désigne l'azimut du grand cercle considéré au point M, on peut écrire la relation de Crarraur qui se réduit à une formule de trigonométrie sphérique :
(78) cos À sin Z — cos À,.
La comparaison des formules (77) et (78) montre que les azimuts sont conservés dans la correspondance (m, M) et le vertex d’une géodésique quelconque issue de » aura pour correspondant sphérique le vertex de l'arc de grand cercle issu de M avec le même azimut initial ; les deux vertex ont même latitude réduite.
G) Sur les systèmes géodésiques équilatères à la surface du sphéroide terrestre, par E. Ficuor (Annales Hydrographiques de 1921, $ 5 et seq.).
CAM AE
Attribuons à la sphère auxiliaire le rayon équatorial a de l’ellipsoïde de révolution; si on appelle s l'arc de grand cercle compris entre M et le vertex, on démontre la formule
by? Dy° 81!
(79) ob bo ET )
À Mure x [i+ 512 «
où », »?, »°, v! ont les valeurs suivantes pour tous les points d'une même
4 rte géodésique :
1 : lotes es 5 ë » =; sin? A, (1 nr AGE ee Sin A RER sin‘ À, 16 ne À RS PTE — 1 46 sin À — 2 CRETE 0er 0 REV D IDE 1 CLOS) n Hoseg AE) er À, (1 +262 — 62 sin? À, + 3e4 — 9e! sin A+...) DROU 06 28 9 0 Ps eu A (143 — 5e sin À, + es
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Dans les formules précédentes, tous les termes du quatrième ordre par rapport au carré de l'excentricité e? sont conservés.
TO
L’arc de grand cercle : est donné par la formule :
s cos A
Pour la longitude la formule est :
(80) Gg—cc0s A) (a, )=—" [1 (pvp »)]sin2!
l 16 2. v? C v u— ” D 6 HA 6 € j)sin DATE ON LR £g est donnée par la relation des sinus :
2 p° É = sin À.
sin (°) On à d'autre part:
ue b # SITES b
(= ip su Tu — (un — 5uv (u — v) +3 (u — v) [u? + »?).
L'azimut est le même sur la sphère auxiliaire et sur l’ellipsoïde. I est donné par la relation des sinus :
Cette méthode est plus rapide que la précédente et elle présente l'avantage de fournir & et G pour chaque intersection de parallèle à une distance quelconque du vertex; ce qui empêche les erreurs de s’accumuler comme c’est le cas avec la première méthode.
Pour une géodésique déterminée, les quantités », »?, °, »', pu et le polynome (x, ») ainsi que tous les coeflicients des formules (79) et (80) sont constants. Il reste ensuite à calculer pour les différentes valeurs de
la latitude L, les latitudes réduites À correspondantes, les arcs = les angles g et l'azimut z.
Seul l’azimut z est le même sur l’ellipsoïde et sur la sphère auxiliaire.
$ . , . A \ . On passe de 7 el p. longueur et longitude réduites sur la sphère, à o et G.
longueur et longitude sur l'ellipsoïde par les formules (79) et (80) dont les coeflicients ne dépendent que de la géodésique considérée.
29. Construction de la carte. — Prenons comme origine le vertex de la géodésique de base; nous adoptons comme axe des x la droite trans-
ID TS
formée de cette géodésique de base; comme la géodésique se développe suivant la droite avec conservation des arcs, les formules établies suivant l'une ou l’autre des méthodes exposées dans les deux paragraphes qui précèdent, définissent un point d'abcisse x sur l'axe des æ comme l'image d’un point de coordonnées géographiques Let G de la géodésique de base; “de plus, l'azimut z de la géodésique étant connu, les axés Êet » tangents respectivement au parallèle et au méridien en ce point sont complètement déterminés. Les équations paramétriques (35') et (36') fournissent alors le moyen de calculer le canevas de la carte : il suffit de remplacer les
se te L 4 ; coefficients &, 8, &, Ü, Ÿ, ®, X et (E), qui intervicnnent dans ces
formules par leurs valeurs numériques au point d’abcisse +; les équations (35) donnent la projection du méridien de longitude G et les équations (36) la projection du parallèle de latitude L. Dans le premier cas, le paramètre est l'arc s de l’ellipse méridienne, dans le second cas, c’est’ l'arc { du parallèle de latitude L: ces deux paramètres ont été choisis en vue de l'emploi des Tables de l'Ellipsoïde International publiées par l'Union Géodésique et Géophysique Internationale, qui donnent, en fonction de la latitude, la longueur s de l'arc de méridien depuis l'équateur et la longueur de l'arc de parallèle compris entre deux méridiens écartés d’une minute en longitude.
30. Rapport de similitude. — Les expressions {rouvées pour &, 8, . 6, 0, Ÿ,®, X donnent la valeur du développement en série du rapport de similitude K en fonction des accroissements As et At comptés sur le méridien et sur le parallèle qui passent par le point variable M. On à :
(81) K—:1--- \; (As? sin? z — 2AsAf sin z cos z + AP cos? 2) 1etoiLisinez ; , s 0 LS 2 # ?
+ Tr P (As sin z — Af cos 2)
ete
+5 snL cos L [— PAYS sin? z (1 se 9 cos? 2) 3e CAIN EN 0e — 3AsAP cos? z (1
2 sin? 2) — 2AS sin z cos®z]E.., les quantités N, p, L, + doivent être prises pour le point M, de la géodésique de base qui est l'origine du développement en série.
On peut adopter un point variable de (£) comme origine et définir un point quefconque m de l'ellipsoïde voisin de (£) en considérant le méridien qui passe par ce point; on prend comme origine l'intersection du méridien avec [£ ); z sera l'azimut de la courbe (£) par rapport au méridien qui passe par celle origine et le point » peut être défini par la seule coordonnée As qui devient ici égale à l'abscisse curviligne s. |
L'autre coordonnée At est toujours nulle; l'équation (81) devient :
IRD SN eee : (82) Ki nssinte— x sin L'eos Lsin? (1 + à 00822) st +...
Prenons comme origine fixe le point O de la géodésique situé sur le parallèle limite; l'axe Ox est la transformée de la géodésique de base (£) et l'axe Oy le méridien qui passe par le point O, axe de symétrie de la projection, Considérons à l’origine variable sur l'axe Or l'axe n tangent au méridien et l’axe Ë perpendiculaire (fig. 9).
Des équations du méridien :
Gi «o) D a on tire :
0, ete RE et :
$? — »° |- termes en ni.
En remplaçant s? par sa valeur dans (82), on obtient :
1 , 26° ; = KE: ac snrT a n sin L cos L sin? 2 (1 + 2 cos” 2).
Dans le changement d’axes (x, y), 3 n), On a : y = n Sin z — Ë cos z — » sin z - termes en n°,
y? = n° sin? z + termes en nf.
La formule (82) se transforme à nouveau et devient :
p'2 s 1 + 9 cos? z (83) Rip psin Loos L'E.
sin z
Le troisième coefficient peut s’exprimer en fonction de L seul comme le
: 1 RE a : à coeflicient — : en effet, si on néglige e? dans le coefficient du troi- P
sième ordre qui est déjà très pelit par suite de la présence du facteur e?, L, étant la latitude du parallèle limite, la relation de Crarraur simplifiée :
cos L,— cos L sin z permet d'éliminer :. 2" à 1 . 1 Le coefficient = ne doit pas, par contre, être remplacé par une valeur : 2Np approchée; si on veut conserver l’approximation de la formule, on prendra :
1 (1 — e sin L}
2Np 28 (1 —e?) À Finalement, nous avons :
1 — & sin L}?. 2e°y sin L (3 cos? L — » cos? ] Fe ere © J sn L (ste Le tos Li) 2 @(1—e) 34 cos L,
dans laquelle y est l’ordonnée du point m et L la latitude du point d’intersection du méridien qui passe par m avec la géodésique de base (£).
A titre d'exemple, caleulons K dans le cas où le parallèle limite a la latitude 60° et où y est égal à 1/10 du grand axe de l’ellipsoïde : a (Ellipsoïde de référence international).
Dans ce cas particulier, sin z— —.
2 cos L à
Le terme du troisième ordre change de signe soit quand y, soit quand L change de signe. Le maximum de ce terme se produit pour L— 32° environ et 1l est inférieur à 0,00001. Par suite, la valeur du rapport de similitude ne dépend pratiquement que de l'ordonnée y qui intervient dans la formule (84) par son carré; le coefficient du terme du second ordre varie légèrement avec la latitude; cette variation ne porte dans le cas particulier que sur 5 unités de la dernière décimale.
Le tableau ci-dessous donne les valeurs du rapport de similitude à
différentes latitudes pour une distance y de la géodésique de base égale à a
LATITUDE. VALEUR DE z. VALEUR DE K.
(RE RS RE ERP SM AR ME AL ee 150°,0 1,00)03 LOS RER EE Le ET PPS RE LR 1/19°,5 1,00503 20e CR ET Pom ee ROSE SE 147°,8 1,00902 DOS FRANS RS Sn SES ANS RATE RAT NE TEE 144°,8 1,00501 AO RSS AT RCE An CMS TR NE 139°,2 1,00500 DOPSSR ART A RER ren 129°,0 1,00499 GOSSES RE RE LATE ES EUR 90°,0 1,00498
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Done à 600 kilomètres de la géodésique de base {£), si on utilise la pro- . Jection brutalement sans correction d'échelle, l'erreur sur les longueurs est épale à 5 kilomètres pour 1.000 kilomètres, à 500 mètres pour 100 kilomètres. Pour une carte au millionnième, 100 kilomètres sont représentés par 10 centimètres et l'erreur graphique correspondra à un demi-millimètre : pour tous les usages pratiques, il n’y aura pas lieu de faire de correction
31. Courbure de la courbe transformée d’une géodésique. Correction finie. — [L'étude de la variation du rapport de similitude dans le champ de la projection n’est pas suffisante pour les usages pratiques de la géodésie ou de la navigation. Le gradient de ce rapport de similitude est souvent plus important que la valeur de ce rapport lui-même parce qu'il a une influence directe sur la courbure de la transformée plane
d’une courbe quelconque.
Soit (2) cette courbe tracée sur l’ellipsoïde, nous avons vu que, c étant sa courbure géodésique, la courbure G de la transformée est donnée par la formule (IT) du paragraphe 3:
HILL ITR K K4n RUR ET RE Æ 3 où 7 est la dérivée du rapport de similitude K dans la direction normale à la courbe (©) et dans le sens précisé au paragraphe 3 in fine. S1 (©) est une géodésique, «— 0 et C se réduit à tar Or, il résulte de l'étude faite dans le paragraphe qui précède que, pour la zône utilisable de la projection, les lignes d’égal rapport de similitude sont pratiquement parallèles à l'axe des x; par suite, l'altération de
< . : 4 dK courbure sera maximum dans la direction parallèle Oy et (x) est max
dn TOR dE DU os égal à A dont la partie principale est “.
Pour la plupart des cas pratiques, cette approximation est grandement suffisante.
Considérons (fig. 9) la géodésique qui joint les points 48 du plan des æy; appelons y l'angle de la droite 48 avec l'axe des x ; en un pointu quelconque de la géodésique :
1 dK 1 dK
2 ; y DE Kdn K? dy CC & COS X
si on néglige les termes d’ordre supérieur. On aura aux points « et en 8:
Au point p, la dérivée de G par rapport à l'arc | de. la géodésique qui joint aB, est :
dG dG .
V4 AT dy Am RAA
En partant de l'équation intrinsèque, il est facile de trouver l'angle € que fait la tangente à la géodésique «8 avec la corde correspondante. On a, eg en appelant e, et € les valeurs de cet angle en «& et en 8 :
C G Cr nr A &
si CG, et C, sont les dérivées par rapport à l'arc ! des courbures C, et Ce; en remplaçant G,, G;, Ge, Ce par leurs valeurs :
Ya 1 .
| Ea = COS x +5 Psin x cos x
€ SE lèos — 7 P sin y cos 8 9®ù x 6& 1 X CES X OL [COS y = 23 —%as sin X —Y3— Ya donc :
(tet18)3 (gay LÉ de M NE TE END (85)
EYS+ME (x — y) re te on me
ÿa étant l'ordonnée du point situé au tiers de a8 à partir de «& et y, l'ordonnée du point situé au tiers de à8 à partir de 6.
Les corrections finies sont maxima si y, et y, sont égaux, c’est-à-dire si la géodésique joint des points équidistants de (£). Dans ce cas, les corrections finies sont égales en a et 6.
Pour avoir le sens de ces corrections, il n’y a pas lieu d’utiliser de règle de signes compliquée. La courbe a«B transformée de géodésique tourne toujours sa concavité vers l'axe des x: en eflet, la courbe ne pourrait pas, s’il en était autrement, être plus courte que la courbe représentée
par la droite joipnant 48 én projection puisque le rapport de similitude croît toujours quand on s'éloigne de (£ ).
A titre d'exemple, voyons ce que donnent les formules pour :
Ya = Ve == 637,8 Km.,
Tag 637,8 km.
On trouve :
Ex — = — 0,005 radian, soit 18 minutes sexagésimales et, dans ce cas, la courbe transformée en projection de la géodésique joignant à6 est un arc de cercle d'angle au centre 36’. La flèche de cet arc (plus grande distance entre l’arc et la corde en projection) est : 800 mètres. À l'échelle du millionnième pour un arc de géodésique de 600 kilomètres dans une zone située à 600 kilomètres de la courbe (£ ), cela fait une flèche inférieure à 1 kilomètre, c’est-à-dire à 1 millimètre sur la carte. Toute correction graphique est superflue.
32. Courbure de la courbe transformée d’une loxodromie. Différence avec la géodésique. — Si la courbe (©) est une loxodromie, nous avons vu au paragraphe 14 que la courbure c de la loxodromie es donnée par l'équation (30). Si on appelle V l’azimut constant : <
te L :
=—-—— sIn € N D) V
et l'application de la formule générale (IT) donne pour la courbure de la transformée :
(PRE 126760 Ko dK CR sin Ve (5 sin V— 5 cos V).
En un point quelconque À de la projection, considérons la géodésique el la loxodromie issues de ce point et passant par un deuxième point voisin B (fig. 10). Les courbures respectives des deux courbes sont :
1 dK BUS — gg pour la géodésique,
teL . 1 dK ÿ — EN Sin V pa pour la loxodromie,
si on admet que les deux points À et B sont suflisamment voisins pour
ss
0 . 0 7 Peur dK - s qu’on puisse considérer que les dérivées -—— sont identiques.
dn La correction finie de la géodésique est traitée dans le paragraphe 81.
POSTE
Il nous reste à donner la correction finie supplémentaire pour passer de la géodésique à la loxodromie. Celle-ci correspond au terme de la courbure :
te L .
KN sin V.
Nous avons vu au paragraphe 14 que l'intégrale de ce terme est la convergence des méridiens ®. ; | Dans le cas particulier où les deux extrémités À et B se trouvent sur la
1 dK _Kdn et B, est égale à za, — 28, différence entre les azimuts des méridiens en
géodésique de base, le terme est nul et l'intégrale D prise entre À,
de base
_- fig.10-
A et B,. Nous avons une disposition des deux courbes analogue à celle que nous avons considérée au chapitre IT pour le calcul de la correction de Givry avec la différence suivante : la géodésique est représentée par la droite AB, et la loxodromie par une courbe. Gomme les deux projections sont conformes, l'angle des deux courbes transformées dans les deux cas est égal à celui que nous avons calculé sur l’ellipsoïde au chapitre HI. Par rapport à la droite AB, l’image de la géodésique est toujours du côté opposé à celui où se trouve la géodésique de base. Quant à la transformée de la loxodromie, elle sera située en général au sud de la droite AB dans l'hémisphère nord et au nord de la droite AB dans l'hémisphère sud. Cette propriété est loujours vraie au sud de la géodésique de base dans l'hémisphère nord et au nord de la péodésique de base dans l’hémisphère sud. Pour les autres parties de la carte, la propriété précédente n’est plus vraie quand, en valeur absolue, la courbure des transformées des géodésiques en projection est supérieure à la courbure géodésique des loxodromies comme cela peut se produire près de l'équateur seulement. En effet, dans la zone équatoriale les géodésiques et les loxodrote L
mies sont très voisines tandis que, près des pôles, le terme ns V
RS el
devient prépondérant et les loxodromies s'écartent nettement des géodésiques aussi bien en projection que sur l’ellipsoïde. Hier
La frontière de ces zones correspond aux points de la projection pour lesquels la courbure C s’annule; il existe en réalité une famille de frontières dépendant du paramètre V; considérons le cas particulier où la loxodromie se confond avec le parallèle, on a :
T NE
et la frontière a pour équation :
Au voisinage de la courbe {£), on peut confondre la projection de
l'équateur avec une droite et les méridiens avec des droites perpendi-
culaires à l’équateur; si W est l'angle de la géodésique de base (£ ) avec l'équateur (fig. 11) :
K dk
“sp Se de AE = cos Ÿ.
Dans ce calcul approché, on doit prendre :
Lrnpres ce qui donne pour équation de la frontière :
atg L=y cos #.
Les points de la projection qui satisfont à cette équation sont situés sur la droite «y. |
Les frontières qui correspondent aux valeurs de V différentes de 90° son{ situées à l’intérieur de l’angle hachuré.
38. Application aux cartes aéronautiques. — Supposons l'échelle “fixée à ="; 10 kilomètres sont représentés à cette échelle par 5 mil- 2.000.000 à limètres.
Nous avons vu qu'à cette échelle, les déformations linéaires et les corrections finies sont négligeables au point du vue cartographique jusqu’à 600 à 700 kilomètres de la géodésique de base. On peut donc envisager de représenter des bandes géodésiques de 1.200 à 1.400 kilomètres de largeur axées sur la géodésique centrale : ce qui donne à l'échelle prévue une largeur de 70 à 75 centimètres, dimension maniable, adaptée aux travaux graphiques usuels.
Cela conduit à adopter comme courbes de base les géodésiques dont les parallèles limites soient espacés de 10 degrés sexagésimaux. La longueur totale d’une géodésique est de 40.000 kilomètres environ; si on admet un mètre comme longueur des feuilles, cela fait 20 feuilles par bande. Le recouvrement minimum aura lieu au voisinage des parallèles limites et les dimensions adoptées ci-dessus lui assurent une valeur de l'ordre de 100 kilomètres. ;
Au point de vue des calculs, il suffit de calculer dix projections distinctes : la première qui correspondrait à la géodésique confondue avec l'équateur terrestre est la projection de Mercaronr; la deuxième est basée sur la géodésique dont les parallèles limites sont 10° Nord et 10° Sud: la troisième sur la géodésique de parallèles limites 20° Nord et 20° Sud;... et enfin la dixième se confond avec la projection de Gauss. (Voir planches annexes montrant de façon schématique ces projections.)
Pour couvrir la surface totale du globe terrestre, il conviendrait de décaler en longitude ces différents ensembles de façon à assurer un recouvrement sufisant au voisinage de l'équateur. Suivant la projection, le décalage angulaire et le nombre d’ensembles nécessaires pour couvrir la zone entière sont donnés par le tableau ci-après. |
Pour la projection de Gauss, en effet, après quinze décalages de 12°, la rolation est de 180° et on retrouve la projection initiale,
Le nombre des cartes utiles serait théoriquement très élevé : il dépasserait 3.500. Il est, en fait, beaucoup moindre car les itinéraires effectivement utilisés sont très loin de couvrir toute la surface du globe.
Par contre, les fonds de cartes différents sont au nombre de 186 si on fait abstraction du décalage en longitude. Hs pourraient être utilisés comme abaques pour résoudre les problèmes de navigation en leur affectant les
PI.T- Schéma des projections conformes ayant une géodésique de parallèles limites 10°, 20°, 30° pour base
PIIT - Schéma des projections conformes ayant une géodésique de parallèles limites 40°, 50°,60° pour base
AL AT SK 7 RSA
PI - Schéma des projections conformes ayant pour base une géodésique de parallèles limites 70°,80° etun méridien (Projection de Gauss)
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’ longitudes appropriées au problème considéré. Il suflirait de porter par latitude et longitude les stations de radioguidage et les aérodromes pour que le canevas approprié puisse être utilisé dans une région quelconque du globe.
34. Zone géodésique antipode. — Les géodésiques de l’ellipsoide ne se referment pas exactement; ainsi, la géodésique qui part du parallèlelimite avec l'azimut 90° ne revient pas exactement à son point de départ. L'étude de ces propriétés des géodésiques a été faite de façon très complète par E. Franor () et P. Grnsox (©).
Pour la construction des projections précédentes, on serait conduit à admettre une cassure dans la zone antipode, si on voulait conserver la symétrie par rapport au plan méridien origine ou à l'équateur, si on préférait garder la symétrie des deux hémisphères.
A l'équateur, les deux géodésiques de base correspondant à une bande donnée seraient distantes d'une vingtaine de kilomètres au maximum, si on considère les deux géodésiques issues respectivement d’un point de la surface du globe et de son point antipode. Au point de vue cartographique, ce décalage n’est pas visible même à la limite de la bande envisagée : en effet, à la limite de la bande, la variation du rapport de similitude
3.000 mètre : ce qui, graphiquement, est négligeable, quand on passe d’une pro-
jection à la suivante et, notamment, inférieur au jeu du papier quand on à affaire à deux tirages différents.
n’atteindrait que , c’est-à-dire, au maximum, 0,3 millimètre sur un
4) E. Fichot. — Sur les Systèmes Géodésiques Équilatères à la Surface du Sphéroïde Terrestre. (Extrait des Annales hydrographiques de 192 1.)
w E. Fichot et P. Gerson. —— La Zone Géodésique Antipode. (Extrait des Annales hydrographiques de 1937.)
VI. LA COURBE ({) EST QUELCONQUE
Dans le cas où la courbe de base (£) est une courbe quelconque, on & 14 4 . TOILE Q .
peut appliquer les résultats généraux qui ont été établis dans les chapitres Î et IL. Au point de vue pratique, on peut envisager deux applications principales : : \
; à : Pa PER + Ce VE Te SR
1° Pour la navigation aérienne : toutes les fois que l'itinéraire diffère notablement de la géodésique, il peut y avoir intérêt à adopter comme courbe de base une courbe autre que la géodésique : c'est le cas par exemple de la route d'Extrême-Orient et des routes aériennes entre l'Amérique du Nord et l'Amérique du Sud.
2° Pour l’hydrographie : la cartographie maritime est intéressante surtout le long des côtes, car c’est en leur voisinage qu'on trouve généralement les récifs dangereux pour la navigation. Pour faire les levés précis de ces
RE PA AE rOE RE CR zones côtières, il est intéressant d'utiliser une projection qui déforme le moins possible la surface terrestre; la projection théorique la mieux adap-
tée est la projection conforme de déformation stationnaire qui serait basée sur la courbe moyenne que dessine le littoral.
35. Construction de la projection. — La construction de la projection dans ce cas général comporte, comme pour les cartes aériennes . basées sur une géodésique, le caleul précis de la courbe de base et celui des courbes images des méridiens et des parallèles de l'ellipsoïde. Quand la courbe de base est quelconque, il n’existe pas de méthode générale analogue à celle qui fait l'objet du paragraphe 28; par contre, la méthode indiquée au paragraphe 27 reste applicable. Les intersections de (£ ) avec les parallèles sont données par les intégrales :
# &i AS =| P
cos z L,
(86) 1 AG] Ê to 2 dL rte
et les intersections avec les méridiens par les intégrales :
(87) | à | AL nn : cote 2 dG
analogues aux formules (71) et (72).
Mais, tandis que z était donné par la relation de CLuraur, dans le cas général, zest solution de l'équation différentielle (5°) :
dx :
T6 y 087 — dsinz
qui relie la fonction z à la courbure géodésique de (£ ).
+ PNA à ARS
Les formules (86) et (87), appliquées de proche en proche, font correspondre à un point (L, G) de l’ellipsoïde, situé sur la courbe (£), un point d’abscisse curviligne & sur la courbe. projetée {£) dont la courbure plane est égale à la courbure géodésique c.
La connaissance de la fonction z définit, au point courant de la courbe de base en projection, les axes £ et 7 langents respectivement au parallèle et au méridien qui passent par ce point; les équations (35°) et (36') donnent le moyen de faire correspondre à un point quelconque de l’ellipsoide de coordonnées géographiques L et G, des coordonnées E et», par deux procédés équivalents : on peut considérer le méridien G qui passe par ce point et prendre l'intersection de ce méridien avec la courbe (£ ); les Tables de l'Ellipsoïde International fournissent la valeur de l'are méridien s qui intervient dans les équations (35'); la latitude du point d'intersection du méridien avec {£) est fournie par la deuxième intégrale (87) et sert à calculer tous les coeflicients des équations paramétriques (35'). Le deuxième procédé consiste à considérer le parallèle de latitude L et à calculer à l’aide de là deuxième intégrale (86) la longitude de son intersection avec la courbe (£ ); les Tables de l'Ellipsoïde International fournissent alors la valeur du paramètre t, arc de parallèle qui intervient dans les équations (36°); il suflit de calculer ensuite tous les coefficients de ces équations pour la latitude L. On doit obtenir par les deux procédés le même point en projection, aux termes d'ordre supérieur près qui auront été négligés dans les calculs.
36. Application aux levés hydrographiques. — Dans un mémoire publié en 1912 0), M. A. Courrier a montré que le système de coordonnées rectangulaires par rabattements de triangles le long de la côte constituait la projection la mieux adaptée aux travaux hydrographiques.
Toutefois, on peut reprocher à ce système empirique de manquer de définition mathématique précise : ce qui est un inconvénient très sérieux pour lexploitation sûre des calculs géodésiques et pour la définition des méridiens et des parallèles en fonction des coordonnées planes.
Si on adopte comme courbe de base {(£), la courbe moyenne définie par la chaine de triangles côtiers sur laquelle s'appuie le levé hydrographique projeté, on peut substituer à la définition empirique de la projecbon une définition mathématique précise. |
Les calculs des observations faites sur le terrain peuvent être exécutés, en projection plane à condition d'effectuer sur les angles observés rigoureusement pour les triangles principaux les corrections angulaires finies correspondant à l'angle de la corde avec l’image en projection de la géodésique correspondante. Comme la partie utile de la projection est limitée à une bande étroite de 50 à 100 kilomètres, de part et d'autre de la courbe de base, toute correction finie de ce genre est inutile pour
G) À, Cournier. — Choix d’un système de representation pour la rédaction des levés hydrographiques. (Extrait des Annales hydrographiques de 1912.)
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la triangulation secondaire et, a fortiori, pour a construction de positions en mer résullant de mesures angulaires. Si on est amené pour une raison quelconque à utiliser la projection à une plus grande distance de la courbe de base, la définition mathématique de la projection donne la possibilité de le faire avec toute la précision désirable. Les procédés modernes de mesure géodésique par les ondes éleetromagnétiques permettent d'atteindre de longues portées avec grande prétision et une projection de déformation stationnaire, adaptée à la forme de la côte, peut constituer un système de représentation convenant à la rédaction de levés hydrographiques précis, étendus vers le large.
UNICITÉ DE LA SOLUTION ET CALCUL DES ÉLÉMENTS DE LA PROJECTION
1. Expression des courbures géodésiques et de la courbure totale en fonction
Me TOl RP ae art tire
ae ele ee et st ele (e) etes (e sMelate es 6 21 state, e
Courbe tracée sur la surface ()...... ARE AIS Pa PE ere Projection conforme de la surface (Z). — Relations fondamentales... Position du problème. — Unicité de la solution. ......... PA Are SD CEE Introduction des variables # et #....:.,......,.:.....°... Pare à j 1 À 1 À Caleul des opérateurs . et SONT ON AU SN A SAT Développement en série des courbures géodésiques T et A........ out Calcul des paramètres différentiels de Becrnam ......... See ve DIS ; Surface indicatrice des altérations linéaires. .......... RSS Free Calculer ASC CRE ER, SERRE RAR SU RES ERAE AE à TE CDPO RON OC OMETIQUE RE cie. ru Eee nee aa at aa HO» cienia de à ve CAMERA O MCE CMS CRE SN ME NOTE LE ET DRE Te ENT SALE
CAS DE L'ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION
MElDpsoide der olUtROn Lier à Jane eos Morale brute a tee 00 DAME PACE Choix de réseau orthogonal. — Convergence des méridiens. ......... Le Coeflicients du développement en série de K..................... er Equations des méridiens et des parallèles en projection. .............. Projection de la courbe (D, 5 Gas limite où elle se réduit à un point.
CHAPITRE V
LA COURBE (£ ) EST UNE GÉODÉSIQUE. — CARTES AÉRONAUTIQUES. Pages 29. Caiouide fa fonction Rae Nveae ati: MMA EN E ere 52
He mtthode) ete MOSS RSR CE SRE PAS A ea 5l 28. Calcul des points d'intersection de (£) avec les méridiens et les parallèles
Ca tRode) Re ee AT er Re ES 59 29--Gonstraction de da cartes Vi 3e Me LR ARR Er tt 61 AU Rabport de pile Nr nn oui oN ANR Rss 62 31. Courbure de la courbe transformée d’une géodésique. — Correction finie. 65 32. Courbure de la courbe transformée d'une loxodromie. — Différence avec
de pee qmesr Een Ge AA en Ge tte De ne 67 33. Application aux cartes ROTOTAUÉIQUES à 0e ide ILES 2e NE QUE 70 24: 2008 géddésique antipode 22,2 See PEU ect NI ee 71
PLANCHES ANNEXES
PI. I. Schéma des projections conformes ayant une géodésique de parallèles limites 10°, 20°, 30° POULAPAS Ein PACE MMS EME se O—1
PI. IL. Schéma des projections conformes ayant une géodésique de parallèles lmites40°, Bo°, Gotpour base... "1", 00 be 70-2
PL IL. Schéma des projections conformes ayant pour base une géodésique de parallèles limites 70°, 80° et un méridien. (Projection de Gauss). ... 70-3
Iuprimr mir NamioNaze. — j; TG. 703395.
DR AUS RARE re
LE ep dests ER CT A
TS ROUE Mis
dd 4 cie td nf dd
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/IA41550028_0090. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
OEBPS/nav.xhtml
Table des matières

		La projection conforme de déformation stationnaire le long d'une courbe

		PROFESSEURS

		CHAUDRON

		PREMIÈRE THÈSE

		I. — UNICITÉ DE LA SOLUTION ET CALCUL DES ÉLÉMENTS DE LA PROJECTION

		RAR RE

		AMAR

		ARE

		M ER) B0-E

		A | AN

		EF ERUE

		CN AS LR OA A

		CO 20 2e nn sin Ze COS? Ze

		II. — CAS DE L'ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION

		Coeïficients du développement en série de K. -— R, 8, G

		APPLICATION AU CALCUL DE LA CORRECTION DE GIVRY

		RON

		SA A0 A

		NU

		RU 14 PRE

		IV. PROJECTIONS CLASSIQUES (Mercator, Lambert et Gauss

		AR ASS

		CARTES AÉRONAUTIQUES

		Calcul de la fonction K

		ANT ES

		SE ! À

		Calcul de As. — On considère le développement de

		Calcul de AG,.— On considère le développement de 5 ty

		QI RU RS

		CAM AE

		ID TS

		POSTE

		T NE

		LATITUDE DES PARALLÈLES-LIMITES, DÉARAEE NOMBRE

		VI. LA COURBE ({) EST QUELCONQUE

		NAN

		UNICITÉ DE LA SOLUTION ET CALCUL DES ÉLÉMENTS DE LA PROJECTION

		CAS DE L'ELLIPSOIDE DE RÉVOLUTION

		CHAPITRE V

		PLANCHES ANNEXES

		Sources et licence





