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ARTAEERCEOT SEMEN ENT
Ce travail porte sur une méthode d'étude de l'équation des ondes cylindriques particulièrement indiquée pour la résolution de certains problèmes d'aéroiynamique, Un des aspects les plus notables de cette méthode, c'est qu'elle ramène des problèmes portants sur une équation hyperbolique, à des problèmes portants sur des fonctions harmoniques, Nous nous sommes attachés ici à en poser les princires ‘fon- Aëmentaux, à en développer l'étude jusqu'au calcul des pressions sur les obstacles envisagés, et à montrer comment par un procédé de superposition intégrale, le champ initial des "mouvements coniques” se trouvait considérablement élargi,
Un tel travail comporte certains écueils. L'existence des mouvements coniques n'a été connue en France qu'en 1946, A l'étranger, depuis longtemps, cette question donnait lieu à de nombreux travaux qui n'ont jamais fait l'objet de publications ou qui ont été publiés avec un certain retard, Afnsi doit-on préciser que certains des résultats obtenus ici, originaux en France quand ils ont été trouvés, ne l'étaïent sans doute pas à l'étranger. Toutefois il me paraît possible de précîiser un certain nombre Ge points traités dans ce travail qui avec 1e recul du temps, apparaissent comme nouveaux : ce qui concerne les mouvements homogènes, l'étude générale des mouvements coniques infiniment peu ouverts, les méthodes numériques ou analogiques pour l'étude des mouvements aplatis sur un plan, et un certain nombre de résultats du Chapitre 4, De plus, même pour des résultats déjà connus à l'étranger que nous avons retrouvés indépendamment, les méthodes em-— ployées ne sont pas toujours identiques,
Une autre particularité doit être notée, Ces questions faisant partout actuellement l'objet de nombreuses recherches, les progrès réalisés sont très rapides, Ce travail rédigé au début de 1948, risque d'apraraître par certains asvects en fin 1949, comme un peu dépassé, Pour pallier cet inconvénient nous avons, dans une brève annexe placée à la fin de l'ouvrage, signalé les progrès réalisés dans ces questions depuis un an, Cette annexe est suivie d'une bibliographie complémentaire où se trouvent indiqués les travaux récents ou plus anciens dont nous n'avions pas eu connaissance,se rapportant à notre sujet,
Je n'ai pu mener à bien ce travail que grâce aux avis et à l'ammui de mon maître M. J.PERES, et je tiens à lui exprimer ici ma très respectueuse reconnais-
sance.
11 me faudrait également citer tous ceux qui de près ou de loin ont contribué à ma formation intellectuelle et à qui je dois tant : mes maîtres de Mathématiques: spéciales et de l'Ecole Normale, M. BOULIGAND, qui dirigea mes premiers trayaux,
LE CPS ES
M. VILLAT, promoteur des études de Mécanique des fluides en France et dont ie lu-— mineux enseignement m'a été très profitable.
Je tiens également à remercier la Direction de l'O.N.E.R.A. qui m'a facilité la tâche, et spécialement M GIRERD, Directeur des Recherches Aérodynamig'es.
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l,— GENERALITES SUR LES ECOULEMENTS CONIQUES
|.l.- Equations des mouvements supersoniques linéarisés:-
i.1.- EQUATION GENERALE DU. POTENTIEL DÉS VITÉSSES
EnvisSageons le mouvement permanent irrotatidnnel' d'un fluide parfait compres- Sible, pour lequel la pression pet la: densité £ sont fonctions l'une de l'autre. L'espace dans lequel'a lièu le: mouvement sera'repéré par trois axes Ox.; OK,»
OX, trirectangulaires, les: coordonnées d'une: molécule fluide seront DR ae X Gise leS projections: sur Ox,,de la vitesse: V et de:l'accélération: À: d'une: molécule:
seront respectivement désiénées par u,.et a.
Les équations fondamentales permettant la:déterminatiôn du mouvement sont les: équatidns d'Euler :
À = _:1 frad D £:
ou (I:1) PRE NP ; D p Al] l'équation de'continuité (1) : MT se > ITS) sr prNL ET À ou = (P un ="0;
et l'équatibn' de compressibilité: :
l DE RON Si l’on: remarque que: :
3 NS (ARS 2 ; œ: ob Cr 0x,
et si l'on: introduit latcélérité du son (2):
(1):Nous employons la conventiôn classique de l'indice met : = (pu, ) doit Semaines Ù (0) Û OX, TRE Me ae PNR pur ER) î 2 . Pe ta : : dp re és | (2)'La célérité du son introduite ici Dar le syfbole =s.a une siænificatiôn physique bien connue;
c'est la vitesse de propagation des petits ébranlements. Cette si ni fication permet soû ven & une interprétation intuitive de certains résultats que nous rencontrerons par la suite {Voir NAT)" ,
av)
| 1 (4) 2 db, de:
l'équation: (I.1): prend la: forme: :
du, 1 Ùp: 1 dp:dp: BUP DD (I:5): u RU = = — — . f dx, Dr'erûs p: dp'Ùx.. pr Ùxe,,
Thtroduisons le potentièl des vitesses © (x DEÉMDTÉS DATE
ce qui est légitime: puiéque nous supposerons le mouvement irrotatibnnel. Si:nous
aiéons la: combihaison: :
Ou. d® dP, 02 je you Dax 2 Dre
on'voit, en: tenant compte:de:(1.5)-et de: (1.2)'que: :
dP: dP. d? D 4 2 TER.
(ES ed Re FT NT TE FAC
dX. dx dx, Ùx dx 2
Cette'équatidn'est 1'équatibn: $Sénérale du potentiëel:des vitesses. On'peut montrer en outre que 'c est fonctibn: du module de lavitesse; on obtiènt ainsi! une équation: aux dérivées partiëlles: du second'ordre, linéaire par rapport aux dérivées secondes, mais:non:complètement lihéaifre,
Le: caractère: non' linéaire de: l'équation du potentièl des vitesses rend l'étude rifSoureuse' des mouvements compressibles assez:difficile; tout au moins dans le:cas tritimensionnel.
Afih de pouvoir étudièr, au moins approximativement, le: comportement des: ailes, des fuselages ou autres éléments des structures aéronautiques, aux vitesses mettant en cause la: compressibilité, on a:été amené à introduire des hy-
pothèses simplificatrices, permettant la "linéarisation" de l'équatidn du poten-
tiel des vitesses.
LES HYPOTHLSES DE LINEARISATION ET LEURS. CONSEQUENCES
Pour le calcul aérodynamique, on peut considérer que le corps autour: dut quel se fait l'écoulement à une position: 263 ixe dans l'espace et que le fluide à l'ihfihi amont est animé d'une vitesse ne U étant un: vecteur constant dont le module sera pris pour unité de vitesse. Mous supposerons toujours que l'axe 0x, on 1 même ortentation que U; les hypothèses de linéarisation reviennent à ; ag : À F: : HN supposer qu'en tout point du fluide La vitesse est sensiblement équipollente Le D'une façon-plus préciée posons Hire Teens Here DE UNE
U, v, » Sont, par défihition, les composantes de la "vitesse de herturbation".
x.) défihi'à une: constan:
1)' U, v, w sont des quantités très petites par rapport à l'unité; si on'considère ces quantités comme étant des: infiniment petits du premièr ordre au moins (1).
on S'autorise à négliger, dans les équations, tous les infiniment petits du second ordre tels que u?, v?, uv, etc...
| 2) Toutes les dérivées partielles de vu, v, w par rapport aux coordonnées sont également des infiniment petits du premier ordre au moins, si bien qu'on s'au-
| torise à négliger les termes tels que u 24, (ES) etes |
| x, dx,
On' peut déduire quelques conséquences immédiates de ces hypothèses
| a) En' tout point du champ, l'angle du vecteur vitesse avec l'axe Ox, est un
infiniment petit du premier ordre au moihs. Il en résulte üne condition imposée aux corps autour desquels on veut étudier l'écoulement: en chaque point le plan: tangent doit faire un angle petit avec la direction de l'écoulement non perturbé, | (on' appelle aïihsi le mouvement uniforme, défihi par la vitesse U).
Si on désigne par q le module de la: vitesse, on a, compte tenu des hypothè-: ses faites
BAR PEU) + VUS = 1 + où
d'où Que ALEEUT
b).La pression pet la densité OP ne different des valeurs p:, et P, que prennent ces grandeurs à l'infini amont que d'un infihiment petit du premier ordre; l'équation (1.5) s'écrit en effet :
- 2 c ÔU NRC re)
0x. P, dx
(En désignant la célérité du son à l'infihi amont;4 donc
ce?
ie = -—— (0 - p.) F ie Dratbre-part, d'apres (T.4)7 MNT 5 Pr =? RUE Et et all 2 CE Si: on définit le coefficient de pression C, DATE: CLEA À PE p,/2 TU 20 Snrar: ‘
: s ; ; rôre; Cect simffie que w, v, w peuvent très bien ne pas êtré des infiniment petits du même OT :
re ce A on prend comme infiniment petit principal, la composante de la vitesse @+ Derturbation qui a l'ordre le moins élevé.
c) Enfin, sion examine ce que devient, dans ces hypothèses, l'équation du potentiel des vitesses (I.6), on voit qu'elle se réduit à :
D28 , Dd25 d2® d28
{ + H Fa 2 2 dx? dx? dxS
DES
DONC AN Te JLe botentiel de perturbation", c'est-à-dire le poten-
tiel dont le gradient ést identique au vecteur vitesse de perturbation : ® (X%., SE #4) est solution de l'équation aux dérivées partielles du second ordre C 2 "2 2 { 2rn (I.9) et Ù 7 d 20 à d 29 ?
2 2 2 2 és, dx? Ùx, dx
équation complètement linéaire.
On’ appelle nombre de Mach de l'écoulement la constante Sans dimension M = lu qui; étant donné -lechoïx de L'unité de vitesse mSRECRET AC Me 170% É PR One [Me "ui = 07 étant égal % + 1 ou — 1 suivant que: M estsupérieur où inférieure.
19) SAN ee SR PRES D PE A1
équation que l'on ramène facilement à l'équation de Laplace.
Cette équation s'applique aux mouvements dits "subsoniques'", car la vitesse de l'écoulement non perturbé est inférieure à la célérité du son à l'infini amont. Ces mouvements ne seront pas étudiés dans la suite du travail (+)
HSM 1 (Oo) S'téeritiedo
(5.10) p2 dp / d 29 k d?p " dx? dx? dx?
Cette équation s'applique aux mouvements "supersoniques'": elle s'identifie, Sion nterprèeve x, comme représentant le temps t;, avec l'équation des ondes cylindriques, bien’ connue en physique mathématique. C'est l'étude de cette équa-: tion qui fera l'objet de notre travail,
1) IL y a lieu de remarquer que nous n'avons pas eu besoin, pour écrire les équations précédentes, de préciser la forme de l'équation d'état du fluide. En:
. - eut Pa) = o e . . = particulier, les formules écrites ne font pas intervenir la valeur de l'exposant
ÿY de la relation adiabatique D: - koŸ, qui est la forme usuelle que prend l'équationtdencompressibilité.
ES
(1) L'étude des mouvements subsoniques linéaires a fatt l'objet de nombreux travaux, Voir par exemple à ce sujet les références 1 et 2 de la bibliographie. Fa
ÉOULE ON PPS SEE TA OCTEERS PSE
paf Edgar Le LT ride een
Réel
LL LL, À LE, D dd es ne
1 # La La . - 2) L'analyse précédente met en évidence le caractère très différent des mouvements subsSoniques qui conduisent à une équation elliptique, et des mouvements supersoniques qui dépendent d'une équation hyperbolique.
-! tu ptpnens avons écrit l'équation (I.9), nous avons Supposé implicitement que M° - 1 n'était pas infiniment petit, c'est-à-dire que le mouvement n'était pas “transsonique", selon l'expression de Von Karman (1), Il est done impossible de faire tendre M vers 1 dans les résultats que nous obtiendrons, avec l'espoir d'obtenir des renseignements sur le cas transsonique (21,
4) Il peut arriver, conformément à la note (1) de la:pade 3, que: soit un infiniment petit d'ordre Supérieur aû premier. Dans ce cas, il y a lieu de re: prendre l'analyse faite à l'alinéa (b) du N°1.1.2, ce qui conduit à une formule donnant le Chr plus adéquate que la formule (I.8)
(ALT) C, = - 2u - (UE ya),
VALIDITE DES HYPOTHESES DE LINEARISATION
Toute hypothèse simplificatrice conduit nécessairement à des résultats dif: férents de ceux qu'on obtiendrait en toute rigueur. Néanmoins, certaines études numériques sur des profils (écoulements bidimensionnels) où furent appliquées simultanément la méthode riSoureuse et la: méthode de lihéarisation ont montré que la méthode approchée fournissait une très bonne approximation pour le calcul des efforts. D'ailleurs il est biëèn connu que l'équation classique de Prandtl pour l'étude des ailes d'envergure fihie en fluide incompressible fournit des résultats très acceptables; or, l'équation: de Prandtl résulte d'une linéarisation: du problème rigoureux. |
Il arrive souvent, nous aurons plusieurs fois l'occasion: de le signaler, que la solution trouvée pour vu, v, w ne satisfasse pas aux hypothèses du N° 1:1.2, en certaines régions (par exemple aux environs d'un bord d'attaque ); éventuelle ment certaines de ces grandeurs pourraient même devenifr infihies.
En' toute rigueur, une telle solution'ne devrait pas être retenue. Toutefois, si les régions où les hypothèses de linéarisation ne sont pas satisfaites sont “assez réduites", il y a lieu de penser que les expressions trouvées pour les ef forts (obtenus par intégration des pressions) resteront encore valables. Il y a 1à une justification, à posteriori, de la méthode de linéarisation souvent utilisée dans de nombreux problèmes aérodynamiques (31, Nous n'écerterons donc pas systématiquement les solutions trouvées qui'ne satisferont pas totalement aux hypothèses posées,
(1) L'étude des mouvements transsoniques, avec des hypothèses simplificatrices, analogues à celles qui ont été faîtes, demande une analyse plus serrée des phénomènes. flle conmit à une équation, non linéaire, sigmalée la première fois par Oswatitsch et Wieghart (ref.s). On‘en déduit, très facilement, d'intéressantes relations de similitude pour les écoulements transsoniques (ref.4). On‘peut trouver également, très simplement, ces relatfôns, en utilisant le plan de l'hodographe,
(2) D'une façon générale, suivant les valeurs de M, on peut être amené à négliger certains termes dans les formuies finales trouvées pour le coefficient de pression C,. Ceci demande une évaluation, dans chaque cas particulier, de l'ordre de grandeur des termes intervenant dans les formles quand M varie. Nous ne ferons jamais, dans ce travail, une telle discussion et nous nous lîmiterons, volontairement, aux formules générales. On trouvera un exemple intéressant d'une telle discussion fans le récent mémoire de =. Laftone (ref.5).
(voir renvoi (3) page 6 ..../
OO
CONDITIONS AUX LIMITES. THLOREME D'EXISTENCE
Physiquement, la définition de la célérité du son conduit à la règle que l'on a appelé "règle des signaux interdits" (voir la noté (2) dudparaÿraphe ur ÆMer que l'on: peut énoncer
Une perturbation dans un rnouvement supersonique uniforme, de vitesse U, produite en un point p, n'a d'action qu'à l'intérieur d'un demi-cône de révolution d'œxe U et de demi-angle au sommet & = Arc sin (1/M); (B = cota)i « s'appelle l'angle de Mach, le demi-cône en question "arrière-cône de Mach en ue
Corrélativement, on peut énoncer que L'état du fluide en un point M (bression, Vitesse, etc...) ne dépend que de La nature des perturbations produites dans. l'écoulement non perturbé en: des points situés à l'intérieur de "l'avantcône de Mach en M", l'avant-cône de Mach en un point étant évidemment le symé-
trique dé l'arrière cône de Mach par rapport à son sommet.
Du point de vue mathématique, si on veut justifier cette règle, il faut partir des formules résolvant le problème de Cauchy, et tenir compte des conditions aux limites particulières au problème. Le long de l'obstacle, il faut écrire que la vitesse est tangente à l'obstacle ce qui donne la valeur de dp/dn. Détplius Latin frni amont (+ = @ ), les dérivées premières de ® doivent être nulles, ® n'étant déterminé, du point de vue aérodynamique, qu'à une constante près pourra lui-même être supposé nul. ;
Les surfaces caractéristiques de l'équation (I.10) sont les cônes de Mach. Si l'un des cônes de Mach du point P découpe sur une surface (2) une région (R), l'étude classique du problème de Cauchy !*/ montre que la valeur de ® en P est une fonctionnelle linéaire continue des valeurs de ® et de dp}dn: sur R,.
Considérons alors un point M d'un écoulement supersonique tel que son avantcône ne coupe pas l'obstacle. Prenons comme surface 2%, un plan &; =, ACC arbitrairement grand. Sur Z, ® et d®/dn, qui sont des fonctions continues, seront arbitrairement petits, Par suite, la valeür de ®,-e6n M, est nulle. Ainsi se vrouve justifié un premier aspect de la règle des "signaux interdits".
Supposons que l'avant-cône de. M découpe sur l'obstaclerune région r (M) eur QE dop/dn: est donné par les conditions aux limites; ® (M) est donc une fonctionnelle Tinéaïire desvvaleurs de Ÿ'sur #-(M}:
On voit alors que, si on fait tendre M vers un’ point M, de l'obstacle, on obtiendra: une équation fonctionnelle permettant la détermination de ® sur l'obstacle, tout au moins dans les cas où l'existencé et l'unicité de la solution seront assurées (5? , Par conséquent, ® (M) ne dépend que des valeurs de dp/dn dans la région r (M); ceci justifie la: conséquence fondamentale de la règle des "signaux interdits",.(6) | -
a" —_——]— A TE RER
(3)'Par exemple, dans l'étude des mouvements vibratoires d'amplitude infiniment petite autour de profils miüces,
(4) Pour le problème de Cauchy, relatif à Eee des ondes cylinôriques, voir, par exemie, les référencés 6 et 7..
(5) Une telle méthode a été utilisée par G. Temple et H.A. Jahn, dans l'étude d'une équation'aux îiérivées partielles à deux variables (ref.8).
(6) On trouvera une étude plus précise de cette question, annexe 1, à la fin de ce travail.
1: 1.5.- METHODES GENCRALES POUR L'ETUDE DES ECOULEMENTS SUPERSONIQUES LINEARISES, -
Dans un article récent (1) ayant pour objet l'étude des écoulements super Soniques linéaires, Von Karman indique qu'il existe deux grands procédés géné raux pour étudier cès écoulements, l'un appelé "la méthode des sources", l'autre "l'analogie acoustique",
La prémière, déjà ancienne, est d'un emploi théorique assez simple. Elle consiste à placer, sur la surface extérieure de l'obstacle, une répartition: convinue de singularités, appelées sources, dont la superposition donne, en chaque point de l'espace, le potentiel cherché, l'intensité locale des sources étant, en’ général, relativement facile à déterminer à l'aide des conditions aux limites. La seconde méthode utilise une solution fondamentale de l'équation (I.10),dont la composition permet d'obtenir le potentiel cherché: l'intérêt de ce procédé est de permettre l'utilisation des intégrales de Fourrier et de fournir ainsi, tout au moins dans certaihs cas particuliers, des expressions assez simples pour les efforts globaux.
Von Karman indique également, en fin d'article, un troisième procédé général, celui des mouvements coniques.
Nous nous proposons, dans ce travail, l'étude des mouvements coniques et le développement de ce troisième procédé qui utilise systématiquement la: compo- Sition des "mouvements coniques" et, plus généralement, des mouvements que nous appelerons "les mouvements homogènes d'ordre n'", Nous verrons que ce procédé permet de retrouver très ‘facilement, et souvent à moins de frais, un grand nom-: bre de résultats précédemment obtenus par d'autres méthodes, et de mener à bien l'étude de certaihs problèmes qui, à notre connaissance, n'ont pas encore été résolus.
1,2.- Généralités sur les écoulements coniques.-
HISTORIQUE ET DEFINITION
Les écoulements coniques ont été introduits par A. Busemann'(ref.9), qui a donné les principales caractéristiques de ces mouvements et indiqué très rapide ment dans quelles voies ils pouvaient être utilisés dans l'étude des mouvements supersoniques. Busemann donne, à titre d'exemple, quelques résultats, souvent sans démonstration, Plusieurs auteurs ont complété l'étude de Busemann : Stewart (ref.10) a étudié le cas de l'aile À portante sur laquelle nous reviendrons plus loin; L. Beschkihe (ref.II) a: fourni un certain nombre de résultats, mais, généralement, sans démonstration. Il nous a semblé intéressant de tenter un exposé d'ensemble de la question.
RS
(1) Voir ref.4. On trouvera également un rapide exposé des méthodes dont 11 est question ‘ans letexte, à la -ref.£.
On appelle "écoulements coniques" d'une façon plus précise, écoulements co niques infinitésimaux" (1i les écoulements dans lesquels 1l existe un: point O tel que, le long de toute demi-droite issue de O, le vecteur. vitesse reste équipollent
lui-même.
Soit (TH) un plan ne contenant pas O, normal au vecteur U; supposons seulement que le vecteur vitesse en chaque point de (TH) ne soit pas normal à (3%); la projection sur (TH) de ces vecteurs vitesses détermine un champ de vecteurs dont nous appelerons (ÿ) les lignes de. force :"lesrcônes (GC) de sommet O et de direckribés (M)-sont'des, Pcôneside, courant peus l'écoulement.
Plus généralement, soit (S)'une surface de courant de l'écoulement, passant par O; toute surface, déduite de (S) par homothétie .de centre O et de rapport R> k étant un nombre positif arbitraire, est une surface de courant. (S) n'est pas nécessaiiement une surface conique de sommet O, mais la donnée de ($) comme obstacie ne rm pas de prévoir l'existence d'un tel écoulemænt. I1 en est autrement si on donne un obstacle conique de sommet O;: l'appellation "mouvement conique" se trouve ainsi, justifiée.
Réciproquement, considérons un cône de sommet O, situé tout entier dans la région x, = O, et Supposons qu'il existe un écoulement supersonique linéarisé autour de ce cône: cet écoulement est nécessairement un écoulement conique tel qu'il vient d'être définissenrefiet, si V (x js Xor 3°) désigne ce champ de vitesse, VEUX X À x, Nat) (Are tantenn ee positif quelconque) est également un champ de vitesses répondant à toutes les conditions du problèmes par suite,.si on'admét l'unicité de l'écoulement cherché V doit être constant le long de toute demi droite issue de O (2? &
Siénælons encore que, d'äprées. (1:68) où (1.11), les surmPaces dhésaTenpres= ton sont également des €ônes de sommet O.
1.2.2.- EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES AUXQUELLES SATISFONT LES COMPOSAN- TES DE LA VITESSE. -:
Par défihition, les composantes de la vitesse d'un écoulement conique ne dépendent que de deux variables; d'autre part, comme fonctions de du 2 CAUSES sont naturellement solution de l'équation
3 DÉS ; 02$f
d en ne OO es 5 dx 2 dx? dx 2 1 a She
Posons d'abord :
l'équation prend alors la. forme
e RO GONE RAD LE DOTE AT PACS PDC ESC 1 HORDE L À
TE
(1) L'adjectif "“nfinttésimaux" rappelle que les écoulements ont été "“linéarisés'"; nous omettrons désormais ce qualificatif, car dans ce travail 11 ne peut ÿ avoir de confusion:
(voir renvoi (2) page suivante...
En M D GER pe-rgs-grys Je trcaf dx? dr? 002? dr
Le second membre de (1.12)'n’est autre chose, en effet, que le Laplacien de f (x 4 a) dans le plan x , x (X. étant considéré comme paramètre ); naturellement, (x, r, 0) est périodiqée en 0, 1a période étant égale à 2 T.
Pour mettre en évidence 1e caractère conique de l'écoulement posons
HIS 181 x, = B PT 0 ,
X est une nouvelle variable: K << 1 caractérise l'extérieur du cône de Mach de sommet ©, X=— 1 caractérise l'intérieur de ce cône. Dans ces conditions, les composantes de la vitesse de perturbation ne sont fonctions que de YX et 6.
f étant fonction de Y et 0 seulement (
d?f = DEF Gw2 sRdÉS. dyd8 NO 607 + Of 424 + ÙdP 429. dx 2 dxd0" d07 0x d6
mais :
dx ÉTiU 2-0xar);
u à d? pa = BY dr —0 drdx; + 28 art) r
DR OT Off. D sont les coefficients respectifs de dx?, dr?, d0?, d?r, dans
l'expression de d?f en fonction des variables 1
I1 S'en suit que l'équation (I.12) devient, dans ces conditions 2 2 p
or É PRE f + x df = 0)
0x1 007 dx
ÉL:14) + PE à
On’ peut chercher à simplifier encore cette équation en remplaçant la variable YX par la variable À X-ef E étant liées par une PeTaCIORELE ES (É), et enfaisant un choix judicieux pour la fonction Y (61. La première opération donne :
2 PRET eee (X2 1) D Le
dE 2 d0
l'accentuatiôon désifnant des dérivées par rapport à €. Pour simplifier cette équation, on peut faire disparaître le terme en Ÿf, Ceci sera réalisé en posant: JEU SET | dE
11229) = CHE on obtient pour f l'équation de Laplace
SH
(1.16) ù d?f dE 2 582
AO
(2) Z1 FAR eu de remarquer que ce Taicsonnement ne serait plus valable sans restriction dans le
cas un écoulement supersonique réel autour d'un cône,car dans ce cas, le princibe des "81giaux interditsn n'est plus valable sous la forme stricte Où nous l'avons énoncé, I1 net se produire, entre autres, en amont du cône, une onde de choc détachée derrière laquelle 1e mou vement n'est plus 1rrotatiônnel, :
LL SI eE L;:
(2:27) KNPAE CES | dans ce cas, on obtient l'équation des ondes à deux variables:
(1.18) DR ee ne DT? LOUE
Interbrétation géométrique.-:
X=S T1 COOP TES Pond SM PIN Ver TeURITe SRE rere cône de Mach (l') du point O0: chaque demi-droite, issue de O, intérieure à ce cône, a pour image un: point 0, Ë. On supposerà, par exemple, - T 02% Ë = O correspond au cône ([), E = © correspond à l'axe du cône (Ë pourra toujours être supposé positif), L'image de l'intérieur de (Ti se fTaitrdonc eur la: région (A) du plan (0, E) (fig.1) limitée par les demi-droites AT, A'T' et par le segment AA'. Ba: cor-: res pondance est biunivoque, en ce sens qu'à une demidroite issue de O correspond un point ét un seul (9, 5) dans la région délimitée, et réciproquement, à un point de cette région correspond une demi-droite, et une seule, issue de O, intérieure à ([').
Fig. |
Comme nous supposerons, en’ général, que le cône étudié est tout entier dans la région x = 0, seule cette région présente un intérêt (® étant alors identiquement nul pour x. ="0). Les demi-droites de cette région issués de O et exté— rieures à ([') correspondent à ON ET (SIP LI CMS Cire apres rer ONE : nn = O0 correspond au cône (ÉILATES 1 = 2 au
plan x. CO AeSsAdlemi- droites rsshes desO corres pondent biunivoquement aux points de la région (A'), intérieure au rectangle AA' B'B dans le plan (0, n).
En résumé les composantes de la vitesse satis-_: font aux équations simples (I.16) et (1.18), la première étant rélativé à la région:.(A), la-seconde RATÉ IONMIAMIE
THEOREME MONDAMENTAL
L'équation (I.14), qui représente l'équation fondamentale de notre problème, est une équation du type mixte, elle est elliptique ou hyperbolique suivant que X est supérieur ou inférieur à 1. Pour étudier plus simplement cette équation, nous avons été conduits à séparer le domaine des variables en deux parties et à en faire la représentation sur deux plans différents. Comment se fera alors le raccord des solutions obtenues pour f dans l'un et l'autre plan, c'est la question qu'élucidera complètement le théorème suivant, qui sera fondamental dans la suite de notre étude:
TREOREUE : il y.a "raccord" sur Y = 1 pour toutes les dérivées de f, (définies dans l'une ou l'autre région (A) ou (A'), pourvu qu'il y ait "raccord" pour La fonction elle-même.
HAE En effet, soie 1 £ ; 7 £ 4 nt deux fonctions J 1 (0, (es J (8, nYs la première S'ADSr ad
sant à l'équation (TS 16) dans la région OA la Seconde à l'équation (Rte 18) dans
la D Re prenant toutes les deux les mêmes valeurs (o) (0) sur les sep ments respectifs (Ë = 0, -_ rn<0< 7) (NE 0 TEL O ET). Soit-0: l'abécigse [o] Ne : . dn$ k DES d'o un' point de AA'. Si —Jù tO, O) existe, k (92; on nes par suite ë à On à 0" 40" 5" f re (O ; O) existe et :
SL Ces DES P4 (e) = er APNE OP É Passons maintenant à l'étude des dérivées d'ordre n' de la form ———— : UYO0ON—
l'équation (I.14) montre d'abord que :
ce qui prouve que toutes les dérivées partièlles d'ordre 1 par rapport à Y, ont la même valeur sur (['), qu'elles soient calculées à Darnrimece ne ou à partir de f,. Le raisonnement se poursuit sans difficulté par récurrenñce. fn dérivant (I.14)
nwroisrpar rapport à X et en faïsant Y =-1, on obtient
ue > x d020% " © ‘ Fe DT PER Ne me ce qui montre fihalement que les valeurs de => = peuvent s'exprimer unique- 0P dy”
ment en fonction des dérivées de ® (0) par rapport à 9 et que, par conséquent, edes onvila mémemvaleur quand'on les cäileule 2 partiride Fe OÙUSS NPA eRde Fe
On peut dire, en résumé, que pour établir le "raccord" entre: deux solutions définies dans (A) et (A! il suffit que ces solutions prennent la même valeur ; P sur le segment AA',.
MODE DE DEPENDANCE DES DEMI-DROITES ISSUES DE O
Si: on pose dans le plan (6, Te (1.19) ONE ELA CSA EAST
on voit que les caractéristiques de l'équation (I.18) sont les parallèles aux
bissectrites À = c°©, u = c °. Ces caractéristiques, dans le plan: (1, 6), sont
les images des plans
HE PÉRICOSALe NN "0e tlre = Birécs COL) qui sont les plans tanéents au cône (I'). Les caractéristiques, passant par un point ù, (9, 1 sont les images de deux plans tangents au cône ([') que si peut mener par la demi-droite ie correspondant au point ù, du‘plan: (6, n} (16.3,
“page-12):iLés génératrites de contact sont caractérisées sur le cône par les valeurs LE et 8, de l'angle 6. On: rencontre 1à un’ résultat qui semble s'opposer
Le
aux indications du N°1.1.4. Cette apparente opposition se résoud immédiatement si l'on remarque que tous les points d'une demi-droite À, issue de O étant équivalents, il y a lieu de considérer, en' même temps, CH pe tous les cônes de Mach dont les sommets sont situés sur À : l'ensemble de ces cônes admet précisément comme enveloppe les deux plans tangents au cône (7) passant par À, Nous appelerons "dièdre de Mach postérieur"de la demi-droite À, celui des dièdres for:
Fig. 8 mé par les deux plans qui contient l'ensemble des
cônes de Mach postérieurs des poihts de À . La: ré-
Sion intérieure à ce dièdre et extérieure au cône (l') a pour image dans le plan (Ô nn), le triangle cl © 0. Une demi:droite À sera: dite, défendante ou indé-. bencdante de À suivant que l'image de Ae sera intérieure ou extérieure au triangle 0. D 0 . Ce raisonnement fait comprendre également pourquoi: l'équatidn (I.14) présente le caractère elliptique à l'intérieur de (l'). D'une façon! plus précièe, deux demi-droites À et AYE intérieures à (['), sont dans un état de dé-: bendance neutre (ref.9). En effet, soit M, un point de ARE M, un point de À,; supposons que M, soit extérieur à l'avant-cône de Mach de M ; d'après le raison-: nément du N° 4 k4.211/ semble que lespoint M, soit indépendant de M, ; mais d'au CreMpPart, SOC MAUNn polnvLude À,, intérieur à l'avant-cône de Mach de M > M° et Me sontéquivalent#, ce qui explidue:que M, n'est pas, en réalité, indépendant de M, (f1g.4).
LES CONDITIONS DE COMPATIBILITE
On' peut alors prévoir comment sé-déroulera Jar-solution dun pro blème d'écoulement conique. On:
cherchera: à résoudre ce problème dans la région (A'}), cèe qui, en:
général, sera.assez facile puisque la solution: générale de l'équatiôdn' (1.18) s'écrit immédiatement en ajoutant une fonction arbitraire de la variable 0 + 1ñ à une: fonction arbitraire de la variar ble 6 — 1. Ceci'aura pour effet de-"transporter" sûr Le segment AA®Mes Ccondie tions aux limites, relatives à la région (A'}). En appliquant le théorème fondamental, on Sera ramené à un' problème de fonctions harmoniques dans la région: (A). Mais, en'prenant comme fonctidns ihconnues les composantes y, v, w de la vitesse de perturbatiôn, nous avons ihtroduit trois fonctions inconnues (alors qu'il n'yeén avait qu'une: Lorsque mous: bravaillions surila Font tion 6). T1 5e rdonEe cértaihes relatiôdns de compatibilité à écrire qui: expriment, fihalement, que le mouvement est bien:irrotationnel.
Le mouvement Sera irrotationnel si ax, Hi) ax, EU) x est une différentielle exacte, ce qui: aura lieu si, et seulement si :
A du + x, ŒUNE #2 dw = r (BP X du + cos 6° du + sin: 0. du):
est une différentielle exacte. Ceci ne reut se produire que si cette expression
est identiquement nulle, uv, v, w étant fonctions uniquement de 0 et de X (la différentielle totale ne comportant pas de terme en: dr doit être indépendante de r):
Dans un écoulement conique Le potentiel s'écrit
P=ux +7 x, + x, =r (Bu X + v cos 0 + w sin (eh
U, v, w étant Les composantes de la vitesse de perturbation. On' remarquera: que P'est proportionnel à r.
DOMMNBEN
Crée 0) 8 y du + cos 0: du + sin: 0° dw = 0
C'est cette relation qu'il s'agit d'écrire, d'une part dans le plan (0, n), d'autre part dans le plan (0, E).
a) Âelations dans. Le hlan: (0, n). On peut écrire U = U 4 LÉAIMTENR ET); et des formules analogues pour v et w, À et LU étant définis par les relations
(T19): Ona, en particulier
cu dU Ou . du, Ôu
EE —— + ——_— EE
SEC RD Lo MO Se dn
D'ailleurs, d'après (I.20) c | 2: JJ, = #27) B cos n du, + cos © 20: + Si 6 en, = 0 U if 7 = B cos n du, + cos () ev, + sih S) Ew, = 0 FENTE Re 0 TER (OP UE et par suite la première équation (I.21) s'écrit cos ft [8 cos À du, + cos À av. + sin À en, | + iA in: 1 SAS dv ) Zu | = 10? + sià [6 sin À du. - sin À , + cos À co, ;
leés deux quantités entre crochets étant uniquement fonctions de À, l'égalité précédente entraîne
8 cos À du. FCO dv. + sin: À du, = 10,
B sih: À du, - sin À du, + cos À dm, =0,
ou encore
(1.22) - 8 du, =
On montrerait de même que
(25) - B du, = DT AE RL RER x
b) Relations dans le plan (6, 6).
Le calcul est tout à fait analogue. L'équation (1.16) nous incite à introduire la variable complexe # = 9 + 1: £ et les fonctions U (4), V (4), W (ETS définies à une constante additive imaginaire près, dont les parties réelles dans (A) sont respectivement identiques à w (0, Ë), v (0, E), HORS
L'équation' (I.20) permet-d'écrire B ch E du + cos 9 dv + sin 0: dWw = 0.
SLI CnEmOose 8+:6-6, Dir HIEnE
on' obtient :
cos 5_-|B cos © qu + cos G_dyv +, sin Low | a 2 2: 2 sl PA ie ç t + sine | BP sin au "sin di + cos = Ne Ur 2 2 2
d'où l'on conclut comme précédemment :
— Î r a . ° cos Cr Siasé
Les formules (1.22); (1.23), (I.24) expriment les relations de compatibilité que nous avions en vue.
REMARQUE
Nous utiliserons souvent la représentation conforme pour étudier les problèmes relatifs au domaihe (4). En particulier, si l'on: pose
Del Gare Eee
on'voit que (A) devient dans le plan’ Z l'aire ihtérieure au cercle (C ) de cens tre O (1% et de rayon’ 1 (fig.#),
Si L'éontpose 2 p ei0 le point Z est l'image d'une: démi-zdroité, issue dé l'origine de ltespaice (x 2, x), caractérisée par l'angle 0 et le rap- POTUIE
ARRET AE
L'origihe du plan’ 3 correspond à l'axe du cône (©), le cércle (C,) au cône (EF) lui-même. Un probleme d'écoulement conique se traduit d'une facon plus | intuitive dans le plan: Z que dans le plan GC. Dans le plan'Z, les formules (1.24) s'écrivent
Lies) ; L A LS FERRER |
Nous’utiliserons encore 1e plan: z défihi=par
(1) Aucune confusion n' est possible entre le point O0, origine du Système d'axes x
nu DR TEE CNE LeMDOAELIO, AIErO EM CIS 'eomnesortrine dub en 2 £ 3
Le domaihe (A) correspond conformément au plan z entaillé par les demi-droites Ax, A'x' (f1g.6), le cône (T) aux bords des coupures ainsi: détermihées, l'axe du cône ([')'à l'origine du plan z. Les relations de compatibilité dans le plan z prennent alors la forme
1.2.6.-' CONDITIONS AUX LIMITES. : LES DEUX GRANDS TYPES D'ECOULEMENTS CONIQUES. -'
Les conditions aux limites s'obtiénnent en écri-: vant que le vecteur vitesse est tangent au cône obs-: taote, 501tMpar exemple, xn (rh, cri) unenrenres
sentation' paramétrique de la section x, E B du cône: ! 2 SV : k à :
RE EN ee A APR X2» constituent un système de paramètres directeurs de 13 normale au cône obstacle, et la condition aux limites s'écrit as 2 ' (1.27) RAR RC CR) CRU) 2 3 8 Due 2 5
Cette condition pourra être simplifiée suivant les cas. Mais la simplifica-: tion s'opérera de facon différente suivant l'écoulement conique étudié. Or, d'après le numéro/1.1.2. i1 peut éxister deux grands types d'écoulements coniques.
1) L'écoulement autour de cônes infiniment peu ouvérts, c'est-à-dire de cônes tels que chaque génératrice fasse, avec le vecteur U, un angle qui reste petit. Naturellement, la Section du cône peut, dans ces conditions, être de forme quelcongue: l'écoulement à l'extérieur de (l') étant non perturbé (vitesse équipollen-. te à U), Sur le cône (l'), u, v, w sont nuls.
Le problème pourra se traiter dans le plan 7%: U (Z%), V (3), W (3) auront des parties réellés nulles sur (C ). HmaccMiC)R I MMobSracle MianemieTanE est définie par une relation p = f (0), et par suite, on obtiendra une représentation paramétrique de la section x. = B par les formiles
A COS CD D SN CORRE DURE Te SEE
Jar condition (I1-.27)-devient. donc 1) Le Pin 0er Mcos-@ + 077(p sin 0"+ p' cos 0) | (1:28) + V Le ce 0 pr SrnN0 DEP (peos Dep", sin 0 | ee nu ASP ARE
0’ étant pris comme paramètre, P' désignant la dérivée de P par rapport à pé L'étude des mouvements coniques ihfiniment peu ouverts fera l'objet du chapitre 2.
2} L'écoulement autour de cônes ablatis, c'est-à-dire de cônes dont les génératrices s'écartent peu d'un plan contenant DiéPappelons que tNnl1.2/111eplan, tansent doit faire un angle petit avec U, par conséquent, en toute rigueur, la section d'un tel cône ne peut pas être une courbe fermée régulière, une ellipse par exemple; elle doit présenter MOMDPOPLIMTENVIEULANrE (V6. page 16). Nous étudierons au chapitre III les mouvements autour de tels coness
REMARQUE. -
x1 Nous n'avons pas aihsi épuisé, en'effet, tous les types d'écoulements coniques, c'est-à-dire pour f lesquels la linéarisation est légitime. On peut, par exemple, obtenir des écoulements autour de côle nes dont la section présente la forme donnée dans . la. figure 8, l'axe d'un tel cône étant infiniment Fig 7 peu incliné sur ir .
Avant d'entamer l'étude de ces mouvements, nous allons, pour terminer ces généralités, introduire une généralisation des mouvements coniques, dont nous verrons l'utilisation possible dans un: chapitre ultérieur.
D ROME TOUT
nous les appelerons mouvements homogènes d'ordre n !4l, Les mouvements coniques défihis au N° 1.2. sont donc des mouvements homogènes d'ordre I. Nous garderons cependant le terme d'écoulement conique pour désigner ces mouvements, car ce terme a déjà été utilisé par de nombreux auteurs et fait bien: image.
Les dérivés. du potentiel des vitessés par rapporbt'aux/ variables txe,uxe, satisfont toutes à l'équation (I.10). Si l'on considère alors les dérivées do dre n: du potentiel d'un mouvement homogène d'ordre n, elles ne dépendent que de res Ja et satisfont à l'équation (1.14); l'analyse du numéro 4.2.2. reste entièrement valable. On peut faire les changements de variables (1.15) et (T/17) gui: conduisent aux équations (1.16) et (1.18), Il y a donc là une méthode assez générale pour obtenir des solutions de l'équation (I.10) qui peut s'avérer utile.
Les mouvements les plus simples sont les mouvements homogènes d'ordre 0, ils ne donnent lieu à aucune condition particulière de compatibilité. Pour les mouvements d'ordre n, i1 y a par contre un certain nombre de conditions à écrire liant les dérivées d'ordre n,. Nous examinerons!?}, à titre d'exemple, le cas de mouvements homogènes d'ordre 2.
(1) La défini tiôn des mouvements homogènes d'orûre nm a été donnée la première fois par L. Beshkine (ref.11); cet auteur les appelle d'aflleurs mouvements coniques d'ordre nm. Il y:a lieu de rattacher également cette questiôn à l'article de Hayes érer12)s
(2) Voir annexe n° 2.
Il y a six dérivées secondes que nous noterons @., (i et j peuvent préndre if L thdé a TE 0 2 thdeépendamment les valeurs 1,2,5), O désifnant —C L., À j'eytérieur de (A) i j ” ” a nous poserons dx, dx.
= ol o2 Pi; LE TS 1 AN]
ï Te A @.., n'étant fonction que de à, p?. de KR (voïr formule I.:19 )+ A-l'intérieur de CL : P;; est la partie réelle d'une fonction ê:, (G):
Pour obtenir les relations cherchées, i1 suffit de remarquer que
PS ADS ij j al et d'appliquer les résultats du N° I.2,8.; on peut donc écrire entre les pr. res six relations
Era op” SRE pr, =
di =:
LS COSMOUX Pi A
Se qui d'ailleurs se réduisent à cihq, comme on' le voit immédiatement. On'aura. des relations analogues pour les fonctiôns pÊ. (i1 suffit d'intervertir le rôle de À éodeLh}.
Enfin, pour les fonctions analytiques $, (ES ronrea
a si cube d D, =—— dd, =—— 41 ie
L_ cos Ë 12 sine
Soit six relations qui, comme précédemment, se réduisent à cinq. Les conditions écrites sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes, les fonctions ®. étant nécessairement les composantes d'un gradient. On voit ainsi qu'il n'y a aucune difficulté à écrire les conditions de compatibilité pour un mouvément homogène d'ordre 7:
1.3.2.-' RELATIONS ENTRE LES ECOULEMENTS HOMOGENES D'ORDRE n° ET n-1.
Nous allons établir un théorème qui peut être utile dans certaines questions et qui: précise les relations existant entre les écoulements homogènes d'or-: ARCTIC TM MNOUSACrRAMINeNONSMleMCaSNOULTIE Tr
1.3.2.1.- Considérons à l'intérieur du cône (i') un écoulement homogène d'ordre
Opdéfini- par :
o = RS ca];
Nous. allons chercher tout d'abord les composantes u, v, w de la: vitesse de
perturbation :
(CR dp=11U 2x + UV ox, + 7 ee & E (872) az | = AE Dont) > | À OT CINE de
donc : (Je) È p2 + 1 F a: dx, +x, ds |:
PET DRE LEE r x, dx ue dx, dote :
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x. D'ou 2 1.3-2.2.- Considérons maihtenant un point O' GER - E.; ke HOME = Où E, étant
une quantité très petite. Soit M un point de coordonnées (x, #7, 8) par rapportrat 0; -intériéur a (1), et de paramètre ( P» 6) däns le plans mecur l'écoulement coniue: (homogène d'ordre 1), de sommet O', ses coordonnées sont (x, = E a, 6),et ses paramètres dansel'elpianu7
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Considérons alors deux champs coniques identiques, mais de sommet © et O'
15€) mie : ONz û ét faisons leur différencé. Nous allons obtenir un champ de vitesses qui nar Suite du caractère linéaire de l'équation (I.10) satisfera à cette équation, Si:
Re À E EAl ;
désigne la composante y du champ de sommet O, on a comme composante y dans le "champ différence"
. ; AT) don useRem mir D ET EL ar (2) | L
€, étant consitléré comme infiniment petit. De plus, drapres lessrelatrionsa(n. es) les composantes v et w s'écrivent
SR MROE ERET B per Rite tm AS DIE UT ne (no D) € ANT £ B w = —- “ ou RS Re pi cn (Z) :
SO RE
1-92 9 -.C0onsi{érons le-point O0" (0, E,» Où £, étant une quantité petite; soit M un point de coordonnées Ee r, 0)" partrapport, à 0/ intérieurs, (44e
de paramètres (P, O0) dans le plan % Pour l'écoulement de sommet O0", les coordonnées de M sont (x,, r - E, cos É PR e €, sin: @:), comme il est facile de le consr tater en projetant M en ” sur le plan x, (fig. o). Mais d'autre part : 2 aux IE 0 TD RE eo Us.
Dee 2 B bieHID*) DT rd0 = + P ; 40 =-e, sin e) ; D SEAT donc :
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Z + dZ représentant le point M dans le champ conique de sommet O".
Considérons alors deux écoulements coniques, identiques, mais de sommets © et O0" et faisons leur différence. Nous obtiendrons un champ de vitesses qui, par suite du caractère linéaire de l'équation (1.10), satisfera à cétte équation. SU
EME #5 RESTE GE G' (2) (Z _
CR RE ae pe Z E - É CASE) Re. À jee HT YU ea | ;
d'ailleurs, d'après (1.25), les composantes u et w s'écrivent
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1:3-2.4.- Ces trois lemmes établis, 11 est aisé de démontrer la propriété que nous avons en vue. Appelons "potentiel complexe" d'un écoulement homogène d'ordre O la: fonction ® (%) (N° 1.9.2.1}) telle que
“vitesse complexe" d'un champ conique dans la direction L là fonction de varia_ bierconplexerdontela partie réerliletionne à T'en reuerde ([) la projection de la vitesse de perturbation dans la direction L, "champ dérivé d'un écoulement conique" dans la di*ection L, le champ de vitesses obtenu par différence de deux champs coniques identiques dont les sommets sont infiniment voisins et alignés sur une parallèle à l; nous pourrons alors énoncéer |
_ THÉOREHE ‘: Le champ dérivé d'un écoulement conique dans. La direction: L est Le champ: de vitesses. d'un écoulement homogène d'ordre zéro : Le potentiel complexe de cet écoulement d'ordre zéro est proportionnel à la vitesse complexe €u champ: conique donné dans. la direction Ll, Le facteur de proportionnalité. étant réel.
La démonstration: est immédiate. D'après les numéros 1.1.2 et 1.1.3, on peut, pour définir un écoulement homogène, se contenter de considérer l'intérieur du cône (['}; la comparaison des formules (A ed) Re SON (1.31), (1.82), (1.33) entraîne la validité du théorème lorsque ! est parallèle à U ou orthogonal à U. Le cas général, où L est quelconque, s'en déduit immédiatement : si F CU)EMEMPNE H (Z)' sont les vitesses complexes en projection sur Ox., 0x, GX; la composante
#. dù Champ dérivé dans la. directibn L [E6., €1,)E } a pour expression:
AE CNRS
ti 2 } 1 % U ee R | z Fe FN NA SE GET) ER EMMA (Er) ; CRE PE 2 5)
AE (2) étant la vitesse complexe en' projectiôn:sur L, avec la première formule. (I.29) démontre complète-
aps E, F (2) + CE NS + € _H la comparaiëon: de cette formule ment le théorème,
COROLLATRE.- Le. champ dérivé. dans La direction L d'un écoulement conique dont La vitesse complexe dans. La direction L est K (Z)' est un champ de vitesse d'un écou-: lement homogène ne dépendant que de K (Z) (et non de La direction: L).
Le théorème qui: vient d'être démontré peut s'étendre sans difficultés aux $coulements homogènes d'ordre n: et n-1. L'énoncé de cé théorème général deman-: derait simplement de préciser quelques définitions: comme nous n'aurons pas à l'utiliser par la: suite, nous ne formulerons pas cet énoncé,
Ÿ.- GENERALITES
Nous allons nous occuper du premier problème posé au numéro 1.2.6, Nous opé-—: rerons dans le plan: Z% Rappelons que le cône ([') a pour image le cercle (6%) de rayon’ 1 centré. à l'origine, l'image de l'obstacle est une courbe (C}), définie par son'équatiôn polaire p (0). On: désignera par (D) le domaihe annulaire com-: pris entre (C) et (Co): on appelera Are) 1e cérele-. de plus petit rayon-cénèré à l'origine et contenant (A) à son intérieur, on désignera par k le rayon du cércle (Y,). Dans tout ce chapitre, k sera considéré comme l'infihiment petit prihz=: Cpalr
Le problème consiste alors à trouvér trois fonctions U(Z), V (Z), W-(2) définies à l'ihtérieur de (D)'à une constante additive imagihaire près, et telles que ;
à) 2 Z 2 i Z ETES SUP AEUTS ANA, RE El Boo 2)1= les parties réelles:1, v, lw, uniformes, s'amnulient sur (C, ); SCT IC) ontartamrelationse
v LP cos 0 + p' sin 0° + p? (p cos é- p'sin 6) + 4 Le Sir 0 pc ombe
+ p? (p sin 0° + p' cos on | + (Tree
Ainsi posé, le problème est évidemment très difficile à résoudre dans toute sa généralité, mais une analyse des approximations permises va permettre de le Simplifier considérablement.
2e 1.2.-' ETUDE DES FONCTIONS U: (2), V (Z), W (2Z).=:
2.1.2.1.- Une fonction analytique de Z sera. dite fonction (A) Si Sa. partie réelle s'annule sur (C,). Désifnons par ie) lé cercle de rayon: 1/%, céntré à l'origine, et par (D') la couronne limitée par (Y,) et RYR (FDA TON
As
LEMME T.- Une fonction (A), uniforme, dé-
finie à l'intérieur de La couronne limitée par (Y,)' et (C,) peut être prolongée dans tout Le domaine (D').
Ceci. résulte immédiatement du princi-!
pe de Schwartz. Soient M et M':deux points symétriques par rapport à (C ), M étant intérieur à (C, ); on'définit la: fonction:
(A), au point (M') comme ayant une partie réelle opposée et une partie imaginaire égale respectivement, à la partiè réelle et à la partie imagihaire de la fonction donnée au poiht M.
Fig 10
LOMME II. Une fonction (A) holomorphe à L'intérieur de (D') a un dévelLophement de Laurent de La forme (h.
LAB ÉRIC PRET PR Le GAL n L A En ‘effet, soit H (2) = h +.1h' une telle fonction (A). Ecrivons provisoire-
ment son développement de Laurent dans (D') sous la forme
(6e ( « T et n Au n H 1673) = à J Z VOTE
L FE
Ba démonstration est immédiate, et résulte des formules définissant J, et K,
pr [ :
ee 0 RES UC PT AN einû CHERE Dao Yo (h: + FR) désignant la valeur de H sur (Y ); de même [eo] 2 T cab c J VE RIRE PUS pi nŸ HAS ‘4 27 o
Par suite, d'après le lemme IT
Ii _ J :
n n dempins nt 2H 2ME d Z 1 1 : ST 2 SORA o 27 o Le 0 HE0
(1) Rapoelons que X désigne l'imaginaire conjugé de K n
est imagihaire pur, le lemme II se trouve aïihsi. démontré.
Remarquons que, si°H (Z) est borné par M sur (Y,) où (Yi), on a l'ihégali-: bé
(OCR,
Re | BR
LEMME IIT.- Une fonction (A), à partie réelle uniforme, définie dans (D), est susceptible à l'intérieur de (D') d'un développement de La forme
co € “25 B log Z + 1.8 + : it = K, BY, BRétor réel:
En‘effet, la dérivée de la: fonction (A) est nécessairement uniforme. On sait alors.(voir, par exemple, ref.13) que l'on: peut considérer la fonction donnée comme la somme d'une fonction H (Z) uniforme et d'un' terme logarithmique; le poiht critique du logarithme étant arbitraire à l'intérieur de (Y ,); il est par-
ticulièrement indiqué de choisir céspoint à l'orifihe :"lawpartie réelle.denla fonction étant uniforme, le coefficient de log Z est réel. D'ailleurs, log Z ayant une partie réelle nulle sur (C,);, H (3%) est elle-même une fonction (A). La:
fonction donnée peut donc être prolongée à l'intérieur de (D'}) et le développement (II.2)'se trouve aihsi justifié.
REMARQUE. —
Si. l'on'choiSit comme pôle du terme logarithmique un point ihtérieur à (Y ) mais différent de l'origine, on'est conduit à un développement de la forme :'
DOS OR = Ce PS 2 +:
BANLO DE Jet B PAST ARTE A RU A) D AP RCE A PR 14, 06208
2.1.2.2.-' Les fonctiôns U, V, W de la variable Z sont toutes les trois des fonc-: tions (A) à partie réelle uniforme et, par suite, sont susceptibles de développements de la forme (II.2). Nous écrirons dorénavant:
= ÙU (2)'= À log 2 H1.dx 2 eg 7") re
2 à à L co K sn d
HS VAN BR ALGE fa Ne PMP EE En ARE
SOS VA n } ’ GORE Er 22
WA) Crest TVA PZ ï Se a):
AstB;uC sontiréels, ES Y sont réels et d'ailleurs arbitraires: mais ces déve loppements ne sont pas indépendants, car il faut tenir compte des relations (1.25) Par exemple, Z dV/d2 doit être divisible par 7? + 1, sinon nous auribns pour U
des sihgularités logarithmiques sur le cône (['), ce qui est inadmissible. Or
d V co k ur
VA
( ue) D à Fa Ps CN ra à
On'en' déduit les relations
(be 1 ne tie 4 Pal Te K . ( era? Rooust Fe, | à
(CAN) o ] (SRE Eu P K 72 | F ( 1) (2 + 1) L: 2p+1 Kopsl , obtenues en faisant, dans l'égalité précédente Z% = 1 et Z% = - ji.
De même, Z dW/d2Z doit être divisible par Z2 -'1, ce qui donne
M t S- Eÿ — ES
ce S1 AR? Hal) Pie LU RL
Enfih les égalités (I.25) conduisent en outre à des relations liant entre eux les coefficients des développements (II.3); on peut écrire ainsi les relations
. ) EF K = = A K LIRE CE LL | (BRIESISY) Rte K, (} Le 2], K, K, D E + L, | RU NUM SNTR 5 a? 5 + n DE (r= 2 et d'autre: part:
DRASS D dan, (PRES 7) nK, GARE) RC EE) AO) He (n > MIS 2.1.2.9.-— Approximations sur les dévelophements (II.34,
Il faut, en outre, tenir compte des hypothèses de linéarisation, ce qui va nous permettre, nous allons le voir, de simplifier considérablement les développements (II.5) et nous conduire très simplement à la solution: du problème posé: AUMNUMETONZD AL,
Les égalités (II.6) nous conduisent à penser que V (Z) et W (2) sont du même: ordre. Nous désignerons par M une borne supérieure de leur module sur le cercle (Ye M sera également une borne de leur module sur (Rae) et par suite dans tout le omaiñe (D').
Si on utilise l'ihégalité (II.Ÿ), (II.4) montre que ‘?#
BE CU EE Re K. HONTE 2
re
(1) O déstgne le symbole de Landau, A = 0 (Mk?) signifie que
5 ST borné quand À tend vers 0.
Sibon: prend/(, bre Y nuls dans la’suite, cenquine diminue en rien la géné-: ralité, on peut écrire la seconde formule (II:3) sous la forme
VAN
et par suite
Dons. Le ben est
De même
Dans La
: be] 4Ë COS à D LE CPE NE. DPENCRIOS Be LE CN EE Re REA pe 2 T''xg 2
ALESIS _n = Blog Z - à AAA Te + 2),
couronne limitée par CYoUReE (C,); Le second membre de cette égali-:
D'(MÉSNTO SENS
C0. AN PO DRe De e ONMPANE
couronne comprise entre (Y,) et (OC), Le deuxième membre de cette
égalité est aussi:
Bésplius,
Done
O (M2? log À).
d'après (II.6)
< NI [®) = Es D Led O 00, Eva + HA) S.
A be NN w
dans la couronne (Y,, C ).
Hnfinra!
après (I1.7) c k3 Dre men +2 AUIETE K, HÉOMUN Ve J, = : Ha dE ON }re Donc £ CAEN K set ARE UNe (K,Y Lo6 2 2120 KR 02% à LR + OMR Mo e a D Fe Ze
En: résumé, si'on'se contente de définir V (Z) et W (Z) à O (Mk? log k) pres et U (Z%)°à O (Mk) log k)' près, on peut écrire dans la couronne Ce Chu
REMARQUES
I UDa Formiles(r].8) qui est la plué importante peut s'établir immédiatement à partir de la deuxième ‘formule (1.25). Mais la méthode suivie dans le tex-_: bte, si elle est un'peu longue, nous apparaît plus naturelle et elle met mieux en évidence les développements des fonctions USA
2) - Les hypothèses faites au cours de cette étude doivent, en: toute rigueur, être vérifiées par les solutions trouvées dans chaque cas pamticuitier Nousune ferons pas dans la suite cette vérification qui se trouve automatiquement satisfaite dans les cas usuels. É
3) —- Les résultats obtenus par l'analyse précédente et condensés dans les formules (II.8), (II.9), (II.11) ne sont valables en toute rigueur que dans la couronne (Yo Cl'et non dans lesdomaihe (D): Mais 11 est tout\d'abord faeide d'étendre, par prolongement analytique, la défihition: de H dans, (D). En: effet, supposons d'abord que (C) contienne O à son ihtérieur, comme on peut écrire V{%) sous la forme
NACRE (A) ES Nn EX 27 ETog-2,
[se] on voit que, V (Z%) étant par hypothèse défihi dans (D), et À 1! Bret Bof %
pouvant être prolongés à l'intérieur de (Y, 4 JS oo) MENT) et UEmeMe sans difficulté être défini & l'intérieur de (D). Le cas où (C) ne contient pas l'origine n'offre pas de difficulté: il suffit alors d'utiliser le développement donné à la Fin:du numéro 2.142:1:
En'ce qui’ concerne l'ordre des termes négligés lorsqu'on écrit l'égalité (HT.9) danse domaine {D}; on: voit qu'ils sont O (M k? 168 k\dans (D) dansile cas où il existe à l'intérieur de (C)'un'cercle de rayon Àk, À et 1/À pouvant être considérés comme O (1). D'ailleurs, s'il n'en est pas ainsi, on peut justi- Pi-nila voliditétdes resultatsmdes formules t{(ll,8), 411.9), ATII:10)4, LIT. 15) en: opérant une représentation conforme du domaine (D) sur un anneau; le rayon du cercle image de (C,) peut être supposé égal à 1, le cercle image de (C}2cun: rayon infiniment petit du premier ordre par rapport à À et l'étude peut se faire dans le nouveau plan de variable complexe ainsi introduit, Sans complication es- Sénbremies
LOT
comme, naturellement, avec les approximations consenties, on peut négliger dans
le second membre de la formule (I.28), u devant 1, on voit que cette condition aux limites (1.28) ne porte plus.aque sur une seule fonction analytique, La fonction V (%): ceci est une première conséquence fondamentale de l'étude précédente. La formule (II.9) montre que cette condition consiste à poser une relation linéaire entre les parties réelles et imaginaires de [ (2) sur L'IObSTACTEUOE d'après (II.10)'la fonction H (Z) est une fonction holomorphe à l'extérieur de (C) régulière à l'infini: le problème posé, qui initialement était relatif'à
une aire annulaire (D) est ainsi ramené à un problème d'Hilbert pour la fonction: H définie dans une aîre simplement connexe; d'une façon précise, on a à résoudre un' problème d'Hilbert extérieur. Telle est la deuxième conséquence fondamentale des résultats du numéro 2.1.2.
Comme nous ne cherchons à calculer V (2%) et W (Z) qu'à O' (M LA log À) près, LRU 7) MOMIE k À log kjVpres/"Jarrelatron Cr 28) qui s'écrit
| | À Et _' iv) [220 dû: _-.i dz A0 RA ASE 40
peut être simplifiée et réduite à
M É dite su) | = d 0":
Sur (C), K, Z est, d'après (II.1) de l'ordre de M kR?, et pari stite
EN
la représentatidn conforme canonique de l'extérieur de (C) sur l'extérieur d'un’cerclé:(Y)'centré.à l'oribihe. du bläan 2: l'adjectificanonique s1énr tie etre plément que z et Z sont équivalents à l'infini.
Sur (Yÿ) nous poserons
PEN PU à
r étant constant et biëèn: déterminé. Posons PCT LA ) F (2) ai loge.
r On'a: sur (C})roù sur (Y)
(IT. 15): FRS (D): da 1 = de ATONET Os
tes
f étant réel: par conséquent
7 iegl-al Fe OA ea |: ET dû HO RUES) a 0 F'(Z) 2
et par suite (II.I12) s'écrit
Bi] [7 2 î (TL. 1e) à |: nm. #8
us F'(Z) B d (y) ; H (Z)/F'° (2) est une fonction holomorphe à l'extérieur de (C) et régulière à
VE /: aux . À - La + . La l'infini. Nous avons donc, suivant un procédé classique, ramené le problème d'Hilbert à un problème de Dirichlet extérieur.
Soit G (2) la fonction holomorphe à l'extérieur de CO réeltese Men Etnn
: ‘ 2 dont la partie réelle prend, sur (C), les valeurs 2 _P° 40, G (Z) est déterminé d @ dune facon unique. D'aprées (II.192)
CET SE?) PAUEET RS AMAR NER ENA Tr er ER PAT E7 TS £ étant une constante réelle,
Mais nous avons vu (N° 2.1.2.3.) que le coefficient de 1/7, dans le dévelop: pement de H (2%) autour du point à l'infihi (coefficient K,1 était réel; or, au: MOUTLAU-nOolIPOUra LR TIhT
TL a PONS SN EL = ARE Eee Z Z 2
Pour que le développement du second membre de la formule (II.I17) admette un coef-: fibiént de 1/2 réel, il faut que € = O puisque G (2) est réel à l'infini. Ba solution cherchée est donc
CTIERES,) ERNEST DEC re ES ere PA
La: fonction H. (%)'étant ainsi détermihée, les formules (II.8), (II1.9), CTÉSE RM); permettent le calcul des vitesses complexes U (Z), V (Z%), W (3), dans le cadre des approximations consenties, Le problème posé au numéro 2.1.1. se
trouve donc ainsi résolu.
REMARQUES
1) Unicité de dla solution. Il résulte des raiSonnements précédents que la solution du problème d'Hilbert répondant à la condition (II.16) est unigue. Ce résultat Sera valable pour notre problème sion montre que toute fonction satisfaisant à la condition (II.18) est solution du problème initialement posé |condition (II. da) 1] ce qui est immédiät, car i1 suffit de remonter les calculs.
Dr Caleul duvcoeffieient SE Le coefficient K, d'après cérqui précède, est égal 4 la valeur (réelle) que prend G.(2Z)'à IMPhEMNIeMPOUrAchenCherRONrE nous pourrons résoudre le problème de Dirichlet dans le plan'z; d'après un: résultat classique de l'étude des fonctions harmoniques, K. est égal à la valeur
moyenne de 2 p2 bee Merol Ar)enD'oTr d p ie _ 1e nl NS K NID ES 2 P CARPE dp= — p? d @:= :
RE Be cd 7 Ê B
S représentant l'aire ihtérieure du contour (C).
li. -' REMARQUE GENERALE
Considérons un'cône de sommet © dans l'espace (Ox., X,) x et dontviiima Se dans le plan % est la courbe (C}, définie par son équation polaire (8). D'après la défihitidn de p (voir la remarque du numéro À,2:5.}; les -sSections de
ce cône par des plans parallèles à 0x, sont homothétiques à la courbe:
CP.20) X, = PERRET ie x Lee SLnDe, dre ER Dans le cas des approximations lihéaires, grad , érad v, grad w étant infiniméent petits (il suffirait même qu'ils soient bornés}), on:voit que, dans le cadre des approximations du N° 2.1,,on peut, sans inconvénient, simplifier les formules (II.19) et les écrire
x, = 2 P cos (e) : HEAR sin 0 3
d'où le résultat, capital pour les applications
La courbe (C) dans Le plan 7%, est homothétique aux sections du cône obstacle bar des plans normaux à la vitesse non perturbée.
Considérons de même un' cône à des incidences variäbles, mais petites, de manière que l'écoulement autour du cône soit toujours un' écoulement répondant aux hypothèses de ce chapitre. On:voit que, Lorsaue l'orientation du cône varie Par. rapbort au vent, la courbe (C):dans le plan % subit une translation:
2+2e2e+—' ETUDE D'UN CONE A INCIDENCE VARIABLE. -!
Cette dernière remarque permet de prévoir que l'étudeæmtour d'un:cône étant faite pour une certaihe orientation par rapport à la vitesse, tout le travail ne sera pas à refaire pour toute autre orientation. C'est ce que nous préciserons après avoir démontré le lemme suivant.
22e 221. LEMME : on: peut écrire sur (C)'que
CTL.20}): 202 dir RE . dZ TR NUS
En'effet posons
AE=NON COS CENT £ SAN OS NE TON
X et Y peuvent être considérés comme fonctions de p.
On en déduit que
a & , (1 se 71 s () mere À Dre = 20 à À CO c! p X cos? &@ x? :
et par suite
ce qui établit la formule (II.20).
2.2.2.2.- Cofsidérons alors deux contours (C°) et (Cl) définis dans le plan Z par deux fonctions % (01) (9) et PAR (P)' telles que
(0) £ 4 set | va s td &, & étant une constante complexe fixant le changement d'orienta-
tion, Dans le développement (II. 13) donnant la représentation conforme, seul le coefficient a varie quand on! passe du contour (C°}) au contour (C+ 15 Par suite:
dat 2 é Ce SU Aie TES ;
et la condition de Dirichlet déterminant la fonction: G! 1) (2) s'écrit dans le piantans
" ù A AE je da R [et çe)] =< tra) 2[2E il 26 + | j
dz
(nous n'avons pas mis d'indice supérieur pour les quantités qui Sardent la même valeur, affectées de l'indice O ou 1). Par suite
CURE 7 PAIE RU CAE (a | .
(2) étant une fonction régulière et réelle à l'infini, holomorphe à l'extérieur denINrethdont larpértiieréelleisur [Y) prend'les valeurs À ta 2 UTIde), 0e ) se -détermine alors très facilement. On a exactement
- dz Gr?
EN 0 ME. 5 Sel) + é dz 2 Drou,Wpour la foncbion 41) 4e) (suisque F'-(2) = 1/2 défida) Te Hp LE dz r?2 de (11.21) ASE NE RE CS PT NRC IR ES :
B dz 22? dZ
la formule (II.21) donne immédiatement la solution du problème du changement d'orientation par rapport au courant non perturbé.
CONE DE REVOLUTION
Etudions, tout d'abord, le cas du cône à incidence nulle, On'peut alors se passer de l'analyse précédente et obtenir la solution pe en rs c'est ce que nous ferons ici. La courbe (C'est un cercle de rayon p = C0 =#7, la relation
2) Cléte8)ismécrir
np v'cos + Wis in 0 ET
Lu ur 2) ME D'autre part, par raison: de symétrie
v.sin: OL wICosn OT 10 NZ
On'en: déduit immédiatement les valeurs de v et # sur (C)
Br: 2c08 @ 2-#, stn10 Ce PARU EE ANT D} VOLS DOICPA RUN RE E 2 d 2 7
B (1 + Ge ) CARE 6 ) CCR , (CNE AA A Far = Z), W (2) 1 : re ie 2)
Re À — , V0) NOR ————— —— (5 + x Patte) ‘z fortes
Enfih:les relations (1.25): permettent le caloülrde U
Br 2 Z L'ES
GR NERO ER RE PDG Es, Po Nr PAR ARE Fou ete C ui} 2 (Se 2 ) y ?
PobE nr ee vA Br ARE er d'où 4 2 (12428) U (2) Vos
us Ur PAM Etudions maihtenant, en revenant à la méthode du N° 2.14,1e cas d'un: cône de révolution avec ihcidence.
La: formule (11.13) s'écrit CNE NC) EE
a étant une constante que l'on peut supposer réelle,
Par suite
D'autre part, un calcul immédiat montre que
dû r{r + a cos ÿ)
EtADerNSUte
HACIEENC OS MD) EE
aUoDE
d'apres. (TT Det
Fercalculits "achève facilement: on trouve
VUS) | — HT ; B (area) et fa 6 an a 2 RELS25): TU RR MES à | 06 CAT ar #4 AA AR à PANNE »
puisque r2 A à * HNpPRRtrOULLer, sie = 10, on trouve, par les formules approchées (II.24) et
(IT.25) le même résultat que par les formules (TT SD )metN Is 2) aconditionide négliger, dans ces dernières; le terme en (L au dénominateur,
Pour donner à ces formules une forme directement applicable, il suffit de DÉLTSMAIeSs quantités 4, r,' aux, données géométriques, il faut pour cela reprendre la formule définissant P (page 30).
La figure 11 représente la section du cône par le plan de symétrie aéro-:
dynamique : &X est le demi-angle au som—:
met, sy désigne l'angle de l'axe du cône avec la vitesse non’ perturbée. i
On' a immédiatement
DNA PIRE, SAONE
Enfih, nous 'uviliserons pour cale ler CMaormuleNtr ID mlaComposanve Fig. 11 u de la vitesse étant infiniment petite par rapport aux composantes v et w.
RAC ASMSCrITeLCE
(II.26) CESSE a [va] - FATAE :
AMADEUS )RonMe 2 2 2 2 2 (ET-27] C, = 2% ir ON ai cos VE éco 0 œ
Le cas du cône de révolution à incidence nulle s'obtient en faisant Y = ©. On retrouve alors un résultat connu. La formule (II.27) a déjà été donnée par BUSEMANN (voir ref.9) sans démonstration.
CONE ELLIPTIQUE
Nous nous placerons tout d'abord dans l'hypothèse la plus simple où les plans O.%x1 x,, OX, x sont des plans de symétrie de l'écoulement (U est dirigé S 2
suivant l'axe du cône, le cône étant aplati sur O x; X ,° La formule (11.13)
peut stécrirelsous, la: forme
OU: m2 2 D-cos 05+ 7 D Ash 0206 +5) COS QUI TESENMEANe On en déduit successivement PME bé 0e té r? + a? Ÿ ; DTA 2 A dOHSCoSFRO EEE Te A PR ———… = ' , dr hr RON et DURS dO LAN ASUS CS PIE REPORT .
B dp À r Le problème le Dirichlet, permettant le calcul de G (7), est immédiat; puis-:
que G (Z)'aune partie réelle constante sur le contour (C}), G (Z)'est constant :
“ HSE = À — —— qu _ = s à 3 2 ?
dz z z ee ) SE œe 1 LOT H (2) = ir ETAT 2 ; B r RU Ft AE 4 0e 1 es ; ET A EG om ee B r za ya remarquons- d'ailleurs que K, = ©, On calcule V (2) par la formule (II.9) Se ee 1 :
(BNP 25) V (2) = Ur =) = —" lee 6 re 52 ua?
etrUNZ}; par larformule’ (II. 11}zqué l'on penubtr'aussi écrire | Z HET AT. FE K (II.29) U. (2) aa —K, à Ge 2), d'où 4 ; Œ : a?
U (4) =— (7 -—) (log z - js 2 ne Aa soit É = or re n'ira das BA ee ES S0) MOQUE SE SLT F2) EG ER = B 2 Z PR.
Si l'on fait «@ = O; on retrouve bien les expressions déjà obtenues pour U (Z) et V (Z), dans le cas d'un cône de révolution à incidence nulle (formules (IT. 24): et (11.25) dans lesquelléscon faitrar- 0).
Désiénons par € et par N les angles principaux du cône elliptique (voir fi1g.12). On a
CNE ME NN ARE CN Eee F NRC NES AIO AR EVA 7e aroù r=Bie4+n e = À (2 n°) :
I1 est facile de calculer la répartition de pression sûr le pourtour du.cône, IL suffit: d'appliquer la formule (II.26): d'ailleurs
Us S San
A eos pes 1 DS
Rem ]- e nf). Jo en,
n£ COS OR E ? sin? \o)
et
dionslarformulemfihale
B (E + n) En
1 + tes meta DE SR :
î OS EP ARE TS TA eo)
CHI ET) ce s ê € N | 106
Le cas où la vitesse n'est pas dirigée suivant l'axe peut se traiter également en‘utilisant la formule (II.21). Dans cette formule, il faut faire
Re nr Ras: 1 12 à a FA = — 14 _ - remis — En :
B en Fr dz ch D.
Lars _ on'obtient donc FÉES 2 D a * Z 0 ES 22 Gr? g?2 (2) = UT > NX LL 5) + —> ——>5 B Me B ete SANS TN à
d'où, en remarquant que
HAVE Fa Li net M 2 ; a* 1 (a r2-@ a?) (Za-V (Z-4)2-4 a?
REP UT ——) + 8 k (ZAR) Far 2 at | (Z&)2_4 a?
eth: 2 a* 7 0 NS A ON RE A HAE
D'autre part, nous ferons le calcul de U, en utilisant la variable z et la formule (LI. 20). Lecoeffieient K, est égal à
2 a _ K, =— | (ri 2) oi AA A UE DO 2 B Fr
et U (z) est alors donné par la formule
4 cs 2a24uz ar? ; Fe (II.92) U (#) = (TRS SL TS SEE J+———— (22 +42) |+4 Zi invib à 2 #24? 3 (?-a B
On' remarquera que, sion fait @ = O, on retrouve la formule (II.30), et que pour & = O, en’ retrouve la. formule (11.25), aux notations, près.
On' peut donc, sans aucune difficulté autre que la: longueur d'écriture, calculer la répartition du coeffitient de pression sur le cône elliptique ayant une orientation: quelconque par rapport au vent.
CALCUL DES EFFORTS GLOBAUX
Nous avons déjà vu, au paragraphe 1.2.6., que la normale au cône obstacle dirigé vers l'extérieur, a pour paramètres.directeurs
5 1 TA x? te x Jpes x, FRET de Soit # le vécteur unité porté sûr cette-normale, Ss=Tiaire/derls section d'abscisse x, L la longueur de cette sectidn; onpeut faire correspondre à :1la. résultante des forces s'exerçant sur une tranche (x, 2 + dx ) un vécteur (sans aimension)
CErs38): C, = -— Lo NÉ CES AS situé dans le plan x, + , €t un'nombre sans dimension dk (ee e2) CREER EE CRE CAES x f P
le vecteur C, caractérise la: portance, le nombre € la résistance.
Les intégrales fi furant dans les formules (34) et (34) sont prises le loné detlawsection, Naturellement Le et C, sont indépendants de cette sectiôn. On peut aussi bien remplacer ra par un’ ‘nombre complexe C, dont les partiës réelles et imagihaires on égales aux composantes du vecteur TC sur Ox. et Ox. Pour calcu- LebALTiT, ss): (II.84) on' peut utiliser la: sectidn LE B. Soit 14 longueur du contour (iC!} ee le plan'Z, on peut alors écrire, compte tenu des approximations habituelles
(11.95) cn 7] CHAN e NE
ê et:
2 Eu UC NE A (II. 86) : BI D p à az | $
les intégrales figurant dans (II.85) et (II.36) étant prises dans le plan 7%. Ces intégrales présentent une certaine analogie avec les intégrales de Blasius (ref. 13); € est donné par la formule (II.26); malheureusement, il n'est pas possible de donner des formules simples pour les efforts globaux, car les intégrales
(11.85) et (II.35) font intervenir tous les coefficients de la représentation conforme (1),
Appliquons les formules (11.35) et (II.36) au cas du cône circulaire,c est donné par (II.27) $
en D
, Z d VA NE
‘Ho de = B2 «2 PEER S à 6: ; | S AIRE à 0e DENT MTS, DE RE
11 vient :
le) &
(ETS 42) C
A SE re Er
PUN ÉRSEN AS. er
Dans le cas du cône elliptique à incidence nulle, C. est évidemment nul :
E ge at 1 ï HE ZA = re +—— e os di = s [re \ _ — € * NAN F : r au J + (OUR ST C . a ea = — PEER s BE r? P Los x 0 c, étantidonné par larformule. (II.31).
OM T © En d y € # dt DM cost pl EE -eint y) HA RNE SN TE — 0 Comme on le voit immédiatement en posant t= té ® ,
le calcul de cette dernière ihtégrale est immédiat.
On'obtient donc
a : ANT A se (II. 38) Eure 2 AS Se units , x B 2 '
(epenT))
L_ étant la: longueur de l'ellipse, de demi-axes ep : n BP :
FORMULE APPROCHEE POUR LE CALCUL DU Gi
Considérons la fonction U (z); d'après la formule (II.11) et la remarque 2 du N° 2.1.4. on peut dire que le terme principal pour U (2) est :
UM EX en LORLEAIRE Par suite, en première approximation Br c, Marat | D
S étant l'aire: intérieure du contour (C), r le) rayon: duvcercle(Y)'sursTequet on' fait la représentation conforme cänonique de (C). Si maihtenant on'calcule le C, en tenant compte de cette formule approchée, on a d'après (IT.36)
TONS À = C ; = RE beaoes loir oh E Z az | .
CAS OÙ. LE CONE PRESENTE UNE GENERATRICE SAILLANTE
Si le contour (C) présente un: poiht anguleux saillant, les diverses fonctions que nous avons introduites au cours de l'étude du premier paragraphe du présent chapitre, présentent certaines singularités. Ce sont ces sihgularités
que’nous allons préciser. Soit Z , l'affixe d'unpoint ; anguleux de (C) et Ô T l'angle des deux demi tangentes
à C)radipothe 2, (O0 z-Ù <N'vOLrfrEg- 1515 1dMapres
un' résultat biën: connu, si’ z est l'image dans le plan
z du point Zç» On péuitrécorire Manmvoisthasencdie 2,
+ = K (3-£& ) , d 2; 0 fo K étant une constante complexe et k = 1 _-: Ô : par suite:
k ER (2) = K, (2-2 ,)7* UE (a 1+k
5 et K, étant des constantes complexes. F' (Z) devient donc infihi au point
Par contre la fonction G (Z), par définition, a une partie réelle qui prend
sure cércole (y) lésivaleuren:
2 NO = À ENV $ B d'#
Cette partie réelle reste donc fihiè sur le cercle (Vis CeteTleryvisatrs trait à une condition de Hôlder). D'après un' théorème connu, sa partie imagihaire res te également contihue sur (Y) (et satisfait également à une condition de Hôlder). Par conséquent, si'on'se reporte à. la: formule (II.18) on: voit que
de ATH (3-2)
au voisinage de 2,3; de même U, V, W seront, aux environs de ce point, d'orûre
par rapport à Es À 1+k 3-2,
L'analyse. faite au N° 2.1. ne s'applique donc plus à ce cas. Toutefois, les formules (II.35) et (11.36) montrent que, si le coefficient de pression prend des valeurs très grandes au voisihage de Z = %,; les efforts. globaux restent fi! nis. Conformément à ce que nous avons ihdiqué au N° 1.1.3. nous considérons en: core La solution comme valable, étant entendu qu'il ne faudra bas se fier aux va-: Leurs du c, aux environs.de %.= Bas:
2+2.8.- AILE DELTA (A) DE FAIBLE OUVERTURE, PRESENTANT UNE INCIDENCE INFI-' NIMENT PETITE. -—'
Si. dans les formules de la fih du N° 2,2.4, on' fait r? - a?, on obtient la
répartition de pressiôn'sur une aile À, de faible ouverture. Une aile À, rappe-! lons-le, est un'angle ihfihiment mince:
Son'ouverture, par défihition, est le demi-angle & à la poihte (voir fig. 14).
On: a donc
Hip ere
On: peut appliquer les formules St) LL EU SA At e AREAS ble ouvérture placée à une ihcidence également assez faible.
Supposons de plus cette ouverture infiniment petite par rapport à l'incidence. Dans ces conditions, les for-!
nalesdonnantMUNI) MC HAUT) MSN ECrEERE
vent Daumas m2 alto NU) > 2 ES , B _ RÉ FR 7 CH RE ue 0)) U (%) NC MC) 7, à
Re tie ft
On: s'autorise, en effet, à supprimer les termes du second ordre par rapporta &° Poufscalculer C , on peut se contenter d'appliquer la formule (II.8) et négliger le deuxième térme de la deuxième formule (II.40).
Soit Y l'incidence, le À étant parallèle à Ox,, on'a : VBA NTIC,
Enfin, on'peut poser le long du À
(A) Ar 1er É0S = cos ® .
On’ trouvé alors 2 Q Y .
CEA) C PERTE RER. n Ê sih' ©
Remarquons encore que @ est lié à l'angle Wide la figure 14 par
2 BB =0B cosy, yp=2c2EeT.,
On peut énoncer : Le coefficient de pression sur un À infiniment peu ouvert est indépendant du nombre de Mach de l'écoulement.
ORAar 2 © y 2 w CE = S i DUT
PV 1-#? Gas slron applique la formule -[T1-35) onbtrouve-”
(ER ER ONE A Te
Ce-coefficient C n'a pas la même signification que celui qu'onwtitiise dans la théorie de l'aile portante. In effet, i1 est relatif, d'après la manière même dont il à été obtenu, à l'aire totale du À (côté intrados et extrados); si on'ne tient compte que d'une seule de ces aires, il faudra écrire (en négligeant Te facteur: -1:)
RE VS ri
Cette formule a été trouvée par d'autres procédés, par R.T. JONES (ref.14). Nous Tarretrouverons au ‘chapitre IIT'(N° 3.1:2-.42). lorsque nous -étoudierons le problème général de l'aile À qui n'est abordé ici que incidemment et pour le cas particulier d'un À infiniment peu ouvert.
ETUDE D'UN CONE A SECTION SEMI-CIRCULAIRE
Comme dernière application, nous traiterons le cas d'un cône, à Section semi-circulaire, la vitesse U. étant dirigée suivant l'ihtersection du plan de symétrie et de la face plane du cône A, (ÉLSSART
Le contour (C) dans le plan Z est alors un: demi cercle, :centré-a"1terisihe sde nivo a am rOUE
On‘obtient tres facilement la représentation conforme canonique de l'extérieur de ce contour, sur l'extérieur d'unvcercle AMNjedesriyontr centre cRDIo re gine du plan Z, par une transformation de Karman- Trefftz particuliére (ref15 p.128 1aqui shécritn
D [Lo
(II.42) EEE PEU
se
(voir renvoi (1) page y1 ....
a et r Sont liés par la relation
CRC RE 75 RER à
our obtenir la correspondance entre le cercle HAL Een core te) il faut distinguer deux cas. Posons
A = rei® 0 TC ?
1) -— << AEuTe lenpornticoops:
6. 6 respondant de (C) est sur l'arc de GRECE PosSons dans ces conditions Piste ; on trouve d'après la: formule (II.:42) F3 ( T W SIDE pe 2 (II. 48) Fri APE #] Fe Sin D 2 12 Le ACTE 2) Le ENT ee » lé point correspondant de (C) est sur le segment AA':; 6 G:
posons dans ces conditions
Az arcos # .
La formule (II.42) montre que
£ uns
De 4 LES OM EN CARTER)
(II.44) rare Re) Eee
2 re Lies PR CN
Les deux dernières ‘formules définissent complètement la représentation con-: forme cherchée. Les figures (17). et (18). donnent les variations de ÿ: et %X en: fonction de 6%.
Nous aurons à utiliser également la valeur de 92/42, Pour l'obtenir, la.
méthode 1a plus simple consiste à différencier logarithmiquement les deux membres de la: formule (II.42). :On'obtient alors le ‘résultati*
TAURE ÊT A
Si est compris entre et , on pose Z = re ni DNS TrCOSTAUNR ; 6. 6.
on obtient alors : :
s: Fe -p az TON SU ner
(II.47) SR te RS
CHAR: DER A ne a D Hal fonction: G (Z)"arpour partienréelle, TT AGERRSS
c'est-à-dire
27 sin W Me T o F7ANTE — AT SE —: — ee — 8 1+2 sin ® 6 RES 6 à 48) Gé TRTÉ ATATT O si Pa D 6
La fonction analytique Ce 47 pre
avnunevpartvieréelle- Guise (IN) prend ces mêmes valeurs. Cette fonction est régulière à l'infini, holomorphe à l'extérieur de (Y}), mais à un: pôle!z
= DR NT es le résidu correspondant étant égal à - 1 a?
Considérons alors la fonctidn :
[Ia C)
A NET
SR TT n)
CA SM Enr
la) a". ;
RITES fonction: est holomorphe à l'extérieur de (V), ETTe es trrésulière,z thfihi, sa Valeur à l'ihfihi' étant égale à a?/2. Sur (Y), les parties réèlles
se Demain satisfont à des conditions de Hôlder. Cette fonction est donc idenz:
tique à la fonctidn G (z) cherchée.
Onfensééduit d'apres ll1a)
x dZ 1 z-ir a? dz a? a? g-ir dz RARE Ne. ere —) — =— —- — ; A dàz TI CLR SUN TT Z DANSE T TNA et d'après (II.19) dE Z 1 NEC ON TEN ERESR EE e
Z o D RETRO
Enfih, le calcul de U (Z) pourra se faire à l'aile de la, formule (II.29):
À +Vdz À : a? P g-ir dz Z 3% Ge 45, Las 2. Li L — = a (lof — +—]lo$ z)
z 2 Z4ÎiT 3 EE AN) et de ARS CE NET il a? Z— Le SONT SR CNT ARR De UN LA RUE Rene DC CA SIT US 2 ZT bras see a? zg-ir %Z dz À K vs UMA — — 1 NT M LOU OS ten DANSET noix 07 a Er
Le calcul du coefficient K, ne fait aucune difficulté; mais, comme on a dé-
Ja pur lesrémarquer, le terme en K, Z n'intervient pas pour le calcul des pres=! sions Le long du cône.
Cette répartition des pressions le long du cône calculée à l'aide de (II.26) est représentée à la figure 19, page 44.
2.3.- Calcul numérique des écoulements coniques infiniment peu ouverts,-
REMARQUES GENERALES
Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié un certain nombre de cäs particulièrement simples. Mais si le cône (C) est quelconque, id_ faudra reffec= tuer les diverses opérations conduisant à la solution par des procédés purement numériques.
Analysons les diverses opérations nécessaires pour le calcul
i | Fig. 19 Cp
SAR Cp fheoriques
Cp calculés par la methode
du n°2-3-4
1) I1 faut effectuer la: représentation conforme canonique de l'extérieur de (CHEur l'extérieur.du cercle [Y}:=cercalcul comporte en partiouli er, /Tardeten mination du rayon r de (YŸ), la correspondance des points de Core der rure calculrde l'expression d7 sur le contour (Y). :
21411 faut détermiher la: fonctidn: G\(£#), holomorphe RMtertérieumaæntw#); régullére.et réelle: à l'infini, dont on connait la partie, réelle sur (Y):quennous noterons ,g (@). En: fait, il suffit seulement de connaître, sur (Y}), la partie imesinaire'de G (z),.soit g' (9): r'.(@) est dla: fonction conjuguée delp#(p) tele est donnée par la formule
PAICOINE se g (®') coté RAI formule appelée “intégrale de poisson".
3) Ces deux opératidns faites, on connaît les valeurs de H (z) sur le cercle (Y) Pate (IT.18)1, ce qui: fournit les valeurs ‘de: v et w» sur!le cône: y s'ob= tient par la formule (II.29), le seul nouveau calcul à faire est celui’ de l'ex:
pression:
dz nl-fs#).faae ; En. = MAUR =
la constante d'ihtégration étant déterminée pour que # ait une valeur moyenne nul. Lensur «(Ve
AS
5 À SE ; Vs L'ensemble de ces opérations Se ramène toujours aux problèmes numériques suivants
a)' Etant donnée une fonction, calculer sa fonction conjuguée (inté-' grale de Poisson).
b) Etant donnée une fonction, calculer la dérivée de la fonction: conjuguée,
Cc) Etant donnée une fonction, calculer sa dérivée ta.
Nous allons justifier ce résultat au numéro suivant en montrant que l'opéra tion 1) peut s'effectuer en appliquant les calculs a), b), ce). Nous indiquerons ensuite une méthode générale, relativement simple et précise, permettant de ré! soudre ces problèmes, Nous terminerons ce chapitre en donnant une application.
R+ 32e REPRESENTATION CONFORME CANONIQUE D'UN CONTOUR (C) SUR UN CERCLE (Y)
Le problème numérique de la détermination: de la représentation conforme ca-: nonique d'un contour (C) sur un cercle (Y) a été résolu, pour la première fois, par Théodorsen (2), Nous allons rappeler rapidement le principé dé cétte methode
en simplifiant toutefois l'exposé initial de cét auteur.
Supposons, tout dlabord;rqaue le contour IC} soit voiSinudiunt cercle de rayon a, centré à l'origine (f1g.
20); d'une façon plus précise si on DOSEMSUE (IC)
(II. 49) CU net
ÿi étant une fonction de 8, WE OS
nous supposerons que VW: (0) et ZW sont d ©
des fonctions prenant des valeurs pe
tites. Nous dirons alors que (C) est
“quasi. cireulairen. Soit palliabscissé
angulaire du point de (YŸ) correspon-:
dant au point de (C) dont l'angle polaire est 0; posons
(II. 50) CRM eo qe 702 eo) ee
£& (0) et E (®) représentant la même fonction, mai 5 exprimée en fonction de 0'ou. en fonction de ®; on posera de même
WotpjD= "ur (0) .
EE gg por gr 0 8 Es RENE UNE ES CE A PE RE RE SEE DER en ER RER A ER EN (i) Naturellement si l'on connaît la représentatiôn conforme, de l'extérièur de (C) sur l'extérieur de CY); sous forme explicite, 1 suffira d'appliquer l'opération a).
(2): Voir ref.N°15 et 16. On peut aussi effectuer cette représentatiôn conforme par l'élégant procédé des analogies électriques (ref.N° 17), le temps demandé par la méthode expérimentale et les méthodes purement numémäues exposées 1ci et la précisfôn de ces procédés sont du mêne
ordre de grandeur.
La tranformation conforme cherchée peut s'écrire
REA. k (2)
h: (3) étant une fonction holomorphe à l'extérieur de (Y), régulière Etonullent? l'infini. L'égalité [TT1.50), 81 on l'écritrebriEe cercle (Y) devient
a eMtprsrfpæipile , 19020)
CMOS PF: 215 a GLS) Tr + 1 € (@),+ los
‘‘rouver la représentation conforme de (C) sur (%®) revient à calculer les fonctions W: (®@) et E (®P)., Or, tout d'abord on sait que [équation de (c)]
(TE, 59) U (D) = y [P+e (p)] OMATTÉEMPAPL A AUADReSMELT,:6 10% E (@) est la fonction conjuguée de y (@) et par conséquent : >T
je _ p' an cp W (@') coté (
ol
ESS
(@) = jp,
l'ihtégrale étant prise en valeur prihcipale. Il n'y a pas de constante à ajouter au Second membre de (II1.53), car € (®) a: une valeur moyenne nulle puisque #12) est nulle à l'infihi, Pour la même raison, si A désigne la valeur moyenne de VW: (9) dans un'intervalle d'amplitude 2T
(CINE SD) AAC Vo
égalité qui. permettra le calcul de 7. quand on connaîtra y (@}s, Pour calculer E (9): et VW, (9), on dispose donc des relations (11.52}-et, (11:53); en peut -résou— dre ce Système par un' procédé d'approximations successives.
Posons d'abord d'après (II.52)
étid'après (TT:53)e"t >
qu Rad is Je 10 cote d0" .
DT
D'où une première approximation pour © :
que ONE C0 OP AN EE CCE
on'en déduit, d'après (II.52), une première approximation pour W () :
V, tm) =y [o+etoil,
d'où une seconde approximation: pour la fonction € ::
2 T Î ie 1 SRE A 1 CURE RES os DEMI), COLE Rae d PERS
ao
st. E, OS ; 0:,= PER Le le procédé peut se poursuivre indéfiniment.
La convergence des approximations successives fait l'objet d'un mémoire de S.E. WARSCHAWSKI (ref.18). Nous renvoyons le lecteur désireux d'approfondir cébtte question à ce très joli: travail,
Du point de vue pratique, on peut dire que la: convergence est très rapide deux approximations suffisent très largement dans la plupart des cas, les dif: férents changements de variäbles qui alourdissent l'exposé précédent se font très facilement par voie graphique. On voit donc que l'essentiel du travail nu-: mérique consiste à calculer deux fois-Ll'ihtégrale (II. 58). Ce calcul est précis! sément l'objet du problème: a) énoncé à la fin du N° 2.3.1.
Si le contour (C) n'est pas "quasi circulaire" on: peut faire, tout d'abord une représentation conforme qui le transforme en:'un: contour (C'}) "quasi circu-: lairé": on appliquera alors l'analyse précédente au contour (C'). Dans certains cas, il sera: plus rapide d'appliquer une méthode directe. Supposons, par exemple, que (C) soit un contour aplati sur l'axe des X (voir f1£9.21) et pour simplifier qu'il. admette X' O X comme axe de symétrie.
Supposons. que, le Tong denRo ee varie de = à +4, tandis.que |Yl'ureste borné par ma (m étant par exemple de l''ordreiide 1/10}, ilrsera "alors hdi dame d'opérer comme suit
Posons-le loné de‘ (Yi)
Z n Â © [s (@) NRC CA ,
nf
on’ a
Ales NOEL SEEN
II
ou encore
Eu Ps
cos QU r Tes LD
{TI, 56) ne DARCOS NES RSA NDS
f (@) est une fonction paire de ®, g (@) une fonction impaire
PALON er Nes Le Fee ON MES PE AENN 1re AE TOO
I1 s'agit de trouver les fonctions X (®) et Y. (@). Prenons comme point de
départ X4+” (Pre 4 00 Pr
approximation qui serait définitive si (C) était une ellipse.
Sur le contour (C) on lit la: valeur correspondante y (Dj et, par la) deuriè me formule (II.56) on obtient une première approximation
FAI PRENRS (pl cos PIX (@) sih'® :
f. (P): sera donné par une intégrale de Poisson: :
Re TL 1 1 D'-® f, (Pl = — 8, (P) coté HP AM La 1 2T ; E es LA J À, étant une constante, telle que f. TOME CE
On a, grêce aux formules (II.55) une première approximation X. (@), Y., (@} pour les fonctions X (@), Y.(@): On' poursuit de la même manière en:]lisant sur
(C), les fonctiôns re (@) correspondant à £, (®) , puis en calculant
8, (P) = Yi {P) cos g21X (D) sin p.
EEE CNQUUIE £ 1 t " 7. ; oo (peter A EMEA ;
eLC
Lorsqu'on a obtenu un couple 1e (®), ge (@) fournissant une approximatiôn: suffisante Le (®), de tplide ACT l'OM onrerrétentes todos maTors FRET x n En pratique (1), i1 suffit de prendre n° = 2; la même méthode (moyénnant de tres légères adaptations) s'applique au cas où (C), tout en étant aplati sur O X n'admettrait plus O X comme axe de symétrie.
Enfin,pour résoudre complètement le problème 1) posé au début du numéro pré cédent, il restera à calculer dZ/dz ce qui évidemment pourra se faire à l'aide des problèmes b) ou c).
CALCUL DES OPERATEURS TRIGONOMETRIQUES
La méthode que nous allons exposer permet de calculer les opérateurs linéai-! res À, transformant une fonction P (8) 'en'une fonction Q (6):
RS AN CEN ee
SRE PS (1) Le principe de cette méthode est celui que nous avons appliqué pour l'étude des profils en {ncompressible. Toutefois, dans le cas des profils quelques complications, que l'on pæut
d'ailleurs facilement éliminer, se présentent du fait de la ‘pointen.
(voir renvoi 2 page yg .....
et rentrant dans l'une ou l'autre des catégories suivantes
ère catégorie L'opérateur jouit des propriétés suivantes
A (cos m 6) = a Sin" o!
CFE 7) À tsin'm 0)
-'a cos m (s REA
a, étant une constante non nulle, m étant un entier quelconque différent de
zéro.
2ème catégorie : À jouit des propriétés A (cos m 0) = b cos m Epaes LONSTRaMOD ILE be S'IANMMO UT Abe) = bals
on étant une constante non nulle, m étant un entier quelconque.
Nous appelerons ces opérateurs, "opérateurs trigonométriques". Et les opérations qui font l'objet des problèmes a), b), c) sont précisément des cas particuliers "d'opérateurs triSonométriques"
I1 s'agit, connaissant la fonction P (0), de calculer La fonction Q (0): les fonctions P (0) et Q (8) sont supposées périodiques, de période 2 T. P (0) et Q (0) étant déterminées approximativement par la connaissance de leurs valeurs pour 2 # valeurs particulières de O0, régulièrement distribuées dans l'ihtervalle O, 2 T. On doit admettre que les 2 n valeurs inconnues de @ sont des
fonctions linéaires des 2n valeurs connues de P. Tout le problème consiste à
calculer les coefficients de ces équations lihéaires. C'est ce que nous allons faire en examinant deux modes possibles de calcul.
Mo gui tier mode de calcul.
Le: cercle étant divisé en 2 n' parties égales, nous poserons iT CE AR PRE œ 1°), Opérateurs de la 1ère catègorie.- Des considérations évidentes de pari:
té montrent que les Q. s'expriment en fonction des ni par des équations de la forme
II.58) RIDER CE: CHAN CAS
Appliquons les relations (II.57), c'est-à-dire portons dans les 21 équa- UVONSMIMAESE NE:
P 10): ='cos " 0: ; Q (8)=a, sin # 0’
et : P (0)
sin # 8: ; Q (8)=- a, COS HA0 A
RP RU ON ep ne Pen, NE
vons donné le princibe de cette méthode, pour la première fois en‘ Mars 45 (ref.19). Rd Abla suite de cel travail, Mu WATSON: a fou mi une sémors A REON RS EUR les qué nous obtenons par une méthode différente (ref.21): Sigalons é gal emen t un His on Reports de IRVEN NAIMAN, datant de Septembre 45, proposant cette même méthode @e calcul pour l'intégrale de poisson (ref.22). ;
50 | Nous obtenons ainsi 4 n équations qui se réduisent toutes à l'équation uni-
que hat m A 7
ES) DEN TIC Le DE D £ ; “l b ñn 2
C'est cette réductiôn qui explique le succès de la: méthode. Nous avons (2-1): inconnues K à détermiher. Pour celà, on'écritra l'équatidn: (II.59), pour les valeurs de D: variant de 1 à n-1. Reste: à résoudre le système. Sion multiplie la
: We e ae L me première équation par sin MT, la deuxième par sin BE® TA AA par et
sin: (m1) MN et si on ‘ajoute, membre: à membre, on bi ERe une relation Fineires
n entre les KE; les coefficients de K, étant
Red à 1 ANETUE T LI ET P=H) T +) T De SLAM sin" =z— ÿ, cos " _- cos M” = m= ñn n' 2 mz=1 ñn: n ik (P2R) = nc , [FE aù 2 n n:
avec :
RES her (AE) PPS É'MOENTESr AIO OS Me NET COMEERRS RSe Rere 5 m= 0 2 sin +
Le coefficient de K, est donc nul si p#met égal à — CE TE
D'où la valeur cherchée de K, e
ur
Appliduons ce résultat au calcul de l'intégrale de Poisson.
Cette intégrale défihit un opérateur Q A (P) de la première: catégorie pour
lequel a = ETS
La: formule (II.60) s'écrit par suite
Lensste Me MAT 1 D T Ent RE RTS En) 4 P NM n' e L ñ' si: on pose : Rx ï (PES La {n-1) sin S, (NE RS EEE NS En £ :
1 2 sih ZX d onc F3 to ST: Pr Dan VIN, 61) fl bp T EN CONS $ si p: impair.
P n' De
2°) Opérateurs de la deuxième catégorie.- Les considératiôns de parité permettent d'écrire la: formule générale
+ P JS n
p i+p ip
n=]l (Ie e) ARE RAM UE CR è 0 Î “
En raiSonnant comme précédemment, on est amené à déterminer les coefficients K, par le système
(TI.63:) TE RE K, cos m
HEnrenAant les ya leurso0,. 1, 2, Li. 4 1,
Multipliäant la première par 1/2, la deuxième par cos MT/n, la troisième par
T (EME TL
cos FR 1avn° par cos ea n: nl
vient une relation linéaire entre les K le coefficient de K, Étantu(pr 00 pp :)S
et la dernière par (1)WP et ajoutant, il
ur D
bles a-dire nUSLUR = pet O Si # p.
Le coefficient de Es est
les conclusions précédentes restent valables, il est nul pour kL # O et égal à 7 si M = O; le même résultat est valable pour K,. Finalement, on obtient la: formule générale de résolution :
SO) A ST mn PT b (II.64) K fes b PRE + ar à
P 1E 2) HSE m Née x Considérons, par exemple, l'opérateur transformant la fonction P (6)'en'la:
fonction: dQ/d@;, Q étant la: fonctidn: conjuguée de P:c'est un'opérateur de la se-conde catégorie pour lequel
édéeppliiquant la: formüle- (II/64), 11 vient
m ONE 9 2 Thon pim T Der TC GS EE eff RUE : PACE P ñn 1 n' 2 si'on' remarque que nl L 2 1 men Te NET M QT cr CARRE OS et (tn SEE El ; n. 0 | 2 x ai 2 2
on'voit que: : |
ROME SÉTHIPARTI, P 1 . . : CR OR RER RIRE. ee ne si p: impair.
p * MRMECOS P:7 ) ñ:
2+ 3.9.2. 2ème mode de calcul. =
L'examen: d'un'cas particulier important va nous montrer que, dans certaihs cas, il sera avantageux d'envisager un' deuxième mode de calcul.
La méthode. consiëte à remplacer la fonctiôdn P (0) par une fonction: de la forme
n (11.86): $ (9) =Za cos.n' 0 + b sin n°6:
pour laquelle la méthode s'applique en toute rigueur; les constantes a, et b. étant telles que PRE + Un' opérateur de la'1ère catégorie, des plus importants, est l'opérateur de dérivation, faisant correspondre la fonction dP/d0 à la fonc-" RSS (0). Si!nous appliquons le 1er mode de calcul, nous remplacerons
do 17 ( ), par (—), ; or, ce sont précisément aux points "= que les dérivées 1° de A dp d® et présentent le plus grand écart. Au contraire, nous aurons une bonne
dO' dO:
approximation de la fonction:
he
cherchée, en: remplaçant
CRM COTSELINT de CSRÉLNCT PURE FERSET par ee :
dO' |. on d8: on: :
Nous sommes donc amenés au mode de calcul suivant : le cercle est divisé en:
À n'parties égales; nous poserons donc
fee) 2 n° et nous exprimerons les 2n° valeurs a, en' fonction des 2n' valeurs RS J
Nous nous limiterons aux opérateurs de la première catégorie. La formule ex:
primant les 4, ; en fonction de PE SNÉCRES J
n FA 1) Di oi es “ 21 F2p EL Pot oh
His
et on obtient, pour déterminer les K le système
a LA CSP TILmET a DER LS TANT CPE EEE IR ' Pari cn 2
;, variant de 1 à ñ.
iplis : : T Re Multipliant la: première équation par sih (2-1) —, la deuxième par Li ERaRIEnS cn CE TOUR à ; ème 2.2 CRU) EURE TNT 7 JR :
k L ‘ Au . CHE ET Sin! DU EE » a dernière PR Er et en:
AMNILE 2
ajoutant, on obtient une relation linéaire dans laquelle le coefficient de K es t ;
SEE RER Cm mm | (2134 *P on 0e Me ia tome + D À m=1 en on 2 ni 1 mL MT _n)4-f D RE | cos DRAM Oo PRET) HT ne = ne nr n' 2
HA TT TT — — C, L m —] CS than 1 a cts | à e n' 4 n: À
PENSE n° lé coefficient est nul si: D: £ HU et égal à___sip: = LM D'où 2)
ŒES AN + ————— 0 .
(TI er.) K Î LT …. (R-1) mT De LATE = 1 m D n Gi) n
On' peut appliquer ce procédé au calcul de la dérivée d'une fonction périos
dique. Dans ce cas, a, = -.m. En'appliquant la formule (11.67); on'obtient GUIT.691: ee 1 K, = Eau RACE en [1-00 CERN Sn
2. 3. 3. 4—' Remarques. sur l'emploi, des. méthodes. proposées.
Pour donner une idée de la précision des méthodes proposées, nous donnerons tout d'abord quelques exemples où l'on connaît, théoriquement, le résultat à trou: MÉR:
Prenons, comme couple de fonctions (P) 0, @ (0), les fonctions
Ancés re Die 4 0: DCE) RE D (5-4 cos 6) (5-4 cos 0)?
quiAsontirespecrvivement iles parties réelles et imaginaires, sur le-cercie_ de rayon 1 de la fonction
On‘ trouvera, figure 22 (page 54), la représentation graphique des fonctions P (9), Q (0) et de la dérivée Q' () de cette fonction, ainsi que les valeurs de ces fonctions pour Q: = PT (ph: étant Compris entre Det 12):10n trouvera ,/tésa
lement, sur la figure 23 (page 54), les valeurs de Q (9), calculées à partir de P (0), par la: méthode qui vient d'être exposée [coefficients K., défihies par (11.62)} ebiour lan rpurenzs,(pase 55), les valeurside, 0’ (0), calculées, d'une part, -2/partiride. P (0) [coefficients définis par (11.65) d'autre part, ces mêmes valeurs calculées à partir de Q (6) [coefficients K. définis par (11.68); On constatera que la précision obtenue est excellente, bien que les fonctions choisies aient des variations assez rapidés . Or, de tels calculs sont délicats par les méthodes de calcul habituelles; ceci est particulièrement évident dans
Fig. 22
Q-valeurs théoriques
P- valeurs théorigues
Q-valeurs théoriques
POI 03924 O,02041 | 0,06247 | 0,09023 0, jonos | 0, | ou | Nr or 0,16098| 0, 141 39 mine 0,076 27 0,03864
» 159149] 0,11287 | C, Los 0,07697 0, 03830
@Q-valeurs données par le tableau f19.25
lé cas de l'intégrale de Poisson -dgui. esbt'une) intésraäalenaniwvad'eur principa ten. Des comparaisons systématiques de la méthode des opérateurs trifonométriques avec
Q'-2 partir de Q/6)
(P(6)YÈ3,99116 F1,01411 1,38752 1,24875 | 0,66398 C,27769 0 ,06 192 ÿ HAE RS 1,38995 1,21883 0 ,661129 0,27767 0,06207
RARES (P (@]-0,04262| -0, 10076] -0, 12529 | -0, 11163 -0,14515 |-0,140u8 RE 9" (y (8) 1-0,02265|-0, 10060! -0, 12531 | -0,14150 | -0,1u517 |-0,12932
celles utilisées jusqu'alors ont été faites par M. THWAITES (ref.23); elles ont montré qu'elle donnait , dans certains calculs, une précision largement supéprieurerà celle” ocbtente jusqu'alors,
La: conduite du calcul se fait tres facilement, à l'aide:de tableaux, comme celui représenté (figure 25), On voit que l'on remplit ce tableau parallèlement à . la diagonale principale du tableau. Pour une intégrale de Poisson, avec: un tel tableau, il suffit d'une heure et demie environ Si:on dispose d'une machiñhe à Calculer. |
Tl'est évident, nous avons eu l'occasion de le sifnaler, que la méthode don ne une précision d'autant meilleure que les fonctions Sur lesquelles on opère sont "régulières" et présentent des variations "assez faibles". Ceci, en pratique, Conduit à déux remarques qui reposent sur "la méthode des différences" et qui amé-: liorent sensiblement le résultat dans certains cas. Nous raiSonnerons par exemple,
sur le cas de l'intégrale de Poisson.
ANNDTET lEMPoneUrOnIME (8) présente des singularités (par exemple discontinuités dé la dérivée pour certaines valeurs de Die iimyiaura 1ntérét à chercher une
fonction P. (0), présentant les mêmes singularités que la fonction P (9), pour laquelle on connaisse explicitement la fonction conjuguée Q, (0): On fera le cal=: (Ê), qui, elle, ne présente plus de singularité.
cul par la fonction P CONPARES
2) Si la: fonction P (0) a:un champ de variation très étendu, on cherchera:une fonction pe (0), pour laquelle on connaisse explicitement la fonction a, (01, tels le’qué la différence: P CAES (0) garde des valeurs petites, et on opérera sur cette différence,
Enfin notons que, si le calcul de la dérivée d'une fonction P (0), tel qu'il , vient d'être exposé, nécessite que P (©) soit périodique, on' peut toujours se ra-: nener à ce cas, en appliquant précisément la: "méthode des différences".
AS 4. WE XEMPIE Calcul numérique d'un écoulement autour d'un: cône semi-circulaire.-!
Comme application, nous avons repris le cas du cône semi-circulaire étudié au.numéro 2.2.9. la fonction g (%@) est donnée par la formule (II.48) et on cal culera:g' ((%) par une intégrale de Poisson: On trouve (fig. 26) la valeur g'.(%) ainsi. calculée comparée avec la valeur théorique ss
courbe théorique
end
points calculés
Il est alors possible de calculer la PAPE Can des pressions, en cal: culant successivement la fonction A, ZHret. THhtééralels! (@).
On' trouvera la répartition de pression, ainsi calculée fig.19, on peut alors
comparer le résultat obtenu par la méthode de calcul, employée dans un cas tres dé favo” able, avec le résultat obtenu théoriquemenvc. (Voir renvoi 1) page 57
Ky = 2,063944 Ka =s20 70971
coeffic'ants K,= 0,632930 K3z ©, 201185 Ke £ ©, 104602 Ke = 0.034518
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ECOULEMENTS CONIQUES INFINIMENT APLATIS
Ce chapitre aura pour but l'étude des écoulements coniques du deuxième type (voir chapitre I N°1.2.6). Avant d'aborder l'étude proprement dite, faisons quel-' ques remarques sur les conditions aux limites. Le cône obstacle est aplati'sur le plan Ox;,x,. Dans ces conditions, si: on’ reprend la formule (1,27) :
Ge Dra)t w ætvy x! = À ar !
2 3 é) DIN 2105
a EE 2 do xt = {x xl x x!)
puisque x, x!', v, u sont des infihiments petits du premier ordre, tandis que x et x? ne Sont pas ihfiniment petits. Dans ces conditions, on peut dire que l'on: connaît lasrfonctibn'w sur le contour (C). D'autre part, on'peut, dens le cadre des approximations faites, écrire cette condition: aux limites sur la surface (dj): du plan°0xx,, projectidn du cône obstacle sur le plan. Désignons, en'effet, pro-:
visoirement, par w!l1) (x ,x
2*3) la valeur de ” quand on'opère aihsi
= Sp de dwt1) (xx, PE E = w x,,%, (#),01+ Le (Re xx, (LS) 40
les dérivées de w» étant supposées, par hypothèse, du premier ordre et l'équatibn aux limites, écrite en:'néglifeant les termes du second ordre, la simplificatibn entvue se trouve lésitimée.
Divers cas peuvent se produire, suivant que le cône obstacle est entièrement compris à l'ihtérieur du cône de Mach (f19.27), débor-: de complètement le cône de Mach (f1g.28, page 58), se trouve entièrement extérieur au cône de Mach (f19.209, page 58) se trouve partiïëlle-: ment intérieur et partiellement extérieur au cône de Mach. (f1g.30, page 53). Dans chacun de ces cas, il y'a: deux problèmes élémentaires, particulièrement ihtéressants à résoudre, le prémier où la relatiïbn (IIT.1i)'seiréduitra
y = constante = w ,
(1) “ous avons voulu examiner la précision des méthodes proposes, en nous plaçant dans un cas extrêmement défavorable, sans tenir compte des singularttés présentées par la fonction g (4). Pour opérer numériquement avec une grande précision, 11 aurait fallu, dans ce Cas partfculier, appliquer le lemme de Schwartz, en complètant par symétrie par rapport à OX, le contour (C)
Renvoi de la page 56.
que nous appelerons le problème élémentaire portant (l'écoulement correspondant est l'é-: coulement autour d'une aîle en À, placée avec une certaihe ihcidence); le second où
larrélation" (IIT.ANISENrÉduErne
Fig. 28 W = w , pour E no OES W = -'w,, pour > = = O0,
que nous appelerons problème élémentaire sy:
métrique. C'est le cas, par exemple de l'écoulement autour d'un'corps constitué essentiéllement de deux aileë À, symétriques par rapport à Ox,%,) et formant un: angle ihfihiment petit avéc ce plan, C'est aussi.celui qu'on obtiendrait avec un cône dont 1a sectiôn par un: plan parallèle à 04,%,) serait un' losange infiniment aplati, . Le fait qu'on obtienne la même formulation mathématique, pour deux cas différents, mar-! que bien le caractère relatif des résultats qui: Seront obtenus. Dans le cas du problème symétrique, on' peut naturellement supposer que w est nul sur le plan Ox,x,, en tout point situé en dehors de (d),.
Signalons enfin que très souvent, les résultats obténus ne satisfont pas aux con:
ditions des écoulements lihéarisés; en particulier, les composantes de la vitesse
et leurs dérivées seront souvent ihfihies le long des demi-üroîites limitant l'ai: re (d). Une fois de plus, nous admettrons cé: pendant que les résultats trouvés fournissent
une première approximation du problème posé, conformément aux remarques faites au N° 1.1.2 du ler chapitre.
Définition: de la fonction:F (Z
Nous ferons l'étude dans le plan Z. Soit A'A ( _-'a, + a) la coupure image de la surface (d) (1). (C,), comme à l'ordinaire, le cercle de rayon 1 (fig. 31):
a — — —_—. "NN; (1) On suppose, pour commencér, que le problème admet le plan 0x N comme Dlan de symétrie.
Nous allons, naturellement, travailler sur la fonctiôn W (Z): Une des conditions à réaliser, que nous retrouverons partout dans la suite, est que: dW/dZ soit divisil:
ble par (Rec jee sihnon'les relatiôns de compatibilité montrent que U. (Z) admet-:
trait, comme poihts sihpulièrs, les points 2 =)+ l, ce qui'est'inadmssaible.
Aihsi nous ihtroduisons la fonction
e 2 eee a A D RUE et nous allons chercher à détermiher
F(Z) pour le problème symétrique, comme pour le problème portant.
.F (3) est une fonctibn' holomorphe à l'ihtérieur du domaîihe (D), limité par la coupure et le cercle (C,)3 les seuls poibhts sihfuliers que cette fonction peut présenter, sur la frontière de: (D), sont A et A': d'autre: part, F (2): doit être divisible par 22, sSihon U, V, W auraient des sihpularités à l'orifihe. Sur. les deux bords de la coupure F (%) doit avoir une pärtib réelle nulle. Sur le cércle Cech:
ñ ï 1 PRNPR EN SRE TT Z dW .g dW __CW Re el Ent dZ dz d@
par conséquent F (Z)'a: également une partie réelle nnlle sur (C, ). Her) ANneEpDOUE vant pas être identiquement nul, et sa partie réelle étant nulle sur 1 frontière de (D), doit admettre A et A' comme points singuliers. Nous allons étudier la na-' ture de ces sihgularités,
Singularités d'etre
Physiquement, il est clair que À et A'ne peuvent pas être des poihts sihguliers essentiels. Supposons donc que, aux environs de Z = a, on'ait
F(Z3}w.K ,-(Z-u)00 , [e) me étant quelconque, KE. HO:
- 25 i® posons : LEE CEE ETIC NE,
@ étant égal à +: sur le. bord supérièur de la coupure, à -'n sur le bord infé-: rieur; pour des valeurs suffisamment petites de r : K ro eimol et K ro e-imoŒ mo Life) doivent être imagihaires purs; il en Sera donc de même de :
K cos m TT. ; et de 1 Fees sin mo ; Enr SE 2 K29 = K2. cos? m TT -'(1 K_ sinmn) m Le) C Oo
est done réel. D'autre part
doit être réel, ce qui entrafÿne
sih'2m, T1 = (DEAR
Il y a donc deux possibilités; désifnons par k un entier arbitraife, où, bien’ 11 RANGERS EE est imagihaire pur, o m où bien: :
m' RL ÉRNT est réel, [e] 2 m
Considérons maihtenant
aux environs de:Z = aq
m HMS Ut Peer TA UT l M
et le même raisonnement montre que 2 m. doit étre entier. Finalement, on peut énoncer le théorème suivant
THEOREME : A l'intérieur de (C,), la fonction F (Z) peut se mettre sous. La forme :
ELTT,3): Pet EN CARRE 7) ee 2_97,2
d (Zl'et y (Z)'n'admettant pas d'autres singularités que des pôles en À et A'.
L'analyse que nous allons faire va être sihplifiée, par suite de certaiñnes conditidbns de symétrie auxquelles satisfait F (Z), Posons
WRI ENT UE
H) (X,Y)'est évidemment pair en: X (lorsque Y est constant),
Par conséquent, F (Z)'a une partie réelle nulle sur OY. En'appliquant le priheïbe de:Schwartz, on: peut écrite: :
III. 4): P (Z)'= -F
Cette: équatidn montre que la connaissance du développement de F (Z) autour de Z = a, entrafhe immédiatement celle de F (Z) autour de Z = =: 4. 311.3 = Erude du cas où F (4) est uni fo rme | ÿ (Z)' = o | Considérons la fonction: :
CLETAS A (2Z)'= TR RES j [re rss
p entier et hp = 1.
Elle satisfait à toutes les conditidns imposées à F (%)
En‘effet, ellé satiBfait à (LII.4): à l'ihtérieur de (€ jsrelletntadmet d'au tres sihngularités que: a et -: a, qui sont des pôles d'ordre pj, Sa partie réelle. est nulle sur la coupure, aïhsi'que sur (C,), comme on le voit en' écrivant
SX NIQUE Y NI RER LEE ESS CE F MARS Re) EN Cia Te |?
Ph PS 0: ! e Tete :: © # Enfin, l'origine est bien zéro double (au moins).
Soit F (Z), la solution générale du problème posé, nous allons démontrer le théorème suivant
THEOREME : s1 PF (2) est uniforme on a :
rire) NET EE TR A P IL 7
n etant un entier, les X des coefficients réels. p
En'effet, soit F(Z%) une solution: du problème ayant un pôle d'ordré,:.a, on peut détermiher un nombre À tel que n
FRS 8 AE (Z) = A A
Soit une: solutibn n'admettant le pôle Z% = a qu'à l'ordre tn-1) au plus. Mais en:
ch T r | MERCURE) Re (Z}"admetira. Z = _‘a comme.:pôle d'ordre (n-1) au plus. En'pro-! cédant par récurrence, on'arrive à défihir une fonction
Pr ER REP TARA (2) AE RTE
qui doit satisfaire à toutes les conditions du problème et être holomorphe à l'ihz: térieur de (C,): Les conditions aux limites, sur le cercle et sur la coupure entrafnent que de (3) est une constante, qui’ doit être nulle puisque F. CANNACIENS LA nRAUE Ter-x4l'orifine.
LS
Dit lag Casa Œ (CET = 0.
Nous étudierons le cas où d (Z) = O, par une voie tout à fait analogue.
Posons (a2-g?) (1-0272)
P'ICAUE a a 0 ; Â
f (Z) est une fonction uniforme à l'intérieur de (Co); n'admettant comme pôles que D NDORMISA(7 = MoN 0) rmmreftet, ltoriSthernu estipésiuns pôle putsque Pat) est divisible par Z? par hypothèse. La fonction f (Z): jouit des propriétés suivan-' tes: ellelest maginaire, Sur Ja coupure, réelle sur (C,) et, réelle SUTHOMMIICEMRAU entraîne des propriétés de symétrie quand on change 7% en - Z). De plus * (Z) admet l'origine, comme zéro d'ordre 1 au moins. Toutes ces propriétés appartiennent également aux fonctions
Stant entier .
p étant un enti >= 1
On'en déduit donc, comme précédemment, le théorème
THEOREME : Dans Le cas. où ® (Z) = O0, on peut écrire
n m2P (2224) (III.7) MB) STAR a , 1 [ta2-g2) (1262020
n étant un'entibr, les À, étant réels.
“8: - Le principe des "singularités. minimum". -!
Les formules, (III.6) et (III.7) dépendent d'un nombre arbitraire de coeffi-: cients. Or la seule donnée que nous connaissons est le nombre w, valeur que prend w» sur le bord supérieur de la coupure. Il nous faut donc introduire un principe qui: Sarantira l'unicité de la solution des problèmes que nous nous sommes posés. Ce principe, que nous appelerons principe des "singulärités mihimum'", peut se formu-" ler de la: façon suivänte (il est d'un emploi constant en physique mathématique)
Lorsque Les conditions d'un problème obligent à introduire des fonctions présentant des.singularités, on se contentera, dans: le cas. d'une 1ndéterminntian, d'introduire Les. singularités d'ordre Le moins élevé possible, qui. bermettent la résolution: complète du problème posé.
Dans le cas qui nous intéresse, cela revient à dire que nous prendrons n = 1, dans les formules (III.8) et (TII.7), Pour le problème quinous intéresse, la Si-' gnification: de ce prihcipe est immédiate, cela revient à dire que F (Ajretepar suite dw/d7Z doit être d'ordre inférieur à 2 en 1/Z%-0 ou W (Z) d'ordre inférieur à 1 par rapport à ce même infiniment grand; les considérations développées au.
N° 2.2.7., montrent que ces conditions entrafnent que les efforts globaux restent finis.
3+-1.:1.6:. — Résolution: du problème élémentaire symétrique.-:
Reprenons la formule (III.6);3 on'en déduit, d'après (III.2), que dans le cas où F (Z)' est uni forme
aw PA à az 1 (a2-2) (40272) ?
et par suite i À Ca Tleliee 7) W CD 0 0 ——— —— + We.
OM EE (a+) (1+a2):
la détermihation du logarithme étant telle que la partie réelle de W (3) soit nulle sur (C )}.: D'ailleurs
DUaU LEZ A) w, 1h T Ë sur le boïd. supérieur de la: coupure :
= we ,
et Sur le bord inférieur, w prend la valeur opposée. Ceci nous ‘montre que le cas étudié est celui du problème symétrique. La valeur W (Z)' pour ce problème est donc
AA (a) 1-82)
(III.8): WCZN ST DÉS STE RS ES Æ (a+2) (1+02Z) À
" et V (Z):n'offre aucune difficulté, I1 suffit d'avpliquer les relations de compatibilité (1.25).et d'ihtégrer: la seule précaution à prendre consiste à choisir la constante d'intégration de manière à annuler les parties réelles de U et V sur (C, }; on tfouve alors
4 2 f CTI9) V (23) To Rae 4 [ il ‘ ( ,
Re calcul des fonctions U (2)
MA (1h) Z-a): (1+a%) et :
: 2 à (III.10) M ann | 2,0" 0 PNR 1-a272?
Cette dernière formule est la plus intéressante, car elle permet le calcul du
coefficient de pression (voir formule (I.&). On: trouve
w a re 2 Pan A1] Hama dose F | À
D A TD, T a nl
Pour interpréter cette formule, il faut relier les grandeurs a, X, à des Srandeurs géométriques, relatives au cône donné. Tout d'abord
& étant l'inelihaison constante du cône sur Ox. D'autre part
As T RL RE és) —— = 6 t$ @ :
d'où cos Y -'| 1 - M2 sihn?26 : + — ;
6 sino
(voir jig.32) et
cos ER = 1 _‘"M° sinw, CODIS NI RE te PAPE SOC PERRET EE ElEe
B sin &
On trouvera, f1g.233 page 64, les courbes donnant les valeurs de C, en ‘fonction
de &, pour divers nombres de Mach et diverses valeurs de De
Fi 9. 33
D CS
l'intégration donnant W (Z) introduit des fonctidns elliptiques (cf.N°24.1:4:8), par contre, il va nous être possible de calculer U (Zj, Remarquons auparavant
que, d'après la: formule précédente, W (Z) prend la:même valeur sur les deux bords de la coupure et, par suite, cette solution correspond au problème portant.
Les relations de compatibilité montrent que
4 2 ; aÙ: > 2 À, BASE) az B [taz-22) (182227 étipar suites:
2 ie ZÉ4T
LT: 13): U (Z)= TS Te de (a?+1) 2? Frasse CRE
Il reste à calculer À, en fonction de w,. Pour cela, on peut écrire
AW | PA NN ET D un
posons dans cette ihtégrale 7% = ju
(14#2)2 du w.. = À BA CLTONO) Q Î ïe Lra2w 2) Give 22) ]2 l
le calcul de I (a) peut s'effectuer à l'aide de la fonction E (voir ref.24 P, 517): En'effet, posons
Il vient après quelques calculs
dt
F-00) #| Le = t2[a HOT Air AE
Enfin, le changement de variable
SANG
montre que, si:'on pose
à 1 à Fa ù aa 2+1) | a? (a2+#1) 1106 :
D'où 1a nouvelle formule pour U (2) À de Te 221 ÉÉr.T4 UD) 2 ———————— 1 1+a2
ï » £ A À Ce Il reste à relier a et 7 aux grandeurs féométriques. On'a (f1£.32)
] 2 ES ET NT ——— =Bteu ; Ur x 1 posons : ru té w 4 RES EE ,
té we
LVL ENS, : , té &, À
D ——— ————— — SE , 8 \1-62t67%0, ] \f1-t?
et 2, À LÉ Y 4.
zr* = DS RES PE LUE (11115) p a AUBTE TEA Ver
(ee) quand on pose, comme à l'ordihaire
EN
; CARS PE CRSSeE ae? 4 Si we est petit, E [y 1-p20tSe w, | est voisfh' de dtretila Formule maLT. 25) aux notations près, redonne un résultat déjà trouvé [formule (1:88)]:
D'autre part, si $ té w —1
TK RIVER eu te FRE
et--lanformule (TITLE )MsSMéCEernt
RIMARQUE. -: On voit ainsi que, pour obtenir le coefficient de pression, il n'est
pas besoih de faire ihtervenir les fonctions elliptiques d'une façon essentielle. Elles n'apparaissent, en réalité, que dans le coefficient multip1licatif, La démonstration de Stewart, (ref.10), au contraire, fait intervenir es-: sentieèllement les fonctions elliptiques. Ces fonctions sont toutefois indispensa-! bles, dans le calcul explicite de W (2)'et V'(7),
Dr to ecooitoub de Nr (Zee CAE ei
I1 y. a plusieurs façons simples de calculer W (2j, la première consiste à CRI) :
Hoser
(III.18) LR AC EE V PNE 0 CA
Cette trans formatidn effectue la: repré!
sentatiôn conforme du domaihe (D) sur une bande du plan'u (voir fig.34); les valeurs inscrites dans un rond, indiquent les valeurs de Z prises pour la valeur de y correspondanz'
te.
On'a eneffet SRHO = ONE, SANS le 1 F va 1 1 SN ES ETS CES EMA Z— , 12 2 \[R 0) DRE JR SL de 1 sn'(K + JR CT )' = SE ur t 2 2 ou c£ ML | k 0) Dans ces conditions a) HAN az RS SL CRE S 1 EU ee: 1 :
—z— ——= TA LU Con PRE = DITS L'dU. (at-re)Umentre) Lhatsas (za 5e a? Ro 10 À je = Eh NC me au ee a? dn ?u cn? u 6
(voir renvoi 1 page suivante...
dote
MORIN
+ dn'u
(02 SIBUMCILIOU sn'u
an: CHROL
ffit d'écrire, par exemple, que
NU W ( JMENO 7?
Or À 1 K' 1 ; or et W ( = k a Late) 1H (LT RUB) 5 ARE | + Wu CRT E> 2 Va csi)” mais ; , VERRA ! K': M ; an Ac (s Jon 2KRut 2 1 Ans hi) sol) = 2 DE kil", 2 2 2 ee atr r1 dan: (—,'kl) se (—,k")"= 1 :
2 a) K pT2 2E(— k') =E (K',k')'+ 5 1+k
d'où la valeur de es
Wu, d2(a2+1)?
Cette: expression: diffère de la: formule donnée pour À, au cours du numéro- 3:47; onipeut d'ailleurs, d'une façon: générale, mettre sous une autre forme la formule (III.17), en faisant ihterveniïr un:module k. = 1-47 | différent, duimo-:
0e Le a? utilisé jusqu'ici, en appliquant la trans formation de Landen.
dule À
Cette transformation permet, en d'établir la: formule suivante
E [ax v, x, | É
les fonctions du membre de droite de dule k'! = \3-a*.
particulier,
di
RE US AT NO SC See «| :
l'égalité précédente étant relatives au mo-!
S1. on pose DEV cette formule s'écrit É Ne PAS ES ÈS RON TRE y en jy AJ Ë 1+k cn y: cn: y: dan y.
ces dernières fonctions étant relatives au module » = a?.
OCT VS SHAYT SM
RES AAA EL PR CRT [2 an 2y sé) ñ cn' y. cn y: dn'y. cn' y: dn' y.
: dn'1y, Sn NY:
sn’ y. SUV CRU D ARE PARA enZ y + an? yhee gr T ; CNE CREVER dn' y. cn' y.
Si'on'se: reporte alors à la formule (III.17), on: voit qu'elle s'écrit encore
js cfa 2j AU UR | WCT NET) + —— 1+a ‘"1U OM TR EURE | ANT / et dans ces conditions :
Û ' u CA QE | x. L (1+2)°K PA Lee et CE ee RTE ETS TTL INTERNE 4 2 PU (GR) 2 .(1+k) K' Mais Re rame ae est précisément tel que sn (K,» Es) Ti :
par suite
w 3° (a?+1) De x E(
ce qui est bien: la formule précédemment trouvée. D'où
E He ‘1u,R À (ITI.18 }: Matte = EL tR ‘ 1 On' peut encore procéder d'une autre: façon, en: ihtroduisant une autre variable que la variable vu.
240 0e Posons : TL =— , TA dW vue l'ihtégratidn: de —— conduit à dz t dt MCE “AIR : $ :
|/ te 0) + (a2_1)? +2 posons :
; FN ie 1 1402 2a le module complémentaife est 7 + 1+%
Si. done on pose
ë i À FRE MAGIE LAS SOLE HR k es (a?+1)3 | dn?7 & À (1 a2)2 : k 9 SHAMERICITET M tree Nr pe) RO SR eR CE ; AMEL ONE A US dt SENTE VERT Te O0, on' trouve toujours bien la même valeur pour x, EAN RE An LR Se E (==) et re E (HEC JE sn 1 (III.19) H (T) = 0 | EN SOLE EM SERRE 7 “ LE Tu.
| £ (Rk;) Gina E (8 .,) an: T
Les formules (III.18) et (III.19) sont ihdiquées pour le calcul de:W le: lon deud'are: OY, (ITI:47) étant. plus apte au calcul de W, le long de l'axe OX. Passons maihtenant au calcul de V (Z). Le calcul à l'aide de la variable v est partibulièrement simple. dV/dZ se calcule à l'aide des relations de compatibiz:
lité av w, de ere PLPRAN Ne 3 , dz EN [tai2?: (1-2222)5 1 | FPappelons que 150$ AA = & à Era Effectuons le changement de variable (III.16). Il vient immédiätement dv uw (fra) at tenu du E (X.,) cn?u dn?u mais V doit être nul pour w = O, l'intégration: de dV/du donne alors w (e2+1): SnUy LETI 20)" NH Sr ER EE ee E (CR) Ch y on'u Verrfions. Upar exemple, qe: pour %;=u1,.V aiune partie Téelle nulles, TA FIEMINCORPES DONNE NME ; né 2 TIR 1 SD RES AE 2 ) ai K' 1+k Che (= =cnc (=, Al): z »
2 2 k 1 Kt, K! es an°(: RME NT LE Re 2 EN ARE 0 SR PA TS NES 2 2
PAC
On: constate bien que V ( j'est imaginaire pur. Nous ne donnerons pas
d'autre formule pour le calcul de V (%), la formule (III.20) qui est particulierement simple (elle ne fait pas ihtervenir la fonction E), permet le calcul denu sur l'axe: OX: d'autre part, v est nul sur OY,
3+1.2.-' ETUDE DU. CAS OU. LA COUPURE N'EST PAS SYMETRIQUE PAR RAPPORT A OY.—
Principe général
Le cas où le cône étudié n'admet pas le plan 0%x,,x,, comme plan de symétrie se ramène aisément au précédent par une représentation Conforme, conservant le cercle (C,):
Supposons, par exemple, que dans le plan Z l'obstacle soit représenté par une coupure 1e long du segment (b, c) de l'axe, réel (voir f18.35), la transformation: conforme
2-0, MÈRES M) a = ; Pos où U'res tn: Aomorerée To a |; cohserve,;)en définitive, l'axe réel et le cércle (C, ). Cherchons à déterminer les nombres a. et &» tels que Z:= c corresponde HOME b à 2. = -'a . On doit écrire es c-a, PRES b-a, ar Bars D EC 1-% FT œ, est déterminé par l'équation ct bc { l + - 1 = -4(0) ; Q 1-4, 1-a d ce qui donne deb NE Tee &- = :
ï LS (remarquons que:si b+c = O, œ, = Dir
On' détermihera ensuite a, par une des deux formules écrites plus haut ou par la: formule symétrique par rapport à bd et c :
L bee ee bc_1+\(4-b2) (1-c2)
relation que l'on peut trouvér directement en écrivant
(ete 1; Œ'; 40 F s —1, C, b) Û En‘ particulier ieus (1h?) pre) ET 1+a° tete
Fait 3+1.2.2.- Problème symétrique.-
Il va nous étre maintenant très facile d'étudigr le cas du problème symétri= . 1 e ee « à que (c'ést-à_dire celui: où w prend la valeur w, sur le bord supérikur de la cou!
pure et We sur le bord inférigur),
La' formule donnant W en: fonction: de Z, s'écrit] fornute(111.8) |:
1 w CREER 2 W(Z)= _0 lof l A AE AE EAU, TH a.+2, 1+0,2, 0 Aion i c t wo | 1 WELL aN) EE Log (0-2) (1-20) | _'108[ (8-2) (1-2b)| +0.
V (23) et U (Z) s'obtiennent par les formules de compatibilité
dv Pau Cat+r1) Ve) td be) d?z TL BESSON TE D) M À OT:
ir Lai we 1+c2 A CE, 1+b2 : ru [ia LAETEN PASS O8 =? :
relier i-%c. .1-b? SE 1-2b enfin:
du. 2 w CbEcie ti be) 2 dz T (c=2) (i-Z%c) (%-b)' (1-%Zb) d d'où : 2 w C C4 b 2 d (III.23) U. (Z)°= 0 | 106$ > log —_— À nr Ê (12c2) ÉGARD 1-02
Naturellement, on' aurait pu obtenir ces expressidns directement, par un'rai-: sonnement analogue à celui'déjà fait dans les numéros antérieurs (3.1.4, 3.1.5, SOS SR
Remarquons que ce problème jouit d'une propriété "d'additivité", évifente à pribri' d'ailleurs, mais qui'se trouve nettement en évidence sur les formules LItIIT,21), (CHE MERE 2 A (EI1.83)]. Ceci’ veut dire que, si on connaît la solution du problème pour un segment bc et celle relative à un' segment cd, on'obtiënt la solution relative au segment bd, en ajoutant les solutions données, Sifnalons aussi'que, dans les formules précédentes, la détermihatidn des logarithmes doit être convenablement choisie.
Problème portant
Nous nous contenterons de calculer la fonctiôn U (Z). Posons dans ce para-
$graphe 14? (Ho) Set k = à LS AE ES An + 24 AE EE ER :
nr HEThe E on à à . À re \ 3 dw PR ARE (Z27-1) Re : 2 2 s 2m 4 42, E (k.) RAIN AE a mur Pre
7e d'où l'on'tire très facilement
au 2 4 a? (1+a2): (1+c)3(1-0) 5 Z (222%)
RG TRE CARE EE | 1 SRE 3 RE OUTRE res d? BE CR) (1+a.) [Le-2) CAO EE DA) (1-02) [5
Or, l'égalité
(b, 5 C» 1) = re PRTAT Ps 1) s'écrit c—d Bo) TS = ——i , 1-06 1+a ?
et si l'on: forme:la combiñaison LF*1)9 on en déduit l'identité
lenbi 24e 7 4 a? (1+a2) 4 TL s ce qui' permet d'écrire ë ; A: du. we ” Z (3*-1) :
! —= — (b-c)* (1-bc) — Durs ji; dz 2.BE(k.) [Ue-2) (zsb} cion) tiens rie bi l'ihtégratidn se fait simplement, à l'aide de fonctidns élémentaiïres h) UE ) SUbR LE EI) CO LE ol bee 1 ip nn RG quiur te PESTE FRERES #. BE (k,) (a-bc): \(e-2) (Z-B): (11-02) (1-c2)
Portance d'une aile A
On' obtiendra, d'une façon générale, les efforts globaux sur un obstacle par intégratiôün des pressiôns. Mais le calcul de la portance peut se faire par une formule générale très simple que nous allons établir.
Nous partirons de la formule
c EN EEN :
Considérons un triangle élémentaire OM!
(voir j18.36), M ayant comme A ee on (B, x, 0]3 Son aire est égale à D dx2
On'a, par définition du c,
2 CRidx J M1 M2 P 2
2 RE 67 ——@—— Î dx, M
À et U étant les images, dans 2, des génératrites limites de l'obstacle, £
le
lacet entourant la coupure (À, M). Si on désigne par (L) le lacet entourant la coupure bc correspondante, dans le plan: %, on a, puisque
re) DR
+ (are tr iv):
_ (C'l' dési Snant le cercle de rayon 1, modifié au voisihage de 1 et - 1. par deux petits arcs L l', mm', afih d'éviter les points singuliers (voir f1g.37): les flèches indiquent le sens de parcours .Mhenloneidunteercre (Co); Cr AT
SET Den ON sin 0 AZ = 22 —— ; dô = —— dd ,
aux points
mais
VOUS
CLPE:25)
(1+22) 2? 4 cos 8 2 cos 20
et comme
Ru. «ar: = 0 ;
on'en' déduit que l'ihtégrale est nulle, le long des arcs blm!';m À; les points Z/= +1 sont des pôles doubles de la quantité qu'il faut ihtégrer; mais on! voit facilement que l'ihtégrale, le long des arcs de cercle L l' et m'm reste fihie, D'une façon pré-! cise, si'on'désifne par R, et R, les résidus de la fonction:
in 175 (ter ee = D EL = TL ON AS DDULOUTEeN ; Te 2b SLR OeN Sie k 1+c? ti 1-2. 4 (Trb 2): (1+c2)
(thé Cire
bd -be)
PEL du | T — + — T e es Az = 1.)
On peut aussi exprimer C en fonction des valeurs de dW/d7Z aux points 1 p p n
et 1
III
n'(LHo Public)" a |; dw dw DES SR NU PPS TE LA = — 6 :
Bhcéo tbe)” dRtz=N) © dACz=-1 ;
on' peut enfin remarquer que
(ENALUE MEN AN AUAAUE CRE dt z=i) dY MOT:
LT) mec) es d w (TIT +27) C, = | (0,+1) -=—(0,-1)| :
Be -b): t1206)! JY 2Y
Appliquons ce résultat au cas de l'aile À portante étudiée au N°19 1er
HAN PA de dU MS w M (DC TÉS Ti bc) z | } _ Dia 2 dZtz=i) | BE Ne [e1+b JAUTEC ] d'où 2 a K CN æs 0 C, mere ne Beck.) \Vt21+b2) (1+67) 1-0? 1_c? « k. étant égal à ELITE à d tbe
Dans la théorie des ailes, on'désifne l'ihcidence par 1 et, avec les nota- CHONSMNSCNIES NO NMART CIRE
la formule (De (1), que nous avions en vue, est la suivante
SORA CHERE br eeir CE ——Û———— BE (4) (4+b7)t1+0f) Dans le cas où bd = -'a, © = a, on trouve AUTO QU
er Te RO ATEN
ou, encore avec les notations de la figure 32
ÉToDI20) | Ce —-t— 5; , = Z E C\ 1-Bte20 )
On'trouvéra quelques applicatidns de cette formule figure 38.
Si w, est petit, on' retrouve bien'le résultat obtenu au numéro 2.2.4, (aux notations près)
CRM NNTE we 1 ‘
Fig. 38
Det oi. "Etude dy cos renérel.-
Jusqu'ici nous n'avons traité que les cas élémentaires, c'est-à-dire ceux pour lesquels 1a: fonction w prenait une valeur constante sur chaque bord de la coupure. Nous allons traiter maihtenant, le:cas où la fonctiôn'”w prend, sur le bord supériëèur de la:coupure, des valeurs données
et sur le:bord ihférieur, des valeurs données que nous noterons
DAME ONE. S PAPE
Remarquons tout d'abord que la solution: du problème général peut toujours être: considérée, comme résultat de la superposition: des solutions d'un: problème W (CNE we (EX) purement portant (w prenant la même valeur —1 2 ___ sur chaque bord de
la coupure) et d'un’ problème purement symétrique (w prenant des valeurs opposées
DRE) 218, (X) : _ a “ sur chaque bord de 13 coupure). Nous pourrons donc nous restrein=
dre à ces deux types de problèmes. Nous noterons, en outre, que dans le problème purement symétrique, w prend les mêmes valeurs sur les deux bordstdemismcoupures
il prend, par contre, des valeurs opposées dans le cas d'un: problème purement por-: tant.
Une première idée, pour traiter ce problème, consiste à utiliser les solutions
élémentaires trouvées et à les superposer de façon convénable. Par exemple, pour un problème symétrique, considérons une aîle élémentaire, d'envergure infiniment petite, dont l'image dans 1e plan Z est un segment de l'axe réel de longueur À X; situé au voisinage du point X, et soit # = w (X} la valeur correspondante de w les vitesses complexes de cet écoulement sont données par les formules (IIT.21); (III.22), (III.23); étant données les hypothèses faites, on peut écrire, en: dé-: sifnant par AU.(2Z), À V (Z%), AW (3) les vitesses complexes
DL IEC) À HN URŸe LOS OP PE EDR T EX "TA 0p 0) NE NBC ES 2 NV eee lo A X , FE d'El ER Re se ae [ X X-Z AU (Z) = —— — lof AAA r Ê dx | (= PU
On'est amené à écrire la: solution du problème symétrique sous la forme
Fe x d S à k WEsun ne w (E) log: (6-5); (1-8 6) PER, T dE b
({III.30): VOTE wW (E) — ——' lof —| dE - T d'ENTFES STE b IC d à 2 : E_Z ë U (Z) = — Dit) Re 2— |d ; r 8 SOCRIPRE LE
les ihtégrales figurant dans ces formules n'ont de sens que si Z% n'est pas sur le segment bc. Si Z est réel et compris entre b et c, il faut les prendre en “partie principale". Pour justifierces formiles y Piment en'oivtre démontrer que la partie réelle de la: fonction W (2), définie par la première formule (III.50): prend bien:la valeur w (X) quand Z est réel (Z=X).
Pouracela Montcalleulenn (Z)'en‘un point dé Z.= X + 1 nn, NN étant positif et petit, en: décomposant l'ihtégrale figurant dans la première formulé (III.30)'en
trois parties ; KE. c X+E W TN EE re an 0) As b X+€ X2E
Ceci! fait, on'choiSit € et n de manière à ce que la dernière-intégrale soit ar. bitrairement voisine de la valeur
On'peut ensuite, en dimihuant, au besoih la borne supéribure, fikéepour m,. choisir ce dernièr nombre pour que
We? an + Hi
ob Jx-E
soit arbitrairement petit. Il n'y a aucune difficulté, puisque la quantité sous Le stiney est contihue en: 7%. Enfih'I peut être rendu arbitrairement voiéth:de
CN Det En
ce qui montre bièn que, si: n est suffisamment petit:
TL Lu «2 |- w (X) est arbitrairement petit, ce qu'il fallait démontrer.
Ce procédé, théoriquement simple, est assez délicat en pratique, car les calculs à faire portent sur des intégrales, à prendre en valeur prihcibale . D'autre part, dans le cas portant, l'applitatidn de cette méthode demanderait la résolution préalable d'une équatibn ihtégrale d'un: type assez compliqué, C'est pourquoi nous préférons donner les méthodes de calcul suivantes; la première utilise les "analogies électriques"; la seconde, purement numérique, ra-' mènera: le calcul numérique à celui: d'une ihtégrale de: PoiSson; or, nous avons donné, au naméro 2.2.7, un: procédé simple et précis pour résoudre un:'tel:pro-' blème.
Utilisation des "anclogies électriques
L'analogie consiste à identifier la fonction:harmonique w (X,Ÿf)'avéc un: po-: tentibl électrique Œ (X,Y), à travers un' conducteur constitué par un:liquiëde, oc-! cupant un’ bassih:à fond horizontal en forme de demi’ cércle (voir jig.39). Sur la. frontière circulaire # est constant,et par suite, la demi: circonférence sera portée à un: potentiel constant, potentibl qui’ pourra être pris comme zéro de l'échelle des potentièls. Cette circonférence sera donc conductrice; (ce demi cercle n'est autre que la:partie. du cercle (C;) du plants, pour. laquelle N=/0):0 Sur Te coupure bc, représentant le cône obstacle, on dispose des électrodes qui' pourront, au moyëèn de potentidmètres réglables, être portées au potentiel donné @. Pour pré-: ciser les conditidns aux limites sur les segments A'b et c A, il faut distihguer le problème symétrique du problème portant.
M RS PR (1) Pour toutes les questions relatives à l'analogie électrique, se reporter aux mémoires fondamentaux de M. MALAVARD (ref.25 et Æ#).
osci//ographe Ca Fhodique
Pont de mesure
Problème symétrique
w. doit être nul sur des portions de l'axe des X extérieures à la:coupure, par conséquent les frontières correspondantes du bassih:sont portées au potentiel zéro, c'est-à-dire au même potentibl que la demi circonférence A':B A; w est donné directement par un' problème de Dirichlet pur. Mais l'ihconnue: de notre problè-: me est la valeur de la pression, le long du segment bc, c'est-à-dire u.
Or u est lié à w par les relations de compatibilité qui’ permettent d'écrire SiMMare CeSsex du PAS d w
PART ARE
0w/O0Y étant proportibnnel à l'ihtensité rentrant, dans le bassih'par les électro des, quantité qu'il est facile de mesurer par un montage convenable) +. Connaissant aihsi'la: valeur de /u/9% il nous faut, en'outre, pour obtenir la répartition de pressidn cherchée, détermiher une valeur de uw, le long de bc par exemple célle au point ol?! , or sur l'axe OY.on: peut écrire
B du 1e 4 0 w
DYLIT TEL 0
(1)'On pourra, par exemple, alimenter les électrodes de la coupure à travers des résistances R,
assurant une chute de potentiel de Gen @ (wir fig. 39): Dans ces conditions, on a une relatiôn de la forme :
HET
——— .= X) (Dm, ue k (X) (P-')
k (X)'étant une fonction: qui dépend des résistances choîsies, et de la résistivité de la cuve, mais qu'il est toujours facile d'obtenir; la manibulatiôn à faîre est alors la suivante; les résistances R étant bibn déterminées, choisir les valeurs de ®, pour obtenir, sûr les électrodes, les valeurs de G données par les conditiôns aux limites.
(2) Nous supposerons que le point C est sur la coupure. Dans le cas contraîre le procédé indiqué ici peut se mod{fièr très facilement,
U (X,Y) étant nul au poiht 8 COS IN)
LL
ot di 2Y à ‘ 1e Bu (0) = ge a (0,6) dé =|— a NOÉ Oo mm (0, —— dt. 1tt 0 Y 1+Y | Fri 0 0 D'où COR et): | ii «31 CRETE Ie Ne WUOo,t) © dé , ‘ (1+t2y2 (0]
On’ connaftra u (0) par une simple intégrale, si l'on connait la répartition des w (celle des y) sur l'axe OY. Or ceci peut se déterminer très facilement, le problème est donc entièrement résolu,
3+1.3.2.2.- Problème portant.
Les conditiôns aux limites à réaliser pour le problème portant sont les mêmes que pour le problème symétrique, en ce qui concerne la demi'circonférence A':B A et la: coupure .b,c. Sur les segments A'b et c A, il faut naturellement écrite : du d.w TRE dn
c'est-à-dire que les parois correspondantes seront des parois isolantes,.
Mais ceci'est insuffisant, Si on'ne prend pas de précautiôn, la fonction: harmonique correspondant au champ électrique aîhsi réalisé ne sera pas une solu-: tion’ du problème aérodynamique posé. Hün'effet, 11 n'y a aucune raison: pour que lesgradient de ce: potentiel soit nul aux poihts: À et 4A', car l'ihtensité tenA et A', en général, n'est pas nulle. La fonction dW/dZ correspondante n'étant passnulle en Z = + 1, nous avons déjà fait remarquer que ceci: conduit à des singularités jihadmissibles pour U (9%), (voir N°9.1,1:1,),
L'examen du problème élémentaire portant, admettant OY comme axe de symétrie, va nous permettre de mieux situer la difficulté et de la résoudre. Si on!:réalise au bassih'les conditïôns aux limites précédentes en portant les électrodes de la coupure (-c,. +4) à un':potenti#l constant, il est bien: évident que le potentiel aihsi réalisé dans le bassih, restera, fini en tout poiht du champ même en' A et A'. Or on obtient une solutidn en prenant pour ® (X,Y), la partie réelle de la fonction: analytique F (Z), défihiè par
dr où
À étant une constante réelle.
Cette solution ne correspond pas à la solution du problème aérodynamique (voir N° 3 1.7.), qui, elle, donne une singularité en (a2-g%)7#2, pour la: fonction W (2%), aux environs de:7 = +. a. ‘Il s'ensuit que w (X,Y)' doit: être infini ment grand en des poihts voisihs de +a et -2 (41)5 11 faut done tenir compte de cette particularité dans le montage.
qq
(1) On rencontre 1à un exemple intéressant de précaution à prendre dans un problème donné lorsqu'on applique le principe des sthnglartités minimum. Ce principe nous a conduit à poser, pour
(voir suite page 80 ....
Or, ce n'est pas la nremière fois que l'on rencontre. des problèmes d'analogie avec sihgularités (21, On sait qu'il faut alors réaliser, aux environs des points + a, un modèle matériel, partiellement conducteur et partiellement isolant, schématisant la: disposition d'une liffne équipotentielle électrique et d'une ligne de courant.
Dans le cas qui nous intéresse, aux environs du point X = + a, on'a K étant une constante réelle et, par conséquent, si on pose = 7 1 l * ve W.(02):=:wr(X, TJ)" Æ 770 (X,Y) ,
et
DANS
les lignes w = constante sont détermihées par
F0 EIRE COS MU)
S.= S, Cos = EURE PAT RE Res $ 2 2 et les lifines w} = constante par P ee) SEMUISANCOSNO)) Si rÉS ELA e Z :
s; et s. étant deux constantes positives. Ce sont donc des cardioïdes, ayant la disposition donnée par la: figure yo. On trouve également, sur cette figure, le schéma: de la singularité qu'il faut placer en D
et c. La: manipulation 'est alors la suivante: la circonférence ABA' étant portée au potentiel zéro et les conditiôons aux limites étant réalisées le: long de la coupure bc, on' porte la partie conduc-: vriceudes deux sinpéularités a des potentielsuassez élevés oui doivent être! déterminés! pour que 1h” tensité aux points À et A':soit nulle (naturelle ment, si le problème présente l'axe OY, comme axe de symétrie, les deux sihgularités doivent &être portées au même potentiel, et la nullité de l'ihténsité en: A assurera celle de l'ihtensité en: A'), Ceci, du point de vue pratique, se réalisera en: séparant en À (et événtuellement en'A'}, sur la demi circonférence, une petite électrode qui ne'Sera pas alimentée et dont on opposera le potentiël au potentibl du reste de la circonférence, à travérs un' appareil de zéro. C'est cétte cônditiôn:
... notre problème aémdynamique, une solution pour dW/dZ en far ete Mais lorsqu'on fait l'analogle, le bassin électrique n'a-:aucune raison; à priori; de sawir que l'on veut réali-
ser des conditiôns autres que celles portant directement sur W (Z): Il fappifque " donc le principe des siñgularités miniñum, en réalisant la solution pour dW/d4Z en°(a2_72) -1/2,
(2) Voir, par exemple, les références 27 et 2. Depuis plusfeurs mois, également, le laboratoire d'analogies électriques de l'O.N.E.R.A. util{se fes singularités pour l'étude des écoulements comprèéssibles subsonfques, dans le vlan de l'hodographe,
du potentiel auquel il faut porter la partie conduc- C, (et éventuellement én b). Le champ Y(X,Y) réalisé vertu du principe des "singularités minimum", proportionnel au champ w (X,Y) de la composante de la vitesse suivante OX3.
Ceci fait, la manipulation se déroule comme DOUTMLENCISSSMÉLAIqQUe Monet Sure les intensités, le long de la coupure (b,c), ce qui: fournitrles valeurs
du/dX. On déter:. e la valeur de # au poiht O en relevant le champ des valeurs
de w, le long de OY, et en: appliquant la formle (III.1).
qui: permet la détermination:
Pre dénlarsingularité. en dans la cuve, sera alors en:
3-1.3-2.3.-' Mesure électrique du C, dans le cas du problème portant.
Dans tous les cas, les efforts globaux peuvent se déterminer par intégration, Toutefois, dans le cas d'un problème portant, on aura une vérification supplémen-! taire, en utilisant la: formule (III:27) que nous écrirons
An EF (rc Ou So =, NRC EUR Aile 0 : RE nie) NL ANTON AE QUE
En effet, cette dernière formule permet d'avoir directement le ts por une simple mesure électrique, donnant l'ihtensité rentrant au point B, cär dw/dY (0,1) est proportibnnel à cette jhtensité. A cet effet, i1 suffit de détacher, aux en-: virons de B, une petite électrode ({f1g.41), et de l'alimenter par l'intermédiaire d'une résistance R arbitraire. Toutes les conditions aux limites étant satisfaites, il suffit de régler ® pour que le potentiel en B soit nul, comme sur le res te du demi cercle. Le C, est alors proportionnel à ®.
Le schéma du montage utilisé est donné par la figure 39. Il n'est pas ques-: tibn, ici, de donner les détails opératoires, les précautidns prises pour augmen-: ter la précision, la détermination des échelles et la: réduction des expériences. Céci: fera: l'objet d'un exposé ultérieur.
Nous donnons simplement ici les résultats des premières expériènces faites suivant ces prihcipes {1} Dans chacun des cas étudiés, nous avons traité le (voir renvoi 1 page 82 .../
cas élémentaire portant et le cas élémentaire symétrique, ce qui permet une vérification du procédé,
1) Problème élémentaire symétrique a = 0,6 , D = L>.
Désignons par ce le coefficient de pression correspondant o
(OMS AS PE 0,18 | 0,24 0,30 0,36 0,42 0,48 0,54 | 0,585 c, 1,20 1,248 | 1,306 |1,400 1,946 [2,340 |3,140 |5,160 (e] - | expérimental :
Es 1,299 1} 1,230-|21262 Ra, 318 ol 1,694 .11,916 |2,336 |3,072 | 24,640
2) Problème symétrique : cas d'un cône lenticulaire. Si la section x, = pau cône obstacle donné est formé de deux arcs de parabole :
© * théoricue
LUE
€, étant un nombre positif petit (voir figure 421) la fonction w (X,Y) doit prendre -surmlarscoupure,, les valeurs:
W:= 6 (CR? .-4 5x2 D
rappelons que :
on peut écrire le coefficient de pression
(1) Il y a tout lieu de penser que la vrécision obtenue déjà sati ê DX sfaîisante, pourra être amélior M ployant un matériel mieux adapté que celui qui a été utilisé. Ces expériences ont été HARAS. lisant souvent des montages de fortune avec le matériel existant au laboratoire. É
Les résultats trouvés ont donné, pour à = 0,6,
ET Te een P, (X) IS us 2 LS DE EE 1,181| 1,285 1,849 25472
À titre de vérification, on'a: étudié également le cas où la répartition de W le long de l'axe des X, était donné par
Les valeurs trouvées pour le ch correspondant ont été les suivantes :
on à posé : (@ =,-80p, (X)
ee MÉRITE
naturellement, on doit vérifier que pP (XX) + 2, (X)uet 2h (C, Jprennentiles mêmes valeurs. Or on a : ;
8) Problème élémentaire portant AE sk TRES MOTOMES
D ne
ei 1,56 pure [os 256 [are
4): Problème: portant : cône parabolique w = €, (k? + x?) on: posera C = Fu NE ’
3.1.3: 3.- Méthodes purement numériques. Utilisation du plan: 2.
Nous avons introduit ce plan'au numéro (1.2.5.). Rappelons que Z correspond à 3 par la: transformatibn conforme LANUE ; 3 2+1
et que, dans ce plan, les relatidns de compatibilité s'écrivent (III.26) _'B du = z dJ = —— «an .
Un' des avantages du plan Z, ihtéressant dans la pratique est que l'on a HSRES ENT LH 1Y) Ssursltarenréel
x, étant l'ordonnée d'un'poiht de la:sectiôn HUE 8, situélsur .# Mer O0, dangele
système d'axes 0%,%, x.
Certaihes des formules établies précédemment, s'écrivent plus simplement. Par exemple, si'on' désigne par (À, u) l'image dans z de la coupure (CB; cdu5ian Da niormlentTiTi21)SLécrEiXx
; 4 Hz CIS 294 24 2920 NN EU PET SNS TL À-2
W (z)'se présente donc comme étant le potentiel complexe d@ à deux tourbillons placés au point À et HU et d'ihtensité opposée, De même, la formule (III.24)' peut SHECTIIRE
6 EN ue 2) CLEDE dr Ie TENTE ra) BE — ——————_——— ES B £ (k.) TER T [HSE AUzEN)
Si on pose À = cos RE H = cos rh)
yet w étant compriB entre O et T, :
Vsiny sin
Vi +62) ta+c2) 1
k GS = et Las = RE à s ; g 5 à sine sa sin 5e Dans le cas où H = pce on’a, «eniparticulier SUR w C Ga L ; fé B m1 (k) k?_x?
rappelons que BOURSE)
Cas. du problème symétrique
Soit donc à résoudre le problème correspondant aux conditions aux limites 1 = f(x), sur le bord supérieur de la coupure, ” = -:f (x) sur le bord ‘inférieur.
La formule (III.32) nous conduit à représenter W (z) comme le potentiel d'une répartition de tourbillons portés par le segment À LU, par suite
1 Fou):
W (2) = 2 | ———— di TL u_2
En'un point - du bord supérieur de la coupure, on a en effet
1 M Tee au WP) Te Te + POLX)Oe D hiL toi
l'intégrale étant prise en valeur prihcibale, Posons sur la coupure
À +u dt —: À À + H — À RS eee à ee COS 0 Qi à U = — +—— cos 8, a 2 8 F2
tue Ris
supposons, pour commencer, que
HONTE) NO, et que F (0) soit développable en série de Fourier
[ee] MoutO ler A sth #0: CRT:
alors : HT % AA _ (AH sin Qlsin0 us cos 0 - cos
Admettons en outre, que l'on puisse ihtervertir les signes 2 a D'après un: résultat connu (ref.13 p.270)
do =
cos 0 -'cos y
1 Îsihr 6sin 849 1 [cos (#21) 8 cos (n+1) 0] 5 ñ / cos Ô - cos ST
Le}
[sih (n21) y -'sin (n+1) w]
2 sin: y
et par suite
1m (DIE—
À, cos n @® … On voit aihsi que w/. (0) est la: fonction conjuguée de F (0), ce qui‘ pouvait s'établir facilement par d'autres voies.
Mais d'après la: relation de compatibilité B Qu x D % PL
PEN ER LEE TAN Ce
et :
du x dw' x co ‘2 = EST DH: A SUN MT NIONS dv B\/1-x?2 pr B 1x © D posons: :
(III. 34) G(p)=-ŸnA sihn®.,
G (G) est. la:dérivée de la fonction conjuguée de F (4%). On a donc
La connaissance de.F (®) entrafhe celle de G (®@) par un calcul d'opérateur trisonomébtriqge: (numéro 2.3.9.-L'et."par-suite, celte de +. Pourrétabliriarior
mule (III.35), nous avons fait un certaih' nombre d'hypothèses. Ces hypothèses se ront satisfaites si la dérivée de F par rapport à ® satisfait à une condition de Cauchy Lipschitz.
Pour calculer la: pression, en chaque point du cône, il faut intégrer la formule. (III.35), mais pour cela, il. faut connaftre la constante d'ihtégration.
La détermihation précise de la fonction u sera facile à obtenir, lorsque nous aurons approfondi’ la nature de la fonction U (Z). Nous supposons d'abord
LE} H
Pour étudier la fonction Ü, nous allons effectuer la transformation conforme “du plan Z, müni’des coupures (=, =_:1), (-°M, +), -(4, + ©), tracées sur l'axe réel, sur une couronne annulaire. Ceci est immédiat (voir, par exemple, le numéro Mr2-722). 501% d'abord z, une variable complexe défihie par
dz Ÿ
dz (H2-22) (1-22)
Le plan Z muni de ses coupures se trouve alors représenté sur une bande O0< Ÿ (ES KUEqU plan z,, et sur une aire annulaire du plan Z, (voir figure 43): limitée par les circonférences CE de rayon 1 et YA de rayon: : Tr: |
LS A
Remarquons que, sur le cercle (Y_); A (z,)'a hneéspirtle réelle nulle. -Suproe
Sons connue la v leur du coefficient À; sur la circonférence (ST AElLOS SZ" Héarde comme partie réelle constante: : : $ TT RUN
(TI1:36) ATOS AC À
Or, d'après un' théorème biën connu de la théorie des fonctidns harmonidues, (voir ref.29), on'saîit que, si'une fonction! harmonique, uniforme H (x,y}), défi: nie à l'intérieur d'une couronne circulaire, prend sur les deux cercles frontibres, les valeurs @ (0) et ( (9), Ô étant l'angle au centre représentant le point courant sur chaque cercle, on'a::
RT en Po (8): de _ CEE
Ce théorème va nous permettre de démontrer le théorème suivant
IUEORENPE OST = -tX, lalfonction u. (Mesatisfait à l'égalité
K (UM) étant la fonction elliptique de première esbèce relative au module KL:
fr KL) = EN Os ASE ES HPLSRUS cos ? ®P (o] En effet, la. valeur moyenne de la partie réelle de “à (z,) Sur lencercile LS ee, doit être nulle, or la valeur moyenne de uw sur (2 s'écrit 2T 4 K # dz 4 T $ dz ne BA 2 U dz. ——— UE —————————_—— , 2 T 12, SR Ve AK \ea2-22) (1-22) o (0) en' désignant parle lacet entourant la coupure (-H, +M), dans le sens direct,
Mais la fonction u (®@) prend les mêmes valeurs, en des points ayant même abscis-: se sur le. bord supérieur et sur le bord inférieur de la coupure, par suite cétte
valeur moyenne est égale à
1 Tu (o) do
ER? UC 0S LD [o)
Pour que Ja valeur moyenne Dee ATE Aou (& 6) soit nulle, HAE Cu ira suffit que celle de u soit égale à À log qg, ce qui justifie le théorème. On utilise ce théorème de la façon suivante
p 2 / S Soit u. (@), une primitive de ——, calciülée bar la formule (III. 35), s1.: o {D
TE Ep U u, (p'd
ce J Fr ms = — FRE
La valeur de u (@} chercnée peut s'écrire:
u TB} =TATOS ONE ue (p) —- C +
Pour établir ce résultat, nous avons supposé que la. coupure s'étendait sur le segment (-U, +H), symétrièue par rapport à l'origine. Pour ramener le cas général à ce cas. partipulier, 11 suffit de faire une représentation conforme analodue à célle déjà faite au numéro 8.1.2. Soit
Les
cétte: représentation: conforme faisant correspondre à la coupure (À,H) du plan z, la’ coupure:(=k, +k) du plan'z'. On'a, en: particulier TRE MON PEN CES LEE La valeur moyènne de u sur le cercle image de la coupure (-k, +k), du plan z',
dans la représentation conforme qui’ transforme le plan z/ en'un'anneau, s'écrit d'après ce que nous venons de voir
1 usdozl 4K(k) - kZg12) (isen?) a ( en: désifnant par 2' le lacet entourant la coupure (-k, +k) dans le plan 7’ Mais da ,(1-&?} dz!' = SE SAC US ; (1-&Z ) 10%? DA er RUN a 2 (k2-z/2}:(1-2/72) = —— (1-22) (Hz) (1-03 ) ? oi à Foian) ça a. (1-aH)
Remarquons que
(1-GÀ) (1-4) H— À 1-42 k 2k La valeur moyènne s'écrit alors ( De MC
4K(k): | 24 de IE Aie) Le N)
Létant le lacet entourant dans le sens direct la coupure (À,U).
Posons enfih::
la valeur moyenne cherchée sur le bord supérieur de las Coupure”stécrit
On en' conclut, comme précédemment
S1 u, (P) est une primitive calculée à hbartir de Éd DR ARS D
T 1 |}H-À HAN Eee 2K(k):V 2k TRE x ' (e]
La valeur de u (9%) cherchée est
BE VS DEphiecu |) MAVlOÉ grec n
Tout reviënt donc au calcul:de la:constante A. Or cette constante se calcule très facilement en consiférant la partie imagihaîre uv! (x,y)'de:U. (2).
En'effet
Lorsque, dans le plan z, on entoure une fois dans le sens direct de la cou-; pure (À,H), la partie:imagihaire de U. (z)' augmente de _£T A. Sion: entoure: la: coupure par le. lacet , on' remarque que #/ (x,y) prend des valeurs opposées aux deux poihts de la coupure, ayant même abscisse, mais situés sur des bords diffé-! Ténbs- rONMpeUL doncrécrire
1 [ du!
Le ut) dx , nr | a À Male, d'apres léssrelationside compatibilité, on péut. aussi: écrire’: u 1 x Dw
Ba TER dx À
ce qui! permet directement le calcul de A, à partir de la fonction :
donnée sur la coupure.
Toute: l'analyse précé'ente suppose que:.f (x) S'annule pour x = À et x = Ki. Il nous reste maintenant à ramener le cas général: à ce cas particulier. Or on! peut poser
Je {x} s'äannulant pour x = À et x = LL, et ex et CE étant deux constantes conve-' nablement ra. Le ere alors peut se ee à la superposition de trois
problèmes, BD SCNLIE TO AS ARLES PES
le second où
le troisième où :
Les deux premiers problèmes ayant déjà été traités, il ne nous reste plus qu'à traiter le dernier problème. Posons done
(7 RE TS et cherchons la: fonctiôn U (z).
f) F ta 2 2 Z WO(S) mm) dt = (UN) 2 lof 3 T / Ce TC me À CMOS adw 1 Z VS los soi -'— (M-À) , dz T Se LTE RTE Ne 07 Etrdanres #26) dU À z Us (URLS CNE bn À (Lez) USE)
d'où par intégratidn (en détermihant la constante d'ihtégration:pour que U.{1) ait une partië réelle nulle)
si DIRE 1 + 1-U z + ÉCOUNESTS
U, (5) = ='——— TER OS D NE B x À-£ 1-u? | NP (HIMIMEARS ES DIE 1. 1-Àz + (ie?) (i-A2).
LOS À AS À 2 N
În' résumé, pour calculer numériquement les pressions, dans un’ problème symé-: trique, il faut effectuer les opérations suivantes 1).Se ramener au cas où w (x) s'annule pour -x = À et x = LU, Suivant le procédé qui: vient d'être exposé, 2).Calculer les constantes A [formule (111.88)] et q° [fornate (171.36)] . 3h! Calculer la fonction: G (®) par un'opérateur tri fonométrique. ou [|
4) Calculer © [formule (HSE une primitive # (@).
5) Calculer : T 1 Uo (®) d
2 KL(H)y/ INTER cos 7 @ É
u (@)'est alors donné par la formule (III.37):.
Fxemple : En'appliquant ce procédé au calcul du cas du cône paraboliäue où
AT En à 2 DES ERP ex2) CREER,
on a: trouvé la répartition des C suivante P
NES Dee Je Jo | ECIES 6,810 pass [uses 3, 196. | 1,102 | 1,088
la comparaison est donnée par la figure 44.
Fig. ut
Ca/cu/ numerique Analog'e éJectrique PET RÉ ee 7 Te Eee
Sect/onX;=B
À = 0,882 ou 6:07
Etude du pro blème portant
Nous nous limiterons, pour simplifier, au cas où le problème admet le plan: O,x , comme plan:de symétrie. ; Considérons la fonctidn W (z); on' peut la mettre sous la forme: : W (2) = AN, (PE NE A ON A RE
We {z)' étant la solution en W du problème: portant élémentaire (pour lequel PEU A une constante: réelle:et F (z) une fonctiôn qui! reste fihie dans le domaine où est défihie W (z): Nous poserons le long de la coupure :
fe
ONE TONER AT NS RE 0 el 2 2
posons de même Ui (al = AU CET ES Re
G (Z)' étant la: valeur de U. (z) correspondant au. cas où W (z) =F QE
Nous désifnerons par pg (x) et g' (x) les parties réelles et imagihaires de
PEMÉONCLIONMONS)EMSUTElanCcOoupire,
Si'on: remarque que, le long de la coupure D £ va d'w dx 0x
on' voit que les relatidns de compatibilité permettent d'écrire 9 dE 8 Jp! x df A © w HERO de | a de 1_x2 dx 3
1) (x): étant la: fonction donnée par hypothèse;
déoù d
do 7e DL = B EE VE 2 77)
supposons que ne soit borné, on’ peut envisager le développement en série Le =
trifonométrique de dg'/d®@, sous la: forme
(IIL.40) Se To
Or, G (z)'peut être envisagé comme le potentiel d'une répartitiôn tourbillon: nairerporveerpar latcoupure (enibarticndierelatpanmtiemréelle dent AR esS Et ntnale surliare réelrenidehors de: larcoupure).
Considérons une répartitiôon: tourbillonnaire d'intensité g (pl'=2B Sin ® .
La valeur de dg'/d® sera identique à celle: écrite dans la: formule (III.40), si et Seulement si :
comme cela: résulte de calculs très simples, déjà effectués au numéro précédent.
On'en' déduit donc la valeur de g (@) corresbondant à dg'/dp, défini.pur La formule (III.4Q), par un‘ opérateur trigonométrioue dont Le calcul numérique ré-. sulte des considérations développées au numéro 2.3.3. du chapitre 2.
On: peut aussi simplement calculer. d'abord
dg æ (RSR TA) Te DR TMRGoS fi Le do HI A
par une intégrale de Poisson, et ensuite en déduire g (®)' par simple intégration ‘en remarquant que
RP MER CAIEPOURA A PA O0, P=Tr
e problème sera: donc entièrement résolu lorsque nous aurons calculé la: constan_: te: A. On peut, comme précédemment, poser
() (z,)' étant une: fonction uniforme à l'intérieur de la couronne ES *) du plan: z, précédemment défihi,
P (Z,) a une:partie réelle nulle sur le cercle CHE de rayôn'1. Par conséquent la valeur moyenne ae R[$(2,))] sut le cercle (Yo) est nulle. On en déduit donc, comme au numéro précédent que
NT NN ARC ES DEEE Er
CETI 40) AB LToS ge
w étant connu, il est donc facile de calculer A + B log q. Tout revient donc au calcul de B. |
Or, sion décrit dans le plan #%, le lacet ane entourant la: coupure (-=M, M)
dans le sens direct, la: valeur imaginaire de F (Z) doit augmenter de _-'2 T B, par défihition. Or
Mais 5 est connu | formute (IT. a) | s‘et-paer suite tie % GiTn:419)) B = — ——_—_ dx T X U x —M
En: résumé, les. opératiôns à faire sont les suivantes
1) Caleul de g' (o):
AJ Citceul: de dg/dp; =par unefhtégrale de: Poisson: 3) Calcul de g (®@); par une ihtégratibn: de dg] do. Galeul, de B [fornute (TIE- 450 |.
5) Calcul: de Afformule (III.42) |.
Le résultat s'écrit HU, =TAUU. TOLE+r 57(0) fe) Û i , u, (®) représentant la valeur de vu, pour le problème élémentaire portant quand
ne = Je ;
Application : Cône parabolique portant
GENERALITES
Du poiht de vue mathématique, il y a une différence essentiëlle entre le cas où le cône obstacle est entièrement intérieur à (['), et celui où, au contraire, i1 n'est pas entièrement ihtérieur. Si on se place dans le plan Z, la différence apparaît clairement. Alors que les mouvements étudiés au numéro 83.1. conduisaient à des problèmes de variable complexe, relatifs à une aîifre:annulaire, les problè-: mes qui: vont être étudiés maihtenant seront relatifs à des aîres simplement con-: nexes Ceci-simplifie considérablement l'étude, Il y a lieu de prévoir que nous n'aurons plus à utiliser la théorie des fonctiôns elliptiques, et dans l'étude numérique ou analogique des problèmes, nous éviterons les difficultés posées par la détermination de 1a: "constante d'ihtégration", pour la pression {voir N°3.2.
Mn NCtA.1. 1.4.)
sironvse place dans le Plan: Z;vles fonctions 7), Var Ne 7); eneSseron. plus identiquement nulles sur (Ce Nous allons montrer que les relatiôns de com-: patibilité prennent alors une forme particulièrement simple,
FRE 2 Z dV 212 dW III, 44): 7 = RARES : dz em dz 2 dz ?
et si. l'on remarque que sur ESS du. CALE Z ju = lee dz ONE
on-déduit des formules (III.44) les relations suivantes entre les parties réel-: LÉSU PAU, ur der US VS WU SOUPE
du “é du + du (III. 45) PU RD en Re nr d8 cos 6: dû: sin 0 d@:
La connaissance d'une fonction u, v ou w sur un arc de cercle de (C, ) en=: traîne (à une constante additive près) La connaissance des deux autres.
Il est facile d'étendre ce résultat au cas où U, V, W présentent certäihes
discontihuités., Soit A un'poiht de (C ):'d'argument on et NUPESe te QU'eMLe Mp'arer tietréelle dent (x) augmente de À w ne 0 passe de e, De + £, £ étant positif et arbitrairement petit. Soit (Y) (voir figure Fe Rose arc de cer: cle centré en: Az et ihtérieur à (Ce On'a l
Au | “A dz Ÿ az ) Mais : va | Here .
d2 dU e & : À uen | d az ;
Par conséquent, dans Le cäs où dU/d7, dV/dz; dW/d& ont en'A, un’ pôle simple, i1 suffit d'utiliser les relatidns de compatibilité, pour établir'les for:
mules
sil (III.48) HAMEU RS ne TU Conte w
cos 8 sih @
REMARQUE. -: Les formules que nous allons établir par la suite, seront démontrées dans le cas de figure où le cône obstacle se trouve en entièr dans la région:
x, > 0. Mais i1 suffit de: revenir aux généralités du numéro 1,2.2., pour recon-! naftre que les résultats obtenus seront valables dans des cas plus généraux, Dans cés conditions, on peut avoir, dans la région (A') (voir figure 2), des do-: maïhes empiétant l'un sur l'autre. Mais il n'y a:aucune difficulté car les rela_: tions de compatibilité dans le plan (f, 0) formule (I.22) montrent que l'on connaft parfaitement les fonctions w, v, w, dans le plan (A') grêce aux conditions aux limites, On remarquera l'identité des formulesn(iTl, 45) er tre)
3°2.2.-' CONE DEBORDANT TOTALEMENT LE CONE DE MACH (ftgure 28).
Si onutilise JTenplan: 7%, le: problème revient à détermiher les trois fone2! Tone TOR) UMTS ET )Lodénmanièerezs ce due, V, lu," Sotént nuls sur Mesrancs TENCCTENESAA F5 A" A2 (voir. 18.46) et que w prenne des valeurs données, d'une part sur la li êne À AÂ' À,» d'autre/part sur. 1a.1ÿfne ATt- AA A!.Contrairement à ce qui se passait + le ‘problème précédent: les deux demi. esbaces, séparés par Le plan x. = ©, sont indépendants. l'un: de l'au-: tre: Du poiht de vue mathématique, il s'agit par exem-' ple de détermiher la solution dans un des demi: cer: cles détermihés dans (C,) par laCot Dire AENRASSAON Suit aumrinmaraucunetdistiactionthéoriouer entre le problème symétrique et le problème portant. On: pourra: naturellement opérer également dans le planz 11 Suranlien alors deldéterminers lamsolutionvdans un demi plan, le demi plan supérieur, par exemple, la fonctidn w = f (x) est supposée connue, le long d'un segment À KL, comprenant à son'ihtérieür le seg_! ment -liirident'are réel, EI116e est nuile sur de res? te de l'axe réel.!lt!
(1) Voir Annexe n° 3
Problème élémentaire
Comme précédemment, nous allons commencer par l'étude du problème élémentai-=' re, c'est-à-dire celui: où w = w, sur le partie d'un: cône située dans la région’ RE PE RO
#4, PE, Opérons, par exemple, dans le plan 7; la fonction W (Z) —"w à une partie réelle
nulle: sur le segment AA' et les arcs AA. et RARE et égale à - w, sur lare
À A, On peut, par application du principe de Schwartz, étendre sa définition à
un “érele complet, la déterminatibn de cette fonction est alors classique (voir par Æxemple,oref.18 p: 102).
Ceci permet d'écrire immédiatement
11 1+2%2- 27 cos de (III.47) W (Z)i= w 0 lo — ; 5 T IT cos Da
le: logarithme étant réel pour % réel, 0 et 0: étant les abscisses angu-' laires respectives des points Aù et Age La: fonction V (Z%) peut se déterminer par exemple, à l'aide des relations de compatibilité
dv w, 2°+1 1 1 RICE 1 dz I 221 3 el01 Top Le mel 2 ze 2 LUS
Däns l'ihtégration, il suffit de choisir la constante d'intégration de ma-: nière à annuler la partie réelle de V (Z), sur l'arc A,A,. On'obtient alors
LED) e 0 3-ei02 GOPPMeNMW UT Ie | coté she lof CRAN ES -' coté 0, log 5 IrsDreiaite T +ERe ENT 1 8e! 2
les logarithmes ayant un argument nul.sur l'arc ARE ONÉLOUVER DONTURRreSETA leurs suivantes :
V = coté (HO EE w, Coté 8. 5 S Mere RA, :
UV = uw AE \ É 1 ' MES s] p ; SE larves À A, .
valeurs que l'on pouvait d'ailleurs écrire directement en vertu des relatidns (1) GPS )Mer (ANT e:26.)5
Pour écrifre:la: valeur de v sur. l'axeé”"AukriT faut calenler l'ersomentdes
e SET 1-ge ii Or:
ei05 y :@ Re Os ATEN le er CEE 1=-%e ji Pour calculer cet argument, pour Z = X, on: remarque que le module de:
et RTE le Ze) est celui de Led Le soit 1+X7 -'2X cos. 6: d'autre part sa partie réelle s'écrit cos 9: (1+X2) _'2X. Si: done on: pose : :
E——————_——_— RER EE ER en
(1) Ceci montre que l'on pouvait écrite directement la formle i a (III.48), sans écrire les rela-
Ê be PR eos 0 2ix VII T..49 ): Arf ES NS RTE CREER Er
1Aicos 0e de ! COSES . .- 2 ra aies : 7 l'arc cosihus ayant d'ailleurs sa détermihatibn' prihcipale., On' trouve de même
tele Home 092 TrRCOS Ô,
d'où-sur l'axe AA
w cos 0 Ty x - cos 8 D Ee or coté 0 SCC DCE REIN Er An pete coté 0 Arc cos ROLE STE : T ericest0: 2 1 SE xiC0E 10!
1 2 Le calcul de U (Z}) est tout à fait analogue. On' trouve Dr ol)ieE (a) CS ir me îe à He + 5 Z).= lof DNS los :
Br |sin 6, NL PTE CE D VA ; les logarithmes ayant la même détermination que dans la formule (III.48), On trouve, comme valeur du coefficient de pression (w, = &) 2 à 1 ———— p B ET) À SUP LISTE ANA, LE (E: sa RAS Î °. F2) Re = U de ( 52) L 8 Re ; sur ARC A A. , k 2 4 COS TOY s x-ecos 6:
C =——|—— arc cos L +—— ATC COS ——?- ; Rp lESTE cos Dei 1-* cos 0!
SH
et la dernière formule (III. 52) s'écrit encore :
Ârc cos
2 & cos 0:-x x+60S sa (III. 53) CC = ——— NE OT NIET EE ni 0 1e NE A = P B x stAuD} 1-Xx cos CES 1+%X cos 8:
4 sin 07
AC SA << Brsine: \f1=%2 cos220"
Pour utiliser ces formules, i1 suffit de relier les angles 9" et os Br JL forme géométrique de l'aile \'donnée ({f19,47). On'a, par définition
cos D: = 1/8 tané ©, , cos 0° = 1/8 tané ©,.
Rappelons également que
Oh trouvera, figure 48, quelques applications de Ta formule tira
3.2.2.2.- Résultante des. efforts normaux sur La ré-: gion sûpérieure (x 7 ep Ee
On' peut, comme au numéro 3.1.9, donner une formule simple permettant le calcul de la résultante des efforts normaux. Désignons par ee le coefficient
sans dimension caractérisant cette résultante, GE est défini par l'égalité
D: Fr Cp dx F F aie
a FoérsX-02280 a
CN FA
les ihtégrales étant prises dans le plan z, la première sur le bord supérièur
4 Sans dinensibn, C iorts normaux sur la: région: inférieure (x, 0), par
légalité:
caractérisant les ef-
de: la coupure (À,u),la Seconde sur le bord ihférieur, Cette défihition entrafhe
que le ce Slobal d'un: cône s'écrit
mn + Ses C, = C: HET ps Or M a 1 dx = —" e * cos a cos 8, D'autre part ke M ieue Se dx = 2 à HN Ur AN RE R U. (23): 20 dz , À À AAA (1+2°) | 1-2° Mais l'ihtégrale de U. (3%) 3-» le loné du contour fermé: \B: ASAUWASS (1+22). À É (f18.46) est nulle, D'autre part U. (Z) ayant une parti réelle nulle sur l'arc
A ons a‘ :
ARE
Dans le cas du problème élémentaire étudié au
aw 14 cos 9: -cos dA(z=1) RE Co os cos UOTE + 2 24 CAPAIRIE pis) CNE" = —
A ENT RTS
Si on pose = -:11, suivant la notation habituelle
cos Ê' _cos À: 2° ; : : dA(z=i)
DEMÉTONT 202 5 AO
dans la théorie des aîles.
Nous retrouverons ainsi un résultat rémarquable : La valeur du coefficient + : :
C, est indépendante des. angles 0. et 0°.
3.2.2. 3." Etude du cas général par la méthode des analogies électriques.
La méthode exposée précédemment (numéro 3.2.9.3.) peut s'appliquer ihtégralement. Il faut diiposer les électrodes sur les arcs AA, A'A et sur le segment A A’, Ces électrodes doivent être portées à des potentiels donnés, l'arc À: 140 conducteur est porté au potentièl O. Enfih; au poiht B, on détachera'une petite électrode dans le but de mesurer la résultante des efforts normaux; cette résul-!
tante, donnée: par la formule (III.54), est en'effet proportionnelle à l'ihteñsitésrentrant en'B,. £
larvaleur de, sur les arcs) A Le et A'A, est immédiatement connue par sim-' ple intégration:
n'effet si, par exemple, w. désigne la:valeur de w donnée pour
fE 9 = de MS , (E arbitrairement petit positif), on a (Al, d'après (III.46) 1) u = 1 :
1 B sin'0
et les formules (III.45) permettent le calcul de # sur tout l'arc A A ,. Tan a donc lieu de mesurer les ihtensités, sortant par chacune des électrodes, que le long du segment A A', Comme précédemment, cette ihtensité, proportionnelle à Jw/9Y, fournit immédiatement la valeur de /u/9X le long de l'axe OX,grâce à la formule
du DIE C'w
Comme l'on'connaft la: valeur de y äux poihts A et A', on dispose de données Sürabondantes pour calculer 1a'valeur de vu. sur IMaxe AA Tleniy a done pas beSoinidetrelever une distri bivionsaupotentiel min TÉRIeUrT IeMeMCuve Mcon= heddaneilencister;posé aurN 301.22.
3.2.2.4.- Itude du problème général par des procédés purement numériaues.
Pour simplifier l'exposé, nous nous contenterons d'examiner le cas où le cône donné admet le plen 0x x, comme plan'de symétrie, Cela revient à dire que dans, lerplañ 2, la fonetionnwy (x)lest pairerenr x, sup ASe coupure (-H, H) repré-: sentant le cône donné.
Soit w, lavaleur, dé:w'aux-poihts X = Tel -xN= 1-7; Mons poseronses
(1)'FhySsiquement, le fait que la pression sur les génératricès limites du cône obstacle, ne dépendemt que de, l'inclinaison qu plan tangent, le long de ces génératrices, est évident. Il traduit "l'indépendance" {voir N° 1.2.4) de ces génératrices limites, par rapport aux autres génératrices du cône obstacle.
pt st QT X< Us ON POSER À = —, À = et FF = f , On" U ar cos D, (6):= f (x). On: remarque que F (0)'= 0. Ceci: dit, il est d'abord évident d'après ce qui! précède, que l'on: peut
calculer immédiatement la pression, à l'extérieur du cône WE
Pour calculer la pressiôn: à l'ihtérieur de (T' comme la superposition.
; on'considérera: l'écoulement
1 —- d'un’ écoulement élémentaire (w: = -'w,, sur toute la coupure),
2 -' d'une ihfihité d'écoulements élémentaires débordant le cône ([) ét symétriz: ques par rapport à 0 xx «+ Ces écoulements donnent, au, poiht x (x — 1), un: coef-: fitièent de pressidn égal à ‘
: 4 ENT dF À Fe sin 0:
EE © — pre Sih P BT sin 0 dû 1-x? cos ?8 É
3 -' d'un écoulement symétrique intérieur au cône: de Mach, cdéfint: par w=sf (x): sur la: coupure (-, +1). On'peut, pour le calcul de cet écoulement, appliduer la
méthode du n° 3.1.3.3. Remarquons simplement qu'il n'y a pas besoih' de détermi-: ner la constante d'ihtégration, puisque l'on sait que: = O0, pour x = + 1.
3+2+3+-—' CONE PARTIELLEMENT INTERIEUR ET PARTIELLEMENT EXTERIEUR AU. CONE DE MACH: (T) [figure 30 |.
Problème élémentaire symétrique
Le:cercle limité par (C, l'doit être entaillé par une coupure C A (voir figure 49), la partie réelle de W (Z)' prenant la valeur constante w, = à, sur le bord'supérieum dela coupure "et la valeur -'w, sur le bord inférieur. Sur le cercle: {(C ); 1 est nul excepté sur l'arc À À où w = w,, et sur l'arc À A où w = - w,. On'désifnera par Z = a,-l'affixe. du! pointe Cretépar de l'argument de A, sur le cercle (C, }e
La: fonction W (Z) s'écrit sans diffibulté
y | | W (2) = w, + RAA LE 9) (1-& 2) :
T (gel) ter 1) l'argument SUR RP" étant choisi’ égal à care) (ge i0n)
zéro, au point A, sur le bord supérieur de la: cou! pure. W (Z) n'étant défihi' qu'à une constante imagihaire près, on peut aussi Écrire). / 7) 2 Z 2 a D 0
APE
résultat que l'on pouvait prévoir immédiatement.
On'obtient facilement la valeur de C » le long de l'axe OX, 11 suffit d'éerpire larformule- (TITI. 40)
2 & 1 cos 8: -x PU PTS (PTR,°58) C = ne CR — loé !
P T B Si neo! TLkTeoS D 10 ART 1 L EX lappelonsaquenTe- : 1+X2
; TL AR Cas particulier : Supposons que ds — ya = 0, dans ces conciLiôns 2)
SUR CPAS ; CRE , L p B CARS SON 2 & ON CCRMRTE 3 sure nSesnent ss A CNE APCUNCOS ME RNA rchetniEr)e Fr O Br 2
Rappelons que, dans toutes ces formules x = B — EST 7%, AONMÉLANteleSCOoZ
ordonnées semiipolaires d'un'poiht de l'aile À, dans le système d'exes (0x ,x,x, et que cos 0: HI DRLE uw.
3.2.93-2.-' Problème portant élémentaire, dans. le cas. où & = 0.
La transformatiôns.= VZ transforme letcercliem(C Menton demi scerclendans le plan de la variäble complexe s. Dans ce plan, À et A':ont pour homologues M. et M''(voir figure 50). La fonction W (s) a'une partiè réelle nulle sur l'arc 0 M et égale & we. Sur 1ES &meSs AM; BM''et sur le segment À: B.
Nous allons chercher directement la foncetibn U(Z) ou plutôt la fonctidn'U.(s). En'effet, U.(s) a sa-partibrréetle nutie-sursM M''et, d'après les rela-: tidns de compatibilité, l'on'sait que, comme dans les numéros précédents
we SE ns UE ——— sur AM DA UE HAOSRNE 15?
1 = Wo L
FES ASUUD BM':e
B sin 0
De: plus, la: partie: imagihaire de U (S)'est constante sur l'axe réel et, par PERS peut être posée égale à O0. On:'peut donc prolonger analytiquement la: fonce: TioOnUU (Fs)r2travers l'are réel, U. (s)'se détérmihe alors comme solution d'un: problème de Dirithlet, à l'intérieur du cercle de rayon'unité.
On’ a i uw see SAUT US) = 0 0 lo ———" , B TRS 0. PILES se” t0v2,.
1e logarithme valant 1.7 pour s. = 1.
Il est alors facile de calculer u sur l'axe réel, c'est-à-dire sur le segment OA du plan original Z,. Posons
2 2 PS 1+72 des?
La quantité sous le sine logarithmique s'écrit
RER À s2_1-0. 1 s sin —
SRE ES hs da
son'argument est égal à celui de
s : 2 Ce M US R ee 0 DER
Or la partiè réelle:et le module: de. cette expressidn sont égaux respective-' ment à
PS1) 4 s2 sihés LL = st,4.2.0 52 [5 _cos Cr et Q:
(s224)2 + 4 s2 sin 1 = st,4 10 s2 cos QE !
DÉC w 5x (ascos 20:
Ur nee ATC COS RSA ES , BTrsin 0, L 1-* cos 0° 2 & 2x (t-cos 0:) (TS .60) neo 1 one Di hoc cs B 7 sihitos) 1-x cos 0, “ “ TL Cas.particulier : Supposons que “LS PAS 2 & Cas ATeRCOS AC EP XI)
3+2-9.3.-' Problème élémentaire portant dans le càs.où a £ ©.
L'élégante démonstration qui vient d'être faite pour à = O0 et dont le prit crperse trouve dans lé: mémoire origihal de Busemann, cache une difficulté et a conduit M BESCHKINE (ref.lIl)' à donner une formule dans le cas où 4 #0 qui, au
moins dans certaihs cas, conduit à des difficultés. En opérant directement eur la: fonction U, on risque d'oublier les conditions supplémentaires que, du fait des relations de compatibilité, il faut faire intervenir si on°ne veut pas. avoir des singularités pour Les. fonctions. U, V, W, en d'autres points que les extrémités de La coupure.
En‘effet, si'U.(Z}' est régulière à l'intérieur du cercle (C°);, V (2)ret 07) auront une singularité logarithmique au point Z = 0. Nous allons étudier le cas où àa £ O, en'étudiant directement la fonction W, et en nous astreignant à ne pas avoir de sihgularités, en dehors des génératrices limites du cône. Nous reviendrons d'âilleurs sur cette question importante au N° 3.8.
I1 s'agit donc d'étudièr le cas où # = w , sur l'arc À À. et sur les bords supérieurs et inférieurs de la coupure CA (voir fig,49) et sur l'arc A A'; la transformation: Faq
(QE DTA
qui conserve le cercle de rayon unité, nous ramène au cas où la: coupure est disposée suivant un rayon. Enfih la transformation: :
DER
conduit dans le plan' ‘S.à rechercher une fonction W (s) dont la: parti réelle prend la valeur w, sur les arcs BM,, B'M° du demi cercle de rayon unité du plan: DOSiItIT Jet sur le segment BB’, ets'annule Snrelare M,M° par application du principe de Schwartz, on peut prolonger la: fonction: W (S.) — we. au demi-cercle inféribur du plan s., Cette fonction est défihie par les valeurs de.sa partie réelle sur la circonférence de rayon 1 du plan s. Mais dW/d7 devant s'annuler au point Z=-1, dW/ds. doit s'annuler pour s. = +1.
Pour satisfaire à cette condition, on s'autorise à admettre, pour W (s), des points singuliers aux points M; Hd, M, M ECLAU VpPOTn tes = MO Or eds pres MERE de du numéro 3.1.1.2, ce point peut être un pôle d'ordre un, le résidu étant
nécessairement imaginaire pur.
Soit 1k le résidu de ce pôle, on peut donc écrire
W IS) = w, + G(s) + ik ; Se
G (S)' étant une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle de rayon: 1. 1+s2 i
Mais sur le cercle LS | On à est imaginaire pur. On'en déduit imré-
diatement la fonction G (s),; et par suite, W (s) est de la forme. :
1 .w 1rS TS 20e fi 1 + s2 W (CS) = w, — CR TS - D FAR EE L CO M le cu È | 2 Pa FE | | — étant l'argument de l'affixke du point Me On'calcule U (S$) grâce aux relations de compatibilité : a U: a Ls2 2 Pr 1 2 2 ÿ | à ta) Les a) DE 7 DC ) ok tsf+a)' (1+S<a): se te none TN Te > CS BAR?) STATE sie PTS PAP 8 (i+a2) :S24S2+1)
GATE
que,
k es Treos in Bio pour Ut s)0:
| 2w a (1-5°) 1 W LMP Ne po e Brest (ras BT
Le calcul de C
2 Z (O+a)' (1+0 a) 22 1 (O224) (dat)
On'vérifie immédiatement que les points s.
par suite les poihts 7 =
Le
dans le plan:
D RM) PAT OSp
est alors simple,
du, numéro précédent
(1+2 a cos P,+2°)
(1-42) sin
+ 1. ne Sont pas des pôles (et
lo
TX
FONSSS @, (1+a?) +2 a + à (1-a°) sin,
2 s2 Btathie a ULr2 7) 4x, st ++ Uira?) 01+22):4 a ; 1-x%, shoosur-ltaxe réel;-ontpose ra 2 4 D A 2 > À THB | Dre Dans ces conditions cos 6H SE CRI 621 cos ®, =—- À 4% cos 0 d ét par suite: :
20e re pee Ce = ILES UT MANC < p L nap=sine0, 4° a & ASE 2 Cu MIEL SSpuCN =." a — — ———— IC cos P à FYs x BP (iz)"cos —— (Ka) (127% T B sin :
sur-le bord supérieur dela coupure:A C.
Si a = x, = 0, on retrouve bien la formule (III.60);
CO
il suffit de reprendre les calculs de la fih:
_xx —-(Xx-x:) cos 12% —( 2) er
la formule donnée par
la première intégrale étant prise dans le sens direct, sur le lacet entou-
rant la coupure.
Mais, avec les notations adoptées
al NX = % ; = , { ( cos pr ét : H 1 12x. cos 0 GR Dog = —2—|1- .
\ cos ge & cos ge D'autre part je 1z = - CES de az _ p (1+22)2 ve 7AjACAAS Mais 1-72 ASE [ -2?
F (1+22) 7 (1+29): LASER AYACAAS J'ALACAA AjA'AS +, R 1 R; et R, étant les résidus de La: fonction à intégrer aux poihts 7 = 1 et % = =71; finalement :
2.4. COS 0! dv aw nn ne" ON 2e EC ee 2) E Ë — —=—) “ B (1-x, cos 9°) FN En M D TS Dans le cas purement portant (III.64) 2 ARNO A0 cW Ca = ———— ER è 6 (1-x, cos 8°) GAZ EE NT) Faisons l'applibtation de cette formule au cas élémentaire dwW aW PSE dw 1 Pie PACS de dr ds. 2 \/ GO (1-a2)? ‘ On posera: pour simplifièr pour Z% = "7 B 7% | PAR TUE A CLS POIPS rene too De go = el :
ES On: trouve alors que: :
A ] ï 2 —— ai i 1 w sin B cos 2 ; d'A Lz=1) TR (eos SES SHCOS 6) cos Pi $ d'où (uw ="@) ; 4 © cos 6,sin 8 z B titcos B cos 0.) (cos P,-cos Pc tie
SIMONEUTTILIES EVébalEté (TII.68) défihissant ES etsi on pose: K = "1, 14d62 Signant l'incidence, on trouve la: formule tres simple: : bicoe & (III.65) Gr Z :
p cos et
Cas. général
L'étude du cas général peut se faire, soit par analogie électrique, soit par le calcul, Les méthodes à employer résultént de ce qui'a été déjà vu awx numéros FR 1.3.2, 31 3%, 32.2. 76t 3 22,4.
Tndiquons seulement que, dans la résolution: du problème portant, par analosie électrique, il: faut disposer une singularité au poiht C, comme celle défihie au, numéro 3.1.3. 2.3. Le réglage du potentièl, auquel il faut porter la partie con-: ductrite: de cette singularité, s'obtient par la condition qu'il ne rentre pas d'ihnz tensité au poiht A'4 Pour vérifier cette condition, on'utiliëera le procédé déjà indiqué au numéro cité. à
Naturellement, la détermination: du C, globalise fera tres facilement, en mesurant l'intensité rentrant au poiht B et en appliquant la formule (III.64).
8.2+4.-!' CONE ENTIEREMENT EXTERIEUR AU. CONE ([') (f1g.209),
Problème symétrique élémentaire
Le problème consiste à déterminer U (2), V (%); W (Z), par les conditions suivantes : la partie réelle de: W (Z) prend, sur l'arc AA, (voir ftcssihdqu/ cer cle (C, ); la: valeur constante W = ce et la valeur - %, sur ares ASS NDeTeSs autres portions de (CC); cette: partie réelle est nulle. On: peut done écrire: immédiatement la valeur de la par-:
biéiréellerde U, (2j“sur:le.cérele (Ci) formules (III.A45), (111.46)|. C'est une: fonction paire: de l'argument 0: On: a: :
HERO, SUR EUSS, 7! À, ; 14) “1 PRÉC eee : sur l'arc ASE B So LAS TL “£, DRE (eee PRES p SUP ARCeAPA < B sin 8" sin 0! É 1
d'où pour la fonction U. (Z), la formule
. me TA :@:
(III.66): A be AE He ee USER —— 10 —$ — —— 108 ——;$r Br |sin:0, < tiens sin' 9 tee oi Er
les logarithmes prenant la valeur i 7, au point Z = 1.
Hecaleul complet demi) et NO) ‘offre également aucune diffipulté.
On: déduit de cette formule le calcul des pressidns sur l'obstacle et en: dehors de Ifobstacles
Dans le plan x.,0x,, le coefficient de pression vaut
2 à 1 ee 1 SU NO ous, p B sinr0
2e & 1E sr
Cry (=); dans là région comprise entresiMobetacleperle P 6 Sin Os sine os
SONATA CRE URPOlNUERO;
Rappelons que si &, et w, désifnent les angles des génératrices limites de J5t Sete avec 0x, on‘ a par définition (voir figure %2)
cos 8: CR ie ü, , cos ® = 1/6 té ü, «
Enfin, à l'intérieur du cône:de Mach, aupoinet PO ROLE ETES
DO d cos 0 -x QUE en ART RCOS EE Ar" P Perelhsrh 8, LEXRE OS 0 ‘ cos 0 -x JAUÉ STE AP MOOS ER SA PNR £ 3 3 sin CE 1-*x cos 9
si x = B-2, les arcs cosihus ayant leur détermination prihcipale.
Problème symétrique général
Le problème symétrique général ne présente aucune difficulté, câr on peut opérer par superpositibn, soit
la valeur donnée de la composante de la vitesse suivant Ox , le long de l'obsta-: cle (O2 0 < 9). Les de donnant le C, s'écrivent ifmédiatement
c, = a Le au point de l'obstacle, de paramètre 8; sih: SL (s) 2 24 a VPEL.67) Fee - , derrière l'obstacle et en dehors du cône (l'), B sin 0 8-0 8° +0 2 cos 0:#t dCE CEE APC. COS = ___— à l'intérieur du p T 1=4-cos 06 tathr0); Cône de, Mach.
Les intégrales des formules précédentes doivent être prises au sens de Stieljes, ceci étant fondamental pour le cas où & (0) présente des discontinui_: tés. Il y aura,en partitulier, à tenir compte des deux disScontinuités, la dis continuité + & (0:);, pour 0:= CES et la discontihuité -'@ (8,) pour J'HÔL.S Crest
pour ne pas oublier ces discontihuités que nous avons écrit certaines limites des ihtégrales CES DE » 8; A à 5
3+ 2.4.3. Problème élémentaire portant.
La: solution obténue [formule (111.66)|, pour le problème symétrique est valable, car dW/GZ s'annule nécessairement aux poihts Z% = + 1, ou encore dU/dZ s'anz annule au point Z = O, ainsi'les relations de compatibilité n'entraînent aucune autre singularité que les poihts he et À, Pour le problème portant, nous allons voir qu'il faut prendre quelques précautidns, si on'veut encore satisfaire à cette condition!
Supposons d'abord que les points Ass À A5 Dr + A4 aw
75 Mo rl ds Des Onbpeutaalonsécrirerlesvaleurseden Av, 1, sureTescercie d CZ (a,
(CE) énmubitisant les relations (III1.45) et-{IITI.46), -aïnsi que les conditions aux limites. Celles-ci:nous font connaître que w prend la: valeur w, sur LG arcs A,A,, AA? (f1g.#R1). D'autre part, la composante w contihue nécessairement én dehors du cône (puisque représente la pression à une constante près) et, impaire en'x., doit s'annuler dans le plan Ox x, en dehors de l'aile À donnée. Par Suites =D sur: le cérole (Co); en dehors des arcs AA,» AA: On: en déduit, comme précédemment, que, sur AA,
; et A; de soient des pôles simples
(04 Jù VE URCOTES 0: : Va — ; 2 B STAReT
mais sur l'arc A LE sin: 6:-sih:6: cos 0: -cos 0 NET DAT er EEE ES DAS Rex LE AT FE | Pere in 9 sin' 0:
remarquons alors que, surillarc. A 'zAf,; #rprénd les mêmes: valeurs que-sur l'ere
A À , alors que v prend des valeurs opposées. On: en déduit que la région: du plan Ox,X,, comprise entre Le bord de fuite N. et le cône de Mach: (voir ft1g.52) est alors.une région: de discontinuité: pour la vitesse.
UV. dw On: voit aînsi que l'hypothèse faite (pôles simples pour —, —., GE AGE
compatible avéc le fait que U, V, W, n'admettent pas d'autres sihgularités que les points A,» FPT: VE” A, On' peut d'ailleurs s'en rendre compte autrement pour satisfaire le plus simplement possible aux conditions aux limites, imposées à MA rlpSnurrit décrire: Ux(%) sous la, forme
res ten
1 Œ Te \7rcos FRET D CZ) = ———————————— 1 0 ———— il LE £ 2 B æ sin 0: 1-2 2 cos) 0 +2 car cette: fonction: U_ (Z)'satisfait bien aux conditions aux limites requises
pour: lavfonctron: U (3)4 sur la circonférence (C ): Mais du BAL Z-cos 0! Z-cos 0:
Draps 1 e - Ne Er sin 0, 1 ro 2 IL ALCOS Dre £
SUD RERO
U Lo,»
7 1). E mt ner.
1Z z=0 Br sin 6,
(cos op _ cos b,)'.
Si done on veut que les fonctions U. (Z), V (Z), W.(Z)'n'admettent pas de sih=:
Sularités à l'ihtérieur de (C, }, la solutiôn: U: (7)ene-peut'étrenretenne telle quelle, paisque:lés fonctions. V,n(z)een D (Z) correspondantes auraiëènt un poiñt critique: logarithmique à l'oriëihe ll),
Nous sommes done conduits à modifier la solution U. (8), en introduisant une singularité, en l'un'des poihts A ou A (et, par symétrie en'A'‘'ou A): Physique ment, en vértu de la règle des siffnaux ihterdits, il: faut placer cette sihgulari-:
té au couple de points A À"; car la génératrite limite À (#f1g.#2) qui tient lieu,
de bord d'attaque (ayant pour image le couple de points À, ,A'!' dans le plan 2) est indépendante {voir N° 1.2.4.) du bord de fuite (couple de poiñts AA; dans le: plan:Z): On'voit alors qu'en posant
z cos 0: +72 At iCt (cos 0: -cos CP:
PSS) Te (Ame ce nm PNR “ 1
— EE ; ’ T p sin 0 27% e0s 0,+2 ñ B sin LES 1-2 Z cos 0° +2
où’ a, pour U (%), une fonction satisfaisant aux conditions aux limites sur (C \), holomorphe à l'ihtérieur de (C,), dont la dérivée s'annule au poists4r = 0, pan suite conduisant à des fonctions W (Z) et V (Z), ne présentant pas de singulari-: tés à l'intérieur de (C,). D'ailleurs cette solution est unique, sion tient
compte «du prihcipe des sihgularités mihimum.
On’ peut alors calculer les fonctions V (Z%j'et W (Z). On! trouve ainsi, pour We)
me 30 ei02_7 TN CE (1-cos CE cos 8): ei01z Î Rage Pos EU LE Te) = A CE CN ENS sé log 10: + nr re Penn p, sin 0, 1-%e Va (RSS 0!) RSS 9 -cos by SEL ñ sih 2: 1+22 9 7% cos og et: :
i & Lez) (Z_e-102). ic :_e PI FO) AOS) = Te ects 0, log ee + < en mes T tgeidi) (9e) TH siht0, Meme
On’ trouve'alors que, sur l'aile (are AAC la composante v vaut
Yi = 00 coùSs LES :
Dans la résion- cu plan Ox.x,, extérieure: à l'aile, la composante. v est tou jours nulle, alors que w prend une: valeur constante, sur la partie comprise entre le bord de fuite et le cône (ll)
1ECOsN0, cos u0 19 OT QE Re D cl
sin: Py:sih.04: sin\0esinr 04
cos
(1) L. BESŒKINE (ref.Il) a pris comme valeur de U (Z) la foncttôn'U Z); wir plus loir N° 5,5.2. la distussiôn de cette question. C4 L PAS à HAS
Enfih,; dans la partie du plan'Ox x,, intérieureà ([')' (segment À A')}, v = 0 et w est donné par la formule
œ cos 0! -x { ù Fe ; PELLE, 74) Re cos: 2 Re ECO Hs cos 01) RS ne 0: -x te. 1=x cos 0, M sin 6! sin 0, 1-x cos 0!
&. cos. Op _: NT AE Ci cos ce | 1x T sin 0° J=r cos CJR
3e 2:4-4:- Problème portant général.
On'voit immédiatement que si l'on désire uniquement calculer la pression sur l'obstacle, on: peut utiliser la même formule que pour le problème symétrique général (III.67).: D'ailleurs, l'étude des valeurs FACE NCA etEr (Th danse cas, général, se fera également très simplement par superposition: On vérifiera facilement que si # = & (0) est la valeur donnée de la composante normale le: long de l'obstacle (0 .< 8 <0,), on a, par exemple
A ÊÜ +0 ; P 2 z / 1+2 2 UTC a] & MAN TE | lof A EE ETES x (6) è Br) AT Nb iene d sin 0 Q 0° +0 + re COS PONTS “es à RD EE ne ES START ue Me eee nn Le 4 (va .
Bæ(1 2 Z cos 0, +22) PE (0);
et. on pourrait écrire des formules analogues pour V (Z)j'et W (2).
Riéhalopie clectrique pérd,donc, dans-cé cas, dé Son’ intérêt, puisque lon: sait résoudre explicitement le problème. Remarquons simplement que la singularité à placer au bassin au point image du bord de fuite est un doublet.
_3.3.- Remarques complémentaires sur les écoulements coniques infiniment aplatis.-
CONTINUITE DES RESULTATS
A la fin de cétte étude, il ne Sera pas inutile de constater brièvement la continuité des résultats obtenus.
Si par exemple on prend un écoulement élémentaire, débordant le cône de Mach et que l'on: fasse tendre 0! vers O0, 0 vers T, on' trouve, en faisant le passage: à la limite correspondant dans la formule (III.52), comme valeur limite
du ‘coefficient de pressiôn :
Section X1=/ À = 0,8824
En
Fig. 53
Ca/cu/ numerique Anal/ogïie electrique
00 É CORDES ; 1 x_cos 0 c, = cr lim = pÂrc COS et. 5 + lin Se Are cos er = Br fesse ; 1-x cos 0, DT sin 0: 1-x cos 0, (MIE u72t)
HTEV LE 4 & fs = + —— 1-x 1+% Brin er Si maintenant, dans un écoulement élémentaire, symétrique ou portant (voir N° 2.1.2.2. et 2.1.2.9,) on! fait tendre. b et c, respectivement, vers =1 et 4, on retrouve la formule (III.72). D'ailleurs la. formule (III.72)' a déjà été écrite, à la fin du N° 3.1.1.%, On' trouve enfin le même résultat en portant également dés résultats -du N° 3.2.3. Par exemple, Si, dans la formule (ÆII. 50) ont faititens dre 8: vers zéro et & vérs -1, on'obtient
DUT
à 2°a x 1 COS A0 2% 1 a-X = — | im ——— ACC ———L — + lim tr = d B 7 de @: sin 0! 1-%x cos °ES RSC Re Le Ë De
2 A0 1+X JR 4 & 1 Se + AR e TE 1+X
De même, énpartant dE U(IIT.88), et en faisant tendre a vers 1, 0 vers 26 ro (, tend vers zéro) :
p ste en lim RL CMOS DT PQ Een ee en ne TNT 2. h A «Lrx B T Goes th 0! EC EE di ec * ù + Mr o ( Me Le]
On' peut de même vérifier la continuité des résultats, dans l'hypothèse où une Seule. des génératrices du cône obstacle est située sur le cône de Mach. On obtient ainsi un cas limite entre les écoulements étudiés au N° 3.1.2. et ceux étudiés au N°9:2.:3.. Supposons, par exemple, que l'une des génératrices limites ait pour ima—
se TOMPOQURT AL 1, la deuxième le point 7 =, Set ÉAR, on' trouve, quelque soit la manière de faire le passage à la limite pour le problème symétrique 2 & dre 2 a X-# Gare + log NÉS A ON Et SERRE ET sb)
et pour le problème portant
- dt TX 2 € na ia) 22 a (x | = + = PE — _ a æ p CS AN ENT EE TEE GET (1-x) (dx ) BK IX) (1-0) TX a)(1-0X)
On'vérifiera de même. la continuité entre les écoulements étudiés aux numéros RANCE DS 2 lt
3.3.2. DISCUSSION SUR LES SINGULARITES POSSIBLES DE PROBLEMES PORTANTS. -
Dans tout cé chapitre, nous nous sommes astreïihts à donner des solutions qui satisfont à la condition déjà souvent énoncée : n/admettre, comme singularités dans. Le plan:7, que Les. génératrices limites. du À, et parmi. toutes les: solutions hossibles, choisir la solution: rébondant au brincipe des. singularités.minimum.I1l y a là une hypothèse qui se justifie par sa simplicité et que nous avons faite ici, ne disposant pas de résultats expérimentaux susceptibles de guider notre choix, pour placer iles singularités (1) ,; Nous allons rapidement voir quelles sont les possibilités théoriques, lorsqu'on s'affranchit de cétte condition.
Une première possibilité théorique consisterait à admettre des singularités. possibles sur les génératrices du cône de Mach, ayant pour image les points Z = + 1, dans le.plan Z Ceci. nous paraît difficilement admissible du point de vue physique. D'ailleurs, à notre connaissance, les divers auteurs ayänt traité des problèmes d'écoulements coniques, ihfihiment aplatis ont toujours éliminé cette possibilité (voir, en: particulier, ref.10 et 11). On' comprend mal en effet, comment la pression pourrait devenir infinie aux environs de ces génératrices.
TE
(1) L'étude théorique des mouvements, en fluide incomPressible, n'a été rendu possible et efficace que grâce à la célèbre hypothèse de Joukowski qui indfque le choix à faire parmi les singulari tés possibles pour le mouvement. Dans l'étude des questions traitées 101, il y a in-: certitude dans l'état de nos connaissances actuelles sur les conditions auxquelles doit satiéfaire la solution: théorique pour représenter au mieux les phénomènes réels.
Par contre, il y à moyen d'obtenir des solutions différentes de celles obte_: nues au cours de cette étude, en tolérant, comme point sihgulier possible, le Dante
Nous ferons d'abord la remarque générale suivante: : prenons le cas d'un’ cône où une des génératrites limites a pour image le point Z = O dans le: plan: Z; dans ce cas, la pression reste fihie au voisinage. de la' génératrice limite correspontiante. Ceci: résulte des formules (III.28)'et (III.24), dans le cas d'un cône entierement intérieur à ([')' (numéro 8.1.2.) et les formules (III.58) et (Ii1I.60), dans le cas d'un cône partiellement extérieur et partiellement ihtérieu: à ([l')}, (numéro 3.2.3.). Nous allons montrer que, en utilisant des repré-: sentations conformes, conservant le cercle (CS il sera possible même dans le cas où OX, n'est pas une génératrice limite, de définir une solution du probleme portant, telle que la: pression reste finie, le long d'une génératrice limite intérieure à ([), à condition d'admettre le point Z = O, comme point sihgulier.
Reprenons en effet l'étude du numéro 3.2.3.39. où a Æ0, on peut en'effet se ramener au cas où @4 = O, par les transformations déjà utilisées 2-0 2
QD » + z OC e 1-a7
La fonction U (s) qu'il s'agit de déterminer est alors définie, à l'intérieur du demi cercle et elle satisfait exactement aux mêmes conditions que la fonctiôn: U (SJ, étudiée au numéro 9.2.3.2. On' aura donc
(II1.78) User rer | .
B T SAAOE (S+€ = A ul
?. étant défini à partir de LE par. I'épalité (TI 65) rÉScLenonsMoonQu tee valeur du coefficient de pression: :
PA 0 3 2 (4=x, À (i-cos Pr
€ =— …-——… — Ar eos | — ?
p B T sin 0: : 1-X%x, = (x-x ): cos P.
väleur déjà donnée par BESCHKINE et qui se déduit dela: formule: (III.68)'par suppressiôn': du terme en:logarithme. Ce coeffibient de pressidn reste fini, le
long de la génératribte limite intéribure à (TT) : x = Xe
Mais, Si'on'calcule les fonctions W-(%)vet V [%); correspondant à la fonce tion: U définie par (III.73),; on: trouve:les résultats suivants
® | ou th s2 =HFPNSE cos —k (7) | S-1? a (02 Hs Sos | AS CRE NET ROME IE Le] T : ps
ER PURE cosŸi T 2 (s#1 \/a )(1 Aa : S a-1, a+1 cn a lof | ——— sa a_1 :
; ; (o) 1. w SLT Tr SUR EUR ER Tee JL GES DHL TE pRR EEE RC ER Re T À 2 mi Se FO CITRON
iv, pl 1 si Ve) Lee ren Ve T “A EX AC (s.+1 (s+i Va) Ye ne
STE) Ces formules appellent les remarques suivantes (voir f19.#4). Supposons a>0
1)' Sur la réfion'de l'obstacle comprise entre O D et 0 A, (| Aré Se ROLE
(= NT) o
V w coté QE
résultat qui'est bien:conforme aux formules (III. 44): et (TITI. 46):
2) Sur la région:de l'obstacle comprise entre O D et
O À, Srésv réel [ics< 0 » pour lar face: x O|, onivoit que = w. sur chaque face, tandis Que v
cos 1 LRRer \fa
3) Surelarrégiontdu-plan OXN%, comprise entre OÀ, et OX, (s est imagihaire pur et varie sur le segment O6) v garde: des valeurs oppo-!
SOS + W —{- , tandis que w augmente indéfihiment, en:
prend les valeurs opposées + w ue [e)
sées constantes et égales
ne
= valeur absolue, \
4)'Sur la région du plan comprise entre 0x, et O D':(s, imagihaire pur, décrit LéSCEMENLLO PB}, vest' nul: wiinhfini sur 0x, SÉANATMeNSUAOMIDAE
n'arrière de la génératrice O0 À, que l'on peut considérer, comme le bord de fuite de l'aile À étudiée, cette solution foumit donc une zone de discontinuité: dé vitesse (la discontinuité étant dirigée suivant Ox,), occupant la ré: gion 0 A,,0x.. De plus: l'axe Ox ; est une droite singulière Pour l'écoulement. Cnereéncontre ainsi un Schéma assez séduisant. à première vue, et qui: rappelie l'étade de: l'aile:en mouvement subsonique; derrière l'aile apparaît une zone de discontinuité de vitesse, produite par des tourbillons dirigés suivant 0x,; et la singularité, rencontrée le long de l'axe 0x. ; rappelilente "tourbillon: marginal" de la théorie de l'aile. Comme en subsonique, ce schéma d'écoulement appa-: rat comme 116 à lumeondition d'avoir une pression: finie le TLlongs-dù bord'de fie te.
Les formules (III1.74) nous montrent éfalement que l'écoulement trouvé ne répDondipas aux conditions aux limités, »51, a est négatif, c'est_2 dire: si d'ohstaz CHENE SENDASASIICUE d'un même côté du ‘plan: Ox x . En effet, dans ce cas w admet: brarvisuriiobstactéesune discontinuité aux environs de l'axe OX; or Ceci est incompatible avec les données aux limites PES
Hétnêne, 54: on veut appliquer un» procédé semblable, dans le:cas" d'unrécou lement symétrique, on s'aperçoit immédiatement que le résultat est incompatible avec les données aux limites, puisque l'on obtient une disScontihnuité pour w.
Envisageons maintenant le cas d'un écoulement autour d'un cône entièrement intérieur au cône de Mach, les génératrices limites étant d'un même côté que Ox, (fig. 55)'et la pression restant finie sur le bord de fuite O À. La fonction U (Z)'est alors de la forme :
(1)' Cette solution, proposée par BESCHKINS est donc certainement à rejeter dans le cas où a est négatif; la figure 6 donnéé par BESCHKINE (ref.II) semble montrer que cet auteur n'a Das vu cette restriction fondamentale. Il faut alors certaiñement adopter la solution N° 3.2.3.3.
ETÉ
Renard) DRASS
C (b,c)' étant une fonctidn:. de. b et de c.
Oni voit alors que, si’ontcaleule V (CZ)met en (C7) on' trouvera les mêmes particularités que: précédemment, le point Z = O sera un'poiht singulier. Dans la région comprise entre Ox. et © À; on constate une discontinuité de la composante V, alors que la vitesse w de-: vient infihie le long de Que
Fig. 55
La questidn qui'se pose est la suivante : dans. Le cas. où Les deux génératrices. limites, 0 À, A AD À,; sont d'un: même côté de Ox., doit-on: adopter Les: solutions. exposées. au cours.de ce chapitre, que nous. aphellerons. solutions. du type IT (singularités: sur 0 À et O À ).ou Les. solutions. que nous. venons. d'indiquer que fous apfellerons soluÿions. du type II (singularités. suivant CPAS et 0x ./.?
Notons tout d'abord que par raison de continuité, i1 est de toute nécéssité d'adopter l'un'ou l'autre poiht de vue complètement; on'ne peut admettre une so: lution: du type I pour les écoulements complètement intérieurs, et une solution du type II pour les écoulements partiellement extérieurs et partiellement intérieurs.
Ceci dit, à première vue, 1es solutions du type II sont assez séduisantes et c'est peut-étre en songeant à ces solutions que cértains auteurs ont exprimé la condition: du bord de fuite subsonique qui pourrait s'énoncer de la: façon: sui vante :
Puisque La tangente au bord de fuite fait, avéc le courant, un angle infe-: rieur à l'angle de Mach: de l'écoulement, il faut, sur le bord de fuite correspon=: dant, écrire la condition de Joukowski, à savoir que La vitesse reste finie (voir par exemple ref.4).
Or les Solutions correspondant aux formules (III.73)°et (III.75), semblent réponûre à ces conditions. Et comme nous l'avons remarqué, ces écoulements présentent bien, en' arrière du bord de fuite, un' caractère rappelant les écoule_: ments.subsoniques.
Sans vouloir rejeter défihitivement ces écoulements, il y a lieu de faire trois remarques.
1)' Comme nous avons constaté que les solutions à pression finie, le long du bord de fuite, n'étaient pas possibles pour les problèmes symétriques, la pression ne peut rester finie dans le cas d'un: écoulement du type:II, autour d'un: cône pré sentant une épaisseur.
2) Il serait dangereux de lier les solutions du type II au "bord de: fuite subsonique", car lorsque l'aile est entièrement extérieure au cône (T'}5 14 /eriéterens core des solutions, donnant une pression: finie sur O À. et donnant ‘naissance à
une surface de discontihuité entre 0x, ét 0- A Crest la solution U, (7) envisa gée au début du N° 3.2.4.3. On a, en effet, dans cette hypothèse
ta 1 a V,(Z)=——— (cos 0'-cos 0')'log (:2): (1472070 ( : PE Le (2) Rsin0 ; 106 (-2) nt 9, log(1+2 -2 Z cos 9,) -coœ 8, log (147 20%),
ce qui donne, dans la région comprise entre 0x, et © À; des valeurs de:v égales a,
ir
TANT (cos de —i cos 8).
Si on'adopte, pour un'tel cône, la solution portante du type II, on' constate
que la vitesse reste fihie, au bord de fuite, même dans l'hypothèse d'un: cône d'é-: paiSseur noninulle.
3): Toujours en:vertu, du principe de continuité, adoptér le type II pour les solutions portantes, dans le cas où les génératrices limites sont d'un: même côté de 0x .; nous conduirait à restreindre la: portée de l'étude des écoulements ihfil: niment peu ouverts faite au chapitre 2, car ce: problème tel qu'il a été posé ne serait plus valable dans le cas où le contour (C), dans le plan' 7%, ne contièndrait plus O à son'intérièur. Nous avons déjà, par contre, eu l'occasion de cons-: tater que les résultats du chapitre 3 Se raccordaiènt entièrement avéc ceux du
chapitre 2 voir N° 2.2.8.)'et cette constatation vaut dans n'importe quel cas de fipure,
En: conclusion, adopter le poiht de vue des solutions du type II, dans l'état actuel de nos connaîiësances, ne semble pas s'imposer, Une étude expérimentale: peut seule, à notre avis, indiquer où le théoricien doit placer ses sihgularités, Le point de vue adopté dans ce chapitre nous semble le plus naturel, Il s'impose dans le cas où 0x, est Compris dans T'anple © À, et O ae dans, lecas-contraire, si d'une manière ou d'une autre, une connaiëésance plus approfondie du phénomène physique nous. conduit à changer nos hypothèses sur les sihgularités,:1i1l sera téu- NouFarlracile d'obtenir lés solutions désifées, pourvu que-l'on' conserver le Caraetère conique de ji'écouiement.!
(1) Voir Annexe n° 4
$ ,— LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS CONIQUES ET SES APPLICATIONS AU CALCUL AERODYNAMIQUE DES APPAREILS SUPERSONIQUES
Nous allons montrer dans ce chapitre, -comment les mouvements coniques étu-: diés dans les chapitres précédents, et éventuellement, les mouvements homogènes définis au numéro 1:83 du chapitre I, permettent, pàr "superposition", d'étudier tout au moins dans certains cas particuliers, les divers éléments d'un appareil supersonique (fuselages, aîles, gouvernes, etc...), lorsque l'on peut appliquer la méthode générale des approximations linéaires. Notre but n'est pas de fournir toutes les applications possibles, ni de donner toutes les formules dont peut avoir besoin:1le: constructeur, Noùs insisterons plutôt sur les principes d'une: telle composition et nous donnerons les résultats les plus simples et les plus significatifs, et plus spécialement céux qui, à notre connaissance du moins, ont un caractère de nouveauté, Nous réserverons volontairement, pour une publication: ultérieure, Les résultats ayant un cäractère technique,
La justification d'une telle superposition réside dans le caractère linéaire de l'équation fondamentale (1.10). La simplicité des raisonnements qui vont être faits résulte souvent de la règle des "sifnaux interdits", sur laquelle nous avons déjà ihsisté au numéro 1.1.4.
H,1.-—- Application des mouvements coniques au calcul des ailes.-
Dans son mémoire fondamental, déjà souvent cité (ref.4), TH. von Karman' indique que la théorie des mouvements coniques permet l'étude des ailes dont les profils sont formés de lignes droites ll}, Nous nous proposons dans ce paragraphe, de montrer que, par composition de mouvements coniques, on'péut faire l'étu-: de d'une aile d'envergure finie, ayant un' profil curviligne. Comme les problè-_: mes d'écoulements coniques (voir chapitre III), un problème d'aile peut se décomposer en: problème symétrique et problème portant.
(1) 'Un certain nombre de mémoires ont pour objet l'étude des ailes dont Le profil est poly gnal. TTeraut alors superposer un nombre fiñt d'écoulements conîques. L'étude la plus récente et la plus complète de cette questiôn est celle de À.%. PUZETT et de U.d. STEWART (ref,.70).
1MES Nous noterons 07 (x.,x% jet Ô7 (x ,%,);les pentés des profils extrados (x, = +0)'et intra-
dos (x, = -‘0):'de l'aile étudiée, et nous pose-: rons (voir f1g. #6)
DORE AE Ar RTE OUEN F1 ELA O Re 1 représentant l'ihcitence générale de l'aile (on la défihira comme l'iñciflence dela corde de l'une des sectibns). Nous poserons ensuite
CARE + Au at:
Ke Sem (ge = Ra ( L ) 2 Ly 2
Dans le:cas d'un: problème purement symétrique: : ÉnE ON PR AE EE dans le cas d'un: problème purement portant X = ©
Soient Cet C° les coeffibiènts de pression sur l'ihtrados et l'extrados de: L'nile: On'défihfra le c, local'et le c, local: d'une: section: parallèle à Le par {voir figure 61°:
Désifnons par C!1} et Cl2), les coeffitients de: pressibn' obtenus dans l'étu-: de des problèmes symétrique et portant dont la: superpositiôn: donne le problème général étudié , on'a':
+ = AU) (23 Pot). ou S _ He é Ce p Pré” et par suite (2) C = C »
Z Z le c!?2)'étant le c, local: du problème portant et : (1) + ne SA ee = CE ei nt c, cet = 7) dx, Ge ) ï rom ! mm * ) RS MES sax se] ER ete 26) de, mm ? mm!
TEE TE M EE PES (11 ct il et cl2) désignant les c, locaux des problèmes symétrique et portant RE * *
(voir renvoi 1 bage 120 .../
Naturellement, en désifnant par C, et C, les coefficients de portance et de traînée globales, on'aura
CHACUN DIS ALI R EN VA Z X X x
On voit ainsi tres clairement comment un problème: général se décompose en un: problème symétrique et un problème portant. On:peut dire, de façon: imagée, que le problème symétrique étudie "l'effet d'épaisseur" et que le problème portant étudie "l'effet de: courbure et d'incidence". Nous traiterons successivement ces deux problèmes.
4e 1. 1.—' PROBLEME SYMETRIQUE. —!
4:1.1.1.-' Aile rectangulaire à profil symétrique et à portance nulle.
RémarqueS-générales
L'éile se projette suivant un rectangle (R)": /APBASBR (voir f18. 57). Nous: po serons Allv= BB! = 1 AB = A'B' = À L :
11 s'agit de trouver un: écoulement tel que la valewr de la composante nor male w soit nulle en tout point du plan x.=0, Sauf dans (R): Nous supposerons dé plus,. pour:commencer, querl'!aiderest engendrée par un profil constant en: en veréure. Ceprofil symétrique par hype thèse, sera défihi' par la: fonction:
x. } donnant la:valeur de Ja:peénte;du profil (Supposée petite) avec l'axe. des x # doit donc prendre sur la face su périeure (x => O0): du rectangle ABB'A!
la valeur w? SE Ur (x cet Meur M rave inférieure (x. —O):la: valeur opposée EE (x):
Pour résoudre. la-question, nous com poserons des: mouvements coniques dont les sommets seront situés sur les côtés AA'et BB',
Pourasimpiifierst'écribnre, appelons C. (M,G)Y, l'écoulement conique symétri que élémentaire, ayant son sommet en un point M du Plan: Cx x, (voir f18.568), pour lequel w est nul en'dehors du quadrant limité pour les demi droites, parallèles à 0x, et 0x,» MsSsues ce Étant égal à la constante À sur la partie supérieure de ce quadrant ét à -X sur la partié inférieure, C. (M,&) désignerait un: écoulement analogue, où l'axe 0x, aurait été remplacé par son symétrique. Un'tel écoulement a été étudié au numéro 3.2. Si l'on désigne par ® l'angle RUN, les formules (III:59) nous apprennent que le coefficient de pression, Ce est donné par
s = < ) June
Pa (02) ; ; n rrai S O = EAN ; ; C2 RE 2 £ (1)'On pourrait poser CL c'{21+ à c;, en‘notant c'Ù Ji 2x,
Le c;local est donc la somme de cl1), traînée due à l'épaisseur, c’(21, traînée cue à la courbure et de ic,, traînée due à l'icidence (traînée inéui te)
(1 LR BV) rl TES sin (6 té g) 9 | 8 té RL hs : 2 a a SLINONUÉ pe 1 ; re SHINP en Te
Principe général de la superbosition
EnviSageons, tout d'abord, la superposition des écoulements suivants ann a | d c, la,Q to] et. € | 8,4 (0) | ;
l'écoulement résultant donne, dans le plan x, = O, les valeurs de w indiquées
par la. figure (59.a). Si maintenant nous retranchons l'écoulement bidimensionnel autour d'un dièdre d'angle 2 & (0), disposé symétriquement par rapport au plan
X, ayant 0x, comme arête et la demi droite OX. étant ihtérieure au dièdre,
On obhient,/ dans lérpianiz ##r#0; les valeurs de w indiquées par la figure (59.b): Ceci’ nous fournit 1e prinefbe. de. la: composition. L'écou- Jlementrceherché s'obtiendra, en-su pérposant des écoulements coniques du type C. dont les sommets M seront situés sur AA', des écoulements co niques du type 1 dont les sommets M Seront-siltues sur BB'ésetcéni retirant:
chant des écoulements bidimensionz:
nels) convénables, D'une, Faconcprét cisé, vitécoulement ponrraneétren sonne
O0 En
matisé de la façon suivante
vers) Fa ee (M, Sr (M, di | a ep | ; AA' BB"
g | OM ) [désignant l'écoulement bidimensionnel autour d'une aile d'envergure: infinie, dont le: profil est identique au profil de: l'aile rectangulaire donnée.
On' vérifie, en'effet, immédiatement que: l'écoulement, défihi symboliquement par la formule (IV.2}), satisfait aux conditions aux limites données. Précisons toutefois que les intégrales de cette formule doivént s'entendre au sens de Stieélies, pour comprendre le cas où la: fonction &X (x.)' présSenterait des discon-: tinuités de première espèce. De telles disScontinuités exiStént en général, au bord d'attaque AB et au bord de fuite A'ñ'.
An 1- Je gs- boude de L'écoutenent. | Ée (M, dc): /&A'!
Pour faire cétte étude, introduisons des axes Axy, Ax parallèle à OX,» AY. confondu avec Ox,, et posons
X x por
l | Dr
La section du cône de: Mach postérieur du point A est formée de deux demidroites ayant pour équations
Soit (x*,y*) les coordonnées réduites d'un point P du plan ne (fig.60o), Nous supposerons x* «1. Si D'L'X LIT TP ASC TONNEAAULLE extérieur des cônes de Mach So ET ie de tous les points M du segment AA', par suite, d'après (IV.I):
CE us No PAR C oo) du=—/f du=—u" (x).
Si maihtenant, O “y* {x*, le poiht P se trouve à l'extérieur des cônes de Mach des poiñts du segment 2x Dre mais à l'ihtérieur des cônes de Mach des points situés sur AP,, P étant
1e Point de AA', d'absciëse x*_y*, D'ailleurs les écoulements coniques dont le: sommet se trouve sur PLA sont sans influence sur le point P. Par suite, la pressibn au point P's'écrit, d'apres (1IV.1):: X ES x* 2 [X 4 X 2 CS -L+ are sih D CAL A LS en (A8 à PET 294 RE Paper 2 x*_E B QUI o ENS à x X c, ee PENC RUE Au RE AS LS (TV,8) MANCTS D ER LE DEN PE ape sit MIRE T pe
Oo
Cette: formule, établie dans le cas où OX y“ Æ x, peut être étendue au cas déjà étudié OX x* Se puisque &X peut être considéré comme nul pour les valeurs négatives de l'abscisse.
On' peut maihtenant calculer la trafhée de la section y*
CeYÈRE 2 C, 16,y*) a* (6) dE .
O Par suite
ab 4 a 2 À PAS) 5 a” (E)d A a (Ha (Ep) 88e / ae ) dE 4* }} X
… | 1-7 1 ä Re ; PF (y"):= [x (6) a (6-y") dE 4e LOT IEREE"S ER is &' JE) TRES (525
Avéc nos conventibns, si ae À
(prie DA Ne ete
4 127 Une telle section, en'effet, se comporte comme une section d'aile d'envér_ sure ihfihie, ce qui est bien: évident d'apres la règle des sifnaux interdits, Remarquons, en:outre, que
ax ce Le x . . PAT PRES la! trafhée de lasection'y*-= o'est done la moitié: de la trafhée de la même sec tidn en allongement infihi,
SiÉnalons encore un' résultat remarquable :
Ÿ 1 a (IV.5): à CASA NS AS CNRS B L
cest
àa-dire que la valeur moyénne de la trafhée dans la: région OA LMLIOUATE
(CA (y*)'n'est pas constant, est égale à la valeur de la trafhée:en: écoulement infini,
En'effet, tout d'abord
i 1 L ë Da far LE) MODES NO ET AR TLE)TarE a * PE M, A o M
SHROPMPOSEN: ) X Ag +] a* (6) dE .
D'autre: part :
. 1 y” d &* | a* Le) sue sin: AE AN Jeu Re ve sine! “o Jy” 6-n 6-n
Posons dans la: dernière intégrale
LÉSMAELANE ENS,
l'expression’ précédente devibnt égale à::
TC . ë nf CE NET AE NE CR RE
il 3:
È 0) 50 (8) dé -| 0 ÉnEut Eine ile)
la formule (IV.5)'se trouve: aîihsi justifiée,
Etude de l'aile rectangulaire à profil constant
Appelons ‘"’allongement réduit" d'une aile rectangulaire, la grandeur B À que nous noterons d'ailleurs 2 n,, (B À = 2 n,).
Nous désignerons par £ la His réduite"
tt ;
et nous poserons (voir figure 606)
Fn: appliquant la formule de composition (IV.2), on voit que le coefficient de pression, en'un point de l'aile rectangulaire est donné par Po AE D SP RENARE (EV.6): CO (ÉD = ————— - |? (é,n, +0) + P (én,-M') , P B B © P étant la fonction définie par la formule (IV.83). La traînée de la section f
est donnée par
P tn, UN) RAR en, =) je EX TES
Le B
mais par définition:
F étant d'ailleurs la: fonctidn défihie par (IV.4)., Par suite
(EV.7): FRS (Er En) + F en | ;
remarquons que si Het c'est-à-dire si! > —, il y a toujours, au moins une:
des fonctions F nulle, et dans ce cas, le c, des sections voisines du centre est
égal a . Ceci'est une conséquence immédiate du prihcipe des signaux interdits.
Enfih; nous pouvons effectuer le calcul de la trafnée totale que nous repérerons par le coeffitient
ONE ON à PAT 4
x 2 te x -1,
Si on:pose UV ® (v) = Fr Het [eo] on voit immédiatement que Me
au CIVSS ) Ce ——-— 61 B Ban,
Mais le résultat obtenu par la formule (IV.5) revient à dire que
CHERE
Par suite::
La traïinée d'une aile rectangulaire a. une valeur indépendante de L'ollonpe-
La 4 # » . 2 “ s!
rent et égale à , pour des allongements. géométriques. À supérieurs. à =
En' résumé, l'étude complète de l'aile rectangulaire symétrique, à la por-
tance nulle, revient à calculer les fonctions P, F,® qui se calculent toutes par quadratures,.
1) Le profil est un: losange: dans ce cas
th
&". (élrs= C2 ; si Le :
LOMME PPS PS SP es DE NÉ DC à Le Le) 2 [e]
Calcuülons la fonction F (y*), définie par (IV.4). Pour cela, remarquons d'abord que: :
Fe 2 x & . AUS SE): HU Sp.
/ DORE INE AE NI dE.
y y 2 ; à x . L x + - (ELEENVEE) SL SKY «1 ,
Hiareéste 2 calculer
y* . y* u CADET) Arc Mer CEE
(o] 4 +1] Mais )b y X ÿ > D Are sih: LES tCh=NA Ares tn PREtEN) ALORS AE + En -n 3-1 a : b= a-1] 1 (PS oin ARS IC = 3 y.
comme on le voit immédiatement, en'intégrant par parties.
de SR y y GX“ (N) subit deux discontinuités; la première .pour 7 = 0, dont la contribution est
1 x x 1 7 x x 1 : x Fi [are SAN der Y,_ APS ch Dans re ile (ATOS y? PE ArCHS LDH YAN)UrEE HR 2 Y: 2 2 1 4 - y" (Aré ch— - Aré ch —) | y ne 1 L CE la seconde pour fn =— dont la contribution est
2 ab ; Ps TT : E 2 G|—Arc sih 2 y -y"— + y. Arg$ ch > :
Qre ; 2 2 y:
SU seule intervient la diScontihuité pour 7 = O, dont la contribution est
T 1 ag f are ENS ES RE LEE” VAREÉ h — | Ë O 4 2 y
En: rassemblant ces résultats partiels et en posant
FOOD SN) Ar CNET MAC ER E RAIN
LPO ICE MANS
TH
(IV.9) à S RE x POUR OPEL,
on'voit qu'on peut écrire d'une facon générale
Fey) 40e LL. RU orme ose
et par suite 2190 L fl < CVS 10) 6e fn) 2 É CRETE STE NE ARS RAA CS n,-2n)|.
La figure 61 donne la variation de C, (7) pour deux valeurs de ne
Enfih, pour connaître la traînée bale, il suffit de: calculer la: fone-:
1 1e D '{wu)}o=— |: He ADO RSANINNEIREE 2 U ji ( RITES i 6 CA | SI 0 <UU mA D ÉLUS Si He d'où (EVA ULS
tros >
PAU A aa[" [uen (4) ] SALLE “|
LOU par suite, en appliquant (IV.8)
ART (IV.12) Gire 8 É Dean =D "(e | :
On'trouvéra, figure 62, la courbe donnant Ce en' fonction: de l'allongement réduit.
Les courbes des figures 61 et 62 ont déjà été données par TH von Karman'(ref.4) mais cet auteur ne: donne aucune formule analytique, Il semble d'ailleurs'que les ré- Sultats dé TH. von Karman aient été obtenus par applicatiôn de la méthode "d'analofgie acoustique". La courbe donnée figure 61, se trouve: également dans un mémoire de Lighthill (ref,31);, qui! a utilisé la méthode des sources. dE
2) Le profil est formé .de deux ares de parabole symétriques: dans ce cas, il faut poser
CE RE SRE AMD Se
€, caractérise l'épaisseur du profil.
Le problème consiste à calculer les foncbions F (y*“) et $ (v), définies au nu méro précédent. On' trouve, après quelques ihtéérations d'un'caractère élémentaire:
e2 4 € sl DER RATS UE (y y = E] are Cond elhr S) Ars ch em UE UN Fe ee ‘ 3 y.
: Te PDT 1 y*? V1" EURE EE DU 2 (— - VAR Ch — + VE ADO CON VI USE TETE : 3 4 2 5 4 Dhautire” parts: » e2 CRE On: vérifie bien'que ge? = 2 F (0):= QUE EME NO Dr LENS OÙ
Cas où le profil est variable en envergure
Il est possible de calculer l'aile rectangulaire symétrique, à portance nulle dans le cas général où le profil est variable en envergure; Noùs nous contenterons ibi'd'examiher le cas relativement simple, où les profils, le long de l'envergure, se déduisent les uns des autres par une affihité, le: rapport d'affi— nité étant variable en envergure, Nous supposerons que l'aile d'envergure réduite 2 n, à une pente locale de la forme À (1) &* (+), enun: point de coordonnées réduites 1, tv. à
FA AC 0. CON
La fonction: (N)"doir naturellement satisfaire aux limitatibns usuelles, pour que:le problème posé puisse être traité, au moyen' des approximations lihéaires. Enfih,; nous supposerons la fonetiôn:£ (M) aeparresentm
Remarquons tout d'abord que l'aile d'envergure réduite 2 7, dont le profil, constant en envergure, est défini par la fonction '&* (£), donne: lieu, en dehors de l'aile, en: un: poïnt de. coordone nées réduitesstt, Ye lLy = nmree un coefficient de pression
(IV.15) C, LETÈLS
P'(8,YA23 PE MEN 8 PURE M) NP ALT AMEENIARER
P étant la fonction: définie par (MINSSNTS comme On eMvONtAeNnre prenant les raisSonnements des
NUMÉTOS Gelel.1% EÙ 4-1-°1:1.4:.
Ceci dit, on obtiendra les conditions aux limites voulues, en superposant une succession:
d'ailes rectangulaires, symétri-:
QUÉSSEArTADb OUR 0.# CE ro fondeur réduite égale. à 1 et d'envergure réduite, variäble:
2 (HS) 1 ); pour lesquels:
. oies ee en:
envérésure, Ceclisemiusoieres
puisque À (n)'a été supposé pair.
En'‘un'poiïht (+,y*), le coeffitiènt de pressions uEerin
TAF te e DEEE a“ (t)'k Lis DE QE 7 den)
ro
mo Y KE Re(5,n =:y")" dk on AE VE NOR em.
7 o toutes ces intégrales étant prises au sens de Stiéljes.
On' obtiendra:une: formule plus simple en: posant :
No {IV.16) d'u (LÉ, v,n,): = | Pire env) | EFARI URLS
E étant défihi par l'égalité :
Dans ce cas
“id ; CIV.17) C, (AN ne MERS ANTE 7 RUN D R TIRE Pit,y*,n 1 + AN ET no} | ;
Fa Cette formule se réduit d'ailleurs à la formule (IV.8) dans le cas où À (ï) sur toute l'envérgure.
La traînée de la section y* s'obtient aisément
; 4 OBS ARINY à (IV.18) DU Re At ut — | FAI
JAN LATE in] ;
en posant
rt Fun = 2] Enr el) = [e] e lo
1 nn : 1 + = | HET) #] lt, mu |e dk Ales € dé Nr P[+,e ru) ŒÉNCL)SOREE
Oo $ a © (o) [o] d'où la’ Formule :
1, (IV.19) Fiv,n = Li r[e en-n) |e den Ce
F étant la fonctidn': défihie par l'égalité (IV.4).
On'voit aîihsi que le coefficient de pressidn'et de traînée locale s'expri-: ment par les formules analogues aux formules obtenues dans le cas où le profil est constant, à condition: de remplacer les fonctions P lÉiyrlieta (y) tpar des moyénnes pondérées, PAL, v,n0) et F(v, 1), définies par. les formalés, (1V.16)et OMS
Enfih, le coefficient de trafnée globale s'obtient immédiatement
n “0 n 1 ô c, = 6 (Y*) dX 2] 6 (y*) &*, 2 n, : ne | -T) (o] d'oi : 1e Ü AR D dll OT x x Re Co | Pen) PC YX ne | k1y*)ndy Xe
A titre d'exemple, supposons k (n) défihi par
On aura alors
| No ñe E EAU - r[e ( | CRIE DRE , . FE (1504 dé dan:
© “© SL CVNES LADOS DL: < . : n.
Ftu,n,) = — F (v-n) dn + — F (n-v}'dn = No ù ns
[ — > |r Re o (2 Le) Fed rer & + o | + | BTE Re Q Le
U Ÿ (v) -[ F.(u) du étant la fonction déjà introduite au numéro Ze.1.1010/e [e]
SUteSt NÉéSaLIETAT Vire CU
Po Re ot EAN NES SSP Sr Fe (n+r7 ) dn 17 HN (0772) FE = 0 o
d'où 4 VARIE ve 1 NEO) RC Ra EL FPE É RS DE NES ON EE or :
AU HE MUE Rabpelonsmaner div} #0 y situ",
Il est alors facile de faire des applitatidns de cette formule dans le cas où le profil est un: losange ou.un' profil lentièulaitre formé'de deux arcs de para-: bole:
On: trouvera la: courbe donnant dans le premièr cas, la variation ' du c, en: fonc: tibn' de y*, pour un:allongement réduit n,=2 à la figure 65, page 132.
Etude de l'aile en flèche à profil constant
Sans faite une étude:aussi' détaillée pour l'aile en: flèche.que pour l'aile rectangulaire, nous allons montrer que pour l'aile en flèche à profil: constant, dont la forme en plan est schématisée par la figure 66, page 131, on'peut appli quer sans difficulté essentielle la méthode utilisée pour l'étude de l'aile rec-! tangulaire. Nous supposerons que le plan OX x. est un plan: de symétrie pour l'aile, Ÿ. désifnant l'ängle de flèche, il est évident que nous aurons des écoulements de: type différent suivant que le bord d'attaque AOB sera extérieur ou intérieur au cône de Mach de O. On'a:prië l'habitüde de dire que, dans le: premièr cas, le: bord
d'attaque est "supersonique", alors qu'il est "subsonique", dans le:deuxième cas, pour rappeler que la: composante de la vitesse normale au bord d'attaque, est su: périeure à la:célérité du son dans le premier cas, inférièure dans le deuxième. Un'paramètre essentiel, dans l'étude des ailes en flèche, sera done le nombre y défini: par : 5 B CObÉ Y =— 1 caractérise le cas où le bord d'attaque:
est extérieur au cône de:Mach,
VS taucontraire,, célut)où ilresturimierieues
4e 1.1.2.1.- Cas Où V 1
Nous poserons, dans ce cas, ;V = cos Ô. Nous définirons, comme pour l'aile rectangulaire, “l'allongement réduit" 2, (voir figure 66) par la relation;
a SPDAN
si À désigne l'envergure de l'aile comptée suivant Ox,
Pour simplifier, nous supposerons la corde du profil, prise comme unité de longueur, et le profil défini par la fonction (x ,); CRE varianbideso à 1 MITNESS évident que l'on obtiendra l'écoulement cherché par une superposition d'écoùulements coniques élémentaires que l'on peut noter schématiquement;
D —+ — É Cort, 74x06) . CM; dau :0) = CRAN, AOC AONE V0! / BB' AA!
C. (M, da, 8) désigne un écoulement débordant totalement le cône de Mach, admet tant le plan Ox,x,, comme plan de symétrie (numéro 83.2.2.}; C, (M, cs CO) ee un écoulement Loos intérieur au cône de Mach, le signe ”Andique la-di-
rection de la génératrice limite, faisant l'angle Yavec Ox,, l'autre génératrice
limite est supposée parallèle au vent. En raison de la symétrie, il suffira d'étudier la région de l'aile où x,>> 0.
Il sera commode de poser
KX-_ = X%X + YT0cos 074
Un écoulement conique de sommet M, (x,=6, x,=0), du type :
CMS, 0 os
donne lieu (voir formule III.583) au champ de pression suivant dans la région
Re 0)
A @ 1 sin 6 > CRUE hAresstin ARE ETS =S À PARU P Br sin 8 \1St 660850 y *
Es ELanE TÉTUNL. Dar ; F x_E + Y/Scoss.0
ce star é à 4 ee as ‘
Au si LD ———
cos &
En un point (x,y*
) le coefficient de pression dû aux mouvements : CL (M, da, 6) est égal à
x- y" (1-cos 8)
2 2 sin 8 (x-E + y* cos 0) œ (x) — a 2 (i=cos + ée sin NPA Re CES ”
Êrsrn 0 RE) CXLE" #72 c0s- 0)
SC -nr -d x (2%) = Ê&, y 0) , 6 sin ©
x-y (1-cosû) 2 sin 6 (x-E + y* cos 6) £ al x-y* (1-cos 8) <e AC Sin a ——œ da (Ë) = [e)
en posant :
BULNE 20 Bee
(AE) to éco
- y‘ (1=cos 8)
2 sin 0x -Err:y%esst0) NAT. ces É L 2 dt LE)
T es Ent Frot cost)
Notons que QT (XP ONSERONE sim Ti cos On
et qu'il en est de même dans le cas où la flèche est nulle.(8 =
T Se ).
: PUS à x 1 :
Pour simplifier, nous supposerons désormais DS ce uIMsSers ou k 1+cos 6 jours vérifié si n _ 1), c'est_à dire que le bord AA' n'a aucune influence sur
la région de laide Fo.
La contribution due aux écoulements [5 (M,do, 6). s'obtient très facilement BB" à partir de la formule (III.58). Le coefficient de pression dû à ces écoulements s'écrit immédiatement DS EA(A MT TD) RTE .
ô Btetnx0 & = 9 À 1+cos 6)
(IV.22) P (x,y",0) = « ES (1+cos 6) | He o ATCNSIN - cos | do (E). TL X—
si on pose
T S116 En, on retombe sur la fonction P définie par la formule (IV, Si: à
d'autre part P (x,y"“,6) est évidemment nulle si
FU (1+rc08 CHE RS
Finalement, en un point de l'aile, sous la réserve que
+ TV > 1+cos Ô ” on a ù - x x x (EV.28). © = ————|\2 0" (x) - 2 à (x,y*,0)-- P (x, n.-Y*,0) |, P B sin 8 ° le coefficient de traînée locale s'obtient immédiatement = - 4 © 4 Ju INÉS=2 4)) CRD) Re CE PA Des VS en 2y" 0) 2 B sin 6 Bssin 0 : B sin &. To 1 Ë
en posant
: x-y li-cos 8) 2 sin 0 (x-E + y* cos 8) ÉEV- 25). (y 2/6) :=— | %—E) (x-Ë + 2 y* cos 8) (Mec ors 0 Q
RCA RO M ET rx.) arr” (1+608 0) dx y (i1+cos 6 ) (IV. 26) à te de 4 Lure es y* sin? 6 es & (x) dx APCROLNA NS ER UN ec 0 douCE) T X2E
Ÿ (itcos 0)
Le calcul de la traînée globale n'offre pas de difficultés. Nous nous contenterons des remarques suivantes
TE 1+cos8& SD OUV RO à
T Ce résultat s'établit comme dans le cas où 8 = —(voir numéro H'ifhédce gr le F3
1 84 IL sionifie que L'effet de Limitotion d'envergure ne modifie pos La traînée globabe :: À
cos4 RS L CH DR ce Vo
en effet, cette expression est égale à
de x ENT RS R CR in 0 CRE ps ySacns00) F AAC IE CC ETC TE) MAT sobepe SR Re AY? er À CREME 2 VPCoErE)
orrla dernière 1nvesrale sLéCcrit
. sin 8 act CXZ ES) Arercas —— — ; \[1-#2co8 8 (1-t cos 8)?
SA Ion pose
y a ———————— ; x<É y COS :8
le résultat est alors immédiat. I1 signifie que si > 7 la trafnée de j 1ECcOoS l'aile étudiée est identique à celle de l'aile d'envergure infinie, placée en attaque obliaue : Aie (IV ) œ Fa SNA = —————— £ - CNE Es
3. Si 8 = O (1e bord d'attaque est situé sur le cône de Mach de Oj);les formules données présentent une forme indéterminée. Toutefois, il est très facile de lever l'indétermination. Nous allons, en particulier, calculer la trafnée globale. La valeur que nous obtiendrons est très intéressante, car elle correspond, pour une aile en flèche donnée, au maximum de la traînée globale lorsque varie le nombre de Hach.
- 1 sin 0 Si 8 tend vers ZÉTO, ———ArTC Sin 2 pour limite | SLRRE ane 0250 L ÉTÉ HAVE
supposons n = A comme nous nous proposons le calcuk de la trafnée globale,
on peut négliger le bord BB'. La trafnée globale cherchée, que nous noterons C,
s'écrit ma x
8 Mo c Se dy * Ë X* max Érone o dl : (x) En — & X : Brn,
d'où, en effectuant la dernière intégration
al x
Xe +0 n max 3 B T UP ST
DE o [2 (x-E) + 7 | da (E).
On obtient ainsi une formule très simple donnant la valeur du C, global quand te rOs
Sirle profil est un losange, ron voit en écrivant
c 8 d # ñ x-E +21 F À mme x Xma x QT 6 y œ (£) xE CHA E At A AU Eee
que 4 a? re max B SAT ; entposant !: (97 cp X+2:7 L $ (u) = AT EE (a x nd 0% = 5 lue nc Que Go 2 (1+4 pére El (IV. 29) c M En A EL D LENS OR Xm + 3.
a x Lip
On trouvera figure 67 la variation de Fe)
Set Honctionsienne, o
Si le profil est formé de deux arcs de parabole
MT men rate)
max 3 ÉRNTE [e] OU 8 g 2 C BE —— 1 -eJu+ten EU +810 | ., *max SiBrtne en Den s n° enr ren n)? dx =< | x (x +2 no | Ke Do) a MON - (x + 5 ne) | + k Sen ten + Mot fe PRE ARE RE RES 8 ns )X 2 : Dr ÿ: n 3 1, AIE À / x2(x+9 n/? dx = x (x +2 ni[ He oe = = (HArPeUNEN ms g DE lee RO TENEX 2 ns n x L #4 1 2 n= " + x+//x (Cx+2 1) l'O 0 ENV OMR ARE LE n./) ° dx | RARES MANN MENU D LOÉ — — — — . 2 2 LI [eo] DOS: : e2 = Fu 2 Re : 3h ! TL + n, + 2 + 2 nm IV, 30 C = D +— = a © 1 Xmax BT | To AS & ÿ 1e
On trouvera la courbe correspondante figure 66.
AN Pet Die US OÙ VS À:
Nous commencerons par examiner le cas d'une demi-aile infinie, en dérive (voir figure 69).
I1 est commode de poser
EE mer 2C l'écoulement s'obtient par une superposition d'écoulements coniques symbolisée par
— (IV. 31) + Co (M dd 6) , Le ’
C_.(M,dæ, c) désignant l'écoulement élémentaire étudié aus numéros 1.2.7. dansile cas oùrb.="0. -Sflons pose (IV. 32) *EA JEAN EAP MAÉ TE VUNS 14. p
le coefficient de pression est donné par la formule (III.23) qui s'écrit aussi
BT \ a: e-pl Cette formule est valable pour [p| <1. Si lel => 1, oh a=C. = 0, Oh vortehimes
diatement la différence essentielle avec les cas précédemment étudiés: un écoulement conique de sommet (Ë O) peut influencer un point (x,y“), pour lequel x £ En particulier, le bord de fuite jouera un rôle dans le calcul de la pression. Tate si pe É, pr==- €; le C de l'écoulement conique correspondant devientsinfini. Aussi, si la méthode reste exactement la même, doit-on s'attendre à quelques difficultés supplémentaires.
Le coefficient de pression en un point de l'aile s'écrira donc
x+(V-1)# : 2 cp CO (X,Y ) = —— 108 |[——— | da (E), P 2 -p ÉTRNTU Et p étant naturellement défini par l'égalité (IV.32). Le c, de la section y* s'écrit alors £+(Y - 1) ë- log i-cp da (E) LT AT c-p on remarquera que pour y” = O0, p = 0; et par suite te MOURIR) - C, (#0) = cs) Ve Nes B x | v°?-: ce Br \y-1
Comme dans le cas d'une aile d'envergure infinie, le c, ne dépend que de la pente locale du profil. De même
(IV. 33) c (O0) =
Le calcul de la fonction c, (y *},- pour y" 7-0, me.présentehaucune OtFfTenLe té théorique. Nous allons HerOtena calculer la trafnée de la demi-aile infinie et nous allons montrer quelle est finie, bien que les dimensions de l'aile soient infinies. Soit X cette trafnée M nous poserons
Kinee | 52 = et nous nous proposerons le calcul de Ce
Le valeur de C, cherchée sera la limite, si elle existe, de l'intégrale
+(V- Eu
RE Ty) = — ©) d'] aix) dx] og s 62 \/v2-1 [e] [e]
lorsque Ja augmente indéfiniment.
ect AP.
ARE
Pour calculer cette intégrale triple, nous remplacerons l'ensemble des va-
DCE
riables y*,x,Ë, par les variables x,Ë,p; le déterminant fonctionnel ee D'(x,60)
RCA EI A) Mat)
CRT ET Dr GT
expression que l'on obtient à partir de (IV.32), lorsqu'on écrit cette épgalité
sous la forme
CELL ÉébPalnaes;
a BOITES LE) (€-6) (1-0 c) Le volume dans lequel il s'agit de calculer l'intégrale triple est représenté à la figure 70. On peut écrire
(IV824) I (Y*) ue SRE o X (x) (x bimaddc te) log (= As 1 + a a 7 =p [tp-c)?0a-c pr?
Le] 1 an 2 2 tx [xt de (ADR ESS D ets RE en pe) LISE
be (x-E) et Eee (E-x) sont respectivement définis par les égalités Sd Bare fe HOQNE :
1 + p2 “Lei DE 1 0
2 P, pu
sn
DAPS Cr ME MY
Il faudra ensuite fairé tendre y* vers l'infini. Dans ces conditions Ps P, tendent vers C; mais il est impossible de faire brutalement le passage à la limite, car l'intégrale triple prend alors des valeurs indéterminées, Remarquons de même que, si on remplace les deux limites p, ©t p, par deux nombres constants, l'un inférieur à c et. l'autre supérieur à c, 1es intégrales triples de (IV.S34)
sont nulles car :
1 E fa (x) af (AE) daté) :=.0 2 Le] Oo 1 1 1 (MES ax f (EÉ-x) dau (E)
Comme Ontveuticaleulermtds limite, sirelle existe, de (y
liser les développements limités. Posons
CRE ORALE TT
JL OAIPOUETAIUE LE
1200 120% Ca RARE ETS : À ; log | — | = lo$ : AA Eee TRACE VE AMEN CP SALE LOT CLR PIERRE cp cr 126 [ep nn Me LEE
Désignons par r et Fe les valeurs de r correspondant à e, et P on peut négliger dans les intégrales
Po : À 2 2 2 2e 20 eth=0 1-c 2 C7 (1-07) log F Pete Fudpraee log cn : PA N CP (P-c)" (1-p c) CAPI pc) li Dre) ;
Pi
les termes qui sont constants, par rapport à x et E, ou infiniment petits, par rapport à r, et RS, TM donc lrentdstne consenvenue
FANS 1 1-c?2 2 c? 1 té UE Te a c ar , | Ac 2 #2 é ER (1e)? + ets 2 À se No .
— lof re ie DEUX AG "a CRE (He ce)] à T
ce qui donne pour la première : - Ce 1 à 1 2 ci ne | | los Nm lee GET ; Le LA r ec Ê |
et une expression analogue pour L'intégrale / : LA
Mais si on pose
c DE B-CIVÉA
et on obtient une expression de la forme
À B OS Et HACMIOÉNE ONE , € È
les points indiquant les termes non infiniment grands, qui peuvent être néfgliégés, suivant une remarque déjà faite.
a Le terme dc £ donne dans la première intégrale triple
fa JET CRUE
ev dans la seconde flcelle qui correspondre ) Fi
af (x) en) É)Alos x] .
D'où, en sommant :
É &x (x) à (E) vla de ho da (E) = y* BAS ERA j me de]
Le terme en) apporte dans la première intégrale la contribution
DE (x) O
et dans la seconde
/ 1 dE So ef (12) 4 da (£) ot (2e :
(eo) X
Finalement, seui le terme en log € donne un résultat non nul. Or
da (Ë) SION ÿ® ;
c'es See À 1-c 1=C 2 c\es et comme s Aie 2 ;
AA on voit que l'on obtient ANA AC ATEN LEE
Mort Ar Prune CHER) dx l10$
re (Ex) date)
On peut remplacer c par sa valeur en fonction de Yacewauir (onnenTLérnres sion simple
INR 95)
1 1 cos ? Y sin y ( 1-M? cos 27942
: Ie he (ÉcPulog
RENTE MEME
Prenons par exemple le cas du profil losangique. On trouve alors immédiatement que l'intégrale double est égale à (is log 2, Ce. résultat, dans le cas particulier d'un profil en losange, a été donné par TH. von Karman (ref.4).
Si on prend le profil formé de deux arcs de parabole
on trouve comme valeur de l'intégrale double g2}4=e7. 6 désignant l'épaisseur relative du profil. A épaisseur relative égale et à flèche égale, les traînées Sont dans le rapport log 2 = 0,69, tandis que, pour une aile infinie, droite ou oblique, on obtient le rapport 0,75. On en déduit donc que le profil en losange est plus avantageux encore pour une demi-aile en flèche (1),
Si. on veut étudier une aile limitée, telle que celle représentée à la figure 71, il faudra ajouter l'effet de bout dû au bord BB'. Il suffit dé retrancher à l'écoulement défini par la formule (IV.31), l'écoulement symbolisé par
(IV. 36) æ ci (M,da,c) ; BB' le coefficient de pression dû à cet écoulement s'écrit: + x %-(14W) IV -Y ) 2 LAC 0 ce (ES VE ee 7 log in TELE BT WA E: : c—p avec Pat = AOL ee PONS A HO SEE VIUY EN £ : x c, étant nul si x <{1+)) (Ty Re | 1 FAT , le bord BB' n'influence pas le point O'. Dans ce cas, il est ASE
facile de montrer que la contribution des mouvements (IV.36) dans la trafnée globale est nulle. En effet, cette contribution est proportionnelle à
(1) Si on compare les trafnées, en allongement fnfint, d'un profil formé de deux arcs de parabole et d'un profil en losange, ayant même aire intérieure, la première est les 3/4 de la seconde. Avec une forte flèche, ce rapport est égal à 0,92.
PA A A1 p#-t2+V) y'* : dyx rs ME 4 lof ct LME) Aer e]
si-on pose
On peut faire le changement de variables déjà utilisé qui consiste à rempla- GC VEC AE 2,6, 0: on obtient
ab LA (o]
| LEx) ex | da CEA) LEP GRR lo$é
GO
LEXG) ete he
qui est manifestement nulle.
Ceci justifie une remarque de TH. von Karman (ref.4)
Pour des ailes de grand allongement, on ne fera has une grande erreur en adoptant pour la traînée globale La formle (TV.35).
Le calcul de la trafnée d'une aile en flèche infinie (figure 72), dans l'hypothèse où v —1, est tout à fait analogue à celui qui vient d'être fait. Il suffit, d'après le numéro 3.1.2.2. de remplacer, dans les formules précédentes
Leca0 1+C P log par logé +UTOS £ c-p c+ C+p comme ê 14c2 c?2_4 lof e — HO + ——© T ; C+p 2e 2 (102)
il suffit d'ajouter au coefficient de l'intégrale double de la formule (IV.35) l'expression 2 C
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Mais on n'atteint ainsi que la trafnée sur la moitié de l'aile (Xe =0), sl faut donc encore multiplier par 2 pour obtenir la formule cherchée
: 1+2 sin?y iM2 cos?
Y ï Y HT EINT ER) los
sin ÿ (TM cos? ÿ)2/2
Suivant la remarque qui vient d'être faite, cette formule donne, pour une aile en flèche de grand allongement, une valéur approchée de la trafnée totales
Nous emprunterons la figure 73, page 144, au mémoire de Th. von Karman (ref, 4), illustrant l'utilité des formules trouvées, pour l'étude de la variation du c, d'une aile en flèche de grand allongement avec le nombre de Mach, (le profil est losangique, l'angle de flèche YŸ = 45°, et l'allongement réduit n; = 4). Nous avons obtenu au cours de cette étude la valeur du Ge (point À de la figure), par la formule (IV.29)et la portion de la courbe, à partir de )B(formuleRive 7)
RER LG A es (1) Voir Annexe n°5.
La partie pointillée à droite de l'abscisse M - 2 est calculée par cette même formule. On voit qu'elle donne encore l'allure de la courbe exacte. Enfin, pour les valeurs de M—|\/2, la partie en pointillés correspond à la formule (IV.37), Elle représente une bonne approximation des valeurs rigoureuses, sauf aux envi… rons immédiats de M = 2
Nous arrêterons 1à l'étude des problèmes d'ailes "symétriques". On voit que cétte méthode conduit à des résultats simples et que les calculs sont toujours élémentaires. Le champ des applications peut être facilement étendu à des cas plus Æéénéraux (ailesctrapézoïdales., bord d'attaque courbe, 'etc,,.).
PROBLEMES PORTANTS
L'étude des problèmes portants est, en général, plus délicate. En effet les conditions aux limites fournissent, sur l'aile, les valeurs de #w, mais en dehors de l'aile, dans le cas général, w est différent de zéro; par contre, on doit avoir continuité de la pression, ce qui conduit à poser, en vertu des hypothèses de linéarisation comme nous l'avons remarqué au chapitre 3 , que u = O dans le plan Or x, à l'extérieur de 1a région (R) occupée par l'aile. La difficulté réside en ce fait que, dans le cas général, les conditions aux limites portent sur deux des composantes de la vitesse,
g-1.2.1.- Problèmes où la condition u = O peut être remplacée par w = 0.
La règle des “signaux interdits" permet de définir une classe générale de
problèmes portants, où la condition uw = O pourra être remplacée par la condition plus simple w = O. Ceci aura lieu pour des ailes dont la projection (R) sur Ox x satisfera à la condition suivante
(C) désignant le contour de la forme en plan (KR), en chaque point de (C), La tangente à (C) fait, avec Ox.,, un angle supérieur à l'angle de Mach.
Naturellement, un tel contour (C) devra présenter des points anguleux, Ilest
entendu qu'en ces points chacune des demi tangentes devra satisfaire à la condition énoncée. Pour abréger, nous dirons que ce contour est entièrement supersonique.
En effet, considérons un point M de (R); comme nous l'avons remarqué au numéro 1.1.4:, l'état du fluide en M ne dépend que des perturbations intérieures à l'avant cône de Mach du point M; or cet avant cône découpe, dans 0x x rune portion de (R) sur laquelle w est donné, et une portion du plan Ox X,) dans laquelle le mouvement général n'est pas perturbé (numéro 1.1.4) et sur laquelle U = UV = w = O0. Pour calculer la pression, en ce point M, on peut supposer que w = O, en dehors de (R). On peut dire encore que, dans ces conditions, l'extrados et l'intrados de l'aile sont indépendants. La résolution des problèmes portants correspondants est donc tout à fait analogue à celle des problèmes symétriques, envisagés au numéro précédent. |
Soit, par exemple, une vlaque plane, ayant la forme en plan indiquée par la figure 74, 1e contour (C) étant entièrement supersonique; la pression, en chaque pointudencette plaque, Mamétéscalouléenau chapitre Le Ne Nous nous pronosons de calculer le €, global. On a évi-
demmen& o PRÉ US 5 S ï SINONMDOSE B x ARR RE BR Or ee FE AOME, SRétant liaïresde La,.réstonl(R}."Posons encore 2 2 2 | 6 (AC OS D À = Pts ©, ; u = ff té o ; D D à SR &, P (x) dépend uniquement du bord de fuite B'AB,, On obtient alors la formule JE (PV S36:) CRE CRUE D APE RRQ a P À Rappelons que Ve À il —— — si 5% B sin s SEE DUT à cos 8 -x 1 x-cos 8.
= : PONCOS CO sie P B T sin, 1EVACOS 9 sin oe 1-x cos _. D AREA PL 1 z HSE SMS TUNER
1 désignant l'incidence comptée suivant les conventions usuelles,
Dans un mémoire récent M Snow (ref.32) a appliqué cette méthode au calcul du C, global d'une plaque en forme de quadrilatère, Nous voudrions simplement sifnaler que, dans un certain nombre de cas, il est possible de calculer très
F PICnent l'intégrale (IV.38). Cette Simplification apparaît lorsque P (x) est analytique. Il est alors possible d'utiliser des intégrales dans le champ complexe (Variable Z ou 2), |
Supposons, pour commencer, que le contour B'AB soit rectiligne et que son équation polaire s'écrive
sin (@ -) É GAS E To =i= DR be, sin « Re L2 2 CN es té? p, (té à -té &) £ L x? (À) 2 (té q-té © ) (té ®-té &.) PAT TE NIET Ve B re ENS) © :
cos ? œ, (xx )2 et par suite FL : re HN RE Ce ne (ru dx NU er Le GA PR PT LES SEM KO Le ee BEL = = Ë cos? œ (x=x )? Soc Vo (x-x)2 J\ 6 r2 É d 2 NOT An 2 UOTE | = 0 ee SE S cos © (axe) S cos > É ‘o [e) Ke) À R, désignant le résidu au point z = Xe Mais ; 4 À U se awW U) (U=A)x R, Rte LE RCE Tree —— 7 OR NUM EE LE MP ed x dztz=x,) B \fx2-1 d2 (22x51 nm (x,-A) (xo-W) x Que 2 202 dur (MA) x° w Pet xs (HA) #, w, Scos? œ 2e 2 d vas Fo (x —À) Cx =) || rt RS (x-A(x -H) |xi-1 A w 3 41 sin ® (IV.80) C, = - 9 2 — 7% .
E Ve? HLARAE MES T0 ENT
Le C_ est indépendant de we et de Ge ceci généralise un résultat déjà trou-
vé ) au numéro 93.2.2.2.
Supposons maintenant que l'arc BAB' soit un arc d'ellipse d'équation polai-
re :
(1) D'une manière générale, on peut obtenir le C, d'une aîfle dont la surface est une portion de cône débordant le cône de Mach, de sommet 0, äyant un bord de fuite rectiligne, par une mesure d'intenstté électrique au bassin. Ce résultat peut s'étendre au cas où le cône a une disposition quelconque par rapport au cône de Mach de O0, à condftion que le bord de fuite soit
rectiligme.
et pour simplifier, supposons que Q, = — &..
B a 2 b 2 PMR \ bé b2 si a? x? ?
COTE
2 2. M D 2 f? (a ] ta #40 Cr) AT EEE EU À U t£#)-dz à Ge CRC PÈRE TAC TEUe E2 p2 FLE 3 s B°b°+a°x s +
BR, étant le résidu au point z =
(e fi 6 b Pour calculer ce résidu, il faut connaftre la valeur de U, pour Z = 1 = c
celle-ci s'obtient trés facilement, à partir de la formule (III.51). On trouve
Ê b DT a sin 0 a x B sin & \fa2:02 p2 os 2rp
DANPE
; d'autre part :
= Toro ts
bÉ2c0s.0 Donc, si on pose w, = — 1 (incidence) (TV. 40) re , a sin 8 Cr commerce ÂATC Sin — , Éisin mirent e |} a2+b2 6? cos? 6 DER ArECSUe
Nous n'avons envisagé jusqu'ici que le cas où l'écoulement sur la plaque était conique par suite de la configuration du bord d'attaque. Nous allons examiner, pPOouraterminerntces quelques remarques .Sur la plaque plane à contour supersonîque, le cas où le bord d'attaque est curviligne.
Commençons par le cas d'un bord d'attaque polygonal (figure 75). L'étude repose sur la remarque suivante : si on Superpose, en un point A deux écoulements portants élémentaires, débordant totalement le cône de Mach de A., le premier ayant pour génératrices limites A A À D; vel que vo — —W, sur (à AD },tenseécondeayant pour génératrices limites A. A, A B, ÉLUre Eten w, sur (A ÀA.B.,);, on obtient un écoulement résultant tel que s À, Y; et A, Y;: Sont les sections du cône de Mach de A, par leplan GX, WB=-MOMENMA RONA MIMENIOMeNÉE A,D.); tandis que W = - uw sur cet angle: et d'autre part, 4 = 0, en dehors de l'angle (Y: A D ,}-On vérifie facilement d'ailleurs, que l'écoulement résultant ainsi obtenu est indérendant de la génératrice À, (pourvu toutefois que celle-ci soit extérieure à UY'A, Nr que Si on pose comme à l'ordinaire
il ak
cos 8 = cos e) = ° 1 B té © B té ©,
le coefficient de pression est égal à
2 A ue CRE ns w: sur f sin 0, sin 0 < LASER SAN AE 2 w d cos 6 -x 1 cos 0 x SSID ——-| ——— Arc coS 1 —-____ Arc cos Ne) RS UT YO Br \sin 0. 1-x côs 0, sin 8 1x) cos 0 Li bse Le)
A À « cie x représente comme à l'ordinaire une demi-droite intérieure à (Y,A,Y.) ’
Nous noterons cet écoulement résultant:
L'écoulement autour de la plaque, schématisée figure 75, s'obtient alors en Superposant à l'écoulement conique de sommet O et de générabrices/LimetesrsoD es et OD,, les écoulements di
C(4,,0,,8,-8,1 et C14a1,8:,8-8'),
0*, 9"; 8,8, caractérisant les directions dés droites OA', A: B;,04,, AB,
Si le bord d'attaque est curviligne (figure 76), soit afx, (CEA, x, (+) le point courant de ce bord d'attaque, & (t) l'angle de la tangente au point courant avec Ox ,; et posons
CHSCT NE B té o (t)
Soit M (x, X,) Témoin onmiMonachenchenscalcutenmE pression, on posera
ADEME x xt) RO er .
L'écoulement s'obtiendra en retranchant de 1l'écoulement autour d'une plaque en allongement infini,de bord d'attaque Ox, les écoulements symbolisés par
Pie E (RE Das ENT En AE e en | ; Pt c j —
Soi t MA, et MA, les deux demi génératrices, dans Cx.x de l'avant cône de
Mach au point M, on a donc comme valeur du coefficient de pression re rentTos sant : d ss cos 6-x
— Arc cos ——— | = y (8,x) ,
d6 ÎIsin 6 12H0COS 10
2 w AO) 5 (IV.41) PRET dt F [8 (ATX | d6 * p B T
En un point tel que M' (voir figure 76), il convient de modifier légèrement
la formule: il faut écrire +
; 2 CA NUM Te) Ma on le AO IS SP rl a0 2 P Brsin LE Br
1 48 on obtient ainsi le c, par une intégrale simple.
Signalons un résultat très remarquable pour le C, global d'une telle plaque, lorsque le bord de fuite est rectiligne. Nous allons montrer,ce qui généralise le résultat de la formule (IV.39}), que le,C: d'une telle plaque ne dépend que du bord de fuite. Il suffit naturellement de démontrer le résultat dans le cas d'un bord d'attaque polygonal, le cas général s'en déduisant par passage à la limite (fi gure 77). Or, d'après la formule (IV.39), la résultante des efforts normaux dus à l'écoulement
sur la région (R) est égale à celle des efforts normaux sur le triangle A B_ D. dans l'écoulement conique, de sommet O, ayant pour génératrices limites OD., OD': Le résultat énoncé résulte de cette remarque. On vérifie ainsi que,sur cette plaque,le C, global est le même que si on inversait le sens du courant (HE),
Aile rectangulaire infiniment mince
Nous allons maintenant étudier le cas d'une aile rectangulaire dont le profilisé réduit .à un arc de courbe (figure 76). Conformément à ce qui a déjà été dit, cet arc de courbe sera défini par l'angle 7, (x.) que fait la tangente, au point d'abscisse x, avec la Corde,ret si l'aile est à une incidence géométrique définie par l'angle 1, nous posons
IV. 42) RAIN ANR) EN
Widoit être éfalsà 7 (x.) suru(R)et /u doitretre nuales l'extérieur de (R),
Fig. 78
Nous désignerons par C_ (M;a&) l'écoulement conique élémentaire portant, de sommet M, fournissant la valeur w = g@, sur les deux faces du quadrant M, Lis Xe Avec les notations de la figure #58, la formule (III.60) shécrit alors
FO G«= 6 Arorcos (1-5 18006 0) Pour OM RENE T (IV. 43) | re (0 C, = 5 , Pour PtbS pres 1.
Par un raisonnement analogue à celui fait au numéro 4'°l-1-1-:2:+ nOUS sommes portés à définir l'écoulement cherché par la notation symbolique
(Va 4) 1 (M,dj) AT (M, dique s |; LR É
RE ————————_—_——_
(1) On retrouve ici une remarque déjà faite par M. Snow (ref.32) dans un cas particulier. Ce ré-
sultat peut d'ailleurs s'étendre sans grandes dffficultés à une pl e supersoni qe. ; à plaque quelconque à contour
Hhécoutement, ratnsi défini, satisfatt bien aux conditions relatives à w, mais on voit immédiatement que l'écoulement ne donne une compo sante u, nulle à l'extérieur de (R), que dans 1e cas où l'allongement $ À est inférieur ou égal EM Mbercas limite Ê\.z 1 correspondra 1alats® position des cônes de Mach donnée par la figure 7g. Nous nous placerons ici (1 dans l'hypo- Fig. 79 thèse où E À== 1 et nous pourrons alors calcu- Lentlrécoulementupar: la formule (IV, 44):
dl 2erer 1e Etuderdell'écoulements Èe (MrdT)
Nous prendrons les mêmes notations qu'au numéro 4 1.1.1.3. D'après (IV. 43) le coefficient de pression C, en un point ae) s'écrit?) ot) X :
2 | cab :
UNE SRE NOT si 0x =y"
x ET
at ge 2 ’ à SANS LS RER CHAPEAU Arcc cos (1e N'HULE) RE NE ne “ P Br x_E
x x | oO Ces deux formules peuvent s'écrire
avec : 2 -y" Ç LP 1 2 y Aie à (IV. 45) UNE y Le Arc cos (1 - ————) dj (£), T x & Le]
en posant que la fonction 7 (+**) est nulle”en dehors de l'intervalle (0,1).
I1 nous est facile alors de calculer le C, local d'une sectïon y*, cecoef= ficient étant défini par
: î * “ 2 x x RME 74 L* AN DEN Le)
En remarquant que
RE) EANTe REC}, et en posant : 2 MEN RNA ? 4 Le) (es VE à ne , 1 | C = PB R AE ASRE LE) dx”
AUTRE
n'est pas impossible à étudier. Il faut alors superposer à l'écoulement ES Pr nt de coniques dont les sommets décrivent les AU l'afle afin de rétablir la continuité de la pression sans changer la valeur de y sur à " FL Cette étude est nettement plus compliquée que celle qui va être faite. Nous ne Labor erons pas afin de nous limiter aux résultats les plus simples. On trouvera plus loïn (N PRE Ur une application de ce procédé dans un cas particulier. (voir renvoi 2 page 110 ,..
or Eure | x x fi 1 1 9 2 y ; VE) Res NES me a APS U T “ so ba à He tte | = 1 cie AS à = f (1-y") - à (1-7) -— dj (E) Pere a un J x le) L] pe fais 1.4 Re x Are cos(1 - QUES | a-8) Arc sin || + gé at) Ty" ; U 144 y* posons alors :
4 x k (y*,Ë) ae ÉjrAre sn + y CLEAN m|, : YVES T (IV. 46 e RAR UV PRE NSP E) PL UN) Me fee L = # fr (De op e LUS STE es ee TA AUS Li AR POLE en 1e RENE EN OTAEAES y* nn ne DR ES ADR Us ee) c/o 8 É)= x : X 4 do dei SO PME lue), avec 1 1- y M Re Clef AY) DAVIS + dj (Eds Le] par suite e Ÿ BRON EEONNE 4 ; (IV. 48) GC, OP) = ê +2, (1).
On HO figure 80, page 151, la courbe donnant la variation de k (y*,0) et de k (y*,1/2). |
Remarquons que
1 1- y* il ent 3 f2
dy) RUE, EY dj, LE) - fes, 67 RE Eh dpt SONT) OR EUE Le] Lo] [e] [e] 2 [e] CAT | IAE
au EAN EN dy re ; mais : 1 sl n ” (ASE Aa LÉ) = . (ILE TENTE | (LT AVENUE Le] Le)
[eo]
en posant : 1 f (x) dx = p';
(2) En toute rigeur, la pente de l'aîle devrait être notée 1e Ce) lorsqu'on l'exprime en fonction de l'abscisse rédutte. Nous supprimerons l'astérique pour simplifier les notations.
d'asbtrer part _: 7
+ Le 7e D D RE ÉASE En LE AN PE et & pa . à 7 VAE er (Mt) 7 ae 7 buis ALP) at Een [e] Le}
par Suite
Le , or pe (IV. 49) Pr ns US
4.1.2-2.2.- Etude de l'aile rectangulaire mince, dans le cas où B Àk=—1.
Comme nous l'avons dit au numéro 4.1.2 2., on peut appliquer à ce cas une méthode analogue à celle employée au numéro ,.1.1.1,4. Le coefficient de pression, en un point de l'äîle situé sur la face F. = + O de coordonnées réduites t, n,s'écrit immédiatement
t EM RE t t c, À » 1) ie Ch Aer SES -[r (En, +1) + R'(Ë, nn, - n) | :
par suite, le c, local de là section n s'obtient par la formule
OÙ
CHNVE E E (De n: 0) FAUNE ICNSE 2 | le (ME MSP AUTRE ni] ins fonctions k et PE étant définies par les égalités (IV.46) et (IV.47).
Enfin,calculons le C,élobal
No 4 € AL 27 4 CAS c.. (nd GÉRÉE + k (t,0) dt + D'ARIETT, : th E . Bn
ai = o
et comme RP er ee LE
on a, en appliquant les résultats établis à la fin du paragraphe précédent :
4 1 LT SEE 4 1 CNÉeE + + PA
: SET PE E En É
éar : REC SO)MRerS A SIN , d'où : | 4 1 a = (IV. 50) ae Ur pese Fe SPA PTE ; TA LTC La figure 81 donne la variation de (— Rai en fonction de M, pour diver- À 1
ses valeurs de À!1/,
On peut aussi se proposer le calcul de la traînée de cette aïile. Tout d'abord: 1a traînée locale
ou
F s pe REVISEL.) c, nine ic, A er le - ir ÉD se M Ten mn | ; en posant: + DAV) fn ci, (t) dt =
1 4 1 ARE ACT | er 1 CRE sn EPST PRE ESS Ne PO CL, Fier Tete d ArCnCOoS tte } dt YV [e]
x t-E y d'où Gal à È FES 2,1 Ë JEAN RES ETS ARE Arc sin j, (t) dt + RARES LS ARS ET y" De CNET me : ‘ _ de of Arc sin TE FRERE Lo] Were
Voir reñvoi page 153,../
s'obtiendra en prenant la valeur moyenne
La traînée totale C,
C ’ : f (n) dn = ic NUE . Fi at x 2 ns x z B 0 Bn
-n, re : 1 o
PEAR PES E 1 Tr Ts MOVE
I1 est facile de calculer la valeur moyenne de T (t), dans l'intervalle (0,1)
1 1 7 s" /. FSC TAN RATE" OE, o dy" et .
Pa -Ÿ 1 . É l 8 t-& va l dy* di TE) Dep SE) ŒUE Je (É) at] à DES sin|| — dy”-0 : Fe £ tt o o o t-E
car
les calculs sont analogues à ceux effectués à la fin du numéro 4,1.1.1%%
Mais
(1) A. Bonney a déjà obtenu cette formule, den s le cas où 4: = 0, pu = O (plaque plane rectangu-
laire); voir ref.N°35.
PE 1 y* 1 + PE: : T sh éy" Jare sin ra CANAL = / 5. (t) dt J ne sin or = — Ée > Oo y par suite :
A De 47 tr “4 ae JAY C HA + 7 ee sf see Fa À Ni. AN PA RAT EE 2 PAT ON
Nous allons faire une aprlication au cas où le profil est défini par
La ' \ D EU 161 NOUS es ; , ol ji, () = 2 5 pet ER PA TAG ’ si oLx<— Ly né (86) = 2
de | “x (1-x) , si —< x 1 ,
LT : ; Hs A2 x dx -/ Es DR Ne ne AE
pour déterminer les efforts locaux, il faut calculer les fonctions pe (y*) et DS Ker à JR END, ON lee PORC TN TS SRE 2 2
7 a PA SR (NEO ASIE È MT 2 7 y ) i si <
La variation de p, (Y”}],pour une aile d'allongement réduit égal à 2, est donnée par la figure 82.
D'autre part T (y“) s'exprime simplement, en fonction de k (YS'É). Enreffet:: it RES : x (AE SE 20 SORA) pa
p o TANT) PTT EUENAATEE / ï î LS AE 1 Fe et y
Ces formules s'établissent immédiatement, en remarquant que
LE
* / Are du Due ESS RE EST x 7 4
Enfin x * 2 T x 1 x x X 12 y Le "E Net) er (or, so Eere dj, KE Arorsin \ LE (t) dt - F 2 Le} dy = 2 TT x x + 53} Y" - k (y ,o | , pe ; d'où et 3 Les 1 s) — 2R(Y*,—) - k oo] fe DR ONE CO) AE ir si 0S<—, pa 1 : Y,0) (y = 7 = LES RN TE CM - DAT 3e BEVASE") + [2 4 k TOI É (HO La 2 , Si md
On trouvera figure 83 la révartition des traînées en envergure pour une aile de ce type d'allongement réduit égal à 2.
ete
ceci résulte de l'égalité démontrée précédemment |
\ k (YSE) dy* = tiaË)? ;
Effet de volets et d'ailerons
Nous commencerons par le cas d'une plaque plane, les formules pouvant se généraliser facilement dans le cas où le profil de l'aile est courbe. Les ailerons occupent par exemple sur la plaque la disposition indiquée par la figure 84, je, désigne le braquage du premier aîleron A'CDD', 1 celui du second B'EFF',
Pour étudier l'écoulement, il faut utiliser des mouvements coniques T (M, @) que l'on peut définir ‘de la façon suivante. Dans la région x — 0,_l'écoulement T (M,@) est identique à l'écoulément CA4M,-X),
et dans la région x — © il est identique à l'écoulement C. (M,æ). On'a une interprétation immédiate des écoulements T, qui rend compte de l'uti- Fig. 84 lisation possible dans les effets de volets et d'ailerons (1) : l'écoulement T (M,a4) s'établit lorsque “Le plan Ox x, étant matérialisé, on fait pivoter, d'un angle -@, le quadrant Mæ.x, autour de Mæ, CRE gure 58). Dès lors, le mouvement étudié peut s'obtenir immédiatement, par une superposition d'écoulements coniques schématisés de la manière suivante
TG (A,-i ©C: (Bi) : EXAB, +1) (IV. 5) CMP SES CD EL E (CD, - Y.) CCE VS) Ter.) E (EF, =-Y;).
Naturellement, pour qu'un tel schéma soit valable sans complications supplémentaires, il faut que le coefficient de pression soit nul, en dehors de (R). C'est ce qui aura lieu si l'allongement réduit de la plaque et des volets est su- DÉriIeur our éSsaln 2-1.
Appliquons ces principes.au calcul du (se local d'une plaque, °pouraquetle
lés cônes de Mach des points A,,B;,C,D,E,F ont la disposition donnée par la figure
84. On peut alors placer l'origine au point À et écrire immédiatement le C local, ÉHAioietion de y. [y 8 x,); on posera AA' = 1, CA' = c, BCD SAT: d'après les résultats obtenus aux numéros 4.1.10105e CŸÙ 4o1e020201e!
8 = \/ SAN LCA, cs Ba «, Le Are sin NV EC vin) | +
+ ï are SO Ve NP SET n) à
x A ere CIRE c, ap CRIER [are CELA ANRT Éort ; AE : 4 Meet Ée PTS cg}, ; x 4 : € C Ly* ; SR | LACS ce, En + = x © [are sin ; ru (HSE) Aré tes |. mp F2 LYS l = 4 Ê AE 6 1 6 : y*-1 nn OLIRC, É OST js Jare sin PAYS EATEICR B 2 T c rent
TN Ps PT OV M RE ES (1) Nous avons indiqué cette méthode, dans une note ax comptes rendus, en décembre 1947 (ref.z).
L'intérêt des mouvements T, que nous indiquons ici a été indtqué dans l'ar \ paru en même temps que notre note (ref.N° 32). r. Es PA ae ce
: ne dope eur 85, la répartition du c, en envergure. D'une façon géné- Ta_€ On pourra d'ailleurs écrire le c, local d'une aile rectangulaire mince quelconque, munie de volets ou d'ailerons.
En effet, si on pose
2 u C DE AM PAS Dh E TO ER VAT Éd one) ESS AO CARO CR
T ë ul ERP me (ue) =" 0 DE LA FER OS SÉANCES ARE NT SLT RCA ONR
on a, avec les notations habituelles
SR 4 c, Gare ee É (n, +10) + À (n,-1 0) S 2 | E [ne + b à m=m | + (IV.59) 2
Pr
On peut facilement calculer le C, global. Remarquons pour celà que
2 n, c 2 ns A RAI EN L00N RAT TT ECO | PNG MSC NTOUNE
Ê Yz E (n,#n,1-c) - Ÿ (n,-1 + neo | + E (n-n:1-c) - f met oi].
La valeur moyenne de f s'obtient très facilement; d'où
4 à: 1 4 K EYE) ! de, REMCE0) un pen. ne
On voit également que le calcul des moments ne fait aucune difficulté.
4.1.2.3.- Quelques remarques sur l'étude de l'effet de flèche.
Nous ne pouvons ici développer une théorie de l'aile en flèche. Nous nous contenterons donc de quelques remarques.
4gei.2.3.1.- Ütude de l'aile en flèche à "bord d'attaque supersonique" (6 coté Y=—1}), voir figure 66.
Cette étude ne présente aucune difficulté, dans le cas où l'allongement ré-
duit n, est supérieur Pere . Reprenons les notations du numéro 4.1.1.2.%.; 1-cos
soit 7 (Ë) l'angle définissant le profil infiniment mince de l'aile, supposé
constant en envergure [j (E) = F--(Eiu- ÿ ],l'écoulement s'obtiendra en superpo-
sant comme précédemment
1) des écoulements coniques débordant le cône de Mach, centrés sur O0" 2) des écoulements portants céntrés sur AA' et BB'
3) enfin des écoulements autour de l'aile d'envergure infinie en dérive, ayant même profil que le profil de l'aile et dont les bords d'attaque coïncident avec OA et OB.
Pour simplifier l'étude, nous supposerons que les cônes de Mach des points O, A, B, n'interfèrent pas sur l'aile, ce qui permettra d'étudier séparément miteffet -dèe tête" (écoulements coniques cenbrés sur-00') et !l'effetde bouts (écoulements coniques centrés sur AA' ou BB'}), "L'effet de tête" s'étudie immédiatement, d'après les formules du numéro 4.1. 1. 2. 14 |
Le coefficient de pression, sur la face x. = + O, s'écrit
CC. =— 12 j (x) - 2 à (x,y*,8 P B sin 6 | : Ch ] ji
Q étant défini par la formule (IV.21), dans laquelle on remplace @ (Ë); par Jj (Eu
Le coefficient de portance locale s'écrit
? qi x-y"(1-cos6) : b CR LU De dx AMC ee AS 2 Lai Er : 6 sin 6 6 nr sin 8 Vre JR Eee es c) X Le] +7 Ÿ y(i-cos@) Quant à la valeur moyenne de c., (Y*), dans la région O<y* LE est égale à : PE SE Een AT 8 8 (1-cos 6) cos 6) 1-cos8 sin 8 ( sin 8 (x-5 +y* cos 0). + Y* cos 8) me dj B sin CN Brsin0. nm sin 0 ne Ve e . cos (IV.61) 4 1 G'erato Ci eos 0) %
PR DR OO EE E sin 0 B nr sin 6. 2 LA
avec
À TO) .. Arc cos MNT RAR à à.
cos? 8 (1-t cos 8)?
1 1 ñ d À NME EE SAR PARENT Hess 8) cos 2 8 +—cos? e| ; 2 Ê
2 sin 0 cos 6 sin 8
dernmêème, La trafnée locale s'écrit
AIR
Be LG (y *,6 R Greta ou B'e ln: é nee à condition de remplacer dans la formule définissant G, (IV.25), « (É): par: avr dE La valeur moyenne de cette traf®née, dans la région 0 <y? SR en s'écrit D Hecos
a 2 4N 14247 8 (1-cos Di j
Deos 8 sin 8(x-E+y* cos 6) B's4n; 6 in 6 ie ar EE Et a eu n Ru T sin c (x-E)(x-6 +2 y cos)
4 (247 ) 8 (1-cos 6) . y. RES SE eee Trente CE dæ/) (x-E) dj (E) =
4 (ÿ?+j,) 4 (1-cos 8) TE 6 Ne 2 Soin 0 Bin ein 6 (0) 7 (1IV.63)
On peut étudier de même, "l'effet de bout", en composant les mouvements étudiés “au numéro 3.2.3.2. En prenant les coordonnées réduites, rapportées au point A, on a immédiatement
A 2 ; x CAE ral ere Di [7 (1+cos il]
R étant la fonction définie par (IV.54). Et par suite
' RAY ETS, 0150) 4 é NES NET EN ER EIE S SUE RS SORA SU A 5 B sin 8 Grstnne la valeur moyenne du €, dans l'intervalle O y” — s'écrit é : < 1+cos 0 ah 1 à G EE en FO GP SR ER L]
< 6 sin 8 6 sin 6
On obtient également, sans difficulté aucune, la valeur de la trafnée locale:
4 2 A PUIS ee UN L»* (1+cos 8) . < PAS Se CE SPSE'E É et sa valeur moyenne dans l'intervalle O An Mi : cos
A. EN
+ ————— 3, Bisin à . PSE à
On peut rassembler ces résultats de la façon suivante : considérons une aile d' alliongement égal à 2 ES tirs onNsLe (Ce élobaltdercebttersilers" écrit
471 (8) di 31 4 Ce ———— 1=— (1-co8 8) | © 4 © ——+ HD ES Fr T 1-cos 8 nPsin 8 1+cos 8
41 n, sin?62 cle | 1 Fos
ns ANA) AVC nl DOTE STE FE NT “ np sin 8 sin? 8 Bsin On, | 1+c0s 6 T OU:
CR AA | 4 | 1 4 I CHE RONA, ne —— FAG. 86 7 1940tsin6 4 n, \1 + cosô T 2h d 4 I (0) En, sin 8 | 1+cos 8 : CUT De mème, pour la trafnée globale NEC ESTES 1 HOME 3 12 ARE 1 CO Te A Te a? SE RME DER DIET an EU NAS RE EE ui, * no B sin 0..1-cos 8 6 n sin 0 ñ: B sin 6 B sin 6 °° | (1+cos 6)n 5e ati 245) ne sin? 6-2 B sin 8 ns sin? 0 our: é : 9 Re 1 1 4 I(0) 4 j (IV.65) DR eee A RE se HP rS+ D 20 4 n,\1 + cos0 T 6 sin 6 dt
Ces formules restent applicables tant que 1 > es _-cos
4e le 2e 9e 2e — L'étude de l'aile en flèche à bord d'attaque supersonique quand ee ou à bord d'attaque subsonique, présente ee difficultés plus
sérieuses, Une telle étude complète nous mènerait trop loin. Nous nous contenterons de traiter un exemple simple, montrant comment procéder pour surmonter les di fficultés,
On y arrive en introduisant des mouvements coniques, que nous noterons !:
S (M tou 1
[eo] définis dans le plan Z par les conditions aux limites suivantes (f1g.87)
MST (1020) ss UNS AURENDES- 0 2JRSUT OA ; W = O 3) Sur le bord supérieur de OC SURF Sur le bord inférieur de OC >» U= -Uu ; u, est une constante donnée, le point C est l'image du nombre Z = - a?: on pose, comme à l'ordinaire ; DE Se 4 EU On
Les méthodes du chapitre 3, permettent tres facilement d'écrire la fonction U (Z), dont la partie réelle donne la composante d'un tel écoulement: si on pose : z 2 |
RMS
on à
1 U SONT TLÉPOMICERS (IV.66) (AUS EVENE LOS FREIN 1 T É CE RET ST TREND
On vérifie bien que ce mouvement satisfait à toutes les conditions aux limites. D'ailleurs, sur OA, si on pose
QAR
Sr 1-6 AL t D CEV.167) de + Ho AToNcos 1e TN EUR RE D ArPCSTNn © (4 À TR (OR ER PONT t+t,
Ces mouvements vont nous permettre de faire disparaftre les discontinuités de Pression qui apparaissent en dehors de l'aile, sans modifier Les conditions aux limites sur l'aile elle-même.
Prenons, par exemple, le cas d'une plaque ayant la forme en plan, indiquée par la figure 88. Y étant l'angle de flèche, on posera, comme > Atordinaire
B coté Y SN :
cos 8
On suppose que le cône de Mach A ne coupe pas le segment O0', mais que le cône de Mach de O coupe le segment AA', au point M. On obtiendra, d'après ce qui a été dit plus haut, un écoulement satisfaisant aux conditions aux limites sur la portion de l'aile y “0, en superposant un écoulement conique de sommet O, de génératrices limites OA, OB, un écoulement de sommet A, de génératrices limites AA', AO, et en retranchant l'écoulement autour d'une plaque d'envergure infinie ayant AO comme bord d'attaque. Mais alors la région M PS AS est une zone de discontinuité pour la pression. Si Li représente l'autre fénératricerdu cône de Mach de pa dans x, CE, les pressions qui sont obtenues dans la région MAP,
seront ainsi erronées.
On obtiendra le résultat cherché en superposant, à l'écoulement précédent un écoulement Schématisé par
S (M, É ru) :
Ua’ formuie dans laquelle DA Q) sin 0 (EM. cos 8 U = ARC Sin —— FEU Bnsin 0 DE ÉTÉ +217. ces 6) NES ne le ; 4 E + n, cos e)
sANM'estien) M, te a tn A n, (1- cos chere
Le coefficient de pression‘ l'dans la région M A' P, est donné par la formule suivante (y* est négatif)
RE RE Re CR ——— (1) On trouvera Annexe n°6, le calcul explicite de ce coefficient de pression et quelques brèves remrques importantes sur certaines particularités qui se présenterit dans des problèmes analogues.
out 2 sin 8 (x-y* cos 0) É CHERE (1+c0S CHR DURE Lo pe ie sin +-ArCc'stn | p 6 sin 8 | T Vx (x-2 y“cos 0) 2 4 se à 9)
(1V.68) ar NE ME RE AR Re me x E- + os 8 sin 6 + cos 8) »
DA delai Date le Et re Li ER ER ReSEE
n°, DS PUS 7 E(E+2 n, cos 0
nt 1-cos 8) On vérifie bien,.-en particulier,wquerde ce s'annule, pour y* = _ UPE c'est-
dire sur lesbord AA!
Cette formule, on le voit, est assez compliquée. Nous nous contenterons d'exa-— miner le cas où Ê = ©. La formule présente alors une forme indéterminée qu'il est d'ailleurs facile de lever, en développant, jusqu'au premier ordre inclus (en 0}, les termes du crochet. Il convient, dans l'intégrale, d'effectuer une intégration par parties, avant de faire ce développement.
Le résultat est alors notablement plus simple; on trouve
%-2{No +ÿ ) 2 + (IV.69) ce = = — —————_—_——_— + — É 7h US 2 | sin nr À Arte Ar ñ L'ÉUESS ne ) JE
L'intégrale du second membre RE “l'effet de bout!-den tale) AAMAITE premier terme représentant tout simplement le coefficient de pression, dans l'écoulement conique de sommet O l!i,
Commelapplication, nous” allonsrealculer le Le SJObDA INA eMCERtEeMaliRe
ue “HN ee c2 PR te (x+2 577
HAT EN Teat 2 PE ,
quand on pose
M\(2,x,ÉË) désignant la qualité sous le signe , dans la formule (IV.69). L'inté-
grale double se calcule immédiatement (voir la fin du N° PET RU LS CES UE
Pol ea to) 1 DIRE pa (X+2 y
SET -ureni. il *
(1) Si On avait voulu étudier directement le cas où Ô = 0, en appliquant la méthoce précédente, on auraft été conduit à écrire : j
: URTE GE = - : s Rae - Arc sin || ns FE su (MS we os nl Es CS SE AA Be ë ÊT \ x (x=-2y ") ne XV VE Œ+en)
Mais l'intégrale du second meñbre n'a pas de sens, car l'élément différentiel est en Emi /2
Pour lever cette difficulté, i1 faut utiliser la notion:1partie finie" d'un é _ duite en analyse par M. Hadamard (NOT RErC PA) MO Na Men: effet : Mt en
a | te
CRC]
Quant à l'intégrale triple, on peut l'écrire en changeant l'ordre des inté-
égrations
De, ten ildes no SUCRE CAPES 2 _ RTE mMe J| Ë (É+2n ) Pen tb l NX RE - 2 Pour calculer la dernière intégrale, on pose Z
RS Re Xe Évre elle s'écrit alors a 1 à US MSA PET SR SELS 2e (MP) TRE (1+t2)2 Rid'envatute:
et se calcule rapidement par résidus.
ET VE De re PARLE er T nr 2 n ÉD es NP ANNR) ee, 2 9 ÿ 2 E2 Ê 2
il suffit donc d'utiliser les résultats
Pour calculer l'intégrale triple,
suivants re FRbL-E) 2 are) il dE = 2 (—+ nn) = —————- Are té :
VE (E+2 n,) nee [2 PR n, ee N 2 2 LT 1- 4 3 2 de
MA NErAn (rs) dE eee ï + : + 6 n, VE += BARS te Are té des .
RE ES Per PRET RE + 2 2 E + D ar 1e. IEEE n) + He este) | EME in2).E7 A 3 n, Ë
L'intégrale triple a donc pour valeur :
RTE Tidpain)t 1 (1420 7 AE ie UPPER EL HW ArTC té —— _ T ET EN 8 ù 3 8 | n 3 [e) ce qui conduit à la valeur suivante pour le C, cherché 3+10 1 8 (IV.70) œ Lee À EE duc Vas n, + (1+2 n,)? Arc té -—|., p RENS 3 È rt, 3
GD)ESUPLenTe
ie E- 9 E, + : Are sin E 5 2 22 _ = = re . =
D de Ne ten.
: rt )
PARTS E+n Arc sin LE ——— —— e Ten) 0e ne o :
eu . CE, Q LA
On trouvera, figure 69, la variation du C, en fonction de n +
Comme application, nous avons tracé figure 90 page 166) la variation de
1 de, en fonction du nombre de Mach, pour des plaques ayant la forme en plan
LT
définie par la figure 86. L'angle de flèche est de 45°, les allongements géométriques sbnt respectivement égaux à 1,2 et 8. Les points situés sur l'abscisse
M = 2 sont obtenus exactement|formule (IV.70)|. Les parties tracées en traits pleins sont données par la formule (IV.64). Les parties en pointillés sont obtenues par interpolation, Pour les avoir, en toute rigueur, il faudrait calculer
le C,, à partir de la formule (IV.68).
Les segments uniformément portants
On sait le rôle joué par le "tourbillon en fer à cheval" ou "segment uniformément portant", dans la théorie des ailes portantes en subsonique : cette no tion est à la base de la théorie linéaire de Prandtl. Nous allons montrer combien il est facile d'obtenir l'écoulement correspondant supersonique et indiquer quel- . ques applications possibles,
D'après le numéro 3..2.3.1. l'écoulement conique pour lequel :
: LU CVS 71) RENTE, 1: log 5
TH 1+2 représente un écoulement pour lequel v vaut ©, dans le plan x. = O, sauf sur le
quadrant O*.,0X. où % prend les valeurs +4. Appliquons alôrs les résultats du numéro 1.83. L'écoulement homogène d'ordre O, défini par le potentiel complexe :
(IV, 72) Prat Tere. 7 Po log as DIT 1+2
———————————————————_—— Ceci justifie, une fois de plus, l'intérêt de la notion de "partie finie d'une intégrale, qui permet d'effectuer très facilement des passages à la limite qui peuvent être délicats,
peut étre considéré comme écoulement dérivé dans la direction 0x. dev]l'écoulement conique défini par (IV.71), et par suite définit l'écoulement correspondant à la demi-droite 0x, uniformément portante, la portance uniforme étant égale à p.- Le champ des vitesses, à l'intérieur du cône de Mach '‘[' de O0, s'obtient en appliquant les formules (I.29) :
p 2 D & ie LEUR es 3 — À , CNIL HOTTE “ Z< + 1 2 DS SOU Ne SU à TIRE LP 0 + 1 is , 2TX, p2_ 1 2 Z p CR ARE Ne
à l'éxtérieur de ([) les vitesses sont nulles,
Si oncalcule le champ de vitesses, dans un plan x, = 140 x étant très érand, on a alors Br PEN , 2 qi par suite DIET 0 ? cos À LH'ANT ONE TRUE TERRES RE TD 2 :
UTC r 2 7
c'est-à-dire le champ tourbillonnaire classique.
Pour obtenir l'écoulement correspondant au segment uniformément portant, on envisage la superposition de deux écoulements homogènes de ce type. Soit, par exemple, A, et À, deux points de 0%, 2. et Z les valeurs de 1a variable Z quand on prend respectivement comme origine, À et A, e L'écoulement cherché est déterminé par 1e potentiel complexe
® (2) HELe louer EU rue ; +
2 eZ DTL dl à TT+ BA
Ceci pourrait être à la base d'une théorie des ailes droites (sans flèche), analogue à la théorie de Prandtl pour les mouvements subsoniques. Mais on n'a pas réussi à relier la portance locale avec la pente générale du profil.
Par contre, on peut appliquer ces formules pour étudier, au moins de façon approchée, le champ des vitesses derrière une aile droite, lorsqu'on connaît la répartition des circulations. 11 y a là, nous semble-t-il, un procédé qui doit permettre une première étude de l'interaction d'une aile sur les éouvernes (2)
Il est très facile également, suivant le même principe, de définir les écoulements correspondant à deux demi-droites uniformément portantes 04 ;, O4, (voir figureo1).) St cotée UNE ———— , c'est un écoulement homogène d'ordre
cos 6 zéro, défini par le potentiel complexe
i p TRAME ENT Ie nat To ———— PEN laut AMEN AN GS 70
(IV:73) DANBNNENE
Cela résulte immédiatement de 1a formule (III.47). De même, la demi-droite 04, uniformément chargée donne lieu à l'écoulement défini par 5e i p Z CRAN 1io8 > CPR DAC IVG ET ENT Ge 20
Dans chacun de ces cas, on écrit immédiatement le champ des vitesses en appli quant les formules (I.29).
Re ON RL NS ER
(1) Les formules obtenues ici ont été obtenues par une autre méthode par Schlichting (ref.54).
(2) L'étude faite pour l'aile rectangulaire au N° 4.1.29.2. Dermet en effet de calculer les efforts sur l'aile, mais ne permet, dans aucun cas, l'étude du champ en arrière de l'aile,
Ceci permet de définir l'écoulement autour d'une ligne portante telle que A 104, uni formément chargée. On peut, comme dans le cas d'une aile droite, utili-
. es écoulements pour étudier le champ des vitesses derrière une aile en flèche.
H,2.- Etude des fuselages,-
4e 21 — GENERALITES SUR LES ECOULEMENTS DE REVOLUTION AUTOUR DE CORPS FUSELES. —
Nous allons obtenir, par composition de mouvements conîiques, une nouvelle méthode pour l'étude des écoulements de révolution. Les résultats relatifs à ces écoulements ont fait l'objet de nombreux travaux (ref.35,36,5) mais les méthodes que nous allons exposer nous semblent permettre certaines généralisations.
La donnée, dans ce problème, est la valeur ce la vitesse radiale UV, le loné dr d'une méridienne. Cette vitesse est égale à (x), r (x) étant la fonction 15e définissant la méridienne dans un plan r, x. Mais nous verrons que ee (OX, 20) est une fonction qui, pour x fixé, est d'ordre L pour r petit. La condition aux limites peut aussi s'écrire e dr \É dS PATTES : ; GX, 27 2 S (x.) = T r? désignant l'aire de la section du fuselage d'abscisse X je SIMON
fait tendre r vers zéro, r v, gardera une valeur finie. D'une façon précise nous poserons que le mouvement étudié devra vérifier la condition aux limites sui—
vante 1 äs CEVa 724) lim PATATE EE + MERS) É 2 TC dx.
ETUDE D'UN CAS PARTICULIERe
Considérons l'écoulement autour d'un cône de révolution; les formules V (Z) W(2), Ut) sont des fonctionsrde 7, .n'admettant, à l'intérieur de | z HHPROUS le point Z% = O, comme singularité. Elles peuvent donc étre prolongées analyti- .quement à l'intérieur du cercle (C), image du cône obstacle dans le plan Z, à condition diexrclurerdelcelcerclemlitortéineno:
Ceci dit, nous allons chercher l'écoulement autour d'un corps de révolution dont la méridienne a la forme simple donnée par la figure 92. 9, est naturellement un angle infiniment petit. Une première idée pour obtenir un tel mouvement, consiste à retrancher à l'écoulement autour d'un cône de révolution de sommet O d'angle 0 > un écoulement semblable de sommet A. Posons
la vitesse radiale de l'écoulement résultant est
V, E Om EE SP AI EE 2 Le CS
Supposons que p et P. sont infiniment petits, ce qui a lieu pour des points M qui sont assez éloignés de A
6e Fa p2 20e E o "+, o Lx, É (x,-a)| = Je OT Tente
Pour obtenir l'écoulement désiré, il faudra donc (conformément d'ailleurs au théorème du N° 1.1.3) ajouter un écoulement homogène d'ordre zéro de sommet A, défini par le potentiel complexe
& (Z,) = -a Bñ:loé 2
2, désignant la variable complexe 7, pour un écoulement de sommet À (en particumen EX = P.,)-
L'écoulement résultant a pour vitesse radiale pour x, 4 {voir formule"129i%
) 0? Ÿ À 4:02 :1+02 $ V = F 2 [e- (53 Re A ER e, | _ — eee (Ps *—),
troie P P, x1-8 1-0? Pa OÙ B 02 ] (i+ph Br | V, = 3 2 P, — 2 p — ip - EE .
La vitesse radiale obtenue n'est donc pas identiquement nulle, lé long du cône obstacle, mais elle est très petite dès que x. n'est pas trop voisin de o, CarhQ, p. et r sont des infiniments petits. D'ailleurs; pour toute valeur XX 4, l'égalité (IV.74) se trouve satisfaite. En première approximation, nous considérerons que l'écoulement obtenu répond aux conditions posées quoique, naturellement, la valeur de v, ne soit pas négligeable pour X j» MorcinecenrTre
Supposons maintenant que nous voulions étudier l'écoulement autour d'un corps de révolution, ayant une méridienne schématisée par la figure 93- On est amené à envisager l'écoulement comme résultant de l'écoulement précédemment défini et d'un écoulement conique, de révolution, de sommet A, relatif à l'an gle 8. En un point M situé sur la méridienne (l'abscisse de M étant nettement supérieur à a) on a comme vitesse radiale ï
said AA ER x. “ 0 (3e a ' g* ER ce f CE de Tr r Tr mais r = (x,-a) pra RE RATS A TE ED) SE
en posant ri(a = 8e
r (a) désigne le rayon de la section d'abscisse ae
MAO: p
(= au) rila):0 (NE AL ER a MO NE nt r l r Comme on doit avoir VAE 0, on voit qu'il faut, en outre, ajouter l'écoule-
ment homogène de sommet A de potentiel complexe NCA rh ta) lai Log & .
Finalement, le cas étudié s'obtient
1) en ajoutant un écoulement conique, de sommet O relatif à l'angle x 2) en ajoutant un écoulement conique, de sommet A relatif à l'angle ÿ;, 3) en retranchant un écoulement conique,de sommet A relatif à l'angle 6, 4) en ajoutant un écoulement homogène, d'ordre zéro, de potentiel complexe : r'{a)}:4 68 (a):1o$ 7, Ma) étant La valeur du rayon pour %. « à
ui ?
À 8 (a) la discontinuité de l'angle 8 pour x, = de
4e 2e3.— ETUDE APPROCHEE D'UN FUSELAGE DE REVOLUTION. -
Etspplicattion” de ce qui-vient d'être dit permet. d'obtenir d'unerfacon approz chée l'écoulement autour d'un corps fuselé dont la méridienne est polygonale et, par passage à la limite, 1'écoulement autour d'un corps de révolution dont la méridienne possède une tangente continue.
Soit dtabordu ot, Œorse eme, les abscisses des sommets de la ligne polygonale constituant la méridienne, l'écoulement cherché proviendra de 14 superposition
1) d'une suite d'écoulements coniques donnant lieu à une vitesse axiale de la ÉOemeN (Eole 23):
7) 8, is cie + 1
‘1 + p° RER ; — =1 7", 6, étant la valeur de 0, pour QRLAIR Ce ta
P, DE
2) d'une suite d'écoulements homogènes donnant lieu à une vitesse axiale, de la forme (formule I.29):
Le 9 AMC p?
de een Fat ë 2 MÉSERS
GUN TU LE a), A 0 =41(8 )=8 20
n GREAT 74
mais p, sera très petit, sauf aux environs immédiats de a, et par suite, on peut penser que la vitesse axiale réduite s'écrira x a A TIUTE) + ST w (x r)i= 5.02 log 1 1 — CRE LOIR MR DA
1 SCA CET É n a n
es ; : ce : ; SEA { les sommes } s'étendant à tous les points À dont l'abscisse à est inférieure à
X, - Ê r. Le cas d'une méridienne à tangente continue s'obtient en faisant le pas. sage à la limite dans l'expression précédente ce qui conduit à DE OT * -BT DFE) dE # CÉND TEE
Un Ep ee re De mrrim L L HE At
mais 1 4 ss ? 2e L r'TLENME SIM Je CDS Pet A EE ARE A TUE par ë ASE nr 1E).
On obtient : RAT NT 28
il 12 REV:75) DRE PT ES
ST x, -'E
Cette expression est exactement celle donnée par Laitone (ref.5); elle est d'ailleurs équivalente à celles proposées par les autres auteurs déjà signalés.
Mais le raisonnement qui vient d'être fait est un peu sommaire par suite des difficultés qui se présentent au voisinage des points a APRES Dans le numéro suivant, nous allons justifier ce qui vient d'être exposé, et en particulier la formule importante (IV.75). |
4+2+4e— JUSTIFICATION DU PROCEDE. -
11 s'agit de calculer les vitesses radiale et axiale érêce aux formules rigoureuses, et de ne tenir compte des simplifications possibles que dans le résultat final. La vitesse radiale comprend deux termes, le premier résulte de la composition des mouvements homogènes d'ordre Zéro: l'élément différentiel de l'intégrale correspondante est
R 2 2 2h (HR ral) MAGATE) NACRE 2x.-E p
= r'L EMA PON TER 1=6° r 1-p?(E)
ou 2}, (CE) 0" (E) dé + Br(tE) 6 (E) de | si on suppose 0 (E) lénivabte car | a = Êr dp; d'où la contribution due à ces mouvements dans la vitesse radiale X,-8 fi
r (E) 00! (É) dE PACE DO NES de
$ P Le) p, Stant la valeur de p (E), pour E = 0.
De même la composition des mouvements coniques donne lieu à uñe intégrale, dont l'élément différentiel s'écrit : AM}
dipl
6 d | À 8 HMS SE) > a? A a 4 2 Le EAN PTE MA al EIRE 5 (E) p «a dE ne al | + 2 PA02PTÉ)Rdpe
D'où l'intéérale cherchée
1 x,-BT Hs à HS ARE PAL OR Elie".
Go) [O2 La vitesse s'écrit donc Ne de à AE : da? 5 à d2 sg v_ = : 9) dé + p (6) rot 2 NT dE 2 T dE?
[e] bo dATSNRE)
la dernière intégrale est bornée par la borne supérieure de — et, par
Été suite, la condition (IV.74) se trouve bien ainsi vérifiée. Le calcul de # se fait par un procédé tout analogue et conduit à la formule
x-BT px. -/31 Mes 1 if pe / pe REA QEMPÉNEESR CEE de 2 T 4126, - dE? 3 Te 1-p7 (E) Le) [e] e-BT 42 s 1 Ai 1H 12 ee LIRE 27 dE ACREss ù “à dp 2 T re NEC LÉO RAA o [02
Or il est bien évident que cette dernière intégrale est négligeable devant la première. La formule (IV.75) se trouve ainsi établie. Elle fournit l'approximation suivante pour le coefficient ce pression à
EE TI NE de
CEVe:761) C_ _=— P T 3%
REMARQUE. - Au chapitre 2 , nous ‘avions utilisé la formüle (I.10), pour écrire le coefficient de pression. Cette formule conduirait à poser ici
AB il SLI cu EL Se 2e UNE (X).
T d £ XrE
On comparera cette formule avec celle donnée réf.38. Cependant l'analyse qui vient d'être faite ne nous garantit pas que le terme HAE représente tous les termes du second ordre. Aussi, en accord d'ailleurs avec Laitone, nous contenterons nous de la formule (IV.76).
GENSRALISATIONS
La méthode que nous venons d'indiquer n'a pas seulement l'intérêt de donner
une nouvelle démonstration des formules relatives aux écoulements de révolution, mais de fournir une méthode plus générale susceptible de s'appliquer à de nom-
breux problèmes de fuselages.
Prenons par exemple le cas des fuselages de révolution dont l'axe est fai blement incliné sur le vent. On peut reprendre la méthode précédente, en partant de l'écoulement autour d'un cône de révolution incliné sur le vent, [formules (11.24) et (DEEE L'écoulement cherché s'obtient par superposition convenable de ces écoulements coniques et des écoulements homogènes d'ordre zéro que lon en déduit en dérivant ces écoulements dans la direction de l'axe du fuselage
VOLANT 01:S de
Il est permis de penser que cette méthode pourra permettre également l'étude de fuselages qui ne sont pas de révolution, mais dont, par exemple, la section reste homothétique à elle-même. Certaines difficultés apparaissent qui, toute— fois;. ne semblent pas insurmontables, En abordant l'étude des fuselages par la méthode des écoulements coniques, notre but n'était que de signaler le principe d'une méthode nouvelle. Nous en réservons le développement pour un travail ulté-
e \ rieur}?
H,3.- Première étude sur les écoulements conicues aplatis sur un dièdre, - Applications aux derives et gouvernes.- |
Nous avons déjà signalé au cours du chapitre qu'il existe d'autres écoulements coniques que les écoulements infiniment peu ouverts ou que les écoulements aplatis SuPMinaplan Noussallons, dans ce dernierlparagsraphe monnerrquelquésexenples d'écoulements aplatis sur un dièdre. Ces écoulements peuvent être utilisés soit pour l'étude de l'effet de dièdre sur une aile portante, soit pour l'étude des dérives et gouvernes. Nous ne pouvons ici songer à développer la théorie complète de ces écoulements. Nous nous contenterons de signaler quelques exemples.
4.8.1.- EFFET DE DIEDRE SUR UNE AILE DEBORDANT TOTALEMENT LE CONE DE MACH.-
Considérons une aîle À présentant un dièdre, cette aile étant infiniment aplatie sur deux plans se coupant sur Cx . Nous supposerons, pour simplifier, que le plan & ,x est un plan de symétrie, l'aile débordant totalement le cône de Mach: 1tintrados de l'extrados sont donc "indépendants", Ceci signifie que, dans le plan Z, la région intérieure à (C.) est partagée en deux domaines (fig. 94 page 173). La partie de l'aile intérieure au cône de Mach (T) est figurée par deux rayons OD, OD', faisant avec OX, les angles 0 et n -0 . Les génératrices limites du :À ont pour images les points E et E' d'argument 0 et T -8. sur le:cérclée.# On suppose
ra pour fixer les idées que Or POUR Ê
Les conditions aux limites permettant la détermination des fonctions inconnues U.(Z), V.(2}, W (2), dans la région ODFE'D'O, sont les suivantes
dirsur d'are, EE UNE ES UE NUS 2) Sur l'arc ED et sur le segment OD M côs 0 Lure APN 3) sur l'arc E'D' et sur le segment OD' TIVACOS 8. + v sin 0° en Œ A
(1) Voir Annexe n°7 le développement de cette idée.
Nous traiterons ici le cas élémentaire, et par suite, äX Sera considéré comme constant. La condition
COST Dar sin Or x [e] [e)
envtratneïque, sur OD
ea dv CA Z CDÆ 0. 27 sin o. = ©, 120 4 Le] [e)
ourencore
La dérivée normale de est nulle le long de OD .
On aurait un résultat analogue sur le segment OD'.
| di dv NET es DEP ENT sin 8 ur (e dz À dz e
CA
Par suite : % garde une valeur constante sur ED et E'D!',
D'autre part, sur ED
ce qui entraîne encore
I1 est d'ailleurs facile de calculer cette valeur grêce aux formules (III.46);
on trouve ct TOUTE
CRE B sin (8,-8.,)
Pour achever le calcul de U (Z), il est alors indiqué d'effectuer la transformation conforme
Q el re
Te 8,
le domaine étudié est représenté sur un demi-cercle du plan T (voir figure 06), l'homologue de E a pour argument nr (8,-8,)
M rues 20, $
Or la fonction U (:T) peut s'écrire immédiatement en vertu des résultats du N° 3.2.2.1.
; <@ 1@ LT uT+é ‘lj(inte- ‘1)
: UT) =" LÉ ———— 57% —7 GNT) (T) 7 B sin (6,-8,) : (1+T 2-iPyte Pit)
Fi ge 95
et d'après la formule (III.53) on peut écrire la valeur du coefficient de pression, sur la portion de l'aile intérieure à (I):
4 @ sin fa CC. = Arc sin ———Î———— , p ñ B sin (8,-8,) MASERATI) œ,
en posant x PE OMTEE
Pour rattacher 8; à l'angle Q définissant les génératricés limites du cône,
on remarquera que Bizin er Or Nate Meos Mie ere k B té ©,
I1 est facile d'obtenir la composante des efforts normaux sur la face supérieure de chaque demi-aile: on repèrera cette composante par le coefficient sans dimension
sl
RS RNE PO AE DS AE CD DEN C, E té ©, p [e) B [e)
O « et pour calculer C,, on passera dans eleMplaneuT
db 2 2 2 RAC AR NE _ LS d = GR FORCER EL ra AT À ea eee té bu 0 T ! 2 Btéu, PRE Frataye E.té HAT
CE ñ
2 \ Tir
= ———————— À Ua (TT) PARENT dT , B té © (arte)
A désignant le contour e’d'd e. dans le plan :Tt (figure 05). Or le calcul de cette intégrale a déjà été fait au numéro 3.2.2.2. D'où 4 à 2 2 sin © DDC OS in, +8, ) sin @, N & ee CN TT PNRUER FERRER E TL 0 E té Hits B.: cos ®, Sin (8-6 ) E cos , sin (9:-04)
REMARQUES 1) Il va sans dire que l'étude du cas général où à serait variable en envergure peut se faire sans difficulté à l'aide des analogies électriques.
2)"Le cas où le cône présentant.un diedre-est entièrement intérieur au Cône de Mach est plus difficile à traiter. Le domaine où il faut étudier les fonctions U (2), V (Z), W (Z).est. annulaire et, contrairement à ce qui se produisait au numéro 8.1., la représentation conforme d'un tel domaine sur une couronne circulaire ne semble pas immédiate.
8)-I1 est possible par "composition" d'étudier L'effet de diedre sur une aile rectangulaire ou sur une aile en flèche, en employant les méthodes développées au numéro 4.1.
DERIVE EN BOUT D'AILE
Considérons, par exemple, l'extrémité AA' d'une aile rectangulaire et de grand allongement; la dérive sera supposée formée d'une plaque triangulaire, ABB' (18.96) que nous pourrons supposer, pour commencer, dans le lit du vent. Nous nous proposons de calculer l'effet de cette dérive sur l'écoulement,
4+3°2-1.- Il est à peu près évident que s1 Les demi-droites AB, AP! sont en dehors du cône de Hach de À, La dérive subprime l'effet de bout de A4'.
Considérons, par exemple, le cas où l'aile se réduit à une plaque portante dans le plan Z, les conditions aux limites, pour le quadrant OAB, sont en effet les suivantes
JUNE We 5 SUMOAVEN AB , LIRENIOIENNSUPAORSS
ce sont les mêmes que l'on aurait pour un écoulement autour d'une plaque d'envergure infinie,placée. avec une certaine incidence. par rapport au vent.
Par contre, dans le quadrant OA' B, le mouvement de perturbation est identiquement nul. Ce résultat vaut aussi bien d'ailleurs pour "l'effet d'épaisseur", Ilin'y a donc pas là de problème mathématique nouveau, mais simplement une remarque susceptibla d'être utilisée dans certains problèmes techniques.
Si maintenant la dérive est elle-même portante,
c'est-à-dire si v prend une valeur constante différente de zéro sur la dérive, il y a un cas particulièrement simple où l'on peut conclure immédiatement, c'est celui où les génératrices limites de La dérive sont symétriques. bar rapport au plan x .Cx ,- En effet, si la dérive était seule, elle donnerait naissance à un écoulement tel que la composante w serait nulle dans le plan Ox,x litsufrimtodoncter ou ter cet écoulement à celui trouvé dans le cas où la dérive est placée dans le lit du vent (1),
4-3-2.2.— Le cas où les génératrices limites de la dérive sont intérieures au cône de Mach donne lieu à un nouveau problème.
Soient C et C' les images de ces génératrices dans Lespian/sz SAS ÉTLA nous supposerons, par exemple que C et C' sont symétriques par rapport à O et nous allons étudier l'effet de dérive sur un problème symétrique élémentaire. Les conditions aux limites sont les suivantes:
W = w, sur lebord supérieur de OA’et sur: l'arc AB # = - #W, sur lé bord inférieur de OA et sur l'arc AB', me Œsurtles deux bords de OC.et de O0C!':
pareraison deusymétrié; on aaussi w'=10rsur OA! Fig. 97
dU :
Nous raisonnerons sur la fonction Z dz (la fonction
(x) introduite au numéro 3.1,1.:, est proportionnelle au ; Tate limites nous apprennent que sur le contour ABA'OCOA, 2Z ps est réel, D'autrenpant,
}. Les conditions aux
d'aprèsules résultats acquis au chapitre . 3, B est un pôle simple pour cette fonction, alors que C est un point critique d'ordre p + 1/2 hp étant entier. En reprenant les raisonnements faits au numéro 3.1., on voit que la plus simple (au sens du principe des singularités minimum) des fonctions satisfaisant à ces conditions s'écrit
HU EE ge
IV17 SE PR EN EE OUR RUE CEE UNE RU ( 9) az E (2241) [1224021 (140? 22)
nous notons avec l'indice (11 la solution correspondante.
w D'ailleurs 4 est nul sur l'arc A'B et u = __ © sur l'arc AB. Par suite, Si
on prend comme détermination initiale du radical, la détermination positive sur le bord supérieur de OA, on a d'après (III.46)
LE A POP EN PE ON LE TRE 2 RE SR CRE ES
(1) Nous avons, pour simplifier, envisagé le cas où les génératrices limites du cône étaient normales au vent, 11 est facile de traiter également le cas où cette condition ne serait Das satisfaite.
2 w Lis © 2 h = (1-c?),
l'intégration de (IV.79) ne présente pas de difficulté, il faut naturellement choisir la constante d'intégration pour que # = O, pour Z = - 1. On trouve
4e w À Ts 2 SU LG LS PIE ES CE )NETEeC CAN (IV. 80) (bl (AVR SES lof |- ; >
PT (2e TN Cr)
leniogarithme valant 1 A pour Z 11.
Le calcul explicite dey CAT ET et vtr ii(m) peutisenfaire paremes toner tons elliptiques. 11 faut examiner, en effet, si toutes les conditions aux limites sont bien vérifiées, Or
GITE uw, (Tec?) 1 D MERS PERS MELLE er PANNE PEER az B x [Tz2+c2) lc nee È
par suite, en posant
JET OST TAN
la région du plan Z étudiée a pour image dans le plan T un rectangle,(voir numéro 3.1.1.8, et figure 34) et on obtient
avi dv!i) 47 1 w pe 1 = ———02- (1-c2), dT dz dT ñ £ 1 w à 1 CA Vial DROLE O UNIT NT Br 2
leMconstante d'intésration estichoïs ie pour que vr-NO sur lencerele (C, ). La so
Attron: Ut 1) (Z), A (EE W(1) (7) ne satisfait donc pas aux conditions aux limi-— teswposées: elle correspond au cas où la dérive Serait elle-même inclinée-surle vent, Aa valeur de v sur la dérive étant égale à
DONC NA (IV.81) v\ 1) = o A ÊT 2 D'autre part, on trouve pour W!1) (7) dan! 1) dut 1} qz we (ASC) 1+c2 sn?2:T dt dz per LOUE 1e? sn?
A s'exprime donc en fonction de T par une intégrale elliptique de 3è espèce. Mautyainsi défini la solution UELM OZ MEET ENNEMI TS STE Cite d'obtenir celle qui est relative au problème aux limites posé: il suffit d'ajouter une solution U!2) (Z), vl21!{9), wl2) (7), telle que
HR ee dut 6 STE CARRE EN E jen 24) QUES (6) SMS UTAO'AMETMNO AMEN BU M Se UCI > Sur les deux bords de la coupure CC",
Or, cet écoulement est, aux notations près, celui qui a été étudié au numéro 3-1.1.7. En particulier, la valeur de la fonction Ul2} (7) s'écrit
CAFÉ 7 172 (TV: 82) NP RCE - à ; B C°+1 FE Ed bec Mae) (1472c° v2 1+c2
On obtient ainsi le résultat général suivant: si sur la JérPIVe Non COTE AVONCRUN— Vo la valeur de la fonction U (Z) est donnée par la formule
À 43 : ER (IV.83) DGA “ie lof RON) AUtERS) ue Vix ro") (+029) + Br Te) ec 2) ue me a CASE) È ©, OU OK) nu B (1+c2) E (EC )| 2Bn VE tire? | 1+0c
On remarquera que, dans le cas où DO et où (ei QE ONMUVTOMVEMDIEN RE limite, le résultat prévu dans le cas où la dérive déborde le cône de Mach (N°43: 241, );et que 85 c—0, on retombe sur'la/jsolution du N% 2.2.1. (II1.57) . - On peut alors calculer le coefficient de pression sur l'aile (Z réel et positif):
on trouve Deal CT She. Ave cos | (1-x2) MS Aie, P Br |2 Ÿ 2 [ L 10 / 2 | Re fe es ee _- —+ (1-c°}) K' BE (Vi Née BT
en posant
Era e 1+p*. / an
AILES EN CROIX
Pour terminer ces quelques aperçus sur le calcul des éffets de dièdre,'nous allons donner quelques indications sur le cas des aïles en croix.
Considérons un cône aplati sur les deux plans x x,; Cx x , On connaît la fonction w sur les deux faces du triangle OAA' et la fonction v sur les deux faces du triangle OBB'.
Supposons OB et OB' symétriques par rapport à x, et OA et OA! symétriques Par FADPpOnL. à ox ,x “dans ces conditions, l'écoulement autour de T'aile en croix s'obtient d'une façon particulièrement simple. I1 suffit de superposer l'écoulement infiniment aplati sur le plan Cx x. et réalisant Jes valeurs. voulues-pourw et l'écoulement infiniment aplati sur OX x, et réalisant les valeurs voulues pour w. En effet, par suite de la symétrie, le premier écoulement donne une valeur de w nulle dans le plan (x x, et Te ‘second une valeur de v nuile sur BRREA Le cas où l'aile en croix n'admettrait pas deux plans de symétrie ne peut pas se traiter aussi simplement dans le cas général. En Danticuiten, MieRcaS où les génératrices limites sont toutes intérieures au cône de Mach conduit sans doute à des solutions analytiques difficiles à expliciter, même dans le cas élémentaire. Mais, comme dans toutes ces questions relatives à l'effet de dièdre, la résolution de ces problèmes est facilitée par l'utilisation de représentations conformes qui, si elles sont difficiles à obtenir sous forme analytique explicite,e peuvent être déterminéesavec précision, par l'utilisation judicieuse de la méthode générale des äânalogies électriques.
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N° 1 — THEOREME D'EXISTENCE ET SINGULARITES DE LA SOLUTION POUR UN ECOULEMENT INFINIMENT APLATI SUR UN PLAN
1, Généralités.
La méthode des sources, qu'il serait plus exact d'appeler "méthode de la Solution fondamentale d'Hadamard", permet l'étude générale des écoulements autour des obstacles infiniment aplatis sur un plan. Indépendamment plusieurs auteurs (voir réf.1, 2, 3, 4, de la bibliographie annexe) ont étudié ce prcblème., En collaboration avec M. R.BADER, nous avons nous-même étudié cette question, Le rapport correspondant (réf.5) n'ayant pas fait l'objet d'une publication officielle, nous Aonnerons ici les résultats qui nous paraissent originaux, par rapport aux études citées, Les notations étant les mêmes que dans le texte, le problème peut se formuler de la façon suivante :
Trouver une solution ® (x.,, Lee x, ) satisfaisant à l'équation : 2 2 2 L (@) = ge +-2+ 12% - OEe ee Ci 0x:
et aux conditions aux limites :
CÉIURES LiENfINE-Ssnont Dam Dee grad® = O ;
(2) sur ($S), projection sur x
à de l'obstacle
— D E— 7 À (x, X, ) : pour ARE + =, APE - = ; x. = M} (x, X, ) : pour X3 Ses ON
k* et k7 sont des fonctions connues, satisfaisant aux conditions de régularité (II) relatives à 2 / 2x qui seront précisées plus bas.
Pour poser correctement le problème i1 faut en outre préciser les hypothèses de régularité que nous imposons à la solution; nous appellerons (R) la partie de Ox,x, qui correspond au sillage du corps aplati sur (S).
(I)- est continue, sauf éventuellement à travers le plan x, = 0 sur (S) et (R }e
(II) Les dérivées premières et secondes de ® existent et sont en général continues à l'extérieur de (8); il y a éventuellement exception à travers certai-— nes surfaces caractéristiques où elles peuvent avoir, soit des discontinuités de première espèce en un point régulier, soit des infinis en un point exceptionnel. Sur (S) elles peuvent avoir des infinis, cependant, pour satisfaire aux hypothèses de linéarisation, 0 p/2x, ne peut devenir infinie que sur des parties de la frontière de (S) quand on y tend en restant extérieur à (5).
Nœs supposerons en outre 2 @/2x, et Jp / 0x, continues quand on traverse Ox,x, en un point extérieur à (S). Cette hypothèse pour 2p/ 2x, a une signification physique immédiate; pour Jp /0x, également si on se rappelle que cette quantité est proportionnelle à la pression, Autrement dit, seul Op/dx, peut avoir une discontinuité de première espèce à travers Ox,x,.
Enfin comm" au chapitre 3, % peut être décomposé en ses parties impaire et paire par rapport à Xe Si p est impaire en x, (problème symétrique), 2 2% 24 énrdénors de (5),:.-51 0 est-pairer’en X 3 (problème portant), 2p/2x, = © dans
Ox,x, en dehors de {S}). comme cela résulte des hypæthèses (II).
Formule fondamentale
Nous utiliserons la formule de Green généralisée
TT: Mas v Lu) | = de v 4 | do 5 dy dy
> étant la surface d'élément dO limitant le volume V d'élément dT; les déri- MECS d / dv sont les dérivées suivant la direction transversale. Ainsi, si 2 est définie par F (x, X pr °X3) CRE EC ERR X3 ) >. 0 .à l'extérieur de. V., on a
AA BE PR RES PB 2r 9
dv 2x) 2x; 2x, 0%, 2x, 2x,
Enfin, en utilisant la notion de "partie finie" d'une intégrale due à Hadamard, on peut appliquer la formule de Green à des fonctions y et v rendant infinies les Enmeésrales mises iensjeu, Onrécrit'elors
1] Lu LévI AS" y tu] de . [ua - v | do .
Considérons en un point P,(E.,, E,, G3 D 6, O par exemple), l'avant cône de Mach [et coupons-le par le plan X, = —-A où À est positif et très grand, et
par le plan X3 = O0. Nous déterminons ainsi un volume V dans la région X 3 O limité par une surface 2, Admettant l'existence de D: nous appliquons latfôor
mule de Green au couple
H est la solution fondamentale au sens d'Hadamard pour l'équation des ondes,
Nous ne pouvons ici entrer dans tous les détails et toutes les justifica-
tions, mais nous noterons les principales étapes de la Aémonstration. ,
a) On montre qu'on peut effectivement appliquer la formule de Green généralisée au couple , H, même si les dérivées de ® présentent des discontinuités de première espèce, ceci en vertu de (II) qui nous apprend que ces discontinuités Se présentent sur ‘des surfaces caractéristiques,
b) Pour la partie de Z située sur x, =-A, l'intégrale double s'annule en vertu des conditions aux limites.
c) Sur le cône (l') l'intégrale double doit étre prise en partie finie. Introduisons le cône a: d'équation
2 2 EVE S 2 2 PC Re Ale (re) Ceci stile pian P, DORE SN ED | (010)
£ et Ô étant petits, on calculera l'intégrale double sur la surface voisine de ZX formée d'une part de l', et d'autre part du cercle C,;ÿ, section de [l', par le plan Pis On montre facilement que la contribution due à lé a une partie finie nulle, et que celle due à Ceÿ est -2nmp(P). Par suite en désignant par
la section de ([') par x; = O, on obtient la relation
— | @(P) ra. . $ 2T 7x, h
d) Pour éliminer ® au deuxième membre, on peut appliquer la méthode des
images utilisée par V, VOLTERRA dans un problème analogue. Soit P' le symétrique de P par rapport à Ox,x, ; appliquons la formule de Green au volume V situé dans X3=— 0 limiké pariles plans (x, =:- A, LATE O et l'avant cône de Mach de
Rens posant
CARE NE APE 2e X 3) x HEURE MAITRE on obtient ainsi _- NAN Re ser hs 2 0x, 2T Dx h et comme pour X3 7 OÙ ape LE À 2H ARLES, ?
OMAN f°2 Dit Heu -][ »$ H 2. Te
En rapprochant ce résultat du précédent, on obtient la formule fondamentale cher-
chée : 3 ; œ(P) = Je HA Gr Æ er 24 do :
T 7x; T 7% 3 ess t)
Le théorème d'existence pour le problème symétrique
Dans un problème symétrique on connaît 9 ® / dx sur chaque face de x4 70; par suite on péut calculer q dans tout l'espace. L'existence de la salution sera acquise si on vérifie que cette fonction ® satisfait à L(@) = O, aux conditions aux limites, et aux conditions de régularité.
a) L(p) = 0 , car les fonctions klx,, x,) satisfaisant aux hyp cthèses de
régularité, on peut calculer les dérivées de 9 en dérivant sous le signe somme par rapport aux coordonnées de P, Comme seul H dépend de ces coordonnées et que H satisfait à L(H) = O, le résultat s'en suit comme l'a montré Hadamard d'une façon très générale.
b}j Pour vérifier les conditions aux limites, il faut montrer que
F Mon 9 2 ® 1 H p + lim (EEE de tm 0 ces SUN PNR Ge PE RE EN EE E,—0 DE, Er 62 ë, 6,0 T CI 2x, 21 2 3
on peut faire facilement cette vérification en posant
BE
£ PL PEU Te Ar Er (At mené
2 NE A à ? Ab: Dr (D = E, coté8 ,
dans l'intégrale, puis en faisant le passage à la limite indiqué.
c) La vérification des conditions de régularité conduit à étudier soigneusement le comportement de @ et de ses dérivées. Nous ne pouvons ici que donner les conclusions de cette étude.
4. Dans le plan Ox,x,, soient P* et P- deux points alignés avec P tels que aber PU Re — 1- S'il n'y a que des points isolés de discontinuité de. 7p/2x, SUrPALeSs Are gnes de Mach avant de P et si 7p/ 2x, est continue en P : PFŸ) ‘= ie) + O(e} ,
c'est-à-dire que ® est continu en P, d'ordre £. Un résultat analogue vaut pour les dérivées premières To/2x, > 2p/ 2x, :
-2- S'il n'y a qu'un ncmbre fini de points de discontinuité sur les lignes de Mach avant de P et si P est un point d'une ligne supersonique (voir chap.4) de discontinuité pour To/2x, » P est continue d'ordre €, mais Vo / 2x, et Jo / 2x, ont des discontinuités de première espèce, En particulier si la tangente à la ligne de discontinuité en P fait l'angle & avec Ox,, lestdis” continuités de Tp/2x, et de 29 /0x, sont liées par la relation bien connue
RAR CO
de B?t620 - 1 Dx
S'il n'y a qu'un nombre fini de points de discontinuité sur les lignes de Mach avant de P, et si P est un point d'une ligne subsonique de disconti-
nuité, les dérivées premières de @ deviennent infinies comme log E£ , quand on tend vers P,
—4- S'il y à une discontinuité de Vo /2x, sur tout un segment d'une es lignes de Mach avant de P, les dérivées premières de ® y deviennent infinies
comme e-1/2,
B. En dehors du plan Ox,X, on a les résultats suivants
— 1- Si la frontière de h n'est en aucun point tangente à une ligne de discontinuité de 7@/2x,, ni ne contient aucune partie finie d'une telle ligne, les dérivées premières de ® sont continues et d'ordre €,
—-2- Si la frontière de h est tangente en certains points à une ligne de discontinuité de Vp/0x,, Sans contenir aucune partie finie d'une telle 1ligne, P est situé sur la surface caractéristique qui a pour directrice cette ligne de discontinuité et les dérivées premières de ® admettent des discontinuités de première espèce en P à la traversée de cette surface.
—3- Si exceptionnellement la frontière de À contient une partie d'une ligne de discontinuité de Dp/2x,, les dérivées premières de ® deviennent infinies
comme e-v2, un tel point est d'ailleurs nécessairement isolé.
L'ensemble de ces résultats montrent que les conditions de régularité se trouvent satisfaites, ce qui prouve l'existence de la solution ainsi trouvée,
H, Le théorème d'existence pour le problème portant.
Nous insisterons moins sur le calcul de la solution que l'on pourra trouver dans les mémoires publiés déjà cités, en particulier réf.4, que sur l'étude de ses singularités. Pour faire toutefois cette étude il nous faut brièvement indiquer comment se fait ce calcul, nous le feront dans le cas le plus simple, celui où les bords de l'aile sont indépendants!
(voir Pigsele
La formule fondamentale permet le calcul du potentiel quand on connaît 29 /9x, sur toutile plemOx,x..
Or i1 est clair que cette quantité est nulle en amont de la ligne AM, , MM, étant la caractéristique tangente au bord d'attaque de l'aile.
Pour calculer cette quantité dans les régions où elle reste previsoiîirement inconnue, il est indiqué de faire le changement de variable
La Bx; ARE RE | APR TRS Had SITE Or HRIBES = ES
PTE LE MAUAIT TOUT ARTE HA) sont les équations des ares AM et MNQ, on a en un point ,À , M» de la région M,MNN, (puisque dans cette région ® est nul)
l'équation
Ho Le ) d dÀ 2 du »
ME Je PROUeR ee a Et nn ae = D UD o?"o fu EE 0x, M, = H M
À, B, (A) équation qui entraîne l'égalité He, H, (À) . =— KX, EUX) :
qui détermine ue LT) par l'inversion d'une équation d'Abel. On trouve (réf,4)
H (À, ) AE 1 EST CACMETTS du” 7x, au, -k, (À, ) Cure
On connaît ainsi 2p/2x, dans la région M, MNN,
En un point où PA, | n'est pas nul (par exemple sur le sillage), on 3: a 2 nBp(X,,H,) DORA EN 0 ce qui, après une double inversion d'Abel, donne : D H2 (A) ne k D 0 dk KOX,,Hdn 25 7 do 7 pdx, on: n ?u, [rer fu mA) PE 2) PR LA) JR) RUSSE
Cette équation contient deux fonctions inconnues, et en Sénéral il sera impossi-
ble de les déterminer toutes deux si l'on n'introduit pas une hypothèse supplémentaire. Mais si on suppose que
es est continue dans xx, à la traversée du bord de fuite subsonique,
nous allons voir qu'il est d'abord facile de calculer P Sur le sillage, et par suite 2p/0x, dans OX ,X, L'équation précédente s'écrit
He M, (À, ) Fes : Er 1 dk K(A2,U)du 0x, RER -k, ( (À, ses (À, ) )-h F7 ITA CU -H) )3/2
Hs (À, ) u, (À, ) He (À, € 2 (À, )-€ 5 x KU,,Hidu 28 1 px DAUEANS » Me CA À, |] ne Nos : Ce URI PR ° À N H À, 28 RUES PA (ho ‘ 4 -E, 2u PR au kB, (À, ) À
Si an fait tendre NL, vers (À d'après l'hypothèse précédente, Jp / 2x, (ES 70
pothèse provisoire que le dernier terme tend vers zéro (hypothèse qu'il faudra vérifier par la suite), il vient
) , € étant une quantité petite, on voit que le deuxième terme du second membre tend vers , tandis que le troisième tend vers zéro. Faisons de plus l'hy-
Be, (À ) À, — Es p” D ee 1] ter À
Mais comme dans le sillage, ® garde une valeur constante sur les parallèles à Ox,, il suffit par exemple de connaître les valeurs du potentiel sur la droite QI (fié.2}), pour les connaître partout. En vertu de cette remarque :
HELAR RE) 5 1 KÜAS 54) fans dd, = - — | RL ; à] NX, a | Ho > : }-u
À, M (Ag) Ù ‘ x, Ho (Age)
\ 1 d'A KIA prb D Dose À; HAS)
sion définit. À, par:
Remarquons que la circulation le long du bord de fuite subsonique se trouve ain-
si calculée,
Il reste à vérifier le bien ‘fondé de l'hypothèse provisoire faite au cours du calcul, ce qui peut se faire sans difficultés. On voit ainsi comment peut se déterminer la solution du problème portant,
Pour établir que la solution calculée répond complètement au problème, c'est-à-dire le théorème d'existence, on procède comme dans le cas symétrique; tout revient donc en définitive à l'étude des singularités de cette solution, étude qui permet une vérification à posteriori des conditions de régularité. Pour faire cette étude, il est indiqué d'étudier au préalable le comportement de 99 /0x, dans le plan Ox,x,. Comme plus haut nous indiquerons les résultats sans
démonstration.
a) Etude de 2@/2x, dans Ox,x, .
On voit d'abord immédiatement que 29/2x, augmente indéfiniment comme g-1/2 lorsqu'on tend vers le bord d'attaque subsonique MN en restant extérieur à (S). D'autre part, par hypothèse, cette quantité est continue, sur le bord de fuite subsonique NQ,. Précisons maintenant son comportement le long de la caractéristique NN, ; un calcul assez simple que nous ne pouvons reproduire ici pour ne pas allonger la rédaction permet de montrer que
Le Long de La Ligne K= Nes H=—hM,, 29 /0x, subit une discontinuité de pre-
mière espèce égale à
Bu, (À, ) Fi se K(X, ,U) a ——— © dd .
T ITPETAYE TALNEN MPtN A
La manière dont 7p/2x, est calculé montre alors facilement que 2@/2x, ne possède pas d'autres discontinuités dans le plan Ox ,x en dehors de (S) natu-
rellement,
Di
b) Ætude de La solution dans Ox,x, « Ce qui a été dit pour le problème symétrique reste valable moyennant les modifications suivantes
Tout d'abord le long du bord d'attaque subsonique, Jo /0x, et 7 2x devien-— nent infinis comme e-d/2, D'autre part, fait très important, les Res
Je /Dx, et 2 / 2x, subissent des discontinuités de première espèce Le Long des caractéristiques issues des points frontières entre bord d'attaque subsonique et bord de fuite subsonique. [Pour Jp / 8x, une telle discontinuité ne peut avoir lieu toutefois que sur (S)] À
c) Etude dans L'espace,
L - £ k k ss e Me. LL vraiment nouveau à signaler est que, à travers les cônes de
Mach postérieurs des points frontières entre bord d'attaque et bord de fuite sub
soniques, les dérivées premières subissent une discontinuité de première eésvèce.
Remarques finales
a) Nous nous sommes attachés à démontrer l'existence de la Solution, mais le procédé de démonstration employé montre en même temps que la solution est unique. Par suite toute solution répondant aux hypothèses trouvées par d'autres méthodes (et en particulier par celle des mouvements coniques et homogènes ) représente l'unique solution au problème posé.
b} On remarquera encore que l'hypothèse supplémentaire introduite 1e on du bord de fuite subsonique dans le cas d'un problème portant peut aussi s'exprimer en disant que le long de cette lidgne la pression reste continue, Ceci est une conséquence immédiate de l'étude du'comportement de la solution.
c) Nous n'avons pas cherché ici à étudier le type le plus général de surface (S), En général la méthode peut s'appliquer moyennant quelques précautions (voir réf.4 ou réf.5), Toutefois il y a des cas où l'application de cette méthode échoue, actuellement, par exemple le cas où l'aile ne possède pas de bord d'attaque surersonique, ou encore pour certaines dispositions du bord de fuite, La figure 3 montre de tels exemples; le tracé de quelques lignes de Mach fait comprendre immédiatement la raison de cet échec.
d) Un des avantages de la méthode qui vient d'être exposée est d'être ef fectivement applicable à des problèmes très généraux. Toutefois, selon nous, elle ne retire pas son intérêt à la méthode des mouvements coniques, car dans beaucoup de problèmes particuliers que pose l'aéronautique, la méthode des mouvements coniques (et celle des mouvements homogènes ) permet d'aboutir plus simplement au résultat cherché. .
e) La méthode de la solution fondamentale a le grand mérite de permettre l'étude des circonstances générales de l'écoulement en particulier l'étude de certaines discontinuités de pression que l'on rencontre à la surface même de l'aile ans certains problèmes portants,
N° 2 — SUR LES MOUVEMENTS HOMOGENES
(1) 6t donné que l-
Nous avons développé la théorie des mouvements homogènes ques applications dans un récent article (réf,.7)., Nous donnerons ici quelques
compléments sur l'étude générale faite au n° 1.8. (page 16). Si on pose
n (Ari à 9] @ ne per nr 5 © . (F9 + cos fn), | Ox° Px3 Ox.
ER PRE X, 7%, 0%x; Cri) ; les 9 ne dépendent que de Y et 0 dans un mouvement homogène d'ordre n. (p,q»r) .
A l'intérieur du cône de Mach (l'), ces quantités peuvent être considérées comme les parties réelles de fonctions analytiques de la variable Z, EN DES à une x ss N . : e k : n ) constante additive près purement imaginaire, que nous noterons: ? (Z) (psg,
1èmes
Un problème de mouvements homogènes $e traite sur les dérivées n Ces dérivées nlè%$ sont liées par les relations de compatibilité qui peuvent s'expri-
mer de la manière suivante
Toutes Les expressions
p L , CG - A Fr —_{n-p=-9,p,g)
B Z2+1 RÉ LE
sont identiques quels que soient Les entiers et a satisfaisant aux inégalités : p
OM RE En °
Pour exprimer les conditions aux limites avec les dérivées niènes
1èmes
, €t pour passer deskdérivées. n au calcul du potentiel ou de la pression Les = —-u )}, on uti-
lisera une Sénéralisation de l'identité d'Euler
a ee) (E) (E) n OR % © EL VO + @ 3 ()
RARE) ÉD Ou) (0,0,1)
formule dans laquelle il faut faire la convention suivante sur les FL
(1) p EL) q (1) PÉE Up+q+r) P ‘À P UT .
(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) Up,q,r) On trouvera dans l'article cité une application de ces principes généraux au Cas des mouvements aplatis sur un plan. Les méthodes utilisées au chapitre 8 se laissent généraliser sans aucune difficulté; on peut également utiliser dans cette étude l'analogie rhéoélectrique. Une superposition de mouvements homogènes
permet très simplement l'étude (2?) d'une classe assez large d'ailes À " les ailes À à sections affines ",
RS DOS ESS ESS RER EE Re QE QU RU Pt (1) Simltanément cette question à fait l'objet d'un article de M. PORITZKY réf.6). Mais ce i mi ble être allé moins loin que nous dans l'étude des mouvements Aer 4 Me
(2) On se reportera également à l'article de M. FENAIN qui paraîtra e FE prochainement dans MLa Recherche Aéronautique", où l'on trouvera l'étude complète d'un certain nombre de Cas particuliers.
AO
N° 3 - SUR LES METHODES UTILISEES AU CHAPITRE
L'exposé de certaines questions du chapitre 8 pourrait être assez simplifié, non seulement en supprimant certains calculs intermédiaires tout à fait élémenbtaires, que nous avons mentionnés pour faciliter la lecture, mais aussi en employant des méthodes légèrement différentes (1), Tout d'abord comme nous l'avons remarqué dans le texte, en se plaçant dans le plan Z certaines simplifications apparaissent, Ainsi le problème symétrique peut se résoudre par les mêmes formules quelle que soit la position de l'obstacle par rapport au cône de “ach, Toutefois il1 faut faire très attention aux déterminations de la solution quand on pas— se d'un cas à l'autre, la solution devant être suivie par continuité. Nous avons utilisé ici de préférence le plan Z%, parce que les relations de compatibilité en Z ne font pas intérvenir de fonctions multiformes et par suite, si les calculs sont parfois un peu plus longs, les difficultés théoriques sont nettement moins importantes. Un particulier la démonstration des théorèmes des numéros 3,1.1.3 et 3.1.1,4 est nettement plus simple lorsqu'on utilise le plan %. En résumé on peuv dire que le plan Z est plus simple théoriquement, le plan Zz plus simple pour les aleuis (21,
M. WARD à exposé la solution de certains problèmes élémentaires relatifs à es obstacles aplatis sur un plan par une méthode très élégante (réf.8). Son étude repose sur une solution de l'équation des ondes cylindriques donnée par Whittaker, Avec nos notations
p.= CÉMENE RS RES px, SAUNA
est le potentiel d'ün mouvement conique, pourvu que le contour C joigne deux
points et tels que et
: 2 ë soient racines de l'équation
HD CR UMR 4e NS RUE
ve
la fonction fu) est par contre arbitraire.
Cette expression très élégante de ® fournit les relations de compatibilité
et permet la résolution des problèmes particuliers. Les mouvements homogènes sont donnés par les solutions de l'équation des ondes de la forme
à = Bx,chu + iBx, shu) flu) du .
Toutefois il semble difficile dans le cas de problèmes homogènes d'ordre n, de poser clairement le problème aux limites et de le résoudre par cette voie, sans retomber dans des méthodes strictement équivalentes à celles que nous avons employées.
oo
(1) Nous avons dans des conférences au Centre d'Etudes supérieures de mécanique (1949), fait un exposé. sur les mouvements coniques aplatis sur un plan très différent dans la forme de celui qui est donne dans ce travail.
(2) IL peut en être de même pour les analogies électriques. (Voir à ce sujet l'article de M. FENAIN déjà cité).
N°4 — SUR L'HYPOTHESE COMPLEMENTAIRE AU BORD DE FUITE SUBSONIQUE
La question posée au N° 3.3 et que nous laissions pendante semble pouvoir ad-— mettre une réponse pratiquement définitive; il faut retenir les mouvements du type II donnant lieu à une discontinuité de potentiel le long du sillage de l'aile, Mais comme nous l'avons dit, ceci résulte d'une hypdthèse clairement formulée à l'annexe n° 1 et que l'on peut énoncer
Le gradient du potentiel est continu à travers un bord de fuite subsonique. Toutes les remarques faites à 3.3 sur les conséquences de cette hypothèse restent valables.
L'argument le plus décisif en sa faveur est que parmi toutes celles que l'on peut faire, qui assurent la continuité de ® c'est celle qui se présente comme étant la plus simple.
Dans le cas des mouvements coniques infiniment aplatis sur un plan, nous avons vu qu'elle entraîne une ligne de singularités suivant Ox, le 1ong de la- Quelle, W est infini, lorsque lé corps admet un bord de fuite. Une telle cirs constance ne se présente pas dans le cas général (voir Annexe n° 1 )}, Toutes les méthodes du chapitre 3 peuvent s'appliquer au calcul des mouvements coniques pour lesquels on doit tenir compte de cette hypothèse complémentaire, Nous avons en particulier indiqué ailleurs (1) comment on doit opérer dans ce cas pour le cal= cul analogique de la solution.
N° 5 - REMARQUE SUR LES AILES EN FLECHE À BORD D'ATTAQUE SUBSONIQUE (2?
La formule (IV,37) peut encore s 'écrire
4 cos 2y {1 +2sin? Re RS 2cos Ce = — — - PPT EE NEVI TS Pr " HUE) loé nsinYÿ.(1- Mcos? y)?
Cette formule se prête bien à une recherche d'optimum. Cherchons en effet le profil, qui délimitant une aire donnée, fournit une trainée minimum; on est conduit éntposant : 5
x 6 CIE
etre CONTE Oo
a chercher le minimum de la valeur absolue de l'intégrale
1 L F. de(x) de(£} lof o [e]
(1) Communication au VIIème Congrès Intemattonal de Mécanique appliquée (1948).
(2) Cette remarque a. été faite par l'auteur au cours de la communica ë ture i tion au Vilème Congrès International
x ni F
Or il est facile de voir, et le fait est bien connu des aérodynamiciens, que la
fonction elx) solution de ce problème est de la forme
élx} = & (1-22 à
c'est-à-dire que Le profil cherché est une ellipse.
L'étude qui conduit à (IV.87) ne s'applique pas au cas où le profil a une tangente normale à l'axe de symétrie; mais suivant une remarque déjà souvent fai-
te, on peut néanmoins penser que le résultat trouvé n'est pas sans rapport avec la réalité,
Ceci conduit à penser que dans une aile à bord d'attaque subsonique on peut
utiliser pratiquement des profils à bords d'attaque arrondis.
On notera qu'en régime supersonique il n'en est pas ainsi. Si on reprend le problème posé pour une aîle d'envergure infinie normale au vent, on trouve aisément que le profil optimum est formé de deux arcs de parabole symétriques.
N° 6 — REMARQUES SUR LES AILES EN FLECHE PORTANTES A BORDS D'ATTAQUE SONIQUE ET SUBSONIQUE (VONTIN 42,352)
La formule (IV,69) peut s'écrire encore en posant
n, [r=E-2tn, + y*)] : &? CONINES Pa IN 3 xE 3 De” 2 NX EUYYE Pit 5e 1+è sous la forme + 4 ji x-y*(n, +y*)(1+6?) dt | c, Te AN VE) en A — ————
Pie EN PR
On pourrait faire le calcul du C, de la plaque étudiée au n° 4172.29. 2, ANTCMAE çon différente, en effectuant au préalable l'intégrale précédente, et en inté— Srant les pressions le long de la plaque. On trouve ainsi que dans la région: AAA ider Ta fiénre 86. le Ce avla valeur simple
Le long de AA" il y a donc une discontinuité de la pression égale à
Cette discontinuité peut d'ailleurs se calculer immédiatement à partir de la formule donnant 1e Ge en faisant tendre te vers zéro car il est clair que l'in-
tégrale tend vers une valeur finie lorsque L, tend vers zéro.
Si le bord d'attaque est subsonique, la même théorie s'applique. Dans ce cas, Le C ne peut s'exprimer à l'aide de ‘onctions élémentaires (+), Mais on peut calculer Airectement la discontinuité de pression le long de la ligne de Mach issue de A, On rapprochera ce phénomène imoortant de l'étude générale faite à la fin de l'Annexe n° 1, qui prévoit l'existence de télles discontinuités sur les
cônes de Mach ayant pour sommets les extrémités des bords d'attaques subsoniques.
N° 7 - CALCUL DES CORPS FUSELES INFINIMENT PEU OUVERTS
A la fin du n° 4,2,4. nous laissions prévoir que par composition de mouve-— ments coniques, on pouvait donner une étude complète des corps fuselés infiniment peu ouverts quelconques. Dans une communication au VIlème Congrès International de Mécanique appliquée (Septembre 1948), “, WARD exposait une élégante méthode reposant sur une résolution de l'équation des ondes à l'aide du calcul symbolique; ce travail est actuellement publié (réf.9}). Nous allons montrer ici l'exactitude de nos prévisions, en établissant par la méthode de composition des mouvements coniques les formules fondamentales données par M, WARD.
Les notations qui ne sont pas définies ici sont les mêmes que celles du chapitre 2, Dans ce chapitre, nous avons montré que, aux environs de l'obstacle, la vitesse complexe U(Z) était de la form
da DA ne ATOS ZEN f 1
les À étant des coefficients numériques dépendant de la forme du cône.
Posons i0 2H ETE :
comme aux environs de l'obstacle Ce n Bz p E DR , HÉ EE d 5 A; 2x) et B œ At x" Um = ea Edo siziue TOUR | ONE RE) ; Ê 2X; D zn
les A° étant de nouveaux coefficients.
On en déduit que le potentiel de perturbation est de la forme
(1) Voir une étude de cette question avec applications numériques dans un article de "La Recherche Aéronautique" à paraître prochainement,
We:
K (z) FRS La “Ke ÿ- 0 108 dé ce
LA
les A° désignant de nouveaux coefficients numériques.
PTE généralement, le notentiel du mouvement conique infiniment peu ouvert dont le Sommet est situé en LS =, GC”,
r = O, a pour expression (aux environs de l'obstacle) das R. [kot2) | avec x, 0 1 cc "tr n+1l Kÿ(z) = A (6) (O2 on 1GY-NC-1 104 8 at | Rs Le Mu D ' 2 t 1 zP
Une superposition de mouvements coniques dont les sommets sont situés sur Ox,
donne lieu à un écoulement, qui aux environs de l'obstacle îAépend du potentiel
G). op - CAFE
Où “f(z) l'est de la forme :
(6e) 129 FAIT LE a: Togz + E + n
les coefficients a» b; a, étant définis par les intégrales
FL x x;=0 E * B Gus = 6) d'A (6) : b, | su ] lof PERTE RE Q [e] [e] LE not DES (x, -6) dA°(6) :
[e} On remarquera immédiatement que :
Xy x 0 X} 0} A DRE 108 À - d'A (0) 1ogt dit. à 104 log(x, -6)d0 dA (É), [o] 9: Q [e) ou Le FR 3 b 710 De SUR ON A0.
\ Réciproquement, il est clair que, dans des conditions très larges, une fonction
fiz) telle que (2), dans laquelle les coefficients a» b a, sont des fonctions derx;, a et bo, étant liés par (3), Aétermine par (1) le potentiel d'un écoule- Le)
lement infiniment peu ouvert, au voisinage de l'axe Ox,. Ceci constitue le résultat fondamental de M. WARD.
Nous sommes ainsi en mesure de construire de tels écoulements. La seule question théorique à examiner est la suivante : Peut-on déterminer les coefficients ax.) pour que représente Le potentiel d'un écoulement autour d'un obstacle donné. Nous allons voir que la réponse est affirmative en envisageant les conditions aux limites.
Désténonstpar riz F6,%:0 s
l'équation définissant l'obstacle; par x la section d'abscisse x,, par Pr
la fonction des deux variables r et Ô obtenue en considérant x, dans ® comme paramètre.: |
La dérivée normale de Pr letrtloné der ne est donnée. par
Er Jr + 2026.
dn de F2 + (97 /90)2
Or les conditions aux limites de long de : C, , s'écrivent, compte tenu des appros
ximations usuelles
F 29 _.1 97 9p = p JF ;
Fr PsR- DATE DER
ANOUlaSrelatron F d F 2 Pr 2x,
dn F? + (9r/28)?2
On a donc en désignant respectivement par s et y, l'arc de ge et la foncd it tion conjuguée de © dus, JF dû A PF —— — 5 ds CERTES Le coefficient a, est donné par :
2T ar dy, 1 F 17145 A ES) CRE Er A SEL D CODE Ê 2T ds 27 K IE
S(x,'}) désigne l'aire délimitée par Cr les coefficients a, S'obtiennent alors en résolvant un problème de Dirichlet extérieur pour Le contour CX + Nous pouvons
donc ainsi déterminer entièrement l'écoulement autour d'un obstacle quelconque in— finiment peu ouvert,
M. WARD (réf,.9) a donné dans son mémoire de belles apnrlications de ces résultats, En particulier en prenant pour exprimer la pression la formule (I.11) il a montré que la portance globale s'exprime uniquement en fonction du coefficient a de la section terminale de l'obstacle et, que la traînée ne dépendait que des coefficients a, de cette section,
Dm NA ua AE
ee D Te RSS ob
desde.
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LES ECOULEMENTS CONIQUES INFINIMENT PEU OUVERTS
Solution du problème
Applications : :
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Calcul numérique des écoulements coniques infiniment peu ouverts .
- calcul des opérateurs liyonone briques
LES ECSULEMENTS CONIQUES 1HFINIMENT APLATIS SUR UN PLAN l se de RCE Cône obstacle entièrement intérieur au cône de
- étude des problèmes élémentaires écoulements coniques MU par rapport à 0x,x :
écoulements coniques non ART
- problème général méthode rhéoélectrique méthode purement numérique
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Remarques complémentaires sur les écoulements coniques infiniment aplatis
CHAPITRE IV. LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS CONIQUES ET SES APPLICATIONS AU CALCUL AERODYNAMHIQUE DES APPAREILS SUPERSONIQUES
U,.1. Le calcul des ailes
- problèmes symétriques ailes rectangulaires aile en flèche
- problèmes portants arle rec taraqUul Are EE effet d'ailerons et de volet:
aile en flèche les segments portants
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