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INTRODUCTION
Dans la première Partie de cet Ouvrage, j’ai raconte la vie d’Augustin Caucliy, et j’ai présenté en même temps un exposé sommaire de ses principales découvertes considérées au point de vue historique. C’est là qu’on trouvera tous les détails qui peuvent intéresser les savants sur les circonstances au milieu desquelles ces découvertes ont pris naissance; je n’aurai donc pas à y revenir. Ce second volume s’adresse particulièrement aux hommes spéciaux qui voudront connaître plus à fond les doctrines de l’illustre géomètre et s’orienter parmi ses innombrables productions.
Les travaux scientifiques de Cauchy comprennent une longue période de quarante-sept années, de 1810 à 1 85 y ; ils embrassent à peu près toutes les branches des sciences mathématiques, depuis la théorie des nombres et la géométrie pure jusqu’à l’astronomie et l’optique. On comprend dès lors la nature des difficultés que rencontrent les.hommes d’étude quand ils entreprennent de résumer, sur un point déterminé, les idées et les recherches du savant. Pour analyser une théorie, pour retrouver un énoncé, une simple formule, autrefois entrevue, aujourd’hui oubliée, il faudra feuilleter des volumes entiers, et souvent, à défaut d’un guide, on sera exposé à perdre
TRAVAUX d’aUGUSTIN CAUCHY.
un temps précieux dans une perquisition fatigante. Mais il y a plus : les écrits de Cauchy se trouvant disséminés dans une foule de recueils qu’il n’est pas également facile de se procurer, on pourra toujours craindre d’avoir fait des recherches incomplètes. C’est assez montre; l’utilité d’un ouvrage dans lequel on trouvera un répertoire complet et méthodique des travaux de divers ordres dus à un génie d’une fécondité si extraordinaire.
Toutefois, une simple nomenclature bibliographique eût été insuffisante; il convenait d’v joindre certains commentaires afin de faire connaître la nature des Mémoires cités, de donner une idée exacte des matières qui y sont traitées et de montrer comment ils se rattachent les uns aux autres pour former un corps de doctrine. Je m’étais d’abord proposé de présenter, sur chaque Mémoire, une courte analyse du sujet, avec le résumé des méthodes employées, l’énoncé des principaux théorèmes et l’indication des formules les plus remarquables. Mais j’ai bientôt reconnu qu’un travail de ce genre m’entraînerait beaucoup au delà des limites dans lesquelles je devais me renfermer. La liste pure et simple des Mémoires de Cauchy formerait à elle seule presque un volume, et, quel que soit d’ailleurs le mérite d’une analyse, rien ne pourrait dispenser, dans des matières d’un ordre si élevé, de recourir aux écrits originaux. Un des disciples les plus distingués de Cauchy, M. l’Abbé Moigno, a entrepris cette tâche en ce qui concerne le Calcul différentiel et intégral; trois forts volumes ont déjà été publiés, et l’ouvrage n’est pas encore terminé. J’ai donc été obligé
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de me placer à un point de vue plus modeste, et je vais expliquer en quelques mots le plan que j’ai suivi.
Il était d’abord nécessaire de faire une revue générale des écrits publiés par Cauchy pendant sa longue carrière, et d’en dresser un catalogue exact et complet. Cette partie de ma tâche n’a pas été sans difficulté h cause de la rareté de plusieurs des recueils où ils ont paru. Les Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences, le Journal de M. Liouvillc, le Journal de l'École Polytechnique, etc., se trouvent, il est vrai, à peu près dans toutes les mains, mais d’autres collections sont beaucoup plus rares; tels sont les Annales de Gergonne, le Bulletin de Férussac, le Bulletin de la Société Philomathique, etc. Les anciens Exercices de Mathématiques sont eux-mêmes depuis longtemps épuisés, et je dois aux bons offices de M. Gauthier-Villars d’avoir pu me procurer le dernier exemplaire disponible dans le commerce. La difculté était encore plus grande pour les Mémoires détachés qui ont été publiés en assez grand-nombre par Cauchy pendant les huit années de son séjour hors de France. La plupart de ces Mémoires ont été simplement lithographiés à un petit nombre d’exemplaires et n’ont pas reçu d’autre publicité; aussi quelques-uns d’entre eux ont disparu presque complètement : pour en avoir connaissance, j’ai du m’adresser à la Bibliothèque de l’Institut. Je citerai , comme exemple, les Mémoires si importants publiés à Turin, en 1 83 1 et i 832, sur le Calcul des résidus et la Mécanique céleste : on en trouve sans doute une reproduction partielle dans le recueil des nou-
veaux Exercices cl' Analyse et de Physique mathématique ; mais plusieurs sections manquent, en particulier celle qui concerne l’application du calcul des résidus à la théorie des équations algébriques, dans laquelle est exposée, pour la première fois, la démonstration du célèbre théorème sur le nombre des racines comprises à l’intérieur d’un contour déterminé. En présence de ces difficultés, je pouvais donc craindre que mon travail n’offrît quelques lacunes regrettables dans l’énumération des Mémoires de Cauchy. Une circonstance heureuse est venue dissiper mes incertitudes à cet égard.
Dans les dernières années de sa vie, Cauchy, cédant aux instances souvent réitérées de ses amis, s’était enfin décidé à entreprendre ce travail de révision qui lui avait été tant de fois demandé, et il avait commencé par préparer un catalogue complet de tous ses écrits. Il chargea de ce soin l’un de ses disciples, le P. lullien, de la compagnie de Jésus, dont le mérite scientifique est d’ailleurs trop bien connu pour qu’il soit nécessaire d’en faire l’éloge. Le P. Jullien se mit donc à l’œuvre, sous les yeux et dans le cabinet même de l’illustre savant, qui l’aidait de ses conseils et mettait à sa disposition les ressources de sa riche bibliothèque. Son répertoire manuscrit, qui remplit trois gros cahiers, n’a jariiais été publié; mais l’auteur a bien voulu me le confier avec une généreuse libéralité, et c’est à cette bienveillante communication que je dois de pouvoir présenter mon propre travail comme étant aussi complet que possible. Est-ce à dire qu’il n’v ait absolument aucune omission ? Je n’ose-
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rais l’affirmer. Pendant les recherches dont je viens de parler, Cauchy hésitait quelquefois dans ses indications et ne conservait qu’un souvenir un peu confus de certains Mémoires anciens; mais si, dans ces conditions, l’auteur lui-même a pu commettre quelques oublis, ils me seront, je l’espère, facilement pardonnés à moi-même. Enfin, je ne crois point trop m’avancer en disant que si, malgré tous mes soins, un très-petit nombre d’écrits ont échappé à mon énumération, ils n’ont qu'une importance secondaire.
La distribution des matières par Chapitres offrait une autre sorte de difficulté. J’aurais voulu pouvoir réunir sous un même litre tous les Mémoires relatifs à une même théorie; mais cela n’était pas possible, soit parce que la plupart de ces Mémoires se rapportent à la fois à plusieurs théories distinctes, soit parce que, pour traiter complètement un sujet déterminé, il faut recourir à des Mémoires de nature très-différente. Par suite, il était également impossible de répartir les matières de telle sorte que chaque Chapitre fût indépendant des autres et ne supposât rien de ceux qui suivent. Les recherches si variées de Cauchy sont, en général, toutes solidaires les unes des autres, ce qui établit entre elles un lien intime. Dans la théorie des équations algébriques, par exemple, on trouve des applications des théories les plus diverses : la discussion des propriétés des racines exige l’analyse des symboles imaginaires; la nature même de ces racines et leur composition en fonction des coefficients reposent sur l’étude approfondie des fonctions symétriques
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et des substitutions; le théorème sur les racines comprises entre des limites données dépend des considérations les plus délicates empruntées au calcul des résidus et à la théorie des intégrales définies. D’un autre côté, plusieurs théories, telles que le calcul des résidus, s’appliquent à un grand nombre de questions essentiellement distinctes, en analyse, en mécanique et en physique; il n’était donc pas possible de réunir sous un même titre tout ce qui concerne cette méthode fondamentale. L’ordre chronologique ne pouvait pas non plus être adopté, par la raison que Cauchy s’est occupé des mêmes questions à des époques fort éloignées les unes des autres, reprenant sous une forme différente des questions déjà résolues, perfectionnant ses procédés et déduisant de ses recherches antérieures des conséquences nouvelles. Une exposition faite en voulant suivre pas à pas ces diverses transformations n’aurait pu éviter d’être embarrassée ou confuse.
Mais, dans chacun des Mémoires de Cauchy, lors même qu’ils n’ont pas un objet unique, on trouve généralement un certain nombre de questions principales qui se rapportent plus particulièrement à une branche déterminée des mathématiques, et la nature de ces questions permettait d’assigner leur place dans l’ensemble, sauf à rappeler plusieurs fois les Mémoires dont l’objet est multiple. Tel est en effet l’ordre que nous avons suivi. Quant à la succession des Chapitres, ils seront placés suivant le rang qu’on a coutume d’assigner aux diverses théories dont se composent les sciences mathématiques.
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L’arithmétique, la théorie des nombres, la géométrie pure ou appliquée, se présentent les premières. Viennent ensuite : l’analyse proprement dite avec ses méthodes variées, les intégrales définies, le calcul des résidus et des limites, les fonctions symétriques et les substitutions, les fonctions périodiques inverses, ainsi que leurs applications aux équations algébriques, aux séries, aux équations différentielles, etc. Enfin, les trois derniers Chapitres comprendront les recherches relatives à la mécanique, à l’optique et à l’astronomie.
Dans chaque section on trouvera une indication complète de tous les Mémoires qui s’y rapportent, de manière que, d’un seul coup d’oeil, on puisse immédiatement se former une idée exacte des travaux de Cauchy sur chaque spécialité de matières, et qu’on soit en mesure de retrouver, sans perte de temps, les Mémoires qu’on aura besoin de consulter. De plus, afin qu’il soit facile d’apercevoir tout d’abord quelle est l’étendue, et. par suite, l’importance d’un document cité, J’ai eu soin d’indiquer le nombre des pages qu’il contient, toutes les fois que ce nombre dépasse vingt pages. Lorsque plusieurs Mémoires relatifs à un même sujet portent des titres semblables et sont insérés dans le même volume, je les réunis sous un titre commun, avec des renvois distincts aux pages de ce volume. Dans le même dessein d’abréger et de simplifier la forme des renvois, j’emploie, pour désigner chaque volume des œuvres d’Augustin Cauchy ou des collections dans lesquelles sont contenus ses Mémoires, une série de notations particu-
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lières dont on trouvera le tableau dans une feuille séparée. Je dois ajouter que, dans chaque Chapitre, j’ai suivi pour les citations l’ordre d’anciennelé des recueils, ce qui tend à replacer les travaux de Cauchy dans leur ordre chronologique pour les matières contenues dans chaque section déterminée. Enfin, lorsque l’ensemble des malières d’un Chapitre se prête facilement à des subdivisions, celles-ci sont caractérisées par des titres séparés.
Les premiers travaux de Cauchy ont été publiés dans ]es Mémoires des Savants étrangers (Académie des Sciences) et dans le Journal de l'École Polytechnique . On en trouvera aussi un certain nombre dans le Bulletin de Férussac, dans le Bulletin de la Société Philomathique et dans les Annales de Gergonne. A cette première période se rattachent encore plusieurs ouvrages classiques composés à l’occasion des leçons données à l’École Polytechnique; ce sont principalement : le Cours d' Analyse, le Résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal, les Leçons sur le Calcul différentiel et les Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la géométrie. A partir de 1825, on trouve un certain nombre de Mémoires détachés : le Mémoire « sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires », le Mémoire « sur les applications du calcul des résidus à diverses questions de Physique mathématique » , et un autre concernant la « théorie des équations algébriques ». En même temps Cauchy publiait, sous le titre iV Exercices de Mathématiques, un recueil périodique qui fulbrusquemcnt interrompu en i 83 o sous l'influence des événements politiques. Pendant son séjour à Turin, Cauchy composa les
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Résumés Analytiques et plusieurs Mémoires lithographiés de la plus haute importance sur le calcul des résidus et les applications à la mécanique céleste. Son séjour en Allemagne, près du roi Charles X, est signalé par les Mémoires * sur la dispersion de la lumière » et par divers 'autres Mémoires sur l’analyse, notamment « sur la théorie des équations différentielles * . En i83G, l’inauguration des Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences vint lui offrir une nouvelle voie de publication plus particulièrement en rapport avec la tournure de son esprit. Habitué à scruter sans relâche les idées nouvelles qui sollicitaient son génie, et plus porté à faire progresser la science qu’à conduire à la perfection des travaux isolés, il trouvait dans ce recueil hebdomadaire le moyen de transmettre sans retard au monde savant le résultat de ses investigations incessantes. Dès l’année 1 83G, on rencontre dans les Comptes rendus, sous la forme de Lettres adressées à divers membres de l’Académie, une série de communications du plus haut intérêt; à partir <le i838, Cauchy, étant revenu en France et ayant repris sa place à l’Académie, commence une longue série de Mémoires qui se poursuit jusqu’en 1857 , et qui embrasse dans son ensemble les sujets les plus variés et les plus élevés. C’est là qu’on peut suivre de près, et pour ainsi dire jour par jour, non-seulement les travaux de l’illustre savant, mais encore les phases diverses par les^ quelles passait son génie et les transformations successives de ses premières pensées. Terminons cette énumération en citant encore le recueil des Exercices d' Analyse
et de Physique mathématique (1840-1847), destiné à faire suite aux anciens Exercices de Mathématiques (182Gi 83 o), et le Journal de M. Liouville, dans lequel Cauchy a inséré plusieurs articles.
Dans la nomenclature des divers Mémoires, j’ai dû me borner, par les raisons exprimées précédemment, à donner simplement les titres avec l’indication des volumes et des pages où ils se trouvent; pour lés Mémoires plus volumineux, j’ai ajouté en quelques mots l’énoncé des principales matières qui y sont traitées. Quant aux commentaires, ils sont réunis, sous le nom de sommaire, en tête de chaque section, dans une courte analyse qui peut être considérée comme un tableau concis, bien insuffisant sans doute, mais au moyen duquel on sera du ifioins en mesure de se former une première idée de la route parcourue par le savant. J’ai profilé, à cet effet, des introductions et des réflexions générales qui accompagnent plusieurs des Mémoires de Cauchy; il m’a suffi le plus souvent d’analyser ces Notices et quelquefois de reproduire les propres paroles de l’auteur, afin de rendre plus fidèlement et plus complètement sa pensée.
A l’occasion des principales découvertes de Cauchy, j’ai indiqué quelques-unes des applications qui en ont été faites par ses disciples ou par des savants étrangers; j’ai indiqué également les Ouvrages, Mémoires ou Thèses qui pourraient être consultés utilement; toutefois, je l’ai fait avec une certaine réserve, afin de ne pas trop étendre les dimensions de ce volume, et aussi afin de ne pas m’écarter du but essentiel que je m’étais proposé. C’est
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pour la même raison que, dans les sommaires, je me suis astreint à présenter exclusivement les idées mêmes de Cauchy sans les discuter; quelques-unes ont pu être contestées, ou bien ont dû subir plus tard des* transformations; mais ce qui importait avant tout était de reproduire fidèlement le point de vue auquel il s’était placé.
Je me suis abstenu, autant que possible, d’appréciations personnelles; c’est en effet une tâche très-délicate que de porter un jugement absolu sur des travaux d’un ordre si élevé et sur un homme aussi éminent. 11 ne faut pas oublier que, de son vivant, Cauchy n’a été compris que d’un petit nombre de savants; les autres, tout en admirant la profondeur de son génie, ne se sont pas toujours rendu suffisamment compte de la portée de ses découvertes et n’en ont pas toujours prévu les innombrables conséquences. Lorsque les circonstances exigeaient qu’un jugement fût porté, j’ai eu soin de ne le faire qu’après m’être entouré de tous les documents propres à m’éclairer, et après avoir pris, autant que possible, l’avis des hommes dont le nom fait autorité en ces matières.
Je prie, en particulier, MM. Hermite et Puiseux de vouloir bien accepter ici l’expression de ma profonde reconnaissance pour les conseils et les soins bienveillants qui m’ont permis d’amener mon travail à une forme moins imparfaite, et de le présenter ainsi avec plus de confiance aux savants qui pourront le consulter.
OUTRAGES
Cours (l’Analyse de l’École royale Polytechnique ; i vol. in-8, 1821 .
Résumé des leçons données à l'Ecole royale Polytechnique sur le Calcul infinitésimal ; l vol. in-4, 1823.
leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la Géométrie ; a vol. in-4, 182(5 et 1828.
Leçons sur le Calcul différentiel ; i vol. in-4, 1829.
* Anciens Exercices de Mathématiques; 5i livraisons in-4, 182(5-1830.
Résumés analytiques ; 5 livraisons in-4 ; Turin, 1833.
Nouveaux Exercices de Mathématiques (Traité sur la théorie île la dispersion de la lumière); 8 cahiers in-4 i Prague, 1835-183(5.
** Nouveaux Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique ; 4 vol. in-4, 1810-18*7.
MÉMOIRES
Sept cent quatre-vingt-neuf Mémoires, Rapports, Notes, etc., répartis comme il suit :
Mémoires détachés
Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences
Mémoires de l'Institut
Mémoires des savants étrangers
Journal de l’École Polytechnique
Annales de Gergonne
Bulletin Férussac
Bulletin de la Société Philomathique
Journal de M. Liouville
SI l'MOlIî F.S PIDLIËS EX COUPS DOltUCE :
* Anciens Exercices de Mathématiques 88
** Nouveaux Exercices d' Analyse et de Physique mathématique . 53
Total 781)
TABLEAU RÉSUMÉ DES TRAVAUX DE CAl’CHY. XV] [
Si l’on classe les mûmes Mémoires par ordre do matières, sans tenir compte de ceux qui font double emploi, comme se rapportant à la fois à plusieurs sujets distincts, on obtient le résultat suivant :
Arithmétique. — Théorie des nombres. . .
Géométrie
Analyse
Intégrales définies. — Résidus
Fonctions symétriques. — Substitutions.
Séries
Théorie des équations
Fonctions périodiques inverses
Équations différentielles
Mécanique
Optique
Astronomie
EMPLOYÉES DANS LE C.OEIIS DE VOLUME
Ane. Ex. : t. IV. — Anciens Exercices de Malhématiques, publiés de 1826 à i83o (5i livraisons), tome quatrième.
Rés. Anal. — Résumés analytiques, publiés à Turin, 1 833.
Nouv. Ex. — Nouveaux Exercices d’Analyseet de Physique mathématique, publiés de 1840 à 1847.
Mém. Dét. — Mémoires détachés publiés à diverses époques.
C. R : 1811 , 2' sein., p. 564. — Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, année 1841, deuxième semeslre, page 564 et suivantes.
Inst. — Mémoires do l’Institut, section de l’Académie des Sciences.
Sav. Étr. — Recueil des Mémoires des savants étrangers présentés à l'Académie des Sciences.
Êc. Pol. : cah. XIX. — Journal de l'École Polytechnique, cahier dixneuvième.
Ann. Gerg. — Annales de Mathématiques pures et appliquées, publiées par Gergonne.
Bull. Fér. — Bulletin des Sciences, publié par Eérussac-
Bull. Phil. — Bulletin de la Société Philomathique.
Journ. Liouv. — Journal de Mathématiques pures et appliquées, publié par M. I.iouville.
CHAPITRE 1. — Arithmétique et théorie des nombres
Sommaire. — Origines de la théorie des nombres. — Diophante. — Théorèmes de Fermai. — Travaux de Gauss. — Diiguisitiones . Jrithmcticœ. — Équations binômes. — Sommes alternées rie leurs
racines. — Travaux de Cauchy sur la théorie des nombres i
Mémoires. — Arithmétique. — Sur les moyens d’éviter les erreurs dans les calculs numériques. — Sur le recensement des votes. — Équations et équivalences binômes. — Formes quadratiques et facteurs radicaux. — Questions diverses q
CHAPITRE II. — Géométrie
Sommaire, — Recherches sur les polyèdres et la Géométrie pure, '
— Théorie des surfaces du second degré. — Géométrie infinité simale. — Synthèse algébrique. — Applications de l’Analyse à la
Géométrie i3
Mémoires. — Polygones et polyèdres. — Géométrie analytique. — Rectifications, quadratures, etc. — Questions diverses et Rapports. i G
CHAPITRE III. — Analyse
Sommaire. — Principes de l’Analyse infinitésimale. — Leibnitz, Newton, Euler, Lagrange. — Théorie de Cauchy fondée sur la considération dos limites et sur la notion de la c ontinuité des fonc tions. — Analyse des symboles imaginaires 20
Mémoires. — Ouvrages classiques sur l’Analyse. — Calcul différentiel et intégral. — Calcul des variations. — Théorie des imaginaires. —
Ses applications. — Équivalences algébriques. — Quantités géo métriques. — Interpolation. — Résultats moyens. — Méthode des moindres carrés. — Fonctions interpolaires; leur usage dans la théorie des fonctions symétriques. — Valeurs moyennes des fonctions. — Questions diverses. -- Théorèmes d’Analvse et de Calcul intégral. — Fonctions et équations symboliques. — Fonc tions discontinues. — Coefficients limitateurs. — Usage dos ré gulateurs en Analyse. — Ouvrages à consulter ‘>.8
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Sommaire. — Analyse des premiers Mémoires de Cauchy sur les intégrales définies. — Intégrales doubles. — Intégrales singulières.
— Intégrales extraordinaires. — Influence de l’ordre des intégra-
tions. — Analyse du Mémoire sur les intégrales définies imagi naires. — Principes et notations du calcul des résidus 33
Mémoires. — Théorie des intégrales définies. — Sur les divers genres d’intégrales définies. — Détermination et réduction d'un grand nombre d’intégrales définies. — Intégrales eulériennes. — Relations entre les intégrales définies et la théorie des différences finies. — Calcul des résidus. — Applications diverses de ce calcul aux équations algébriques, aux séries, aux équations différentielles, aux questions de Physique mathématique, etc. — Diffé rences finies 4~
CHAPITRE V. — Fonctions symétriques et sibstitïtioss
Sommaire. — Premières recherches de Cauchy, en i8i 3. — Déter mination du nombre des valeurs des fonctions de plusieurs lettres.
— Théorème de M. Bertrand. — Théorie des substitutions. —
Ses applications à la théorie générale des équations algébriques. Ai
Mémoires. — Fonctions symétriques et alternées. — Leur usage dans la résolution des équations. — Sur le nombre des valeurs des fonctions. — Fonctions intransitives, transitives et doublement transitives. — Théorie des résidus. — Propriétés des substitutions.
— Substitutions conjuguées. — Applications diverses. — Clefs al gébriques. — Ouvrages à consulter 5 q
CHAPITRE VI. — Séries
Sommaire. — Défauts et lacunes des anciennes théories. —Leibnitz. Euler, Laplace. — Recherches de Cauchy. — Emploi des intégrales définies et des symboles imaginaires pour établir rigou reusemcnl les règles relatives à la convergence des séries G3
Mémoires. — Développements en séries ; règles de convergence. —
Sur la convergence des séries et les limites des restes. — Application du calcul des résidus à la théorie des séries. — Etude des séries qui Servent à représenter les racines des équations algébriques et les intégrales des équations différentielles. — Sur les divers modes de développement des fonctions en séries. — Méthode logarithmique. — Séries syntagmatiques. — Série de Lagrange. — Séries multiples, prolongées, divergentes. — Fac -
CHAPITRE VII. — Équations
Sommaire. — Résumé des recherches antérieures sur la théorie des équations. — Énumération des équations qu’on sait résoudre. — Détermination du nombre et des limites des racines. — Théorème deSturm. — Théorème de Cauchy
Mémoires. — Théorie des équations. — Sur la résolution des équations algébriques ou transcendantes. — Sur les racines réelles ou imaginaires des équations. — Sur la nature des racines de certaines équations transcendantes. — Méthodes diverses pour la résolution des équations, fondées sur la théorie des intégrales définies, sur celle des quantités géométriques, sur les propriétés des modules des fonctions, etc. — Calcul des indices des fonctions. — Développement des racines des équations en séries convergentes. — Application du calcul des résidus à la théorie des équations. — Équations simultanées. — Élimination. — Résolution numérique de ces équations par la méthode d’interpolation.. — Théorie de l’élimination. — Questions diverses. — Ouvrages à consulter.. .
CHAPITRE VIII. — Fonctions inverses et rÉnioDiQVEs
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THÉORIE DES NOMBRES
Sommaire. — Origines de la théorie des nombres. — Diophante. — Théorèmes de Fermai. — Travaux de Gauss. — Disquisitiones Arithmeticœ.
— Équations binômes. — Sommes alternées de leurs racines. — Travaux de Cauchy sur la théorie des nombres.
Mémoires. — Arithmétique. — Sur les moyens d’éviter les erreurs dans les calculs numériques. — Sur le recensement des voles. — Equations et équivalences binômes. — Formes quadratiques et facteurs radicaux.
— Questions diverses.
SOMMAIRE
Les premières recherches relatives à la théorie des nombres eurent pour objet des problèmes d’analyse indéterminée, dans lesquels on se proposait de satisfaire, par le moyen de nombres entiers, à certaines équations renfermant plusieurs inconnues. Les questionsdece genre étaient déjà familières aux anciens, et Diophante d’Alexandrie avait fait preuve, à cet égard, d’une rare sagacité. Mais l’analyse indéterminée n’est qu’un des objets particuliers de la théorie des nombres, ou plutôt n’a été que l’occasion de cette théorie, en faisant découvrir acci- II. i
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dentellement diverses propriétés, qui, après avoir été successivement développées, ont conduità des résultatsd’une généralité inattendue. Fermât, dans ses commentaires sur Diophante, en a signalé plusieurs qui sont fort remarquables, mais il n’a pas laissé de démonstrations, et les erreurs dans lesquelles il est tombé font supposer que, dans certains cas du moins, ces démonstrations lui manquaient en effet. Les théorèmes de Fermât jouissent d’une grande célébrité, tant à cause de leur importance, qu’en raison de leur difficulté.
Le plus simple de ces théorèmes s’énonce ainsi : « Soit p un nombre premier et a un autre nombre non divisible par p ; la quantité a p ~ { — i sera toujours divisible par p. » Il a été démontré par divers géomètres, notamment par Euler, qui l’a en outre généralisé en faisant voir que : « Si a elp sont premiers entre eux, et si l’on désigne par y(p) la totalité des nombres premiers inférieurs à p, la quantité i sera toujours divisible par/?. »
Dansunelettreà Pascal, Fermât énonce encore le résultat suivant : « L’expression 2 2 " 1 4- 1 ne renferme que des nombres premiers: » ce qui est inexact, comme Euler l’a montré : pour m — 5 , l’expression est divisible par le nombre 6/j 1 .
Fermât s’était aussi occupé des nombres figurés et des nombres polygones. Ces derniers sont représentés par la
formule n+ - b ; si l’on fait successivement 6 = 1,
2, 3 , 4 »» -. 011 a les nombres triangulaires, carrés, pentagones, hexagones, etc. , ainsi nommés parce qu’on peut les représenter géométriquement au moyen des figures correspondantes. Ils jouissent de plusieurs propriétés remarquables, qui ont été données par Fermât, mais toujours sans démonstration; a la suite de l’un de scs énoncés, il
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se contente d’ajouter cette phrase : « nec existimo pulchrius aut generaüus in numcris posse dari theorema, cujus demonstralionern margini inserere nec curât, nec vacat. « Parmi ces théorèmes nous remarquerons surtout le suivant : « Tout nombre est triangulaire ou composé de 2 , 3 triangulaires; carré ou composé de 2 , 3, 4 carrés; pentagone ou composé de 2 , 3, 4» 5 pentagones et ainsi de suite. » Ce théorème a été démontré pour la première fois par Cauchy dans un beau Mémoire présenté à l’Académie des Sciences en 1 8 1 3 ; il l’a de plus complété en lui donnant une forme plus précise et en faisant voir généralement que : « Tout nombre peut être décomposé en m nombres polygones de m côtés, qui, à l’exception de quatre, sont zéro ou l’unité. »
Le dernier théorème de Fermât a pour objet la résolution en nombres entiers de l’équation :
Fermât affirme que le problème est impossible pour tout exposant autre que 2 . Euler a montré en effet l’impossibilité pour m = 3, Legendre pour m = 5, M. Lejeune-Dirichlet pour m — 1 4» M. Lamé pour le cas de m = 7 , qui comprend le précédent ; enfin plus récemment M. Kummer, dépassant de beaucoup ces résultats, a prouvé l’impossibilité de l’équation pour une infinité dénombrés premiers, et notamment pour tous ceux qui n’excèdent pas 100 ; mais la démonstration dans le cas général reste encore à trouver.
Parmi les savants qui ont le plus avancé la théorie des nombres après Fermât, il faut citer Euler, Lagrange, Legendre, et surtout l’illustre Gauss, qui a conquis daos cette étude difficile un de ses plus beaux titres de gloire. Il fut conduit, comme il le rapporte lui-même, à s’occuper
■ff
de cette matière, par la découverte accidentelle de quelques propriétés qui lui parurent ouvrir la voie à d’autres propriétés plus générales. Après cinq ans de recherches approfondies, il publia, en 1801, son livre célèbre des Disquisitiones Ariihmeticœ. Les premiers chapitres ont pour objet la théorie des congruences du premier et du second degré et les propriétés des résidus des puissances; viennent ensuite les formes et les équations indéterminées du second degré avec leurs diverses applications. Mais la partie de l’ouvrage qui, sans être la plus importante, a d’abord le plus vivement frappé l’attention des géomètres, est celle qui traite de la résolution des équations binômes et des singulières propriétés de leurs racines. Ces équations avaient déjà occupé plusieurs savants, et l’on savait les résoudre jusqu’à celle du onzième degré que Yandermonde avait analysée par des procédés particuliers. Gauss traita la question dans toute sa généralité et en déduisit une foule de propriétés utiles concernant la théorie des nombres. L’une de ses idées les plus ingénieuses consiste les diverses racines de l’unité qui se reproduient par leurs puissances, non pas suivant l'ordre succeses puissances, qui pouvait sembler au premier abord le plus naturel, mais dans un ordre tel que chacune d’elles soit toujours une même puissance de celle qui précède; et cette disposition met facilement en évidence diverses propriétés caractéristiques, auparavant cachées.
L’une des applications les plus intéressantes de la théorie des équations binômes concerne la division du cercle en parties égales au moyen de la règle et du compas. Les anciens savaient inscrire les polygones de trois et de cinq côtés : les procédés élémentaires delà géométrie suffisent pour cet objet; mais, pour généraliser la solution, il faut recourir à certaines propriétés très-délicates dçs nombres.
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Aujourd’hui on sait résoudre le problème pour une infinité de polygones; il suffit que le nombre des côtés soit un nombre premier et soit en outre égal à une puissance de 2 augmentée d’une unité; les moindres nombres qui satisfont à cette double condition sont : 3 , 5 , 1 7, et 257.
Cauchy s’occupa à diverses reprises de la théorie des équations binômes. Son attention se porta surtout sur l’analyse des fonctions symétriques et des sommes alternées qu’on peut former avec leurs racines; il fut ainsi conduit à donner une extension notable aux travaux de Gauss, et découvrit en même temps plusieurs propriétés nouvelles dont il enrichit la théorie des nombres. Citons en particulier la question difficile qui a pour objet de déterminer complètement les sommes alternées des racines primitives d’une équation binôme, ou, ce qui revient au même, les sommes des puissances qui ont pour exposants les carrés des nombres inférieurs au module donné. Dans ses Disquisiliones, Gauss avait reconnu que, si le module est un nombre premier impair, le carré de la somme cherchée se réduira, au signe près, au module, et sera positif ou négatif suivant que le module, divisé par 4 , donnera 1 ou 3 pour reste; mais, quand on revient du carré à la somme elle-même, on a un signe à déterminer, ce qui présente de grandes difficultés. Gauss avait résolu cette partie de la question dans son Mémoire intitulé: Summatio serierum quarumdam singularium; et M. Dirichlet en avait trouvé, de son côté, une autre solution, en s’appuyant sur des considérations empruntées à la théorie des intégrales définies. La méthode de Cauchy offre l’avantage de résoudre la question sans employer les séries de Gauss, qui donnent lieu à une démonstration compliquée, et sans recourir au calcul intégral ; elle repose simplement sur une formule donnée par Cauchy
en 1817, dans le Bulletin de la Société Philomathique, et qui a pour objet la transformation d’une somme d’exponentielles dont les exposants croissent comme les carrés des nombres naturels. Cette méthode est extrêmement remarquable; elle offre peut-être le plus étonnant exemple de la puissance de transformation analytique de son auteur, et il est aussi fort remarquable qu’elle ait un point de départ dans une relation essentiellement propre à la théorie des fonctions elliptiques, que l’illustre géomètre avait obtenue (ainsi que Poisson par une autre voie) bien longtemps avant les travaux d’Abel et de Jacobi. Du reste la méthode de Gauss repose elle-même sur des transformations de séries qui ressortent également de la théorie des fonctions elliptiques. La méthode de Cauchy peut encore être généralisée et étendue à d’autres déterminations analogues. Ainsi, par exemple, supposons que, le module/; étant un multiple de 3 avec 1 pour reste, on élève une racine primitive aux diverses puissances qui ont pour exposants les résidus cubiques; la somme de ces puissances, quand on y remplacera la racine primitive donnée, par d’autres, pourra successivement acquérir trois valeurs distinctes qui seront les trois racines d’une équation connue, à laquelle on parvient à l aide de la théorie de Gauss. Parmi les fonctions alternées qu’on peut former avec ces trois valeurs, la plus simple est le produit des trois différences que l’on obtient en les retranchant l’une de l’autre. La détermination complète de celte fonction est un problème analogue au précédent, mais d’un ordre plus élevé, attendu que les résidus quadratiques sont alors remplacés par des résidus cubiques.
O11 trouve encore dans les Mémoires de Cauchy dès recherches importantes concernant les formes quadratiques. Fermât avait déjà annoncé, mais sans démous-
THÉORIE t>ES NOMBRES. 7
tration, qu’il possédait une méthode pour décomposer directement en deux carrés un nombre premier de la forme -+- 1 . Dans sÿi Mémoire sur les résidus quadratiques, en i 8 a 5 , Gauss donna une règle au moyen de laquelle on peut obtenir la racine de l’un des deux carrés dans lesquels se décompose un nombre premier de cette forme. 11 suffit pour cela de chercher le plus petit reste qu’on obtient en divisant par n la moitié du coefficient du terme moyen dans le développement de la puissance 2 n du binôme. Jacobi retrouva ensuite la règle de Gauss au moyen d’une théorie très-générale qui conduisait à d’autres résultats du même genre. Ainsi, par exemple, il a démontré que le nombre premier p, ou son quadruple !\p, peut se réduire à la forme quadratique x a -+- 7 v 2 quand p — 1 est divisible par 7, ou à la forme ar -t- 27 y 2 quand p — ! 1 est divisible par 3 . Parmi les divers résultats auxquels Cauchy est parvenu de son côté, on remarquera surtout le suivant : Si n est un nombre premier de la forme !\x -t- 3 , et p un nombre premier de la forme nx +• 1 , on peut résoudre directement en nombres entiers les équations :
x l - 4 - ny' — '
x' 1 - 4 - ny- = 4
mayant une valeur qui se déduit simplement des nombres de Bernoulli: ce sera le double du plus petit nombre entier équivalent, abstraction faite du signe, et suivant le module n , à celui des nombres de Bernoulli dont le rang est représenté par le quart de n -t- x. Plus tard, il généralisa ainsi ce résultat: Supposons que n, représentant toujours un diviseur impair d e p — 1 , soit encore de la forme f\x -+- 3 < mais cesse d’être un nombre premier; soit d’ailleurs h l’un quelconque des nombres
entiers, premiers à n et inférieurs à "• Lorsqu’on prendra
successivement pour modules les divers facteurs premiers de n, qu’on supposera inégaux entre e^x, h pourra devenir plusieurs fois un non-résidu quadratique, et ce nombre de fois pourra être pair ou impair. Cela posé, on comptera les valeurs de h qui se trouvent dans l’un des cas, et l’on retranchera du nombre de ces valeurs le nombre de celles qui se trouvent dans l’autre. Le quadruple de la puissance de/) qui aura pour exposant, ou la différence obtenue, si n est de la forme 8# -i- 7, ou le tiers de cette différence dans le cas contraire, pourra toujours être converti en un binôme de la forme x - ■+- ny-. Cauchy rencontrait ainsi pour la première fois la fonction numérique par laquelle M. Dirichlet réussissait plus tard à représenter le nombre des classes de formes quadratiques de déterminant — n . Des théorèmes analogues sont relatifë au cas où le nombre n serait pair, ainsi qu’au cas où, le nombre n étant impair, serait de la forme !\x -+- 1, pourvu que, dans ce dernier cas, le nombre p — 1 soit divisible par 4-
Citons encore une méthode au moyen de laquelle on détermine directement l’exposant d’une puissance d’un nombre premier/), représentée par un binôme de la forme w^ + vy 8 , ou va) 2 -4-vwj 2 , ou par le quart de ce binôme, w et v étant deux diviseurs premiers impairs de p — 1 , dont l’un est de la forme !\x -+- 1 , et l’autre de la forme [\x 4- 3 .
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MÉMOIRES
ARITHMÉTIQUE
C. R. : 1840, 2 e scm., p. 789, 826. — Sur les moyens d’éviter les erreurs tlans les calculs numériques. — Pour vérifier une opération, il ne suffit pas de la recommencer dans le même sens, ni même dans un sens inverse; il faut que les opérations de vérification soient complètement distinctes des premières. Cette condition se trouve remplie dans les formules d’interpolation (jonnées par Cauchy en 1 835, et appliquées par lui au calcul des expériences de Fraucnhofer sur la dispersion de la lumière.
C. R. : 1840, 2' scm., p. 84". — Sur les moyens (le vérifier ou de simpli fer diverses opérations de l'arithmétique décimale.
C. R. : 1840, 2 e scm., p. 952. — Rap/mrt sur les procédés de calcul imaginés et mis en pratique par un jeune jxitre de la Touraine, Henri Mondcux— Un berger sicilien, Mangiamele, avait déjà offert un phénomène du même genre, beaucoup plus extraordinaire en lui-roéme que ce qu’on rapporte de la jeunesse de Pascal. Toutefois Mondeux, malgré les soins pris pour son éducation, ne put s’élever aux régions supérieures de la science; son aptitude était limitée aux combinaisons des calculs numériques.
C. R. : 1841, I er scm., p. 242 , 941 . — Rapport sur un Mémoire de M. Thoyer, relatif à une méthode abrégée de la multiplication.
C. R: 1843, a* sein., p. 1270. ‘ — Rapport sur les méthodes qui ont servi au développement des facultés intellectuelles d’un jeune sourdmuet. *
G. R. : 1844, l ,r sent., p. 84 . — Rapport sur divers Mémoires de M. Hoitry, intitulés : Expériences sur les nombres.
C. R.: 1843, 1 " sent . , p. 67. — Rapport sur un Mémoire de M. te capitaine Guy, relatif à une erreur commise parles auteurs des Traités d’ Arithmétique.
C. R. : 1843, 1 " scm., p. 1629. — Rap/mrt sur lu singulière aptitude d’un enfant de six ans et demi pour le calcul.
C. R.: 1848, I er scm. — Six communications relatives à l'opération de dépouillement des votes , à l’occasion des élections législatives ;.
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ÉQUATIONS BINÔMES. — ÉQUIVALENCES BINÔMES.
Journ. Liouv. : t. V, p. 1 54. - C. R. : 1840, i ,r sent., p. 56o. — Méthode simple et nouvelle /mur la détermination complète des sommes alternées formées avec les racines primitives des éi/untions binômes.
Journ. Liouv. : t. V, p. 169. - C. R. : 1840, r r sent., p. 594. — Sur la sommation de certaines puissances d’une racine primitive d’une équation binôme, et, en particulier, des puissances qui offrent pour eje/msants tes résidus cubiques inférieurs au module donné. — Dans ce Mémoire, qui fait suite au précédent, Cauchy applique sa nouvellé méthode à un problème plus général que celui qu’il avait d’abord considéré.
Inst. : t. XVII, 1840, ,p. a49- — « Un Mémoire de 5ao pages sur ta Théorie des Nombres. — L’auteur développe les principes établis antérieurement par lui dans les Anciens Exercices, et notamment dans le Bulletin de Férussac pour 1829 (1). Il établit d'abord les propriétés des fonctions 0 auxquelles conduit la résolution des équations binômes, et il analyse les conséquences nombreuses qui s’en déduisent. Le Mémoire est suivi, de quatorze Notes dans lesquelles sont traités divers sujets:
Sur les résidus quadratiques, cubiques et biquadratiques ;
Sur la somme des racines primitives d’une équation binôme, et site les fonctions symétriques de. ces racines ;
Sur les sommes et les fonctions alternées de ces memes racines ;
Sur les fonctions récifjrot/ues et sur les moyens qu’elles fournissent d’évaluer les sommes alternées des racines primitives des équations binômes;
Observations relatives aux formes quadratiques sous lesquelles se présentent certaines puissances des nombres premiers, et réduction des exposants de ces puissances.
Ane. Ex. : t. IV, p. 253 . — Sur la résolution des équivalences dont les modules se réduisent à des nombres premiers.
C. R. : 1847, i' se/n., p. 37. — Sur les racines des équivalences corrcspondantes à des modules quelconques, premiers ou non premiers, et salles avantages que présente l’emploi de ces racines dans la théorie des nombres, surtout en fournissant le moyen d’établir la théorie nouvelle des indices modulaires des polynômes radicaux.
C. R.: 1847 , 2 e sem., p. g3. — Sur les indices modulaires des polynômes radicaux que fournissent les puissances et produits des racines de ta résolvante d’une équation binôme.
(1) Voir : Questions diverses, p. 12.
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C. R. : 1847, a" sent., p. 285 . — Sur l'emploi (les racines de l'unilé pour la résolution des divers systèmes d’équations linéaires.
FORMES QUADRATIQUES. — FACTEURS RADICAUX
Ane. Ex. ; t. I, p. a65 (82 pages). — Démonstration dit théorème de Fermât sur les nombres jmlygones.
C. R. : 1839, 2 e sent., p. 35g. - Journ. Liouv. r t. V, p. 21 1 . — Rap/x>rt sur un Mémoire de M. Lamé, relatif au dernier théorème de Fermât.
C. R.-: 1839, 2 ' sem . , p. 473 , 5ig. — Sur ta théorie des nombres, et en I tarticulicr sur les formes quadratiques des nombres premiers. — Sur tes formes quadratiques des puissances d’un nombre premier, ou du quadruple de ecs puissances. — Consulter sur ce sujet un Mémoire important de Gauss, relatif aux résidus biquadratiques, publié en 1825 , et un Mémoire de Jacobi, Journal de Crclle, 1827 .
C. R. : 1810, I er sem., p. 5 1 , 85, 181 , 229 . — Sur les formes quadratiques des nombres premiers et de leurs puissances. — Discussion des formes quadratiques sous lesquelles sc présentent certaines puissances des nombres premiers. — Réduction des exposants de ces puissances.
C. R. : 1840, 1 " sent., p. 437. — Théorèmes divers sur les résidus et les non-résidus quadratiques.
C. R. : 1846, 2' sem., p. 5oi. — Rapport sur une Note de M. D' Atlhétnar, relative à la théorie des nombres.
C. R. : 1847, i* r sem., p. 347. — Note sur quelques propriétés des facteurs complexes .
C. R. : 1847, i* r sem., p. 469, 5iG, 578 , 633, 661. — Sur de nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le dernier théorème de Fermât.
C. R.: 1847, 1 ‘'sem., p. 885. — Sur les lieux analytiques. — La théorie des points et des lieux analytiques fournit le moyen d'éclaircir un grand nombre de questions délicates, et spécialement celles qui se rapportent à la théorie des polynômes radicaux.
C. R.'. 1847, i er sem., p. g43. — Sur la décomposition d’un polynôme radical , a coefficient $ réels , en deux parties, dont la première est un polynôme radical h coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus petit que l’unité.
C. R., 1847 : 1" sem., p. 1022 ; 2 ' sem., p. 46. — Sur la décomposition d’un nombre entier en facteurs radicaux.
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C. R. : 1847, I er scm., p. 1117 . — Sur les facteurs modulaires des fonctions entières d’une ou de plusieurs variables.
C. R. : 1867, 1 " serti., p. 36 1 , 4 1 6 . — Sur les fonctions quadratiques et homogènes de plusieurs variables.
QUESTIONS DIVERSES
Bull. Fér. : 1820, t. XII , p. 2 o 5 ; 1831, t.XV, p. i36. — * Mémoires sur la théorie des nombres.
Éc. Pol. : cali. XVI, p. 99 (24 pages). — Recherches sur les nombres. — On remarquera divers théorèmes relatifs aux fondions algébriques et entières dont les coefficients sont des nombres entiers.
Bull. Phil. : 1816, p. 1 33. - Ane. Ex. : 1. 1, p. 1 1 4> — Démonstration d’un théorème curieux sur les nombres.
C. R. : 1811, 1 " scm., p. 698 , 8 1 3 (48 pages). — Sur l'algèbre et la t/iéorie des nombres. — Relations qui existent entre les coefficients d'une équation algébrique et les sommes des puissances semblables de ses racines. — Formules singulières déduites de ces mêmes relations. — Sur la résolution des équations indéterminées du premier degré en nombres entiers.
Ane. Ex.: t. IV, p. 217 (35 pages). >- Nouv. Ex.': t. II, p. 1 37 ; t. III, p.,i45. - C. R., 1847 : 1 " sein.} p. 996 ; 1 " scm., p. i3», 177 , a'4î. — Sur diverses propositions relatives à l'algèbre et à la théorie tics nombres.
Nouv. Ex. : t. II, p. 1 (40 pages), t— Sur ta résolution des équations indéterminées du premier degré en nombres entiers. — Table / >oar la détermination de l’indicateur maximum correspbndant à un module donné.
C. R. : 1840, l* r scm . , p. 71 g. — Sur quelques séries dignes de remarque qui se présentent dans la théorie des nombres.
C. R.: 1846, 2 ‘scm., p. 55i. — Remarques à l’occasion d’une communication de M. Breton (de Champ), concernant la théorie dés nombres.
C. R.': 1848, i" scm., p. 443. — Rap/iort sur un Mémoire de M. G'orini, relatif aitx résidus des puissances d’un même nombre .
C. R.: 1861, i w scm., p. fi 10 . — Rapport sur un. Mémoire de M. Kt>ralech, relatif aux logarithmes des nombres.
C. R. : 1867, 1 "' scm., p. 77 . — Recherches nouvelles sur la théorie des nombres. •
GÉOMÉTRIE. l3
CHAPITRE IL
Sommaire. — Recherches sur les polyèdres el la Géométrie pure. — Théorie des surfaces du second degré. — Géométrie infinitésimale. — / •' Synthèse algébrique. — Applications de l’Analyse à la Géométrie.
Mémoires. — Polygones et polyèdres. — Géométrie analytique. — Rectifications, quadratures , etc. — Questions diverses et Rapports.
t SOMMAIRE.
Les premières recherches géométriques de Cauchy se rapportent à la théorie des polyèdres. Dans ses Mémoires de 1811, il s’était proposé d’établir d’une manière complète les conditions d’égalité et de similitude des polyèdres, question difficile qui avait arrêté, avant lui, des savants éminents. Il avait été ainsi conduit à plusieurs théorèmes importants, parmi lesquelson remarque celui qui est la généralisation du théorème d’Euler sur le nombre des sommets, des faces et des arêtes. Plus tard, il compléta cette étude, en démontrant plusieurs autres propriétés utiles des polyèdres, notamment celles qui concernent leurs projections sur des plans.
, En Géométrie Analytique, on trouvera d’abord une nouvelle méthode pour la discussion des lignes et des surfaces du second ordre; puis une analyse détaillée des formules qui servent pour le changement des axes de coordonnées et des variables. En Géométrie Infinitésimale, on remarquera un ensemble de recherches intéressantes
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sur les contacts des courbes et sur la théorie des rectifications et des quadratures.
Chargé par l’Académie d’examiner un travail considérable de M. Amyot sur les surfaces du second ordre, Cauchy avait été amené à réfléchir plus particulièrement sur les méthodes au moyen desquelles on peut appliquer l’Analyse à la Géométrie. Le résultat de ses recherches se trouve exposé dans une série de notes placées à la suite du Rapport académique ; elles furent en outre l'occasion d’un Mémoire sur la Synthèse algébrique, publié vers la même époque. L’Analyse appliquée à la Géométrie a, comme on sait, pour objet de représenter par des équations les figures sur lesquelles on raisonne et de ramener ainsi à des transformations algébriques la solution des problèmes de Géométrie; mais si cette méthode a l’avantage de conduire à des procédés plus uniformes, elle a, d’un autre côté, l’inconvénient de compliquer souvent les questions et de donner des solutions moins simples que celles de la méthode synthétique. Toutefois, en associant les deux méthodes, on peut, dans beaucoup de cas, arriver à des solutions aussi élégantes que par la Géométrie pure: tel est l’objet de la Synthèse algébrique. La plupart des problèmes de Géométrie plane, par exemple, se ramènent à la détermination d’un ou de plusieurs points définis par des intersections de droites ou de cercles. Cela posé, > on commencera par mettre le problème en équation; mais au lieu de résoudre directement les équations et de construire géométriquement leurs racines, on les combinera de manière à obtenir des équations nouvelles représentant des lieux géométriques simples, dont la construction suffise à la détermination des points cherchés. Ces lieux devront être, autant que possible, des droites ou des cercles, et on les obtiendra le plus souvent
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en combinant les équations par voie d’addition ou de soustraction. D’ailleurs, les équations à deux ou trois variables sont susceptibles de diverses interprétations géométriques, ce qui donne des théorèmes utiles dans les applications: on en voit des exemples nombreux dans le Mémoire dont il s’agit.
Quoique la plupart de scs travaux eussent rapport à l’Analyse pure, cependant Cauchy profilait habilement des ressources de la Géométrie. Toutes les fois que les résultats d’une théorie étaient susceptibles d’une interprétation géométrique simple, il ne manquait pas de la donner ; il en est résulté une foule de propositions qui sont éparses dans ses Mémoires et qu’il serait intéressant de trouver réunies. Je me bornerai à citer la suivante, relative aux polyèdres: « Dans un polyèdre ouvert par sa partie supérieure, le nombre des faces, augmenté du nombre des sommets, surpasse d’une unité le nombre des arêtes. » Elle est tirée d’un Mémoire qui pourra sembler, au premier abord, bien étranger à la question, car il s’agit de la discussion des éléments déterminés par un grand nombre d’observations, et de la méthode à suivre pour que la plus grande des erreurs devienne un minimum. ( Voir Éc. Pol., cah. XX, p. 1 85 . )
Ajoutons enfin que les beaux travaux de Cauchy sur la théorie des fonctions imaginaires et sur celle des fonctions inverses et doublement périodiques montrent avec quelle rare sagacité il savait se servira la fois de l’Analyse et de la Géométrie.
MÉMOIRES
POLYGONES ET POLYÈDRES
Éc. Pol. : cah.XVI, p. G8(3o pages). - Legendre, Géométrie, p.'3a3. — Mémoire sur les polygones et les polyèdres. — Théorèmes sur les polygones convexes, rectilignes ou sphériques. — Théorèmes sur les angles solides et les polyèdres convexes. — Généralisation des théorèmes d’Euler. — Conditions d’égalité ou de similitude des polyèdres. — Legendre, dans les dernières éditions de sa Géométrie, a donné une analyse de ces recherches.
Ane. Ex. : t. II, p. 38. — Sur quelques propriétés des polyèdres. — Théorèmes généraux sur les projections des èôtés d’un polygone, ou des faces d’un polyèdre.
Rés. Anal. : p. 1 33. — Relations qui existent entre le périmètre d’un polygone et la somme des projections des éléments de ce périmètre sur di ■ verses droites.
C. R. : 1848, i r ‘ sent., p. 489. — Sur quelques théorèmes de Géométrie Anal) tique relatifs aux polygones et aux polyèdres réguliers.
C. R.: 1838, i” r .ve«/., p.5i7. — Sur quelques propriétés remarquables des polyèdres réguliers. — On y trouve eh particulier ce théorème :
(t Les sommets de l’hexaèdre ou du dodécaèdre régulier sont en même temps les sommets de deux ou de cinq tétraèdres réguliers. »
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
Ane. Ex. : l. 111, p. 1 ( a 2 pages)'. — Sur tes centres, les. plans principaux et les axes des surfaces du second ordre.
Ane. Ex. : t‘. 111, p. a5 ( 4o pages). — Des surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant dans l’espace, des lignes droites ou courbes , île forme constante ou variable.
Ane. Ex. : t. III, p. 65 (56 pages). — Discussion des lignes et des surfaces du second degré.
Nouv. Ex. : t. I, p. 16. — Sur les sommes formées par l’addition de fonctions semblables des coordonnées de divers points.
Nouv. Ex. : t. I, p. 26; t. II, p. 273. — Sur In transformation des coordonnées rectangulaires.
Nouv. Ex. : t. III, p. 1 3 1 . — Sur le mouvement de rotation variable d'un /joint qui représente , dans un plan donné, la projection d'un autre /joint doué, dans l’espace, d’un mouvement de rotation uniforme autour d'un certain axe.
Nouv. Ex. : t. III, p. 137. — Note sur un théorème de géométrie analytique.
Nouv. Ex. : t. III , p. 253. — Sur les lignes qui divisent en parties égales les angles formés par deux droites, et sur la rotation d'une droite mobile dans l'espace.
Les principes exposés dans ce Mémoire servent à établir les propriétés de divers systèmes de courbes tracées sur une surface.
Nouv. Ex. : t. III, p. 274 (3i pages). — Sur les propriétés des résultantes à deux termes k — Formules analytiques relatives è ces résultantes.
— Interprétation géométrique de plusieurs des formules obtenues.
Nouv. Ex. : t. III, p. 3o5 (56 pages). — Sur la théorie des projections orthogonales. — Application à la trigonométrie sphérique.
Nouv. Ex. : t. IV, p. 1 (86 pages). — Sur les résultantes que l'on peut former, soit avec les cosinus des angles compris entre deux systèmes d'axes, soit avec les coordonnées de deux ou de trois points. — Des mouvements de rotation directs ou rétrogrades. — Détermination des résultantes. — Des conditions sous lesquelles ces résultantes s’évanouissent. — Relations qui existent entre les coefficients des variables - dans les deux systèmes d’équations, à l’aide desquelles on passe d’un premier systèmo de coordonnées rectangulaires à un second, et réciproquement.
C. R. : 1843, 1" sem. , p. 867, 967, io3g, 1844, 1 "sent., p. 8o3.
— Sur la synthèse algébrique. — Règles générales pour appliquer J’ana- ' lyse à la solution des problèmes de géométrie pure. — Application à divers problèmes, notamment à la détermination du cercle tangent à trois cercles et de la sphère tangente à quatre sphères données.
C. R. : 1843, 1 K sent., p. 783, 798, 885 (52 pages). — Rapport sur un Mémoire de M. Amyot relatif aux surfaces du second ordre.
— Ce Rapport est suivi de sept Notes ayant pour objet d’étendre et de généraliser les nouveaux théorèmes. Elles portent sut les objets suivants :
Sur l'expression des distances (l’un point mobile à un centre fixe cl à
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un plan fixe. — Sur les-phms tangents, les plans polaires, les plans diamétraux et les centres îles surfaces du second ordre. — Sur diverses propriétés des lignes et des surfaces du second ordre. — Sur les courbes tracées dans le plan d’une sectimt conique par des foyers et des pâles correspondants . — Sur les courbes qui renferment les foyers elfes pôles correspondants d’une surface du second ordre. — Sur un théorème d’analyse et sur diverses conséquences de ce théorème.
C. R. : 1845, a' sem., p. 3o5. — Sur divers théorèmes de géomftrie analytique , concernant ta théorie des projections et les principes de la trigonométrie.
C. R. : 1845, a' sem. , p. 273; 1846, a" sem., p. a5i. — Enoncé de deux Mémoires concernant les propriétés de divers systèmes de droites.
RECTIFICATIONS, QUADRATURES, ETC
Ane. Ex. : t. ,1, p. 140, 177 (25 pages). — Sur un théorème relatif au contact des courbes, et sur les divers ordres de contact des lignes et des surfaces.
Inst. : t. XXII, p. 3. — Sur la rectification des courbes et la quadrature des surfaces courbes.
Ce Mémoire est un complément du Mémoire de 1 83 1 sur le calcul des limites; la fixation des limites dépend de certains théorèmes, relatifs à la rectification ou à la quadrature des courbes, ou des surfaces, qui peuvent avoir, du reste, des applications utiles en géométrie.
C. R. : 1841, a c sem., p. 10C0. — Sur divers théorèmes relatifs à la rectification des courbes et il la quadrature des surfaces.
C. R. : 1813, 1 er sem., p. 4*3. — Sur l'emploi dés coordonnées curvilignes dans l’évaluation des surfaces, des volumes, des masses, etc.
C. R. : 1845, a' sem., p. 564. — Rapport sur un Mémoire de M. Bonnet, concernant quelques propriétés générales des surfaces et des lignes tracées sur ces surfaces.
C. R. : 1848, 1 " sem., p. 494. — Rapport sur une Note de M. Breton ( de Champ ), relative à quelques propriétés des rayons de courbure des surfaces.
QUESTIONS DIVERSES ET RAPPORTS
COÏT. ÊC. Pol. : 1.4, p. 193. — Du cercle tangent à trois cercles donnés.
Ann. Gerg. : t. XI, p. 69. — Rap/rort sur un Mémoire de M. Poncelet, relatif aux propriétés projectives des sections coniques.
Ann. Gerg. : t. XVI. p. 34g. — Rapport sur un Mémoire de M. Poncelet, relatif aux propriétés des centres des moyennes harmoniques.
C R. : 1843, 1 " scm., p. 127 g. — Remarques à F occasion d’un Mémoire de M. Jiinet, concernant des théorèmes généraux sur les plans et . les polaires des divers ordres.
C. R. : 1843, oF sent., p. 492 . — Rapport sur un Mémoire de M. Léon Lalannc ayant pour objet la substitution des plans topographiques <1 dès tables numériques à double entrée.
C. R. : 1849, 2' scm., p. i33. — Ra/iport sur un Mémoire de M. Bravais, relatif à certains systèmes, ou assemblages de points matériels.
C. R. : 1851, i" scm., p. 284 . — Rapport sur un Mémoire de M. Bravais, intitulé : Études de Cristallographie.
CHAPITRE III
ANALYSE
Sommaire. — Principes de l’Analyse infinitésimale. — Leibnitz, Newton, Euler, Lagrange. — Théorie de Cauchy fondée sur la considération des limites et sur la notion de la continuité des fondions. — Analyse des symboles imaginaires.
MÉMOIRES. — Ouvrages classiques sur l'Analyse. — Calcul différentiel et intégral. — Calcul des variations. — Théorie des imaginaires. — Ses applications. — Équivalences algébriques. — Quantités géométriques. — Interpolation. — Résultats moyens. — Méthode des moindres carrés..— Fonctions interpolaires; leur usdge dans la théorie des fonctions symétriques. — Valeurs moyennes des fonctions. — Questions diverses. — Théorèmes d’Analvse et de Calcul intégral. — Fonctions et équations symboliques. — Fonctions discontinues. — Coefficients Jimitaleurs. — Usage des régulateurs en Analyse. — Ouvrages à consulter.
SOMMAIRE
Les principes sur lesquels repose l’Analyse infinitésimale ont été, à diverses reprises, l’objet spécial des méditations des savants. La question touche à ce qu’il y a de plus délicat dans la métaphysique des mathématiques et a été souvent résolue dans des sens très-différents. Newton rattachait sa méthode îles fluxions à des. considérations tirées de la Mécanique et du mouvement; mais, le point de vue trop particulier auquel il se plaçait a été depuis longtemps abandonné. Il en a été de même du système peu commode de notations dont il faisait usage; celui qui a prévalu et qui subsiste encore aujourd’hui v est dû à Leibnitz. Toutefois, l’œuvre du philosophe allemand a subi elle-même des modifications profondes dans la partie métaphysique. Leibnitz considérait les différentielles comme des accroissements infinijnent petits
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attribués aux -variables, et appelait « équations différentielles * celles qui subsistent sous forme linéaire entre ces accroissements. Ces équations avaient le grave inconvénient de n’ètre exactes qu’au moment où les différentielles devenaient rigoureusement milles, ce qui faisait disparaître à la fois et le^ différentielles et les équations ellesmêmes. L’exactitude et la clarté des démonstrations recevaient de là une atteinte sérieuse. Cette difficulté n’avait point arrêté Euler, qui n’hésitait pas à regarder les différentielles comme de véritables zéros ayant entre eux des rapports déterminés. Pour échapper aux embarras qui naissent de l'introduction de l’infini dans les formules, Lagrange entreprit de substituer, aux différentielles de Leibnitz, sa théorie des fonctions dérivées, au moyen de laquelle il espérait ramener l’Analyse infinitésimale à une question de pure algèbre. Mais sa méthode a été, dès son apparition, l’objet de critiques fondées. Elle repose silice principe que les accroissements des fonctions sont développables en série, suivant les puissances ascendantes delà variable, et, dans ce développement, la fonction dérivée est le coefficient de la première puissance de l’accroissement de la variable. Or, la possibilité d’un semblable développement est peu admissible à priori ; loin de pouvoir servir de base à l’Analyse, il se présente au contraire comme une conséquence qui doit être établie avec le plus grand soin et qui, du reste, est sujette à de nombreuses restrictions. Aussi les principes du Traité des fonctions n’ont-ils pas tardé à tomber en désuétude.
Les méthodes actuellement suivies dans l’enseignement sont dues, eri grande partie, à Cauchy; elles reposent sur la considération des limites et sur une théorie nouvelle de la èonlinuité des fonctions. Ses idées ont été publiées d’abord dans le Cours d' Analyse algébrique, en 1821, puis 1»
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reproduites et développées dans divers Mémoires. C’est la première fois que les principes fondajnentaux du calcul différentiel ont été présentés d’une manière simple et entièrement rigoureuse. Les notions relatives à la continuité, si familières aujourd’hui, sont données avec une entière précision, et il suffirait d’ajouter au cours d’Analyse algébrique, et aux leçons de l’École Polytechnique, quelques pages du « Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires », pour avoir, sous une forme élémentaire, ce qu’il y a déplus caractéristique et de plus essentiel dans l’art analytique, tel que nous l’a laissé le grand géomètre.
Ajoutons encore une remarque très-importante, sur laquelle Cauchy revient constamment, et qui concerne les conditions sous lesquelles subsistent les formules dont on fait usage en analyse. Il ne faudrait pas croire, en effet, que ces formules aient une généralité indéfinie ; en réalité, elles ne sont applicables que sous certaines conditions et pour certaines valeurs des variables qu’elles renferment, ainsi qu’on peut le voir notamment dans la théorie des séries. Avant Cauchy, on. s’inquiétait peu des difficultés de ce genre et l’on était au contraire disposé à accepter, comme des démonstrations absolues, les inductions tirées de la généralité de l’algèbre. De là, une foule d’erreurs commises par des savants illustres tels que Leibnitz, Euler, etc.; aussi l’un des services les plus considérables que Cauchÿ ait rendus à la science, est précisément d’avoir contribué à rétablir sur ‘ce point l’ordre et la rigueur. Nous ne pouvons entrer dans les détails.; citons seulement, à cause de sa célébrité et de son impor-
tance, cette remarque : que, la fonction ê l’étant nulle, ainsi que toutes ses dérivées, pour x = o, la série de Ma-
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elaurin donnera, si l’on n’a pas égard au reste, le même
résultat pour une fonction /(a?) et pour/(a?) -+• e r \
Théorie des imaginaires. — Les quantités ou symboles imaginaires se présentent dès l’origine de l’algèbre; on lesrclrouve à chaque pas dans la théorie des équations, dans celle des séries, dans celle des fonctions; enfin elles s’imposent nécessairement aux géomètres toutes les fois qu’ils veulent donner à leurs recherches la généralité qu’elles comportent.
La première tentative de Cauchy pour établir une théorie rigoureuse des imaginaires est exposée dans son cours d’Analyse algébrique. Afin de faire disparaître ce qu’il y a d’arbitraire et d’obscur dans l’usage de ces symboles, et pour donner aux démonstrations toute l’exactitude (ju’on exige en géométrie, il considéra les équations imaginaires comme des formules symboliques qui, prises en elles-mêmes, n’ont aucun sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en modifiant ou altérant, suivant des règles fixes, ou ces formules, ou les symboles qu’elles renferment. Dès lors, le signe \ — i devient simplement un instrument de calcul, dont l’introduction dans les formules permet d’arriver plus rapidement à la solution des questions proposées.
Plus tard, Cauchy entreprit de lever d’une autre manière les difficultés inhérentes aux expressions imaginaires, en les rattachant à là théorie des équivalences algébriques. Si deux fonctions tp (x), ^ (#), divisées par une troisième fonction rs (ar), donnent des restes égaux, on dira que ces deux fonctions- sont équivalentes par rapport au diviseur rz[x), et l’on écrira :
® ( x ) ^ ( x ) [mod . o ( x )].
Cette notation, déjà employée parM. Kummer, constitue une équivalence algébrique. Cauchy montre comment on peut substituer ces équivalences aux équations imaginaires; il en déduit sans difficulté les propriétés essentielles des modules, et en fait ressortir l’utilité au moyen d’applications nombreuses, soit à l’analyse des sections angulaires, soit à la théorie des équations algébriques. Toutefois, Cauchy reconnaît lui-même qu'il est préférable de recourir à une autre méthode fondée sur l’interprétation géométrique du symbole a -+- b y — 1 .
Après avoir perfectionné de diverses manières la théorie des imaginaires, sous le rapport analytique, Cauchy essaya, en effet, d’en donner une interprétation géométrique. Cette dernière méthode, qui est de beaucoup la plus parfaite et la plus féconde en résultats, a définitivement prévalu, et Cauchy, après diverses tentatives, avait fini par l’adopter exclusivement. On doit consulter surtout, à ce sujet, un long Mémoire sur les quantités géométriques ( Nouv . Ex., t. IV, p. 157 et suiv.). Cauchy expose d’abord en quelques mots ce qui avait été fait avant lui : « La théorie des expressions imaginaires, dit-il, a été, à diverses époques, envisagée sous divers points de vue. Dès l’année 1806, M. l’abbé Buée et M. Argand, en parlant de cette idée que \/—i est un signe de perpendicularité, avaient donné, des expressions imaginaires, une interprétation géométrique contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. Plus tard, M. Argand et d’autres auteurs, particulièrement MjVl. François, Faure, Mourey, Vallès, etc., ontpubliédesrecherches qui avaient pour objet de développer ou de modifier l’interprétation dont il s’agit. Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qu’il paraît, obtenue avant le siècle présent, et dès l’année 1 786, par
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un savant modeste, TVf. Henri-Dominique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a communiqués, vers l’année 1810, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux au Havre. Dans mon Analyse algébrique, publiée en 1821, je m’étais contenté de faire voir qu’on peut rendre, rigoureuse la théorie des expressions imaginaires en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques; mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti à prendre me parait être d’abandonner entièrement l’usage du signe \j—\ et de remplacer la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités que j’appellerai géométriques, en mettant à profit les idées émises et les notations proposées, non-seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi par M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de remarque sur les quantités géométriques. >
Voici, du reste, en quoi consiste l’idée fondamentale de cette théorie. Une expression imaginaire peut généralement se mettre sous la forme : r (cos/? -t- \/— 1 sin/?),r désignant le moduleel pl’argument. Cela posé, l’argument/? détermine une certaine direction de droite à partir d’une origine O, et, sur cette droite, le module rfixe la position d’un certain point A. La droite OA, ainsi définie en grandeur et en direction, sera une quantité géométrique et donnera la représentation géométrique de l’expression imaginaire. L’élude de ses variations sé trouve dès lors ramenée à l’élude des variations d’un point dans un plan et se traite par les procédés ordinaires de l’Analyse. Les mêmes considérations s’étendent du reste à la représentation des fonctions imaginaires; ellesontdonnéà Cauchy le moyen de perfectionner, d’une manière inattendue, une foule de théories et de les amener à un degré d’exactitude
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et de généralité qu’on ne soupçonnait même -pas avant lui.
Il convient d’ajouter que Gauss avait adopté la même interprétation géométrique et suivi Exactement la même voie dans les beaux Mémoires cités par -Cauchy et consacrés à la démonstration du théorème fondamental de la théorie des équations algébriques, à savoir que toute équation admet une racine imaginaire de la forme a- h- b\J~ i. L’un dé ces Mémoires se termine même par une indication rapide des questions relatives aux fonctions à détermination multiple, qui devaient devenir l’occasion des plus grandes découvertes de Cauchy; c’est là un des points où l’on peut dire que ces deux grands géomètres se sont touchés de plus près. Mais la notion fondamentale des intégrales prises entre des limites imaginaires a entièrement fait defaut à Gauss; aussi a-t-il laissé au géomètre français, en Analyse, une supériorité égale à celle qu’on doit lui reconnaître et lui accorder sans contestation, en ce qui concerne la théorie des nombres.
Interpolation. — Dans les applications de l’Analyse à la Géométrie, à la Mécanique, à la Physique, etc., on a deux sortes de problèmes à résoudre. Il faut, en premier lieu, trouver les équations générales qui existent entre les divers éléments de la question et qui font connaître les lois mathématiques des figures ou des phénomènes étudiés. Ces équations renferment habituellement un certain nombre de constantes arbitraires ou de paramètres qui doivent ensuite être déterminés séparément. A cet effet on supposera qu’on ait recueilli une série d’observations ou d’expériences dont on introduira les résultats numériques dans les équations générales. On obtiendra ainsi un ensemble de relations qui permettront alors de calculer les valeurs des constantes. Le nombre de ces re-
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lalionsde condition devra être au moins égal au nombre des constantes, et dans le cas où il lui sera supérieur, il s’agira de les combiner de manière à réduire le plus possible les erreurs probables des expériences. Tel esl le problème général de l’interpolation. Pour le résoudre, on possédait deux méthodes principales, la méthode des différences et celle de Lagrange; mais elles étaient sujettes à divers inconvénients. La première suppose que les valeurs attribuées à la variable indépendante soient équidistantes, ce qui est un cas exceptionnel. La formule de Lagrange, à la vérité, n’exige pas cette restriction et esl directement applicable à des séries ordonnées suivant les puissances de la variable; mais si l’on veut atteindre une grande précision, il faut conserver dans la série un nombre considérable de termes, et alors on est conduit à des calculs d’une longueur excessive. En outre, les approximations successives s’obtiennent par des opérations à peu près indépendantes les unes des autres; de sorte que, plus on avance, plus les calculs se compliquent, sans qu’on puisse profiter des calculs antérieurs.
Amené, par suite de ses recherches sur la théorie de la lumière, à s’occuper de cette question, Cauchy trouva une méthode qui n’a pas d’inconvénients semblables etqui offre d’ailleurs des avantages nombreux. En premier lieu, ses formules se prêtent facilement aux calculs logarithmiques et s’appliquent aux développements en séries, quels que soient le mode de subdivision de la variable indépendante et la loi suivant laquelle les termes de la série se déduisent les uns des autres. En outre la détermination des approximations successives se fait avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les différences des divers ordres dont on fait usage vont généralement en diminuant. Les formules étant disposées de manière
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qu’on puisse y introduire tous les nombres donnés parles f diverses observations, on fait ainsi concourir toutes les expériences au calcul, ce qui permet d’arriver à une plus grande exactitude. A chaque approximation, les valeurs obtenues sont précisément celles pour lesquelles la plus grande erreur à craindre est la moindre possible.
Les formules indiquent d’elles-mêmes le moment où le calcul doit s’arrêter, en fournissant alors des différences comparables aux erreurs d’observation. Enfin les. quantités qu’elles déterminent satisfont à des équations de condition qui ne permettent pas de commettre la plus légère faute de calcul sans que l’on s’en aperçoive immédiatement.
Cette méthode a été appliquée par Cauchy au calcul des expériences de Frauenhofer, dans son travail sur la dispersion de la lumière. Elle a été employée ensuite par divers savants, et a donné à M. Le Verrier l’idée des procédés nouveaux dont il s’est servi pour la détermination des coefficients numériques dans le développement de la fonction perturbatrice. ( VoirCk R. : a 84 « » 2 'sem., p. 700.)
MÉMOIRES
OUVRAGES CLASSIQUES SUR L’ANALYSE
Gauchy a publié sur l'analyse, pendant la période de son professorat , plusieurs ouvrages classiques dont voici les titres :
- Cours d’ Analyse de l'École royale Polytechnique. — 1 vol., 1821.
Résumé des leçons données ci l'École royale Polytechnique sur' le calcul infinitésimal. — ‘ i vol., 1823. •
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Leçons sur le calcul différentiel. — i vol., 1829.
Leçons sur les applications du calcul infinitésimal à la géométrie. — a vol., 1820 ol 1828.
11 faut y joindre :
Le Recueil des Résumés analytiques , publié à Turin. — Cinq livraisons, 1833.
Ces divers ouvrages ont pour objet l’exposition des idées et des méthodes nouvelles que Cauchy a introduites en Analyse; nous nous bornerons à donner une indication sommaire des matières traitées dans le Cours d' Analyse, qui est la plus importante do ces publications :
Revue préliminaire des fonctions élémentaires et ‘réelles, que l’on considère en Algèbre et en Trigonométrie.
Des quantités infiniment petites ou infiniment grandes. — Définition de la continuité des fonctions. — Valeurs singulières des fonctions. — Détermination de la valeur des fonctions qui se présentent sous une forme indéterminée.
Fonctions symétriques. — Fonctions alternées. — Fonctions- homogènes. — Problème de l’interpolation.
Détermination des fonctions continues, d’une seule variable, propres à vérifier certaines conditions.
Théorie des séries. — Séries convergentes ou divergentes. — Règles de convergence. — Séries alternées. — Séries composées. — Séries ordonnées suivant les puissances d’une variable.
Expressions imaginaires. — Propriétés de leurs modules. — Formule de Moivre et racines imaginaires de l’unité. — Développements trigonométriques. — Fonctions imaginaires. — Extension des opérations élémentaires à ces fonctions. — Continuité des fonctions imaginaires. — Détermination des fonctiorts imaginaires d'après certaines conditions. — Séries imaginaires convergentes ou divergentes. — Série des modules. — Théorie des logarithmes imaginaires et des exponentielles trigonométriques.
Résolution des équations algébriques. — Théorème fondamental. — Équations binômes et trinômes. — Équations du troisième et du quatrième degré.
Développement des fractions rationnelles en fractions simples. — Séries récurrentes.
Neuf Notes relatives aux objets suivants : Théofie des quantités positives ou négatives. — Théorie des inégalités et des valeurs moyennes — Résolution numérique des équations ; limites et approximation des racines. — Formule d’interpolation de Lagrange. — Nombres figurés. — Séries doubles. — Développements trigonométriques. — Propriétés des produits composés d’un nombre infini de facteurs.
CALCUJ. DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL
Ane. Ex. : t. I, p. 145 .. — Suc les divers ordres de quantités infiniment petites. , J . : ■ -
Nouv. Ex. : t. II, p. 188 (4 2 pages). — Sur le rap/tort différentiel de deux grandeurs qui varient simultanément.
Application à diverses questions de Géométrie et de Mécanique.
Nouv. Ex. : t. Il, p. 2Îo. — Sur la. nature des problèmes que présente le calcul intégral.
Nouv. Ex. : t. 111. J). 5 (45 pages). — Mémoire sur l'Analyse infinitésimale.
Définition des différentielles et des dérivées. — Continuité des fonctions. — Fonctions de plusieurs variables et dérivées des divers ordres.
Nouv. Ex. : t. 111, p. 5o (81 pages). — Mémoire sur le calcul des variations. ,
Considérations générales. — Sur la continuité des fonctions et de leurs variations. — Sur les variations de plusieurs variables liées entre elles par des équations. — Formules générales pour obtenir les variations des divers ordres des fonctions d’une ou de plusieurs variables. — Sur les variations d’une intégrale déliniç, simple ou multiple. — Formes diverses de ces variations. — Sur les réductions que l’on peut effectuer à l’aide d’intégrations par partie, dans les variations d’une intégrale définie, simple ou multiple. — Voir Sur le même sujet le troisième volurao .de Calcul différentiel et intégral, par M. l’abbé Moigno.
C. R. '■•'1843, ' 2 *' sent., p. 275 . — Ex/josé de quelques réflexions relatives aux principes du calcul infinitésimal.
C. R. : 184 i, 1 "sein. p. 920 . — Rapport sur un Mémoire de M. Laurent t relatif au calcul des variations.
THÉORIE DES IMAGINAIRES
Nouv. Ex. : t. 111, p. 36i (27 pages ). — Sur les fonctions des variables ihiagit mires. •
Fonctions rationnelles et enlièros. — Fonctions irrationnelles. — Fonctions exponentielles et trigonométriques. — Logarithmes des variables imaginaires. ; >. ' .
Nouv. Ex. : t. IV, p. 87 . - C. R. : 1847, 1 " sent,, p. 1 120 . — Sur la théorie f les équivalences algébriques substituée à ta théorie des imaginaires. -,
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Nouv. Ex. : t. IV, p. 1 5y (200 pages). — Plusieurs Mémoires sur in théorie des quantités géométriques et sur leurs applications.
Considérations générales. — Avantages de l’emploi des quantités géométriques dans la trigonométrie rectiligne. — Étude des fonctions entières d’un degré infini, et, en particulier, des exponentielles. — Logarithmes des quantités géométriques — Étude des puissances et des exponentielles dont les exposants sont des quantités géométriques. — Sur les valeurs des quantités géométriques considérées comme fonctions inverses des lignes trigonométriques. — Sur les fonctions des quantités géométriques, ‘et sur la continuité de ces fonctions. — • Sur les différentielles des quantités algébriques ou géométriques et sur les dérivées des fonctions de ces ' quantités. — Différentiation des fonctions explicites ou implicites de ces mêmes quantités.
C. R. : 1844, i" sem., p. 168. — Rapport sur un Mémoire de M.Cetléricr , relatif à la théorie des imaginaires.
C. R. : 1846, il sem., p. 271a— Sur les fonctions de variables imaginaires. ,
C. R. : 1847, 2'" sent., p. 129. — Sur l’application <le ta nouvelle théorie des imaginaires aux diverses branches des sciences mathématiques.
C. R. : 1849, 2 e sem., p. 25o. — Sur les quantités géométriques et Staline méthode nouvelle pour la résolution des équations algébriques de degré iffelconque .
C. R. : 1855, 1 "sem., p. 632. — Rapport sur deux Mémoires de M. Laurent, relatifs, l’un à la théorie des imaginaires, l’autre à la théorie des ondes lumineuses.
INTERPOLATION . — RÉSULTATS MOYENS
Joum. Liouv. : t. II, p. 193. — Mémoire sur l' interpolation. Formules nouvelles pour résoudre le problème de l’interpolation, fondées sur le calcul des différences finies. ' — Mémoire déjà autographié en septembre i835. . , *
Éc. Pol. i cah. XX, p. t;5 (47 pages). — - Sur le système de valeurs qu’il faut attribuer à divers éléments déterminés par un grand nombre d’observations, pour que la plus grande de toutes les erreurs , abstraction fqite de son signe, devienne un minimum.
C. R, : 1840, 2 e sem., p. 775. — Sur les fondions interpolai des.
Ces fonctions, étudiées surtout par Ampère, jouissent de propriétés remarquables. — Elles servent, en particulier, à déterminer les restes qui complètent la séria de Taylor et d'autres séries analogues : par
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exemple, celles qu’on emploie dans le calcul des différences finies. —
— Elles servent également dans la résolution des équations algébriques ou transcendantes. — Propriétés générales dos fonctions interpolaires, et applications diverses.
C. R. : 1840. 2” scm., p. 9 33. — Mémoire sur divers points d 3 Analyse.
Usage des fonctions inlerpolaires dans la détermination dos fonctions symétriques des racines d'une équation algébrique donnée. — Cette détermination se ramène à la division algébrique, qui dépend elle-même d’un développement en série. — Application à la résolution numérique" des équations.
C. R. : 1841, I er scm., p. 283. — Sur diverses formules tl 3 Analyse. ' ,
Formules d’interpolation qui déterminent la valeur générale d’une fonction entière d’une variable. — Môme question pour une fonction entière de sinus et de cosinus du même arc.
C. R. : 1843, 1 "sem., p. 481, 552, 691 ; 1849, 2 3 son., p. 42 (4o pages).
— Recherches nouvelles sur les séries et sur les approximations des Jonctions de très-grands nombres.
C. R. : 1833, té sent., p. 04 et 100. — Remarques et développements divers au sujet d’une communication de M. Bienaymé, relative à la méthode des moindres carrés.
C. R. :1853, 2 ° sent., p. 198. — Sur tes résultats moyens d ’obsmvations tic même nature et sur tes résultats les plus probables.
C. R. : 1833, 2' scm., p. 264 et 272. — Sur la probabilité des erreurs qui ajfectent les résultats moyens d’observations de même nature.
C.' R. : 1853, 2 1, sem., p. 3a6. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un résultat moyen, et sur le système de facteurs qui rend cette plus mande erreur un minimum. .
C. R. 4 1833, 2“ sem., p. 38i. — Sttr les résultats moyens d’un trèsgrand nombre d’observatipns.
VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS
Nouv.Ex. : 1. IV, p. 1 45. - C. R. : 1844, 1" sem., p. 558; 1845, i cr sem., p. 119; 1846, 2" sem., p. 740. — Divers Mémoires sur tes valeurs moyennes dés fonctions.
Théorèmes concernant cette théorie.
Nouv. Ex. : t. IV, p. 1 53. — Sur l’emploi des théorèmes relatifs aux valeurs moyennes des fonctions dans l'intégration îles équations différentielles et aux dérivées partielles.
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C. R-, 1848 : i" sein. , p. 624, 666; a 'sent., p. 6, io5. — Sur lès valeurs moyennes des fonctions et sur les fonctions isotropes.
C. R. : 1848, a' sein., p. 3 y . — Théorèmes divers sur les fonctions différentielles et sur les valeurs moyennes des fonctions.
C. R. : 1849, a' sent., p. 34 1. — Sur quelques théorèmes dignes de remarque , concernant les valeurs moyennes îles fonctions de trois variables indépendantes.
C. R. : 1852, l" sem., p. 159. — Sur le changement de variable indépendante dans les moyennes isotropiques.
QUESTIONS DIVERSES
Ane. Ex. : t. I, p. i. — Sur l'analyse des sections angulaires ,
Ane. Ex. : t.I, p. 160. -Nonv. Ex. : t. Il, p. 137. - C. R.:1841, a c sem.,
• p. 1087, n3o; 1845, a' sem., p. 347, 407. — Sur divers théorèmes d’Analyse et :le Çalcul intégral.
Nonv. Ex. : t. II, p. 387. — Sur quelques théorèmes relatifs à des sommes d’exponentielles.
Nonv. Ex. : t. IV, p. igi. — Sur quelques définitions généralement adoptées en arithmétique et en algèbre.
Nonv. Ex. : t. IV, p. 23a. — Sur les fonctions entières d’un degré infini, et en particulier sur les exponentielles.
G. R. : 1842, a* sen't., p. 4*0. — Remarques à l’occasion d’un Mémoire de M. Libri , sur l’emploi des fonctions continues dans l’Analyse pour la recherche des formules générales.
C. R. : 1843, 2' sem., p. 377, 449- — Sur l’emploi des équations sim- , boliques dans l’Analyse.
C. R. : 1843, 2' sent., p. ial5. — Sur la théorie analytique des mtucima nmximorum et des minima minimorunt.
Application au calcul des limites et à l’astronomie.
C. R. : 1844, i' r sem., p. ri6; 1849, 1 ” sem., p. 177. — Sur les fonctions continues ou discontinues.
Propriétés remarquables et très-générales de ces fonctions.
C. R. : 1845, 1" sem., p. 546; 1851, 2 ’ sem., p. 649. — Sur tes modales des fonctions.
C. R. : 1847, i rr sem ; , p. 767. — Sur les maxima et les minima conditionnels.-
II
C. R. : 18-18,- a® .«w., passim. — Énoncés de divers Mémoires relatifs à des questions d’Analyse. . ‘ t - ' •»
C. R. : 1852, i “.sent., p. a65. — Sur l’application du calcul infinitésimal à la détermination des fonctions implicites.
C. R. : 1853, a* sent., p. i5a. — Sur les coefficients /imitateurs.
C. R. : 1851, a r sem . , p. i 6 g. — Sur l’induction en Analyse et sur l’emploi des formules symboliques. ■'
C. R. : 1855, i" sent., p. 261 . — Sur les avantages que présente l'introduction d'un paramètre variable, et des notations propres au calcul des variations, dans quelques-unes des principales formules de l'Analyse infinitésimale.
C. R. : 1856, 2 e sem., p. 16 g. — Sur les produits symboliques cl les fonctions symboliques.
C. R. : 1856, 2 ' sem., p. 261 . — Sur la transformation des fonctions symboliques en moyennes isotropiques.
C. R. : 1857, 1 “ sem., p. 84g. — Sur les avantages que présente l’emploi des régulateurs dans l’analyse mathématique.
Su i Mctodi analitici. — Mémoire publié à Milan dans le recueil intitulé : Biblioteca Italiana. .
Dei mctodi analitici Memoria; — Roma, 1 843.
Ouvrages A consulter. ,
Traité de calcul différentiel et intégral, d’après les méthodes de Cauchy, par M. l'abbé Moigno.
Traité du calcul des variations, par le même auteur.
INTÉGRALES DÉFINIES ET RÉSIDUS. 3f)
CHAPITRE IV
Sommaire. — Analyse des premiers Mémoires de Cauchy sur les intégrales définies. — Intégrales doubles. — Intégrales singulières. — Intégrales extraordinaires. — Influence de fordré des intégrations. — Analyse du Mémoire sur les intégrales définies imaginaires. — Principes et notations du calcul des résidus.
Mémoires. — Théorie tles intégrales définies. — Sur les divers genres v d’intégrales définies. — Détermination et réduction d'uh grand nombre d’intégrales définies. — Intégrales culériennes. — Relations entre les intégrales définies et la théorie des différences finies. — Calcul des résidus. — Applications diverses de ce calcul aux équations algébriques, aux séries, aux équations différentielles, aux questions de Physique mathématique, etc. — Différences finies.
SOMMAIRE
La théorie des intégrales définies occupe dans l’Analyse une place considérable, et intervient par ses résultats dans la plupart des questions de science pure ou appliquée que les géomètres ont à traiter. Euler, Laplace, Legendre avaient déjà étudié avec succès les formules de ce genre, mais les procédés dont ils se servaient étaient souvent insuffisants au point de vue de la rigueur des raisonnements. Leurs calculs reposaient sur le passage du réel à l’imaginaire, et, à cause même de l’état d’imperfection où se trouvait la théorie des symboles imaginaires, les transformations auxquelles on était conduit ne pouvaient être considérées, suivant les paroles mêmes de Laplace, que « comme des moyens de découverte semblables à l’induction dont les géomètres font depuis longtemps usage. Mais ces moyens, quoique employés
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avec beaucoup de réserve, laissent toujours à désirer des démonstrations de leurs résultats. » Il fallait donc, avant tout, établir le passage du réel à l’imaginaire, dans les intégrales, sur une analyse directe et rigoureuse; c’est ce que fit Cauchy dans un beau Mémoire sur les intégrales définies, présenté à l’Institut en 1 8 1 4 • Les résultats de ses premières recherches lui permirent, dès l’année suivante, de traiter avec succès la question difficile du mouvement des ondes; en outre, l’étude des anomalies que présentent les intégrales, dites singulières, le conduisit bientôt au calcul des résidus, l’une des théories les plus utiles et les plus fécondes de l’Analyse. Quelques années plus tard, en 1825, il réalisait un progrès plus essentiel encore, en publiant ses recherches sur les « intégrales définies prises entre des limites imaginaires. » Ce dernier travail, qui est un véritable chef-d’œuvre, a puissamment contribué aux perfectionnements de l’Analyse; il a été, en particulier, le point de départ des nombreux travaux entrepris, depuis'Cauchy, pour constituer avec un succès extraordinaire la théorie si délicate et si difficile des fonctions doublement périodiques. Les considérations relatives aux intégrales définies reparaissent d’ailleurs constamment dans la longue suite des Mémoires de Cauchy sur les diverses branches des mathématiques : sur l’Analyse pure, la Mécanique, la Physique et l’Astronomie. On peut donc dire que ses recherches sur cette matière sont le fondement principal de presque tous ses autres travaux. Il convient donc d’en présenter le résumé avec quelques détails propres à en faire ressortir toute l’importance. ,
Le Mémoire de 18 1 4 sur les intégrales définies fut composé par Cauchy à l’âge de vingt-quatre ans, à l’époque où-, renonçant aux fonctions actives d’ingénieur, il
revint de Cherbourg à Paris, avec l’intention de se livrer exclusivement à l’étude et au progrès des sciences mathématiques.
Dans une première partie, Cauchy s’occupe de discuter avec soin les équations qui autorisent le passage du réel à l’imaginaire. Sa méthode repose sur l’analyse des intégrales doubles ; il donne, pour le calcul et la transformation de ces intégrales, un ensemble de règles, d’où l’on déduit ensuite une foule de formules utiles pour la détermination des intégrales définies simples.
Une intégrale définie double
z ) dxdz
correspond, en géométrie, à la portion de l’aire d’une surface ayant pour équation y = f{x, z) et qui se projette sur le plan des xz suivant un rectangle déterminé. Quel que soit l’ordre dans lequel on effectue les intégrations, le résultat sera généralement le même, mais les deux opérations ne présentent pas toujours une égale facilité. Quelquefois on arrivera facilement au résultat final en commençant par l’une des variables, tandis qu’en com^ mençant par l’autre on sera conduit à des transcendantes d’uu ordre élevé. Dans ce cas, en exprimant que les formules définitives sont identiques, on obtiendra des relations qui permettront de déterminer la valeur de la fonction transcendante dont le calcul direct eût été souvent impraticable. Cette méthode était déjà connue des géomètres, mais Cauchy lui donne une extensiou nouvelle eu cherchant, à priori, les conditions auxquelles doit satisfaire une intégrale double pour que l’on puisse effectuer immédiatement la première' intégration, soit par rapport à x, soit par rapport à z. Il suffit pour eela de
38 TRAVAUX d'aUGUSTIN CAUCHY. ' • r
partir d’une différentielle exacte pdx -+- qdz y satisfaisant
par conséquent à la condition et de prendre
pour y la valeur commune de ces deux dérivées parlielles.
Soit par exemple y une fonction quelconque de x et
de z, et Y une autre fonction de y, l’expression Y dy sera
line différentielle exacte et satisfera à la condition ci-
dessus. Il en sera encore de même si l’on prend pour y
une valeur de la forme M -t- N \l— 1 , M et N désignant
deux fondions réelles de x et de Mais alors l’équatioti de condition se partage en deux autres par la séparation des parties réelles et imaginaires. Celles-ci, prises séparément, donnent deux expressions qui peuvent être substituées à la place de y, et si l’on effectue les intégrations, on obtient deux équations entre des intégrales définies relatives, les unes à la variable x, les autres à la variable z. On a ainsi un moyen très-fécond de transformation qui permet de déterminer un grand nombre d’intégrales particulières. ’ . / • . ..i_. i '
La méthode se généralise encore quand, après avoir fixé la nature de la fonction/, on la transforme au moyen des symboles imaginaires. Si l’on pose, par exemple, y ±=p cosr, p et r désignant deux fonctions de a;, et si l’on remplace ensuite x par u -+- v yj — i , l’équation se • partagera d’abord en deux autres par la séparation des imaginaires. On remplacera ensuite cosr par son expression en exponentielles; il y aura alors un nouveau partage, ce qui produira en tout- quatre relations entre des intégrales de forme déterminée. On aura en même temps l’avantage de rapprocher, et de rattachera une source commune, des formules déjà connues pour la plupart, mais qui, ayant été obtenues par des procédés isolés, .
n’étaient unies par aucun lien. Les relations auxquelles on arrive sont en général assez compliquées, mais on' peut les simplifier au moyen de certaines hypothèses plus restreintes; on obtieut notamment des résultats simples et élégants en prenant les limites des intégrales égales à zéro et à l’infini.
Dans la seconde partie de son Mémoire, Cauchy va plus loin, en développant une théorie qui lui appartient en propre et qui constituait, suivant les termes du rapporteur Legendre, < une véritable découverte en Analyse. »
11 s’agit de la théorie des intégrales singulières, dont l’auteur devait tirer un si grand parti pour ses recherches ultérieures.
On a coutume de dire que, dans l’évaluation d’une intégrale double, l’ordre des intégrations est indifférent; . toutefois cette proposition, vraie en général, est sujette à d’importantes restrictions. Cauchy commence par examiner certains cas où la règle est en défaut et montre que, non-seulement l’intégrale ne reprend pas la même valeur, mais qu’elle peut même se présenter sous une forme complètement indéterminée. Après avoir constaté le fait, il fallait en trouver la cause, en donner l’explication et évaluer les modifications résultant du changement d’ordre des intégrations. Cauchy fait voir que l’ano^ malie se présente toutes les fois que, après avoir effectué
la première intégration, la fonction soumise au signe J
affecte une forme indéterminée pour des valeurs des va- . riables comprises entre les limites de l’intégrale. Dans ce cas, d’ailleurs, l’indétermination est tout à fait distincte de celle qui se présente pour les fonctions d’une seule
variable sous la forme celle-ci n’est qu’apparente et
l’analyse donne le moyen de la faire disparaître. Pour
les intégrales, au contraire, l’indétermination est souvent absolue, et on ne peut la lever qu’en établissant arbitrairement une relation entre les limites de l’intégration partielle, qui, de leur nature, sont complètement indépendantes.
Cela posé, imaginons qu’on ait figuré, dans le rectangle de projection, le point auquel correspond l’indétermination, et qu’on ait tracé, autour de ce point, une aire infiniment petite «; l’intégrale singulière sera la portion de l’intégrale totale .relative à cette aire ; c’est encore la limite de la valeur que prend l’élément différentiel de la surface pour le point considéré, et cette limite dépendra généralement de la loi suivant laquelle on fera tendre vers zéro l’aire élémentaire w. Soit x = a la valeur qui rend infinie une fonction f(sc), on posera
y [x] dx — I <p(x)dx -h I cp(x)dx ■r, dx 0 da-i-ïi V
cp ( x ) dx ;
les deux premiers termes du second membre constituent la valeur principale de l’intégrale, tandis que le troisième représente l’intégrale singulière. 11 y a du reste trois cas à considérer suivant que l'indétermination se rapporte à un point situé à l’intérieur du rectangle de projection, ou sur l’un des côtés, ou bien encore à l’un des sommets.
Le Mémoire est suivi de deux suppléments, dans lesquels l’auteur se propose de répondre à diverses objections qui lui avaient été adressées par Legendre; il est, de plus, accompagné de quelques Notes composées à l’époque de l’impression, en 1825, et destinées à compléter ou à justifier certains points de détail.
Mémoire sur les intégrales définies imaginaires. — Ce Mémoire peut être considéré comme le plus important des travaux de Cauchy, et les hommes compétents n’hésitent pas à le comparer à tout ce que l’esprit humain a jamais produit de plus beau dans le domaine des sciences.
Après avoir rappelé scs recherches antérieures sur les intégrales définies prises entre des limites réelles, l’auteur annonce qu’il va appliquer la même méthode aux intégrales prises entre des limites imaginaires. Déjà Laplace et d'autres savants, tels que MM. Brisson, Oslrogradski de Saint Pét.ersbourg, avaient étudié les formules de ce genre et en avaient déduit d’utiles résultats; mais personne ne s’était encore occupé de définir exactement le degré de généralité que comportent ces intégrales et de préciser ou de classer le nombre des valeurs distinctes dont elles sont susceptibles. Tel est le point essentiel qu’il fallait d’abord éclaircir.
Pour définir l’intégrale
A + B^-i = I f(z)dz
dans laquelle on suppose z = jc-hy\J — i, on la considérera comme la limite de la somiïie de ses éléments différentiels. On introduira en outre une variable auxiliaire l et l’on posera x= <p (t)., y= (/), <p, ij/ désignant deux fonctions de forme arbitraire. L’intégrale se présentera alors sous la forme
A -I- B y/ — i — f (<?' 4- *]/ y'— i) /(<p ■+■ ^ y/— i j dl.
Si l’on admet que la fonction f reste finie et continue entre les limites de l’intégration, on démontre, par les
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principes du caleul des variations, que là valeur de l’intégrale est indépendante des fonctions <p et <]>; ou bien encore, en se reportant à la théorie géométrique des symboles imaginaires, qu’elle est indépendante du contour suivi dans l’intégration. On supposera en second lieu que la fonction f devienne infinie entre les mêmes limites, on désignera par a ■+■ b \j— i l’une des racines
simples de l’équation =o, et l’on représentera par F
la limite vers laquelle tend l’expression tf{a -t- b \/ — i-t- i) quand £ tend vers zéro. On trouvera alors que l’intégrale prend une nouvelle valeur À' B' y /— i , et si on la com-
pare à la valeur précédente, on aura la relation fondamentale :
Le double signe du second membre dépendra du signe de la variation Enfin si l’on désigne par
A" -H B" y/ — i ce que devient l’intégrale quand dip et changent de signe, on aura
A = A"-f- B" i — (A'-f- B' V— i) = ± 27 rF y/ — i .
Lorsquea + è \/— i est une racine multiple de l’ordre m, il faut substituer à la fonction F uné dérivée de l’ordré’ m — i , et l’on obtient la, nouvelle formule :
2 7tF"-' si — I i .2 3 . . .( m - 4- 1 )
Si, de plus, la fonction /(s) passe plusieurs fois par l’infini entre les limites de l’intégration, on obtiendra une série de termes de même forme, et l’on aura la formule
générale :
A == rk 2 r. ( F, -t- F, -+- Fj -+- . . . ) \J — i .
Considérons maintenant un rectangle dont les sommets extrêmes A et B auront pour coordonnées x 0 y 0 , x,y h , c’est-à-dire les valeurs de x, y qui limitent l’intégration. On pourra passer de A à B en suivant une infinité de contours. Si l’on suit la diagonale AB, on aura la valeur moyenne de l’intégrale; si l’on suit les contours mêmes du rectangle, on aura les valeurs extrêmes. Quant aux intégrales relatives à deux contours intermédiaires, elles auront la même valeur si la fonction f(z) .'ne devient infinie pour aucun des points situés sur ces contours ou compris entre eux. Dans le cas contraire, l’intégrale prendra des valeurs distinctes dont la différence sera déterminée par la formule précédente. Enfin, si quelquesuns des points critiques sont situés sur les contours euxmêmes, la différence entre les deux valeurs de l’intégrale se présentera généralement sous une forme infinie ou indéterminée. - - . v.
Après avoir exposé les principes de sa théorie, Cauchy passe aux applications. Supposons par exemple que l’on compare les valeurs extrêmes des intégrales, on aura la formule : ’
f f{x +y. \~i) dx -t- V— i f >/(*, -K r^~ 0 dy
— / fi x + T> dx^-<J—i f f(x t +y\!—i)dy
Sx, s y,
r= “21Z ( F, 4- Fà -t- F, -I- . . .) — 1.
Celle-ci subsiste pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z, et elle équivaut à deux équations distinctes par la séparation des imaginaires; on peut ainsi en dé-
duire une foule de résultats utiles entre des expressions réelles. On trouve dans le Mémoire de Cauchy des applications nombreuses de sa méthode; on remarquera en particulier les résultats qui correspondent au cas où les limites de l’intégrale sont zéro et l’infini.
Lorsque la fonction f s’évanouit pour x = ± cc quel que soit j, et pour y = ± ao quel que soit x, la formule générale se réduit simplement à A = o. Si l’on suppose, de plus, que la fonction f soit rationnelle, on en conclut, la formule d’interpolation de Lagrange.
> Si l’équation 5.” — o admet une infinité de racines, J \ z )
ainsi que cela a lieu pour certaines équations transcendantes, la formule générale renferme une infinité de termes et peut être appliquée avec avantage à la sommation de certaines séries; ce dont Cauchy donne plusieurs exemples remarquables.
11 était ensuite naturel de rechercher si les mêmes principes étaient applicables à la détermination et à la transformation des intégrales doubles ou multiples prises entre des limites réelles ou imaginaires. Cauchy affirme qu’il en est ainsi, mais ses prévisions n’ont pas encore été réalisées; l’extension dont il s’agit est sujette à d’immenses difficultés et n’a pu être effectuée, ni par Cauchy, ni par d’autres, de sorte que le problème demeure intact. Voici en quoi consisterait la question pour les intégrales doubles. On donne une intégrale
I dz / dz'f(z, z'),
on pose
Z = <f (t, U) -+- v/— I (/,«), z' = <p, ( /, U) H- y'— l wj,
/ et« désignant des variables réelles; <f, des fonc-
tions réelles, mais arbitraires. Cela posé, il faudrait rechercher l’influence de cette substitution dans l’intégrale double et analyser ce qui arrive quand la fonction f passe par l’infini ou par des valeurs indéterminées. Un problème analogue, et lié intimement au précédent, aurait pour objet l’étude des intégrales portant sur des différentielles totales de la forme
P dz -+- Qf/2'),
P et Q désignant deux fonctions des variables z et z' .
Calcul des résidus. — *Le calcul des résidus, qui joue un si grand rôle dans la plupart des travaux de Cauchy, se rattache intimement à la théorie des intégrales définies; on en verra des applications nombreuses dans les chapitres suivants; pour le moment nous nous bornerons à donner une idée des principes sur lesquels il repose.
Supposons qu’une fonction f{x ) devienne infinie pour
x — a et que a soit racine simple de l’équation = o.
l’expression (x — a) f{x) aura généralement une valeur déterminée pour x= a. Ce sera le résidu de la fonction
proposée pour x = a, et on le représentera par la nota
lion
Si la quantité a est, au contraire une racine du degré m de multiplicité, le résidu sera la valeur finie vers laquelle tend l’expression [x — a) m /[x) pour x — a. Cette définition même indique la marche à suivre pour la
détermination du résidu. On posera ^ — y (x), et
comme ce quotient ne devient plus infini pour x — a, on
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pourra le développer au moyen de la série de Taylor; on divisera tous les termes par [x — a) m , et, dans le développement ainsi préparé, le coefficient du terme qui a x — a en dénominateur sera le résidu cherché. On écrira :
m — j) j di r
Telle est la notation fondamentale introduite par Cauchy dans sa théorie des résidus, dont les applications embrassent toute l’Analyse. ,
Le germe de cette théorie se trouvait déjà, ainsi que Cauchy l’a remarqué, dans un Mémoire d’Euler intitulé : Nova Methodus fractiones quascumque rationales in fractiones simplices resolvendi, et inséré dans les Actes de l’Académie de Saint-Pétersbourg pour l’année 1 780. Majs Euler n’avait pas aperçu les conséquences qu’on pouvait en déduire; il lui manquait pour cela la connaissance des relations qui existent entre les résidus et les intégrales définies. Cauchy, au contraire, à la suite de ses beaux travaux sur les intégrales définies, contenus principalement dans les deux Mémoires de 1814 et de 1825 que nous avons cités précédemment, se trouvait en mesure d’approfondir la question et d’en donner une solution complète. Ses premières recherches sur les résidus sont exposées dans le recueil des Anciens Exercices, année 1 826, où l’on trouve les principes mêmes du nouveau calcul ainsi que de nombreuses applications; nous le verrons bientôt faire un usage continuel de ce calcul pour la solution des questions les plus difficiles et les plus variées. Parmi ces applications, nous devons citer en particulier : la décomposition des fractions rationnelles en fractions
simples, la formule d’interpolation de Lagrange, le calcul des fonctions symétriques, la résolution des équations algébriques et transcendantes, le développement des fonctions en séries, la détermination des intégrales définies, l’intégration des équations différentielles, et enfin de nombreuses applications à la solution des problèmes de Physique mathématique.
L’usage du calcul des résidus ne s’est pas généralisé parmi les géomètres autant que l’importance de cette, méthode le ferait désirer; il faut l’attribuer sans doute aux notations un peu compliquées dontse servait Cauchy; mais ces notations pourraient être notablement simplifiées, et la nature des résultats obtenus montre assez quel avantage il y aurait à introduire ce calcul dans l’Analyse d’une manière définitive.
' ' - MÉMOIRES
THÉORIE DES INTÉGRALES DÉ El NI ES.
Sav. Êtr. : t. I, p. 599 (200 pages). - Bull. Phil : 1814, p. 161, 1 85. — Mémoire sur la théorie des intégrales définies, lu à l'Institut, le 22 août 1814, et imprimé en 1825.
Ce Mémoire est précédé d’un Rapport de Legendre.
Sav. ÊtT. : t. I, p. 3. — Mémoire sur In propagation des ondes à la surface d’un liquidé pesant.
La discussion de cette question exigeait l’étude préliminaire de plusieuîs points d’Analyse qui, pour la plupart, concernent la théorie des intégrales définies et leur développement en séries. Ces recherches accessoires ne pouvaient être introduites sans inconvénient dans le corps même du travail principal. Elles sont exposées dans une suite de vingt Notes placées on appendice. La plupart accompagnaient le Mémoire primitif, les autres ont été ajoutées à l’époque de l’impression.
48 TRAVAUX d’ AUGUSTIN CAUCHY,
Bull. Phil. : 1817 , p. 121; 1818 , p. 178. — Sur une loi de réciprocité qui existe entre certaines fonctions.
Ann. Gerg. : t. XVI, p. 97, et t. XVII, p. 84. — Mémoire sur les inté-, grales définies , où l'on donne une formule générale tic laquelle se (U-duisent les valeurs Mc la plupart des intégrales définies connues et celles d’un grand nombre d’autres.
te. Pol. : cata. XXVIII, p. 147 ( 1 02 pages). — Sur diverses formules relatives à la théorie des intégrales définies, et sur la conversion dits différences finies en intégrales de cette espèce.
Sur la transformation des intégrales simples par le moyen des intégrations doubles. — Applications diverses. — Sur une formule générale relative à la transformation des intégrales simples prises entre les limites o et 00 de la variable. — Sur la transformation des différences finies des puissances en intégrales définies
Ce Mémoire avait été présenté à l’Institut le 2 janvier i 8 t 5 .
Mém. Dét. : 1825 (68 pages). - Bull. Fér. : t. 111 , p. 214 (Extrait). -*• Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires.
Il a été rendu compte, plus haut, de ce travail important.
Ane. Ex. : t. I, p. 54 . — Sur une formule relative à la détermination des intégrales simples prises entre des limites o et as de la variable.
Ane. Ex. : t. I, p. 57. -e Sur les intégrales dites extraordinaires.
Ce Mémoire se rapporte à la conversion des différences finies des puissances en intégrales définies.
Ane. Ex. : t. I, p. 85 . - Bull. Phil. : 1822 . — De l’influence que peut avoir, sur une intégrale double, l’ordre dans lequel on effectue les intégré lions.
Ane. Ex. : 1. 1, p. g 5 . — Sur diverses relations qui existent entre les résidus des fonctions et les intégrales définies.
Ane. Ex. : t. II, p. 91. — Sur les propriétés de la fonction 1'.
Ane. Ex. : t. II, p. 112. — Sur la transformation des fonctions d’une seule variable en intégrales doubles.
Consulter sur cette question les travaux de Fourier. — Cauchy remplace, dans ses formules, les lignes trigonométriques, dont Fourier faisait usage, par des exponentielles imaginaires. — On trouvera d'autres déve 1 loppements sur cette matière dans le XIX e cahier du Journal de l'École Polytechnique , dans l’ Analyse des Travaux de l’ Académie pour 1821, et dans le Bulletin de la Société Philomathique pour la même année.
Ane. Ex
• : t. II, p. 125. — De la différentiation sous le signe J“.
Intégrales ranltiples. — Intégrales singulières, — Application à' une intégrale dont on fait usage en astronomie.
Ane. Ex. : t. Il, p. 157. — Sur la transformation des fonctions de plusieurs variables en intégrales multiples.
Ane. Ex. : t. II, p. 233. — Sur la valeur de I intégrale définie
- » 1,1 ’ ^ ans ^'I uc ^ e n i c désignent des constantes
réelles ou imaginaires.
Ane. Ex. : t. II, p, 341 . — Sur les résidus des fonctions exprimées par des intégrales définies.
Ane. Ex. : t. V, p. 1. — Sur la transformation et la réduction d’une certaine classe d’intégrales. .
Mém. Dét. : 1831. - Bull. Fér. : 1831, t. XVI, p. 119. — Mémoire sur les applications du calcul des résidus et du calcul des limites.
Ce Mémoire renferme des résultats importants pour la théorie des intégrales définies. — Le Bulletin de Férussac contient un extrait de diverses formules tirées du Mémoire principal.
Nouv. Ex. : t. II, p. 294. — Sur quelques propriétés des intégrales définies, simples ou.multiples.
Application à diverses questions de géométrie.
Nouv. Ex. : t. II, p. 358 ( 4 o pages). — Sur la théorie des intégrales définies singulières.
L’objet de ce Mémoire est surtout de montrer comment on peut appliquer la théorie des intégrales singulières à l’évaluation des fonctions de très-grands nombres. On arrivera ainsi à séparer, dans ces dernières, la partie qui reste finie, ou qui devient même infinie avec ces nombres, de celle qui décroît indéfiniment avec eux. — Application de la méthode à diverses fonctions, et notamment aux fonctions I' d'Euler.
Nouv. Ex. : t. IV, p. 148. — Sur le changement de variables dans les intégrales.
>C. R. : 1840, 2 p. 1008 . — Sur les intégrales multiples.
C. R. :1841, a” sem., p. 33. — Sur l’emploi de la transformation des Coordonnées, pour la détermination, et la réduction des intégrales définies multiples.
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C. R. : 1811, 1 er sein., p. 817- — Rapport sur un Mémoire de M. B rock, relatif a une certaine classe d'intégrales.
A l’occasion de ce Rapport, Cauchy réfute une assertion erronée d après laquelle le géomètre Abel serait mort dans la misère. * -
C. R. : 1811, i" sem., p. 1029, 1071, i»45 ; 2' sem., p. 47, .181 (36 pages). — Sur la détermination et la réduction d'un grand nombre d’intégrales nouvelles, et en particulier des intégrales dont les dérivées renferment une ou plusieurs fonctions implicites d’une meme variable.
Transformation des sommes d'intégrales.
C. R. : 1843, 1 “ sem., p. 4m. — Sur la théorie des intégrales définies singulières, appliquée généralement à la détermination des intégrales définies, et en particulier à l'évaluation des intégrales culériennes.
C. R. : 1843, 1" sem., p. 433. — Sur ta réduction des exponentielles au moyen d’ intégrales définies.
Simple énoncé.
C. R. : 1843, 2 e sent., p. 376 ; 1814, 1' sem., p. 67. — Recherches sur les intégrales culériennes.
C. R. 1 1843, 2 r sem., p. 377, 449. — Sur des théorèmes nouveaux et ■. (le nouvelles formules qui se déduisent de quelques équations symboliques. - -
Transformation dos intégrales aux différences finies en intégrales aux différences infiniment petites.
C. R. : 1844, 1" sem., p. 1072. — Sur la substitution des fonctions non périodiques aux fonctions périodiques dans les intégrales définies.
C. R. : 1851, 1 er sem., p. 789. — ' Sur les valeurs principales et générales des intégrales eu ni lignes dans lesquelles la fonction sous le signe
devient infinie en un' point de la courbe donnée.
Simple énoncé.
C. R. : 1854, 2 'sem., p. 129. — Sur une formule de M. Juger et sur il 'autres f irmules analogues .
Il s’agit d une intégrale définie qui se rencontre dans les calculs astronomiques.
CALCUL DES RÉSIDUS
Ane. Ex. 't t. I, p. 11. — Sur un nouveau genre de calcul analogue au calcul infinitésimal.
C’est dans ce Mémoire que les principes du calcul des résidus sont exposés pour la première fois. -
INTÉGRALES DÉFINIES ET RÉSIDES. 5l
Définition des résidus. — Applications diverses. — Formule d’interpolation de Lagrange. — Décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. — 'Formules pour la détermination des intégrales définies.
— Sommation d’une foule fie séries, notamment de séries périodiques. — Intégration des équations linéaires aux différences finies ou infiniment petites, à coefficients constants, avec ou sans dernier terme variable. —
— Série de Lagrange et séries analogues. — Résolution des équations algébriques ou transcendantes.
Ane. Ex. : t. 1, p. 44- — A/>plication du calcul des résidus à la sommation de plusieurs suites.
Ane. Ex. : t. I, p. g5. — Sur diverses relations qui existent entre les résidus des fonctions et les intégrales définies.
Ane. Ex. : t. I, p. i33. — Sur quelques formules relatives à la détermination du résidu intégral d’une fonction donnée.
Ane. Ex. : t. I, p. 167. — Sur quelques transformations applicables aux résidus des fondions, et sur le changement de variable indépendante dans le calcul des résidus.
Ane. Ex. : t. I, p. 202. — Application du calcul des résidus à l'intégration des équations différentielles linéaires et U coefficients constants.
Ane. Ex. : 1. 1, p. ao5. — Sur les limites placées à droite et à gauche du signe £ dans le calcul des: résidus.
Détermination et développement en séries des intégrales définies.
Ane. Ex. : t. I, p. 262. — Application du calcul des résidas à l’intégration (la quelques équations différentielles linéaires, à coefficients variables.
Ane. Ex. : t. I, p. 33g. — Usage du calcul des résidus pour déterminer la somme des fonctions semblables des racines des équations algébriques ou transcendantes.
Ane. Ex. : t. II. p. i4i. — Sur les fonctions réciproques.
Ane. Ex. : t. II, p. 245 (3a pages). — Sur quelques propositions fondamentales du calcul des résidus.
Ane. Ex. : t, II, p. 2g7. — Usage du calcul des résidus /Mtr la sommation et la transformation des séries , dont le terme général est une fonction paire du nombre qui représente le rang de ce terme. - .
5a TRAVAUX d’aUGUSTIN CAUCHY.
Ane. Ex. : ,1. Il, p. 3i5. — Sur un Mémoire d’Euler dans lequel se trouve le germe du calcid des résidus. . - ■ '
Ce Mémoire a pour litre : Nova Methodus fractioncs quascumque rationales in fraetiones simpliccs resolvendi , et fait- partie des Actes de l’Académie de Saint-Pétersbourg. Il manquait à Euler la connaissance des relations qui existent entre les résidus des fonctions et les intégrales définies.
Ane. Ex. : t. II, p. 34 1 (35 pages). — Sur les résidus des fonctions exprimées par des intégrales défitdes.
Ane. Ex. : t. IV, p. l6l. — Sur la détermination du résidu intégral de quelques fonctions.
Ane. Ex. : t. IV, p. 174 (40 pages). - C. R. : 1843, a' sent., p. byi. — Usage du calcul îles résidus pour l'évaluation ou la transformation des produits composés cl’un nombre fini ou infini de facteurs.
Décomposition de certaines fonctions en fractions simple. — Décomposition des produits composés d’un nombre infini de facteurs en séries ordonnées suivant les puissances entières d’une variable.
Mém. Dét. : 1827 (56 pages). — Mémoire sur y application du calcul des résidus à la solution des problèmes île physique mathématique.
Transformation des fonctions en séries d’exponentielles , soit réelles, soit imaginaires. — Intégration des équations aux différences partielles assujetties à vérifier des conditions semblables à celles qu’on rencontre dans les questions de physique mathématique, quand on considère des masses solides ou fluides dont les dimensions restent finies. — Exposé de quelques principes qui permettent de transformer une fonction d’une variable en une série d’exponentielles dont les exposants sont réciproquement proportionnels aux diverses racines d’une équation transcendante. — Application a divers problèmes relatifs à la propagation de la chaleur et du son.
Inst. : t. VII, p. 463. — Second Mémoire sur l’application ilu calcul des résidus aux questions de physique mathématique.
\ Méthode nouvelle pour résoudre les questions du Mémoire précédent, et pour lever certaines difficultés.
Mém. Dét. : Turin, 1831 (80 pages). - Bull. Féf. t t. XVI, p. 116. — Sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul des limites, et sur les avantages qu’offrent ces deux nouveaux calculs dans la résolution des équations algébriques ou transcendantes.
C. R. : 1841, 1" sent., p. 871. — Sur des formules générales qui se tlé-
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C. R. : 1841, I e sein., p. 126, 296. — Hap/mrl sur un Mémoire (te M. Ohrtunare, concernant le calcul des résidus.
C. R. : 1844, 2' sem . , p. 1337. — 'SV//' quelques propositions fondamentales du calcul des résidus, et sur la théorie des intégrales singulières.
C. R. : 1844, 2 'sem., p. 1377. — Sur les fonctions dites complémentaires.
C. R. : 1851 , l" sein., p. 207. — Sur l'application du calcul des résidus à plusieurs questions importantes d'analyse.
Notamment à la convergence des séries.
C. R. : 1831, 1" sem., p. 267, 354. — Application du calcul des résidus à la décomposition des fonctions transcendantes en facteurs simples.
C. R. : 1851 , 1" sem . , p. 704. — Conditions sous lesquelles subsistent les principales formules du calcul des résidus.
C. R.- : 1855, 2* sem., p. 4< ■ — Considérations nouvelles sur te calcul des résidus.
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DIFFÉRENCES FINIES
Ane. Ex. : t. Il , p. ■ 5g ( 5 1 pages). — Sur l’analogie des puissances et des différences.
Ane. Ex. : t. III, p. 147- — Sur les différences finies des puissances entières d’une seule variable.
Ane. Ex. : t. III, p. 149. — Sur les intégrales aux différences finies (les puissances entières d’une seule variable.
Ane. Ex. : t. III, p. 1 55. — Sur les différences finies et sur tes intégrales aux différences des fonctions entières d’une ou de plusieurs
variables, ‘ .
Éc. Pol. : cah. XXVIII, p. 147. — Sur diverses formules relatives à la
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théorie des intégrales définies, et sur la conversion des différences finies en intégrales de cette espèce t ' . - •
> C. R. : 18-M, a e sent., p. n83. — Sur quelques formules relatives aux différences finies.
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FONCTIONS SYMÉTRIQUES ET SUBSTITUTIONS
Sommaire. — Premières recherches de Cauchy, en 1 8 1 3. — Détermination du nombre des valeurs des fonctions de plusieurs lettres. — Théorème de M. Bertrand. — Théorie des substitutions. — Ses applications à la théorie générale des équations algébriques.
MÉMorRES. — Fonctions symétriques et nlternècs. — Leur usage dans la résolution des équations. — . Sur le nombre des valeurs des fonctions. — Fonctions intransitives, transitives et doublement transitives. — Théorie des substitutions. — Propriétés des substitutions. — Substitutions conjuguées. — Applications diverses. — Clefs algébriques. — Ouvrages à consulter.
SOMMAIRE
Les premières recherches de Cauchy sur la théorie des fonctions symétriques et des substitutions se trouvent exposées dans un Mémoire présenté à l’Institut en i8i3. L’auteur distingue d’abord parmi les fonctions symétriques celles qui ne changent ni de valeur, ni de signe, quand on permute les lettres, et celles qui changent de signe sans changer de valeur absolue. Les premières sont dites permanentes, les secondes alternées. L’objet principal du Mémoire est de donner des moyens pour exprimer ces deux genres de fonctions et pour les transformer les unes dans les autres. On en déduit en particulier des formules pour calculer les fonctions symétriques des racines des équations, ainsi que les valeurs générales des inconnues dans les équations du premier degré à plusieurs variables. La même méthode conduit de plus à une nouvelle théorie des fonctions désignées par Laplaee sous le
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nom de résultantes ; M. Binet a fait de ces dernières l’objet d’une étude approfondie.
Dans le même travail, Cauchy est amené à traiter en outre une question de la plus haute importance en Analyse : il s’agit de la détermination du nombre des valeurs dont une fonction est susceptible quand on y permute, de toutes les manières possibles, les lettres qu’elle renferme. Ce problème se présente naturellement dans la théorie générale des équations algébriques, où il importe de connaître la limite la plus restreinte du nombre des valeurs que peut acquérir une fonction de*i lettres. Le premier théorème sur celte matière est dû à Lagrange; il démontra que le nombre des valeurs d’une fonction de n lettres est nécessairement un diviseur du produit f.a.3...n, qui représente le nombre total des permutations. Dans un traité sur la résolution des équations numériques, publié en 1799, le géomètre italien Ruffini fit voir que, si une fonction de cinq lettres admet plus de deux valeurs, elle en admet au moins cinq; et, après lui, Pietro Abatti démontra que, si une fonction de n lettres, n étant plus grand que 4. admet plus de deux valeurs, elle en admet au moins cinq. Cauchy réalisa un progrès considérable dans la question en démontrant d’une manière générale qu’il n’existe aucune fonction de n lettres dont le nombre des valeurs distinctes soit compris entre 2 et le nombre premier immédiatement inférieur ou égal au nombre des lettres. Il donna en même temps des règles pour déterminer les fonctions qui admettent un nombre de valeurs non compris entre les limites précédentes.
Le théorème de Cauchy a été complété plus tard par M. J. Bertrand, dans un Mémoire présenté à l’Académie en i845 et inséré dans le trentième cahier du Journal de
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l'École Polytechnique. M. Bertrand fit voir que, si une fonction den lettres admet plus de deux valeurs, elle en admet au moins n, quel que soit le nombre n, premier ou non premier, pourvu qu’il soit supérieur à 4* Sa démonstration présentait toutefois une lacune, en ce sens qu'elle s’appuyait sur le postulatum Suivant: Si n désigne un nombre entier supérieur à 7, il y a au moins un nombre
premier compris entre n — a et ~ Les tables des nombres
premiers, poussées jusqu’à plusieurs millions, avaient permis de vérifier la proposition dans toute l’étendue de ces limites, ce qui équivalait en quelque sorte à une preuve; toutefois le postulatum lui-même a été démontré par M. Tebebichef dans un Mémoire présenté à l’Académie de Saint-Pétersbourg en 1800. Ajoutons enfin que, dans un Mémoire publié en 1849, M. Serret a donné une nouvelle démonstration du théorème de M. Bertrand, sans recourir à cette propriété des nombre premiers.
La recherche du nombre des valeurs dont une fonction est susceptible n’est qu’un cas particulier d’une théorie très-délicate et très-importante par ses applications, dans laquelle on se propose d’étudier d’une manière générale les propriétés des fonctions quand on y permute d’une manière quelconque les lettres qu’elles renferment. Les principes de cette théorie difficile, dite des substitutions, ont été établis par Cauchy ; nous allons essayer d’en donner une idée sommaire.
Si, après avoir écrit une série de lettres dans un ordre déterminé, on les échange entre elles de toutes les manières possibles, on obtient ce qu’on appelle des permutations, et l’on donne le nom de substitution à l’opération par laquelle on passe d’une permutation à une autre. Si la substitution consiste à remplacer chaque lettre par la
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suivante, on a une substitution circulaire. Le produit de deux ou de plusieurs substitutions distinctes est le résultat de la substitution unique qui produirait le même résultat que les substitutions partielles appliquées successivement. Si les substitutions dont on fait le produit sont égales entre elles, les produits se transforment dans les diverses puissances de la substitution proposée. Les substitutions distinctes étant nécessairement en nombre fini, leurs puissances sont donc périodiques et se reproduisent alternativement après des intervalles égaux. On appelle ordre d’une substitution le plus petit exposant de la puissance qui reproduit la permutation d’où l’on est parti; et l’on nomme substitution primitive, celle dont l’ordre est représenté par un nombre premier ou par une puissance d’un nombre premier. Cette considération des produits et des puissances des substitutions permet d’en établir la classification et ramène immédiatement leur étude aux principes de la théorie des nombres.
La méthode des substitutions constitue une branche importante de l’Analyse et a déjà reçu de nombreuses applications. Elle a servi à établir le calcul des détermiuantsqui a reçu, dans ces derniers temps, une si grande extension. Abel en a déduit l’impossibilité de résoudre l’équation du cinquième degré au moyen des radicaux, et Galois en a fait le plus heureux usage pour analyser les conditions relatives à la résolution algébrique des équations. Nous ajouterons seulement quelques mots sur l’application que Cauchy en a faite pour déterminer le nombre des valeurs distinctes que peut prendre une fonction de n lettres, quand le nombre de ces valeurs surpasse n. Son analyse repose sur la distinction des fonctions en deux classes: i° les fonctions transitives, qui conservent la même valeur quand on place une lettre à un rang quel-
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conque, Tes autres occupant d’ailleurs un rang convenablement choisi ; 2° les fonctions inlransitives , qui ne jouissent pas de cette propriété. La recherche du nombre des valeurs des fonctions intransitives se ramène d’ailleurs à celle des fonctions transitives. Cauchy a étudié particulièrement les fonctions qui ne renferment pas plus de six lettres et il est parvenu à déterminer les nombres des valeurs dont elles sont susceptibles.
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C. R. : 1844, a' sem., p. 1 436. — Sur les fonctions qui se reproduisent par substitution .
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Sommaire. — Défauts et lacunes des anciennes théories. — Leibnitz, Euler, Laplace. — Recherches de Cauchy. — Emploi des intégrales définies et des symboles imaginaires pour établir rigoureusement les règles relatives à la convergence des séries.
Mémoires. — Développements en séries; règles clc convergence. — Sur la convergence des séries et les limites des restes. — Application du calcul des résidus à la tliéorie des séries. — Étude des séries qui servent à représenter les racines des équations algébriques et les intégrales des équations différentielles. — Sur les divers modes de développement des fonctions en séries. — Méthode logarithmique. — Séries syntagmatiques. — Série rie Lagrange. — Séries multiples , prolongées, divergentes. — Factorielles. — Application à la théorie des fonctions elliptiques. — Développement des fonctions en fractions rationnelles. — Questions diverses. — Progressions des divers ordres. — Théorèmes relatifs aux sommes d’exponentielles. — Auteurs et ouvrages à consulter.
' SOMMAIRE
Les séries étaient déjà connues des anciens, qui les avaient appliquées à la solution de quelques problèmes, mais c’est seulement dans les temps modernes que leur étude a été sérieusement approfondie. La division des polynômes conduit Yiète auxséries récurrentes; le calcul des différences finies fait découvrir la série de Stirling, puis celles de Taylor et de Maclaurin; l’analyse des fonctions transcendantes oblige Newton, Leibnitz, Euler et leurs disciples à représenter ces fonctions par des développements en séries; plus près de nous, Lagrange découvre la série célèbre qui porte son nom et dont les applications sont si fréquentes en astronomie. Ajoutons encore que les séries servent de base à la plupart des théories exposées
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par Laplace dans la Mécanique céleste et dans le Traité des probabilités, et que, de nos jours enfin, elles constituent, entre les mains des géomètres, l’un des moyens les plus puissants de recherche.
Cependant, malgré les efforts des savants, la théorie des séries demeurait incomplète et, ce qui est plus grave, manquait même d’une base solide. Faute de soumettre ces formules à des règles rigoureuses et précises, des auteurs éminents sont tombés dans des erreurs palpables. On pcutciter comme exemple la suite
= I — T -H X 1 — JT 3
de laquelle Leibnitz et Euler prétendaient déduire l’égalité :
Il y a plus : le même développement conduisait à des limites différentes suivant la nature de la fonction qui lui avait servi de point de départ. Enfin, lors même que les résultats étaient exacts, les raisonnements se trouvaient souvent défectueux. Il suffira de rappeler le développe-
ment de^i-f- quand m croit indéfiniment; la valeur
de la limite, qu’on désigne ordinairement par la notation e 1 , avait déjà été obtenue par Euler, mais par une méthode d’une exactitude très-contestable. Cauchy fit ressortir, le premier, dans son Cours d' Analyse, les lacunes de la démonstration d’Euler et la remplaça par une autre qui ne laisse rien à désirer sous le rapport de la rigueur. Il restait en outre à donner l’interprétation du développement quand la variable devient imaginaire. Euler se contentait de le conserver en lui appliquant les règles obtenues pour les valeurs réelles; mais une pareille exten-
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sion avait besoin d’être justifiée, et c’est ce que fit Cauchy en montrant la nécessité d’établir préalablement une définition précise de la nouvelle fonction.
La cause principale des erreurs provenait de ce que l’on se servait des séries sans s’inquiéter de la légitimité de leur emploi, et en particulier, sans s’assurer si elles satisfaisaient à la condition essentielle d’être convergentes. Il en résultait, dans les applications, une foule de paradoxes inexpliqués et, au commencement de ce siècle, il régnait encore, dans cette branche de l’Analyse, une extrême confusion. Les travaux de Cauchy y ont au contraire introduit un ordre rigoureux et une exactitude vraiment mathématique.
Il fallait, en premier lieu, établir une distinction importante entre les séries convergentes et les séries divergentes. Les premières seules ont été assujetties à des lois régulières. Les secondes ne doivent pas, sans doute, être proscrites de 1 Analyse, elles peuvent aussi être employées comme des expressions symboliques au moyen desquelles on arrive à effectuer des transformations utiles, mais, jusqu’à présent du moins, leur usage est demeuré trèsrestreint.
Les premières recherches de Cauchy relatives à la convergence des séries ont été exposées dans son cours d’Analyse. Après avoir défini la convergence elle-même, l’auteur étudie d’abord les séries réelles à termes soit positifs, soit négatifs. Il traite ensuite des séries ordonnées suivant les puissances croissantes d’une variable. Abel avait déjà montré que, si une série de ce genre est convergente pour un certain module de la variable, elle sera également convergente pour toute valeur inférieure du module. Cauchy établit, à son tour, ce théorème et le complète par les propositions suivantes : i°Si dans une
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série les divers termes sont des fonctions continues d’une variable, et si, de plus, la série reste convergente pour des valeurs de la variable comprises entre certaines limites, la fonction qu’elle représente sera aussi continue entre les mêmes limites; 2 0 Si deux séries ordonnées suivant les puissances d’une variable sont convergentes pour un certain module de cette variable et ont la même valeur pour tout module inférieur, ces deux séries seront identiques; d’où il résulte qu’une fonction ne peut être développée que d’une seule manière suivant les puissances ascendantes de la variable.
L’emploi des symboles imaginaires conduit à des résultats encore plus importants. Dans son cours d’Analyse, Cauchy avait déjà étudié les séries à ce point de vue; une série imaginaire se décompose en deux autres réelles qui doivent être séparément convergentes, et pour cela il suffit que la série réelle des modules le soit elle-même, ce qui ramène la question au cas précédent.
Supposons ensuite qu’il s.’agisse du développement d’une fonction suivant les puissances de la variable. 11 existe à cet égard une proposition fondamentale qui se trouve énoncée, pour la première fois, dans le Mémoire sur le calcul des limites présenté à l’Académie de Turin en 1 83 1 . La règle peut s’énoncer ainsi : c Soit x une variable réelle ou imaginaire; une fonction réelle ou imaginaire de x sera développable en série convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes de x , tant que le moduledexconserveraune valeur inférieureà celle pour laquelle la fonction cesse d’être finie et continue. * Cauchy était arrivé à ce résultat en partant des principes du calcul des résidus, et en s’appuyant sur les formules qui servent à convertir les fonctions en intégrales définies; plus tard, il en donna une démonstration élémen-
taire, indépendante du calcul intégral et basée uniquement sur les notions du calcul différentiel.
Ce théorème fondamental est du reste susceptible d’une interprétation géométrique simple en faisant usage de ce qu’on appelle le cercle de convergence. Considérons la variable imaginaire x comme une quantité géométrique à chacune des valeurs de laquelle correspondra, dans un plan, un point déterminé ; et désignons par R la limite supérieure des modules, c’est-à-dire le plus grand module de x pour lequel les modules des termes de la série restent nécessairement finis. Si, de l’origine comme centre avec un rayon égal à R, on décrit un cercle, ce sera le cercle de convergence, et, d’après ce qui précède, on pourra dire que la série est convergente pour toutes les valeurs de a; comprises dans l’intérieur du cercle de convergence. Pour tous les points extérieurs, elle sera divergente; quant aux points situés sur la circonférence même du cercle, la série pourra être convergente pqur quelques-uns, infinie ou indéterminée pour d’autres. Si le rayon limite R devient infini, la série est convergente, sans condition, dans toute l’étendue du plan. D’après ces principes, on verra par exemple que la série :
est convergente pour tous les points du plan. La série
sera seulement convergente dans l’intérieur d’un cercle de rayon égal à l’unité et divergente pour les points extérieurs. Enfin elle sera encore convergente pour tous les
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points de la circonférence, à l'exception de celui qui correspond à l’argument zéro.
On démontre de plus sans difficulté que toute série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de la variable est une fonction continue, monodrome et monogène, c’est-à-dire syneclique, dans toute l’étendue du cercle de convergence.
Mais ce qui précède n’est encore qu’une partie des résultats auxquels Cauchy est parvenu. Pour comprendre toute l’étendue et l’importance de sa découverte, il convient surtout de rappeler les recherches sur la théorie des fonctions qui ont fait l’objet d’une suite de Mémoires insérés dans les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, pendant l’année 1846. Bornons-nous, pour le moment, à indiquer sommairement celles qui concernent le développement des fonctions en série et qui reposent sur les propriétés des intégrales définies prises suivant des contours déterminés dans un plan.
Si l’on suppose qu’une fonction f(x) reste synectique dans une certaine région du plan, et si l’on prend son intégrale entre deux points extrêmes, en suivant une courbe située dans cette région du plan, la valeur de l’intégrale sera indépendante du chemin suivi. 11 en résulte d’abord que, si une fonction reste syneclique dans une région du plan limitée par une courbe fermée, l’intégrale prise en parcourant cette courbe, de manière à revenir au point de départ, sera nulle. En second lieu, si la fonction reste synectique seulement dans une portion du plan comprise entre deux contours fermes, les valeurs de l’intégrale relatives a ces deux contours seront égales. En partant de ces principes on arrive à un théorème très-important dont voici l’énoncé : « Pour qu’une fonction soit développable en une série ordonnée suivant les puissan-
ces entières, positives et croissantes de la variable, et demeure en outre convergente dans un cercle ayant son centre à l’origine, il faut et il suffit que la fonction reste synectique dans toute l’étendue de ce cercle. » M. Laurent a montré que cette proposition pouvait être complétée par la suivante : * Si une fonction reste synectique entre deux cercles concentriques à l’origine, elle sera développable, dans cette région du plan, en une série prolongée dans les deux sens, et ordonnée suivant les puissances positives et négatives de la variable. » La méthode de démonstration donne en même temps lemoyen d’effectuer le développement proposé et fait connaître l’expression des coefficients de chaque puissance de la variable sous la forme d’intégrales définies dont la composition est déterminée. Ajoutons enfin qu’on obtient des résultats analogues, soit pour les fonctions de plusieurs variables, soit pour les fonctions implicites définies par des équations.
Les cas où l’on sait obtenir sous forme finie les racines des équations algébriques ou transcendantes, ou bien les intégrales d’un système d’équations différentielles, sont très-rares et doivent être considérés comme des exceptions. On est alors obligé de recourir aux développements en séries, etl’on a un double problème à résoudre : i° démontrer l’existence de ces racines ou de ces intégrales; 2 0 établir leurs développements en séries et étudier, par ce moyen, leurs propriétés. Cauchy s’est occupé, à diverses reprises, de cette question difficile, et a enrichi l’Analyse de plusieurs résultats de la plus haute importance dont il sera parlé à l’occasion des équations algébriques ou différentielles. L’une des plus belles conséquences auxquelles il soit parvenu consiste dans une relation singulière qui existe entre les conditions de convergence
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de certaines séries et la résolution numérique de certaines équations transcendantes. On en trouve un exemple remarquable dans l’étude du mouvement elliptique. Les séries, dont le problème dépend, cessent d’être convergentes quand l’excentricité s de la planète acquiert une valeur supérieure au module de la valeur imaginaire de s
qui vérifie l’équation : i— îcosi}/ = ce qui exige que
l’excentricité soit inférieure au nombre o,GG27434- Ce résultat avait déjà été obtenu par Laplace, mais sa méthode était applicable seulement au cas particulier qu'il avait en vue, et dans lequel, d’ailleurs, les intégrales s'obtiennent sous forme finie; celle de Cauchy, au contraire, est générale, et convient également, soit à la série de Lagrange, soit à une foule d’autres séries provenant de fonctions qu’on ne sait pas exprimer sous forme finie.
Les séries multiples et les séries divergentes ellesmêmes conduisent aussi à des résultats utiles. Ce serait une erreur de croire que ces dernières, en particulier, doivent être proscrites de l’Analyse. Cauchy a montré en effet que, dans beaucoup de cas, on peut continuer de s’en servir pour obtenir la valeur de certaines quantités avec une approximation, sinon indéfinie, du moins trèsgrande et ordinairement suffisante. Enfin, dans certaines circonstances, on peut employer les séries multiples ou divergentes pour calculer des quantités inconnues avec une approximation illimitée. Ces remarques trouvent leur application, par exemple, dans la théorie des mouvements planétaires.
Parmi les divers modes de développement des fonctions, citons encore celui qui a pour objet de les représenter, soit par des factorielles, c’est-à-dire, par des produits de
facteurs en nombre fini ou infini, soit par des sommes, en nombre illimité, de fractions simples. Les formules de ce genre ont été appliquées avec avantage à l’étude des lignes Irigonomélriques et des exponentielles. On les rencontre notamment dans la théorie des fonctions elliptiques, et Jacohi s’en est servi avec habileté pour établir, au moyen de transformations variées, les propriétés essentielles de ces fonctions. Elles ont néanmoins l’inconvénient, inhérent à toutes les méthodes particulières, de ne conduire au but que par des voies détournées, et de ne pas avoir cette généralité et cette fécondité qui caractérisent les méthodes simples et directes. En prenant pour point de départ les principes du calcul des résidus, Cauchy est encore arrivé à des résultats importants dans cette partie de l’Analyse des séries.
MÉMOIRES
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES; RÈGLES DE CONVERGENCE
Ane. Ex. : t. I, p. i 5 . — Sur les séries de Taylor et de Maclaurin.
Discussion de la forme du reste.
Ane. Ex. : t. Il, p. 7.2.1. — Sur la convergence des séries.
Élude de la série des modules. — Considérations basées sur la théorie des intégrales définies.
Ane. Ex. : t. II, p. 317. — Méthode pour développer des fonctions d’une ou de plusieurs variables en séries composées de fonctions de même espèce.
Nouv. Ex. : t. I, p. 269. - C. R. : 1810 , 1 n sent., p. 640. — Considérations nouvelles sur la théorie des suites et sur les lois de leur convergence.
Cauchy avait d’abord étudié les lois de convergence des séries, en se basant sur des considérations empruntées au calcul intégral ; dans ce
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nouveau Mémoire, il montre qu’on peut leur substituer des démonstrations plus simples, fondées uniquement sur les principes du calcul diffé-, rentiel. — Développement des fonctions en séries convergentes. — Règles de convergence et limites des restes. — Développement des fonctions implicites. — Formule de Lagrange. — Démonstration élémentaire et rigoureuse de cette formule.
Mém. Dét. : Turin, 1831 et 1832. — Sur le calcul des résidus et le calcul des limites.
Nous aurons occasion de revenir sur ces importants Mémoires, qui comprennent les applications du calcul des résidus aux diverses branches des mathématiques. Mentionnons seulement la partie de ce travail qui a [tour objet d’établir les ïègles relatives à la convergence des séries au moyen desquelles on développe les fonctions explicites ou implicites d’une ou de plusieurs variables, et de fixer en outre des limites supérieures aux erreurs que l’on commet quand on arrête chaque série après un nombre donné de termes.
Nouv. Ex. : t. II, p. 4t (7t> pages).
Ce Mémoire a pour objet de reproduire plusieurs parties du travail précèdent, qui avait été seulement lithographié. — Résumé lu à l’Académie de Turin. — Recherches sur le développement des fonctions en séries.
Inst. : t. VI, p. 0o3. — Sur le développement des fonctions en séries périodiques.
Ce Mémoire concerne diverses séries auxquelles conduisent les problèmes de physique mathématique.
Journ. Liouv. : t. XI, p. 3 1 3. — Sur le développement des fonctions ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables.
C. R. : 1837, i w sem., p. 216. — Lettre à Al. Coriolis sur ta convergence des séries qui représentent les racines des équations algébriques on transcendantes, et les intégrales des fonctions différentielles.
C. R. : 1839, a’’ sem., p. 087. — Sur la convergence des séries.
Application du théorème fondamental aux fonctions implicites.
C R. : 1840, a c sem., p. 63g, 667, 730 (47 pages). — Sur la convergence et la transformation des séries.
Extension des théorèmes fondamentaux aux séries qui servent à représenter les racines des équations algébriques ou transcendantes, et les intégrales des équations différentielles. — Application à la Mécanique céleste.
SERIES. 'j'S
C. R. : 1841, I er sem., p. 3a3. — Sur le développement des fonctions en séries ordonnées, suivant les puissances des sinus et cosinus.
C. R. : 4841, 2 e sem., p. 842 . — Sur les diverses formes du reste de la série de Taylor.
La forme assignée par Lagrange est insufiisante dans un grand nombre de cas où les formules de Cauchy réussissent. — Voir , sur le même sujet, les recherches plus récentes de M. Ed. Roche et de M. Schlomilcb, Journal de M. Liouvillc pour 18 58.
C. R. : 1841, 2' sem., p . 90g ; 1843, z* sem., p. ig3. — Sur le développement des fonctions en séries.
On démontre qu’on obtient toujours un développement unique, dans le cas même où l’on suppose la fonction développée à la fois suivant les puissances positives et négatives de la variable.
C. R. : 1843, 2' sem., p. 370 . — Remarques à l’occasion d'une Note de M. Laurent, ayant pour titre : « Extrait du théorème de M. Cauchy, relatif è la convergence du développement d’une fonction suivant les puissances ascendantes de la variable. »
C. R. : 1843, 2 “sent., p. g38. — Rapport sur un Mémoire de M. Laurent, ayant pour titre : « Extension du théorème de M. Cauchy relatif à la convergence du développement d’une fonction suivant les puissances ascendantes de la variable. » — Note à l’occasion de ce Rapport.
C. R. : 1843, 2' sem., 1220. - Nouv. Ex. : t. III, p. 388 — Sur les modules des séries.
C. R. : 1844, 2 ' sem., p. 5 i. — Sur la méthode logarithmique appliquée au développement des fonctions en séries.
Détermination d’une fonction dont le logarithme est représenté par une série ordonnée suivant les puissances entières d’une variable. — Sur le développement des puissances d’une fonction entière du sinus et du cosinus du même angle. — Sur les inégalités périodiques des mouvements planétaires. — Le principe de cette méthode consiste à substituer, au développement direct de la fonction en série, celui de son logarithme; il ne reste plus alors qu’à multiplier ce dernier par l'exposant de la puissance, pour revenir à la fonction proposée. Il en résulte des avantages analogues à ceux que présente l’emploi des logarithmes dans les calculs numériques. Cette méthode est surtout utile en astronomie : appliquée au calcul de la fonction perturbatrice, elle permet do remplacer des séries multiples par des séries simples, qu’il suffit ensuite d’ajouter, au lieu d’avoir à les multiplier.
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C. R. : 1844, il sem., p. 1 4 1 , i5g. — Sur divers théorèmes relatifs à la convergence des séries.
Application à l’astronomie.
C. R. : 1844, lisent., p. 2 o 5 . — Sur diverses propriétés rcmanpiables du développement d'une fonction ordonnée en série suivant les puissances entières d'une même variable.
C. R. : 1844, il sem., p. 699 . — Sur l'application de la méthode logarithmique ait développement des fonctions en séries, et sur les avantages que présente, dans les applications, la détermination numérique des coefficients effectuée à l’ai(lc d'approximations successives.
C.R. : 1844, lisent., p. 1194, 1 33 1 . — Sur plusieurs formules nouvelles, qui sont relatives au développement des fonctions en séries.
Extension remarquable de ces formules.
C. R. : 1843, 1 n sent., p. 280 . — Sur l'emploi îles variables complémentaires dans le développement des fonctions en séries.
On appelle variables complementaires deux variables dont la somme est égale à l'unité.
C. R. : 1843, 1" sent., p. 375 . — Sur diverses propriétés des fonctions continues ou discontinues.
Dans ce Mémoire, Cauchy définit plus complètement les limites assignées par le théorème fondamental pour la convergence des séries. Au lieu de deux cercles concentriques, ayant pour rayons les valeurs extrêmes des modules, il donne deux courbes caractérisées par des conditions spéciales, et qui comprennent toutes les portions du plan où la série est convergente. Les deux cercles de convergence étaient seulement assujettis à ne pas rencontrer ces deux courbes extrêmes entre lesquelles ils devaient être compris.
C. R. : 1845, 1 er sent., p. 463 . — Sur les séries syntngniatiques, et sarcelles qu’on obtient quand on développe les fonctions d’une sctde variable suivant les puissances entières de son argument.
C. R. : 18S2, I er sent., p. 8 , 70 , 121, i 56 . — Sur le développement des fonctions en séries limitées, et sur les restes qui les complètent.
Application à l’astronomie.
SÉniE DE LAGRANGE.
Inst. : t. VIH, p. 97 (42 pages). — Mémoire sur divers points d' Ana/yse.
Ce Mémoire concerne particulièrement la série de Lagrange et ses applications. — On n’avait point encore déterminé les conditions générales
de convergence de cette série. Laplace avait seulement résolu la question pour quelques cas restreints qui suffisaient à son objet. — Cauchy montre que les conditions de convergence, pour la série de Lagrange et pour diverses autres qui se déduisent du calcul des résidus, dépendent de la résolution d’une équation transcendante. — La démonstration repose, du reste, sur la considération des intégrales définies imaginaires.
Inst. : t. IX , p. 104 . — Sur quelques séries analogues à celle de Lagrange.
Sur les fonctions symétriques, etc.
C. R. : 4816, a' sent., p. 490 , 4q3. — Rapport sar un Mémoire présente à l’Académie par M. Félix Chio, de Turin, et ayant pour titre : « Recherches sur la série de Lagrange ». — Note sur les caractères à l’aide desquels on peut distinguer, entre les diverses racines d'une équation algébrique, ou transcendante, celle qui se développe en série convergente par le théorème de Lagrange.
C. R. : 1852, I er sein., p. 3o4, 345. — Rapport sur de nouvelles recherches relatives à la série de Ijigrange , et présentées à l'Académie par M. Félix Chio.
Le Rapport est suivi de trois Notes, par Cauchy.
SÉRIES MULTIPLES, PROLONGÉES, DIVERGENTES
Rés. Anal. : p. 3y. — Définition et propriétés des séries multiples.
Règles de leur convergence. — Application à diverses questions. — Nombres de Bernoulli.
C. R. : 1851, i" r sent . , p. 38q. — Sur ta sommation des termes de rang très-élevé dans une série simple ou multiple.
Nouv. Ex. : t. 111, p. 388. — Sur les motlules des séries prolongées dans les deux sens.
C. R. 1843, 2 " sent., p. 3~o. — Sur un emploi légitime des séries divergentes.
C. R. : 1844., a 1 ’ scm., p. 1375 et 1 433. — Sur les séries multiples et les séries modulaires .
Convergence des séries multiples.
C. R. : 1845, 1 n sent., p. 12 G, 212 . — Sur ht convergence de la série partielle qui a pour termes les divers coefficients d’une meme puissance d’une seule variable dans une série multiple.
C. R. : 1845, sent., p. 329 . — Sur des formules rigoureuses et dignes
de remarque, auxquelles on se trouve conduit par la considération des
séries nudtiptes et divergentes.
C. R. : 1855, 1 ” scm., p. 1 G 2 . — Sur un théorème général qui fournit immédiatement, dans un grand nombre de cas, les limites entre lesquelles une série simple ou multiple demeure convergente.
FACTORIELLES.
Ane. Ex. : t. IV, p. 174 . - Bull. Fér. : t. XII, p. 9 . 02 . - C. R. : 1843, •x’’ sent., p. 572 . — Sur l’application du calcul des résidus au développement des produits com/Msés d’un nombre fini ou infini de facteurs .
C. R. : 1843, 2 e sent., p. 523, 567 . — Sur les fonctions dont plusieurs variables sont liées entre elles par une équation linéaire, et sur diverses transformations de produits composés d'un nombre infini de facteurs.
C. R. : 1843, 2 "sent., p. 64°- — Sur une certaine classe de fonctions transcendantes liées entre elles par un système de formules qui fournissent, comme cas particulier, les développements des fonctions elliptiques en séries.
Propriétés diverses des factorielles géométriques. — Décomposition en fractions simples d’une fraction qui a pour termes des produits de factorielles.
C. R. : 1843, 2 ' sent . , p. (5g3. — Sur les factorielles géométriques.
C. R. : 1843, 2 " sent., p. 779 . — Sur les rapports entre les factorielles réciproques dont les bases varient proportionnellement , et sur la transformation des logarithmes de ces rapports en intégrales définies.
C. R. : 1843, 2 ' s cm., p. 825 . — Sur la réduction îles rapports des factorielles réciproques aux fonctions elliptiques.
C. R. : 1843, 2 " scm., p. 921 . — Sur les fractions rationnelles que ron peut extraire d'une fonction transcendante , et spécialement du rapport entre deux produits de factorielles réciproques.
C. R. : 1843, 2 1 ' sem., p. 1159 . — Sur les formules qui servent a décomposer en fractions rationnelles le rapport entre deux produits de factorielles réciproques.
C. R. : 1844, 2 ' scm., p. 1069 . — Note sur tes propriétés de certaines factorielles, et sur la décomposition des fonctions en facteurs.
Ces beaux Mémoires de Cauchy sur les factorielles constituent, sous un certain point de vue, une exposition de la théorie des fonctions elliptiques. On n’éprouve, en les lisant, qu’un regret, c’est la nécessité de traduire dans le langage et les notations de l'immortel ouvrage de Jacobi
( Fundamonta nova Theorice Functionum ellipticarwn ) les méthodes du grand géomètre, qui, à ce moment, il faut le reconnaître, n'allribuail pas, en Analyse, à la théorie des fonctions elliptiques l’importance qu’il lui reconnut plus tard, en lui consacrant les derniers travaux de sa vie scientifique.
C. R. : 1850 , I er sera., p. 162, 18G. — Rapport sur un Mémoire de M. Fétlor Thoman, relatif au développement de l’exponentielle <? en produit continu. — Ce Rapport est complété par une Note de Cauchy sur la décomposition des fondions en facteurs.
QUESTIONS DIVERSES
Ane. Ex. : t. II, p. 277 . — Sur le développement des fonctions d'une seule variable en fractions rationnelles.
Nouv. Ex. : t. II, p. i45. — Sur les diverses suites que l'on peut former avec des termes donnés.
Nouv. Ex. : t. II, p. 287. — Note sur quelques théorèmes relatifs à des sommes d'exponentielles .
Nouv. Ex. : t. IV, p. iii, 201 . - C. R. : 1845, 1 " sent., p. 2 . — Sttr les progressions des divers ordres. — On désigne, dans certaines théories, sous le nom de Progression arithmétique , une série dont le terme général est une fonction algébrique et entière du nombre des termes, et sous le nom de Progression géométrique, une série de termes exponentiels dont les exposants forment une progression arithmétique. — Considérations générales. — Sur les modules et sur les conditions de convergence des progressions des divers ordres. — Propriétés remarquables de ces progressions. — Leur étude a conduit à plusieurs résultats importants, et pourrait, à elle seule, constituer une branche de l’Analyse. En particulier, elle a fourni à Jacobi plusieurs belles propriétés des fonctions elliptiques.
C. R. 1842. : 2 ' sent., p. 41 1 . — Sur une formule qui sert à développer, suivant les puissances entières d’un accroissement attribué au cosinus d’un are, les accroissements correspondants que prennent les cosinus des multiples de cet arc.
C. R. : 1853, 1 " sent., p. 454 . — Sur les séries convergentes dont les divers termes sont des fonctions continues d’une variable réelle ou imaginaire entre des limites données.
C. R. : 1856, 2 ' sent., p. 637. — Observations sur une Note de M. Catalan relative à la théorie des séries.
Lille de divers auteurs qui se sont plus particulièrement occupés de la théorie des séries.
tuteurs anciens : Vicie, Stirling, Taylor, Maclaurin, Newton, Leibnitz, Bernoulli, Euler.
Auteurs modernes et contemporains : Gauss, Lagrange, Laplace, Fourier, Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Abel, Lejeuue-Diricblet, J. Bertrand, Malmstein, Ernest Lamarle, Bjorling, Lobatto, Guderman, Schlomilch, Catalan, etc.
Ouvrages et Mémoires à consulter.
Un Mémoire de M. J. Bertrand, Journal de, M. Liouoille, t. VIL
Recherches sur la série de Taylor par MM. Ed. Roche et Sciilomh.ch. Journal de M. U ou ville, t. XIV.
Traité élémentaire des séries, par M. Catalan, 18(50.
Théorie des séries, par M. Laurent, 1802.
CHAPITRE VII
Sommaire. — Résumé des recherches antérieures sur la théorie des équations. — Énumération des équations qu’on sait résoudre. — Détermination du nombre et des limites des racines. — Théorème de Sturm.
— Théorème de Cauchy.
Mémoires. — Théorie des équations. — Sur la résolution des équations algébriques ou transcendantes. — Sur les racines réelles ou imaginaires des équations. — Sur la nature des racines de certaines équations transcendantes. — Méthodes diverses pour la résolution des équations, fondées sur la théorie des intégrales définies, sur celle des quantités géométriques, sur les propriétés des modules des fonctions, etc. — Calcul des indices des fonctions. — Développement des racines des équations en séries convergentes. — Application du calcul des résidus à la théorie des équations. — Equations simultanées. — Elimination.
— Résolution numérique de ces équations par la méthode d’interpolation. — Théorie de l’élimination. — Questions diverses. — Ouvrages à considter.
SOMMAIRE
Le problème de la résolution des équations, envisagé dans toute sa généralité, consiste à trouver les valeurs des racines en fonction des coefficients, c’est-à-dire à déterminer desexpressions composées avec les coefficients de telle manière qu’en les substituant à la place de l’inconnue dans l’équation, celle-ci soit identiquement satisfaite; mais ce résultat n’a pu être obtenu que dans un trèspetit nombre de cas particuliers. La résolution de l’équation du second degré remonte à Diophante, et peut-être à Euclide. Dans le xvt e siècle, Scipion Ferrei, Tartaglia et Cardan trouvèrent la composition des racines pour
l’équation du troisième degré, et Louis Ferrari pour celle du quatrième. Les divers procédés donton a fait usage pour arriver aux formules finales reposent sur la considération d’une équation auxiliaire que Lagrange appel le résolvante; mais, au delà du quatrième degré, la résolvante est d’un degré supérieur à celui de l’équation proposée et ne peut plus servir comme moyen d’abaissement. Relativement à l’équation du cinquième degré, Abel a démontré l’impossibilité de la résoudre par des radicaux, et un géomètre anglais, M. Jerrard, a seulement établi qu’on pouvait, au moyen de transformations préalables, la ramener à la forme réduite : x s — x — a — o. Il devenait dès lors nécessaire d’introduire dans la question un élément nouveau et de changer le point de vue du problème; c’est ce que MM. Hermite et Kronecker ont fait, à la même époque, avec un rare succès, en appliquant à l’équation réduite la théorie des fonctions elliptiques (i). La composition des racines ne pouvant être obtenue directement, il restait à examiner s’il ne serait pas du moins possible de les exprimer indirectement au moyen de fonctions auxiliaires convenablement choisies, et qui dépendraient elles-mêmes des coefficients, comme delà arrive pour l’équation du troisième degré, dont on sait que les racines peuvent êtrereprésentées par des lignes trigonométriques. MM. Hermite et Kronecker se sont proposé de rechercher si une méthode analogue ne réussirait pas pour l’équation du cinquième degré, et l’on peut voir en particulier, dans le beau Mémoire de M. Hermite sur la théorie des équations modulaires, comment les racines de l’équation ré-
(i) Voir dans les Comptes rendus des séances de l 'Académie des Sciences, année i858, l’extrait d’une lettre sur ce sujet, adressée à M. Hermite par M. Léopold Kronecker.
ÉQUATIONS. 8l
duite peuvent toujours être exprimées par un groupe déterminé de fonctions elliptiques. On a donc ainsi une véritable solution analytique d’un problème difficile dont les savants s’étalent vainement occupés depuis si longtemps.
Aux équations précédentes il faut joindre les équations binômes, qui, après les recherches partielles de divers géomètres, ont été complètement résolues par Gauss, ainsi qu’on l’a vu à l’occasion de la théorie des nombres. Mais en dehors de ces équations et de celles qui s’y ramènent au moyen de certaines transformations, le problème de la résolution générale subsiste encore dans toute sa difficulté. L’objet de la théorie des équations sc limite alors à rechercher les propriétés communes aux équations des divers degrés et à établir des méthodes régulières et uniformes pour calculer, avec toute l’approximation nécessaire, les racines des équations dont les coefficients sont donnés numériquement. Sous ce rapport, les géomètres sont parvenus à une foule de résultats qui, dans les applications, suppléent convenablement à l’insuffisance de la théorie.
Leur attention s’est surtout portée sur la détermination des caractères au moyen desquels on peut reconnaître l’existence des racines réelles, leur nombre et les limites entre lesquelles elles sont comprises. On trouve déjà, sur ces questions, des règles nombreuses dans les ouvrages de Descartes, de Newton et d’Euler. Dans le célèbre traité de Lagrange on rencontre en particulier une méthode fondée sur la formation de l’équation aux carrés des différences; mais cette méthode, excellente au point de vue théorique, est habituellement impraticable à cause de la longueur des calculs.
Cauchv s’occupa à son tour de cette théorie difficile et II. ' 6
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y réalisa des progrès essentiels. Ainsi par exemple, dans son cours d’Analyse, NotellI, il montra que, pour séparer les racines réelles d’une équation, il suffisait, dans le cas où les coefficients sont des nombres entiers, d’employer la fonction alternée formée par le produit de toutes les différences des ràcines prises deux à deux; dès lors il n’est pas nécessaire de former l’équation complète de Lagrange, mais seulement de oonsidérer son dernier terme.
Le problèmedela résolution des équations numériques repose sur cette proposition fondamentale que : toute équation algébrique admet au moins une racine réelle ou imaginaire. Gauss avait déjà consacré à traiter ce sujet trois Mémoires différents de la plus haute importance, qui font partie des Mémoires de la Société royale de Gottingue. On y remarque avec les idées de Cauchy une liaison évidente. La représentation géométrique des quantités imaginaires, mentionnée plus haut, sert de base à Gauss, et, dans la dernière des trois démonstrations de l’illustre géomètre, la conclusion ressort de la différence des valeurs d’une intégrale double, lorsqu’on intervertit l’ordre des intégrations. C’est ici qu’on voit les deux plus grands analystes de notre époque amenés au même fait et aux mêmes circonstances de calcul, car l’intégrale double de
Gauss dépend au fond de l’intégrale simple J' dr\
mais l’auteur des Recherches arithmétiques , se contentant d’une démonstration nouvelle d’un théorème connu, surprenante par sa singularité, laisse à Cauchy, et sans y pénétrer lui-même, le vaste champ de découvertes dont il s’était ouvert l’accès.
Cauchy ne se borna pas à démontrer que le théorème est toujours vrai pour les équations algébriques de degré
quelconque, il assigna encore les conditions sous lesquelles on peut l’étendre aux équations transcendantes; il donna en outre des méthodes très-variées pour la détermination des racines, soit réelles, soit imaginaires. Ces méthodes sont fondées, les unes sur les principes de l’algèbre élémentaire, les autres sur des considérations empruntées au calcul infinitésimal.
Parmi les recherches de Cauchy sur la théorie des équations, on doit surtout remarquer celles qui ont pour objet de préciser le nombre des racines réelles ou imaginaires comprises entre des limites données. Cette question difficile exerçait depuis longtemps la sagacité des plus habiles géomètres; dès la fin du siècle dernier, Fourier, dans ses leçons d’Analyse à l’École Polytechnique, avait exposé une méthode pour déterminer une limite du nombre des racines réelles comprises entre deux nombres donnés, en se servant des dérivées successives. De son côté, Rudan fit connaître une autre règle pour la solution du problème, et même l’antériorité de sa découverte a été mise hors de doute, malgré les réclamations de Foncier, par les commissaires nommés par l’Académie des Sciences, qui se sont prononcés formellement à cet égard dans leur Rapport. Enfin, en 1829, M. Sturm réalisa un progrès décisif en publiant une méthode qui assigne, non plus une limite, mais le nombre exact des racines réelles comprises entre deux nombres donnés; de sorte que, pour achever la résolution de l’équation, il ne reste plus qu’à effectuer la séparation des racines par les moyens ordinaires. Cependant la question n’était point épuisée; la solution de M. Sturm, en particulier, ne faisait rien connaître sur les racines imaginaires. Cauchy intervint à son tour et fut assez heureux pour trouver une règle générale qui s’applique à tous les cas et qui déter-
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mine d’une manière complète le nombre des racines, soit réelles, soit imaginaires, comprises entre deux limites données. Cette découverte, l’une des plus brillantes qui aient été faites en Analyse, produisit une vive sensation dans le monde savant, et plusieurs géomètres éminents, parmi lesquels on doit citer surtout MM. Sturm et Liouville, s’empressèrent de la reproduire en la présentant sous une forme plus commode et plus conforme aux idées et aux notations en usage. Cauchy lui-même s’occupa plus tard d’en donner une démonstration élémentaire, mais rien n’égale la beauté et la simplicité de sa première méthode. Les propositions relatives aux racines comprises dans un contour fermé se trouvent pour la première fois dans un Mémoire présenté à l’Académie de Turin, en i83i, sur les applications du calcul des résidus et du calcul des limites. La démonstration dont il s’agit est en elfet fondée sur les propriétés des résidus, et se déduit, comme conséquence immédiate, d’une formule relative à ce genre de calcul; elle repose donc sur des considérations empruntées à l’Analyse infinitésimale, et, sous ce rapport, on peut dire qu’elle n’est point élémentaire; mais cette Analyse est aujourd’hui assez répandue pour que les notions qui s’y rapportent ne doivent pas être regardées comme appartenant à un ordre exceptionnel de difficultés. Quoi qu’il en soit, c’est là qu’il convient de recourir pour connaître la véritable méthode d’invention de l’auteur et pour contempler, en quelque sorte, la vérité dans sa source.
Parmi les diverses démonstrations du théorème de Cauchy, on doit citer : i° celle de MM. Sturm et Liouviile, Journal de M. Lio mille , t. I, p. 278; 2 0 une autre démonstration de M. Sturm, même volume, p. ago; 3° une démonstration de M. l’abbé Moigno, même jour-
nal, t. V, p. 75. Enfin on trouve dans le XXV e cahier du Journal de l'École Polytechnique un long Mémoire ayant pour objet le calcul des indices des fonctions, au moyen duquel Cauchy retrouve directement, et sans recourir au calcul intégral, les résultats qu’il avait déduits précédemment du calcul des résidus et de la théorie des intégrales définies.
Le Mémoire de Cauchy sur le calcul des résidus a paru lithographié en i 83 i, mais n’a jamais été imprimé dans son entier; on doit le regretter, car il est l’un des plus beaux etdes*plus importants que l’auteur ait publiés. Il en est résulté que la démonstration originale de Cauchy sur les racines des équations est peu connue, et il ne sera pas inutile d’en indiquer sommairement le£ traits principaux. Voici d’abord l’énoncé précis du théorème :
« Soit f {r) = o une équation algébrique à coefficients réels ou imaginaires, dans laquelle on attribue à la variable une valeur de la forme x -h y \J — 1 ; le premier membre se présentera sous la forme P 7+- Q y*— 1, P et Q désignant deux fonctions réelles et entières des variables x, y. A chaque système de valeurs de x, y considérées comme des coordonnées, correspondra un point déterminé dans un plan, et on tracera dans ce plan un contour feémé S qui ne passe par aucun des points racines de
l’équation. Le rapport ^ aura, en chaque point du contour, une valeur particulière; mais si l'on parcourt le contour, en partant d’un certain point et en avançant toujours dans le même sens, jusqu’à ce qu’on revienne au point de départ, ce rapport pourra devenir nul ou infini suivant que P ou Q seront nuis. Cela posé, soit n le
nombre de fois que le rapport ^ s’évanouit et change de
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signe en passant du positif au négatif, et n' le nombre de fois qu’il s’évanouit et change de signe en passant du négatif au positif, le nombre n ne sera jamais inférieur à n', et la différence n — n' sera égale au double du nombre des racines égales ou inégales de l’équation, renfermées dans le contour proposé. »
La démonstration repose sur la proposition suivante relative au calcul des résidus. « Soient#, y deux variables réelles, considérées comme représentant des coordonnées rectangulaires; r — x -\-y \/ — i une variable imaginaire; £ \ [f ( r )] l I e résidu intégral de / (r) étencfu à celles des
racines de l’équation = o qui correspondent à des
points renfermés dans un contour donné, et c le périmètre de ce contour. La valeur exacte du résidu intégral sera déterminée par l’équation
£ 1 [/< >1 H = jf V f ”) ê * '
et le module de ce résidu aura pour limite supérieure
le produit de ~ par le périmètre c et par le plus grand
des modules de / (r) qui répondent à des points situés sur ce périmètre. > Or, si l’on considère une fraction'
| et si l’on désigne par r,, r.,. . . . r,„les racines de l’équation 4 1 (r) = o comprise entre des limites données,
on a
Si l’on fait
il viendra
F|,0 + F,,,) + .... + FW =iaffi.
Si l’on pose ensuite
l’équation i|>(r) = o sera remplacée par = o, et l’on aura
F (r.) -+- F (r,) -»- — +F(r.) = — ~ f f(r)%- ds.
2tt\/—i J 0 as
De plus, le module de cette somme aura pour limite supérieure l’expression
dans laquelle A indique le plus grand module que puisse acquérir une fonction de r pour des points situés sur le contour.
On remarquera maintenant que, dans ce qui précède, la fonction F (r) est indépendante de/(r);on pourra donc lui donner telle forme qu’on voudra, pourvu qu’elle reste finie et continue. Si l’on suppose en particulier F (r) = i, la somme ci-dessus se réduit à m, nombre des racines comprises dans le contour donné, et l’on a
2 W— 1 Jo
(r) ds
Le calcul du nombre m se ramène donc à la détermination d’une intégrale définie, et l’on en déduit facilement le théorème en question.
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Cauchy suppose encore F(r) = r, et il obtient la formule suivante :
(r) -ds ds '
qui donne la somme des racines comprises dans un contour donné. On pourrait attribuer à F (r) une infinité d’autres formes et on obtiendrait autant de théorèmes correspondants, dont plusieurs offriraient sans doute de l’intérêt dans les applications; mais ce travail n’a pas encore été fait, et d’ailleurs il est malheureusement h craindre qu’une recherche de ce genre ne demeurât sans résultat, car le succès de l’analyse de Cauchy repose sur
la forme logarithmique de l’intégrale j ^—j.dr,
les propriétés ne s’étendent pas à l’intégrale plus géné-
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SOMMAIRE
On dit généralement qu’une quantité est fonction d’une autre, lorsqu’il existe entre ces deux quantités une relation telle, que pour chaque valeur assignée à la seconde, la première prenne une valeur correspondante parfaitement déterminée. C’est ce qui arrive pour la plupart des fonctions élémentaires, par exemple pour les fonctions algébriques entières et pour les lignes trigonométriques. Cependant une première difficulté se présente lorsqu’on revient de la fonction proposée à la fonction inverse. Si l’on passe du carré à la racine carrée, on obtient pour
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celle-ci une valeur double. En trigonométrie, le sinus se définit sans ambiguïté au moyen de l’arc; mars si l’on remonte du sinus à l’arc, on trouve, non plus une valeur simple, mais une expression périodique renfermant une infinité de valeurs. La difficulté augmente encore quand, pour donner à l’analyse toute sa généralité, on fait usage des symboles imaginaires. On est alors conduit à des fonctions qui admettent plusieurs systèmes de valeurs périodiques, et, dans ce cas, ce n’est plus une valeur déterminée qu’il faut considérer, mais une infinité de systèmes, dont chacun comprend lui-même une infinité de valeurs particulières; dès lors la fonction se présente sous une forme vraiment indéterminée, et le sens de la première définition est tout à fait dénaturé. Il en résultait, dans l’étude des fonctions, d’étranges anomalies dont les savants s’étaient vivement préoccupés, sans arriver cependant à vaincre des obstacles qu’ils avaient fini par considérer comme insurmontables. Pour juger de leurs sentiments il cet égard, il suffira de lire un article de M. Eisenslein, de Berlin, inséré dans le Journal de M. Liouville, t. X, p. 445, qui montre l’embarras extrême où les difficultés de ce genre jetaient les Géomètres.
Si l’on veut faire d’une manière complète l’analyse des fonctions, il est indispensable de recourir à la considération des symboles imaginaires, dont l’utilité se manifeste déjà pour les fonctions élémentaires. Ainsi, par exemple, en trigonométrie, on peut étudier les propriétés du sinus, de la tangente, etc., au moyen des variables réelles dans le cercle; mais, au point de vue de l’Analyse, cette étude serait tout à fait insuffisante; elle laisserait de côté une foule de propriétés essentielles et ne ferait point connaître les relations intimes qui existent entre les lignes trigonométriques et les exponentielles imaginaires.
FONCTIONS INVERSES ET PÉRIODIQUES. ÿ5
relations qui jouent un rôle capital dans un grand nombre de théories.
Dès l’année 1825, les belles recherches de Cauchy sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires, avaient montré tout l’avantage qu’on peut retirer des symboles imaginaires pour l’analyse des fonctions; toutefois, à cette époque, il ne s’était point préoccupé de donner à sa méthode l’extension dont elle était susceptible; c’est seulement en 1846 que son attention fut attirée de nouveau sur cette question. On trouvera le résumé de ses recherches dans une série de Mémoires qui font partie du tome XXIII des Comptes rendus des séances de l' Academie des Sciences.
« On connaît, dit Cauchy, le rôle important que jouent les expressions imaginaires, non-seulement dans la résolution des équations algébriques ou transcendantes, mais encore dans un grand nombre d’autres problèmes. Ainsi, par exemple, c’est en considérant les valeurs imaginaires d’une variable que l’on parvient à la condition de convergence de la série qui représente le développement d’une fonction suivant les puissances ascendantes de la variable; c’est aussi sur le passage du réel à l’imaginaire que repose, dans le calcul des résidus, l’établissement des formules générales propres à la transformation, ou même à la détermination d’un très-grand nombre d’intégrales définies. Il était donc naturel dépenser que, dans la théorie des équations différentielles, des résultats nouveaux et inattendus devraient sortir de la considération directe des intégrales imaginaires, non pas restreinte à quelques cas particuliers déjà traités par les Géomètres, mais étendue à tous les cas possibles. C’est en effet ce qui arrive. Ayant dirigé mes recherches de ce côté, je suis parvenu, non-seulement à porter la lumière dans des
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questions délicates qui n’avaient pas été suffisamment éclaircies, mais encore à établir des théorèmes nouveaux, qui, en raison de leur généralité, me paraissent dignes d’attention. »
Un premier point à établir, c’est la définition précise de ce qu’il faut entendre par la valeur, ou plutôt par le» valeurs d’une fonction imaginaire. Cauchy étend à ces fonctions les considérations dont il s’est déjà servi pour représenter les symboles imaginaires. Soit
une-variable imaginaire, et
une fonction de cette variable. P et Q pourront être considérés comme les affixes d’un certain point <p dans le plan des coordonnées. Si a;, y varient d’une manière continue, le point y parcourra dans le plan une certaine courbe, et le mouvement de ce point servira à étudier les propriétés de la l'onction elle-même. Toutefois, pour que cette étude puisse se faire utilement, il faut que les fonctions P et Q satisfassent à certaines conditions. En particulier, pour que l’analogie se maintienne entre les fonctions réelles et les fonctions imaginaires, il ne suffit pas que la fonction <p soit déterminée pour chaque valeur de la variable, il faut encore qu’il en soit de même de la dérivée. Or cette dérivée dépend en général du coefficient
qui est, de sa nature, complètement arbitraire; et,
si l’on exprime qu’elle en est indépendante, on trouve que les fonctions P et Q doivent satisfaire à une même équation aux dérivées partielles :
• dx 2 ~ l_ dy* X> '
FONCTIONS INVERSES ET PÉRIODIQUES. f)7
Cette relation fondamentale établit immédiatement l'existence d’une série de propriétés communes aux fonctions imaginaires quelle que soit leur origine, et les sépare de celles qui sont complètement indéterminées.
Voici du reste comment Cauchy classe les fonctions. Si les variations d’une fonction f sont telles que P et Q varient d’une manière continue, on dit que la fonction est elle-même continue. Si le point qui représente la fonction reprend dans le plan la même position, en même temps que le point qui représente la variable, on dit qu’elle est, en outre, monodrorne. Si, de plus, la dérivée n’admet qu’une valeur en chaque point, on dit encore que la fonction est monogène. Une fonction peut être monodrorne sans être monogène ou continue, et réciproquement. Si la fonction est à la fois finie, continue, monodrorne et monogène, on dit qu’elle est synectique. Enfin il convient de remarquer qu’une fonction peut être synectique dans toute l’étendue du plan, ou seulement dans une région limitée. Les nouvelles recherches de Cauchy frappèrent vivement les géomètres et furent, de leur part, l’objet d’une foule de travaux et de commentaires. Nous allons signaler les principaux.
» Citons d’abord ceux qui concernent la théorie des fonctions elliptiques. Cette célèbre théorie remonte au siècle dernier; Legendre en fit l’objet d*une étude persévérante pendant près de quarante ans. Cependant son grand Traité des fonctions elliptiques est incomplet, en raison surtout de ce que l’auteur ne connaissait pas la propriété essentielle de ces fonctions, qui consiste dans leur double périodicité, l’une réelle, l’autre imaginaire. Gauss parait être le premier qui ait aperçu cette propriété caractéristique; on trouve, en effet, dans les Recherches arithmétiques, un résultat relatif à la division de la lemniscate
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qui suffit à lui seul pour montrer que l’auteur était, dès celte époque, en possession du principe de la double périodicité et, sans doute, de la plupart des résultats obtenus postérieurement par Abel et Jacobi. Toutefois Gauss nepublia rien de ses recherches sur cette matière, etc’est seulement vers i826 qu’Abel établit nettement, et pour la première fois, ce principe fondamental, qui servit de base à ses travaux et à ceux de Jacobi dans son Traité intitulé : Fundamenla nova theoriæ functionum ellipticarum. Cauchy reprit à son tour la question, mais de plus haut. Sans s’arrêter exclusivement aux fonctions elliptiques, il s’attacha à définir et à.analvser, d’une manière générale, la périodicité multiple des fonctions inverses de diverses classes d’intégrales définies qui comprennent les fonctions elliptiques comme cas particulier.
Le caractère de double périodicité est tellement important, que M. Hermite, en suivant la marche tracée par Jacobi dans ses leçons à l’ université de Kœnigsberg, a pu le prendre pour point de départ d’une théorie spéciale des fonctions elliptiques et établir ainsi, d’une manière directe, leurs principales propriétés. Les recherches de ce savant sont exposées dans divers Mémoires insérés aux Comptes rendus de l' Académie des Sciences, et aussi dans les Notes qui accompagnent la nouvelle édition du Traité de Calcul différentiel et tntégral de Lacroix.
Jacobi et plusieurs autres géomètres avaient établi la théorie des fonctions elliptiques en les mettant sous la forme de développements en séries; dans leur ouvragé sur les fonctions doublement périodiques, MM. Briot et Bouquet ont entrepris d’en donner une nouvelle analyse en les définissant par des équations différentielles dont elles sont les intégrales. C’est en effet sous cette formé que ces fonctions se présentent le plus habituellement
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en Analyse, et les méthodes de Cauchy permettent alors d’en étudier plus facilement les propriétés. Dans le même ouvrage, les auteurs se sont encore occupés d’analyser d’autres fonctions définies par diverses équations différentielles. La question étant ainsi abordée directement, on peut, d’après la forme des équations, reconnaître les propriétés des intégrales, leur nature et la catégorie à laquelle elles appartiennent. Enfin la méthode permet d’exprimer ces intégrales, soit au moyen des signes élémentaires lorsque la fonction est algébrique, soit au moyen des fonctions elliptiques.
L’analyse des fonctions algébriques avait été déjà, plusieurs années auparavant, l’objet des travaux deM. Puiseux, qui entra l’un des premiers dans la voie nouvelle frayée par Cauchy. Ce savant s’était proposé plus particulièrement d’étudier les fonctions définies par des équations algébriques. Il a pu ainsi établir d’une manière définitive le mode d’existence des racines de ces équations, en montrant avec évidence ce qui les distingue essentiellement des fonctions rationnelles. L’auteur, appliquant ensuite ces données nouvelles à l’étude des intégrales des différentielles algébriques quelconques, a donné, pour la première fois, les raisons aussi claires que complètes de leurs valeurs multiples, levant ainsi les difficultés signalées par M. Eisenstein, et fondant sur ses. véritables bases la théorie des fonçtions abéliennes les plus générales. Les recherches de M. Puiseux ont été soumises à l’Académie pendaut les années 1849 et i85o; leur publication a eu lieu dans le Journal de M. Liouville, pour les années 1 85o et 1 85i .
A tous ces travaux, enfin, il faut joindre ceux de M. Liouville, dont les savantes leçons au Collège de
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France, sur les fonctions elliptiques, ont été le point de départ des recherches de MM. Briot et Bouquet.
MÉMOIRES
TIléORIK GÉNÉRALE DES FONCTIONS.
C. R. : 1846, 2' s cm., p. 25 r. — Sur les intégrales qui s'étendent il tbus les fioints d'une courbe fermée.
C. R. : 1846, a' sent., p. 271. — Sur les fonctions des variables imaginaires.,
C. R. : 4846, 2' sein., p. 321. — Sur l’application du calcul dès résidus à la recherche des propriétés générales des intégrales dont les dérivées renferment des racines algébriques, et en particulier des jonctions elliptiques. (
C. R. : 1846, 2' sem., p. 382. — Sur le changement de variables dans les transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l’intégration de certains systèmes d’équations différentielles,
C. R. : 1846, 2' sem., p. 537 et 557. — Sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe d’intégration change brusquement de valeur.
C. R. : 1846,2' sem., p. 563. — Sur les intégrales imaginaires des équations différentielles et sur les grands avantages que l'on peut retirer de la considération de ces intégrales, soit / mur établir des formules nouvelles, soit pour éclaircir des difficultés qui n" avaient pas été jusqu'ici complètement résolues.
C. R. : 1846, 2' sem., p. 617. — Sur l'intégration d’un système d'équations différentielles et sur l’inversion de leurs intégrales.
C. R. ' 1846, 2“ sem., p. 689. Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui s’étendent à tous les points d'une courbe fermée, et sur celles qui sont prises entre des limites imaginaires.
« Les théorèmes, dit Cauchy, dont je vais entretenir l’Académie, me paraissent devoir contribuer notablement aux progrès de l’analyse infinitésimale, puisqu’ils permettent d’établir, avec la plus grande facilité,
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une foule de propriétés remarquables des Iransccndanles représentées par des intégrales définies, et, par conséquent, d’une multitude de fonctiôns parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques et les transcendantes abéliennes. »
Dans ses recherches antérieures, Cauchy avait supposé que la fonction sous le signe J reprenait la même valeur lorsque, après avoir parcouru une courbe entière, on revenait au point de départ. Mais rien: n’empêche d’admettre que, dans une telle intégrale, la fonction sous le
signe assujettie, si l’on veut, à varier avec x par degrés insensibles,
acquiert néanmoins des valeurs distinctes, à diverses époques où la valeur de .r redevient la môme. C’est ce qui arrivera eu particulier si la
fonction sous le signe ■J ' renferme des racines d’équations algébriques ou
transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt plusieurs fois de suite la même courbe, lès racines comprises dans la fonction dont il s’agit pourront varier avec le nombre des révolutions qui ramèneront le point mobile à sa position primitive; de telle sorte, qu’une racine d’une équation donnée pourra se trouver remplacée, après une révolution accomplie, par une autre racine de la même équation. Par suite, la fonction sous le
signe ^ > que l’on doit supposer complètement déterminée au moment du
départ, pourra être remplacée, après une ou plusieurs révolutions, par des fonctions nouvelles. Alors aussi le nombre des révolutions pourra exercer une influence marquée sur la valeur de l’intégrale définie obtenue, et cette intégrale sera généralement elle-même une fonction de la variable .r, qui, variant avec x par degrés insensibles, pourra néanmoins, à diverses époques, acquérir diverses valeurs correspondantes à une seulp et môme valeur do x. H y a plus, si la courbe que l'on considère est formée d’une infinité de branches qui viennent toutes se couper au même point, et si dans ses révolutions le point mobile parcourt successivement toutes ces branches, les diverses valeurs de l’intégrale correspondantes à une môme valeur de x pourront être en nombre infini, et, par suite, si le nombre des révolutions reste indéterminé, la valeur de l'intégrale sera, dans certains cas, complètement indéterminée.
C. R, : 18 i(i, 2' sein., p. 702. — Sur la continuité des fonctions i/ui représentent les intégrales réelles ou imaginaires tl'un système d’équations différcnticUçS'.
C. R. : 18 Mi, a" sent., p. 729 et 779. — Sur les diverses espèces d'intégrales d’un système d’équations différentielles.
loa
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Intégrales limitées. — Intégrales rectilignes et curvilignes. — Intégrales complètes. — Sur les rapports et les différences qui existent entre les intégrales rectilignes d’un système d'équations différentielles et les intégrales complètes de ces mêmes équations.
C. R. : 1831, 1 " sem,, p. 68 , i 26 , 162 . — Mémoire sur tes fonctions irrationnelles et sur leurs intégrales définies.
C. R. : 1831, i' r sent., p. 160 . — Sur les fonctions dés variables imaginaires.
C. R. : 1831, I er sem., p. 276 , 493- — Rapport sur divers Mémoires de M. Puiscux, relatifs à la théorie des fonctions algébriques.
C. R. : 1831, i cr sem., p. 484 . — Sur les fonctions mopolypiques et monogènes.
C. R. : 1831. i* r sem., p. 44*- — Rapport sur un Mémoire de M. Hermite relatif aux fonctions à double période.
C. R. : 1831, i" sem., p. 821 . — Rapport sur un Mémoire de M. Marie relatif aux périodes des intégrales.
C. R. : 1831, i er sem., p. 910 . Sur la transformation des fonctions implicites en moyennes isotropiques, et sur les développements en séries trigonornétriques.
C. R- : 1831, 1 " sem., p. 945. — Formules générales pour la transformation des fonctions implicites en fonctions explicites.
Application à l’Astronomie.
C. R. : 1833, 1 " sem., p. 382 . — Sur la distinction et la représentation des fonctions continues ou discontinues.
C. R. : 1833, i" sem., p. 445. — Sur les rapports différentiels des quantités géométriques, et sur les intégrales synectiques des équations différentielles.
C. R. : 1833, 1 " sent., p. 65i, 713,804. — Sur les variations intégrales des fonctions .
C. R. : 1833, 1 " sem., p. 5u. — Sur ta recherche des intégrales monodromes cl monogènes d’un système d’équations différentielles.
C. R. : 1835, l*’ sem., p. 376 . — Sur la- nature des intégrales d’un système d'équations . différentielles du premier ordre.
C. R : 1855, 1 " sem , p. 878 . — Sur la transformation des. fonctions
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implicites en fonctions monodromes et monogènes, et sur les développements tle ces fonctions en séries convergentes.
C. R. : 1 8Sîi, I er sein., p. ioog. — Sur les compteurs logarithmiques ,
Application aux fonctions doublement périodiques.
C. R. : 1855, i' r sem., p. 557; 1856, a' sein., p. 26. — Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par MM. Briot et Bouquet et intitulé : « Recherches sur les fonctions définies par des équations différen- v tielles ».
C. R. : 1855, i" sem., p. 787. — Note relative à un Mémoire de AI. Méruy sur les fonctions doublement périodiques.
C. R. : 1856, 1" sem „ p. 663. — Note sur un théorème de M. Puiseux relatif à la théorie des fonctions algébriques ,
C. R. : 1856, a' sem., p. i3. — Sur les fonctions monodromes et monogènes,
C. R. : 1856, 1* sem., p. 69. — • Sur la théorie des fonctions.
Sur les fondions déterminées par des équations finies. — Sur les fonctions implicites déterminées par des systèmes d’équations différentielles.
C. R. : 1857, 1 er sem., p. 849. — Sur les avantages que présente l'emploi des régulateurs dans l’analyse mathématique .
Ouvrage» à consulter.
Journal de M. Liouvilte, t. XV et XVI. — Recherches de M. Puiseux sur les propriétés des fonctions algébriques.
Journal de l’ École Polytechnique , cah. XXXVI. — Recherchos de MM. Briot et Bouquet sur les fonctions périodiques. — Le même travail a été reproduit dans un volume séparé, intitulé : Théorie des fonctions doublement périodiques, et en particulier des fonctions elliptiques.
Thèse il’ Analyse, parCu. Mérav, 1858. — Sur les. propriétés générales des racines d’équations synecliques.
Thèse (l’Analyse, par Camille Jordan, 1860. — Sur les périodes des fonctions inverses des intégrales des différentielles algébriques.
Thèse il’ Analyse, par H. Berger, 1863. — Étude, sur les fonctions des variables imaginaires, d’après Cauchy.
Thèse d’ Analyse, par H. Lairbnt, 1865.- — Sur la continuité des fonctions imaginaires, et (les séries en particulier.
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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
Sommaire. — Usage des séries dans la théorie des équations différentielles. — Théorèmes fondamentaux sur l’existence des intégrales pour tout système d’équations différentielles. — Résumé des recherches de Cauchy sur celle théorie.
Mémoires. — Théorie generale des équations différentielles. — Sur les diverses méthodes dont on peut faire usage pour l’intégration des équations différentielles. — Fonctions génératrices de Laplaee. — Formules de Fourier. — Application du calcul des résidus à l’intégration des équations différentielles. — Convergence des séries qui représentent les intégrales. — liquations différentielles linéaires. — Équations linéaires à coefficients constants ou variables, avec ou sans second membre. — Équations aux dérivées partielles. — Équations différentielles simultanées. — Fonction principale. — Équation caractéristique. — Propriétés et transformations diverses de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homogène.
SOMMAIRE
-L’intégration des équations différentielles présente des difficultés analogues à celles que l’on rencontre dans la résolution des équations algébriques ou transcendantes. Le nombre des équations qu’on sait résoudre est très-restreint, et, le "plus souvent, on doit se borner à exprimer les racines par des valeurs approchées ou par des développements en séries; de même, il n’y a qu’un très-petit nombre d’équations différentielles qu’on sache intégrer, et, dans les autres cas, ; on est réduit à chercher quels sont les développements les plus convenables pour représenter approximativement les intégrales.
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Une première question à résoudre est celle-ci : à toute équation ou h tout système d’équations différentielles, correspond-il nécessairement une intégrale ou un système d’intégrales? Avant les recherches de Cauchy, cette question était très-obscure; on avait, il est vrai, appliqué la série de Maclaurin aux équations différentielles du premier ordre, renfermant une seule fonction d’une variable indépendante, et l’on en avait déduit l’existence de l’intégrale ainsi que la forme de son développement en série; mais, dans ce cas même, la méthode était insullisante et sujette à de graves objections. On ignorait si les séries employées étaient convergentes, et d’un autre côté on sait qu’une série, même convergente, ne représente pas toujours la fonction qui lui a donné naissance.
Dans ses leçons à l’École Polytechnique, Cauchy avait déjà donné une méthode rigoureuse pour les équations différentielles du premier ordre, ainsi que pour un système d’équations simultanées du même ordre, quel que fût le nombre des variables; plus tard il revint sur cette question et compléta ses premières recherches dans divers Mémoires, particulièrement dans un Mémoire lithographié à Prague en 1 835, et imprimé dans les Nouveaux Exercices pour l’année iS/jo.
Le point de départ de la nouvelle méthode consiste dans la réduction de l’intégration d’un système d’équations différentielles à l’intégration d’une seule équation aux dérivées par tielles du premier ordre. L’idée de cette réduction fut suggérée à Cauchy par les recherches de M. Uamilton sur les équations différentielles de la Mécanique, dont l'intégration se ramène, en dernier lieu, à la détermination d’une fonction représentée par une intégrale définie qui satisfait à deux équations du second ordre aux dérivées partielles.
IOÔ TRAVAUX d’aUGUSTIN CAUCHY.
• Cauchy appelle équation caractéristique l’équation aux dérivées partielles qui peut ainsi remplacer un système d’équations différentielles, et il nomme intégrales principales les intégrales générales de ce système représehtéespardes intégrales particulières de l’équatioh caractéristique. En faisant ensuite usage des règles relatives au calcul des limites, il parvient, non-seulement à démontrer dans tous les cas l’existence des intégrales, mais encore à donner, sous une forme précise, leurs développements en séries, et à fixer les limites des erreurs commises quand on s’arrête après un certain nombre de termes. « On peut voir, ajoute-t-il, dans le troisième Chapitre du second Livre de la Mécanique céleste, avec quelle facilité l’intégration d’une seule équation aux dérivées partielles fournit cinq intégrales générales du mouvement elliptique. On a ainsi, dans l’Astronomie, un premier exemple des avantages que présente la considération de l’équation linéaire, que j’appelle caractéristique. La lecture de mon Mémoire suffira, je l’espère, pour montrer tout le fruit qu’on peut retirer de cette considération. Si, d’ailleurs, on songe à la rigueur et à la simplicité des méthodes ci-dessus appliquées à l’intégration par séries des équations linéaires, on se trouvera naturellement amené à cette conclusion, que, dans l’exposition des principes du calcul intégral, l’intégration d’une équation différentielle, ou d’une équation aux dérivées partielles, qui renferme une seule fonction inconnue d’une ou de plusieurs variables, doit précéder l’intégration des équations simultanées qui renferment plusieurs fonctions inconnues, même d’une seule variable, et qu’en outre l’intégration des équations linéaires doit toujours précéder celle des équations non linéaires. * • •
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Il n’est pas sans intérêt de faire ressortir la marche suivie par Cauchy pour l’intégration des équations différentielles. On avait coutume, avant lui, de scinder la question en deux problèmes distincts : l’un, ayant pour but de déterminer d’abord les intégrales générales avec un certain nombre de constantes ou de fonctions arbitraires; l’autre, de calculer les valeurs de ces constantes ou de ces fonctions d’après les valeurs initiales attribuées aux variables principales et à leurs dérivées. L’ordre qu’il suit est inverse, et, en conséquence, il place en premier lieu la recherche, non pas des intégrales générales, mais des intégrales particulières, de sorte que la détermination des constantes ou des fonctions arbitraires ne soit plus séparée de celle des intégrales elles-mêmes. Alors chaque problème devient complètement déterminé, et c’est surtout cette circonstance qui a permis à Cauchy de simplifier à la fois la solution des problèmes déjà traités, et de résoudre des questions qui avaient résisté, jusqu’alors, aux efforts des géomètres.
C’est encore par suite de considérations du même genre que, dans ses recherches sur les intégrales générales des fonctions différentielles qui dépendent d’une seule variable, Caucbv s’était d’abord occupé d’analyser la nature et les propriétés des intégrales définies prises entre des limites données. Cette étude l’avait conduit à la théorie des intégrales définies singulières, simples ou doubles, et à celle des intégrales définies prises entre des limites imaginaires. D’ailleurs l’existence et la nature des intégrales définies étant bien connues, il était facile de passer ensuite aux intégrales générales, c’est-àdire aux intégrales renfermant une constante arbitraire.
La méthode de Cauchy pour l’intégration des expressions différentielles qui dépendent de plusieurs variables
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indépendantes donne lieu à des remarques analogues. La solution très-simple et élégante qü’il a trouvée de ce problème repose en effet sur la substitution, aux intégrales définies, d’intégrales définies prises à partir d’une origine fixe. - >
Équations linéaires. — La plupart des questions de Physique mathématique conduisent à des équations différentielles linéaires dont, le plus souvent, les coefficients sont constants, au moins si l’on se borne à une première approximation. Dans ces questions, on a ordinairement à considérer quatre variables indépendantes : les trois coordonnées et le temps; mais le nombre des inconnues ou variables principales peut être quelconque, et il faut déterminer les valeurs générales des variables principales quand ou connaît, à un certain moment pris pour origine, leurs valeurs initiales et celles de leurs dérivées. Lagrange a donné une méthode pour effectuer l’intégration dans le cas où il n’y a qu'une seule variable indépendante. Au moyen d’une élimination convenable, on commence. par ramener le système à une équation différentielle unique qui n’a pas cessé d’être linéaire; puis on exprime la variable principale en fonction de la variable indépendante et d’un certain nombre de constantes arbitraires; enfin on détermine les constantes en fonction des valeurs initiales de la variable principale et de ses dérivées, au moyen d’un système d’équations algébriques du premier degré. Les calculs conduisent, comme on sait, à la résolution d’une certaine équation algébrique, dont le degré est précisément égal à l’ordre de l’équation différentielle proposée. Mais celte méthode, suivant la remarque de Cauchy, présente plusieurs inconvénients-sérieux : « i° Lagrange est forcé lui-mèmede modifier sa méthode dans le cas où
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l’équation auxiliaire offre des racines égales; i° il est bien dur, pour un géomètre qui veut suivre cette méthode, de se croire obligé à introduire dans le calcul des constantes arbitraires qui doivent être éliminées plus tard et remplacées par les valeurs initiales de la variable principale et de ses dérivées; 3° il y a même quelque inconvénient, sous le rapport de la Complication des calculs, à commencer par réduire un système d’équations différentielles données à une seule qui renferme une seule variable principale, sauf à revenir, par un calcul inverse, de la valeur générale de celte variable principale aux valeurs de toutes les autres. » La méthode de Caucbv donne, au contraire, le moyen d’exprimer immédiatement les valeurs générales des variables principales qui doivent vérifier un système d’équations différentielles linéaires, à coefficients constants, en fonction de la variable indépendante et des valeurs initiales des variables principales et de leurs dérivées, sans avoir à établir aucune distinction et à s’occuper séparément du cas où l’équation auxiliaire offre des racines égales.
Dans les Anciens Exercices, Cauchy avait déjà montré comment les formules du calcul des résidus conduisent facilement à l’intégration des équations linéaires renfermant une seule variable indépendante èt une seule variable principale; par la suite il étendit sa méthode à un système quelconque d’équations différentielles simultanées, linéaires et à coefficients constants; enfin il fit voir que la même méthode s’applique également à un système d’équations aux dérivées partielles, linéaires cl à coefficients constants. Ses formules permettent d’exprimer immédiatement, au bout d’un temps quelconque, les Variables principales en fonction des variables indépendantes et des racines d’une certaine équation auxiliaire.
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Dès lors, dans les problèmes de Physique mathématique, on n’a plus à rechercher séparément les intégrales qui représentent les mouvements du son, de la chaleur et de la lumière, les vibrations des corps élastiques, etc; la question devra être censée résolue dans tous les cas, dès qu’on sera parvenu aux équations différentielles. Dans le cas le plus général, la valeur complète d’une variable principale est représentée par une intégrale sextuple, mais elle se réduira à une intégrale quadruple si l’équation devient homogène, et même à une intégrale double si le premier membre de l’équation caractéristique est décomposable en deux facteurs du second degré. L’un des principaux résultats auxquels on arrive peut s’énoncer ainsi : « Étant donné un système d’équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants, entre les coordonnées, le temps et plusieurs variables principales, avec les valeurs initiales de ces variables et de leurs dérivées; on réduit la recherche des valeurs générales des variables principales à l’évaluation d’une intégrale définie sextuple relative à six variables auxiliaires;
• la fonction sous le signe J étant proportionnelle à une
exponentielle dont l’exposant est une fonction linéaire des variables indépendantes et réciproquement proportionnelle au premier membre de l’équation caractéristique. » -
On remarquera encore, avec Cauchy, que la recherche des intégrales générales d’un système d’équations linéaires aux dérivées partielles peut se réduire à l’évaluation d’une seule fonction des variables indépendantes, qu’il appelle fonction principale. Celte fonction n’est autre chose qu’une intégrale particulière de l’équation unique aux dérivées partielles, à laquelle doit satisfaire
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chacune des variables principales, ou même unê fonction linéaire quelconque de ces variables. L’équation caractéristique est alors celle qu’on obtient lorsque dans tous les termes, de cette équation aux dérivées partielles on efface la lettre employée pour représenter la fonction principale; il en résulte entre les puissances des signes de différentiation une équation dont l’ordre est généralement la somme des nombres qui, dans les équations données,- représentent les ordres des dérivées les plus élevées des variables principales, différentiées par rapport au temps. L’ordre de l’équation caractéristique peut, du reste, s’abaisser dans un grand nombre de cas; plusieurs Mémoires de Cauchy sont employés à rechercher les diverses réductions dont elle est susceptible.
MÉMOIRES
THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
Bull. Phil. : 1818, p. 17 . — Note sur l’intégration d'une classe particulière d’équations différentielles.
Bull. Phil. : 1822, p. 49- — Sur le développement des fonctions en séries, et sur l’intégration des équations différentielles ou aux différences partielles.
Nouv. Ex. : t. I, p. Tnq (5y pages). — Mémoire sur l 'intégration des équations différentielles.
Co Mémoire avait été lithographié en 1 835, à un petit nombre d’exemplaires.
Recherches générales sur l’intégration des équations. — L'intégration d’un système d’équations différentielles peut toujours se ramener à l’intégration d’une seule équation aux différences partielles du- premier ordre, appelée par Cauchy équation caractéristique. — Tout système d’équa» lions différentielles admet généralement un système d’intégrales. — Ap-
plication du calcul des limites pour reconnaître si les séries employées dans l’intégration sont convergentes, et pour fixer des limites supérieures aux erreurs commises en conservant dans chaque série un certain nombre de termes.
Inst. : t. XXII, p. 3g ( 1 4'i pages)., ■ — Mémoire sur le calcul intégral.
Calcul des fonctions génératrices de Laplace. — Formule de Fourier et autres de même genre. — Analogie des puissances et des différences.
— Intégration des équations différentielles linéaires, à coefficients constants. — Intégration des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants. — Sur la détermination des fonctions arbitraires que comportent les intégrales générales des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants. — A la suite de ce Mémoire se trouvent diverses Notes concernant la théorie des symboles imaginaires et les quantités géométriques qui servent à les représenter.
C. R. : 1836, i" scm., p. 85. — Sur l'intégration tics équations différentielles..
Indication sommaire d’un Mémoire.
C. R. : 1810, l" sent., p. 939; 2 e sent., p. 730. — Sur la convergence des séries qui représentent les intégrales > il’ un système tl'équalions différentielles.
Application à la Mécanique céleste.
C. R. : 1810; 1“ sein., p. 957. — Sur l’intégration des systèmes d’équations différentielles .
Réduction du système à une seule équation aux différences partielles.
— Intégration des équations linéaires aux différences partielles.
C.R. ; 1811, 2* 1 sent . , 1 812 , 1" sent., passim. — Onze Mémoires sur les transformations et les réductions de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique homogène.
C. R. : 1812, 1" Scm., p. 1020; T.’sem., p. 14, 25, 44, 85, 188. — Sur l’emploi du nouveau calcul, appelé calcul des limites, dans l'intégration d’un système d’équations différentielles.
Applications diverses de ce calcul à l’intégration d’un système d’équations différentielles du premier ordre. — Application au mouvement elliptique des planètes. — Détermination des limites entre lesquelles les séries employées sont convergentes. — Cauchy démontre, par les principes du calcul des limites, qu’un système quelconque d’équations aux déri vées partielles peut être intégré. — Application de la méthode à l’intégration, par le moyen des séries, d’un système d’équations linéaires aux dérivées partielles. — Intégration des équations auxiliaires.
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C. R. : 1842, 2 " sent., p. i38. — Note sur divers théorèmes relatifs ou calcul des limites.
C. R. : 1 8 42, 1 ° sem., p. 101 et 1 4 1 - — Sur les intégrales des systèmes d'équations différentielles ou aux dérivées partielles, et sur le développement de ces intégrales en séries ordonnées suivant les puissance s 1 ascendantes d'un paramètre que renferment les équations proposées.
Souvent les développements des intégrales en séries sont très-peu convergents; on peut alors obtenir une plus grande convergence en effectuant les développements suivant les puissances ascendantes d’un paramètre renfermé dans les équations proposées, ou même d’un paramètre introduit arbitrairement auquel on donnera ensuite une valeur déterminée numériquement. — Ce Mémoire concerne surtout l’Astronomie.
C. R. : 1842, 2 ” sem., p. 200 . — Sur une loi de réciprocité entre deux systèmes de valeurs de variables assujetties à vérifier des équations différentielles du premier ordre, et sur un théorème relatif à ces équations.
C. R. : 1846, 2 e sem. — Divers Mémoires relatifs à la théorie"des fonctions définies par des équàtions différentielles .
V oir le chapitre des fonctions périodiques et inverses.
C. R. : 1846, 2 ” sent., p. 485 et 5vg. — Sur la détermination complète des variables propres h vérifier un système d'équations différentielles.
C. R.: 1848, 2 e sem., p. 199 . — Note sur l’explication des contradictions qui se manifestent dans plusieurs cas entre les intégrales parsér ries des équations différentielles, nu aux dérivées partielles, et leurs intégrales en termes finis.
. Examen spécial du cas où les intégrales par séries disparaissent, quoique les intégrales en termes finis continuent de subsister. — Énoncé.
C. R. : 1848, 2 ' sem., passim. — Enoncés de divers Mémoires ou Notes ' concernant l’ intégration des équations différentielles.
C. R. : 1849, 2 * sein., p. 65, io3. — Sur l'intégration d’un système quelconque tl’ équations différentielles, et en particulier de celles qui représentent les mouvements planétaires.
C. R: 1849, 2 ' sem., p'. 548. — Sur les intégrales continues et tes intégrales discontinues des équations différentielles ou aux dérivées partielles. . . .. .
C. R. : 1855, I er sem. , p. 33o et 373 . — ? Sur les conditions de convergence des séries qui représentent les intégrales générales rl'un système d’équations différentielles . .
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Ane. Ex. : t. I, p. 26 a. — Application du calcul des résidus à l’intégration de quelques équations différentielles linéaires à coefficients variables.
Ane. Ex. : t. II, p. 25. — Sur la détermination des constantes arbitraires renfermées dans les intégrales des équations différentielles linéaires.
Ane. Ex. : t. II, p. 210 . — Sur la transformation des fonctions qui représentent les intégrales générales des équations différentielles linéaires.
Nonv. Ex. : t. I, p. 53 (40 pages). - C. R. : 1839, i* r sem., p. 827 , 845, 889 , g3 1 . — Sur l’intégration des équations différentielles linéaires. . ' ' '
Équations à coefficients constants et avec second membre. — Équations linéaires simultanées. — Équations linéaires aux dérivées partielles. — Application aux mouvements infiniment petits d’un système de points matériels.
C. R. : 1839, 2 ' sem., p. 637 . — Sur l’évaluation et la réduction de ta fonction principale dans les intégrales d’un système d’équations linéaires.
C. R. : 1841, 2 ' sem., p. 109 . — Méthode abrégée /mur l’intégration des systèmes d’équations linéaires à coefficients constants.
Sur la fonction principale qui" vérifie une équation linéaire. — Sur les fonctions principales dont les dérivées offrent des valeurs initiales qui dépendent seulement, soit d’une fonction linéaire des variables indépendantes, soit d’une fonction entière, homogène, et du second degré, de ces variables. — Détermination de la fonction principale qui vérifie une équation caractéristique aux dérivées partielles.
C. R. : 1848, 2 “ sem., p. r63. — Sur l’intégration générale des équations homogènes, linéaires et à coefficients constants d’un ordre quelconque.
ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
Bull. Phil. : 1819, p. 10 . - Nouv. Ex. : t. II, p. 238 (a5 pages). - Mém. Dét. : 1823. — Sur l’intégration des équations aux dérivées partielles. ' >
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Recherche de l’intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Sur une formule de laquelle on déduit à volonté, ou l’intégrale générale d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, ou une intégrale particulière qui renferme des constantes arbitraires dont le nombre est précisément celui des variables indépendantes.
Bull. Phil. : 1821 , p. loi, 1 45 . - Inst. : t. IX, p. 97. - Nouv. Ex. : t, II, p. 33 1 (27 pages). - C. R. : 1843 , i cr sem., p. 489”. — Sur l’intégration ries équations linéaires aux dérivées partielles , à coefficients constants.
Propriétés générales des intégrales qui vérifient les équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants. — Propriétés remarquables des équations homogènes et de leurs intégrales. — Transformation remarquable de l’équation aux dérivées partielles, qui représente l’équilibre des températures dans un cylindre de forme quelconque. — Sur une certaine classe d’équations aux dérivées partielles.
Inst. : t. III, p. XI. — Intégration d’une ciàsse particulière d’équations différentielles, et Mémoire sur tes équations aux dérivées partielles du premier ordre avec un nombre quelconque de variables.
Bull. Fér. : t. IV, p. 71. — Intégration des équations aux dérivées partielles, linéaires et à coefficients variables.
Bull. Fér. : t. XIII, p. 273. — Sur l’intégration d’une certaine classe d’équations aux dérivées partielles.
Nouv. Ex. : 1. 1 , p. 178 (35 pages). — Sur la transformation et ta réduction des intégrales générâtes d'un système d’équations linéaires aux dérivées partielles.
Fonction principale. — Équation caractéristique. — Intégration des mouvements infiniment petits d’un système isotrope de points matériels.
Éc. Fol. : cah. XIX, p. 5 io (82 pages). — Sur l’intégration des équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants.
Étant donnée, entre la variable principale ? et les variables indépendantes x, y, z, une équation linéaire aux dérivées partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme fonction des variables indé-
pendantes, intégrer cette équation de manière que les quantités «p, -f-i
• tli
se réduisent à des fonctions connues de x, y, z ,. . . pour t =± o.
— La solution de ce problème est fondée sur l’emploi des formules qui servent à exprimer une fonction au moyen d’intégrales définies. — Application de la méthode à l’intégration des équations linéaires aux dérivées
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partielles et à coefficients constants. — Dans une Nôte, Cauchy examînediverses formules utiles pour la détermination des intégrales définies, et • qui reposent sur la considération des intégrales définies singulières.
C. R. : 1839, 2 e .«*/«., p. 288. — Sur In réduction des intégrales générales d'un système d’équations linéaires aux différences partielles.
ÉC. Pol. : cah. XX, p. 297. — Sur l’intégration d’une certaine classe (l 'équations aux dérivées partielles, et sur les phénomènes dont cette équation fait connaître les lois ilans la Physique mathématique :
Ce Mémoire concerne en particulier la propagation des ondes dans les gaz, lesl i quides ou les solides. . . '
C. R. : 1 810, 2' sent., p. 1 . — Sur l’intégration des équations différentielles aux dérivées partielles.
C. R.: 1811, 2 e sem . , p. 1. — Sur l'intégration des systèmes d’équations aux dérivées partielles, et sur les phénomènes dont cette intégration fait connaître les lois dans les questions de Physique mathématique .
Formules générales qui servent à décomposer un état initial des mouvements vibratoires en ondes d’une forme donnée. — Examen des ondes sphériques ou ellipsoïdales.
C. R. : 1841, 2' sem., p. 46. — Sur l’intégration ries systèmes d'équations linéaires aux dérivées jmrti elles.
C. R. : 1812, 1" sem., p. 3g5. — Intégration d’une équation linéaire aux dérivées partielles et h coefficients constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes.
' A l’occasion d’un Mémoire de M. Blanchct sur la théorie de la lumière.
C. R. : 1812, 1 n <sem., p. 740. -r- Note sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
C. R.: 1842. i l ' r sem., p. 769 et 881. — Sur une intégrale remarquable il' une équation aux dérivées partielles du premier ordre.
C. R. : 1812. 1 ” sem., p. 894, 962, 102G. — Remarques diverses sur l 'intégration des équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre.
Sur certaines solutions complètes de ces équations.
C. R. : 1812, 2 e sem., p. i3i. -»• Sur les systèmes d' équations aux dérivées partielles- cl’ ordre quelconque et sur leur réduction à des systèmes-, d’équations linéaires du premier ordiv. •
C. R. : 1843, i" sem., p. 484. — Sur l’intégration par séiies des
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■équations linéaires aux dérivées partielles, cl sur l’usage des intégrales singulières dans cette intégration .
C. R. : 1843, i' r sent., p. 572. — Sur les intégrales des équations aux dérivées partielles, et sur l’etuploi de ces intégrales dans les questions de Physique mathématique .
Intégration de ces équations sous des conditions données. — . Sur une transformation remarquable des équations homogènes et de quelques autres. — Intégration d’une équation linéaire du second ordre qui- représente l'équilibre do la chaleur. — Sur les intégrales particulières de cette équation qui peuvent s’exprimer en termes finis.
C. R. : 1810, 2 e sent., p. (>4i, 689. - Inst. : t. XXII, p. 587- — Sur les systèmes d’équations linéaires différentielles, ou aux dérivées partielles, ■ci coefficients périodiques, et sur les intégrales élémentaires de ces mêmes équations.
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CHAPITRE X
Sommaire. — Considérations générales sur la constitution des corps. — Réduction des forces de la nature à l’unité. — Élasticité. — Rôle de l’éther. — Équations générales des mouvements moléculaires. — Travaux de Navier, Poisson, Cauchy. — Réduction des équations à la forme linéaire. — Intégration de ces équations. — Mouvements infiniment petits. — Mouvements simples. — Mouvements par ondes planes.
— Conditions relatives aux limites des corps. — Application à divers problèmes de Mécanique.
Mémoires. — Principes généraux </c la Mécanique. — Corps solides.
— Moments d’inertie. — Forces vives. — Choc des corps. — Tiges et plaques élastiques. — Equilibre et mouvement des systèmes. — Sur les systèmes simples ou doubles de points matériels qui s’attirent ou se repoussent à de petites distances. — Pressions, tensions, condensations, dilatations. — Sur les pressions, les tensions, les condensations
. et les dilatations qui se produisent dans les systèmes de molécules. — Conditions relatives aux limites des corps . — Application à la recherche des équations de conditions relatives aux surfaces de séparation des milieux. — Questions diverses. — Rapports.
SOMMAIRE
Les corps doivent être considérés comme des assemblages de molécules douées des forces d’attraction et de répulsion mutuelles qui se font équilibre à l’état de repos. Dans les fluides, les molécules peuvent se déplacer librement en tous sens; dans les solides, au contraire, elles occupent des positions déterminées, ce qui avait d’abord dottné lieu à traiter ceux-ci comme des systèmes de figure invariable. Mais, en réalité, tous les corps, même ceux qu’on appelle solides , sont sujets à des déformations
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continuelles. Sous l’influence des forces extérieures, un nouvel état d’équilibre s’établit; les molécules, après avoir été écartées de leur position primitive, tendent / incessamment à y revenir en exécutant une série de vibrations infiniment petites. De là naissent des tensions ou des pressions, des condensations ou des dilatations, dont l’étude sert de base à la théorie de l’élasticité, l’une des plus importantes de la Mécanique. La stabilité des constructions, le fonctionnement régulier et permanent des machines, la production du son, la propagation de la chaleur et de la lumière sont autant de questions qui s’y rattachent directement. Ajoutons encore qu’unefbule d’autres phénomènes dont l’origine n’est pas encore bien connue, tels que ceux de l’électricité, du magnétisme, peut-être aussi de la pesanteur universelle, sont liés, suivant toute apparence, d’une manière intime à cette propriété générale dé la matière. Les progrès récents des sciences tendent de plus en plus à confirmer ces prévisions, et à ramener la Mécanique tout entière à l’étude d’une force unique dont l’élasticité serait la principale manifestation.
A côté de la matière pondérable vient se placer l’éther, fluide d’une ténuité extrême et d’une élasticité parfaite, qui remplit tout l’univers. L’existence de l’éther dans lés espaces célestes était déjà établie par la propagation des ondes lumineuses à travers le vide sidéral ; le passage de la lumière à travers les corps diaphanes et le phéno- . mène de la double réfraction ont ensuite démontré que l’éther existe dans tous les corps, où il constitue autoutde chaque molécule une sorte d’atmosphère plus ou moins dense au milieu de laquelle nagent les particules matérielles. , - - ^ -
Telles sont les idées universellement admises aujour-
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d’hui sur la constitution intime de la matière. Les beaux travaux de Fresnel en optique avaient d’abord tranché définitivement l’ancien débat entre les deux théories de l’émission et des ondulations; mais, ayant en vue un but particulier, il neVétait pas préoccupé des conséquences qui pouvaient découler de ses principes pour la Mécanique générale. Navier est le premier qui ait entrepris d’analyser les lois élémentaires de l’équilibre et du mouvement des systèmes; ses recherches ont fait l’objet de plusieurs Mémoires publiés en i83t : on y trouve enfin les équations différentielles du problème. Parmi les divers géomètres qui s’occupèrent de la même question, vers cette époque, on doit citer surtout Lagrange, Poisson et Cauchy. Ce dernier s’appliqua principalement à généraliser la solution et à la rendre indépendante des diverses conditions particulières auxquelles on s’était d’abord assujetti. Ainsi, par exemple, l’un des inconvénients les plus graves des méthodes suivies ayant lui provenait de l’hypothèse qu’on faisait sur la continuité de la matière, hypothèse qui paraissait nécessaire pour ramener les calculs à des intégrations. Mais une pareille supposition est tout à fait inadmissible; nonseulement la matière n’est pas continue dans les corps, mais certains phénomènes permettent d’affirmer que les diverses molécules sont séparées les unes des autres par des espaces extrêmement considérables relativement h leurs propres dimensions. Les efforts de Poisson, pour lever cette difficulté, avaient été infructueux : Cauchy fut plus heureux. Au principe de la continuité de la matière, il substitua la notion incontestable delà continuité
des déplacements géométriques; d’ailleurs les couples de molécules qui réagissent mutuellement restent complètement indéterminés, leur nombre et leurs dimensions
peuvent varier d’un milieu à un autre, et, par suite, leurs distances'réciproques sont tout à fait arbitraires; les résultats de la théorie en demeurent indépendants. Il y a plus : Cauchy avait d’abord considéré les corps comme des systèmes de points matériels simples, et cette hypothèse lui avait suffi pour expliquer la plupart des phénomènes; toutefois il en est d’autres pour lesquels il convient d’étendre ce point de vue et de regarder les molécules élémentaires comme étant elles-mêmes composées d’atomes groupés de diverses manières, ce qui est conforme à la réalité. Les formules générales de Cauchy s’adaptent également à un système de cette nature.
Enfin, il ne suffit pas toujours de soumettre au calcul un système unique de molécules, même composées; par ce moyen, on explique bien un certain ensemble de phénomènes : le son, l’élasticité, les vibrations des tiges cl des membranes, etc; mais on est obligé de recourir à des considérations d’un ordre plus élevé pour interpréter des phénomènes d’un autre genre, particulièrement ceux qui se présentent en optique, lorsque la lumière traverse des corps diaphanes. L’éther est le milieu qui produit et propage les vibrations lumineuses, et, dans le vide sidéral, il se comporte comme un milieu isotrope, c’est-àdire comme un milieu dans lequel les mouvements se transmettent de la même manière en tous seus; mais dans les corps sa constitution est différente. L’éther agit sur les molécules de matière pondérable; celles-ci réagissent à leur tour sur les molécules éthérèes, les attirent, les groupent suivant des lois toutes nouvelles et modifient profondément la nature de leurs mouvements. Pour obtenir une théorie complète de la lumière, il faut donc poser autrement le problème, et analyser d’une manière générale les mouvements qui peuvent coexister dans un
Dtaiti;
double système de molécules qui se pénètrent mutuellement. , *
Lorsqu’un système vient à être dérangé de sa position naturelle d’équilibre par des forces quelconques, intérieures ou extérieures, il en résulte des déformations et des changements de densité et de pression dont l’étude offrait de grandes difficultés. Diverses tentatives avaient déjà été faites pour les lever; Poisson, par exemple, dans sa théorie mathématique de l’action capillaire, avait introduit avec succès la notion du changement de densité près de la surface des corps; mais, malgré des efforts partiels, les difficultés subsistaient encore dans leur ensemble. Plusieurs des principes admis étaient même défectueux. Ainsi, en ce qui concerne les pressions exercées à l’intérieur des corps, on supposait qu’elles étaient dirigées normalement aux éléments des surfaces pressées, et que, de plus, elles étaient les mêmes en tous sens autour d'un point. Maiscelte hypothèse est rarement admissible, et il était important d’établir les équations générales de l’équilibre et du mouvement sans y avoir recours. C’est ce que fit Cauchy dans une série de Mémoires où il étudie les lois de variation des pressions et des tensions, des condensations et des dilatations dans les systèmes. Ses recherches sur cette matière l’ont conduit à une foule de résultats remarquables parmi lesquels on doit noter la vérification des lois de Fresnel relativement au phénomène de la double réfraction.
L’établissement des équations générales exige qu’on sache exprimer l’équilibre des forces appliquées à un élément quelconque de masse pris dans les corps. La forme de cet élément peut, du reste, être choisie arbitrairement; la figure du parallélipipède est la plus simple et se présente naturellement; aussi est-elle habituelle-
ment employée ainsi que celle du cylindre, du prisme et de la sphère. Cauchy y joint les conditions d’équilibre relatives à un élément tétraédrique, ce qui permet d’étudier plus facilement les phénomènes qui se passent dans le voisinage de la surface des corps. Celte dernière forme conduit à «divers résultats qu’il serait difficile d’obtenir d'une autre manière et a été adoptée, depuis Cauchy, par plusieurs savants.
Signalons encore une autre difficulté. Pour qu’un problème de Mécanique puisse être résolu, il ne suffit pas de définir exactement la constitution des systèmes et les conditions variées auxquelles ils sont assujettis; il faut encore connaître la nature et les lois des forces qui sollicitent chaque point matériel. Ainsi, les mouvements des corps pesants n’ont pu être calculés qu’après que Galilée eut établi les lois de la pesanteur, et, d’un autre côté, les découvertes de Képler et de Newton sur la gravitation universelle étaient la Condition nécessaire des progrès modernes de l’Astronomie. On pouvait donc supposer que, pour entreprendre l’étude de la Mécanique moléculaire, il était également indispensable de trouver d’abord les lois des forces intérieures en vertu desquelles les molécules s’attirent ou se repoussent. Mais la détermination à priori de ces lois parait extrêmement difficile, et aujourd’hui encore, on sait très-peu de chose à ce sujet. Heureusement cette connaissance n’est pas indispensable : les mouvements moléculaires des corps sont de l’ordre des infiniment petits, et, pour les analyser, il suffit de savoir — ce qui est un fait d’expérience — que les actions élémentaires s’exercent à des distances insensibles et s’évanouissent aussitôt que la distance devient appréciable. Cette circonstance permet de ramener immédiatement les équations à la forme li-
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néairc, et on en déduit l’explication des phénomènes sans avoir besoin de faire aucune autre hypothèse sur les lois dévaluation des forces avec les distances. La discussion comparative des expériences avec les formules conduira au contraire, dans certains cas, à des conséquences imprévues, ou, au moins, à des aperçus utiles sqr la nature même des forces. Pour n’en citer qu’un exemple, nous dirons que le fait de la non-dispersion de la lumière dans le vide a permis à Cauchy de conclure que les molécules d’éther se repoussent en raison inverse du bicarré de la distance. . .
Mouvements infiniment petits. — L’étude de la Mécanique moléculaire se ramène donc à l’analyse des mouvements infiniment petits des systèmes simples ou doubles de points matériels, et voici à cet égard quelques-uns des principaux résultats auxquels Cauchy est parvenu. '•
Les mouvements dont il s’agit se représentent par des équations dans lesquelles entrent trois variables imaginaires, respectivement égales aux produits de trois constantes imaginairespar une même exponentielle dont l’exposant imaginaire est une fonction linéaire des coordonnées et du temps. Ces trois variables imaginaires mesurent ce que Cauchy appelle les déplacements symboliques de chaque molécule, tandis que les parties réelles de ces mêmes variables représentent les mouvements simples du système. On en déduit que tout mouvement simple est un mouvement, par ondes planes, les diverses molécules se mouvant dans des plans qui sont parallèles entre eux, sans être nécessairement parallèles aux plans des ondes. On remarquera ensuite que l’exponentielle variable à laquelle les déplacements symboliques sont proportion-
nels est le produit d’un facteur réel par une exponentielle trigonométrique; ce facteur sera le module du mouvement simple dont l’exponentielle trigonométrique sera l’ argument. Cela posé, si le module est indépendant du temps, le mouvement simple sera durable et persistant, et chaque molécule décrira une ellipse, qui peut se réduire à un cercle ou à une portion de drojte, ce qui correspond à divers modes de polarisation. Si, de plus, le module est égal à l’unité, le mouvement correspondant • se propagera sans s’éteindre, et les ellipses décrites seront toutes parallèles les unes aux autres. Si, au contraire, le module est différent de l’unité et ne se réduit à l’unité que pour des points situés dans un certain plan, alors l’amplitude d’une vibration moléculaire, mesurée par le grand axe de l’ellipse décrite, décroîtra en progression géométrique, tandis que la distance de la molécule au plan croîtra en progression arithmétique. Ces notions générales, applicables à tous les mouvements simples, serviront un peu plus loin, en optique, à caractériser les rayons désignés par Cauchy sous le nom de rayons évanescents.
Conditions relatives aux limites des corps. — La solution • d’un grand nombre de questions de Physique mathématique dépend des équations de condition relatives aux limites des corps; telles sont : les vibrations des plaques élastiques, la transmission du son d’un milieu dans un autre,. la réflexion et la réfraction de la lumière à la surface des corps. Dans ces divers cas, du reste, il suffit de considérer les mouvements infiniment petits représentés par des équations aux dérivées partielles, linéaires et à coefficients constants. De plus, tout mouvement vibratoire de cette nature, propagé dans un milieu homogène.
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se réduit à des mouvements simples par ondes planes, ou bien résulte de la superposition d’un nombre fini ou infini de mouvements simples. La question se trouve donc ramenée à la recherche des lois suivant lesquelles un mouvement simple est modifié en passant d’un milieu dans un autre.
La recherclie de ces lois avait inutilement occupé les géomètres, et la plupart de leurs résultats reposaient sur des hypothèses contestables. Dans divers Mémoires publiés en i83g et iS/Jo, Cauchy fit connaître les véritables principes de la solution. A cet effet, il analysa les variations de pression qui se produisent vers la surface de séparation des corps, en se servant d’un élément cylindrique dont l’une des bases est prise dans le premier milieu, et l’autre dans le second, la hauteur de ce cylindre étant très-petite, mais cependant supérieure au rayon de la sphère d’activité des molécules. Le calcul indique alors deux sortes de modifications distinctes. Il en est qui n’altèrent pas la vitesse de propagation, de sorte que les mouvements demeurent isochrones et correspondants; la considération de ces mouvements suffit, par exemple, en optique, pour établir les lois connues de la réflexion et de la réfraction de la lumière. Il en est d’autres qui influent sur la direction et les amplitudes des vibrations; on en déduit les lois de la polarisation et les variations d’intensité de la lumière réfléchie ou réfractée. On commence par exprimer que chaque élément de la surface de séparation est en équilibre sous l’action des pressions intérieure et extérieure, ce qui donne immédiatement trois équations de condition. Ces équations seront suffisantes si chacun des deux milieux ne renferme qu’un seul système de molécules, et c’est le cas de la théorie du son ou des corps élastiques;
mais, en optique, les mouvements se propagent dans un double système composé des molécules matérielles et de l’éther, et il faut recourir à un second principe que Cauchy appelle le principe de continuité. 11 consiste à admettre que les molécules d’éther, intérieures ou extérieures, forment un système unique et continu, et que les déplacements moléculaires, ainsi que leurs dérivées partielles, varient par degrés insensibles quand on passe d’un milieu à l’autre., Ce principe, joint à celui de l’equilihre des pressions, fournit tous les éléments nécessaires pour étudier la nature et les propriétés diverses des rayons réfléchis ou réfractés.
Questions diverses. — Le premier travail de Cauchy sur la Mécanique concerne la théorie des ondes et fut composé en i8i 5, à l’occasion d’un concours ouvert par l’Académie pour le grand prix de mathématiques. La question était proposée dans les termes suivants : * Une masse fluide pesante, primitivement en repos, a été mise en mouvement par l'effet d’une cause donnée ; on demande, au bout d’un temps déterminé, la forme de la surface extérieure du fluide et la vitesse de chacune des molécules situées à cette même surface. » Dans un Mémoire qui remporta le prix, Cauchy résolut complètement le problème, et, déplus, généralisa la solution en étudiant, non-seulement l’état de la surface extérieure, mais encore celui de la masse entière du fluide. Son travail est divisé en trois parties. Il détermine d’abord l’état initial du fluide quand on connaît, à l’origine, la forme de la surface extérieure et les forces qui agissent sur elle; il établit ensuite les équations qui définissent, à un moment quelconque, l’état de la masse et celui de la surface libre; enfin il examine les conséquences qui résultent de
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ces équations et calcule les valeurs numériques des constantes que renferment les formules employées.
La discussion du mouvement des ondes exigeait l’étude préliminaire de plusieurs points d’Analyse relatifs à la théorie des intégrales définies et à leurs développements en séries. Ces questions accessoires ne pouvaient être introduites sans inconvénient dans le corps même du Mémoire; elles se trouvent exposées dans une série de vingt Notes placées en appendice. Quelques-unes accompagnaient le travail primitif; les autres ont été ajoutées à l’époque de l’impression, en 1825.
Parmi les problèmes de Mécanique dont Cauchy s’est le plus occupé se trouve encore la théorie de l’équilibre et du mouvement des tiges et des plaques élastiques, qui a fait l’objet de divers Mémoires insérés dans les Anciens Exercices. Plusieurs savants avaient déjà traité cette question, et l’on doit citer notamment les recherches d’Euler, dans lès Mémoires de l’Académie de Saint-Pétersbourg pour 1779; celles de Poisson, dans le t. VIII des Mémoires de l' Académie des Sciences ; et enfin celles de M Ue Sophie Germain, dans un Mémoire couronné par l’Institut en 1 8 1 5 . Cauchy ajouta beaucoup aux recherches de ses devanciers, donna une, explication nouvelle des faits déjà connus et en découvrit d’autres que l’expérience a ensuite vérifiés. Il convient île consulter à ce sujet les belles recherches expérimentales de Savarl, dont les résultats sont exposés dans les Annales de Chimie et de Physique.
MÉMOIRES
PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA MÉCANIQUE
Ane. Ex. : t. I, p. 29, — Sur la résultante et les projections de plusieurs forces applirptées à un seul point .
Démoli; (ration nou'elle do la règle du parallélogramme des forces, dégagée des considérations étrangères sur lesquelles on avait l’habitude de s’appuyer. — Propriétés des projections des forces sur un plan ou sur un- axe.
Ane. Ex. : t. I, p. 66 et 1 17^- C. R. : 1853, 1 er sent., p. 73. — Sur ia théorie des moments linéaires des forces appliquées à divers points.
Moments linéaire^ des divers ordres. — Cettp théorie se rattache à celle des moments algébriques des forces et à la théorie géométrique. des couples de M. Poinsot.
Ane. Ex. : t. I, p. iaSet i55. — Usage des moments linéaires dans ta recherche des équations- d’équilibre d’un système entièrement libre dans l’espace, ou assujetti à certaines conditions.
Ane. Ex. : t. I, p. tSi. — Sur les conditions d’équivalence de deu.v systèmes de forces appliquées à des points liés invariablement les uns aux autres.
Ane. Ex. : t. II, p. 23. — De la pression dans les fluides.
Démonstration directe du principe de l’égalité de pression en tous sens. ''
Ane. Ex. : t. Il, p. 70. — Sur les mouvements que peut prendre un système invariable, libre ou assujetti à certaines conditions.
Sur le mouvement d’un système de points matériels qui, étant liés invariablement les uns aux autres et compris dans un plan fixe, se meuvent sans sortir de ce plan. — Sur le mouvement d’un sjstème de points matériels placés arbitrairement dans l’espace et liés invariablement les uns aux autres.
Ane. Ex. : t. Il, p. 93. — Sur les moments d'inertie.
Ellipsoïde d’inertie. — Propriétés des axes principaux. — Calcul des moments d'inertie pour le parallélipipôde rectangle et pour l’ellipsoïde.
Inst. : t. IX, p. m. — : Sur l’équation qui a /rôtir racines les mo-
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mcnts principaux d’inertie d’nn corps solide, et sur diverses équations du même genre.
Ane. Ex. : t. II, p. 104. — Sur la force vive d'un corps solide ou d'un système invariable en mouvement.
Bull. Phil. : 1826, p. 180. — Sur le choc des corps élastiques.
Bull. Fér. : t. XII, p. 116 et 12 1. — Sur le principe des forces vives.
Mém. Dét. : 1829. — Sur un nouveau principe de mécanique.
Ce principe, qui concerne les variations des forces vives dans les chocs, s’énonce ainsi : « Lorsque, -dans un système de points matériels, les vitesses varient brusquement en vertu d’actions moléculaires développées par les chocs de quelques parties du système, la somme' des moments virtuels des quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le choc est nulle toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans lequel les vitesses de deux molécules qui réagissent l’une sur l'autre sont égales entre elles. »
Ane. Ex. t. 111, p. 128. - Bull. Fér. : t. XIII, p. 169. — Sur les équations qui expriment les conditions d’équilibre oit les lois du mouvement des fluides.
Liquides ou fluides incompressibles. — Fluides élastiques. — Mouvement de la chaleur,
Mém. Dét. : 1829. — Sur l’équilibre et le mouvement des fluides.
Distinction entre les solides et les fluides au point de vue de la répartition des pressions. — Du caloriqiie dans les corps.
£c. Pol. : cah. XIX, p. 204. — Sur une espèce particulière de mouvement dans les fluides.
C. R. : 1852, 2' sein., p. 940. — Sur le mouvement de rotation d’un corps solide , et en particulier d’un corps pesant autour d’un /joint fixe.
TIGES ET PLAQUES ÉLASTIQUES
Ane. Ex. : t. III, p. 245 (72 pâges). — Sur l’équilibre et le mouvement d'une lame solide. -
Considérations générales.. — Équations d’équilibre ou de mouvement d'une lame naturellement droite, et d’épaisseur constante ou variable. — Cas d’une lame naturellement courbe et d’épaisseur constante. — Les résultats théoriques de ces recherches ont été vérifiés par une série d’expériences; entreprises, à cette occasion, par M. Savart.
Ane. Ex. : t. III, p. 328 (27 pages). — Sur l’équilibre et le mouvemant d'une plaque solide.
Considérations générales. — Cas d’une plaque naturellement plane, et d'épaisseur constante ou variable. .
Ane. Ex. : t. III, p. 356 . — Sur l'équilibre et le mouvement d’uge vergé rectangulaire.
Ane. Ex. : t. IV, p. i. — Sur l'équilibre et le mouvement d’une plaque élastique dont l'élasticité n’est pqs la même en tous sens.
Ane. Ex. : t. IV, p. i 5 . — Sur l’équilibre et te mouvement d’une verge rectangulaire extraite d’un corps solide dont l’élasticité n'xst pus la *" même en tous sens .
Ane. Ex. : t. IV, p. 43 . — Sur tes vibrations longitudinales d’une verge cylindrique ou prismatique, à base quelconque .
Ane. Ex. : t. IV, p. 47. - Inst. : t. IX, p. 1 19. — Sur la torsion et les vibrations tournantes d’une verge rectangulaire .
Inst. : t. IX, p. 117. - Bull. Fér. : t. XI, p. 111. — Démonstration analy tique d’une loi découverte par M. Savart, et relative aux vibrations des corps solides ou fluides.
C. R. : 1851 -, I er sent., p. 323 . — Sur l’éqiiilibrc et les mouvements Vibratoires des corps solides.
C. R. : 1854 , 1 er sem., p. 326. — Recherches nouvelles sur la torsion des prismes.
ÉQUIUBBE ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES
Ane. Ex. : t. II, p. 1 (22 pages). — Recherche des équations générales d’équilibre pour un système de points matériels, assujettis à des liaisons quelconques.
Considérations générales. — Équilibre de plusieurs points assujetlis à une seule liaison. — Cas d’un nombre quelconque de liaisons. — Principe des vitesses virtuelles.
Ane. Ex. : t. III, p. 160 (27 pages). — Sur les équations qui expriment les conditions d’équilibre ou les lois du mouvement intérieur d'un corps solide , élastique ou non élastique.
Les formules exposées dans ce Mémoire servent de base à la théorie de l’élasticité des corps.
Ane. Ex. : t. III, p. 188 (24 pages). — Sur l’équilibre et.lc mouvement d’un système de points matériels sollicités par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Ce Mémoire reproduit, par une méthode nouvelle, les équations obte-
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nues antérieurement par M. Xavier, et leur donne un plus grand degré de généralité. Les- résultats do M. Navier se déduisent des formules de
Cauchy en supposant que l'élasticité soit la même dans tous les sens.
Ane. Ex. : t. IV, p. 1 9.9. — Sur 1rs équations différentielles d'équilibre ou de mouvement, pour un système de points matérièls sollicités pailles forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Ane. Ex. : t. IV, p. aq 3 (26 pages). — Sur l’équilibre et te mouvement intérieur des corps considérés comme îles masses continues.
Inst. : t. IX, p. u.f. — Sur le mouvement d'un système de molécules qui s'attirent ou se repoussent à de très-petites distances, et sur la théorie de la lumière.
Inst. : t. XXII. p. 099. — Sur les vibrations tl’un double système de molécules et de l’éther dans un corps cristallisé.
Intluence des milieux cristallisés sur les vibrations de l’éther. — Équations do l’équilibre et du mouvement d'un double système de molécules.
— Mouvements infiniment petits d’un système de molécules placé en présence d’un autre système dont chaque molécule reste sensiblement immobile. — Mouvements vibratoires des corps homogènes.
Inst. : t. XXII, p. Gi 5 ( 3 g pages). - C. R. : 1819 , 2 e sem., p. 761.— Mémoires sur les systèmes isotropes de /joints matériels.
Les systèmes isotropes sont caractérisés par cette circonstance, que les équations du mouvement ne sont pas altérées quand on fait tourner les axes de coordonnées autour de l’origine. — Caractères et propriétés d’une fonction isotrope des coordonnées rectilignes de divers points. — Formes spéciales des fonctions isotropes assujetties à certaines conditions.
— Sur les mouvements vibratoires infiniment petits dos systèmes isotropes de points matériels. — Mouvements infiniment petits de l’éther dans les corps isophanes.
Bull. Phil. : 1823 , p. 9. — Recherches sur l'équilibre et te mouvement intérieur des corps solides ou Jluitles , élastiques ou non élastiques.
Nouv. Ex. : t. I, p. 1. — Sur les mouvements d’un système de molécules.
Recherches sur les mouvements infi-aiment petits d’un système de molécules, servant à la théorie des fiuides lumineux et à celle des vibrations des corps élastiques. — Mouvements simples correspondant au cas où les équations dilîérentielles sont linéaires et à cpefficients constants. L’intégration s’effectue au moyen de fonctions exponentielles à trois variables. — Détermination des plans invariables et de divers éléments, tels que les amplitudes, les phases, les modules, les arguments, les longueurs d’ondes et les durées des vibrations.
MÉCANIQUE. l33
Nouv. Ex. :t. I. p.33. — Sur les mouvements infiniment petits de deux systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement .
Ce Mémoire a pour objet de résoudre, à l’égard d’un double Système de molécules, les diverses questions analysées dans le travail précédent sur un système simple.
Nouv. Ex. : t. I, p. ioi (33 pages). — Sur les mouvements infiniment petits dont les équations présentent une forme indépendante de Ut vttrintion des trois axes coordonnés , supposés rectangulaires, ou seulement de deux de ces axes.
Sur quelques théorèmes relatifs à la transformation des coordonnées rectangulaires. — Condition que doit remplir une fonction de deux on de trois coordonnées pour devenir indépendante de la direction des axes coordonnés. — De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules dans le cas où ces équations deviennent indépendantes de la direction des axes de coordonnées, ou seulement de deux de ces axes. — Cas de deux systèmes homogènes de molécules qui se pénètrent mutuellement.
C. R. : 1839, i" sein. — Neuf Mémoires, formant un ensemble de cent vingt pages environ, sur les mouvements infiniment petits tirs systèmes de molécules.
Ces Mémoires reproduisent en grande partie ceux dont il vient d’être' parlé. .
C. R. : 181:!, I er sein., p. 4o3. — Sur l'intégration des équations qui représentent 1rs mouvements infiniment petits d'un système tic molécules dont l'élasticité reste la meme en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle à une droite donnée.
C. R. : 1814, i er sent., p 774. — Sur l'équilibre et le mouvement d’un système de molécules dont les dimensions ne sont pas supposées rutiles.
C. R. : 1847, 1" sent., p. 348. — Sur le mouvement ries systèmes de molécules.
C. R. : 18i7, 1 "sent., p. 4>4- — Sur tes mouvements d'un système tic molécules dont chacune est considérée comme farinée par ta réunion de plusieurs atomes ou points matériels. *
Simple énoncé.
C. R. : 1848, 1" sein., p. 673; 2 e sein., p. 12 . — Sur les douze équations qui déterminent les mouvements de translation, de rotation et de dilatation d'un système de mo/éeulès sollicitées par tics forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
C R. *. 1818, 2 ° scm., p. g3. — Sur le mouvement il' im système tir
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molécule .r dans le cas où l'on considère les corps comme des systèmes de points matériels dont chacun est lui-même formé par la réunion de plusieurs atomes.
C. R. ; 1818, 2 ' se ni., p. 5ya ; 1819, 2 e s cm., p. 763; 1850, 1 " sent., p. 2 . — Enoncé de divers Mémoires concernant tes mouvements des systèmes simples ou doubles de molécules.
C. R. : 1849, 2 ' sem. f p. f>43. — Sur les vibrations infiniment petites des systèmes de points matériels.
C. R. : 1850, i rr sent., p. 2 . — Sur les mouvements infiniment petits des systèmes de molécules et sur la théorie de la lumière.
C. R. : 1850, 1" sent., p. 17. — Sur les perturbations produites dans tes mouvements vibratoires d’un système de molécules par l'influenced'un autre système.
C. R.: 1851, 1 " sem., p. 323. — Sur l'équilibre et les mouvements vibratoires des corps solides.
PRESSIONS, TENSIONS, CONDENSATIONS, DILATATIONS
Ane. Ex. : t. II, p. 42. — De la pression ou tension dans un corps solide.
On supposait habituellement que les pressions étaient toujours normales aux éléments de surface, et qu’elles demeuraient les mêmes en tous sens autour d’un point. Les nouvelles formules de Cauchy no sont point assujetties à celte hypothèse. — Application au phénomène de la double réfraction.
Ane. Ex. : t. II, p. 60 . — Sur la condensation et la dilatation des corps solides. . . '
Variation de densité autour de chaque point sous l’action des forces extérieures. — Variations principales suivant trois axes rectangulaires. — Ellipsoïde des densités.
Ane. Ex. : t. II, p. 108 .. — Sur les relations qui existent, dans l'état d’équilibre d’un corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces accélératrices.
Ane. Ex. : t. 111, p. 21 3 . — De la pression ou tension dans un système de points matériels. )
Ane. Ex. : t. III, p. 237 . — Sur quehp/cs théorèmes relatifs à la condensation ou à la dilatation des corps. - ■< . ■•
Ane. Ex. : t. IV, p. 3o et 41. — Sur les pressions ou tensions supportées en un /joint donné d’un corps solide pur trois plans perpendiculaires entre eux ,
Sur la relation qui existe entre les pressions ou tensions supportées par dpux plans quelconques en un point donné d'un corps solide.
Ane. Ex. : t. IV, p. 214. — Sur les corps solides ou fluides dans lesquels la condensation ou dilatation linéaire est la même en tous sens, autour de chaque point.
Nouv. Ex. : t. -II, p. 3o2 (28 pages). — Formules relatives aux changement/l de forme que peut subir un système de points matériels.
C. R. : 1839, 2' sern . , p. 588. — Sur les pressions et tensions dans un double système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle.
C. R. : 1842, 2 e sent., p. 1166; 1843, 1" sent., p. 12. — Sur les dilatations , les condensations et les rotations produites par un changement de forme dans un système de points matériels.
Démonstration de sept théorèmes qui jouent, dans la Mécanique des systèmes, le même rôle que les théorèmes d’Euler dans la théorie de la courbure des surfaces.
C. R. : 1843, i* r sent., p. i5i . — Sur les pressions supportées dans un corps solide ou fluide par deux portions de surface très-voisines :. F une intérieure, l’autre extérieure à ce meme corps.
C. R. : 1843, 1“ sent., p. 299, g54, io35 (28. pages). — Sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que sollicitent des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Réduction-des formules dans le cas où le système donné devient isotrope. — Examen du cas de deux systèmes superposés l’un à l’autre.
C. R. : 1845, 2 e sent., p. i25. — Observations sur la pression que sup -« porte un élément de surface plane dans un corps solide ou fluide.
CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES DES CORPS
Inst. : l. XXII, p. 17. — Sur les conditions relatives aux limites des corps, et en particulier sur celles qui conduisent aux lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière.
C. R. : 1839, i n sent., p. 374, 432, 45g. — Sur une méthode générale
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propre à fournir les équations rie condition rein tires aux limites des corps, dans les problèmes de Physique mathématique.
Application du principe fondamental : i° à un système d'équations différentielles linéaires c’u premier ordre; a" à un système d’équations différentielles linéaires du second ordre ou d’un ordre plus élevé; 3”.à un système d’équations linéaires aux dérivées partielles. — Note sur un théorème d’Analyse et sur son application aux questions de Physique mathématique.
C. R.: 1 840, 1 "sein., p. a GG. — Considérations noureUes sur tes conditions relatives aux limites des corps.
Méthode élément lire propre à conduire aux lois générales de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples qui rencontrent la surface de séparation de deux systèmes do molécules.
C. R. : 1832, a c sétn., p. 297, 3aa, 34 ( - — Énoncé de divers Mémoires pour l’intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, sous des conditions données relatives aux limites des corps.
Application à la théorie des calorifères cylindriques.
QUESTIONS DIVERSES
Sav. Étr. : t. 1, p. i (3i2 pages). — Mémoire sur la pnqtagation des ondes à la surface d’un liquide pesant, d’une profondeur indéfinie.
Couronné en 1 8 1 5 par l'Institut et publié en i8a5 avec une série de vingt Notes, dans lesquelles sont exposés plusieurs points de théorie relatifs, pour la plupart, ans intégrales définies et à leurs développements en séries.
* Bull. Phil. : 1815, p.53. — De ta différence entre les attractions exercées par une couche infiniment mince sur deux points très-rapprochés l’un de Vautre, et situés, l’un à l’intérieur, l’autre à l’extérieur de cette même couche.
Ane. Ex. : t. 111, p. îai. — Sur Indivision d’une masse solide ou fluide en couches homogènes .
Journ. Liouv. : 1. 11, p. 4°G- — Note sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de Mécanique.
Extrait d’un Mémoire sur la Mécanique céleste présenté à l’Académie de Turin (1831 ).
C. R. : 1839, a e scm., p. et 558. — Considérations sur la constitution intime des corps. ‘ 1 ■
Constitution des molécules intégrantes. — Mouvements atomiques des corps cristallisés.
C. R. : 1812. 2 ' .rem., p. 102 . — Sur une démonstration très-simple d'un théorème que comprend, comme eus particulier, le théorème fondamental sur lequel repose la théorie des constantes arbitraires.
Simple énoncé.
C. R. : 1813, r r sein., p. 5 1 7 . — Sur l'équilibre des températures dans un cylindre de forme quelconque.
C. R . : 1815, 1 " sent., p. 17 C 0 . — Note relative aux principes de la Mécanique rationnelle .
C. R. : 1 815, 1 " sem., p. 1 3"4 - — Réflexions philosophiques sur les principes de la Mécanique rationnelle '.
Sur les secours que les sciences de calcul peuvent fournir aux sciences physiques, ou mémo aux sciences morales, et sur l’accord des théories mathématiques et physiques avec la véritable philosophie.
CR.: 1851, i or sem., p. 69 . — Sur les rayons vecteurs associés, et sur les avantages que présente l'emploi de res rayons vecteurs dans la Physique mathématique .
C. R. : 1850, 1 e sem.; 1857, I er . sem. — Divers articles relatifs à une discussion sur Ut théorie mathématique du choc des corps.
RAPPORTS
C. R. : 1810, I er sem., p. 855. — Sur un Mémoire de M. Duhamel relatif à l’action de l'archet sur les cordes.
C. R. : 1810, 2 ' sem., p. G5() et G 87 . — Sur le nouveau système île navigation à vapeur de M. de Jouffroy.
C. R. : 1810. 2 e sem., p. 957 . — Sur deux Mémoires de M. Duhamel relatifs aux vibrations des cordes que l'on a chargées de curseurs.
C. R. : 1813, 2 e sem., p. ia34. — Sur divers Mémoires de M. Darré de Saint-Venant, relatifs à ht Mécanique rationnelle et à ta Mécanique appliquée. .
C. R. : 181G, 2 ' sem., p. 911 . ■— Sur le système proposé par M. de Jouffroy pour les chemins de fer.
C. R. : 1818, 2 e sem., p. io5. — Sur un ■ Mémoire de M. Laurent, relatif aux équations d équilibre et de mouvement d’un système de
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sphéroïdes sollicités par des forces d’attraction et de répulsion inutile lie.
C. R. : 1849, i' sent., p. 376 . — Sur un Mémoire de M. Roche, relatif aux figures ellipsoïdales qui conviennent h l'équilibre d'une masse fluide soumise à l’attraction ‘d’un /Mini éloigné.
C. R. : 4831, i f sent., p. 3a6. — Sur deux Mémoires de M. Vcrthcim.
CHAPITRE XI
Sommaire. — Travaux de Fresnel et de Cauchy. — Équations générales des mouvements lumineux. — Propagation de la lumière dans les milieux isophanes et dans les cristaux. — Polarisation, réflexion, réfraction, dispersion, diffraction de la lumière. — Sur la non-dispersion de la lumière dans les espaces célestes. — Conséquences pour la constitution de l’éther.
Mémoires. — Principes généraux de l'optique. — Propagation des ondes. — Équations générales. — Réduction de la chaleur et de la lumière à une même théorie. — Propagation des ondes dans les milieux isophanes et dans les milieux cristallisés. — Délimitation des ondes. — Réflexion et réfraction de la lumière. — Explication mathématique de la réflexion et de la réfraction de la lumière. — Sur les trois espèces de rayons lumineux qui correspondent aux mouvements simples du fluide étliéré. — Rayons évanescents. — Mesure de la quantité de lumière réfléchie par les métaux. — Expériences de M. Jamin. — Lames minces. — Anneaux colorés. — Polarisation. — Divers modes de polarisation. — Dispersion. — Théorie mathématique de la dispersion. — Expériences de Frauenhofer. — Diffraction. — Diffraction de la lumière, et du son. — Analogies et différences. — Ouvrages à consulter.
SOMMAIRE
La théorie des phénomènes lumineux, dans le système des ondulations, a été établie d’abord par Fresnel, en prenant pour point de départ un petit nombre de faits d’expériences d’où l’Analyse tire ensuite l’explication de tous les autres. Le premier, et le plus important, est le fait de l’interférence des rayons de lumière dans de certaines conditions; on en conclut que de la lumière
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ajoutée à de la lumière peut, dans certains cas, donner de l’obscurité. Ce résultat singulier n’a pas d’explication satisfaisante dans le système de l’émission, et il montre que les phénomènes lumineux sont dus à des mouvements vibratoires. La non-interférence des rayons polarisés h angle droit fait voir ensuite que les vibrations sont transversales aux rayons, c’est-à-dire qu’elles ont lieu sur la surface même des ondes, sans altérer la densité du milieu, ce qui les distingue essentiellement des ondes sonores. En outre, la double réfraction des cristaux établit que, dans ces corps, l’élasticité n’est pas la même en tous sens; cette double réfraction peut, du reste, être communiquée artificiellement aux substances simplement réfringentes, au verre, par exemple, au moyen d’une forte compression latérale qui modifie évidemment la distribution des forces élastiques.
En partant ainsi de quelques faits simples et bien observés, et en combinant avec une rare sagacité les résultats de l’expérience et du calcul, Fresnel était arrivé à donner une explication à peu près complète des phénomènes si variés de l’optique. Il restait toutefois à réunir les théories partielles en un seul corps de doctrine, et à les faire dépendre d’une théorie unique, en les rattachant aux lois fondamentales de la Mécanique. On peut encore ajouter que les principes eux-mêmes n’étaient pas suffisamment à l'abri de toute objection. Plusieurs des conséquences de Fresnel, et notamment la propriété des vibrations d’être transversales à la direction des rayons, furent vivement combattues par divers savants éminents, au nombre desquels se trouvait Poisson; leur exactitude ne fut définitivement reconnue que lorsque Cauchy eut démontré que les mouvements de ce genre étaient nonseulement compatibles avec les équations générales des
OPTIQUE. l/|I
mouvements infiniment petits (les systèmes de points matériels, mais. qu’ils en étaient même la conséquence naturelle.
Pour expliquer les phénomènes lumineux dans la théorie des ondulations, il faut concevoir que, dans l’intérieur d’un corps primitivement en équilibre, une ou plusieurs molécules voisines viennent subitement à être ébranlées. 11 en résultera une série- de vibrations qui Je propageront de proche en proche, à la façon des mouvements sonores. Si le milieu est homogène et doué de la même élasticité en tous sens, les vibrations, d’abord circonscrites dans un très-petit espace, se développeront sous forme d’ondes sphériques autour du centre d’ébranlement. À une distance suffisamment grande, on pourra considérer l’onde comme plane, ou bien lui substituer la portion voisine du plan tangent. Supposons maintenant que plusieurs ondes, dont les plans sont peu inclinés les uns sur les autres, viennent à se superposer, il en résultera, au point de coïncidence, une sensation de lumière, et on appellera rayon lumineux la droite sur laquelle sont situés les points où ont lieu les superpositions consécu* tives. Dans les milieux isophanes, ce rayon sera unique; dans les autres milieux il se doublera, et pour qu’il redevienne unique, il faudra que les déplacements des mo? lécules soient parallèles à l’un des trois axes d’un ellipsoïde déterminé, et l’on aura des rayons polarisés suivant ces directions. En général, une onde plane équivaut à trois rayons polarisés suivant trois directions distinctes; si le milieu est isophane, c’est-à-dire si l’élasticité de l’étfier est la même en tous sens, deux des ondes partielles se propageront avec la même vitesse et se superposeront de manière à n’en former qu’uneseule, polarisée parallèlement au plan de l’onde primitive; la dernière
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sera distincte et polarisée perpendiculairement ace plan.
Les équations générales de la lumière ont été données pour la première fois par Cauchy dans divers Mémoires publiés en 1829 et i83o. Elles se présentaient comme un cas particulier de ses recherches sur les mouvements infiniment petits des systèmes de molécules sollicitées par des forces d’attraction et de répulsion mutuelle. Dans ces équations, qui sont linéaires et aux dérivées partielles, entrent trois variables principales représentant les déplacements élémentaires d’une molécule par rapport h trois axes de coordonnées rectangulaires, et quatre variables indépendantes, qui sont les coordonnées de la molécule et le temps. Si l’on considère un seul système homogène de molécules , les coefficients des variables principales et ceux de leurs dérivées seront constants, et il en sera encore de même pour un système quelconque si l’on se borne à une première approximation. Mais en général la forme des équations et la forme des coefficients dépendront de la nature du milieu et de la direction des axes de coordonnées. Si les valeurs des coefficients sont indépendantes de la direction des axes, on dit que le système est isotrope, et alors la propagation du mouvement s’effectue de la même manière en tous sens; c’est le cas de la propagation du son dans les gaz ou les liquides, et c’est aussi ce qui a lieu pour un double système de molécules dont l’un est le fluide éthéré, et l’autre ce qu’on appelle en optique un corps isophane. Enfin il peut encore arriver que, l’un des axes restant fixe, les équations ne changent pas quand on fait tourner les deux autres autour du premier; alors la propagation de la lumière s’effectue uniformément autour de cet axe et autour
de tout axe parallèle. Ce cas se présente lorsque l’un des deux systèmes est l’éther, et l’autre un assemblage de
molécules 'constitué comme le sont les cristaux à un axe optique. JLes mêmes équations serviront donc également à expliquer la propagation de la lumière dans les milieux isophanes et dans les corps biréfringents.
Polarisation. — Le mode de polarisation de la lumière est déterminé par la nature de la trajectoire élémentaire que décrit la molécule éthérée. Si elle se meut en ligne droite dans le plan de l’onde, le. rayon lumineux sera plan, et on dira qu’il est polarisé dans un plan perpendiculaire à celui du rayon lui-même; si la molécule décrit un cercle ou une ellipse, on aura la polarisation circulaire ou elliptique.
L’état de polarisation d’un rayon est modifié par diverses circonstances, particulièrement par le passage dans un corps biréfringent. Il l’est également par les phénomènes de réflexion et de réfraction. Enfin la polarisation dépend essentiellement de la nature du corps qui la produit, et on la définit pour chaque corps au moyen de ce qu’on appelle Y angle de polarisation. On imaginera qu’un rayon de lumière tombe sur un miroir poli composé de la substance en question et s’y réfléchisse : lorsque le rayon réfléchi sera polarisé le plus complètement possible, l’angle d’incidence sera l’angle de polarisation relatif à cette substance. Le rayon réfléchi est alors perpendiculaire à la direction du rayon qui serait réfracté dans l’intérieur du miroir, et l’on est conduit à la loi suivante, découverte par Brewster : « L’angle de polarisation complète des rayons lumineux réfléchis par la surface de séparation de deux milieux transparents et isophanes a pour tangente l’indice de réfraction. » Cette loi cesse d’avoir lieu pour la réflexion à la surface des corps biréfringents; l’angle de polarisa-
tion varié alors avec les positions relatives <ki plan de réflexion et de la section principale du cristal. .
Parmi les phénomènes de l’optique, la polarisation est peut-être celui qui est lié le plus intimement à la constitution intérieure des corps. Les cristaux ne sont pas les seuls corps qui modifient l’état de polarisation des rayons lumineux; M. Biot a reconnu que diverses substances liquides ou même gazeuses jouissent de la même propriété; telles sont, par exemple, les dissolutions * concentrées de sucre, l’essence de térébenthine et les vapeurs de ces mêmes substances qui font éprouver une rotation variable aux plans de polarisation des rayons. Cauchy avait d’abord espéré obtenir l’explication de ces faits au moyen des équations générales des mouvements lumineux, mais des difficultés inattendues se produisirent, et il fut obligé de recourir à d’autres méthodes. Dans les questions de Mécanique et de Physique, on suppose ordinairement connues les forces et les masses qui constituent les systèmes, et on en déduit ensuite l’interprétation des divers phénomènes. C’est ainsi que les Géomètres ont, depuis longtemps déjà, expliqué le son, et que Cauchy lui-même, dans ses premiers Mémoires sur l’optique, est parvenu à établir, par le seul secours de l’Analyse, l’existence defe vibrations transversales. Dans la question actuelle, il se vit obligé de suivre une marche inverse, et, au lieu de former à priori les équations différentielles, il essaya de remonter des faits à ces équations elles-mêmes. Celte méthode le conduisit à une foule de résultats remarquables; nous citerons en particulier le suivant : « Pour que la polarisation d’un rayon lumineux soit circulaire, il suffit que la dilatation symbolique du volume s’évanouisse avec la somme des carrés des trois déplacements symboliques de chaque molécule. »
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Réflexion et réfraction. — Les lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière ont été établies pour la première fois par Cauchy, sans recourir à des formules empiriques ou à des hypothèses plus ou moins gratuites, et en discutant simplement les équations de condition relatives aux surfaces de séparation des milieux. Lorsque deux milieux sont séparés par une surface déterminée, et qu’un système d’ondes lumineuses, traversant le premier milieu, atteint le second, l’analyse démontre que, le système des ondes incidentes se partage en deux autres, dont l’un est réfléchi dans le premier milieu, et l’autre réfracté dans le second. On arrive ainsi aux lois expérimentales de la réflexion et de la réfraction, et l’on obtient en outre des formules remarquables pour la mesure des quantités de lumière polarisée; on retrouve de cette façon les résultats auxquels Fresnel et Brewsteç avaient été conduits par l’observation. D’ailleurs, comme la réfraction n’a pas d’influence sur la nature des couleurs, on en conclut que toutes les ondes réfractées, comprises dans un même rayon, se propagent avec la même vitessè.
Rayons évanescents. — On a vu dans le Chapitre précédent que si, dans un mouvement simple, infiniment petit, le module est constamment égal à l’unité, le. rayon de lumière correspondant se propage sans s’affaiblir ; si le module diffère de l’unité, l’amplitude des vibrations décroît en progression géométrique, tandis que la distance à un plan fixe croit en progression arithmétique; alors le rayon devient ce que Cauchy appelle un rayon évanescent.
La lumière que renferme un rayon évanescent peut être, dans un grand nombre de cas, perçue par l’œil.
II. IO
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Telle est en particulier la lumière verte transmise par voie de réfraction à travers une feuille d’or très-mince; telle est encore la lumière transmise à travers les faces latérales d’un prisme de verre qui a pour bases deux triangles rectangles, et fournie par un rayon émergent qui rase la face de sortie, dans le cas où le rayon réfracté forme, avec la normale à cette dernière face, un angle supérieur à l’angle de réflexion totale. Alors de rayon émergent s’éteint graduellement, tandis que le rayon incident forme un angle de plus en plus petit avec la face d’entrée.
En général, lorsqu’un mouvement simple se propage dans un milieu isophane, il doune naissance à trois systèmes de vibrations : les unes transversales, c’est-à-dire perpendiculaires à la direction du rayon ; les autres longitudinales, c’est-à-dire dirigées dans le sens même de l’axe du rayon. Si, pour chacun de ces mouvements élémentaires, le module est constamment égal à l’unité, ils se propageront chacun sans s’affaiblir; mais si le module diffère de l’unité, les rayons, soit transversaux, soit longitudinaux, seront remplacés par des rayons évanescents. En particulier, c le rayon évanescent qui tiendra lieu d’un rayon à vibrations longitudinales sera un rayon simple, composé de molécules dont les vibrations s’exécuteront dans des plans perpendiculaires aux traces des plans des ondes sur le plan fixe correspondant au module égal à l’unité. »
Il est nécessaire de tenir compte de ce résultat dans l’explication de la réflexion et de la réfraction de la lumière, car le troisième rayon réfléchi ou réfracté est précisément du genre des rayons évanescents, et est dirigé de manière à raser la surface de séparation des deux milieux.
OPTIQUE. l47
La théorie des rayons évanescents est l’un des résul- . tafs les plus remarquables des recherches de Cauchy sur l’optique, et confirme en même temps d’une manière décisive l’exactitude des principes de sa méthode; car elle donne l’explication de phénomènes très-singuliers, dont on n’avait auparavant aucune idée, et qui ont été du reste complètement vérifiés par les belles expériences de M. Jamin.
Dispersion. — Pour expliquer la réflexion, la réfraction et la polarisation de la lumière, il n’est pas nécessaire de considérer les équations des mouvements infiniment petits sous leur forme la plus générale; on peut négliger sans inconvénient certains termes qui sont sans influence sur ces phénomènes. Toutefois les équations ainsi réduites sont simplement approximatives, et ne peuvent servir à rendre compte de tous les faits. En particulier, elles ne font rien connaître relativement à la dispersion des couleurs dans le prisme. Ce dernier phénomène montre que, dans les corps transparents, la vitesse de propagation de la lumière n’est pas la même pour les ondes partielles. Il en est d’ailleurs de la lumière comme du son : la nature de chaque couleur est déterminée par la durée plus ou moins grande des vibrations éthérées, de la même manière que, en acoustique, la nature du son es.t caractérisée par la durée plus ou moins grande des oscillations excitées dans les corps. Enfin. la séparation régulière des couleurs indique qu’il y a une relation déterminée entre la vitesse de propagation de la lumière et la durée des vibrations lumineuses. Pour étudier les phénomènes de ce genre, il devient nécessaire de compléter les équations fondamentales, en tenant compte des termes secondaires qui avaient pu d’abord
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être négligés. En suivant cette idée qui lui fut suggérée par Coriolis, Cauchy parvint, non-seulement ' à assigner les causes du phénomène de la dispersion, mais encore à en fixer les lois, qui, malgré les travaux de plusieurs physiciens, étaient restées jusqu’alors inconnues.
La dispersion de la lumière n’a pas lieu à travers les espaces célestes : autrement les étoiles nous apparaîtraient sous la forme de spectres irisés; on en conclut que l’éther transmet avec la même vitesse les rayons des diverses couleurs. Il en est de même pour les gaz où bon n’a encore découvert aucune trace sensible de dispersion ; mais dans les corps solides ou liquides, les choses se passent autrement. : l’influence des molécules pondérables modifie alors la constitution du milieu éthéré, et la séparation des couleurs s’effectue.
L’absence de la dispersion dans l’éther céleste et dans les gaz conduit à des conséquences remarquables concernant la loi de l’action mutuelle des molécules d’éther dans ces milieux. Il suffit pour cela d’exprimer que la vitesse de propagation des diverses ondes dont se compose un rayon de lumière blanche est indépendante de leur épaisseur ou de la durée des vibrations. Or, si l’on suppose l’action mutuelle des molécules réciproquement proportionnelle au cube de leur distance, ou bien à une puissance comprise entre la seconde et la quatrième, on trouve que la vitesse de propagation des vibrations transversales s’évanouit, ce qui n’a pas lieu si l’on admet que cette action soit, ou bien une force attractive réciproquement proportionnelle au carré de la distance, ou bien une force répulsive inversement proportionnelle au bicarré de la distance. La première hypothèse est inadmissible, et le phénomène de la dispersion permet de décider entre les deux dernières. L’Analyse apprend, en
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effet, que, dans le second cas, la vitesse de propagation des ondes doit être proportionnelle à l’épaisseur des ond(ÿ>, et que, dans le troisième, elle doit en être indépendante. L’absence de dispersion pour l’éther des espaces planétaires et pour les gaz montre que celte dernière circonstance est, en effet, réalisée; il faut donc en conclure que, dans ces milieux, l’action réciproque des molécules d’éther est répulsive de sa nature et varie en raison inverse du bicarré de la distance, au moins dans le voisinage du contact. Cependant, les hypothèses précédentes étant seulement approchées, et les molécules ne pouvant jamais être absolument en contact, il y avait lieu de se demander si la dispersion des couleurs est alors rigoureusement nulle ou seulement insensible.
Certaines observations astronomiques relatives aux étoiles changeantes paraissaient de nature à décider la question. L’étoile Algool, par exemple, est douée d’un éclat périodique, et, dans un intervalle de quelques heures, perd plus de la moitié de sa lumière. Si les rayons partis de cette étoile ne se propageaient pas avec la même vitesse, leur différence de marche, quelque petite qu’elle soit, finirait par devenir sensible, à cause de la grande distance, et il en résulterait des variations de couleur, en sens divers, suivant que l’éclat de l’astre irait en augmentant ou en «diminuant. Des observations précises, entreprises à ce sujet par Arago, n’ont accusé aucune trace appréciable de coloration à quelque époque que ce soit des phases, et il faut en conclure que la dispersion des couleurs dans le vide est, sinon rigoureusement nulle, du moins beaucoup trop faible pour qu’on puisse la rendre sensible» même dans les circonstances les plus favorables.
La comparaison des résultats de l’expérience et de
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l’Analyse relativement au phénomène de la dispersion conduit à une foule de conséquences du plus haut intérêt sur la constitution et les vibrations de l’éther; nous indiquerons sommairement les plus remarquables. Quelque soit le degré de subdivision de la matière pondérable» celle de l’éther est incomparablement d’un ordre plus élevé, de telle sorte que, dans un espace élémentaire renfermant quelques molécules de matière, les molécules d’éther se compteront par millions de millions. Quapt à la vitesse de propagation de la lumière, elle est proportionnelle à la racine carrée de la densité de l’éther, toutes les fois que la dispersion est nulle. Si la dispersion se produit, le rapport des vitesses de propagation, en passant du violet au rouge, ne surpassera pas l’unité de un cent-millième. En admettant ce rapport, on trouvera que la distance de deux molécules voisines d’éther est inférieure à trois millionièmes de millimètre, c’est-à-dire inférieure à un deux-centième de l’épaisseur moyenne des ondes, de sorte que la dimension des ondulations est de beaucoup supérieure à la distance des molécules élhérécs. Si l’on veut, en outre, caractériser par des nombres les éléments des ondes, on pourra ajouter que leur épaisseur varie entre /|oG et 6/|5 millionièmes de millimètre, correspondant au violet extrême et au rouge extrême. De pljus, le nombre des vibrations exécutées pendant une seconde est compris entre 7G4 et 481 millions de millions qui sont relatifs aux mêmes couleurs. Entin ori sait que la vitesse de propagation de la lumière dans le vide sidéral est environ de 80000 lieues par seconde, ce qui établit une relation entre les épaisseurs des ondes et la durée des vibrations.
Diffraction. — L’une des principales objections adres-
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sées à la théorie des ondulations de l’éther se tirait de l’existence des ombres et de la propriété que possèdent les écrans d’arrêter la marche des rayons lumineux. Cauchy 'a résolu cette objection d’une manière définitive en montrant comment l’explication de ces faits se déduit des équations générales des mouvements lumineux, eten donnant simultanément l’interprétation des phénomènes de diffraction qui se manifestent par des franges produites vers les bords des corps éclairés. Ses recherches l’ont de plus conduit à des résultats analogues, et jusqu’alors inconnus, pour les ondes sonores. Les franges occasionnées par un rayon de lumière qui traverse une fente étroite, ont de faibles dimensions et deviennent insensibles pour peu qu’on s’écarte de l’axe du rayon ; mais.les choses se passent autrement pour le son. A côté de plusieurs analogies intimes, il y a, entre les ondes lumineuses et les ondes sonores, des différences essentielles. Les premières sont transversales et ont lieu sans changement de densité; les secondes sont longitudinales et sont accompagnées de condensations et de dilatations alternatives. Il existe, en outre, une extrême inégalité entre les épaisseurs des ondes dans les deux cas. Tandis que les ondes lumineuses perçues par l’œil ont une épaisseur comprise entre un tiers et deux tiers de millième de millimètre, celle des ondes sonores sensibles à l’oreille varie çntre 2 centimètres et plusieurs mètres. Il en résulte pour le son des effets de diffractio’n qui s’étendent beaucoup plus loin, et qui peuvent encore être sensibles à plusieurs mètres de distance. Des expériences entreprises à ce sujet par Savart et par Yung ont pleinement confirmé ces nouveaux résultats de Panalvse.
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MÉMOIRES
PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LOPTIQUE. — PROPAGATION DES ONDES
Ane. Ex. : t. V, p. 19 (53 pages). — Application des formules qui représentent le mouvement il’ un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction et de répulsion mutuelle , à la théorie de la lumière.
Considérations générales. — Propagation des ondes planes. — Surface des ondes.
Bull. Fér. : t. XI, p. h 2 . - Inst. : t. IX, p. 114 . — Sur le mouvement d'un système de molécules qui s’attirent ou se repoussent à de très-petites distances, et sur la théorie de la lumière.
Bull. Fér. : t.* XIII, p. 114 . - Mém. Dét. : 1830 et 1836. — Sur la théorie de ta lumière.
Inst. : t. X, p. 293 ( 2.4 pages). — Deux Mémoires sur la théorie de la lumière.
Nouv Ex. : t. I, p. 288 (4o pages). - C. R. : 1840, I er jri mm., p. 905 . — Sur les deux espèces d’ondes planes qui peuvent se propager dans un système isotrope de points matériels.
Nouv. Ex. : t. II, p. 99 . - C. R : 1841, a 1 ' sent., p. 184 . — Sur la surface caractéristique correspondant à un système d’équations linéaires aux . dérivées partielles, et sur la surface des ondes.
C. R. : 1836, 1 " sent., p. 182 et suiv. — Six lettres sur Ut théorie mathématique de la lumière.
C. R. : 1838, 2 e sent., p. 751 . — Sur les vibrations de l’éther dans un thilicu ou dans le système de deux milieux, lorsque la propagation de Ut lumière s’effectue de la même manière, en tous sens, autour de tout axe parallèle à une droite donnée.
C. R. : 1838, 2 r sent., p. 865. — Sur la pro/tagation du mouvement par mules planes dans un système de molécules qui s’attirent ou se repoussent à de très-petites distances.
Analogie de ces ondes avec celles dont la propagation donne naissance, aux phénomènes de la polarisation de la lumière et de la double réfrac- ' tion.
C. R. : 1838, 2 ' sem:, p. 907 . — Formules extraites de deux Mémoires présentés à i Académie sur la théorie mathématique de la lumière.
C. R. : 1839, I er sem . , p. 582 . — Sur la nature des ondes lumineuses , et généralement de relies qui se propagent dans les systèmes de molécules.
C. R. : 1839, 2 * sem., p. 283 . — Mémoire ayant pour objet de montrer comment une seule théorie peut fournir les lois de la propagation tic la chaleur et de ta lumière.
C. R. : 1841, 2 ' sem . , p. 188 . — . Sur l’emploi des fonctions principales représentées pur des intégrales définies doubles flans la recherche des ondes lumineuses ou shnorcs.
C. R. : 1841, 2 e sem., p. 319 . — Sur la surface des ondes lumineuses dans les cristaux à deux axes optiques.
C. R. : 1841 , 2 e sem., p. 960 . — Observations sur une Notedc M. Blanche t relative à la théorie des ondes.
C. R. : 1842. 1 " sem., p. 38g. — Rapport sur deux Mémoires de AI. Blnnchet relatifs h la propagation du mouvement dans les milieux élastiques cristallisés, et en particulier à la délimitation des ondes.
Notes diverses de Cauchy concernant la question. — Sur l’intégration d’un système d’équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants. — Intégration d’une équation linéaire, aux dérivées partielles, à coefficients constants, avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. — Intégration des équations qui représentent les mouvements infiniment petits d’un système de molécules dont l’élasticité reste la même en tous sens, autour d’un axe parallèle à une droite donnée.
C. R. : 1842, 2 e sem., p. 81 3. — Sur les différences qui existent entre les ondes lumineuses et les ondes sonores.
C. R. : 1845, 1 " sem., p. 1180 . — Remarques à l’occasion tl’une communication de M. Laurent, sur Ut théorie mathématique de la lumière.
C. R. ; 1849, 2 ' sem:, p. fioG. — Recherche des intégrales qui représentent les mouvements infiniment petits des corps hotitogènes, et spécialement les mouvements par ondes planes.
Délimitation des ondes au moyen des coefficients limitateurs.
C. R. : 1849, 2 ' sem., P.- 728 . - Inst. : t. XXII, p. 599 . — Sur lès vibrations d’un double système de molécules et de l’éther contenus dans un corps cristallisé.
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C. R. : 1830, I er sem., p. 35. — Sur la propagation de la lumière dans les milieu X isophanes. — Sur les vibrations de l'éther dans un milieu homogène dont les molécules restent sensiblement immobiles.
C. R. : 1830, i cr sem., p. g3. — Sur les vibrations de l'éther dans les milieux qui sont isophanes par rapport à une direction donnée.
C. R. : 1830, 2 ' sem., p. 338. — Sur les équations différentielles du . mouvement de l'éther dans les cristaux à un ou à deux axes optiques.
RÉFLEXION ET RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE
Bull. Fér. : t. XIV, p. G. — Sur la réflexion ci la réfraction de la lumière. •
Nouv. Ex. : t. I, p. 1 33 (45 pages). — Sur la réflexion et la réfraction dans un milieu homogène.
Équations des mouvements infiniment petits d’un système homogène de molécules. — Réduction de ces équations dans le cas où elles deviennent indépendantes de la direction des axes de coordonnées'. — Équations symboliques des mouvements infiniment petits. — Mouvements simples. — Sur les perturbations qu’éprouvent les mouvements simples dans le voisinage d’une surface plane. — Sur les conditions générales de la coexistence des mouvements simples que l’on suppose propagés dans deux portions différentes d’un système moléculaire, diversement constituées et séparées l’une de l’autre par une surface plane. — Sur les lois de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples dans les milieux isotropes.
Nouv. Ex. : t. I, p. 212 . — Sur les rayons simples qui se propagent dans un milieu isotrope, et sur ceux qui sont réfléchis ou réfractés par la surface de séparation.
Rayons simples. — Polarisation de ces rayons. — Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation de deux milieux isotropes. — Sur les deux espèces de mouvements simples qui, dans un milieu isotrope, peuvent se propager sans s’affaiblir. — Des milieux dont les surfaces de séparation polarisent, suivant le plan d’incidence, les rayons réfléchis sous un certain angle.
Inst. : f. XXÜ, p. 17 . - C. R. : 1 848, 2 " sem., p.99. — Sur les conditions relatives aux limites des corps, et en particulier sur celles qui conduisent aux lois delà réflexion et de la réfraction de la lumière.
Inst. : t. XXII, p. 29 . — Sur les rayons lumineux siutjr/es et les rayons évanescents.
Journ. Liouv. : t. VII, p. 338. — Note sur la réflexion de la lumière à la surface des métaux, à l’occasion d'un Mémoire de M. Mac-Cullagh sur la meme question.
C. R. : 1838, 2 ' sent., p. g53, g85, io44- — Sur la réflexion et la réfraction de la lumière produites par la surface de séparation de deux milieux doués de la réfraction simple.
C. R. : 1839, 1 " sent., p. 7 et suiv. — Sept Mémoires sur ta réflexion et la réfraction de la lumière.
C. R. : 1839, i* r sent., p. 327 . — Sur l’égalité des réfractions de deux rayons lumineux qui émanent de deux étoiles situées dans deux portions opposées de l’écliptique.
C. R. : 1839, 1 er sent,, p. 553. — Sur la quantité de lumière réfléchie , sous diverses incidences, par les surfaces dés corps opaques, et spécialement des métaux.
Formules pour la détermination de l’intensité de la lumière réfléchie.
C. R. : 1839, 1 " sent., p. g64- — Remarques à l’occasion d’une réclamation de priorité de M. Mac-Cullagh, relativement à certaines formules jrour calculer l’intensité de la lumière.
C. R.: 1839, 1 " sem., p. g85. — Sur la réflexion et la réfraction t l’un mouvement simple transmis d’un système de molécules à un autre ; chacun de ces deux systèmes étant supposé homogène, et tellement constitué que la propagation des mouvements infiniment ]>etils s’y effectue en tous sens suivant les mêmes lois.
C. R. : 1839, 2 e sem., p. i, 5g, gi. — Sur la réflexion et la réfraction d’un mouvement simple. . , r
C. R. : 1839, 2 e sem., p. 764 . — Sur la réflexion des rayons ■lumineux produite par la seconde surface d’un corps isophanc et transparent.
C. R. : 1810, i er sem., p. 347 . — Considérations nouvelles relatives à la réflexion et h la réfraction des mouvements simples.
C. R. : 1842, 2 ' sem., p. 418 . — Sur le calcul des phénomènes que présente fit lumière réfléchie ou réfractée par la surface d'un corps transparent ou opaque.
C. R. : 1812, 2 e sem., p. 542 . — Méthode abrégée / mtr ta recherche des lois suivant lesquelles la lumière se trouve réfléchie ou réfractée parla surface d’un corps transparent ou opaque.
Examen du cas où les milieux cessent d’étre isophanes.
C. R. : 1848, i "sem., p. 86; — Sur la lumière réfléchie fuir la surface cl’un corps opaque, et spécialement d'un métal.
C. R. : 1848, a' sent., p. 6ai. — Sur les trois espèces de rayons lumineux qui correspondent aux mouvements simples du fluide élhéré.
Cas où le troisième rayon lumineux s’évanouit.
C. R. : 1849, i" scm., p. a, a5. — Mécanique moléculaire. — liquations du troisième rayon lumineux. — Rayons évanescents.
C. R. : 1849, i' r scm . , p. 5 j. — Sur la réflexion et la réfraction de la lumière et sur de nouveaux rayons réfléchis ou réfractés.
C. R. : 1849, i' p scm., p. 121. — Rapport sur un Mémoire de M.Jamin concernant la réflexion de la lumière à la surface des corps transparents.
C. R.: 1849, 1" scm . , p. 161. — Sur la détermination simultanée de l’indice de réfraction d’une lame ou d’une plaque transparente, et de l’angle compris entre les deux surfaces planes qui terminent celte plaque.
C. R. ; 1849, 1" sem., p. 333. — Sur les rayons réfléchis ou réfractés par des lames minces, et sur les anneaux colorés.
C. R. ; 1850, I er scm., p. 97. — Sur la différence de marche entre deux rayons lumineux qui émergent d’une plaque doublement réfringente à faces parallèles .
C. R. : 1830, ] tT sein., p. 405. — Sur l’intensité de la lumière dans les rayons réfléchis par la surface d’un corps transparent ou opaque.
C. R. : 1830, I er sem., p. 498. — Rapport sur un travail de MM. de la Provostaye et De sains, relatif à ta théorie des anneaux colorés.
C. R.: 1830, 2' sem . , p. 112. — Rapport sur un Mémoire de M.Jamin, relatif à la doidrlc réfraction elliptique du quartz.
Énoncé d’un Mémoire sur la polarisation rectiligne et la polarisation circulaire.
C. R. ; 1850, 2' scm., p. 160 et aa5. — Sur les rayons de lumière réfléchis ou réfractés par la surface d’un corps transparent et isnphnnc.
C. R. : 1850, a c sein., p. 25 ". — Sur la réflexion et la réfraction des rayons lumineux ci la surface extérieure ou intérieure d'un cristal.
C. R. : 1850, 1 e sem., p. 297. — Détermination îles trois coefficients qui, dans la réflexion ou la réfraction opérées par la surface extérieure d’un cristal, dépendent des rayons évanescents.
OPTIQUE. i5y
C. R. : 1850, a' sein., p. 53a. — Sur un nouveau phénomène de réflexion. '
C. R. : 1850, a' sent., p. 666 . — Note relative aux rayons réfléchis sous V incidence principale par la surface extérieure tl’un cristal à un axe optique.
C. R. : 1830, a c sent., p. 766 . — Note sur la réflexion d’un rayon de lumière polarisée à la surface extérieure d’un corps transparent.
POLARISATION
Inst. : t. XVIII, p. i53 (64 pages). — Sur la polarisation rectiligne et la double réfraction.
Formules qui représentent les mouvements du fluide lumineux" dans lo cas où la polarisation est rectiligne. — Détermination des axes optiques dans les milieux biréfringents. — Détermination de la surface des ondes.
Nouv. Ex. : t. I, p. 260 . — Sur les relations qui existent entre l’azimut et l'anomalie d’un rayon simple doué de polarisation elliptique.
C. R. : 1839, 1 er sent., p. 658. — Sur l'intensité de la lumière polarisée et réfléchie par des surfaces métalliques.
C. R. : 1839, a' sent., p, 676 . — Sur ta polarisation des rayons réfléchis ou réfractés par ta surface de séparation de deux corps i/tnphancs et transparents.
C. R. : 1839, a' sent., p. 726 . — Sur les milieux dans lesquels un rayon simple peut e'trc complètement polarisé par réflexion.
C. R. : 1839, 2 ' sent. , p. 727 . — Sur la polarisation incomplète produite- à la surface de séparation de deux milieux pur la réflexion d’un rayon simple.
C. R. : 1842, 2 e sent., p. 910 . — Sur l’application de l’analyse mathématique à la recherche des lois générales des phénomènes observés pattes physiciens , et en particulier sur les lois de la polarisation circulaire.
C. R. : 1844, l' r sent., p. 940 . — Remarques à l’occasion d’un Mémoire de M. Laurent sur la rotation des plans île polarisation dans les mouvements infiniment petits d’un système de sphéroïdes.
C. R. : 1844, 1 " sent., p. 961 ; 1847, 2 e sent., p. 33 1 . — Sur la polarisation chromatique .
C. R. : 1843, 2 ' sent., p, 645. — Démonstration simple de cette pro-
position que : dans un rayon de lumière polarisée rectilignement, les vibrations des molécules sont perpendiculaires au plan de polarisation.
DISPERSION
Mém. Dét. : Prague, 1835 (a34 pages). — Sur la dispersion des couleurs.
Considérations générales. — Équations différentielles du mouvement d’un système de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. — Intégration de ces équations au moyen d’exponentielles imaginaires à trois variables. — Application à la théorie de la lumière. — Propagation des ondes lumineuses dans un milieu où l’élasticité. de l’éther reste la même en tous sens. — Sur la réfraction de la lumière. — Applications numériques. — Sur la propagation de la lumière dans les milieux où sa vitesse reste la même pour toutes les cou- . leurs. — Sur la relation qui existe entre la vitesse de la lumière et l’épaisseur des ondes lumineuses. — Sur les résultats que fournit l’approximation du premier ordre.
C. R. : 1836, 2 e sein., p. 422 . — Lettre sur la dispersion ' de ta lumière pour les substances gazeuses.
C. R. : 1842, 2 e sem., p. io38. — Mémoire relatif à de nouvelles formules générales qui renferment les lois suivant lesquelles un rayon lumineux est réfléchi ou réfracté par la surjace de séparation de deux milieux isophanes, dans le cas où l’on tient compte de la dispersion ( tes couleurs, et qui doivent être substituées, dans ce cas, aux formules de Fresnel.
Simple énoncé/
C. R. : 1842, 2 e sem., p. 1076 . — Sur tes lois de la dispersion plane et de la dispersion circulaire dans les milieux isophanes.
C. R. : 1850, 2 e sem., p. 842 . — Note sur les vibrations transversales de l’éther et sur la dispersion des couleurs.*
DIFFRACTION.
C. R. : 1842, 2 ' sem., p. 554 et 573 . — Sur la diffraction de la lumière. .
Le problème de la diffraction de la lumière se ramène en définitive à l’évaluation de deux intégrales définies, dont on obtient des valeurs approchées au moyen de deux séries dont il suffit de calculer quelques termes.
OPTIQUE. l5()
C. R. : 1842, 2 ' sent., p. 6o5 et 670 . — Sur les phénomènes des ombres et de la diffraction.
Ce Mémoire est la reproduction d’un travail antérieur, composé par Cauchy en 1 836, et dont les résultats sont résumés dans une série de lettres insérées aux Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences pour la même année 1 836.
C. R. : 1842, 2 ' sein., p. 712 . — Sur les rayons diffractés qui peuvent être transmis ou réfléchis par la surface de séparation de deux milieux diaphanes .
C. R. : 1812, 2 ' scm. , p. 759 et 8i3. — Sur de nouveaux phénomènes indiqués par le calcul , qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et en particulier sur la diffraction du son.
Extension aux ondes sonores des résultats obtenus pour les ondes lumineuses. — Différences résultant de l’inégale épaisseur des ondes, et en outre do ce que les vibrations sont transversales pour la lumière et longitudinales pour le son.
Ouvrages à consulter.
Journal drM. Liouvil/e , t. V, Vil et IX. — Recherches de M. H. Manchet sur la propagation de la lumière dans un milieu cristallisé et sur la délimitation des ondes.
M. Briot. — Recherches sur la théorie mathématique de la lumière ; 1 vol., 1864. , _
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CHAPITRE XII
Sommaire. — Insuffisance des méthodes anciennement usitées pour l'analyse des mouvements planétaires. — Recherches de Cauchy fondées sur le calcul des résidus. — Méthodes nouvelles pour le développement en série des fonctions astronomiques. — Propriétés et réduction des calculs relatifs à la fonction perturbatrice. — Extension au cas des petites planètes. — Mémoire de M. Le Verrier sur la planète Pallas. — Travaux astronomiques do Cauchy à cette occasion.
Mémoires. — Mécanique céleste. — Sur les applications du calcul des résidus et des limites à la Mécanique céleste. — Sur les équations différentielles des mouvements planétaires, et sur la détermination de ces mouvements. — Calcul des inégalités des mouvements planétaires.
— Application à ces calculs de la méthodo logarithmique. — Rapport et Notes concernant le travail de M. Le Verrier sur la planète Pallas.
— Méthodes nouvelles et variées pour la détermination des orbites des planètes et des comètes. — Calcul des éléments des orbites etapproximations successives. — Ouvrages à consulter.
SOMMAIRE
Un Mémoire présenté à l’Académie de Turin, en i83i, sur la Mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé : Calcul des limites, est le point de départ des travaux astronomiques de Cauchy. Voici en quels termes il caractérisait, à cette époque, l’état de la science' et l’objet de ses recherches : « Les méthodes, disait-il, que les géomètres ont employées pour déduire du principe de la gravitation les mouvements des corps célestes laissaient encore beaucoup à désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur convenable. Ainsi, en particulier, on ne
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trouve nulle part, dans la Mécanique céleste de Laplace, une démonstration suffisante de la formule de Lagrange, qui sert pourtant de base à la plupart des théories exposées dans cet ouvrage. D’ailleurs, pour déterminer, à l’aide de ces méthodes, les coefficients numériques relatifs à telle ou telle perturbation des mouvements planétaires, les astronomes étaient quelquefois obligés d’entreprendre des calculs qui exigeaient plusieurs années de travail. Un des Membres les plus distingués de cette Académie, M. Plana, m’ayant parlé dernièrement encore du temps que consumaient de pareils calculs, je lui dis que j’étais persuadé qu’il serait possible de les abréger, et même de déterminer immédiatement le coefficient numérique correspondant à une inégalité donnée. Effectivement, au bout de quelques jours, je lui rapportai des formules à l’aide desquelles on pourrait résoudre de semblables questions, et dont j’avais déjà fait l'application à la détermination de certains nombres qu’il est utile de connaître dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Quelques jours après, en s’appuyant sur les résultats qu’il avait obtenus dans un de ses Mémoires, M. Plana m’a dit avoir retrouvé, ou les mêmes formules, ou des formules du même genre. Au reste, pour établir les formules dont il s’agit, et d’autres formules analogues que renferme mon Mémoire, il suffit d’appliquer au développement de la fonction désignée par R, dans la Mécaniquecéleste, des théorèmes bien connus, tels que le théorème de Taylor et le théorème de Lagrange sur le développement des fonctions des racines des équations algébriques ou transcendantes. Mais on a besoin de recourir à d’autres principes et à de nouvelles méthodes pour arriver à des résultats plus importants dont je vais maintenant donner une idée. »
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Les calculs astronomiques exigeaient l’emploi de certains développements en séries qui, le plus souvent, étaient simplement déduits de la méthode des coefficients indéterminés. « Mais les démonstrations qu’on a prétendu donner de ces formules sont généralement insuffisantes : i° parce qu’on n’a point examiné si les séries sont convergentes ou divergentes, et qu’en conséquence on ne peut dire le plus souvent, dans quels cas ces formules doivent être admises ou rejetées; i° parce qu’on ne s’est point attaché à démontrer que les développements ainsi obtenus avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver qu’une série convergente provienne du développement d’une fonction, sans que la somme de la série soit équivalente h la fonction elle-même. Il est vrai que rétablissement des règles générales propres à déterminer dans quels cas les développements des fonctions implicites sont convergents et représentent ces mômes fonctions, paraissait offrir de grandes difficultés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace sur la convergence et la divergence de la série que fournit, dans le mouvement elliptique d’une planète, le développement du rayon vecteur suivant les puissances ascendantes de l’excentricité. Je pense donc que les géomètres et les astronomes attacheront quelque prix à mon travail, quand ils apprendront que je suis parvenu à établir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites, des principes généraux et d’une application facile, à l’aide desquels on peut, non-seulement démontrer avec rigueur les formules et indiquer les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des erreurs que l’on commet en négligeant les restes qui doivent compléter les séries. Parmi ces règles, celles qui se rapportent à la fixation des limites des
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erreurs commises, présentent dans leur ensemble un nouveau calcul que je désignerai sous le nom de Calcul des limites. » . .
« Ce Mémoire, ajoute encore Cauchy, renferme, en outre : i°une théorie de la variation des constantes arbitraires plus générale, et à quelques égards plus simple que celles qui se trouvent exposées dans les Mémoires de MxM. Lagrange, Laplace et Poisson; 2 0 des intégrales définies propres à représenter, dans le développement de la fonction perturbatrice, le coefficient du sinus ou du cosinus d’un angle donné; 3 ° des formules d’interpolation qui servent à déterminer une fonction entière de sina; et de cos#, quand on connaît un nombre suffisant de valeurs particulières de cette même fonction ; 4° plusieurs développements nouveaux de la fonction perturbatrice, avec des formules propres, non-seulement à fournir les termes généraux de ces développements, mais encore à déterminer les limites des erreurs commises quand on conserve seulement certains termes, en négligeant ceux qui les suivent. Je montre aussi dans quels cas l’un de ces développements doit être employé de préférence à l’autre. Ainsi, en particulier, si l’on demande les perturbations produites dans le mouvement d’une planète par une autre planète, située à très-peu près à la même distance du soleil que la première, le développement employé jusqu’ici par les astronomes devra être rejeté, et il faudra lui substituer un des autres développements ci-dessus mentionnés. On devra donc recourir à ces nouveaux développements dans la théorie des petites planètes, quand on recherchera les inégalités qui dépendent de leurs attractions mutuelles. »
Lorsque Cauchy eut été élu, en novembre 1 839, Membre du Bureau des Longitudes, son attention se reporta
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de nouveau sur les perfectionnements dont les méthodes astronomiques étaient susceptibles. Ses travaux sont exposés dans le Recueil des nouveaux exercices et dans les Comptes rendus pour l’année 1840. Ils avaient surtout pour objet de trouver des formules propres à faciliter et •à réduire les calculs si longs et si pénibles auxquels les astronomes étaient assujettis. Outre les inconvénients déjà signalés, les anciens développements en séries en offraient d’autres qui n’étaient pas moins graves. D’abord on avait coutume de déduire les coefficients des divers termes des séries les uns des autres,. ce qui entraînait des calculs prolixes et ne permettait pas de reconnaître facilement les erreurs qui avaient pu être commises. De plus, dans un grand nombre de cas, les formules employées n’étaient plus suffisamment convergentes, ou même cessaient de l’être tout à fait. Il était donc indispensable de remédier à ces divers inconvénients par une méthode complètement nouvelle. « Le besoin urgent, dit Cauchy, que l’on avait d’une semblable méthode en astronomie,' m’était encore représenté dernièrement par M. Le Verrier, qui vient de terminer, à l’aide de ses formules d’interpolation, un grand et difficile travail sur la planète Pallas. Cédant aux instances de ce jeune savant, j’ai dirigé mes recherches vers un problème dont la solution peut épargner aux astronomes tant de fatigues et tant de veilles. J’ai été assez heureux pour atteindre le but de mes efforts. »
Celte nouvelle étude repose sur certaines propriétés des fonctions entières et réelles des sinus et cosinus d’un même angle, qui peuvent toujours se transformer endos fonctions rationnelles dépendant simplement de la tangente trigonométrique de la moitié de cet angle. Si l’on égale ensuite la fonction à zéro, on a une équation auxi-
liaire dont les racines servent à calculer avec une grande approximation les diverses intégrales définies qui entrent dans le calcul des mouvements planétaires, notamment les intégrales relatives à diverses inégalités périodiques dont la détermination offrait de nombreuses difficultés. La méthode employée avait de plus l’avantage de s’appliquer à une foule d’autres problèmes du même genre qu’on rencontre, soit dans la théorie des transcendantes elliptiques, soit dans les questions de physique mathématique.
Les recherches dont il vient d’être parlé conduisirent Cauchy h une théorie toute nouvelle des mouvements planétaires, exposée dans . les Comptes rendus pour l’année 1842. Lagrange, Laplace et Poisson, dans leurs Mémoires sur la variation des constantes arbitraires, avaient déjà réduit la détermination de ces mouvements à l’intégration d’équations différentielles renfermant, avec le temps et les éléments de chaque orbite, les dérivées partielles de la fonction perturbatrice prises par rapport à ces mêmes éléments. 11 s’agit alors de trouver, pour le développement de la fonction perturbatrice, la forme la plus convenable. Pour y parvenir, Cauchy recourt à sa théorie des résidus et lui emprunte deux théorèmes fondamentaux. Le premier sert à exprimer en termes finis une intégrale dans laque! le la- fonction sous le signe d’intégration est une fonction rationnelle, souvent même transcendante, d’une exponentielle trigonomélrique, lorsque l’intégrale est prise entre les limites o et 2 7i de P argument. Suivant un second théorème, si, après avoir multiplié, dans une* semblable intégrale, l’exponentielle trigonométrique par un module quelconque, on fait varier ce module, la valeur de l’intégrale restera invariable tant que la fonction soumise au
signe d’intégration ne cessera pas d’être une fonction continue de l’argument.
Parmi les avantages considérables de la nouvelle méthode, on doit remarquer surtout les réductions relatives aux intégrales et aux transcendantes qui étaient nécessitées auparavant pour le calcul de la fonction perturbatrice. Ainsi, par exemple, au lieu de la triple série des transcendantes comprises dans l’ancien développement, il suffira de considérer une série double de transcendantes beaucoup plus faciles à calculer. « Pour donner, disait Cauchy, une idée de la réduction ainsi opérée dans les calculs, considérons en particulier le cas où les deux planètes sont Jupiter et Saturne. Alors, en suivant l’ancienne méthode, on devra former le tableau qui se trouve inséré dans le troisième volume de la Mécanique céleste, pages 81 et suivantes, et calculer en conséquence plus de quatre-vingt-dix transcendantes, dont plusieurs offriront des valeurs considérables, qui pourront s’élever au nombre 800 et au delà. Au contraire, suivant la nouvelle méthode, pour arriver au même degré d’approximation, on aura seulement à calculer une vingtaine de transcendantes, dont les douze premières sont déjà connues, et dont la plus grande surpasse à peine le nombre 2. *
Énonçons encore, avec Cauchy, les propriétés les plus extraordinaires des nouveaux développements: « i° Chacun des termes séculaires, c’est-à-dire des termes qui sont indépendants des anomalies, peut s’exprimer sous forme finie par une certaine fonction des éléments des orbites, qui demeure algébrique par rapport aux grands axes et aux excentricités; 2 0 dans chaque terme périodique, les coefficients des sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes sont la somme d’une série simple de quantités dont chacune peut encore être exprimée
sous forme finie, par une certaine fonction des éléments, qui demeure algébrique par rapport aux grands axes, mais qui devient transcendante par rapport aux excentricités. » ,
En i 845, une circonstance particulière mil en évidence toute la portée des méthodes astronomiques de Cauchy. M. Le Verrier avait soumis au jugement de l’Académie un Mémoire considérable sur le mouvement de la planète Pallas, et spécialement sur la grande inégalité due à l’influence de Jupiter. La longueur et la complication des calculs se prêtaient difficilement à un contrôle direct qui aurait consisté à reprendre la marche même de l’auteur; mais les méthodes nouvelles dont Cauchy était possesseur lui permirent de simplifier la question d’une façou inespérée, et le mirent en mesure de vérifier, en quelques heures, un travail qui, dans son ensemble, avait exigé plusieurs années de recherches. Voici eu quels termes il indique la nature du problème : « On sait que la théorie des petites planètes; découvertes au commencement de ce siècle, s’est refusée jusqu’ici à tout calcul précis, en déconcertant les efforts des astronomes et des géomètres. Les positions de ces astres, données d’avance dans les éphémérides, diffèrent toujours assez notablement de celles qu’indiquent plus tard les observations. En vain l’Académie a-t-elle proposé cette théorie comme sujet de prix. Le concours n’a produit aucun Mémoire digne de l’importance du sujet., Les excentricités et les inclinaisons des orbites de Cérès, de Pallas, de Junon et de Vesta n’étant plus renfermées dans les limites compatibles avec l’usage des méthodes de calcul jusqu’à présent appliquées aux planètes anciennes, on ne voyait plus comment il serait possible de fixer les inégalités périodiques des nouveaux astres, surtout lorsqu’il
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s’agissait d’inégalités dont l’ordre était fort élevé. On doit savoir gré à M. Le Verrier de n’avoir point reculé devant la pensée d’attaquer un problème si difficile; on doit lui savoir plus de gré encore d’avoir atteint le but qu’il s’était proposé et d’avoir prouvé, par un exemple très-remarquable, que le problème pouvait être résolu. »
La méthode de Cauchy consiste surtout dans le choix des séries qui doivent être adaptées au calcul. Les séries dont on faisait usage autrefois étaient ordonnées suivant les puissances entières des excentricités ou des inclinaisons des orbites; mais lorsque ces éléments cessent d’être très-petits, les séries ne sont plus convergentes, et il faut leur substituer des développements ordonnés suivant les sinus et cosinus des multiples des longitudes ou des anomalies, et, dans ce cas, la grandeur de l’inclinaison peut même devenir favorable à la convergence des suites. En raison de l’insuffisance des développements connus, M. Le Verrier entreprit de calculer l’inégalité cherchée en se servant des formules d’interpolation adaptées à un système de deux variables. Les résultats de son Mémoire furent d’ailleurs reconnus exacts par Cauchy, qui, en appliquant ses méthodes propres, les vérifia de deux manières différentes. Dans un premier calcul, l’inégalité s’élevait, au maximum, à 906", 6, et l’angle qui doit être retranché des multiples des anomalies moyennes, était de 29 u 3'55"; un second calcul conduisait aux nombres 906", 3 et 29°3'25". M. Le Verrier avait trouvé de son côté les nombres 890 secondes et 29°7'. On voit donc que les résultats de Cauchy s’accordaient entre eux à 3 dixièmes de seconde près, et avec
ceux de M. Le Verrier dans des limites d'erreur très-res- ; ^ . * treintfcs qui pouvaient, du reste, s’expliquer par l’usage
des Tables de logarithmes à sept décimales, dont M. Le Verrier s’était servi.
L’un des problèmes les plus épineux qui se présentent dans l’étude des mouvements planétaires a pour objet l’évaluation en séries de certaines intégrales qu’on ne sait pas obtenir sous forme finie. Ces développements peuvent être effectués d’une infinité de manières, même dans le cas où la fonction soumise au signe d’intégration ne dépend que d’une seule variable. On peut, en effet, développer la fonction, soit suivant les puissances de la variable elle-même, soit suivant les puissances d’une fonction continue quelconque de cette variable. On conçoit alors qu’on puisse choisir la fonction auxiliaire, de façon à réaliser une convergence plus ou moins rapide. Pour que la série soit convergente entre des limites données, il suffit que les deux modules extrêmes de la quantité prise pour variable soient inférieurs à l’unité; mais çomme la série est d’autant plus convergente, que l’on est plus éloigné des limites extrêmes, il y aura avantage à prendre la variable auxiliaire de sorte que ces deux limites soient aussi distantes que possible. Pour réaliser ces diverses conditions, Cauchy décompose la fonction qu’il s’agit de développer, en deux facteurs, dont l’un reste fixe et l’autre se développe de plusieurs manières en séries rapidement convergentes. Si l’on suppose que, par suite du choix du premier facteur, chaque terme de la série puisse être facilement intégré, on aura alors des formules d’une application commode, qui permettront d’effectuer les calculs avec une grande approximation, tout en conservant un petit nombre de termes.
En ce qui concerne particulièrement le développement de la fonction perturbatrice, Cauchy décompose la partie de cette fonction, qui est réciproquement proportionnelle
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à la distance des deux astres, en deux facteurs , dont le premier est de la forme que ce rapport acquiert quand les astres se meuvent dans des orbites circulaires et demeure invariable; le second est développé suivant les puissances entières des exponentielles qui ont pour arguments les anomalies mo venues. Les inconnues sont
alors exprimées par des intégrales simples ou doubles, dans chacune desquelles la fonction, soumise au signe d’intégration, est le produit du premier facteur par une exponentielle trigonométrique, dont l’argument est proportionnel au temps. En outre, la détermination des intégrales simples se ramène au. calcul des seules transcendantes elliptiques de première et de seconde espèce; et celle des intégrales doubles au calcul de deux autres transcendantes qui sont ce que deviennent les premières
quand on multiplie la fonction sous le sign ej par la
variable à laquelle se rapporte l’intégration.
On peut ainsi obtenir une foule de séries nouvelles et d’un usage avantageux, en modifiant la forme du facteur fixe ou en substituant au temps uue autre variable indépendante. On remarquera surtout les résultats auxquels on arrive quand on exprime toutes les variables en fonction de l’angle qui représente la différence entre les anomalies excentriques des deux astres considérés.
Des modifications aussi profondes dans les méthodes usitées devaient amener un remaniement complet dans la construction des Tables astronomiques et dans les habitudes des savants : c Toutefois, ajoute Cauchy, celle innovation semble destinée à prévaloir, non-seulement en raison de l’économie de temps et de travail qu’elle en- ' traîne nécessairement, mais aussi et surtout parce que les nouveaux développements s’appliquent avec succès au
cas même où il s’agit de calculer les perturbations observées dans le mouvement des comètes, dont l’excentricité devient fort considérable et s’éloigne peu de l’unité. »
MÉMOIRES
Ane. Ex. : t. IV, p. 140. — Sur l'équation au moyen de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements planétaires.
Mém. Dét. : Turin 1831. - Nouv. Ex. : t. II, p. 4> ($7 pages). — Résumé du Mémoire de 1 83 1 (i3 pages) : Mémoire sur la Mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé Calcul des limites.
Formules pour le développement des fonctions en séries. — Insuffisance des démonstrations relatives aux séries employées en Astronomie. — Détermination des limites des erreurs commises quand on arrête les séries après un certain nombre de termes. — Le Mémoire inséré dans les Nouveaux Excrriccs est la reproduction d’une partie du Mémoire lithographié à Turin.
Bull. Fér. : t. XV, p. 2 G 0 . — Sur un nouveau calcul qui s'applique à un grand nombre de questions diverses.
Mém. Dét. : Milan 183a. — Sulla Mccanica cc/estc et sopra un nuovo ealcolo chiamato Calcolo dei lindti.
Nouv. Ex.: t. I, p. 27 . - C. R. : 1839, 2 ' sent., p. 184 . — Sur l'intégration des équations différentielles des mouvements planétaires.
C. R. : 1810, 2 ° scm., p. 179. — Méthodes, générales pour la détermination des mouvements îles planètes et de leurs satellites.
Discussion de l’équation caractéristique. — Méthodes pour obtenir les intégrales sous forme finie, lorsque Topération est possible, et dans le cas contraire, pour développer ces intégrales en séries régulières.
C. R. : 1810, 2 *' sent., p. 297 , 377 et 43 ' 2 . — Sur les fonctions alternées qui se présentent dans la théorie des mouvements planétaires.
C. R. : 1810, 2 f sein., p. 453 el5oi (32 pages). — Méthode simple et
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générale pour ta détermination numérique des coefficients que renferme te développement de la Jonction perturbatrice.
Considérations générales. — Sur la distance mutuelle de deux planètes et sur leur distance apparente vue du Soleil. — Développement delà fonction perturbatrice. — Décomposition de chaque terme en deux facteurs. — Substitution d'intégrales simples aux intégrales doubles qui entrent dans le développement. — Sur l’ordre des termes qui composent la fonction perturbatrice. — Développement des facteurs simples et des fonctions auxiliaires.
C. R. : 18{0, a 1 " scm., p. 5 12 et 533. — Sur le mouvement de notre système planétaire .
Équations différentielles du mouvemeut des planètes. — Intégration par le moyen des séries. — Variations du premier ordre des éléments elliptiques. < .
C. R. : 1840, 2 e scm., p. 565. — Sur les perturbations des mouvements planétaires, et en particulier sur celles du second ordre.
Simple énoncé.
C. R. : 1810, 2 ' sent., p. 579 (20 pages). — Sur la variation des éléments elliptiques dans te mouvement des planètes.
Variations du premier et du second ordre des éléments elliptiques et d’une fonction quelconque de ces éléments,
C. R. : 1841 , 1 er scm., p, 84. — Méthodes propres à simplifier le calcul des inégalités périodiques et séculaires des mouvements des planètes.
Dans un Mémoire précédent, Cauchy avait donné dc-s formules pour calculer directement les coefficients d’un terme qnelconque correspondant à une inégalité donnée dans le développement de la fonction perturbatrice en une série de sinus et do cosinus d’arcs variant proportionnellement au terhps ; mais la convergence de la. série ainsi obtenue était lente; la nouvelle méthode a pour objet de simplifier et de réduire les calculs.
C. R. : 1841, i" sent., p. 189 . — Sur les variations séculaires des éléments elliptiques dans le mouvement des planètes.
C. R. : 1841 , 2 ' sent., p. 317 . — Méthode nouvelle /tour le calcul des inégalités des mouvements planétaires, et en particldit r des inégalités à longues périodes.
Dans les méthodes usitées, on déduisait les coefficients des divers, termes les uns des autres, ce qui entraînait de longs calculs et ne permettait pas facilement de reconnaître les erreurs commises; Cauchy
MÉCANIQUE. CÉLESTE. I •j'i
donne au contraire le moyen de calculer directement chaque coefficient, et d’en opérer séparément li vérification.
C. R. : 18 il, a* - sein., p. 68a. — Note sur une transcendante i/ur renferme le développement de lu fonction perturbatrice relative au sj :ttème planétaire.
C. R. : 1841, i r se/n., p. 85o. — Sur ht substitution des anomalies excentriques aux anomalies moyennes dans le développement de la fonction perturbatrice .
C. R. : 1812, a' sem., p'.' 5<j. — Sur l’application du calcul des limites à l’intégration des équations différentielles de notre système planétaire.
C. R : 1842, s c sem., p. 186. — Sur les variations tics éléments du mouvement elliptique des planètes.
C. R. : 1842, a' sem., p. a55 et suiv. — Si x Mémoires sur une théorie nouvelle des mouvements pltmétuires .
Application du calcul des résidus à l’Astronomie. — Nouveau développement de la fonction perturbatrice. — Réduction%u nombre des transcendantes et des termes nécessaires pour obtenir une approximation déterminée. — Transformation des séries triples en séries doubles. — Sur diverses formules qui rendent plus facile l’application du calcul des résidus à l’Astronomie. — Détermination rigoureuse des termes séculaires *• dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice. — Sur une formule qui sert à développer, suivant les puissances entières d’un accroissement attribué au cosinus d’un arc, les accroissements correspondants que prennent les cosinus des multiples de eet arc. — Décomposition de la fonction perturbatrice en produits de facteurs, dont chacun se rapporte à une seule planète. . i
C. R. : 1843, a” sent., p. 1 1 57. — Sur l’application du calcul des limites à l' Astronomie .
C. R. : 1844, 1" sem:, p. i3. — Sur la convergence de la série qui exprime la fonction perturbatrice développée suivant les sinus et cosinus t les multiples des Ion git iules moyennes des planètes que l'on considère.
C. R. : 1844, 1" sent., p. 1 16. — Mémoire sur tes fonctions continues.
Application à l’Astronomie. - ' V
C. R. : 1844, 1" sem., p. 558. — Sur les valeurs moyennes des fonctions.
Application à l’Astronomie.
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C. R. : 4844, I er s cm., p. Gï5. — Sur le calcul des inégalités des mouvements planétaires.
Décomposition d'une fonction réelle et entière des sinus et cosinus d’un même angle en facteurs simples. — Sur la distance mutuelle de deux planètes considérée comme fonction des exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies moyennes. — Méthode nouvelle àl’aide do laquelle le rapport de l’unité à la distance de deux planètes peut être développé en une série ordonnée suivant les puissances entières de l’anomalie excentrique ou de l’anomalie moyenne de l’une d’elles.
C. R. : 1 8 i 4; 2“ sent., p. 1 5g, 279, 699. — Sur l’application de la méthode logarithmique à la détermination des inégalités périodiques que présentent les mouvements des corps célestes.
Développement du rapport de l'unité à la distance de deux planètes en une série ordonnée suivant les puissances entières de l’exponentielle trigonomëlrique dont l’argument est l’anomalie excentrique de l’une des deux planètes. — Développements analogues ordonnés suivant les puissances des exponentielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies moyennes des deux planètes.
C. R. : 4844, 2 ' sen., p. 1123 et suiv. — Quatre Mémoires sur un nouveau genre de développement des fonctions qui permettra d’abréger notablement les calculs astronomiques.
Décomposition de la fonction perturbatrice en deux facteurs dont un seul fournit, pour les termes d’un degré élevé, des valeurs sensibles. — Des restes qui complètent les séries comprises dans les nouvelles- formules lorsque l’on arrête chaque série après un certain nombre de termes.
C. R. : 1843, 1 " sera., p. 767 et 82*5 (40 pages). — Rapport sur un Mémoire de M. Le Verrier concernant la grande inégalité de la planète Pallas.
Vérification- au moyen de deux méthodes différentes. — Le Rapport est suivi de six Notes dans lesquelles Cauchy expose sa nouvelle théorie. — Sur les variations du moyen mouvement. — Sur la distance mutuelle des deux planètes. — Sur les développements de la fonction perturbatrice en séries ordonnées suivant les puissances entières des exponentielles dont les arguments sont les anomalies moyennes ou les anomalies excentriques. — Développement du rapport de l’unité à la distance de deux planètes en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles dont les arguments sont les anomalies excentriques. — Développement du rapport de l’unité à la distance de deux planètes en une série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles dont les arguments sont les anomalies moyennes. — Sur le3 moyens de simplifier le calcul des inégalités périodiques des mouvements planétaires.
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C. R. : 1845 , i cr sein., p. 907 (20 pages). — Sur la détermination approximative des fonctions représentées par des intégrales.
La méthode repose sur la décomposition des fonctions soumises au signe d’intégration en deux facteurs, dont le premier seul puisse devenir infini ou discontinu quand le module de la variable atteint les deux limites primitivement calculées; le second facteur se développe d’ailleurs ' séparément en série. On obtient ainsi des développements dont la convergence est très-rapide. Si, de plus, le premier facteur est de telle nature, que l’on puisse intégrer chaque terme de la nouvelle série, l’inté- grale proposée pourra être représentée avec une grande approximation par un petit nombre de termes simples.
C. R. : I 84 S, 1 "sein., p. 996. — Sur l'application des nouvelles for- , mules à l’Astronomie.
C. R. : 1815 , lisent., p. 1166 et 1612 (28pages). — Sur les séries nouvelles que l’on obtient quand on applique les méthodes précédentes de développement de la fonction perturbatrice à la détermination des inégalités périodiques des mouvements planétaires.
Sur la série que l’on obtient quand on développe des fonctions d’une seule variable suivant les puissances ascendantes de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument cette même variable. — Calcul des inégalités périodiques des mouvements planétaires. -— Sur une transformation remarquable de la fonction perturbatrice. — Sur la détermination des parties non périodiques de certaines intégrales. — Sur des formules et des théorèmes remarquables qui permettent de calculer très-facilement les perturbations planétaires dont l’ordre est très-élevé.
C. R. : 1840 , 2' sem., p. 887. — Méthodes nouvelles pour la détermination des orbites des corps célestes, et en /xirticulier des comètes.
Détermination complète des orbites et réduction de la' question à une équation du premier degré.
C. R. : 1840 , 2' son., p. g 5 G. — Sur l’application tic. la nouvelle formule d’interpolation à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes, et sur l'introduction directe des longitudes et des latitudes observées dans les formules astronomiques .
C. R. : 1840 , 2' sem., p. 1002. — Sur les formules relatives h la détermination des orbites que décrivent les corps célestes.
Détermination du plan de l’orbite. — Correction due à l’aberration de la lumière.
C. R. : 1847 , 2* sem., p. 401, 47 ^, 53 i, 572, 700. — Sur la détermination des orbites des planètes et des comètes.
Calcul dns distances de Mercure au Soleil et à la Terre. — Méthode d’interpolation. — Sur le degré d’exactitude avec lequel on peut déterminer les orbites. — Des erreurs occasionnées dans les développements de la longitude et de la latitude géocenlriques d’un astre, par suite des .erreurs d'observation. — Sur la correction des éléments de l’orbite d’un astre.
C. R. : 1847, 1 ’ sem., p. 775, 879, g53. — Sur lu détermination de l'orbite d'une planète, h l'aitle de formules qui ne renferment que lesdérivées du premier ordre de ht longitjule et de la latitude géocenlriques. .
Sur deux formules générales, dont chacune permet de calculer rapidement des valeurs très-approchées des éléments des orbites. — Sur une première approximation des éléments. — Sur les moyens d’obtenir avec une grande approximation les éléments d’une orbite à l’aide de cinq observations. ... .
C. R. : 1847, a p sem., p. 797. Rapport sur un Mémoire de M. de Gasparis relatif à la détermination des orbites planétaires.
Sur deux équations qui donnent, la longitude du nœud et l’inclinaison de l’orbite d’un astre à l’aide d'observations géocenlriques convenablement combinées.
C. R. : 1848, 1 er scm., p. 27. — Sur l’abaissement que l'on peut faire subir au degré de l’équation donnée par Lagrange dans la Connaissance des Temps pour l'année 1821.
C. R. : 1848, 1 er sem., p. 29. — Sur quelques propriétés remarquables des fonctions interpolai tes, et sur le parti qu'on peut en tirer pour une détermination sdre et facile des éléments de l'orbite d'une planète ou d’une cotnèté.
Méthode ]>our apprécier, au fur et à mesure des calculs, le degré d'approximalion sur lequel on peut compter.
• Ü. R. : 1848, t/Ç' sem., p. 57, 1 33, 1 57, a36. — Formules pour ta tlétentfination des orbites des planètes et des comètes.
’C. R. : 1848, i' r sem., p. 88. — Rapport sur divers Mémoires de M. Micbal relatifs à la détermination dés orbites des planètes et des comètes.
C. R. : 18S0, 1 " sem., p. 4*6. — Rapport sur un Mémoire de M. Yvon Villarccau concernant la détermination des orbites planétaires.
C. R. : 18.34, 1 er sem., p. 990. — Sur la transformation des variables qui déterminent les mouvements d’une planète., ou même d’une comète,
en fonction explicite du temps , et sur le développement de ces fonctions en séries convergentes .
C. R. : 1 8r>4, i" sem., p. io33. — Stic les services que là spirale logarithmique peut rendre à l ’ Astronomie :
C. R : 1857, i" sem., p. 85i et 896. — Nouvelle méthode pour lu détermination des astres, fondée sur la considération des régulateurs .
Ouvrages & consulter'.
Annales de l’Observatoire ( série des Mémoires ), t. V, p. 337. — Note sur l’équation dont dépend l ’ anomalie excentrique, et sur les séries qui . se représentent dans la théorie du mouvement elliptique des corps célestes-, parM. J.-A. Serret.
Annales de l’Observatoire (série, des Mémoires), !.. VII, p. iG5. — Mémoire sur les inégalités à longues périodes du mouvement des planètes;' par M. Pliseüx.
Exposé de la méthode de Cauchy pour le calcul des inégalités à longues périodes des longitudes moyennes des planètes. — Développement des Notes publiées par Cauchy dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences pour l’année 1845. — Extension de la mélhodo de Cauchy au cMcul des inégalités provenant du second terme de la fonction perturbatrice. — Sur la partie de l’inégalité de la longitude moyenne où le petit diviseur n’est élevé qu’à la première puissance. — Applications numériques au calcul des inégalités des planètes Pallas et Victoria.
Annales de l’Observatoire (série des Mémoires), t. VII. p. îG3. — Mémoires sur le calcul des divers termes du développement de ht fonction perturbatrice et de ses dérivées ; par M. J. Bourget.
Thèse d’ Astronomie, par Faa de Bruno, 185G. — Sur le développement de la fonction perturbatrice et des coordonnées d ’ une planète dans son mouvement elliptique.
Thèse d’ Astronomie , par H. Berger, 1863. — Étude sur le développement tle la fonction perturbatrice, d’après Cauchy , dans la théorie des mouvements planétaires.
Application au calcul de l’inégalité à longue période du moyen mouvement de Vénus sous l’action de la Terre.
Thèse tV Astronomie, par Durrande, 1861. — Détermination des coefficients des termes périodiques de la fonction perturbatrice.
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C. R. : 1 85 i , 1 " san., p. 807 . — Mémoire rie M. Bourget sur le développement des coordonnées d'une, planète en fonction du temps, d’après les méthodes de Cauchy.
Journ. Liouv. : 1860. p. 65, io5. — Mémoires de M'. Puiseux sur le développement en séries des coordonnées des planètes et de la fonction perturbatrice.
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