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L VECTORIEL
ÎMIERE PARTIE
ËNÉRAUX OU CALCUL VECTORIEL
TRODUCTION
l vectoriel. ~~ L'étude que nous préi pour objet de réunir en un corps de s du calcul vectoriel, ou de l'unité circues règles du calcul des quaternions aux calcul arithmétique, et de montrer que I suffit pour démontrer des propriétés
âges de Hamilton, Tait, Houel, Vallontré bien des lacunes. Nous ne croyons e utilité, comme l'aToue Tait lui-même, Dpositions de la Géométrie Euclidienne, . fini de réalité, car il importe peu dans res que les vecteurs soient réels ou ima- ! scalara ou teruions, puisque chacun y
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entre par sa direction particulière. Les démonstrations relatires aax polygones rectilignes sont les mêmes qu'ils soient considérés comme des vecteurs réels ou imaginaires. Nous verrons en elfet, qu'une sommation de vecteurs scalars ne peut donner pour somme vectorielle qu'un vecteur scalar, et une sommation de vecteurs ternions ne peut donner pour somme vectorielle qu'un vecteur t«mîon. Autrement dit : On ne peut ajouter ensemble que des quantités réelles et des quantités imaginfùres séparément.
C'est pourquoi au lieu de chercher à traduire en langage de quaternions les théorèmes de la géométrie et de la mécanique, quand on les considère dans leur état particulier de réalité finie, ce qui ne conduit généralement à aucun apergu nouveau et pourrait faire douter de l'utilité et de la nécessité de la méthode vectorielle, nous nous sommes attaché, au contrùre, à traduire eu langage ordinaire de l'algèbre les questions dans lesquelles se présente le symbole \/— I de l'nnité circulaire.
Comme le dit St-Venant (Etude des Sciences), pour comprendre les œuvres mathématiques de beaucoup d'auteurs, on sait à quel labeur, il faut le plus ordinairement se livrer. 11 faut, dit Poncelet, s'identifier avec l'auteur, il faut refMre sous d'autres formes et presque à chaque pas sa découverte. On ne peut signaler en marge une erreur, ni consigner un éclaircissement sans produire un bouleversement complet. Cette condition matérielle est à un haut degré antiscientiâqae. Les Leibnitz, les Bemoulli, les Euler entendaient les choses autrement. La plupart des ouvrages de Lagrange, de Cauchy, de Poisson, de Laplace, de Fresnel, dePoinsot n'ont point ce défkut, que l'on trouve chez certains illustres auteurs anglais.
Si nous n'avons pas toujours réussi à rester clair, nous avons du moins cherché à employer un langage ordinaire et
à éliminer les raisonnements métaphysiques, qui n'ont pas de liaison nécessaire avec le résultat expérimental .
2. Objections. —Plusieurs objections, que nous analysons au cours de cet ouvrage, nous ont été suggérées par l'étude des auteurs du calcul vectoriel . Les principales sont les suivantes :
1* Tout vecteur unité (ternion-unité) n'est autre chose
qu'une valeur définie de l'unité imaginaire \/—l, et cette opération n'est pas algébrique mais transcendante ou périodique.
2« Lès vecteurs coordonnés ne peuvent avoir pour longueur modulaire que l'unité réelle» d'après la loi de l'homogénéité de la nature des grandeurs de même espèce. Âutre-
nEteiit dit : le signe fonctionnel V— 1 n'exprime comme verseur qu'une opération angulaire ou de direction, mais si l'on y associe l'unité réelle, comme module, il exprime un vecteur-unité.
3** Nous établissons que la permutation des termes ne peut avoir lieu, aussi bien pour une addition vectorielle, que pour une addition versorielie, et nous regardons les expressions assez barbares de propriétés associatives, distributives, commutatives, etc., comme au moins inutiles. Car aucun raisonnement métaphysique ou d'induction mentale ne peut nous faire prévoir, ou même, deviner quelles seront les propriétés nouvelles d'une fonction élémentaire supérieure, et les règles du calcul ne peuvent avoir d'autre base scientifique que l'expérimentation ou l'induction expérimentale proprement dite .
¥ Le calcul vectoriel est un développement du calcul arithmétique ordinaire, et la notion de vecteur est commune aux scalars et aux quaternions, ce qui explique la dénomination de ternion^ qui répond à celle de vecteur de Hamilton. En effet, une variable implicite peut être vecto-
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rielle ou non, et la connaissance de sa nature ne peut résulter que de la discussion sur la nature des coefficients constants, et 1 î verseur étant variable d'une manière continue, aussi bien que le module, elle devient un scalar, pour des valeurs déterminées du verseur, sans cesser d'être vectorielle ou dirigée. A vrai dire, Hamilton et ses successeurs ont traité le calcul des verseurs, la plupart du temps, en les réduisant à des ternions, tandis qu'on doit les considérer comme ayant un verseur angulaire quelconque.
Déplus il ne nous paraît pas nécessaire, ni utile, de mettre le multiplicande après le multiplicateur, et nous montrons queTalgorithme de la division vectorielle doit être généralisé. Enfin nous trouvons que la méthode des coniques sphériques est beaucoup plus compliquée que le résultat à démontrer, tandis que la méthode algébrique suffit à tous les cas, sans ambiguïté.
5® Les biquaternions ne constituent pas un calcul diflerant essentiellement du calcul vectoriel ordinaire. La seule différence consiste dans l'indétermination de la valeur de Tunité imaginaire et par suite entraine un sytème correspondant d'identités, et ramène la question à un problème d'analyse indéterminée.
6° Nous établissons la théorie des fonctions linéaires vectorielles d'une manière purement algébrique, et la théorie si obscure de la fonction inverse de Hamilton nous paraît illusoire. L'on est presque effrayé de la somme de travail dépensé à sa construction, pour arriver à un résultat qui se déduit si naturellement de la transformation linéaire, et aussi de la somme de travail à dépenser pour remettre la question au point (le vue du langage scientifique ordinaire. Il faut alors remonter aux fonctions inverses des quaterninons de manière que la première question devienne un cas particulier d'une proposition plus générale. Or on sait que la transformation linéaire donne immédiatement la fonction li-
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' la méthode bien connue dei
s que la dérivée vectorielle puisque le quotient de deux q ternion parfaitemeot défini, lieu d'élever un piédestal au n ue, eût consacré son génie à lu de la science, il eut sans di [uelle pandt avoir beaucoup t I n'en eAt pas été moindre, et été plus considérable, res auteurs se laissent entr^n doit rendre inutile les travaux I, à moins qu'il ne s'agisse de iUe dans le monde physique, ( s Lavoisier, en astronomie et e thématique, où le contrôle ra he de la science est essentlelli vectoriel n'altère en rien le ci î coordonnées curvilignes et v es coordonnées cartésiennes, leur caractère fondamental. J ■Ue est devenue insuffisante, n' aire et le corollaire indispens , Généralisation n'est pas dest gage peut se modifier beaucoui s généraux, que l'usage se abandonner des termes trop i >le, que la méthode des quate mploi quelconque des coordon la nature même de la relativité icoreun oubli que cette métho système de coordonnées . La d ul algébrique de l'unité imagin
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que celle de l'homographie et de ranharmonie dans les âgares géométrlqaes de Chasles, soot venues préciser la corrélation vectorielle de la sphère et do plan, comme flgures fondamentales dans l'espace, mais elles ne sapprimeot aucun des théorèmes relatifs au plan et à la sphère, et ne fout que les généraliser.
3. Dtvision du sujet. — L'ouvrage que nous présentons au lecteur comprend trois parties distinctes : La première partie est relative aux principes élémentaires où aux règles du calcul vectoriel.
La seconde partie comprend la tbéoriedes fonctions vectorielles ou l'étude des fonctions de Points, et celle des vecteurs de Points .
Enfin la troisième partie concerne les applications du calcul vecloriel à la géométrie, k la cinématique et à la physique moléculaire.
Après avoir exposé dans le premier chapitre, l'origine et ta nature du calcul vectoriel, nous donnons dans le second chapitre des notions générales sur les vecteurs ; et les définitions que nous présentons résultent des théorèmes sur le calcul des vecteurs. Nous dé&nîssons d'une manière générale l'addition vectorielle, et l'addition versorlelle, et nous pensons pouvoir faire disparaître bien des obscurités dans le calcul des qoatemions et permettre à des esprits plus aptes aux découvertes mathématiques de développer avec plus de sûreté les règles du calcul des quantités périodiques. Nous ajoutons quelques notions, d'ailleurs bien connues sur l'exponentielle linéaire qui n'est antre chose que le type d'une quantité circulaire ou qoaternion.
Nous abordons dans le troisième chapitre les régies algébriques du calcul de l'unité imaginaire et nous démontrons d'une manière purement arithmétique les propriétés
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dea vecteurs quadrants, établies par Hamilton d'ima manière intuitive.
Nous complétons les formules par quelques notions sur les corn posantes obliques, qui trouvent leur application dans le calcul d'nne fonction linéaire, considérée d'une manière
Dans le chapitre IV nous montrons l'analogie de l'équation versorielle binôme, avec l'équation binôme ordinaire et sans doute ces analogies pourront être définies avec plus de détail . Nous regrettons que le temps et les capacités ne nous permettent pas de développer ce point où il faut aborder le calcul vectoriel proprement dit.
Nous reprenons ensuite le produit des vecteurs accompagnés de lenjrs modules, parce que la forme additive ou vectorielle des quatemions donne au calcul algébrique une toute autre forme.
Nous reprenons la sommation générale des vecteurs et enâu nous croyons devoir, avant d'aborder les propriétés générales des fonctions vectorielles donner la théorie des équations vectorielles du premier degré.
Opérations pincttonnelles élémentaires
opération que l'on exécute sur un nombre quelcoi titue une fonction de ce nombre. Nous pouvons les opérations ou fonctions élémentaires, en dési( celles qui ae peuvent se réduire à une autre plus s âlsparaitre.
L'opération primitive et unique du nombre est tion ou l'additioD. Toutes les opérations dont se mathématiciens sont dérivées de celle-là. Comm répétitions et les combinaisons complexes, qui pei à l'infini, il serait fastidieux et impraticable de pn simple répétition, le calcul a pour but de remédi* blesse età la limitation de notre compréhension.
Quand on répète une opération sur un nombre q on obtient une nouvelle fonction élémentaire qui nouvelles propriétés. Ainsi, faire la somme d'u AoQiiQ an produit, et l'on nomme coefficient le u exprime combien de fois on répète l'opération." D produit d'un produit donne une puissance, et 1' exposant le nombre qui indique combien de foi! l'opération. Cette nouvelle fonction possède de propriétés, en même temps qu'elle emploie les
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inférieures dont elle est composée, c'est ce qu*on appelle le principe de la permanence des règles du calcal, formulé par Hanckel .
5. Cl(zssification des opérations fonctionnelles . — Après les opérations précédentes, qui forment une première classe, qu'on appelle plus spécialement opérations algébriques, vient une seconde classe de fonctions élémentaires, que nous pouvons comprendre sous le nom de fonctions ou opérations circulaires. Elle comprend la fonction exponentielle et son inverse la fonction logarithme, les fonctions trigonométriques et angulaires, enfin les fonctions vectorielles ou les quaternions. Cette classe a pour caractère spécifique d'être simplement périodique, la période étant 27r y^— 1, et a précisément pour valeur numérique la période circulaire.
Pais viennent ensuite les fonctions doublement périodiques qui forment une troisième classe d'opérations élémentaires, bien plus variée, qu'on peut désigner sous le nom d'opérations ou fonctions eliiptiqtieSf et ainsi de suite.
6. De r Algorithme des opérations. — Le nombre des opérations élémentaires ou fonctionnelles que l'on peut exécuter sur le nombre est indéfini et illimité, tandis que celui des algorithmes ou signes d'opération est forcément limité dans la pratique. D'ailleurs la science ne possède pas toujours de notation suflîsante pour exprimer une répétition fonctionnelle. On convient alors par un avertissement express d'exprimer l'opération d'une manière algébrique. C'est ainsi que l'on écrit G* pour 8 (6.), G étant un signe fonctionnel ou d'opération exécutée sur une quantité qui reste implicite, et de même on écrit G? pour 6 (G?), etc. Alors la fonction inverse peut s'écrire Gr^ ; mais il faut alors prendre garde de confondre la fonction inverse ainsi écrite conventionnellement, et qui, ayant généralement une forme toute difierente, demande un algorithme difiérent, à moins qu'elle
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ne soit linéaire, avec la fonction réciproque - , C'est ûnsi que
certains .|iuteur3 anglais expriment par tang <x la fonction inverse arctg a, bien que, considérée algébriquement tang m soit la fonction réciproque cotg a. Ce nest donc là qu'une convention transitoire, pouvant donner lieu à des obscurités. Par exemple la fonction sin (sin x) donne une nouvelle fonction transcendente, pour laquelle la science ne possède pas d'algorithme bien dédni, et qui est un cas particuliw
de la forme générale H==e, qu'on pourrait appeler
multicirculaire. Il importe de ne pas confondre cette opération avec l'opération produit sin^ x = sin x, sin x, qae l'on écrit pour (sin jr)'- en supprimant la parenthèse pour abréger. Cette opération est encore distincte de celle-ci sin (a^) faite sur la variable angulaire.
Soit encore comme exemple , l'opération vectorielle
le nombre qui subit l'opération restant implicite. Cette opération répétée fonctlonnellement donne une nouvelle fonction quatemion, qui possède de nouvelles propriétés, et dont la partie scalar
est le paramètre scalar différentiel du second ordre, ou simplement le paramètre scalar second. Si au contraire, on répète la fonction v. algébriquement par produit od obtient
qui est le carré du module de la même fonction \ . ou paramètre ternioQ premier.
-1 r^yyr.T^-^*
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Nous voyons qu'une opération quelconque est indépendante du nombre ou de la quantité sur laquelle on opère, tant que celle-ci reste implicite, ce qui confirme 1^ principe de Hanckel. Il n'en serait plus de même, si Ton développait les opérations indiquées par une quantité explicite ; Ton serait conduit à écrire une somme de termes pouvant contenir des opérations différentes les unes des autres, mais le principe restera le même pour toute quantité implicite, jusqu'à ce que Ton retombe sur Tunité (dont la valeur reste elle-même implicite).
On se trouve conduit dans le calcul vectoriel ou des quaternions à de nouvelles fonctions, qui présentent des propriétés nouvelles qui viennent modifier profondément les théorèmes que Ton est habitué à considérer sur les nombres réels. On a proposé d'expliquer ces nouvelles propriétés par la généralisation de propriétés dites associatives^ dist7*ib.utiveSf œmmuialives, etc, parce qae les théorèmes de la sommation et de la permutation des termes présentent de nouvelles règles. Nous ferons seulement remarquer que tous les raisonnements, que Ton peut établir par une induction métaphysique ne peuvent en rien nous faire prévoir quelles seront les nouvelles propriétés d'une fonction supérieure élémentaire. Ces raisonnements ne peuvent avoir d'autre base scientifique que l'induction expérimentale proprement dite. Du reste, tous les mathématiciens, bien que le calcul de Tunité imaginaire ne fut pas encore bien connu, ont crû devoir démontrer la légitimité de la pernautation des termes dans les opérations sur les nombres réels. Il n'est donc pas étonnant qu'il se présente des cas où cette permutation ne peut plus avoir lieu sans changer la valeur du résultat, comme on le voit déjà pour les puissances, opération dans laquelle l'échange de la base et de l'exposant est rarement symétrique.
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7. Extension deCiâée de nombre. — L'arithmétique ne se borne pas au nombre supposé entier ; mais elle s'applique à tout« quantité, c'est-à-dire, à toute grandeur susceptible d'une mesure numérique. Une quantité étant donnée, le nombre quelconque qui la mesure étant toujours un symbole et pouvant rester implicite, lenombre,à proprement parler, n'est ni entier, ni fractionnaire, ni incommensurable, circulaire, etc. : mais il y a des nombres entiers, des nombres fractionnaires, des nombres incommensurables, ou irrationnels, des nombres circulaires, quaternioos, des nombres clleptiques, etc. ; dont l'étude forme autant de branches distinctes de l'arithmétique.
Pour comprendre comment l'on est conduit à cette extension- de l'idée de nombre, il faut et il suffit de considérer les opérations inverses sur le nombre.
D'abord, l'opération de la soustraction conduit à la notion de nombres négatifs et à l'opposition des signes de l'unité réelle i, conséquence de la dualité relative de la connaissance.
L'interprétation de cette opposition se déduit facilement du principe.de l'opposition des contraires du relatif, suivant les trois lois objectives de la pensée; savoir : suivant la durée antérieure ou postérieure à l'origine Am temps; suivant la direction par rapport à l'origine de \' espace ; et enfin suivant la qualité d'être plus ou moins relativement à la notion de substance, et c'est tout. On peut voir, combien sont illusoires les discussions sur les nombres isolés, qui portent sur les mots et non sur les choses .
En second lieu, l'opération de la division, inverse de l'opération produit, conduit de même à une extension de l'idée de nombre plus étendue que celle de pluralité ; savoir : celle de rapwH ou de mesure, que l'on appelle fraction. Le rapport de deux nombres entiers constitue eu fait une notion nou-
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velle du nombre, et la théorie des fractions constitue une branche usuelle de l'arithmétique.
En troisième lieu, l'opération de l'extraction des racines, inverse de lopération puissance, conduit de même à une nouvelle extension de l'idée de nombre, celle de nombre incommensurable, irrationnel, ou sériaire. Une série de termes peut ne pas être incommensurable, auquel cas le nombre de ses termes est fini, et elle exprime un nombre rationnel. Mais un nombre incommensurable s'exprime d'une infinité de manières par une série dont le nombre des termes est infini. De là une nouvelle branche de l'arithmétique ou la théorie des séries .
De même encore Topération logarithme, inverse de la fonction exponentielle, conduit à une nouvelle extension de l'idée de nombre ; savoir : celle de nombres circulaires, ou quaternions. On a appelé calcul vectoriel l'ensemble des règles et des théories, qui régissent ces nombres, et son importance en arithmétique ne le cède en rien aux théories précédentes.
« Ainsi que le dit Poinsot, la théorie des quantités angulaires n'appartient pas seulement à la géométrie, comme on pourrait le croire d'après l'origine des fonctions trigonométriques. Cette théorie est une partie essentielle de l'analyse mathématique. La division des logarithmes en parties aUquotes répond à l'extraction de la racine d'une quantité réelle, de même la division de l'angle en parties aliquotes de l'unité répond à Pextraction de la racine d'une quantité imaginaire. Or les quantités réelles et imaginaires se mêlent à tous nos calculs et la science de l'algèbre exige à la fois la considération des angles et des logarithmes. »
8. Le calcul vectoriel. — L'expression des arcs en logarithmes imaginaires remonte à Jean Bernoulll en 1712 (Lagrange, Œuvres, T. X). Cette découverte est restée
d'abord stérile, et il a fallu qu'elle fut connue par d'autres
voies, telles que la conséquence du développement en série
de la formule d'Euler
« \Cî
e = cos a + V — 1 sin a,
ainsi que celle du développement de la formule de Moivre
f cos a + V — 1 sin a)"" = cos ma + V' — 1 sin ma, et enfin par la voie géométrique, dans la comparaison des sections hyperboliques et circulaires, qu'Euler a rendu élémentaire et familière aux géomètres.
Mais jusqu'à la découverte, par Hamilton, du calcul algébrique de T unité imaginaire, Ton était assujetti à ne pas sortir du même plan. On sait aujourd'hui que l'unité imaginaire V— "1, aussi bien que l'unité réelle, a une infinité de valeurs distinctes dont on connaît l'expression algébrique. La multiplicité des valeurs de l'unité réelle ou imaginaire est en fait une nouvelle extension de l'idée de nombre, qui modifie profondément la notion que nous en avions jusqu'ici.
La théorie du calcul vectoriel ou desquaternions, indépendemment d'une notation ou d'un algorithme plus ou moins perfectionné est une partie intégrante du calcul algébrique ou de l'arithmétique. Tout son mérite repose sur les propriétés arithmétiques de l'unité circulaire, ou des verseursquadrants, et sur la multiplicité sphérique des valeurs de cette unité, suivant des règles bien déterminées. 11 n'en est pas mollis vrai que le calcul vectoriel est encore loin d'être élémentaire et rendu familier aux géomètres.
Plusieurs théories mathématiques éparses, qui en réalité appartiennent au calcul vectoriel comme cas particulier, ont été étudiées antérieurement et indépandemment de la notion explicite de l'unité vectorielle. Telle est la théorie des loga^rithmes imaginaires, et de la fonction exponentielle linéaire ; ainsi que la théorie des équations binômes, qui est un cas particulier de l'équation binôme versorielle.
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Le calcul des quantités vectorielles i pi été étudié depuis loni^temps par Gauch.
répond au cas où l'on considère seulement de la spbère-unité, c'est-à-dire, une directii fmaginaire, de sort« que la véritable difflcu toriel est due précisémeot aux valeurs mu réelle ou imaginaire. De là viennent des n différentes de celles du calcul numérique ré attentive pttut seule nous apprendre à coni
Nous ajouterons que les dualismes & remarquent dans les phénomènes naturels principes mêmes de la connaissance ratioE à considérer la dualité des contraires comi nature des choses et de la relativité de la co retrouvons dans la corrélation de l'unité ré cettedualité jusque dans le nombre, c'estdes lois objectives de la pensée. On reco que rinflni mathématique constitue un ( denrs réelles et imaginaires, et qu'au fond continuité ne diffère pas de celui de la dual
S n. — De l'imaginaire en &
9. Les éléments géométriques imai appelle imaginaire en géométriç tout élé tel que ligne, plan, angle, courbe, surface, qu'il était dans une figure, devient înci cette figure, mais devient au contraire réi dans une Sgure corrélative de la première les parties imaginaires de cette seconde réelles et constructibles dans la premi< conjuguée de la seconde.
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renscmble de ces deux lie et imaginaire ou vecmtinuité de l'iuSni, on lar une seule expression
13 laquelle se présentent
jours en concevoir et eu 3S parties réelles réponla première et récipro-
d'une figure considérée cette figure, et les résul- ! tels, seraient entachés
{Chasles, Aperçu hist.
gures réelles et imagips par les Géomètres, au ;ns la corrélation des 1, et la corrélation des jono métriques, de telle
des premières sont les Jciproqueraent . Caruot 3es figures, et dans sa
son étude comparée du i est la figure corrélative
1 géométrie a présenté sont loin d'être toutes
définir ces quantités, ni mnement. 11 arrive, en ration prend une telle Bbte des ^rties réelles ;, que la démonstration est plus qu'uii cas par-
ticalier d'un théorème plus général où la nature vectorielle des éléments reste implicite. C'est ainsi, que la théorie des pôles et des polaires réciproques, ainsi que celle des sécantes, quand on considère l'ensemble des parties réelles et imaginaires, permet de traiter les courbes et les surfaces conjuguées d'un certain ordre, d'une manière uniforme et symétrique, comme on le voit de suite pour les surfaces du second ordre.
Les éléments imaginaires sont d'ailleurs toujours la conséquence de la présence du signe v' — 1 de l'unité imaginaire circulaire, dans les opérations analytiques, et correspondent à une double solution d'une relation à forme réelle d'un degré pair. Chasies a introduit directement de cette manière la considération d'éléments linéaires imaginaires, en partant de la division homographique. Les points doubles ouïes rayons doubles d'un faisceau homographique ayant même centre, étant donnés par une relation du second degré de la forme
Am + (^ + /*) Am -f- v= o
où >, ft, y , sont des constantes numériques, de rapports anharmoniques réels, que l'on détermine au moyen de trois couples de points correspondants ; alors ces points, ou ces rayons doubles seront réels ou imaginaires avec la nature des deux racines conjuguées.
10. Notions historiques. — Si nous considérons les diflérentes phases par lesquelles est passée l'interprétation géométrique de l'unité imaginaire, nous voyons que depuis deux siècles à peine elle fait l'objet des spéculations des mathématiciens.
Wallis vers la fin du dix-huitième siècle proposa de représenter les racines impossibles du second degré, en portant les parties imaginaires en dehors et sur la perpendiculaire à
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la direction suivant laquelle on porte la partie réelle. Ce construction revient à donner à l'opt'ration \J — 1 la sign cation d'une rotation d'un angle de 90°. Mais il ne ût pai remarque que cette perpendiculaire peut être portée ar trairement dans tout plan perpendiculaire à la direct! réelle. Déplus, nous verrons que ce n'est pas dans le p du tableau qu'elle se trouve comme l'ont pensé la plupart i auteurs après Wallis, mais qu'elle est perpendiculaire plan des quantités scalars ou réelles et dont elle assigne direction, conformément au principe delà perpendicular des quantités réelles et imaginaires conjuguées. Nous voyons nulle part que Poncelet ait vu qu'au moment ou élément passant par zéro ou par l'infini, devenait imaginai il subissait une rotation d'un quadrant, de sorte que ai figures planes conjuguées sont nécessairement dans ( plans perpendiculaires l'un sur l'autre.
Chasles a fort bien vu cette perpendicularité des systèn réels et imaginaires, à partir du zéro conjugué harmonig de l'infini ; cependant nous ne voyons pas qu'il ait expri explicitement la perpendicularité des plans de deux coniqi conjuguées vectorlellement. Quand on opère comme Pona on a en fait une courbe du 4« ordre dont les branches réelles ■ un double point de contact à distance (inieetàdistanceinfii
Le premier essai de représentation des quantités imagit res serait dû à Khiin en 1751 (Voir Houel, Tliéorie quantités complexes en 1872). C'est à cedernier auteur i nous empruntons ces premières notions historiques dans qu'ellesontd'essentiel . Kiihn formequatre carrés sur les a
)v^ = \/(- a) (- a) = - a \Vs=\/{-a)(+a) = -v/-
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eoordoDilés, et il pose les ^alités (2). Mais il n'iu Jiqae pas lequel des cotes il tant prendre pour représenter Tanité imaginaire et ne fait pas intervenir Tîdée de direction et de périodicité.
Après la tentative de Kiihn, on trouve le mémoire de Tabbé Baée (Philosophical Magazine 1806), sor les quantités imaginaires. Baée formula pour la première fois leur représentation par des longeurs dirigées perpendiculaires à la direction réelle. Il parvient à ce résultat par deux raisonnements différents. Le premier repose sur la construction d'une moyenne proportionnelle entre les deux
cotés AC = + 1 et AD := — 1.
La perpenticulaire AB est "mdjrenne proportionnelle entre les deux segments adjacents et Ton a
L'autre raisonnement est celui de Kiihn sur le signe des quatre carrés que Ton peut considérer conmme ayant les quatre valeurs (+1, — 1, + 1> — 1)^^ comme les carrés des quatre quantités.
qui représentent les cotés avec leurs lignes dans les quatre positions rectangulaires.
Dans la même année Argand établit d'abord en suivant la première méthode de Buée, la représentation du symbole
V^— 1 par la longueur unité portée sur une direction perpendiculaire à celle des directions réelles, comme l'avait fait Wallis. Il généralise ensuite cette conception en introduisant un symbole unique pour exprimer un vecteur. Il définit les opérations de l'addition et de la multiplication,
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décomposition d'an vecteur en deux & i^ulaires, l'une réelle, l'autre imagi rne v' — 1. C'est la première expression d m et Argand doit être considéré comi car du calcul vectoriel. Dans le siècle a vre, Cauchy, etc. ont étendu à d'i lécouverte d'Argand. On reconnaît qi st un opérateur qui exécute une rotati ir dans un plan vecteur, et cette opéi ; la période comprenant les phases
[ue chacun des termes de cette suite se <
ar la multiplication par v' — 1, et la p t la période circulaire 8 it. De plus à l'a Joivre exprimée par la relation
- V— ï sin a) " = C08 m« \/ — 1 sin ma
ae le facteur angulaire d'Euler
C03 a + v' — 1 sin a = e irqui eflfectue une rotation d'un vecteur n plan, et que par suite \/ — 1 est la i cette quantité angulaire répondant à la i
5 de l'argument, de sorte que l'on
-l = e'»^,-N/=î=e'T*^'+l=e" ' à Euler, qui montrent la périodicité
• f fS\r
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fonction axponentîelle linéaire, et que de plus, l'unité imaginaire et Tunité réelle ont une infinité de valeurs périodiques circulaires.
11. Découverte de Hamilton, — Mais jusqu'à la découverte par Hamilton des règles du calcul algébrique de l'unité imaginaire, oiî était assujetti à ne pas sortir d'un même plan. Une tentative avait été faite par Servois en 1813. En cherchant aussi à étendre à l'espace ce que l'expression
\/^ représente relativement à un plan, Servois se trouve conduit à écrire cette expression sous la forme.
2? cos a + ^ cos p + ^ cos Y
en désignant par (a, jB, y) les angles que forme la direction du rayon de la sphère-unité avec trois axes rectangulaires, et il s'assure que les quantités^, ç, r ne peuvent pas être réelles ; mais il ne peut trouver de réponse à leur forme. Or ces quantités sont précisément les vecteurs-quadrants [i, j. k) de Hamilton.
Vallès, il y a une vingtaine d'années (Des formes imaginaires en algèbre), crut trouver dans le facteur exponentiel
sj — 1 , le moyen de sortir du plan des [x p)^ mais, outre
que sa tentative est vaine puisque le facteur v^-l fait
tourner le vecteur dans le plan des {z y) seulement, il n'a pas vu par une erreur inconcevable que le symbole
_x/=ï V— 1 est une quantité réelle, comme l'avait montré
Euler depuis longtemps. On lui doit cependant de sérieuses réflexions sur la nature de l'unité imaginaire, et surtout sur la construction vectorielle des équations.
1%. Multiplicité des valeurs de Ihmité. — On sait
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li que l'opération V— 1 de l'unité imaginaire, que lerons par I, a uue inanité de valeurs distinctes lans la formule donnée par Hamilton
I = iOOSa + ïCOSp + ftCOSY int trois valeurs coordonnées du même symbole es arbitrairement, mais cependant assujetties à claires entre elles ; c'est-à-dire, que l'on a la ;ébrique réelle
COS* et -|- DOS* P -|- COS" Y — t
e également que l'unité réelle a une infinité de iinctes.
le dit Hamilton, toutes les directions de l'espace renir imaginaires. Mais il faut se garder de les ,vec les directions de l'unité réelle, qui sont aussi inflni. 11 £autdeplus observer qu'une quantité naire que relativement à une autre quantité ni est conjugée et réciproquement. Kntln qu'une itité ne peut être simultanément réelle et imaonc « deux directions, l'une réelle, l'autre imacoïncidantes sont essentiellement distinctes Bment et analytiquement ; autrement dit, elles nent pas à la même figure ou à la même quan- . De sorte que l'espace indéfini admet indifféremandeurs réelle» et les grandeurs imaginaires. ère de multiplicité des valeurs de l'unité réelle ou est facile à assigner. La multiplicité des valeurs ielleest due au parallélisme de toutes les direcidiculaires à un pian quelconque. La multipUïurs de l'unité imaginaire est angulaire, et est )us les azimuts distincts autour d'un même axe nent autour d'un axe de direction quelconque, ailleurs que la droite de l'infini sert de passage
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de l'une & l'autre direction réelle et imaginaire conjuguée et établit leur continuité vectorielle.
Tout vecteur-unité I n'est donc pas autre chose qu'une valeur défluie de l'unité imaginaire arbitraire V — 1, et ce dernier symbole n'est plus une opération fontionnelle algébrique, mais une opération transcender te, c'est-à-dire périodique. Le signe v' — 1 n'exprime comme verseur quadrant qu'une opération angulaire ou de direction ; mais lorsqu'on y associe comme facteur de mesure l'unité réelle ou modulaire, il devient un vecteur, ou iernîon-uniié. Cela résulte de ce que le nombre ou la quantité qui subit l'opération fonctionnelle, indiquée par l'algorithme correspondant peut toujours être regardé comme implicite (§ I, n' 7). , Ainsi le signe v'— 1, considéré par Hamilton comme algébrique, exprime une indétermination de l'unité imaginaire, ou du plan verseur d'un quateniion.
$ in. — De l'imaginaire en Mécanique
En mécanique le principe de la dualité des contraires s'y montre continuellement, et l'on reconnaît que cette dualité a pour base la corrélation de lunitc réelle et imaginaire conjuguée, ou qu'elle est veclorielle. Ce principe permet ainsi l'introduction directe de l'imaginaire en mécanique, tentative qui n'avait pas encore été faite d'une manière synthétique. Pour le montrer, nous sommes obligés de présenter quelques déflnitioiis de principes cosmologiques ou de phtlosopliie naturelle, que nous développons dans un ouvrage séparé.
Laînasse. —De même que le nombre et la figure
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la masse est la condition de toute représentation objective. La matière des corps n'est pas une chose que nous puissions saisir dans ses éléments primitifs. Nous ne pouvons connaître que des rapports de masse. La notion scientifique de masse pesante résulte des deux lois fondamentales du mouvement ; savoir : l'inertie galiléenne, et la sommation vectorielle des forces motrices, lois qui sont elles-mêmes la conséquence de la constance du mouvement de transport réel de masse. Mais nous devons distinguer soigneusement une masse d'avec sa pesanteur, qui est son potentiel, comme nous distinguons une masse thermique d'avec sa température.
De même que l'opération primitive du nombre est la répétition, ou la sommation, de même que Topération primitive de la figure est la direction ou langle, de même enfin l'opération primitive de la masse est le mouvement, ou la seule manière de relier une masse à une autre, et la science de la masse est la science du mouvement ou la mécanique.
La masse s'exprime par un coefficient numérique, qui définit la matière comme capable d'un espace fini dans un temps fini, et par suite, comme le nombre, doit être considérée vectoriellement comme ayant deux modes d'existence physiques et de représentation géométrique, l'un réel, l'autre imaginaire, qui constituent respectivement la masse pondérable et la masse impondérable. Nous voyons, en effet, qu'une masse de chaleur, ou d'électricité, constitue comme la masse chimiqueune résultante d'action mutuelle de masse, mais dont les lois d'inertie et de mesure dé force ne sont pas évidemment les mêmes que celles d'une masse pesante ; c'est en effet une masse imaginaire relativement à une masse pesante considérée comme réelle, dont l'inertie s'appelle conduction, et qui mesure un flux de force tout aussi réel comme transport que celui de masse pesante. Nous observerons qu'une masse soit cosmique, soit éthérée, n'est
26 CALCUL VECTORIEL
pas pesante, chaude, magnétique, radiante, par elle-même, ïnais ne le devient que par l'action mutuelle des masses qui lui sont conjuguées mécaniquement.
La mesure de la masse s'appelle force, et réciproquement la force mécanique est mesurée par la masse. £n effet, une masse ne peut-être conçue que comme résultante en un lieu donné d action mutuelle d'autres masses de même unité, ou si Ton veut comme résultante d'un champ de force dans .lequel elle forme un point critique ou de discontinuité. Réciproquement un champ de force ne peut être conçu que comme le résultat d'une distribution de masse, donnant li^i à un flux de force, c'est-à-dire, à une action mutuelle, ce qui nous ramène au point de départ. Or, cette synthèse cosmologique constitue le phénomène du mouvement.
Définie comme quantité de matière, la masse a la signification de Densité, ou d'une fonction de Point Scalar, définissant un état de la matière à chaque instant par son paramètre, et en chaque lieu par ses coordonnées.
14. Le mouvement. — Le mouvement, comme tout phénomène, est un relatif, ou un conditionné de la connaissance. Le mode de communication ou de transmission du mouvement est encore une synthèse de la dualité vectorielle. On distingue, en efiet, dans le mouvement deux modes antinomiques, le contact et le transport, qui répondent aux deux modes d'action de la force : l'action immanente ou la tension, et l'action émanente ou l'attraction apparente. L'on voit encore ici les philosophes de la nature défendre exclusivement l'un ou l'autre de ces modes, sans s'apercevoir qu'ils sont liés par une synthèse indissoluble de la dualité phénoménale.
Quand on parle du mouvement on entend le transport réel de masse douée d'inertie galiléenne. Mais puisque l'on doit considérer la masse mesurée par le nombre, sous le
,^ti^
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double rapport du réel et de Timaginaire, le transport ou flux de force est un mouvement tout aussi réel d'une masse, qui n'a pas d'inertie réelle, et qui se traduit par un phénomène tout aussi réel également, qu'on appelle tension. Le transport et la tension de masse forment donc une synthèse vectorielle du mouvement.
La même observation est applicable à la nature géométrique du mouvement de masse, où la vitesse est assez évidemment un vecteur. En fait, tout déplacement élémentaire se ramène à un déplacement scalar, accompagné d'une rotation qui définit le ternion conjugué. D'ailleurs, il y a réciprocité, car toute rotation élémentaire se ramène ellemême à une suite de déplacements rectilignes ou tangentiels, déterminant un plan verseur, et par suite un axe ternion, et tout déplacement rectiligne se ramène à une rotation autour d'un axe instantané qui détermine un vecteur-unité. Les deux mouvements sont donc corrélatifs de la synthèse vectorielle de l'unité réelle et imaginaire.
Le contact ou choc est le phénomène de la transformation, au moyen de l'organisme de la masse, d'un mouvement de transport réel de masse, en un mouvement de transport réel de force, mais devenu imaginaire relativement au premier. Ce phénomène, qui nous paraît un changement brusque de vitesse, est cependant une transformation mécanique qui se poursuit dans le même sens ; le verseur de la vitesse subissant une variation intégrale d'un quadrant pendant la période d'impulsion, puis une seconde variation intégrale pendant la période d'expulsion, et donne par suite le même verseur, mais négatif. Il en résulte que nous aurons à distinguer divers modes d'énergie de transport de masse, et divers modes de tension de masses, d'où l'on verra sortir directement les diverses énergies de la nature.
La force, — La force mécanique ou simplement la
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force a ordinairement le sens de force motrice. Elle est alors une parc déânition de mouvement et n'est autre chose que l'accélération ou la dérivée de la quantité du mouvement par rapport au temps. Or, la vitesse étant un vecteur, sa variation porte à la fois sur le module et sur le verseur ; de là vient que la force motrice de transport rtei de masse est mesurée par la dérivée du module de la vitesse, quelle que soit la fonction verseur ; tandis que la force de tension est là dérivée de la fonction verseur par rapport au temps, quelque soit le module de la vitesse. C'est pourquoi la force motrice pesante se mesure par l'accélération de Newton, et la tension dans le choc par la quantité de mouvement de Descartes.
Si donc nous voulons définir la force mécanique comme principe cosmologique, nous devons la prendre dans sa signification générale de vecteur.et nous dirons quea la force est la mesura d'un transport ou d'une tention de masse ». En eflet, l'elfe t qui mesure, la force est le mouvement etoniinairement une force vive de masse, mais la force se mesure tout aussi fréquemment par une tension ou poids, sans qu'il y ait mouvement réel ou de transport.
Cette distinction entre la force motrice de Newton et la quantité de mouvement de Descartes n'est pas toujours bien nette chez les plus illustres géomètres, et nous venons d'en voir la raison. li suffit pour s'en convaincre de lire attentîtivement la démonstration que donne Laplace [M. Cel. 41) du second principe fondamental de la mesure du mouvement, ainsi que la démonstration de Poisson (Traité de M . n" 350) du principe de D'Alembert. En fait tous ces auteurs ont bien soin, lorsqu'il s'agit d'un mouvement de transport de masse inerte, d'employer l'accélération de Newton, et quand il s'agit de mesurer le mouvement disparu ou apparu dans le phénomène du choc, d'employer la quantité du mouvement de Descartes ; mais jusqu'à présent sans mention vectorielle .
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occasion de montrer que le principe de que général dans son expression primitive, l'est plus dans sou expression analytique je des vitesses virtuelles par Lagrange. Il if seulement à l'équilibre du travail scalar, angentiel de masse pesante et ne concerne I contact, qu'il consiste précisément à éliue par un artifice de calcul, que l'on peut aire usage dans certains cas d'actions de uppose la force vive réversible.
que c'est surtout en mécanique que l'applîvectoriel est le plus net et le plus utile. De itions en ont été faites par Tait, Thomson, ysique mathématique. Elles sont lices au u calcul vectoriel iui-mflme.
lin ternion ou un vecteur imaginaire de chose que la direction de l'axe d'un couple exprime par son moment le module du i démontré sans employer explicitement la irielle, que le transport d'un vecteur de irallèlement à lui-mOme, engendre nécesple et par suite un vecteur imaginaire, qui, ment aux vecteurs Scalars, donnent des ions de force. En Cinématique, on peut consque l'état "statique ou d'équilibre Cinétique réel de tension de masse. Cet état constitue Dite ou indéfini un champ de force, déteraent par une fonction de point scalar, ou le conjuguée des vecteurs de force. L'état mouvement de transport de masse.engendre i, qui modifie à chaque instant le champ de principe do la composition de la force, le de la statique à cette proposition unique. ï système de corps est en équilibre, quand
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le des forces qui l'actionnent est nulle » . La question I donc à définir eu quoi consiste une sommation de
'M polarisation. — L'état de polarisation bipolaire amp de force, ou la formation d'un champ magnéit encore exprimée par un qualemion . Un élément ique déterm,ine la polansation d'un champ de force, ippelle induction, et réciproquement un ciiamp de agnétique détermine la formation d'éléments magnélu'on appelle aimantation.
léorie des masses magnétiques ne diffère de celle des
cosmiques que par la constitution bipolaire des pre-
et unipolaire des secondes. Mais comme on peat s supposer le pôle de nom contraire, reculé à l'inflni, proche jusqu'à zéro, on arrive à cette conclusion aent bizarre, mais purement mathématique, que l'on ncevoir, un Univers, d'ailleurs imaginaire relative-
l'Univers cosmique, situé à l'infini, et conjugué vec- 3 l'Univers à distance finie, considéré comme réel, olarisation radiante, qui détermine un plan scalar, ou ent dit qui est essentiellement plane, peut alors être rée comme le conjugué vectoriel du mode précédent,
effet modulaire à distance finie_ n'est autre que ice d'éther, à côté de celle de masse chimique. Ces :, que nous ne pouvons indiquer ici que brièvement, •ont leur développement naturel dans les applications ;ul vectoriel à la physique mathématique.
CHAPITRE n
NOTIONS GéNÉHALES SUR LES VECTEURS
$ 1. — Définition des vecteurs
17. DéfinilUm d'un quatemion. — On appelle imaginaire toute quantité affectée du symbole V — 1 d© Tunité circulaire. On appelle réelle toute , quantité qui n'est pas
affectée du symbole sj — !•
Cette opération y/— 1 se présente dans les calculs toutes les fois que l'on veut extraire la racine carrée d'une quantité réelle négative ; 6lle est par suite une conséquence d'opérations exécutées conformément aux règles de l'arithmétique .
Par extension, beaucoup de géomètres ont appelé imaginaire, une quantité complexe, formée par l'addition d'une quantité réelle et d'une quantité imaginaire proprement dite, liées entre elles par la relation de continuité, telle que
(1) Q = A + B sj—i
C'est la forme sous laquelle se présentent les racines imaginaires conjuguées d'une équation algébrique à coefficients réels. C'est aussi sous cette forme que se présentent les racines de l'unité dans les équations binômes à forme cartésienne z^ il = o. Cette dernière n'est elle-même qu'un cas particulier de Téquation binôme versorielle II (;î) + 1 = o. Ce qui montre qu'il y a une inanité de nombres j, qui peu-
r. 32 CALCUL VECTORIEL
vent produire ruiiité par leur puissance soit rationnelle, soit vectorielle, ou autrement dit, que l'unité réelle ou inaaginaire ont une infinité de valeurs distinctes.
Hamilton a donné à cette quantité complexe (1) le nom de quaterni07i. Il appelle scalar la partie réelle A, et vecteur
la partie imaginaire B V— 1. Comme nous considérons qu'un scalàr est tout aussi bien un vecteur dont l'argument est déterminé comme celui de la partie imaginaire simple, nous
appellerons tet^nion la partie imaginaire B \/ — 1, et vecteur scalar ou simplement scalar la partie réelle A. et la quantité Q sera un vecteur quaternion.
En eflet, dans une équation quelconque à forme cartésienne, c'est à dire, à forme réelle implicite, et même à coefficients réels explicites, la variable étant une quantité implicite, on ne sait pas à priori, si elle doit être réelle ou imaginaire, c'est à dire, scalar, ternion ou quaternion. Il est vrai que dans le cas particulier des équations algébriques rationnelles, et àcoeflîcieutsréels,la théorie de ces équations nous apprend qu elles se présentent sous la forme d'imaginaires conjuguées à plan verseur unique, d'ailleurs arbitraire. Mais il n'en est plus de même pour une équation à forme rationnelle et cartésienne dont les coefficients sont périodiques circulaires, ou sont des quaternions donnés. Or si llnconnue est périodique, son verseur est variable aussi bien que son module, et elle est tour à tour quaternion, ternion ou scalar, suivant la valeur de son argument.
Un quaternion est un nombre circulaire, ou une quantité qui a la même valeur sur tout cercle formé par toutes les
valeurs que Ton peut donner au signe v^ — l, perpendiculaires à Taxe scalar, et qui assignent le plan verseur de cette quantité.
Dans un quaternion-plan, c'est à dire, à plan verseur fixe,
la valeur de runité imaginaire V — 1 a une direction déter-
■■^AjM.
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minée de son plan-verseuF, ou du tableau des q réelles, qui lui est perpendiculaire et qui en as: direction. En effet toute direction perpendiculaii plan ou à tout plan parallèle possède une direction au signe près, qui est celle de l'unité imaginaire Mais dans l'espace, cette direction, que nous dési Iwrl, a une infinité de valeurs différentes comprises formule
(2} l = t COSa + j COSp + h C03Y,
où t, j, k, expriment trois valeurs distinctes de I'ue ginaire v' — 1, de directions arbitraires, mais ce assujetties à être perpendiculaires entr'elles, ou c liées. De sorte que l'on a la condition algébrique rée
(3) cos'a + cos'p + cos*-r = 1
et cette dernière équation montre que l'unité réelle aient une inflnité de valeurs différentes.
18. Principe fondamental. — « Toute valei l'unité circulaire \/ — 1, a pour caractère fondame produire l'unité réelle négative par son carré ».
Ainsi l'on a généralement
(4) (v/=ï)' = - 1, c'est à dire,
1» = — 1, i* = - 1,/ = _ 1, fts =: — 1, et
19. Vecteurs et verseurs. — On appelle aussi une quantité formée de deux facteurs, l'un nui nommé module, l'autre angulaire nommé verst verseur est géuéralem,ent un quaternion-uuité, t forme générale
(5) U = C0S& -|- 1 sin&.
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De sorte qu'un vecteur quaternion s'écrit aussi sous la forme
Q = RU
L'angle ô est Yargumenl, ou l'are du verseur, I est toujours le ternion-unité, donné par la formule (2). Il asssigne la direction du plan du quaternion. On volt de plus, qu'il est aussi un verseur -quadrant, c'est à dire, la valeur que prend un verseur, lorsque l'argument est un quadrant, ou
plus généralement, quand on a ô
7c, fi étant un
nombre entier réel positif ou négatif.
La forme additive (A + BI) d'un quaternion pourra s'appeler la forme vectorielle, et la forme de facteur RU, la forme versorielle^
Le passage de l'une à l'autre résulte de la transformation des coordonnées rectilignes en coordonnées sphériques. Il suffit, en effet, de poser dans le plan verseur
R = s] M" + BS (7) \Z^ Z ^^Z' d'où r . A
^ A = R cos6, l B = R sin6,
tango = -.
Un quaternion qui se réduit à un ternion est un vecteur quadrant,c'est-à-direun quaternion dont l'argument se réduit à un quadrant, ou dont la partie scalar est nulle ou indéterminée.
Un quaternion qui se réduit à un scalar est un vecteur biquadrant, ou dont la partie imaginaire est nulle ou indéterminée.
Un scalar ne diffère donc d'une quantité modulaire, qu'en ce qu'on le considère comme une quantité vectorielle, ayant une direction assignable, auquel cas il est accompagné d'un facteur périodique, ou d'une fonction circulaire réelle.
Un vecteur, qu'il soit scalar, ternion ou quaternion représente un élément géométrique linéaire déterminé de gran-
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en est la grandeur modulaire, son bitraire et il n'est pas déterminé de
!8 formes équivalentes pour expri- )ut les suivantes :
in 9 = e~ = 1 -~ w
ème expression, données par Euler, lent de l'exponentielle népérienne née par Hamilton exprime ce théoune puissance de son unité-ternion.
neut de la précédente, en prenant
^ e 2, log I = I -'
n déûnit la nature circulaire de élevant la seconde à la puissance
(8). Les définitions que nous prèles, résultent (les théorèmes sur
aies des qualemions. — 1° Un
e quantité numérique, c'est-à-dire,
dont ta détermination dépend de
d'où lui vient sou nom. Première-
me versorielle
= R (cosO + I sinO),
e R, l'argument 6, et le ternion-
3S la formule (2) et la condition (3)
K quantités angulaires réelles, in-
es d'Euler (la longitude de la ligne
Deuxièment, si l'on prend la forme vectorielle.
Q =: A + BI
il faut connaître la grandeur numérique du vecteur scalar A et celle du vecteur ternion B ; ce qui détermine le module et l'argument du quaternion d'après les formules de transformation (7), et enfin le ternion-unité I, qui assigne le plan des deux droites modulaires A et B, et qui est toujours donné par la formule (2) .
2" Si le vecteur scalar est nul, le quaternion se réduit à un ternion, qui ne dépend plus que de trois quantités réelles, d'où lui vient son nom.
3<> On appelle quaternions-conjugués, deux quaternions qui ne diffèrent que par le signe de leur verseur-quadrant commun I. Leur produit est une quantité réelle égale au carré du module commun. En effet, on a
(10) UU' = (gos ô + I sin ô) (cos ô — I sin ô) = 1, QQ' = R2 zzz A« + B« =z (A + BI) (A — BI).
De cette relation algébrique découle la formule importante,
(11) C0SÔ + Isinôz= :— -, 0UU=-r7,
^ ' ' cos ô — sm ô' U'
c'est-à-dire que le verseur réciproque d'un quaternion est le verseur conjugué de ce quaternion . Si nous considérons le cas particulier où le verseur devient un quadrant, on en conclut la formule
(12) T = -h ou V=ï = - -L,
pour deux valeurs identiques de l'unité imaginaire.
4** Le réciproque d'un verseur n'est donc pas simplement l'inverse de ce dernier mais son conjugué.
5** Le signe d'un quaternion doit porter sur le verseur, c'est-à-dire sur toute partie (A -|- B I). Ainsi, l'on a
Q :== — A ± BI = — (A + BI
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OU an quaternion négatif, quelque soit le signe de la ) ternion, ou de son verseur-quadrant.
6° « On peut toujours transformer un t^rnion en un ternion, ouen un scalar et réciproquement. »
On transforme un ternion en un scalar, ou un ve imaginaire en un vecteur réel, eu le multipliant pai même valeur de l'unité imaginaire (i), ce qui revif augmenter son argument d'un quadrant dans le même et lui donne la direction d'un vecteur scalar-négatif. Si opère par division, ce qui revient à multiplier par la r valeur changée de signe, ou à changer le sens de la : tiou, on obtient la direction scalar positive. Réciprc ment on transforme un vecteur scalar en un vecteur tei en le multipliant par une valeur quelconque I de 1' imaginaire. Comme cette opération revient à effectue! rotation de 90* du vecteur primitif autour de la directi le rayon modulaire du ternion résultant dans sa sec position est à angle droit de la direction primitive. Si divisait par I cel& reviendrait à faire tourner le rayon teur dans le même plan perpendiculaire à I, mais en inverse, et cela revient à changer simplement le sign ternion en conservant le même sens de la rotation, à dire l'opération par produit, conformément à la : tion(12).
Cette transformation présente l'avantage de pouvoir tr une expression radicale telle que R = \/ A* -\- B* -\ comme une expression linéaire RI — /} — ïA + iB 4 Mais il faut observer, premièrement que la valeur de arbitraire, et par suite celle du plan verseur ou du bleau, secondement que la nouvelle direction modu est à 90' de la première dans le plan verseur perpendicu à I.
Pour ramener un verseur-quaternion à la forme ternion, il suffit de le multiplier par sou verseur corn
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nlatre. En eflet, soit U — cose + I sine, le verseur da iternion, nous anroas ;
) Ui — C08 (^ — e j + I sin ( ^ — e J — sine + I cosS
= I (cose — I sine] ; ù
UU, = I et QU, = RI, est un vecteur ternion .
înfln pour transformer un quaternion en scalar, Il suffit le multiplier par son verseur conjugué. Cela revient à linuer l'argument dune même quantité, et le nouveau on modulaire sera dirigé suivant l'axe scaiar, '" « Un quaternion peut-être transporté dans son plau seur, on dans tout autre plan parallèle, et tourné comme voudra dans son plan h.
Sn effet, dans un quaternion i! n'y a de déterminé que la Bction du verseur ternion-unité I, et les grandeurs moaires A et B de deux droites rectangulaires entre elles et i direction 1. Or, en géucrai, il faut 9 quantités angu- ■es réelles pour déterminer la direction de trois droites tangulaires entre elles et 3 quantités numériques pour erminer leurs modules. Dans la question présente, l'une ces grandeurs est prise pour unité, et les quantités nariques se réduisent à deux, A et B. Quand aux 9 quants angulaires, il n'y en a que trois d'arbitraires, qui seront 'on veut les angles d'Euler (savoir les longitudes f et <pi la ligne des nœuds des plans verseurs, et l'angle po- •e 6 des axes ternions). Comme un quaternion n'en fait naitre que deux, car l'angle 9, reste Indéterminé, et les fies (tpi et e) déterminent la position relative de I. il en ulte que la position des deux autres droites A et B reste éterminée dans tout plan perpendiculaire à la direcfi I. De plus l'origine est com[)lètement arbitraire, car en
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transportant le quaternion parallèlement à lui-même, aucune des quantités (I, A, B,) ne change de valeur et par suite le quaternion lui-même ne change pas de valeur.
$ II. — Addition vectorielle
21. Définition de l'addition vectorielle. — « On appelle addition vectorielle, Topération du calcul vectoriel, qui consiste à porter à la suite les uns des autres, parallèlement à eux-mêmes une suite de vecteurs modulaires^ et dans un certain ordre. »
Le vecteur qui ferme le contour ou qui joint l'origine du premier vecteur à l'extrémité du dernier est le vecteur résultant pris en signe contraire.
« Dans tout contour polygonal fermée plan ou gau • che, la somme vectorielle est mille, »
Cette sommation s'appelle une équation linéaire vectorielle. Elle a été appelée addition géométrique (Résal), résultant géométrique (Coriolis) ; mais sans désignation explicite de la notion de vecteurs .
La règle de Taddition est la même que les vecteurs soient scalars, ternions ou quaternions, ou en un mot quelque soit leur verseur, puisque chaque vecteur y entre avec sa propre direction . Il faudra donc distinguer soigneusement une addition algébrique, qui ne peut porter que sur des vecteurs ayant môme unité de direction, d'une addition vectorielle qui exige une expression explicite de cette direction .
22. Règle des signes. — Soit trois points A, B, C, situés comme on voudra ; les trois droites qui les joignent deux à deux forment nécessairement un triangle ABC ; en parcou-
* ft
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rant le contour dans un sens déterminé pour revenir au point de départ, on a la relation fondamentale
(14) Xb + BC + CA^o
et généralement pour un contour fermé, plan ou gauche, on aura en en suivant le contour dans le même sens pour revenir au point de départ,
(15) ÂB + BCH f-XY + Yl = o.
Considérons dans Téquation (14) le cas où Tun des points C, par exemple, coïncide avec le point initial A., alors CA==o et BC, devient BA et il reste
(16) ÂB + bT^o, ouAB= — BA.
Ainsi « Changer le signe d'un vecteur revient à intervertir le sens dans lequel on le parcourt, »
L'équation (14) peut alors s'écrire
(17) ÂB + BC = AC.
EJle exprime que le vecteur AC est le vecteur résultant, ou la somme vectorielle des deux autres. La règle reste d'ailleurs la môme si les vecteurs sont sur une même droite, ou ont même direction verseur. Elle restera donc applicable à un contour polygonal de vecteurs dans le plan scalar.
On est tellement familiarisé depuis Descartes avec la règle algébrique des signes -\- des segments linéaires, que Ton s'étonne, dit Chasles, qu'on ne l'ait pas appliquée plutôt aux segments vectoriels . Cette application a débarrassé un grand nombre de questions géométriques principalement de l'obligation de considérer une suite de positions particulières, ou de cas particuliers, pour lesquels il fallait recommencer la construction et le raisonnement. Tel a été le sort du rapport harmonique quand on lui eut donné le signe — qui lui convient d'après la règle de l'addition des vecteurs. Chasles ajoute que la théorie de Tinvolution n'était abordable que
.f^-ii
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es juments vectoriels. Nous ajouterons, nême prévoir que la tliéorie du rapport ;par suite le principe général de l'homogralité au cas où la valeur de ce rapport est ique ou réelle.
coordonnés. — Considérons maintenant lelconques A, B, C, 0, formant un contour n ait l'équation
ÏÂ -(-*AB + BÛ + CÔ ^ ;
que sera la somme vectorielle des trois
18 prenons le point 0, par exemple, pour
OA = OC + CB + BA
et Oâ est le vecteur résultant de la somme vectorielle des trois vecteurs composants du second membre, et nous pouvons les considérer comme menés parallèlement à trois directions ternions flxes,f Oœ, Oy,
te que ce vecteur OA se trouve décomposé irnions coordonnés. Réciproquement, trois en grandeur et en direction se composent ur qui ferme le contour polygonal constitué î aux vecteurs donnés, et ajoutés à la suite isdans un ordre donne.
ans soustraction vectorielle, l'opération il vectoriel, qui consiste à transporter une î formant un contour fermé ou non, parai-
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lèlement à eax mêmes à une même origine. De même que Topération directe donne à chaque vectear un scalar, ayant un ai^ament défini par cette addition, et qulls deviennent des quaternions ayant un plan verseur défini, ce que nous développerons en parlant de la sommation des quaternions ; de même lorsqu'on considère une addition de ternîons, on doit les considérer comme ayant tous une origine commune, ce qui réduit leurs scalars à zéro, et il ne s'agit alors que d'une composition de vecteurs suivant trois directions coordonnées, qui peuvent être rectangulaires ou obliques entre eux . L'opération d'addition de vecteurs quelconques consiste donc à leur donner un plan scalar unique, d'ailleurs arbitraire ; l'opération vectorielle ayant eu déjà pour but de connaître un système de trois droites coordonnés rectangulaires, dont l'origine et la position sont entièrement arbitraires. C'est une conséquence de la relativité de la connaissance possible, d'après la définition des vecteurs (19) . En un mot Topération de l'addition vectorielle consiste à rendre comparables les vecteurs entre eux et à les ramener à un système ternion coordonné, et à un plan scalar unique, condition constituant la quatrième coordonnée d'un quaternion
Si les trois directions coordonnées sont rectangulaires eiitre elles, la géométrie nous apprend que chacun des vecteurs composants a pour grandeur modulaire la projection orthogonale du module du vecteur résultant sur sa direction, c'est-à-dire, qu'elle est égale aux cosinus de l'angle compris. Dans le cas d'axes obliques, les projections suivant les directions coordonnées sont des fonctions linéaires scalars des projections orthogonales, et des cosinus des angles des faces du trièdre des axes. Si donc le vecteur OA a pour mesure de direction l'unité imaginaire T, et pour grandeur l'unité réelle +1) nous pouvons écrire en supposant tous les vecteurs transportés à l'origine
(20j V =ilx + Jy + Kz,
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t les directions des trois vecteurs coordonnés.
is sODt rectangulaires entre elles, nous écri-
r — f eoso; + S cosp + ft cosf .
;un des vecteurs-unité 1, J, K, est de la forme
Dsons pour abréger
= d COS OL -f y COS «' + 5 COS a",
= a; CCS p + y cos p' + * cos P"> = a; ces f + y cos ï' + 5 cos y" ; prendra la forme
r=:iA-|-^B+AC, sont des fonctions linéaires des x, y, z, telles tuation de condition réelle
A* + B' + C'^l, condition de pcrpendicularité des directions
is coordonnées. — Nous avons considéré le mme ayant l'unité réelle comme module, et
coordonnée comme étant une valeur donnée l'ant pour module l'unité réelle, auquel cas les Ts sont des fonctions linéaires des cosinus,
OA peut avoir une longueur modulaire quelr=^ ce tcrnion, nous aurons généralement
5c = la;, CB ~ Jy, BÂ = Kz.
Tait diiiis leurs savantes recherches sur le ernions ne sonL pas toujours suffisamment i mesure modulaire des composantes ternions i l'emploi qu'ils font indiflércmment de vec- ■unité, qui sont de purs signes de direction, iellc pour module et celui de vecteurs coor-
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donnés ayant nn module numérique donné est parfois une source d'obscurité dans le maniement des forniulef.. II semblerait même que ces auteurs aient considéré les ternions coordonnés comme pouvant avoir des valeurs numériques arbitraires autres que celle de l'uniié. C'eut été une confusion insupportable si leur perspicacité ne leur eut fait rétablir l'homogénéité par un facteur modulaire produit des modules coordonnés, ce qui ramène la question, par la suppression de ce facteur commun à une sommation de ternionsunité, multipliés respectivement par les modules des vecteurs composants. Pour le montrer, supposons que l'on exprime l'équation vectorielle ternion (19) sous la forme
f = C[X + ?y + y s, où les iT, y, z, sont des facteurs numériques réels, et les a, ^, Yi des ternions coordonnés, qui sont supposés avoir des modules constants donnés, etsoitalors leurs valeurs définies.
ia = I p = p {tcos a -\-J cos a' -f- ft C03 a"), p^J q = q II cos b -\-j cas b' + k cos b"], Y=Kr — r(ico8c -|-j'cosc'-|-ftcos c"), où \esp, g, r, conservent entre eux des rapports constants, et où les I, J, K, désignent des ternions-unité, obliques on rectangulaires entre eux. peu importe. Si nous substituons ces valeurs dans celle de o on mettra cette dernière sous la forme rectangulaire
p^iP-j-jQ-|-/cR,
avec la condition algébriijue P*-|-Q'-}-R*=S*, ou S doit être
le module du vecteur p, quelle soit sa direction, et où l'on a
posé pour abréger
iP^i^x cos a -\- q y cos 6 -\- r z cos c, I Q = p a; cos a' -|- ç y cos é' -f '' ■* "os c'; \K — p X CQ^ a" -{• q y cos b" -\-r z cos c";
nous aurons pour la valeur numérique du module S
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2/" + r' 2* + 2 î)^' cos (IJ) + 2 ^r cos (J KH-
+ 2rpco3{Kl]; ernions coordonnés étaient rectangulaires, on
— O. 003 (JK) = 0, COS (Kl) — 0,
encore
prendrait la forme
p = I /w + J çy + K ra.
, étant ici rectangulaires entre eux, les px, pectivement les projections orthogonales du on f, et par suite les x, y, z ne peuvent pas ons, puisqu'elles sont accompagnées do facitiaque direction coordonnée, et comme la s coordonnésdoi t rester arbitraire, on aurait ■adictoire que la valeur du module du vecie cette direction. Ilfaut donc, puisque p conodule, quelles que soient les directions coorm ait p— g^r— 1, ou que «, p, y, soient des
plus de même, si les oo, y, z étaient des va- :t lesp, î, r des paramètres donnés, le veolécrirait un lieu géométrique ; on a alors néaire vectorielle, que nous étudierons en ;ions vectorielles.
ition des termes. — Quand on permute rmes d'une addition vectorielle, on change tion des vecteurs, et à chaque permutation l'eau contour différent du premier, puisque sont différents et le contour fermé pourra lire à l'équation linéaire qui résulte de ce
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changement, puisque les vecteurs sont toujours ajou tes parallèlement àeux-mômes, et avec un même signe,
Ctiaque permutation circulaire donnera un contour polygonal de même forme, car cela ne fera que changer l'origine du contour, et non l'ordre de l'addition des vecteurs.
Si, donc l'équation an termes, et par suite le contour polygonal n cotes, il y auran permutations circulaires. Il restera donc (n-1) ! permutations non circulaires, qui se partagent en deux groupes de figures de même forme, mais non superposables eu général, en désignant comme à l'ordinaire par ni le produit l.â. 3... n.
Soit comme exemple simple, le quadrilatère plan ou gauche, peu importe, a-|-b-fc-]-d=o, où les a, b, c, d, sont des vecteurs donnés en grandeur et en direction, et soit flg (1) le quadrilatère modulaire vu en perspective plane, résultant de cette addition vectorielle.
Sur les 24 permutations positives, il y aura trois formes différentes, pour chacune desquelles il y aura i permutations circulaires qui ne font que transporter le polygone parallèlementà lui-même. Les trois formes différentes (1), (2), {3), forment deux groupes distincts de même forme comme (2) et (4), mais différemment placés.
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r le triangle il n'y a qu'une forme, foris symétriques qui complètent un parallé-
LF le même raisonnement qu'un pentagone niera généralement 12 figures difiërentes, s aura 5 permutations circulaires, et 24
UX
ite avoir des permutations de deux en
•ois, etc.
re les diagonales d'un parallélipipède
le côté d'un quadrilatère ganclie, on peut lermutation positive ou négative répondra inctc et un contour déterminé, ce qui disnent le calcul vectoriel du calcul algéndélerminée la nature du contour poly- 1 côtés. On ne peut donc pas dire, que le nmutabiiité soit observé, car en interver-
termes on obtient un vecteur résultant , difllérent. Mais il est évident que l'on ,ituer à la somme de deux vecteurs conir résultant, ce que l'on a appelé le prinn'est autre que le principe même de l'ad-
Du reste le principe de continuité géoile ces diverses dénominations qui n'ont ai en justifie l'emploi, et les règles algéus les cas sans ambiguïté.
' Addition versorielle
e l'addition versorielle. — Ou appelsommation versorielle, l'opération du
--'«vT
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calcul vectoriel qui consiste à porter sur la sphère-unité des arcs verseurs donnés à la suite les uns des autres parallèlement à eux-mêmes et dans un certain ordre.
L'arc qui ferme le contour polygonal sphérique est le verseur résultant en grandeur et en direction .
Cette sommation versorielle s'appelle une équation versorielle linéaii'e. En désignant par J le ternion-unité qui assigne la direction du plan verseur et l'argument par w, on aura pour un contour fermé
(23) Jl COi -j- Jf «*>2 + Js W3 + * ' =0
Une addition versorielle exprime un produit algébrique de quaternions-unités, absolument comme une sommation de logarithmes exprime le logarithme du produit des facteurs. En effet, cette équation provient de la sommation angulaire de Téquation exponentielle.
Jl COI + J2 W2 -}- Js <^ +
qui n'est elle-même autre chose que Texpression du produit consécutif des verseurs.
(25) (cos 0)1 + Ji sin (oj) (cos 0)2 + Je sin wj) .... = (+)"'•
D'ailleurs s'il s'agit de vecteurs, nous pouvons faire abstraction des modules, les mettre en facteur commun et les soumettre au calcul algébrique ordinaire, et ils disparaîtront de l'équation versorielle. En prenant le logarithme nous passons de la fonction directe à la fonction angulaire inverse.
Ainsi un produit de verseurs quelconque exprime une addition sphérique. Nous avons vu que le caractère des quantités verseurs était de pouvoir être transportées dans leur plan^verseur, ou dans tout autre plan-parallèle et tournées comme on voudra dans ce plan ; on pourra donc toujours exécuter une addition spliérique, absolument comme
fportant les vers L UD point pris p< tourner dans le montrent le plan
onsidérons un ti !;rand cercle sot it au point de de
f CA — o, arguments des a sphère. L'on i le la sommation s mêmes raisoni
BA
le de l'argument mi lequel on U Stant déterminé ]
^gone spbérique
XY + YA— o
e manière conti iiit de départ, c'( termes de l'équa !S ternions, leur
néme. Si les ve
'gument étant n
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l'argument devient nul, et le terme ito parait de l'équation linéaire, ou ne fa l'équation par le facteur +1, de sorte pairs ramènent sur la sphère au point multiples impairs ne font que changer li des verseurs sans en changer la valeur, et appelle un fuseau ; mais îe contour ne ] moins que l'équation (34) ne présente autrement pour fermer le contour, il ù nouvel arc d'une demi circonférence, i dans l'autre, suivant le signe du ternioii arbitraire tant qu'il n'est pas exprimé »
la somme versorielle.
Les termes de l'addition versorielle ou s; posés de deux facteurs, et comme le cht d'un allument équivaut à un changemei nion-unité et vice-versa,il en résulte que I ne change pas quand on change à la fois celui de son ternion-unité, comme on pei teraent sur la sphère. On peut toujours rect de la rotation, pourvu qu'on le coi cours du raisonnement ou des transforra
On peut choisir le sens sinistrorsum o sum. Ce dernier, qui est aussi le sens hc est le plus usité .
On a donné la règle de l'addition v sphérique, sous cette forme : o Si dans i
facteurs sont AB, et CB, en grandeur e prend le produit des verseurs de telle tlplicande ait la même origine que le ^ que le multiplicateur ait la même extrên produit. »
Mais on voit facilement qu'il suffit dt
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l'ordre et du sigûe des termes dans la sommation des et que la règle algébrique est applicable directement et ambiguité à tout contour polygonal sphériqne.
28. Ordre des facteurs. — Des verseurs, quoique a des arguments égaux numériquement, ne sont pas pour des verseurs égaux, et il faut de plus qu'ils aient le n ternion unité, c'est-à-dire qu'ils appartiennent à une n circonférence de la sphère-unité.
Théorème, « Quand on intervertit l'ordre des ter â^une addition versorielle on change la forme du î gone sphérigue bien que le polygone sphérique i toujours continu et fermé, ou que l'équation versor soit satisfaite. »
En effet, à chaque permutation non circulaire répont polygone sphérique difTérent, absolument comme l'avons vu pour un polygone rectiligne dans l'espace, < conséquences sont les mêmes. Toutefois, il faut obs( que les segments coiijugés d'une droite vont à l'ii tandis que sur la splière leur période est finie et ui comprend toujours son supplément circulaire. C'est j quoi la sommation sphérique de deux verseurs dépend fois de l'ordre des facteurs et du signe de l'argument.
En effet, le triangle ABC n'est pas le seul que puisse former par l'intersection de trois circonférence cercle, et à chaque permutation dos termes et du sign ces termes répond un triangle défini sur la splière, t huit permutations que l'on peut faire sur l'équation v( .rielle à trois termes donuerontles positions des huittria sphérique», qui sont toutes distinctes, ce qui est le cara du calcul vectoriel.
L'on sait d'ailleurs que dans l'équation Jiuj+JjiJï+Jai les valeurs des arguments lu ne sont pas arbitraire »lles des J, qui déterminent les angles dièdres <
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qu'ils doivent satisfaire aux conditions connues des pyramides, savoir :
j (Ul -}- (O, + (02 < 2 T, tUl + (01 > <0 S,
L'on sait qu'un triangle spliérique a pour mesure de surfiice l'excès de la somme de ses arguments sur la demi circonférence ou
S = (uii -)- "^ ■+■ ""s — 't) • De même la surface d'un contour polygonal sphérique a pour mesure la somme de ses arguments, moins le produit de ir par le nombre (n-2)des côtés du polygone.
S ^ S.U — it (n-2], où l'on a 4tt pour la surface totale de la sphère-unilé .
Ces derniers théorèmes appartiennent à la Géométrie Euclidienne ou du Uni ; ce qui est particulier au calcul vectoriel, c'est la multiplicité des contours produits par la permutation des termes, de telle sorte qu'à chaque permutation appartient un contour ou un trajet défini. Détermination qui ne pouvait avoir lieu sans la notion vectorielle.
I IV. — La fonction exponentielle linéaire
29. Son expression en qualernion. — La fonction exponentielle linéaire n'est pas autre chose que la fonction vectorielle directe, comme le logarithme est la fonction circulaire inverse, De sorte que le calcul vectoriel n'est autre chose que le développement du calcul des exponentielles.
En effet, il y a, comme nous l'apprend la trigonométrie une liaison intime entre la fonction exponentielle et les fonctions
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cette relation est précisément celle de oaire. De telle sorte qu'une fonction d'une variable teniion, exprime une que ou une telle relation algébrique étriqués, et réciproquement une foncivariable angulaire imaginaire exprime tielle à variable linéaire et réelle, ou e de telles exponentielles, e exponentielle linéaire d'un quaterileute à un quaternion
e' [cos b + f sin b),
1 quaternion et b l'argument du vernt s'appeler l'argument du module : a , et b un logarithme imaginaire, et su dire que a est une quantité anguune quantité angulaire réelle, ou simie l'exponentielle népérienne.
quaternion, c'est-à-dire, un vecteur 3 par une exponentielle népérienne ;hme réel est l'argument modulaire, ginaire est l'argument verseur. En
algébriques.
= e' "*" " = R (cos b + i sin b)
bi = log (cos b + i sin b).
— B, il suffit de changer ô en — b, ;nt«r l'azimut du verseur de ir. Or, de
jîn b, e' — cos (ai) -|- i sin (ai), une manière générale cos (zi] + i sin [zi), )a quelconque z — a + bi et ï, une
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valeur arbitraire de l'uiiîté imaginaire V — 1. Car nous pouvons écrire l'expression précédente en développant le second membre sous la forme
e — î cos (ai) + i sin (ai) Sj cos (b) -{- isin {\i]\. Ainsi, par exemple, on a les formules connues
l e r= cos b + i sin b, 1 cos b = -
) d'où <
[ e = cos b — t sin b, M sin b :
Si nous changeons b en bi, on aura
1 e = cos (bi) -|- i sin (bi), j cos (bi) =
[ e- = cos (bi] — i sin (bi), / i sin (bi) =
Les premières /onctions étant appelées circulaires, les secondes sont dites iiyperboliques. C'est en effet l'hyperbole qui est la figure corrélative qui répond à t'imaginarité du cercle, et réciproquement. Les courbes conjuguées sont à angle droit l'une sur l'autre. Comme le ternion-unité i peut prendre une infinité de directions pour un cercle donné, il y aura une infinité d'hyperboles qui forment un hyperboloïde de révolution à une nappe et pour une position donnée d'une hyperbole, il y aura réciproquement une infinité de cercles qui forment la sphère conjuguée des hyperboloïdes.
30. Sa périodicité circulaire. — La fonction exponentielle linéaire, qu'elle soit scalar, tcrnion ou quaternlon a une période 2ftnC, h étant un nombre entier positif ou négntit et (une valeur quelconque de l'unité imaginaire v — 1
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iKve les fonctions trigonon»
lie Sftw quelque soit l'entier j laire, c'est-à-dire que l'on a
e^, ces (z + 2 ft ît) = ces z.
à multiplier l'exponentielle ] unité réelle
3*''*' = cos(2A;x),
nent d'un nombre quelconque 1 qui ramène toujours au mên re, ou au même axe scalar
nielle n'a pas d'autre période q les fonctions trigonométriqu< la circonférence d'un grand ■ est uniforme, c'est-à-dire qi le z dans un champ répond ui !(=e*, mais comme cette fonc i inverse z— log u a une infl Eirithmétiquc répondant à une xponentielle. Pour représent»
13 considérer une direction i 1 de la valeur de l'unité imaj plans parallèles au plan ver obtiendra les points correspon' Ml = e"de la fonction expon [M)rrespondants dans chaque I ordonnée Ai, en supposant Zi ■ <i z décrit un trajet quelconqi wnsécutifs, la fonction peut ] ibies entre <» et + « , et ne ] leurs dans chaque tranche, correspondant décrit le mém
Uir:
56 CALCUL VEGTORŒL
répété dans chaque tranche, et diffhve d'un autre par un multiple de 2'kî, i restant constant, et l'on a généralement
log u = z + 2izki.
Nous avons considéré la périodicité planaire, en supposant la valeur î constante ; nous pouvons maintenant considérer la périodicité sphérique en laissant k constant et en décrivant des sphères concentriques dont les rayons croissent en progression arithmétique. On obtiendra les points correspondants à une valeur particulière de «i =:: e^* de la fonction exponentielle, en prenant pour un trajet quelconque compris entre les deux couches sphériques consécutives les points correspondants sur un même rayon, les trajets se trouveront sur une spirale logarithmique.
31. Multiplicité de la fonction logarithme. — Les logarithmes des quantités réelles et imaginaires ayant une suite des valeurs périodiques en nombre infini, il en résulte que même en ne considérant que les vecteurs quadrants principaux, le produit des facteurs d'une même quantité peut avoir plusieurs valeurs différentes, attendu que l'on peut prendre pour chaque facteur ayant même module
des valeurs différentes de Taxe ternion s/— 1. C'est ainsi que le logarithme de aa, diffère généralement de celui de a^. En
effet, puisque Ton a loga = loga -{- 2 Jnzi, on aura généralement
log aa =: 2 logT+ 2 tt (W -f ki)
On voit que la valeur est réelle si Ton dihi -\-k' i' = o, c'està-dire i-\- f =z oeth =^ h\ ou si les ternions des facteurs sont conjugués et parallèles.
Logarithmes de Vunité, — Si dans la formule
u=ze , ou z = a -^ b if nous faisons a = o, ce
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du quatornion & ]
alors
- cos ô 4- ï sin 6 .
b — 2ftït, A étant
tus aurons, puisqt
''' et lof 1 — 2kK\ ter cette quantité à multiplier une e I parle facteur 1. 1
^{2ft + l}7r,2;
ou Dégutir, 011 a c( , et par suite
'"'.lOR-I^ia er cette quantité
à introduire l'un aleniion, ce qui ïur, et l'on a génér -(2k + l|>ri ^_^
naintenant b ~^^— itier positif ou né
''^'"■\log±v'=
ant quelconque, p embres ,
is les expressions ; pales de l'unité, i drants d'une pério
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laquelle duqae terme se dédait du précédent le multipliant
par V— î — « î . comme nous l'avons vu dans les prélimioaires.
33. Puissattce vectorielle. — Considérons maintenant l'expression
Q^iA + BiT"^" Nous supposons ici que la valeur du temion unité i est la même dans la base et dans l'exposant, c'est-à-dire que A + B i et m -f H i ont des plans verseurs parallèles. Par suite A et m sontdes coordonnées parallèlesà un même plan, et B et n sont des directions parallèles entre elles.
Si nous supposons de plus que metn soient des nombres rationnels, la formule du bindme sera applicable dans sa forme habituelle et la formule de Moivre donnera, en mettant l'expression précédente sous la formule exponentielle,
m + m (» + W) (m + Dl)
Q = I r [ cos -|- i sin b) I = e
Un. - I») + 1 (•■ + lœ)
= e Si nous posons s = am — b n, t — an -\- b m, nous pourons écrire
Q = e' ■*" " = R (cos t + t sin t).
II en résulte que l'argument modulaire fournit un argument verseur et que l'argument verseur fournit un argument modulaire.
Si nous désignons par k l'argument de la période de b, et parft' celui de la période de «, et enfin parfti celui delà période de t, noua aurons les deux équations [ s = am — (b + 2 ft tt) (n + 2 ft' it) î t = a [n + 2 /c' 7t) + m (b + 2 fc ic) + 2 ft, lE. L'élimination de It et de k' entre ces deux équations conduira
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egré dont on trouvei plexes). Si nous su| ! ou de m-\-nt est di usions kl = 0, nous ' Honel.
les valeurs de l'unitt base et dans l'exposa Q et 9 sont des quatc ïérents.est en génén sant à des fonctions [sin X) est un cas pi occuper dans un tr lilleurs peu connue.
cas particulier où li is de plus B — 1 et
ithmes, nous trouver
^ V/^ log v/=î =
ances successives de
■circulaire-unité v'—
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jouissent de la propriété de se réduire toutes soit à la quan-
tité V — 1 = e " F , ou y — 1 = e - «
suivant que le nombre des facteurs est pair ou impair, et la série est périodique. Nous trouvons de même que les puis-
sances entières de la fonction principale s/— 1 riodiques, et Ton a
sl~i
sont pé-
1) :=:Qr =— V —
ce qui montre la singulière propriété de cette fonction transcendcnte de pouvoir échanger la base en exposant et réciproquement dans Texponentielle y—ï .
CHj
$ 1. — Verseurt
35. Systèmes de v avons donné dans le oh nées à familiariser le lec avons maintenant à ab priétis algébriques. ( drants ou de l'unité im riel, nous devons comr vn qu'un versenr-quadi déltoie de l'unité imagii prime par un ternioD-i seur ; réciproquement seur un arc de 90% qu Autrement dit : ec L'u réelle un arc de 90* c Mon. »
Nous avons vu qu'ur unité, s'exprime par ui
Considérons deux sys tivement perpendiculai:
par{i,j, ft)et(I, J, K d'eux comme la résuit
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orthogonales relatives aux directions ooord système (W 23).
Nous aurons ainsi un système simulti vectorielles linéaires ternions, savoir :
la
/ l = ia -j-ja' + ha", f i —
(1) I J^«* +>&'+ ft6", i2) \j~
\K—ic-\-jc' +hc";
Les (û'i 6', c') ne sont autre chose que ass^ent la position relative des deux sys taires. La correspondance sera donnée pai vant :
a" i a— co8( II], a'=cos( (a) J h \b' \b" (b) \6=c03[Jïj, ft'=cos(,
c" \ C— C0S{KÏJ, c' =008(1
Nous avons par la trigonométrie : l" Si briques qui proviennent de la condition de des directions (l, J, K) entre elles :
6» + 6'» _|_ ft"* = 1, (4) ca + c'a' c* + c'* + c"* = 1 ; ( a6 + o'ô'
2' Six autres relations inverses, qui pi même manière de la condition de perpendic lions (t, j, h] entre elles :
!a'a" + b' a"a + b' aa' -\- b
3* Neuf relations binâmes, qui sont les c neurs dn déterminant (ab'd') =1, qui es
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&'(;"— 6V, b =c'a" — e^'c', c =a'b"—a"l>', b"c — 6c", b' = c"a — ca", c'=a"b — ab" bc' —b'c; b"=ca' —c'a; c"=ab' -~a'b.
i y joignons la propriété fondamentale de toutes le l'unité imaginaire, savoir :
isen déduire immédiatement toutes les propriétés des ternions-unité rectangulaires quelconque?.
lement, si l'on connaissait d'antre part les rela-
Iques des ternions-unité trirectaDgulaïres, on les relations algébriques qui lieot entre eux les
ème I, — «Le produit de deux ternions-unilé ires entre eiiœ change de signe sans changer ftiand on intervertît l'ordre des fdcteurs. » oontrer, multiplions par elle-même chacune des néaires vectorielles (1), eu observant l'ordre des st-à-dire, en écrivant toujours le multiplicateur lu multiplicande. En ayant égard -aux relations ■estera des équations dont la première sera E) aa- + [ki + ik) a"a + ijk + S/) a'a" = o.
es valeurs a, a', a" sont arbitraires, il faut que i^ément
-ji = o, hi + ik=o, jh + ttj — o.
it de la même manière sur les deux autres équais obtiendrons les mêmes relations (10) ; ce sont lies relations de cette espèce. Enfin, en opérant ec le système (2) nous trouverons également JI := o, Kl + IK = o, JK + KJ = o, la même ^pèce, et comme ce dernier système a I arbitraire par rapport au premier, on en cou-
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dut que le théorème a lien pour toutes l«s valeurs de deuï ternioti3-unité rectangulaires entre eux.
Pour plus de clarelé, décomposons ce théorème en deux parties : 1° on ne peut intervertir l'ordre des deux facteurs sans cbangep la valeur du résultat ; 2° ce changement ne produit qu'ua changement désigne dans la valeur de ce résultat.
Supposons que nous puissions avoir, comme avec les quantités réelles
nous auronsalorspour l'équation (9) la valeur 2 (y aa' + ki a"a + jk a'a") = o.
Les valeurs des a, a', o",n'étant pas nulles par hypothèse, il faudrait que l'on eut généraleiiicnt y— 0, ki=^Q, jk=o, ce qui est impossible, puisqu'aucun des Tacleurs qui expriment chacun d'eux une valeur de l'unité imaginaire n'est nul, et que le produit de deux verseurs quelconques est nécessairement par définition un troisième verseur qui ferme le triangle sphérique formé par les deux autres. D'un autre côté les valeurs a, a', a" ne peuvent pas être toutes nulles en même temps, puisqu'elles satisfont à la relation algébrique a*-|-a''-f-a"'=] . Si l'on suppose que l'une d'elle est nulle, a" par exemple, le vecteur I=ia-{-ja-\~fia" devient indépendant de la valeur deft,et l'on a simplement 2 tjaa'^o ; alors aet a'n'ét'mt pas nuls, il faudrait que Von eai ii=o, ce qui est impossible par définition . Reste donc que </ et ji aient des valeurs différentes, et nous retrouvons l'équatiou (9), et les relations (10) qui sont seules possibles.
Ce théorème, qui est dû à Hamilton,du moins quand à sa conclusion (car la démonstration qu'il en a donnée est purement métaphysique), est le point de départ de tout le calcul algébrique des quantités imaginaires, et l'on voit qu'il est fondé sur la uoliou des valeurs distinctes de l'unité imagi-
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portance nous servira d'excuse pour lÀ i
iDstration .
— « Le produit de deuœ tettitons- j
"es entre eux est le troisième temion- 1
%ire au plan des deux autres. »> j
multiplions membre à membre et deux
(1) en observant toujours le changement .e l'interversion des facteurs d'après le , c'est-à-dire, que noas pouvons écrire,
(7) et (10), ;
a'i) — ijc" pour ijab'-\-jia'b, etc.
ra nulle d'après les relations (4) et il reste ernion, qui donne le système suivant :
l' + ûa", [j"ft=JKa +KI6 +\ic, y + m", (13) tii=iKa' + Klfi' +IJC', ■y +ijc"; \ y = JKa"+KIô"+IJc".
obtient de la même manière en faisant le : des équations (2) dans l'ordre indiqué, ièrement que le produit de deux ternionsrectangulaires entre eus est uu autre ue sou scalar est nul; deuxièmement que ment la mâme direction que le troisième stème. On en déduit par comparaison les
/ = h, ni = j, jh = i, J ^ K, Kl ^ J, JK = I.
tîonsont lieu quelle soit la position relaelles sont donc les seules relations de
ï Le produit de Irais ternions-unité Ire eux est égal à l'unité réelle nêga -
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tive OU positive suivant que f ordre cycti ou inverse. »
Ainsi OD a, par exemple,
(15) yfi=:— 1 etft^i=l, etc.
En effet, puisque ij=k, on peut écrire en deux membres parft, i//c=fc'=— l. De môme en multipliant les deux membres par i, il vier
Corollaire II. — « Quand on intervert facteurs du quotient de deux ternions-u laires entre eux, on change seulement le tient, et le quotient est le troisième tern
En effet, si nous observons que pour une n l'unité imaginaire, nous avons les relatioi
XV
nous aurons en multipliant chaque membre ternion différent, en convenant de prendre le comme multiplicateurs, et les dénominateurs
De là résulte cette remarque importante qi le
7=jx* = -^'
est différent du rapport
(19) sxj=i = -w.
De sorte qu'intervertir l'ordre des facteur;
que hmi
et !liq
est
lia
lei ese
le !
le,
CALCOL YECTOBIBL
\-k = o, n'a pas de sens analytique ou est imposair soit que l'on suppose les vecteurs-unités i, j, h, 1 coinitiaux, soit qu'on veuille les additionner vectoent, en leur donoant pour scalar l'unité réelle +■ l,il lent que la diagonale du cube ainsi formée ne peut ille, à moins que chacun des côtés ne soient nuls sépa- .. D'un autre côté, ils ne peuvent pas être tous nulsà donc l'équation vectorielle î +j + k = oat fausse, ncile de voir que sa vraie valeur est i+j-i-k = V^ I. t la direction de la diagonale du cube-unité. Mais il s'agit d'une équation versorielle, l'équation - {i-i-j-\- , donne sans ambiguïté la position des huit triangles t les permutations de l'ordre et du signe des termes
arque — Un ternlon-UDité pouvant toujours être ré comme le produit par facteur ou par quotient de itres ternions-unités rectangulaires dans son plan ', il en résulte que facteur scalar exprime le cosinus jrpendiculaire au plan des deux autres, et l'on a par e
[ =i (6'e" _ t,"c) + j {b"c — bc" + k(bc'— b'c) . a conclut qu'on ternioii peut toujours s'écrire sous le d'un déterminant, tel que
l = \i j k]= {ib'c\ etc.
6 b' b"\ \c d c'\ tte forme le calcul analytique des quantités imagiprend une forme symétrique très propre aux substilinéaires.
- Théorème III. — « Trois ternions-tmtté trirecaires ont respectivement' pour verseur le produit 'seurs des deuœ autres lemions. »
r;^:T\ ^-k "' • •• "^ •>- " ■- ^ -- - "; ; v yv^^;^.
•Al
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Ce théca*ème, qui au fond est identique au théorème précédent, a été démontré directement par Hamilton. Il suffit d'observer que les trois verseurs quadrants forment sur la sphère unité un triangle sphérique trirectangle, et que chacun de ces verseurs est respectivement perpendiculaire à chacun des ternions-unité correspondant. Or comme multiplier un verseur par un autre, consiste à faire tourner le second autour de Taxe ternion du premier d'un angle égal à son argument, on aura en faisant tourner i autour de /c, la valeur dey ; c'est-à-dire que cette opération change i en J ; une nouvelle rotation de j autour de i change j en k, et enfin, une rotation de k autour de j change k en ^, et ramène au point de départ. Il en résulte que chacun des ares verseurs décrits est celui qui a pour ternion-unité le troisième ternion du système trirectangulaire.
Cette identité d'un verseur-quadrant et du ternion-unité qui exprime son axe, permet d'exprimer un arc circulaire réel par une quantité imaginaire, et réciproquement. Autrement 'dit : une valeur quelconque de l'unité imaginaire exprime une valeur réelle d'un arc circulaire quadrant ; ce qui montre que la véritable nature de l'opération V—1, est une exponentielle linéaire et n'est plus algébrique, mais transandante et périodique circulaire.
S n. — Verseurs qiiadrants obliqiies
39. Formules d'un système oblique . — Nous désignerons désormais par (I, J, K) un système de trois ternionsunité, formant un trièdre oblique quelconque, et nous réserverons la notation {iJ,JiJ pour un trièdre-trirect angle.
Posons
l = ia+ja' + ha'\
(23) {J = ib +jV +}ib\
K = ic +j& +Âc".
|r les 9 quantités réelles {a*, ô', cy étanl des projections ortho-
1^ gonales sont toujours les cosinus des angles que forment
^ respectivement chacun des vecteurs I, J, K, avec les vecteurs
{iyj^ k) et qui assignent leurs positions relatives. Mais leur ^ déterminant n'est plus l'unité positive, ni réciproque du
déterminant des mineurs. Sa valeur A ^=(aV c") s'appelle le *^ sinus-trièdre des axes obliques et le déterminant des mineurs
- donne [a V c") = A', en posant pour abréger
(24) \ hl = V'c — hc'\ B' ^d'a'—ca'^ C =a"b --ab\ A" = &c' — Vc, B"=ca' —c'a, G'=ab' ~a'ô.
40. Théorème I. — « L^ produit de deux temions-unité obliques entre eiuv est un verse^ir^uaiemion dont le temion-unité est perpendiculaire à leur plan, et dont Vargument est V angle compris entre les deu^ verseursquadrayit donnés. »
Réciproquement « Tout verseur-quatemion est le produit des deux temions-unité qui le limitent. »
Ces verseurs temions peuvent d'ailleurs prendre une position quelconque dans leur plan commun, ou dans tout autre plan parallèle, puisque Taxe et l'argument conservent la même valeur et par suite le verseur-quaternion ne change pas de valeur.
Si donc nous multiplions les équations (23) deux à deux et membre à membre, en ayant égard aux notations (24), nous aurons une partie réelle scalar donnée par les relations algébriques suivantes :
I bc + b'd + b"c" = cosw, 25; I ca + &a' + c"a" = cosw',
( ab + a'V + d'b'' = cosco".
et une partie ternion, donnée par les relations
;^f»iJir.''.^; «»-«-"-« r^^- -^
_ . _ _.^^^^^^_.^„^._^._„ •; -: "t,^sj;//\\^^^f
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fA +;A' + ÂA" = Isiiia>, (26) \iB+ ;B' + hB" = J sinco',
*'C +iC' +;tC'' =:Ksin(o".
Donc nous aurons
iJK = — coso) + I sinw = — e'^^^y Kl = — cosa>'+ J sin(o'=: — e— J ^'' IJ z= — cosa>"+ K sina)''z= — e- K w".
41. Trièdre polaire conjugué . —Les angles w, co', w" expriment les arguments compris entre les deux ternions facteurs et le signe — du scalar qui provient d'ailleurs de la propriété fondamentale des valeurs de Tunité imaginaire,
[sj — 1)* = — 1 est aussi une conséquence géométrique provenant de ce que Tangle des plans verseurs est supplémentaire de Tangle de leurs normales, ou de leurs ternions respectifs, quand ceux-ci sont de môme signe, et égal à leur angle quand ils sont de signes contraires.
Les ternions-unité (I, J, K) forment un nouveau trièdre conjugué polaire du proposé, de telle sorte que, chacun d'eux étant perpendiculaire au plan de deux vecteurs du système (I, J, K), réciproquement les (I, J, K) sont perpendiculaires au plan de deux vecteurs du système (I, J, K).
En effet, si nous désignons par («, e', e") les angles des faces du second trièdre, nous aurons de la même manière
JK
— COSf
+ I sin e
KJ
— ces %
+ J sin %
IJ
— cos «'
' + Ksint"
Pour le montrer, faisons directement le carré et le produit des équations (26), nous aurons pour la partie scalar les formules suivantes :
^ «fi
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1 A« + A'» + A"» = sîrf«, l BC + B'(y + B"Cr=ic,
(29) B* + B'« + F** = siii*u>', (30; I C A + C'A' + C'A" = ic', ( C« 4. C'» + C"« =aiii*«"; ( AB+ A'B'+ A"B" = tc";
en posant pour abr^r
11C = cos ci>' cos w" — costo = sin w' sin to>" cos t, ic' =co8«"coSû> — coscrt' = sin w" sin 0) cost', , ic" =1 cosù) ces w' — oosto" =: sio u> an w' cos t".
Puis nous aurons pour la partie teraien, qui se réduit par la théorie des déterminants aux quantités suivantes
t i (B'C"-B"C' +j ,B"C— BC"; + h (BC— S'a) = AI, (32; j i îCA"— C'A' +j »C'A— CA") + k (CA'-«CA) = AJ, ( i (A'B'— A''B')+i ;A"B— AB") + k (AB'— A'B) = AK,
et nous aurons d'abord les expressions
[ JK sin û>' sin w" =r — ic + I ^>
(33) I KJ sin<o" sino> == — ^' + J A,
( IJ sin 6> sin û)' =1 — -x" + K A,
enfin, en ayant égard aux relations suivantes de la théorie des trièdres
(34) A — sin to> sin û>' sin «" =: sinw" sin w sin t' =
= sin <o" sin i«> sin «",
nous aurons, en supprimant les facteurs communs sin »' sin «y^, les équations (28), qui montrent que le trièdre proposé (I, J, K) est bien le polaire conjugué du trièdre (I, J, K).
Gomme nous Tavons montré, nous pouvons écrire les formules 26^ et î32) sous forme de déterminant, tels que
i AI = (1 BC"., A J = i CA"), AK = (i A'B") ' ' ( I sin (o = (i Vc"), J sin w' = i c'a''], K sin a>" = (i* a'ô")
Remarque. — Les angles dièdres des verseurs, que l'on prend pour les angles intérieurs du trièdre oblique formé par les directions positives des (l, J, K) sont sappiémentaires des angles des directions I, J, K entre elles, ou des
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arguments respectifs de leurs produits deux à deux. Si donc du sc«nmet d*un trièdre quelconque on élève une perpendiculaire sur chaque face du trièdre et du même coté de ce plan que la troisième arête, on forme un trièdre supplémentaire du premier, qui est le trièdre a«^o;?o/aer^. En effet si Ton opère sur ce trièdre de la même manière que sur le premier, on obtient pour son trièdre polaire précisément le trièdre primitif, et Ton dit qu'ils sont conjugués polaires ; c'est ce que nous enseigne la géométrie élémentaire. Mais quand il s'agit de verseurs quelconques, cette définition doit être généralisée en tenant compte du signe de Taxe ternion et du signe de l'argument. Il peut arriver que les axes du trièdre conjugué du proposé soient situés tous trois au-dessous du plan des faces par rapport à la troisième arête, et les deux trièdres sont opposés ; les angles de l'un sont respecti venaient égaux aux angles de l'autre. Enfin il peut arriver qu'un ou deux axes du trièdre conjugué laissent le trièdre proposé au-dessous de leurs plans, ou bien que deux ou un des axes se trouvent au-dessus par rapport à la troisième arête. Or il est facile de voir que tous ces différents cas tiennent aux signes que peuvent prendre les arguments et les axes ternions d'un verseur quaternion. L'opération algébrique du produit de deux verseurs quelconques est donc générale et donne sans ambiguïté la valeur et la position du troisième verseur.
Ainsi à tout trièdre oblique quelconque répond nécessairement un autre trièdre oblique qui est le conjugué polaire ; qaand le trièdre proposé devient trirectangulaire son conjugué coïncide avec lui. C'est une conséquence de la règle ij=k, et par suite ÎJ = K = h. Si donc on voulait étudier la position relative de deux trièdres quelconques (I, J, K) et (II, Ji, Kl) non conjugués, il en résulterait nécessairement un système de deux autres trièdres conjugués polaires (I, J, K,) et (II, Ji, Kl). Si Ton rapporte chacun d'eux à un
f ' ir
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système fixe coordonué {i,J, /c), on obtiendra pour chaque système des relations semblables à celles que nous avons définies. En éliminant les (i, j, k) on obtiendra les relations demandées sous formes symétriques, comme nous le développons plus loin .
42. Théorème II. — « Quand on ititervertit l'ordre des facteurs du produit de deux teignions oNiques^ on obtient le verseur quaternion conjugué. »
C'est-à-dire, que le scalar du produit reste le même, tandis que le ternion change de signe sans changer d'argument. Cela résulte immédiatement du théorème I (34) du produit de deux ternions rectangulaires, savoir y =—jï, puisque l'on effectue la multiplication dans un ordre inverse. On a donc
(36) IJ = — cos 0)" + K sin a>", JI = — cos w" — K sin co".
On en déduit des relations algébriques importantes dans le calcul des quaternions, savoir :
/ IJ + JI =z 2 S (IJ) =: — 2 cos(o" = 2 S (JI),
(37) IJ — JI = 2 T(IJ) = — 2 Rsinco" =— 2 T (JI),
S (IJ) = S (JI
^^^ ?T(lJ)=r~T(JI).
L'on voit que dans le produit, comme dans le rapport de deux verseurs-quadrants quelconques, le résultat dépend à la fois de l'ordre des facteurs et de leurs signes. Ainsi, à chacun des angles au pôle K répondent quatre verseurs ayant même valeur de l'argument et du ternion-unité, mais avec des signes différents. Us répondent aux quatre valeurs
(39) ij^-.e-Kco", _ij^ç-KcD",ji^_eK« ,— jlrzzeK«".
La règle algébrique est donc générale et comprend tous les cas.
Br.:f^:.F^> '^'T-i^:"" »-5t- ^ *;
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Corollaire. — On déduit immédiatement la valeur du quotient de deux verseurs-quadrants quelconques en appliquant la relation fondamentale s/"^ = :=: pour une
même valeur de l'unité imaginaire dans les deux membres. En se reportant à l'observation sur la généralisation de Talgorithme de la division, on trouvera
X = \. = — K J =r cos (0 + I sin 0)
=:el"
yC = V = — IK = cosco' + Jsina)'=e V = "^ =:: — JI = cosw'+Ksinw'rne
= — JK = costo — I sino) = e—
lo)
.j = ^ = — KI=:=cos(o'— Jsina)'=:e— J^«*',
43. Composantes vectorielles obliques. — On peut demander d'exprimer les vecteurs ternions d'un système oblique, en fonction des composantes parallèles à son trièdre conjugué et réciproquement ; ainsi que les composantes des (ij J\ ^J en fonction des composantes parallèles aux deux trièdres obliques (I J K) et (I J K). La transformation linéaire y conduit directement.
Soient d'abord les expressions des (i, J, h) rectangulaires. En résolvant, comme à Tordinaire les équations linéaires (23) et (26) par rapport aux i, ;, h^ nous trouverons les systèmes inverses ;
/ A^ = lA + JB + KG,
(41) ^j = lA' + JB' + KC,
Si-
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que noas pouvons mettre sous la forme de déterminants en remettant les binômes des moments composants, savoir :
ùki = la sinw + Jô sin w' + K c sin a>",
(42) I A ; =: I a' sina> + J ô' sinco' + K c' sin a>",
A /J = I a" sin o) + J &" sin a)"+ K <c?''sin co";
At =
ÙJi:=
ll=z
I sin 0) J sin <o' K sin " \j A' B' C
I sin o) J sin <o A" B" A B
I J K abc a' b' d
K sin "
I sin (0 J sin <ù K sin u'' ABC A' B' G
Soient maintenant les composantes des (I, J, K) en fono tion des (I, J, K) et vice versa. Il suffira de substituer dans les équations (26) les valeurs des (41) ou ce qui revient au même d'ajouter ces équations (41) respectivement multipliées une première fois par A, A', A", une seconde fois par B, B', B", et enfin une troisième fois par C, C\ C", ce qui donne.
A I sin (0 =1 sin* w + J 'ï" + K it' A J sino)' = 1 7t" + J sin«<o' + K tt, A Ksinco" = I tt' + j tu • + K sinV
ou bien sous la forme de déterminants.
fAIsiiio) =::
AJsinw'
COSw" 1 COSo)
COSio' COSû) 1
COS(o' COSw 1
COS<.)"COS
A K sino)'' -
1 COS(t)" COSO)'
ce
►Sco" 1 (
^..^ , , ^^-^ ^-- ^^-. ^^.- -,...., ^ , ._^. , . 5;— . - T --ï;^',.^;:^ ; :: >'^Mr^^
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Nous pouvons aussi les écrire sous la forme
iA J = I sinw + J sinw' cosb" + K sinw" cose',
A I = I sincD cos«" + J sinco' + K sinco" cose,
A K = I sinw coss' + J sinw' coss + K sinw".
Enfin, les équations (42) ajoutées après les avoir respectivement 'multipliées, une première fois para, a', a", une seconde fois par b, b\ b'\ et enfin une troisième fois par (?, c', c'\ on aura
iA I zzi I sineo + J sinw' cosw" + K sinw" cosw',
A J = I sinw cosw" + J sinw' + K sinw" cosw,
A K = I sinw cosw' + J sinw' cosw + K sinw".
NoijLS pourrions obtenir d'autres formes en employant le sinus-triedre A' du conjugué polaire. Parmi ces équations les plus importantes sont les formules (43) et (44), qui permettent d'exprimer les composantes d'un trièdre en fonctions des composantes parallèles aux directions du trièdre conjugué polaire.
44. Théorème III. — « Un verseur quatemion gtcelconque s'exprime par une puissance de son verseur quadrant. »
Nous avons déjà posé pour l'expression d'un verseur les
formules suivantes
(45) U = cosô + Isinô = e^^=I^ ,
comme le résultat du développement de l'exponentielle linéaire ternion et la séparation des parties réelles et imaginaires. Ces formules résultent également de la formule de Moivre, car si nous posons 6 = ma, nous aurons
(46) U = cos ma + I sin ma = (cosa + I sina)";
le premier membre exprime un verseur qui produit une rotation d'un angle ma autour de Taxe ternion I, landis que
sa,
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le second membre exprime m rotations saccessives d'an angle a autour du même axe et le résultat est évidemment le même.
Si nous posons a = !!, la formule de Moivre prend la
forme
cos - m + I sin - m = I",
et exprime un verseur qui opère une rotation de m angles droits et suivant que m sera entier ou fractionnaire, on aura un verseur-quadrant ou un verseur quaternion ; dans le premier cas toutes les puissances paires donneront Tunité scalar +1, et toutes les puissances impaires donneront Tunité teruion + 1, de sorte qu'en donnant à m toutes les valeurs consécutives (0, 1, 2, 3. . . m) on reproduira continuellement la période (1, I, — 1, — I).
Dans le second cas, où m est fractionnaire, on pourra
trouver un arc 6 =— m, et 6 sera l'argument du verseur.
Dans le cas où m est incommensurable, l'arc sera indéterminé, mais on pourra toujours en trouver une valeur approchée en plus ou en moins, et la formule subsiste toujours. Mais si m est périodique on a une nouvelle fonction hyperciculaire, à moins que m ne soit de la forme p -|- I q» petq étant des nombres rationnels et I étant le même dans la base et l'exposant (Ch. u, 32),
45. Théorème IV. — « Le produit de trois iernionsunité obliques est un verseur quateymion défini, et en général celui de m ternions-unité quelconques est un verseur quaternion défini. »
En effet, puisque le produit de deux verseurs quadrants est le verseur qui ferme le triangle sphérique biquadrant formé par ces deux verseurs, le produit de ce dernier verseur-quaternion par un nouveau verseur-quadrant est le
^tr^:-
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verseur qui ferme le triangle sphérique formé par les deux verseurs facteurs, et ainsi de suite de proche en proche.
Pour obtenir l'expression du produit de verseurs quadrants I, J, K, formant le trièdre (I J K), nous pouvons exécuter directement leur produit dans Tordre indiqué. Or, nous avons déjà trouvé pour le produit des deux premiers verseurs, le verseur défini
IJ = — cosw" + K sinw".
Si nous multiplions les deux membres par h, ou mieux par A/c, et si nous substituons dans le second membre sa valeur tirée des formules (43), en fonction linéaire des (S, J, B) nous aurons
A IJK r=— A K cosco" + K sin« ' (I sin« ' cos« +
J sin«' cos« + K sin«'),
et d'après les formules (28), en observant les changements de signes dans Tordre des facteurs nous aurons
A IJK = — (sin* w" -f- tt" cosw' + '^ cosw)
— A (I COSw — J COSw + K COSw"),
et en supprimant le facteur commun A, dans les deux membres, il reste
(47) IJK = —A — I COSw + J cosw' — K cos«".
De sorte que la partie scalar est égale au déterminant des trois facteurs, ou au sinus-trièdre de ces facteurs, savoir :
S (IJK) =— a a' a" = aA + &B + cC, etc.
ce'
Quelque soit Tordre de la permutation des facteurs, on voit facilement que le scalar ne change pas de valeur, mais seulement de signe pour une permutation impaire ou noncirculaire»
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Quand an temioD, il suffira de matntei 1 .et l'on trouvera par exempla
(49) T (JIK} =— J co8«' + ! cos» — K ce On voit que les termes extrêmes étant de [ peut les échanger entre eux, c'esirà-dire, qn l'ordre des termes,
T (JIK) ^ T (KIJ), etc.
Corollaire I. — Si l'on prend le troisiè au premier, nous aurons des formules tel!
vantes :
MKI = K — 2 Icosw', IIKI-'=— 1
(50) j JKJ = K — 2 J COS.-. JKJ-'=-I (etc., [ etc.
On a donc IKI =— IKI"',
« qui doit être, puisque Ton a I = — I-'
Ces formules seront utiles pour cxprimi conique. D'ailleurs le déterminant A dévie ayant deux lignes ou deux colonnes idei exprime que le ternion résultant est dans l< t«mions des facteurs.
Si k devient perpendiculaire à I ou à J, l'a ralt et l'on retrouve les formules relatives quadrants rectangulaires.
Corollaire II. — Le produit de m ver: consécutifs, IJ K L..., se ramène au produi
de - verseurs quaternions successif, ou à -
quaternions par un même verseur-quadrant est pair ou impair. On pourra avoir ainsi i nombre quelconque de ternions-unîté, i donné.
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% m. — Trièdres non conjugués
46. Systèmes trirectangulaires . — Nous avons considéré jusqu'ici le produit des verseurs appartenant à un même trièdre, et nous avons vu qu'à chaque trièdre, et plus généralement à toute pyramide de vecleurs ternions-unité correspond un trièdre polaire ou plus généralement une pyramide conjuguée polaire de la proposée. Mais quand on considère deux trièdres, donnés en position relative {t, j, R) et (I, J, K), ces deux trièdres ne sont pas les seuls que l'on peut considérer ; car en prenant deux, ou une des directions du premier avec une ou deux directions du second, on aura autant de nouveaux trièdres, dont les verseurs sont déterminés. Mais ce n'est pas tout encore ; si les trièdres donnés sont obliques, à cliacun d'eux répond un trièdre polaire conj ugué et l'on pourra former de nouvelles combinaisons de trièdres non conjugués. Chacune de ces combinaisons est définie algébriquement par le calcul vectoriel sans ambiguïté. Considérons d'abord deux trièdres trirectangulaires donnés en position relative. Il suffira de se reporter aux formules (1) et (2) de ce cliapitre et de substituer la valeur de l'un des facteurs en fonction linéaire de l'autre aistèmc, et nous trouverons immédiatement les formules suivantes :
I i 1 =— a + ka' — ja" — — a -\- ic — Kb,
hj=— 6 -\-W~ib"=~-b -j-Ka— le,
(iK=— c -\-nc' —je" =—c -\-\b ~ia;
j I ~— a' + ta" — ka =— a' + Je' — K*'.
(1) ■ ji ^—V +ib- ~kb =—b' +Ka'— le',
^K =— c' -j- ic" — kc =-r d + W — Ja' ;
ft I— ^ o" + ja — id — — a" -f Je" — K6",
A J=;— b" -\-Jb — ib' =— b" + Ka"— le",
ftK=— c" +je — ie' =— c' + !&■' — Ja".
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3ii voit qae les neuf cosinus (a, b, c. . .) sont les scalars produit de deux vecteare pris dans chacun des systèmes, ]ue les tentions sont dans le plan verseur communs à c«s IX facteurs. Cela est évident, puisque la direction de ce nion est la ligne d'intersection des deux plans verseurs Ëictenrs qu'on appelle aussi ligne des nœuds, et ces 9 ardections jointes aux 6 directions données ("i, j, k, I, J, K) inent les 18 intersections des plans deux à deux.
17. Cas où Vun des systèmes est obHque. — Les projecns orthogonales où les scalars seront toujours les neuf linnsfa, ô,c..J,qui assignent la position relative des IX trièdres et donneront d'après la théorie des détermiite:
~BC" — B"C = A +B C08w" + C
= B C — B' C = A" + B" cos»" + C" cos«'
1A6 =Ç'A" — C'A'— i C0Sm"+B +C cosu,
A&' = C"A — C A" — A' cos»" + B' + C cos«,
i&" = C A' —C'A =A"cos»" + B" +C"cosu;
{iic = A' B" ~ A"B' — A cosu' +B cosu +C, lie' = A"B — A B"= A' C03«' + B' cosw + C, fAc" = A B' — A' B =A"cosu' +B"cosu +C".
Si nous multiplions les équations (41), qui expriment les uposantes des i,j, k, en fonction linéaire des I, J, K, on tiendra les valeurs des produits I^, etc., deux à deux, et us aurons .
( i I =— o + C J sinu' — B K sin»>", jïJ=-ô +AKsintt" — G I sinu, ( ïK=— c +B Isinw - A J sin»;
ij I — — a' + C J sinu — B' K sin»", ji=—V +A'Ksin»"— C Isinu, j^=— c' +B'Isinu —A' Jsinu';
ï:^vy:»s > : : ; \ .. •; ''•.•/, ' - ' '■■'■' ' ' ." ' *^- ■ ...r'^'
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h I =— a" + G' J sin«' — B"K sino," (3) {KJ =— &" + A'' K sin «" — C' I sin «,
/iK =— c" + B" I sinco — A" J sin c^'.
Enfin si l'on voulait avoir les //, etc. du trièdre polaire, il suffirait de remplacer dans les équations précédentes les petites lettres par les grandes lettres et vice-versa.
48. Produits des vecteurs des systèmes polaires. — Nous pouvons encore trouver directement les valeurs des quaternions II, IJ, IK. .. etc., en observant que les trois produits II, JJ, KK, sont seuls des verseurs quaternions, tandis que pour les six autres, étant le produit de deux ternions rectangulaires entreux, leur scalar est nul.
Si donc nous prenons les équations (42) ou les équations (44) en multipliant les secondes respectivement par I sinco, J sinw', K sina>",et les premiers par I, J, K, nous obtiendrons les valeurs cherchées.
I I sincD HT— A + K tt" sinco" — J tt' sinco'
=: — A + *^ COScù' — K COScù",
I J sinco' =: "{- K sin^co sinco" — J tt sinco'
= -\-K — • I COSco',
IK sinco" =1 + K 7c sinco" — J sinVsinw'
= -\- l COSco' — J;
J I sinw = + I '^^ sinco — K sin*co sinco"
= + J COSoo" — K,
,^v , J J sinco' =— A + I 7c sinco — K tc" sinco" (3) (
' ' =z— - A 4- K COSeo" — I COSco,
JK sinco" = +1 sinco" sinco" — K tt' sinco"
= +1 — I COSco";
K Isin» = + J sin^ sinco' — I tc" sinco
= + J — K COSco,
IK J sinco' = + J it" sinco' — I tc' sinco
=: + K COSco' — I,
KK sinco" = — A -}- J t^' sinco' — I sinV sinco
= — A + I COSco — J COSco'.
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m divise tous les membres par sini^, sinu', sinu", vement on aura les valeurs demandées. Od peut rs s'assurer que les seconds membres ont leurs î divisibles par ces factfiurs en se reportant aux s des trièdres, et que les ternioas sont des ternioDS-
7as général. — Considérons maiotenant le cas de deux trièdres obliques quelconques (I, J, K)et Kl), et désignons comme précédemment par s") et par («i, «/, u,"), les angles de leurs faces, irons à considérer deux trièdres conjugués polaires :) et (II, Ji. Kl).
avons vu que l'on a pour le produit de deux vecun m>nic trièdre les relations :
=— cosiu" + Ksinio", jl| Ji = — c08|"-(- Ki sinuii", = — cosoj' + J sintu', jJiKi=— cosi'+ Ji simui', — — cosw + I siucu; (Kili =— cosi 4- Il sinon. us désignons comme précédemment par (a, b, c. . .) f cosinus des angles qui forment entre eux les 1 de deux systëoies différents et qui assignent leur relative; savoir :
= cos (I II], 6 = cos (J II), c = cos (I Kl), = cos (I Ji), &' = cos (J Ji), c' = cos (J Kl), = cos (IKi), 6" = cos (JKi), c" = cos {KKij, f quantités, et les 6 quantités (», ui) sont les de la question. Comme il s'agit de ternions, les (a, b, c.) expriment les projections orthogonales in d'eux, sur chacun des autres de l'autre système, idérant chacun des vecteurs d'un système comme la vectorielle de trois autres directions parallèles aux ide l'autre système, et en désignant par(Ar, B, G...) lies de ces progressions obliques, qui sont des fono-
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tioDS linéaires des composantes orthogonales et des angles des faces, nous pourrons poser
{ Il = lA + JA' + KA", [a) j Jl = IB + JB' + KB", (7)
( Kl = IC + JC + KG",
et nous aurons d'après la théorie des trièdres :
( A«A = a sin«co + a' «" + a" «', ' A«A' = a iç" + a' sin«(o' + a" tt,
A«B' = ô sin^co + b' ^" + &" «',
(8) { A«B' == & tt" 4- V sin«a>' + &" tc, A«B" = & 7c' + ô' TT + ô" sin'o)";
A«C = c sin^co + & t!' + c" t! , A«C' = c tt" + c' sin«(o' + (?" TT, A»C" = c 7c' + c' 7t +0'' sin'o)" .
Réciproquement les composantes octhogonales s'exprimeront en fonction linéaire des composantes obliques, et s'obtiendront en résolvant ces équations linéaires par rapport aux neufs cosinus (a, b, c, . J, et dans lesquelles les (A, B, C) n'ont pas la même signification que dans les équations (2) ; savoir :
a = A + A' C0Sa>" -f- A." COSco',
a' = A costo)" + A' + A" coso),
a" = Acosa>' + A' cosot) + A";
b =B + B' coso" + B" coso)',
(9) \b' =B cosa>" + B' + B" coso), ô" = B cosw + B' COSO) + B'';
c =C + C COSO)" + C" COSO)',
& =C COSO)'' + c + G' COSO),
c" = c COSco' + c COS(o + C".
Cela posé, si nous eflFectuons les carrés des équations (a)
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ainsi que leurs produits deux à deux, ou ce qui revient an même si nous les multiplions respectivement membre à membre par les ternions (I, J, K) et que nous fassions les substitutions convenables, en tenant compte des valeurs précédentes, nous aurons premièrement les relations scalars :
l ka + k'a' + k"a" = A,
(10) Bb + B'ô' + B"&" = A,
f Ce + G& + G'C" =: A;
I Ba + B'a' + BV = kb + k'V + A"&" == cosa)i",
(11) Qa + C'a' + C'a" = kc + k'c' + A"c" = costo/,
I Cô + GV + G'b" = Bc + B'c' + B"(?" = cosa)i ;
et ensuite pour les valeurs ternions :
Kl sina>r== I sinco (A'B"— A"B') + J sina>'(A"B— AB")
+ Ksin(o"(AB'— A'B), Ji sin(oi'= I sinco (C'A"— C'A') + J sina)'(C"A— CA") * ^^ +Ksin(o"(CA'— C'A),
Il sinwi rz: I sino) (B"G'— B'C") + J sinco' (B"C— BC")
+ K sinco" (BC— B'C).
Nous pouvons maintenant effectuer les produits de deux vecteurs de systèmes différents, en ayant égard aux relations (10 et 19) pour la partie scalar, et aux relations (12) pour la partie ternion et Ton obtient les valeurs suivantes en fonction des composantes, suivant les directions du vecteur conjugué polaire.
I II rzi-. a + J sinco' A" — K sinco" A', I Ji =— a' + K sin co" A — I sinco A", IKi =— a" + I sinco A' — J sinco' A'; J II m— ô + J sinco' B" — K sinco" B', (13) { J Ji =— &' + K sinco" B — I sinco B", jKi zzz- b" + I sinco B' — J sinco' B^;
KIi =— c + J sinco' C" — K sinco" C, KJi— — 6*' +Ksinco"C — I sinco C", KKi=— c"+ I sinco C — J sinco' C.
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On voit que les ternions se trouvent dans le plan des ternions conjugués à chacun des systèmes, de sorte que nous pouvons prévoir une seconde expression des parties ternions, non-seulement en fonction des composantes suivant les (I, J, K), qui s'obtiendront en substituant les valeurs des I, J, K en fonction de ces dernières ; mais nous pouvons encore les écrire de deux autres manières suivant les (II, Ji, Kl) et suivant les (Ii Ji Ki) du second trièdre et il suffira de poser le système inverse
r I=:iiA, +J1B1 +K1C1, {b) Ij = Il A/ + Ji B/ + Kl Cl', (U)
( K = Il Al" + Ji Bi" + Kl Cr,
pour en déduire un système d'équations semblables aux précédentes, dans lesquelles, les (Uy 6, c....) restent les '[ mêmes et que nous nous dispensons de transcrire.
En effet, puisque les systèmes {aj et (bj sont linéaires, ils résultent Tun de l'autre par la transformation linéaire, de telle sorte que les (Ai, Bi, Ci...) sont respectivement les déterminants mineurs du système des (A, B, C...), et réciproquement ces derniers sont les déterminants mineurs du déterminant des (Ai, Bi, Ci. . .).
Si Tun des systèmes devient rectangulaire, les (a, b,c..J se réduiront respectivement aux (A, B, C...), puisque les sinus w' deviennent égaux à Tunité, et les cosinus égaux à zéro. Le trièdre polaire se confond avec le trièdre rectangulaire. Il sera facile de compléter ces conclusions dans le cas où les deux systèmes deviennent rectangulaires.
CHAPITEIE IV
CALCUL DES VERSEURS QUATEHNIONS
S I. — Equation binôme versorielle H {s]-+
50, Théorème I. — u Le produit de m verseurs temions, formant un contour polygonal sw la sp unité et fermé, est égal à l'unité réelle posltîv négative. »
Si H désigne le produit consécutif de m verseurs do on a l'équation binôme versorielle
Nous avons vu (Th. I., ch. 111) que le produit aigéb' de deux verseurs-quadranls quelconques est un ve quaternion déterminé, et que réciproquement tout ve est le produitdesdeux temions qui le limitent. Nous poi; donc écrire
(2) z = (Il U) =— cos (1, h) + I sin (I, I,) ; en observant qu'il s'agit d'une multiplication algébr prise dans le sens général. C'est-à-dire, que l'on aurai exemple, pour des valeurs négatives des ternioiis ■
( I, ir' = V = cos (I, h] + I sin (Il h), (ai ) '^
- cos (Il h)— l sin (Il U), etc.
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posé, si l'on considère que te produit de (m — 1), verseurs lans un certain ordre, est égal au m" verseur qui forme ■ntour polygonal sphérfque, pris en signe contraire, on
en multipliant les deux membres de l'équation versoi par le conjugué de ce m' verseur, dans le premier ibre un produit de m verseurs consécutifs, et dans le id membre l'unité réelle positive ou négative, suivant le ï de ce m* verseur.
lur le montrer directement, soient (Ii, I|.. , lo) les 18 de la pyramide polygonale formée par les intersections icutives des plans verseurs, prises dans l'ordre de b iplication indiquée par la proposée, et soient [It, Ii,.. I„) teriiions-unité perpendiculaires au plan de deux ters consécutifs {U. Ij), les termes du produit algébrique kiuation (1) seront :
(— cosui + Il sinoii) (— cosiui + 1^ sinw»)... .
(— C0So)„ + Im C03 a>J = -[- 1 ,
ous pouvons écrire, d'après l'équation f2| le premier bre sous ta forme
contour est fermé, le m' tarnion coïncidera avec le lier et en écrivant autrement les parenthèses, sans jer l'ordre des termes, on aura évidemment .
supprimant le facteur commun ( — 1)", on aura l'équa-
iquatioa versorielle (1) n'est autre chose que l'argument
txponentielle linéaire
e(+ Il">l + InUi+ ... + Io,Wm)__^l^
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d'oà en prenant le logarithme, on aura l'éqnation lir versorielle
qui exprime que le contour des verseurs est fermé. L' pourra changer l'ordre ou le signe de chacun des terme pour les permutations qui permettent d'écrire la pr par couples de temions identiques au signe près. Telle ( particulier la permutation circulaire, puisqu'elle ne fai changer l'origine du contour fermé. La règle algébriqu générale et donne le résultat sans ambiguité.
51. Théorème II. — «Le produit de deux vers quelconques est nécessairement le troisième verseu ferme le triangle sphérique formé par l'interseclic leurs plans verseurs ».
Ce théorème est un corollaire du théorème précédei nous considérons i'équatiou générale dans le cas de facteurs et que nous supposions les axes teruions positifs, savoir :
(9) e~ ï'"*' — •'•'"î — K fc)ï =^_i^
Cette équation linéaire exponentielle tern'ton est équivs au produit
(10) [ — coswi + I sin»oi) [ — costoï + J BÏnwï)
(— cosu.3 + K sincua) = — 1, et nous pouvons l'écrire d'après le théorème précédent la forme
(11) (JK) (Kl) (IJ) =-1,
et en écrivant autrement les parenthèses, ce qui ne et rien à l'ordre et au signe des facteurs, il vient
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ion qui est évidente, d'après la propriété fondamentale nité imaginaire.
ist facile de vériâer ces résultats en efiectuaot directele produit des deux verseurs du premier membre, avons trouvé [Théor, II.,ch.III) JK = — 008(01 -f- I siniuij Kl =— cosiu, -f- J sintui, aurons par suite,
(JK) (Kl) = cos<oi cosù>i— itj + (—1 ainun cosoj*
— J sinuj costtii + ift), multipliant les deux membres par le conjugué de signe aire
(IJ) = — cosws + K sin«ï, le résultat demandé.
peut énoncer autrement ce théorème : « Si trois ter- -unité forment un trièdre, dont les faces sont (ui, ut, <*»] lous désignons par [I, J, K) les trois ternions-unité du ■e conjugué, on a la relation versorielle,
IiOl -j- Jui + K»3 ^ o
u que l'on observe l'ordre et le signe de ces six quan-
effet, le trièdre positif proposé (I, J, K) n'est pas le ue l'on puisse former par les intersections mutuelles de plans verseurs dont les directions sont assignées par axes (I, J, K). A chacun des trois pôles (I, J, K) répon- [uatre angles dièdres, deux à deux égaux, et supplô- Lires. On a donc, parmi les combinaisons de quatre ités trois à trois, à conserver celles qui permettent un jr triangulaire fermé, et il y a en tout huit triangles iques distincts de valeur et déposition, sur la sphèredéterminés par les huit permutations de l'ordre et du dans réqoation linéaire (15), des angles des f^ces&,
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et des t«rnions-uiiité (I, J, K) de manière qao le prw consécutif des trois verseurs puisse s'écrire sous la fornif parenthèses satisfaisant à la relation d'identité (6|.
Tout arrangement qui ne satisfait pas au groupement ternions (I, J, K) répétés deux fois, d'une manière consé tive et circulaire, donnera un verseur étranger aux triani de [I, J,K]. Parmi ces arrangements extrêmement nombr nous citerons les suivants :
i(IJ)Ki', (IJ)K(JI)K, (IKI| (JKJ), etc.,
qui, d'après le théorème IV, ch. III, donneront uuliouv verseur quaternion et non l'unité réelle.
Corollaire. — On aura relativement au |trièdre poli conjugué (I, J, K] les mêmes relations déduites do l'équat linéaire versorielle
(H) If, + J., +K., ^o, ■
où les («) sont les faces du trièdre polaire conjugué, et I aura de la même manière les différentes formes de ci équation versorielle linéaire, pour lesquelles les coQclusi sont les mêmes, savoir :
!{— costj + I sinti) { — costï + J sinu) [— cosi3 + Ksin.3) =—\.
ou (JK) (KJ) (U]=-l.
Nous voyons que nous pouvons considérer ces théorèi comme résultant de ce que les arêtes d'intersections des pi verseurs deux à deux, formant un contour polygonal fei sur la spliére-unité, sont précisément les arêtes de la pj mide polaire conjuguée et il y a réciprocité. De sorte c tout contour spliérique répond nécessairement un eonb conjuguu poliirc.
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iemargue. — La démonstration du théorème II, par Hamilton et reproduite par Tait (Ëlcmeiits des ions), est particulière à la méthode de fraisonnenaenl t'sique de cet illustre géomètre. Bien qu'elle ne soit èrement exacte, et qu'il ne l'ait pas étendue à un polygonal quelconque, nous croyons devoir la r ici .
dérons le triangle spliérique (ABC] en projection Qale sur le plan du grand cercle qui passe par l'arc
tout l'axe polaire se projette en 0, au centre. Soient li, les rayons de la sphère-unité, respectivement perlaires aux plans des grands cercles, déterminés par
A A : autres arcs BC et CA du triangle (ABC), et qui sont lions-unité de ces verseurs. Ils sont choisis de : que le triangle spliérique conjugué (Ai Bi Ci) soit port à chacun de ces plans verseurs situés dans la opposée où se trouve le rayon perpendiculmre au
AB. Ainsi 0A| étant au-dessus du plan'de BC, et de
A iBi étant au-dessus du plan de OA, le rayon OCi au ■e est mené en sens contraire.
oit qu'en appliquant la règle algébrique des signes contour fermé
AB + BC + CA
tion est de signe contraire pour les deux derniers
ar suite de celte construction ou du choix dn signe
s ternions des verseurs, les arcs BC et CA sont vemeiit égaux aux dièdres Ai et Bi, tandis que
t est supplémentaire du dièdre Ci, Nous aurons donc
sr?5*7
ji*r^<
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OBi
OCi
= CiBi = cos A
+ a sin A
OCi A
— - = AjCi = cos B
OAi
+ i8 sin B = py,
et en multipliant membre à membre on aurait d'après Hamilton
ou d'où
OB, OCi A^
y-* =z COS (tu — C) + Y sin (tu — c), a^ ^y y' = 1.
Mais en fait Hamilton ne tient pas compte de Tordre des facteurs, et il traite ces rapports comme des facteurs scalars,
^ , , .X OB' OCi ^^.^, ^^ j .xOCi OBi
Or, le produit ttttX r-r- est diflerent du produit 777- X -;r^
0\j\ OAi OAi OOi
et c'est précisément le second ordre seulement qui permet le résultat demandé, savoir jb^ a* y* — 1 • En effet, contrairement à ce que dit Hamilton, la permutation
(cos«i + I sinwi) (cos«2 + J sinwa) (cos«3 + K sinwa)
ne peut pas donner Tunité réelle, et le produit est un verseur étranger au triangle (ABC), comme on peut le vérifier directement en effectuant les produits indiqués. Mais on peut vérifier que Ton aura pour un ordre diflerent des facteurs, les permutations
(cos (01 + I sin«i) (cos «3 + K sin «3) (cos «2 + J sin «2) (cos Us + J sin «g) (coswi + I siûwi) (cos m 3 -[- K sin «3) (cosco8 + K sinws) (cosca2 + J sincos) (coswi + I sinwi)
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qui sont trois permutations circulaires d'un même arrangement tel que
(JK-^) (KI-») (IJ-^) rirl.
Ce qui montre une fois de plus que la règle algébrique des signes est générale et sans ambiguïté.
53. Quadrilatère sphèrUiue. — Nous pouvons encore considérer, comme exercice du théorème général, le produit de quatre verseurs quelconques formant un quadrilatère sphérique fermé, où les arguments et les ternions-unité ont des valeurs données, qui ne sont pas toutes arbitraires. Nous aurons alors cette proposition, résultant de l'application du théorème I :
« Le produit consécutif de trois verseurs est le verseur ou Varc de grand cercle qui ferme le contour du quadrilatère commencé par les trois autres ».
C'est une conséquence de la règle versorielle ou des arcs de grand cercle, ayant Tanalogie la plus complète avec Taddition vectorielle des verseurs linéaires dans l'espace plan à Tinâni.
Soient P, Q, R, S, les quaternions-unité formant un contour fermé, quand on les prend dans leur ordre cyclique. Désignons toujours par (Ii, I^, I3, I4) les intersections consécutives de leurs plans verseurs deux à deux, de telle sorte que Ton ait
P z= I, l„ Qz=z h Is, R = I3 14, S = I4 II ;
nous aurons
PQRS = l et FQR = S-»,
en désignant par S""^ le réciproque de S et non pas seulement son conjugué; c'est-à-dire que l'on a SS"*^ = 1. Le signe de l'unité réelle dépendra évidemment du signe des facteurs. Comme nous les avons tous pris positife, te résultat est ici l'unité positive.
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Si nous considérons le conjugué polaire (LMNT), nous aurcms un nouveau quadrilatère déOni, oii l'on prendra.
L — Il I,, M ^ I, I„ N = hh, T ^ 1. 1„ et
LMNT= I.
Mais nous arons de plus à considérer les produits des verseurs de deux en deux ou les verseurs diagonaux, savoir :
PQ = I, Is, QR = I, !.. On en déduit les relations compiémentaires RS — (PO)-', SP = (QR)-', car OQ a généralement
Q-> P-' = (PQ
Enfin ai l'on prenait les facteurs de trois en trois on retrouverait le quadrilatère proposé parcouru en sens inverse. On pourra en déduire différentes propositions, qui auront leurs analogues dans le quadrilatère rectiligne. Nous citerons seulement la suivante :
« Si les diagonales d'ioi quadrilatère sphérique se coupent en parties égales, les arcs opposés sont êgaiia; et les arcs adjacents sont supplémentaires. »
On pourrait donc l'appeler un parallogfamme spliériqne. Eu eflet, soit PQRS = 1, le contour polygonal de quatre verseurs pris dans leur ordre, et soient
D = PQ — [R3]-', et D' = QR = (SP)-', les deux diagonales, nous aurons
PR-' = RP-', d'où P — RP-'R-S qui exprime une rotation de P autour de R d'un angle double. (Voir plus loin Rotations coniques.)
54. Polygones étoiles. — Si nous avons une suite de verseurs formant un polygone sphérique, savoir :
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PQRSTetc... — + 1, cette suite sera périodique; en désignant pi périodes, nous aurons
PQRS. TPQR. STPQ etc... =
car cela revient & multiplier les deux mem binôme par [4- 1) à chaque période. On ei déduira pour l'équation binôme versorielle les mêmes couséquences que pour l'équal iiaire s^ + l =0, qui n'est qu'un cas par mière, où les arguments et les ternioustous égaux.
En joignant par des cordes les points d plans verseurs sur la sphère-unité, on ai gauche, qui jouit de la propriété d'être in sphère. Si tous les arguments deviennent i polygone régulier gauche. Nous devrons tous les théorèmes sur les racines versoriet ont été si bien étudiées dans le cas où les v dans un même plan, et où on suppose les i
cutifs égaux à —, m étant le nombre de
degré de l'équation binôme. Il suffirait dt User en observant que, dans le cas génén l'unité imaginaire \' — 1, ne sont plus a déânies et données pour chaque verseur.
On aura, par exemple, ce théorème. « f avec m et plus petit que m, on obtien polygone de m côtés satisfaisant à 1' H,n (z) -f- 1 = 0, en prenant les facteurs c l'équation de n en n »- Il y aura donc aut de m côtés satisfaisant à l'équation binôme y a de nombres premiers à m et plus peti
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leurs en prenant les sommets de ii — 1 en n— l,on aurait les mêmes polygones, mais parcourus en sens inverse.
Dans le cas où n n'est pas premier à m, on obtiendra uu polygone de nombre de côtés inférieur à m, tel que ce
nombre soit d =; — . Ce qui revient à cette proposition :
« Si dans une équation versorielle le contour comprend plusieurs contours partiels fermes, l'équation se sépare en autant d'équations qu'il y a de ces contours, puisque cela revient à multiplier les deux membres de l'équation par
% n. — Rotations Coniques
55 , Théorème . — « L'expression U Q U-' exprime une rotation conique de l'axe d'iin quaternion Q autour de l'axe du verseur de U d'un angle double de l'argument de ce verseur, n
Le produit de deux verseurs exprime que l'on fait tourner le second autour de l'axe teniion du premier d'un angle indiqué par son argument. Quand le plan verseur d'un quaternion tourne ainsi antourde l'uxe d'un autre quaternion, la perpendiculaire à son plan verseur ou son âxc teniion décrit un cône droit, et exécute une rotation conique. On peut d'ailleurs supposer que la perpendiculaire est menée au point où le plan rencontre l'axe de rotation, qui est le sommet du cône droit. Nous aurons à considérer le cas où l'angle du cône est droit ou nul, c'est-à-diie le cas où les axes des deux facteurs sont rectangulaires ou parallèles. Dans le premier cas on a une rotation équatoriale et dans le second une rotation méridienne qui ne change pas la direction du verseur, et les arcs s'ajoutent algébriquement.
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Considérons d'abord l'opération algébrique.
Le quatcrnion résultant Q, — UQU-', d'une rotation conique a même module, puisque par définition on a U U~'=l, même argument, et par suite mémescalar. En efièt toute ératioii circulaire ou de rotation ne peut altérer ni le xlule ni le scalar, et il suffira de déterminer le ternionlité de Qi dans sa nouvelle position . Si donc nous posons Q^g + lq- V^p-{-3p' réduisant U à nu verseur pour simplifier, noua aurons Q, = UQU-' = g + UIiU-V = î + Il ff".
En développant directement le produit U I TJ-', nous pons la valeur du temion-unitéli,
I,= TIIU-' = [p* — {JI— U) pp- 4- JIJ-V".
I désignant par K l'axe teniion periiendiculairo au plan I), nousavons trouvé [u" 42.)
(.II— U} = 2 K sin (U) = 2 K sina>", nM5
JIJ-' =— I -f 2 J C08U)",
comme nous avons
p'—p'^ = C032œ, 2 pp' ~ sin 2a, désignant par a l'ai^ument du verseur U, nous pouvons rire *■
Il ^ I cos2« + Ksin 2a sinu" + 2 J 3in*a cosm". Si les deux verseurs sont rectangulaires, et seulement dans cas, on a co3û>"=o, IJ— K, ouIJK^I, et l'on a lasinyure relation
I, = I cos 2a + K sin a« = I (cos 2a + I sina) = ID*. Nous avons donc dans le cas d'une rotation équatoriale s 6 29
lu'^uiu-' o\i]^ u~i! = ijir>
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en posant = 2a . Ainsi une rotation perpendicula autour de J d'un angte 3« transforme I en Ii = UIU^ U importe d'observer l'ordre des facteurs, car nou par une rotation inverse
I = U-' I, U, et dans le cas d'une rotation équatoriale nous avons 9 29
U*I = J— ï II j; — I, J1Ï"!
mais on n'a pas généralement 1 U* = UIU-'.
Si nous développons le résultat d'une rotation
U-' [Q) U, en désignant par Q'i le résultat, nous aun
l'i = I cos 2a — K sin 2a sin«i" + 2 J sin*a cos
et nous voyons que sa valeur diffère de celle de Ii par
du ternion K .
56. Construction géométrique. — Soit OB l'nte. A des plans U et de Q, l'arc BCest l'argument de Q et celui de U, et nous avons par addition versorielie
A A A AB + BC ^ AC = (UQ
Si nous prolongeoi
A AB eu sens invers
--..^ qoantité égale AB', ^''i A
ACd'unequantitéég \ '.■ /«^K \ j A
\ ; / ■-., ■■-,, / noua aurons AC =
Xi:-'' J:!^ A A
■^- — . '■'^ AB — B'A, puisqu
A pris dans le même sens. L'arc AB' est l'argument d* nous aurons :
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C'A + AB' = C'B' = Qi = (U«U~»)
Les deux triangles ABC et AB'C sont égaux par construction comme nyant deux cotes égaux et un angle compris
égal, et Tare B'C est égal, en grandeur à l'arc BC, c'est-àdire, que l'argument de Qi est égal à l'argument de Bi et
l'arc BB' est le double de l'argument de U. Quand à la position de Qi, elle est celle que prend le plan verseur primitif de Q, en tournant autour du pôle de U, de manière que le point B reste toujours à angle droit de ce pôle, en se déplaçant d'un angle double de l'argument de U.
57. Composilion des rotations coniques. — Pour composer des rotations coniques autour d'axes différents, il suffira de considérer la variation du ternion. Soit donc un vecteur ternion p et posons
U étant un verseur quelconque. Si Ton opère une rotation conique autour d'un autre verseur V, nous aurons
p,:zzVpiV-^^(VU)p(VU)-^
car Ton a TJ-^ Vr^i^ (VU)-^ Si l'on avait opéré d'abord la rotation V on aurait eu
p'. = (UV)p(UV)-^
et le résultat sera en général différent, puisque le produit VUestdiff'érentdeUV.
Si l'on a trois verseurs tels que
UVW = i, d'oùUV = W-^
nous pourrons eff*ectuer la rotation (UV) au moyen d'une seule rotation et nous aurons
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P, == W p W-' et p'ï = W-' p W.
Si nous voulons produire «ne rotation conique qui soit
t fois le double de l'argument d'un verseur V, nous aurons
Q, — U' Q U-* et une rotation conique inverse donnera un vecteur différent Q\ = U-' QU'.
Nous avons d'ailleurs
Q = U-' 0, U' = U' Q', U-', on en déduit la relation
58. Corollaire. — Si Q exprime une somme vectorielle de quaternions tels que
= SA + SKB, une rotation conique UQD~' = Qi n'aura aucune influence sur la partie scalar, puisque l'on a par hypothèse UU""'=I et le ternion résultant sera
Ni ^ U (SKB) U-' = SB (UKU"").
En effet la partie scalar exprime la projection des vecteurs sur l'axe de U, et il suffira de considérer la rotation conique du ternion résultant N — S K B, d'où N, — UNU^'.
59. Rotations d'Euler. — Considérons trois directions rectangulaires [i, j, ft), qui, par des rotations coniques, auront pris les nouvelles positions (I, J, K) également rectangulaires. Soient [fi, fi, Q) les angles d'Euler ; savoir : les longitudes respectives de ^ et / par rapport à la ligne des nœuds N, intersection commune des plans verseurs (y) et (IJ) des directions k et K respectivement, et l'angle polaire
NK ; cette ligne des nœuds est elle-même l'axe ternion du verseur (NK).
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En eflTet, Euler a montré le premier que les nœuf cosinus (a, I), c.-.) des angles que forment entre elles les directions des trois directions d'un système avec celles de l'autre système s'expriment au moyen des trois variables angulaires ci-dessus, et indépendantes entre elles. Les nœuf cosinus sont, comme nous l'avons vu, les scalars des produits qualemions [ilj //...) de deux ternions des deux systèmes pris deux à deux. Comme la dénomination des axes est indifférente, on peut prendre l'une quelconque des trois lignes des nœuds (N, N', N") d'un plan verseur de Tun des systèmes avec l«s deux autres, et il y a 9 intersections de cette espèce.
Mais le choix d'un axe polaire détermine une de ces intersections.
Chacun des angles dont les cosinus sont (a, b, c. . .) forment alors le troisième coté des triangles sphériques ayant tous pour sommet l'axe N choisi, pour côtés les valeurs correspondantes de (p et (pi, et pour angle compris la valeur correspondante de l'angle . On a par la trigonométrie la formule générale des trièdres
a = cosç coscpi -\- sin^ sin^i cos ô,
A en considérant l'angle ô =: kK) comme obtuis.
Lorsque l'angle cp sera donné, on le portera à partir de l'axe i sur le plan (ij), ce qui donne la position relative de N par rapport à cet axe. L'angle 91 étant aussi donné, on le portera en sens inverse à partir de N et le faisant tourner d'un angle 6.autour de N, on aura la position cherchée de I, puis celle de J dans le plan (I N) par une rotation d'un quadrant en sens inverse, et enfin la position de K, perpendiculaire au plan (IJ). #
Si nous voulons maintenant exprimer les rotations d'Euler en fonction des rotations coniques qu'il faut exécuter pour amener le premier système à coïncider avec le second, nous
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qnant les théorènics pr^ édents les rotations rotation d'un angle <p autour deKtransl^rme
= ft> t ft » = ) cosç + j sin <p,
ueN est un ternioii-nuifé dans le plai: {ij). rotation deft autour de N d'un angle 9, t. msavoir :
= Nrê A: N~ï= 7i [cos'J + N sinft]
me rotation de N autour de K, transforme . finalement
ression de N on aura en substituant
directement ï en I . Si l'on coosidère un ur R ïr tel que l'on ait
16 seule rotation autour de h d'un angle t
ppelle l'angle rectifiant et le plan de R est le
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60. Coordonnés sphériques. — Poisson a donné une méthode, en partant toujours de la formule fondamentale relative au scalar du produit de deux verseurs ç etcpi dans le triangle ^ N I, qui donne la valeur de a, et exécutant ensuite des rotations de 90°, autour de A ce qui donne a', et transforme i en y, de même une rotation de 90« autour de ft transforme I en J et ô en 6\ et ainsi de suite. Cette méthode est donc au fond une méthode versorielle.
On obtiendra donc directement les valeurs des neuf cosinus (a, &, c. ..) en fonction des angles (9, (pi, 6) en prenant successivement les triangles sphériques ayant tous pour sommet Taxe Net pour cotés opposés chacun des neuf angles aux cosinus a, h, c, cherchés. La règle de Taddition versorielle des arcs permettra de contrôler les signes et de donner aux formules leur symétrie complète.
On se rappellera d'ailleurs les formules de la trigonométrie telles que ç étant un angle quelconque on a,
cos
cosç,
(—^ == cosç, cos i^— y = sinç, cos(7r— çj =—
sinf— çj =— sinç, sin f - — ^j = cosç, sinlTr— ij =sinç.
La formule fondamentale
a = cos(p coscpi -f- sin© sin(pi oosô,
suppose que Tare polaire 6 est obtus, ou que les arcs 9 et (pi sont ^ des signes contraires, ce qui revient au même, et ces nœuf cosinus sont les scalars des quaternions formés par le produit de deux ternions de chaque système coordonné (45;). Ils sont égaux au produit de deux autres quaternions ayant pour arcs les angles cp et cpi respective-
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compte du signe de ces arcs. On obtient
s connues :
cos6 + cos? COS91, a' =^— cosç siiicfi
in^costpj, a" =— sin^ii slnS;
fi cos6 + cos^ sin ç, b' = cos^f cos^i cos6
sin^ sinçi, b" — — cos?, slnS;
c' = cosy sinfl, c" = œst.
jui paraissent au premier abord peu syméwpendant par rapport aux angles ç et fi et e 9 en yi ne fait que changer les lignes en isigne de sin 0, qui doit aussi chauger. En
ne s'agit que de ia détermination relative r rapport à l'autre, les formules ne doivent md on considère l'un ou l'autre comme fixe, [6 le sens de la rotation polaire étant prise !, l'arc e change de sîgiie.
les rotations autour de K, ou de k on transit f en j; quand aux arcs NKet Nft nous
étaient rectangulaires, et par suite leurs isent, et leurs sinus se réduisent à l'unité, de c, c' et de a", b".
CHAPITRE V
MULTIPLICATION VECTORIEL
S I. — Deux vecteurs ten
61. Règles de leur produit. — Les règl( vecteurs donnés se déduisent de celles doni ment pour le produit des verseurs, quand d donnés sous la forme versorielle Q = RU ( facteur modulaire R par un verseur U, puise la multiplication algébrique des modules calcul numérique ordinaire, et comme ces a se mettre en facteur commun ou est ramené verseurs .
Toutefois quand les vecteurs sont donné* vectorielle Q = A + BI, comme somme scalar et d'un temion, il sera utile de repn de la multiplication sous cette dernière form
Considérons d'abord le cas de deux vectei noua désignerons par « et p. Leur produit ei quaternioD.
(2) (« = fec + j-y + U, ?=iay+jy nous aurons, en affectuant les calculs,
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K ,o\ \ S«P =— (xx' + yy' + z z') ;
f ^ ' }ToLo== i [yz' — y'z] + j [zœ' — ^'a?) + h [xy'- x'y).
L'on voit que le ternion du produit peut se mettre sous la forme d'un déterminant
Tap =
Nous trouverons, comme au ch. III :
1° c( Si Ton intervertit Tordre des facteurs, on obtient le quaternion conjugué ». C'est-à-dire que Ton a
(5) Sap=:Spa, Tap=— Tpa.
Ce que Ton pourrait déduire directement de la forme du ternion, puisqu'un déterminant change de signe sans changer de valeur quand on change une ligne avec la suivante. On en conclut les relations algébriques
(6) ap -f- pa = 2Sap, ap — pa=^2Tap.
2« c< Le scalar et le ternion du produit sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux, et il en est ainsi, par définition, pour tout verseur quaternion .
*' En effet, si nous écrivons.
(7) ^^^=ioc'-^jy" + kz\
nous aurons évidemment, d'après l'expression (3) du ternion de ap,
(8) XX" + yy" + zz" =zo, œ'œ" + yY + z' z"= o.
Si nous considérons maintenant le quotient de deux ternions et que nous posions
a =^p, et g ^— co + ix' + jy" + kz",
nous aurons, en effectuant directement les calculs et comparant entre elles les diverses espèces d'unité,
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f + Z'-Si + 3''iC"=:î/,
3' =\la;'* + y'^ + z'" =\Ja:^ + 1/' + z*
i — z'x xy' — x'y a;'' + y'^ + «'* quotient de deux vecteurs ternions
un produit, que par la partie positive du
égfative du teniion, divisées par le carré
linateur.
i quateniion conjugué du quaternion ap
-(Sa?)' — (T ■!?}' = r'rr
lait dedeux vecteurs conjugués est égal
s des modules. »
l'ideiitité de Lagrange, en remettant les
ques des vecteurs :
s facteurs modulaires on aura la forme
•}"'f + la'b" — a"h'f + [a"b — ab") + {ah' ~ a'b)*=\.
j te produit de la somme de trois carrés en une somme de quatre carrés.
• se déduit de la môme manière du pro-
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+ (vy'+w'y+zx'—z'œf +(vy+wz +xy'^x'y]\
qui montre qae la somme de quatre carrés esf égale au produit de la somme de quatre carrés.
62. — L'équation Sap = o expriuie que les deux verseurs a et p sont rectangulaires, et leur produit est un vecteur ternion, perpendiculaire à leur plan, et Ton peut poser Tap = Y, de sorte que cette dernière équation est équivalente à la précédente. Si au contraire, on avait Tap =: o, cette équation exprime la condition pour que les deux vecteurs soient parallèles, et en désignant par œ le rapport de leurs modules, on a Téquation a = a;p, qui est équivalente à la précédente. C'est-à-dire : que le produit de deux vecteurs parallèles est un scalar.
§ II. — Trois vecteurs temions
63. Scalar de leur produit. — Trois vecteurs, transportés parallèlement à eux-mêmes en un point pris pour leur origine commune, forment un trièdre et le plan qui passe par leurs extrémités détermine un détraèdre.
Soient les vecteurs tenrons définis :
(14) ti=ix+jy + hz,^-^ icc'+jy' + hz', y==ico''jY+hz%
Leur produit est un quat rnion dont la partie scalar est le déterminant des quantités numériques des scalars coordonnés, ou le produit des modules par le sinus Irièdre de leur angle solide.
— S(a/âY) =
x''y'' z"\ =rrY'^.
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On voit de suite, parla tiiéorie des déterminants, qu'une permutation circulaire des facteurs n'altère pas le signe (lu scalar, tandis qu'une permutation impaire change le signe du scalar, sans altérer sa valeur numérique. On aura donc facilement le signe qui convient aune permutation quelconque.
64. — L'équation Sa^y — o, exprime que le volume du tétraèdre formé par les vecteurs (a, jS, y) cointiaux est nul. Alors les trois vecteurs sont, ou bien tous trois dans un même plan, ou bien deux' d'entre eux sont parallèles. En désignant par A le sinus-trièdre de ces trois vecteurs on a, par la théorie des trièdres,
A = sino) cosc = sincù' cose' := sinco'
•^ti
"cose",
et l'on aura, par exemple S (a /3 y) = rr'r"sinoD"cose". Or, r"coss" est la longueur de la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de y sur le plan (a/3), et le produit rr'sinw" est le double de Taire du triangle compris entre les vecteurs aet/3. L'équation S (a 13 y) donnera donc, soit sinw" == o, soit cosw" = 0. Dans le premier cas les vecteurs a et p sont parallèles, car soit (x.-=œ^^ on aura en substituant cette valeur
et comme p^ est égal à r'^, et que y est un ternion. son scalar est nul par hypothèse. Cela résulte du reste, de ce que le déterminant [x y' z") ayant deux lignes qui ne diffèrent que par un facteur constant, il est par suite égal à zéro. Dans le second cas, y est coplanaire avec a et jS, et l'on pourra écrire
Sa^y = Sai3 [xcl -\- y^] = x Sa^a + î/ S a/32 .-= o ;
et pour les mêmes raisons le scalar est encore nul, car le déterminant a une ligne qui ne diffère des deux autres que par la somme de ces deux lignes respectivement multipliées
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par des facteurs constants, et par suite il est nul . L'on voit du reste qu'une permutation circulaire donne Sa^a = Sa*p qui font rentrer les deux scalars dans le même cas.
65. Le ternion de leur produit. — Pour trouver l'expression de la partie ternion du produit de trois vecteurs ternions, on aurait qu'à se reporter aux formules du produit de trois verseurs quadrants. Nous donnerons ici la méthode de Hamilton. Ecrivons
puisque le produit de deux ternions est en général un quaternion, il restera à trouver la valeur de Ta Tpy. Or, nous avons
2TpY=pY-rP»
d'où
2TaTpY=rTapY — Tayp ;
si nous ajoutons et si nous retranchons la quantité Tpay ou second membre, nous pourrons l'écrire
2Ta Tpr = T(apY + paY) - Tl^ay + arp) =T(ap+pa) y --T(aY + Ya) p= 2y Sap — 2p Say.
Cela suppose que l'on ait démontré que Ion a TayP = — T^ay. et par suite que l'on suppose connue la forme du produit de trois vecteurs ternions. Cependant, comme on ne prend implicitement que la partie ternion, on aura en écrivant T (ya). p =:— Tp. Tay, résultat valable parce que l'on a Tya = Tay, et une seconde inversion donne le résultat admis . Toutefois cette intercalation de deux vecteurs de signes contraires dans une addition vectorielle n'est pas sans objection, et cette intercalation est complètement arbitraire. Enfin en supprimant le facteur 2 commun et substituant la valeur de Tapy, on aura
(16) TaPy -= a SPy — + p Say + y Sa?.
Nous voyons que y et a peuvent être permutés san; la valeur du second membre. Daiiteurs en considén jours comme négatif le terme du milieu, on aura I de toutes les permutations. On trouvera, par esemp
<n) Tpay=TT«p-pS<.ï-«SpY + TS«p, .
On pourra en déduire diverses relations algébrique que
2S«pT=«PT-TPa, 2 T «py = afl^ + ypa, e
Comparez avec les formules du produit de trois v quadrants formant un trièdre (Ch, III) ; car en suppr facteur commun tr' r" des modules, ou n'a en réallt» relation entre les verseurs des vecteurs, et comme I du produit de deux vecteurs lemioiis positifs est n< faudra en prenant les valeurs numériques changer de tous les ternions.
66, Ternions conjugués polaires. — Les tro verseurs des trois ieruions («, fl, y) se coupent deux suivant trois autres directions qui forment un trièi jugué polaire du proposé. Si donc nous multiplious deux les vecteurs ternions donnés, nous aurons troi ternions qui forment un nouveau trièdre, savoir :
A=Tpy = |0' ^ iB=TTa = IO' ^ |C = TaP =
(18) \z2' z"\, \xcc'x"\,
SI l'on supposait les trois directions, a, p, y, r laires entre elles, le sinus trièdre devient l'unité nég le ternion de leur pi-oduit trots à trois devient id ment nul, puisque chacun des scalars Sap, spy, S nuls, et les ternions A, B, C forment un trièdre r» lîûre qui coïncide avec le proposé.
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$ m. Vecteurs qiiatemions
67 . Forme versor telle. — Si nous considérons la forme versorielle, nous retrouvons les formules que nous avons données précédemment pour les produits des verseurs quaternions. Soient
(19) Q=RU=R(cosa)+Isincà), Q=R'U'=R'(cos«'+rsina>'), et posons
Qi = QQ' = R, (cos wi -j- Il sin toi) ;
nous aurons en effectuant directement les calculs :
!S UU' = cos(Di = cosox coso)' — sin<o sinto' cos 0, TUU' = Il sin (01 = I sino) cosw' + V sinw' cosw + r' sinw sino)' sin0,
où V est un ternion-unité perpendiculaire au plan de (I V) et 6 est Tangle dièdre compris entre les arcs w et w, dans le triangle sphérique
(21) UU'Ui =—1 ;
car nous avons vu que le verseur Ui est le troisième côté du triangle sphérique formé par U et U' sur la sphère unité.
Dans le cas de deux plans verseurs rectangulaires ^ = ô> Ton a
(22) QQ' =z RR' j COS(0 COS(o' -I- Il yjl — COS^co COS*(o' (.
Dans le cas de deux plans verseurs parallèles, 6 = 0, Ton a
(23) QQ' = RR' I cos ((o + (o') + I sin ((o + (o') j .
On retrouve le cas particulier des quaternions plans, dont les règles de calcul sont bien connues.
La condition pour que. le produit de deux quateriiioiis
CALCUL VECTORIEI. 117
donne un ternion simple, ou quelescalar soit nul, est !ii = ^, ce qui donne
(24] tangui tangiu' = cos9,
qui est une formule connue des triangles sphériques rectangles.
68. Forme vectorielle. — Considérons maintenant la forme vectorielle, et soient
(25} Q = A + BI, 0' = A' + BT,
et posons
Q, =QQ'^A, + B. I
Si nous observons que l'on a
I r — — ces (I I) + 1" sin (I I'] — — cos e + I" sin 9, nous aurons
j S QQ' = A, ^ AA' — BB' «, sin e, ' ' 1 TQQ'— I,B, = I AB' 4- l'A'B + F'BB' sinO.
Si l'angle des plans verseurs est rectariigulaire, ou si e = n, nous aurons
(27) Qi = AA' + Il VR'R'' — A*A''.
S'ils ont môme plan verseur, auquel cas Ij — I — I', nous aurons
(28) Oi = (AA' — BB) + I (AB' + A'B),
qui est la formule connue du produit de deux quantités imaginaires ayant même ternion unité.
Considérons en troisième lieu, la forme algébrique coordonnée, nécessaire pour déterminer entièrement un quaternion et posons
(29) Q — A + iL+jM + ftN, Q'^ A' + iL'+^M' + ftN', et
0, = QQ' -K,-\- iU + JM, + SNi,
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irons en effectuaDt directement le produit Q Q', les
A (ML' — M'L
ondition de perpeudicularité des plans verseurs des s est
LL' + MM'+MN'=o, indition de parallélisme est L _ M _ N
ui est conforme à la géométrie du plan, qde nous ns à la théorie des fonctions vectorielles du premier
I, comme nous pouvons mettre un quateriiion sous la inéaire
Q = SO - (îS iQ +jSjQ + ftS hQ), nous le verrons en parlant de l'équation vectorielle j, nous pouvons de même mettre le produit Q Q' sous le linéaire
)' r^ Oi = S QQ' - (îS iQQ' + jSjQQ- + kS JiQQ'). [ui permettra d'obtenir directement les coefficients qucs du produit de deux quaternions donnés, sans esoin d'effectuer toutes les multiplications membre à e. En effet, il suffira de multiplier successivement Q'
"■:.r^lU|U.Jil|™
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t de prendre seulement le produit des quan- Smes unit^ que le quat«niion Q qu'on laisse
salar du produit de deux quaternious ne id on intervertit l'ordre des facteurs, ou de uelconques de facteurs, on voit d'abord que 3duits QQ' et Q'Q sont égaux ; quand aux version des facteurs ne fait que changer le es (NM' — N'N), (L N'— L'N), (M L'— MX), par exemple
SiQQ' = SQ' iQ ^ SQQ' i, oduit
SîQ'Q = SQiQ' = SQ'Qi.
eurs différentes, par l'interversion des fac-
que l'on a
— 2 S QQ' + ATQ' + A'TQ, ■ := 2 j i (NM' — IA'N)-\-j (LK — L'N) + ft(ML' — M'L) j.
— GtuatemioDs coordonnés
érons les trois équations vectorielles binômes
=:AU, n=^BU, ç^CU, trois quaternions constants et donnés, et U ariable. Nous pouvons faire abstraction des idérer séparément les verseurs. D'après la ; des verseurs, le verseur U est le troisième ne le triangle sphérique formé par Tinter-
r.ALCUL VECTORIEL
section des plans verseurs des deux autres, et qui est commun par conséquent à trois triangles sphériques adjacents. Soient I, J, K, les intersections des verseurs A~% B~'7j, C"*^^, respectivememl . Nous pouvons considérer les trois ternions-unité comme formant un système coordonné et nous pouvons même les prendre rectangulaires entre eux, puisque les grandeurs absolues des A, B, G, sont arbitraires. Si donc nous considérons la figure ci-contre, nous
voyons que les quaternions remplissent les conditions exprimées par les équations proposées. Puisque les vecteurs A, B, C, sont constants en grandeur et en direction, Taxe OQ est ^xe et Taxe mobile OX décrit une courbe sphérique sur la sphère-unité. Ainsi nous pouvons considérer U comme un quaternion coordonné par rapport aux quaternions fixes (A, B, C). On a comme on peut le vérifier
dans lesquels les rapports des variables ont la môme valeur que ceux des vecteurs correspondants paramétriques.
Ces équations ont la même forme que celle des intégrales simples des mouvements vibratoires. Caucliy supposait que les verseurs pouvaient être parallèles au plan U, ce qui évidemment ne peut avoir lieu généralement.
Si nous considérons l'argument du verseur comme constant, tandis que son ternion- unité prend toutes les valeurs possibles, le point X décrit un petit cercle ayant Qpour pôle, et le vecteur variable se trouve sur un cône d'angle const^jnt, ou décrit une spirale. Si au contraire on suppose le plan verseur de U constant, ce qui est le cas supposé par
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Canchy, le verseur OX décrit un plan de grand cercle, et le 'i
vecteur une courbe plane, 9
A chaque direction de l'axe polaire OQ répondra «ri mou- ,.:;
vement simple différent. Ce qui montre que la théorie des '$^
mouvementa périodiques inânimeut petits est loin d'avoir ';
donné toutes ses conséquences mécaniques. î
- '^JVl
APITRE VI
lTïon vectorielle
Uéthode algébrique
icr d'abord les règles du produit des it celles de leur addition sur la sphëre- }nt la base du calcul des quateruions.
hap. II) les règles principales de la i, d'où il résulte qu'une additiou algébrique ne peut être relative qu'à une même unité de direction. Nous avons fait remarquer que la permutation des termes répondait à un contour polygonal défini, différent en géoéral de forme.
Enfin nous rappellerons que le nombre des quantités numériques réelles, nécessaires pour déterminer un quaternion, est de quatre au plus, soit sous la forme vectorielle ou linéaire, soit sous la forme versorielle ou sphérique.
70. Théorème I. — Egalité 4e deux Qtmternions. — (( Pour que deiix quaternions soient égaux, il faut et il suffit, que les parties scatars et les parties temions soient égales séparément, ou biefi qiie leurs modules et leurs verseurs salent égaux séparément . »
Soit d'abord la forme vectorielle,
(1) Q— A + BI, <}' = A' + BT.
Pour que l'on ait Q = Q', on doit avoir les deux conditic s
(2) A = A', BI = B'r.
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de égalité exige que les dciis tcniions-unité I et I' arallèles, puisque leur rapport est une quantité qui entraine deux autres conditions complémen-
I + r = o, etB^B'.
prend la forme versorieile, savoir :
= R (cos e + I sin 9), Q' = R' (cos 6' + f sin 6'}, ons avoir les deux conditions pour Q = Q' R', U ^ U' ou cosO -f- I sin 6 = cos 9' + T sin 6'. ière égalité entraine comme précédemment deox nditioiis d'égalité, entre les parties scalars et les jmions des verseurs, savoir :
cos 6 — cos 6' et 1 + r = o. ère exige que l'on ait + 6' — o, ou plus généra- + (9 -(- 2 ftîc) — 0, ft étant Tiu nombre entier Il négatif, c'cst^à-dtre qu'il faut que les arguments aux ou ne diffèrent entre eux que d'un multiple de férence d'un grand cercle, quelque soit d'ailleurs ns verseurs. La seconde égalité exige comme prént que les axes ternions soient parallèles. En effet, rs de l'unité imaginaire étant de la forme
I =iCOStt +iCOSP +ftC03Y,
V = i cosct' -^rj cosp' -|- k cosy', meuvent satisfaire à la condition I + 1' ==; o, que si çalité multiple, qui expi'ime les conditions du pae de deux directions quelconques.
cosa _ cos p _ cosy 1
cos«' cosp' cosy' ~
mlemions plans. — Dans les quaternions dans un in, la'condition I +; T = est déjà satisfaite par
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sqa'il s'agit de la même valeur de l'unité lœaau signe près. It suffit pour leur égalité de ns, savoir : que les modules scalars et les mo- 5 soient égaux siîparément, ou que les arguèrent entre eux que d'un multiple de la circon- ^raiid cercle . On en conclut que tous les théorés pour les quaternioiis plans,qui ne concernent leiit la variation de leurs ternious- unité, sont des quatemious quelconques.
me II. — Addition des quaternions.
Bos 6 + I sin 0), Q' = R' (cos 6' + I' cos 9'),
' = R" (cos 6" -|- I" cos 6") etc.,
is qu'il s'agit d'ajouter vectoriellement dans un it soit lequaternion résultant de la forme
Q, = P(cosy-l-KsinT), "ons directement le', module ,et l'argument de e la manière suivante :
i d'abord
\ P cos<p — H :=r s R cos 8,
( KP sin ? = KG = s IR sin 9, pour la valeur du module et de l'argument
VH'4- G' = \/{i:R C0s6)«— (i;iR siu9)S „ s PR sine G
"^^ SReosO H'
ïppons le radical, en observant que l'on a cosQ)' ~ i; R'cos'6 + 2 S Ry cosOj coaOj Rj, (2 IR sinSj* = S R' siiiH + 2 S R; Rj sin «<
sinOj cos (I' Ij); s généralement (1, Ij + 1^1;)=— 2 tos(l,- U),
-ffl
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toute partie imaginaire disparait. De là ce théorème a Le carré d'une somme de lernions est une quantité scalar négative. »
Si nous y ajoutons ensemble les valeurs de H* et G-, en observant que la trigonométrie nous donne
(14) cos (ôj 6^) = cosôi cosôj + sinôj sinôj cos (h \j), il vient pour la valeur numérique du module
(15) P = \/s R* + 2 S Ri Rj cos (Ô* ô;),
où si Ton veut
P==r VSKiR>cos(Ri R;),
en donnant aux indices toutes les m valeurs de Tordre des m quaternions donnés.
Si les quaternions sont donnés sous la forme vectorielle, la méthode sera la même, car soient
(16) Q=A+BI, Q'==A'+Br, Q"= A"+ BT'...etc.,
nous aurons
JH = SA, .KG = SIB,
M P =^ VS (A^ + B^) + 2 5] (Ai Ay + Bi B; cos (Ii I;).
Pour déterminer le vecteur unité K, nous aurons, en supposant connues les valeurs des ternions-unité (l, T, l"...),
IR sin6 = B (i cosa -\~j cosp + h cos y),
., .. . l'R' sin6' = B' (^ cosa + j cosp' + h cos y), l^^) [
etc.
Posant
(19) KP sin(p = G (^ cos a + j cos ô -f- ^ cos c),
nous aurons pour déterminer les cosinus de direction de K les équations :
G cosa = D B cosa,
(20) [ G COS& !== S B cosp,
G cosc — H B cosy;
os «)■ + s B cos p)' + (s B cosy)*,
r que cette valeur de G est identique car on a généralement
)Sa; COSaj + COS^j COS p^ -(- COSyi COSTJ, : -|- cos'yi = Il Bj = Ki sin9(.
montrer que le produit KïlB est an lous avons généralement
=— cos (Kl) + J sin (Kl),
)rime*le dièdre des plans verseurs de i ternion-unité perpendiculaire au plan ections K et I, ou le plan verseur du
tuons le produit des deux membres par issions la somme des termes semblables,
B cos * -|- cos 6 S cos p + cos 6' S cos y [ B cos Y — cos c S B cos fl j B cos a — cosa S B cos Y | Bcosp— cos6S B cosa j.
aux sommes leurs valeurs tirées des as (20), nous voyons que la partie terue la partie sealar se réduit à — G.
auvons remarquer que l'équation
SIB = KG chose, que le contour polygonal des tera pour résultante le vecteur ternion K G ■, lorsqu'on fiiit leur addition vectorielle raorielle.
Cas des quateriiioits coplanaires. — Dans le cas
ticulier où tous lesternioiis-untté I sont parallèles, ils ont 3 la même valeur au signe près, et passent en facteur imun, de sorte que K=I, et les formules qui donnent la dule et l'argument de la somme ne reofernient plus de nions-unité, et nous aurons
j P cos ^ = H — ï R cos 6,
jp sin 9 = G= S Rsine,
P xc ^(2 R C03 9)* + (2 R cosBj*.
G ï R cos
'»"«' = ïï = ritiî;r5'
ame si les vecteurs étaient tous réels ou scalars. On ait d'ailleurs sous la forme vectorielle en appliquant la me méthode
H ^ 2 A, Q =ïB, ù P = v'h' + G»— v'ï R* + 2 Z R( Rj- cos (Ri Rj), G ÏB
Donc la somme vectorielle d'un nombre quelconque qnalernions dans le même plan est un qnaternion <is le même plan dont la partie scalar est la somme 'ébrtque des scalars, dont la partie ternlon est ta mne algébrique des lernions et dont le modîde et l'arment sont déterminés algébriqnem,ent .a iemarque. — Cette méthode de sommation vectorielle a e.nployée par Fresnel pour la composition des monvents vibratoires et bien que présentée indépendemment de notion du calent de l'unité imaginaire, on voitqn'elle >artient au calcul vectoriel. 11 eu est de mémo pour la
)P*.:TWfT5»-^rT-\.r*
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sectorielle des forces de translatiou et de rot
s avec tant d'élégance par Poinsot, ce qui tie jrces sont eu fait des vecteurs.
me m . — n Le module de la somme de dei quelconques est compris entre la somme
t des modules des parties, n
le donné par Cauchy, étaut indépendant de
ion-nnité, est applicable à tout quaternion.
ient
in6)-|-R'(cosO'-f rsin9')= P(co3f>4- Kain.
l'après les rifles précédentes pour la vale
— \/R* + 2 RR' ces (9' — 9) + R*,
P < [R -I- R) >(R - R'), le plan verseur de K.
[. — u Le module de la somme d'un noml).
le quaternions ne peut surpasser la somt ! des parties . »
le est nue conséquence de l'addition vectoriel ; algébrique du module résultant. Il exprii tion de géométrie : « Toute droite est pi la ligne polygonale plane ou gauche q s extrémités. »
: //, — Si nous multiplions les deux membi
P C0S9 = H, Psinç — G, arcos 9 et la seconde par sin tp et que nous '. lis la première par sin <p et la seconde par cos i& tranchions, on obtient deux relations a\% js, savoir :
cosip 4- G sin?, H sinp — Gcosif — 0.
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Là première exprime que le module des projections du module scalar et di sa direclion, ou que ces trois droites rectangle, et par suite que le acaiar et droites rectangulaires entre elles.
La seconde donne l'argument du qus l'avons déjà trouvé.
En résumé, nous voyons que la mé applicable à la sommation vectorielle s
$ n. — Méthode géon
75. — Un quateroion quelconque, terminant un vecteirr, peut être trans] son plan verseur et tourné comme on L'addition des vecteurs, consistant à I ment à eux-mêmes à la suite les uns ( aussi une opération géométrique, qu rapporter à un plan scalar arbitraire et ternions trirectangulaires (i, j, le) dont et la direction sont également arbitrair tout système de coordonnées.
On pourra donc toujours après avoi vecteurs en un même point et après dans leurs plans verseurs dans le sens amener le vecteur initial de leur argun scalar dans un même plan, que nous af et le vecteur modulaire, devenu veci la position de ce module en grandeur tive.
11 résulte de cette construction que laires sont rapportés à une môme or.
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'. pyramide polygonale dont la position laiitfi du plan scalar initial.
i de chaque quaternion, qui ont été ment à enx-mémes, ont conservé leurs îrsorielles. lis forment sur la sphèrepyramide polygonale, qui est la polaire édente.
int faite, nous pouvons transporter les i-ternions parallèlement à eux-mêmes 3, et si nous faisons la même chose pour nous aurons un polygone des modules, 3, et un polygone des scalars, nécessaîrmant sur la sphère-unité le contour ime ordre, le dernier arc de grand cercle ur et la direction de l'argument résulutour. De même, par l'addition vectoeur, qui ferme le contour polygonal des ?s, détermine le vecteur modulaire et le laterniori résultant. Du reste on peut ns peuvent être faites dans l'ordre que
les ainsi formés se ferme de lui-même, , étant nul, le polygone des scalars se même et le vecteur résultant sera un un ternion. Si la sommation modulaire vecteur résultant sera un scalar. Enfin i se ferment séparément, la sommation nulle. Ce qui montre que la sommation et des vecteurs ternions doit se faire
le quantité vectorielle linéaire S Re =Pe^ ' 2 autres, l'une scalar initiale S R cos 6
fc.:;,- • v
A.t "ly-
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Kt
iV'
Tautre temion SIRsinO, et poQr satisfaire à {'étif^atii9&
vectorielle s Ke =o, nous devons avoir séparément
S R cos 6 =: 0, S« R sin 6 = o.
La première exprime que la somme des projetions orthogonales des modules scalars, sur un axe scalar quelconque du plan scalar, est nulle, et la seconde que la somme vectorielle des modules ternions est également mille iiidépelidemmeut Tune de Tàutre .
Nous voyons que dans la sommation vectorielle de vieictedrs quelconques, Topéralion d'addition comprend detït phases, runc qui consiste à les comparer enti^e eux, en les râq[>portant à une origine et à un plan scalar commun, et Tàcrtre qui consiste à les ajouter parallément â eux-mêmes.
Cette opération qui consiste à faire disparaître 1^ scalars pourrait donc s'appeler soustraction vectorielle. Réciproquement quand on transporte des vecteurs de même nature, parallèlement à eux-mêmes et à la suite les uns des autres dans ue certain ordre, cette opération constitue une addition vectorielle, ptlisqu'elie détermine une face du polygone plan ou gauche et par suite leur donne un scalar défini et un argument.
Ainsi additiouner des vecteurs, c'est leur donner un scakr déterminé, et soustraire des vecteurs, c'est supprimer leurs scalar, en observant, d'ailleurs d'après l'état relatif de la connaissance, que l'origine et la direction des 4 coordonnées vectorielles restent arbitraires prises absolument, les 3 coordonnées ternions (e, j, h) étant assujetties seulement à être rôctangillaires entre elles, et à se couper sur le plan sealar avec le quatrième coordonnée scalar.
Nous voyons que la sommation scalar ne peut influer sur la direction du ternion résultant K, ainsi que sur la valeur du module résultant P ; mais elle influe sur la valeur de l'argument qui assigne celle du scalar résultant seulement, H = P cos (p. De même la sommation ternion ne peut influer
XL
axe scalar H, mais elle détermine leveo-
j! en grandeur et en direction, et infiae râleur de l'argument puisque l'on a
G = P sin f.
ons sont donnés immédiatement sotis la on peut toujours faire l'opération verso- B, et l'opération versorielle ou linéaire séi l'ordre que l'on voudra.
•action des modules, on aura un polygone inera le verseur résultant en grandeur et a détruisant ensuite les plans verseurs ^r sur un plan initial, les modules donneimmatlon rectiligiie vectorielle le module
4oust. — La détermination d'un polygone le par Âoust indépendamment de la notion qu'elle soit une suite des conditions impli- 1 vectorielle, co dernier calcul détermine I trajet rectiligne ou sphérique, et donne lelle de la question géométrique dans sa •s la méthode d'Aoust, un polygone gauche nd on connaît trois élémeufs ; savoir : les ires des cotés, les angles des faces de deux . ce qui donne leurs arguments, etenân pseurs consécutifs, ce qui détermine l'axe les ternions, et par suite leurs temions- 'e de définir chaque quaternion composant.
ide méthode, un polygone est déterminé ce des projections orthogonales des some leur longueur modulaire, le plan verseur l'origine commune et la direction de ce
efv
CHAPITRE VII
PREMIÈRES NOTIONS ;Un LES FONCTIONS VECTORIELLES
Fonctions implicites
Définition. — « Deux quantités quelcoyiques qui
it simuHanémeni, de manière que la variation
î de Vune entraîne la variation correspondante
tire, sont dites fonctions l'îine de l'autre. >>
,ut considérer l'une des variables comme prenant une
le valeurs continues ou discontinues, suivant un cer-
ajet défini, et on l'appelle la variable indépendante.
e variable dont les valeurs sont déterminées par celles
remière s'appelle la variable principale ou la fonction
ile.
, f (m, v) — û, l'équation ou la relation analytique
) qui relie les deux quantités variables u et v, on dit
)st une fonction implicite de uetv.
peut avoir à considérer des fonctions implicites de
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trois ou d'un plus grand nombre de variables, telles que f (Uy V, te?,.. J = o. En Mécanique et en Géométrie le nombre des variables est en général limité, ou tout au moins se ramène à un nombre défini . Mais en Analyse ce nombre peut être quelconque.
Il importe d'observer que, dans toute fonction implicite f (Uy v) = 0, l'une des variables doit être considérée comme une fonction explicite de l'autre. Siuetv sont des variables vectorielles, le vecteur u, par exemple, sera une fonction vectorielle du vecteur v. L'oubli de cette condition rend caduques les déductions que Ton peut tirer de la comparaison des parties réelles et des parties imaginaires d'une fonction implicite. Nous avons vu avec Chasles que des parties réelles et des parties imaginaires bien que coïncidentes n'appartiennent pas à la même figure, ou plus généralement à la même question analytique. C'est ainsi, que dans le traitement du coefficient différentiel d'une fonction de variables vectorielles fC^, v) = o, ce dernier est lui-même, en général, un quaternion et ne peut être traité comme une quantité réelle simple.
Ces premières notions, que nous faisons partir de définitions qui peuvent paraître peu nouvelles, sont cependant bien vite compliquées par la multiplicité numérique réelle et imaginaire de l'unité, et c'est à définir cette multiplicité que tendent les règles du calcul vectoriel, ou de l'unité circulaire v^^l.
78. Fondions cartésiennes. — Quand deux quantités variables x et y, dites cartésiennes, c'est-à-dire, à forme réelle explicite ou implicite, sont liées entre elles par une relation analytique réelle f(x, y) = o, l'équation exprime le lieu géométrique réel des paramètres ou coordonnées de point œety. Nous dirons qu'une expression est de forme cartêsiéûne quand les quantités données ou inconnues ne
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e v' — 1 *ic l'unité imaginaire, exprimé Sf
naiit à l'une des variables une suite de l
;oiisëcutives comprises entre — ot> et ''-i
prend une suite de valeurs correspon- jj
i l'équation donnée, valeurs parmi ^
've que celles qui sont réelles, puisque /Û
liant vectoHelles n'appartiennent pins „
lieu géométrique, qui est réel par :J
algébrique, quand tous les signes j!
ns sont algébriques, c'est-à-dire, non ^
ble principale ou la fonction explicite, ';
me quantité dont les valeurs peuvent '^S
luatîons à coefficients réels explicites, -;■■
cines vectorielles sont conjuguées deux „, "seur restant d'ailleurs complètement
; pins de même quand les coefficients :'
Uorielles. — Quand il s'agit d'une de variables vectorielles, mais cepeniue, CCS variables sont elles-mêmes des iteriiions de variables cartésiennes. Si ictions vectorielles diflFÈre beaucoup de is cartésiennes par les valeurs définies i circulaire, elle a pour base les mêmes es, auxquels il faut et il suffit de vent des propriétés arithmétiques de licite, et qui modifient profondément u est habitué à considérer pour les
tun ou plusieurs vecteurs quaternions, lar définition de la forme,
'~ff -
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(1) w = X+tA+iB + ;tC, v = a;+^+i6+ fto.
Les fonctions cartésiennes (X» A, B, C), en considérant u comme la fonction explicite, ou la variable principale, sont elles-mêmes des fonctions déterminées et réelles des variables réelles indépendantes (œ^ a, ô, c). En effet, quelle que soit la forme de la fonction f (u, v) = o, si Ton substitue dans cette équation les valeurs (1), on pourra toujours s- • la ramener définitivement à la forme
::/ (2) f (u, t?) = (po + *' Çl + i ?2 + ft ?3 = <^>
et nous devons avoir séparément
(3) <po = 0, cpi == 0, <p« = 0, <p3 = o,
et les fonctions (X, A, B, C) seront déterminées en fonction des quatre variables (x, o, &, c) par la résolution de ce système simultané. Réciproquement, abstraction faite des difficultés de Téliraination et des valeurs multiples qui dépendent du degré algébrique des équations, on aura les fonctions inverses [oc, a, b, cj en fonction des (X, A, B, C).
D'ailleurs nous n'aurons à considérer que les valeurs réelles ou scalars de ces fonctions (X,. A, B, C), puisque leurs valeurs vectorielles ou imaginaires ternions, n'appartiendraient plus au lieu géométrique de ces fonctions qui est : réel par hypothèse.
Ici la variable, vecteur indépendante i», j^rend non-seulement des valeurs arbitraires de — oo à -f- oo sur une direction scalar fixe, mais elle prend des valeurs arbitraires suivant une direction ternion conjuguée. Un nombre ternion peut être considéré comme un nombre sphérique^ c'est-à-dire, ayant la même valeur sur une sphère dont le rayon est le module ternion et dont le centre se trouve sur la direction scalar. C'est là un conditionné de retendue, correspondant à la dualité vectorielle du nombre.
Un vecteur ternion ^:=z ta -\-j b -{-Uc est complètement
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n grandeur et en direction, et peut servir à dent quelconque de l'espace par l'intersection comois paramètres de plans rectangulaires entre eux est là la conception de Descartes. Mats de plus est un nombre circulaire, c'est-à-dire, qui a la ir pour tous les points du cercle perpendiculaire on-unité. On peut même, à cause de l'indétermiiinitë imaginaire V—l, l'appeler un nombre sphéae nous venons de le dire. Mais l'on conçoit que eut ne pas coïncider avec l'origine vectorielle, uatrième variable,- dite scalar,' qui exprime par tre ic la distance du plan sur lequel se trouve le i sphère ternion .
donc la représentation la plus simple possible ble quaternion v = x -\- ia -\- jb -\- ftc,, serrminer un point quelconque de l'espace, comme n de trois plans rectangulaires, coordoonéa des iernions (l, j, h), intersention qui se trouve ellein quatrième plan scalar coordonné. En effet, le i]l est de ramener toutes les questions à des ques- 'emier degré, et le but de la Géométrie de ramenés à des compositions de droites et de plans. 'onsque plus généralement d'un vecteur de point >nsidéré comme une fonction linéaire à quatre dus, de la forme f{v) = se Q^ -\- a Qi -\- b Qt -\- Q sont des quaternîons donnés.
aternions. — On a appelé biquaternions des ui peuvent présenter le signe arbitraire v' — 1 , de ilaire, comme il arrive pour tes solutions vectoe équation cartésienne à coefficients réels. Mais ;tion est au fond inutile. Nous avons montré que i-unité est une valeur définie de l'unité circulaire
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^— 1, «t que cette dernière a une infinité d< UDe fonction f (m, v) = o, renferme expli de l'opération y/ — I, elle se décompose en a OD d'équations indépendantes, comme nous pour cliacnne des valeurs coordonnées de imaginaire n" 79 (2). C'est donc une queatio terminée.
Nous pouvons doue toujours supposer variables vectorielles implicites, comme ays brique et cartésienne. Dans le cas d'expoi fonctions transcendantes, qui admettent de valeurs périodiques, nous pouvons ne celle que Caachy a appelé la valeur princi pi s'il y ft lieu en série. Nous avons expliqué, nain^, ce que nous entendons par opératio élémentaires, et ces notions nous suffiront ] fonctions que nous nous proposons d'étudiei
81. Valeurs multiples . — Dans une f de variables vectorielles / (m, v) = Q,k cht variable indépendante, v, par exemple, p une ou plusieurs valeurs distinctes de la fon tuivant le degré de l'équation algébrique.
teurs de point v décrit une trajectoire ou s surface donnée arbitrairement, l'autre vect« ou plusieurs trajectoires, ou surfaces coi déterminées de forme par la nature de la tique proposée. Si dans le cas le plus simp est à forme entière et rationnelle d'un polyi par rapport à n et du d^ré n par rappo:
donne à v l'une des n valeurs qu'il conipoi prend m valeurs correspondantes, et si w ( surfaces distinctes, continues ou discontin branches et les nappes allant à l'infini ou
itPJîiP^^ 'T-;*>Wr"-'!^'^-'f ^???"--
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écrit dans chaque cas m anr&ces oor- 1
Une fonction entière de variaWes veoto ibriqiie définit une quantité qui a m 1 chaque point de l'espace Hmité on
plète serait extrêmement longue et pend la même qae celle de la théorie des à plusieurs nappes et celle de la théorie i. On troavera dans Briot (Théwie des la théorie des points critiques et celle : la multiplicité des points racines, dans ilan verseur âse, et d'équations à coeËS-
rs et points critiques. — On appelle 'aleurs de la fonction explicite qui corars de la variable indépendante, et qui vectorielles de point.
Bs valeurs de la variable indépendante, ion principale et qui en sont par consé- )n appelle pôles les valeurs de la va- |ui rendent indnies celle de la fonction.
sont appelés points critiques ou de dis-
> donnée Vt du point variable v l'équ»s racines égales, pour des valeurs de v trajet défini, la fonction u décrit p ou p nappes de surfaces passant par le i la fonction admet p racines égales k lie. Les points singuliers à l'infini, qui comme on sait, les points critiques du haute puissance u de la fouction dans que l'on suppose de forme algébrique.
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Leur nombre est au plus égal à m—n. Les poii à distance tiuie s'ubtieniient en élimitiant u en
— — = o, et la fonction f{u, v) = o. Lei
au plus égal à m (ji-1). Ce sont les deux sortes gu tiers que présentent les fonctions algébriqi siennes. Les points singuliers peuvent d'aill points racines ordinaires ou continus, ou des po et discontinus. Dans le premier cas on a ce (ju des nœuds, que l'on peut supposer relacbés il poursuivre leur trajet continu. Dans le secon rebroussement, et on peut imaginer une spliè petite dans laquelle la courbe ne pénètre pas, i rêter à sa surface sous un angle fini, et sur nappes multiples forment une courbe sphériqu D'un autre côté, on sait que tous les poin l'infini sont sur un plan, qui se confond avec rayon infini ; car le plan est la figure limite surfaces dont les paramétres deviennent infinis
83. Champ. — On appelle champ l'espa indéâni parcouru par l'extrémité mobile d'u point dont Torigine est donnée. Un champ est ( quemeut et géométriquement de deux manières soit par des fonctions scalars de points ou surJ des vecteurs de points ou trajet vectoriel.
On peut toujours limiter un champ par unt tinue, telle que Ion puisse tracei- sur cette su tour fermé arbitraire, y compris les nappes et allant à l'infini ou revenant de l'infini.
Un champ est dit simple quand la surfact nuant ses paramètres jusqu'à zéro ne rencontri surfaces intérieures. Dans le cas contraire le ■ complexe. Par exemple, l'aire intérieure d'une
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champ simple quand elle ne renferme aucune surface fermée. Les surfacesintérieurespeaventse réduire elles-mêmes à un [joint critique, et tout champ renfermant des points critiques est un champ complexe. Inversement tout point critique est assimilable à une sphère infiniment petite dans le champ. Un point racine simple ou multiple ordinaire, dit neutre, étant continu, donne un champ simple et est assimilable à une surface canal.
On peut toujours hmiter un champ par une sphère d'uu rayon suffisamment grand, pouvant contenir tous les points critiques à distance finie d'une fonction entière et algébrique donnée.
Plus généralement on peut limiter le champ par une surface du second ordre, dont la sphère est un cas particulier, comprenant les pôles ou les points critiques à l'infini.
On peut toujours à l'aide d'une surface canal ou de fissures transformer un champ complexe en un champ simple, car cela revient à extérorier les points critiques. Une surface canal peut d'ailleurs se réduire à un trajet linéaire (limite de la surface canal) suivi d'une sphère infiniment petite enveloppant un point critique, et que l'on appelle lacet. On rend ainsi la paroi interne du champ continue et simple. De même les fissures peuvent se réduire à des surfaces diaphragmes ou feuillets, qui se dédoublent pourentourer un point critique; ce qui divise le champ en un ou plusieurs champs simples.
On doit avoir soin d'assigner le sens positif de la normale à lasurfiice qui limite le champ et sépare l'espace indéfini en deux régions distinctes, l'une intérieure, l'autre extérieure par rapport à cette surface. En effet, quand un vecteur de point décrit une surface ou un trajet quelconque sur cette surface, il faut distinguer le trajet fait sur la paroi intérieure du trajet fait sur la paroi extérieure et toute surface doit être considérée comme un feuillet double et l'un d'eux forme un champ complexe par rapport à l'autre.
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Il &ut TBmarqner que la spbère a'étt lier des surfaces du second ordre, cesc considérées comme des surfaces ferméi partagent l'espace indéfiui eu deux régi lemeiit en deux régions, l'une intérieun
La napiie allant à l'infini ou revenan mer ta nappe conjurée doit être conf mant sur le plan à l'inSni. Ainsi dans 1< second ordre, telles que l'hyperboloid paraboloïde hyperbolique, l'espace in séparé en deux régions distinctes pt rbyperboiolde à deux nappes on doit uappes conjuguées comme se fermant indéfini est toujours séparé par la sur disUnctes, l'une intérieure, l'autre exté bololde elliptique toute une nappe es' l'oD sait que cette surface est la limite rbyperbololde à une nappe. Knfln on d cas particuliers des surfaces du seconc cylindres, les cônes, les plans sécants gués deux à deux. Ainsi, dans le cas < lèles à distauce Qnie, la région iiitérieu région extérieure et cette dernière est l'iuâni commun.
84. Trajet vectoriel d'un poin< /■(m, 17} = est irréductible, c'est-à-di en facteurs de même forme, et que ne points critiques (ai, ni...), en nombre fonction principale, et qui en sont les quand la variable indépendante v parti auquel ne répond pas un point crit valeur correspondante de la fonction u valeurs qu'elle peut avoir en un même
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saivant le trajet de la variable ia<^peadante sur une sur du champ, doanée arbitraireiaent, que l'on revienae au p de départ, après un trajet défiai et fermé de cette Taria avec une valeur différente «g de la fonctico. C'est iju'a le trajet a traversé la surface racine Uo. Si par exemplt surface arbitraire, sur laquelle est tracé le trajet ferméd reuferme un ou placeurs points critiques, il y a chaugen brusque de l'argument de la fonction. Nous avons tu a ment on peut transformer un cbamp complexe ou un chi simple au moyen de lacets ou de diaphragmes, et pour trajet de la variable vecteur v, qui ne traverse pas la p de cette surface à champ simple, on reviendra au point départ avec la même râleur Ua de la fonction.
Si l'on paut décrire une sphère ou plus généralemeat surface quelconque du second txdxB, ae comprenant aa point critique dans son intérieur, tout trajet fermé q; CQii<iu.e, décrit sur la par&i intérim de cette 8urface,ramèi à la même valeur Ug de la fonction, choisie au poiat de part.
Si un point critique est multiple, at est par suite qb p sing;ulier discontîBU de la fonction f (u, «) = o, il fau coDsidiérer comme le point d'intersection d'autant de na| distinctes que la fonction admet de racines égalas ei point, et il ne foudra tïavers^ aucune de ces nappes, au ment le vecteur v reviendra au point initial v. avec nouvelle valeur de la fonction u. Comme d'ailleurs la f< tion implicite est supposée irr.'ducUble, on pouira en dé vaut des lacets successifs revenir au point de départ i l'une quelconque des p valeurs de la fonction qui se muttent au point critique.
Si pour une valeur définie des plans verseurs l'ét^uatù des rscioee multiples, elles forment comme le démontre ! ^lemeat. «t complètement Biriot (loco citato) un syst c^ulaire de p racines, ainsi qu'il résulte de la solotior
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l'éguatioD binôme versorielle plaue m -j- 1 = w.
Plus généralement, si q est l'ordre de multiplicité d'un point critique, ces racines se permnttent sur une sphère infiniment petite, et ces racines sont les solutions de l'équatjon binôme Tersorîelle H, [n] + 1 = o, et les nappes forment sur cette sphère le polygone spliérique indicateur de la fonction it au point critique considéré. Lorsque le trajet de la variable traverse ces pians verseurs, il y a changement brusque de l'argument de la fonction .
Dans le cas d'un point singulier neutre, le trajet étant continu, OQ pourra étudier sur cette sphère unité la structure du nceud.
Quand il s'agit do fonctions vectorielles à plan verseur fixe, la surface qui limite le champ est réductible au diaphragme ou au feuillet plan limité par une courbe plane. La question se simplifie beaucoup, parce que les arguments s'ajoutent algébriquement et la condition de l'ordre cyclique des verseurs s'évanouit.
Donc pour généraliser la théorie des fonctions vectorielles, qui a été traitée par Briot et Bouquet dans le cas d'une trajectoire plane du vecteur de point v, et l'appliquer directement à une fonction à plan verseur variable, il suffira de considérer le plan limité par une courbe fermée, comme formant un feuillet double et multiple, qui peut cotnppendre un ou plusieurs points critiques ou aucuns, et de considérer ces feuillets comme se déformant ou se gonflant, entraînant dans leur déplacement général les points critiques primitivement projetés sur un même plan. En «n mot, il suffira de passer de la géométrie du plan à celle des surfaces.
Il n'est pas toujours facile de passer du cas d'une surface plane à celui d'une surface quelconque, parce que beaucoup de circonstances s'évanouissent par la projection plane. Hais la Géométrie descriptive nous enseigne à déterminer la posi-
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tion des points critiques dans l'espace, quand on connut trois projections planes non situées deux à deux dans un même pian, en supposant que les plans soient donnés de position, ou que leurs scalars soient déterminés, ce qui exige la connaissance d'un quatrième plan scalar, d'ailleurs arbitraire. L'état actuel de la science des surfaces, au point de vue Analytique, Géométrique et Cinnématique permet avec un peu d'attention de préciser la généralisation à effectuer. Ce n'est pas là qu'est la vraie difficulté du calcul des fonctions vectorielles. Cette dernière consiste à élucider la nature des surfaces à quatre variables indépendantes qui se trouvent liées entre elles par la nature de l'unité vectorielle quaternion .
85. Fonctions à quatre variables cartésiennes. — Pour comprendre le système des quatre fonctions carté- Mennes (X, A, B, C) d'une fonction explicite vectorielle
u=X-j-ih.+jB + kC à quatre variables indépendantes réelles (x, a, b, c) d'un vecteur de point
V = X -\- ia -\- jb -\- kc, nous devons considérer le cas des fonctions explicites, c'està-dire, que nous supposerons désormais que les quatre fonctions explicites ç—o, dun" 79, sont résolues par rapport aux paramètres scalars des fonctions cartésiennes [X, A, B, C) en fonction des variables indépendantes (œ, a, b, c).
Lamé avait entrevu l'existence d'une quatrième fonction de point, conjuguée de» trois fonctions de point orthogonales, en chaque point d'un milieu limité ou indéfini, dans son discours préliminaire sur les coordonnées curvilignes.
« Les familles de surfaces considérées isolément ou par association éclaircissent incontestablement l'état statique dans les diverses branches de la physique mattlémaUque, tel
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qae Téquilibre des températures dans les solides, ou TéquÎT libre d'élasticité dans les milieux pondérables. Mais pour définir avec succès l'état dynamique, il faudrait considérer les variations des surfaces conjuguées, leurs transformation^ successives , savoir comment se modifie la surface isostatique avec le temps. Il en est ainsi dans toute Thydrodyna-: mique, dans la propagation des ondes, et les lois de Téchauf; fement et du refroidissement des milieux pondérables.
C'est toute une quatrième branche de la Géométrie, à peine entrevue, à peine ébauchée, qu'il faudra créer avant que la physique matliématique aujourd'hui statioauaire puisse faire des progrès nouveaux et définitifs. Cette branchû correspondra à l'intégration de fonctions à quatre yari^blea des coordonnées et du temps ».
Remarquons que Lamé a déjà considéré le paramètre d'une fonction de point comme une fonction implicite <^u temps, et le temps lui-même comme une fonction de point. Mais le calcul vectoriel nous montre directement que cette quatrième variable indépendante n'est le temps, qu'autant qu'on le considère comme le scalar définissant un déplacement vectoriel quaternion .
« Les systèmes isostatiques, dit La^ié, correspondent aux trois fonctions de point conjuguées orthogonalement en un point du milieu, et ne paraissent assujetties à aucune autre condition que celle de l'orthogonalité de trois familles de surfaces qui les composent. Mais à chacune de ces trois familles répond une quatrième surface d'égale intensité... ».
HAPITRE Vlli
SUR LES FONCTIONS EXPBICITES
t. — Si l'on peut rfeoudre une équation ■ rapport à l'une des variables de manière F {«), on dit que F est une fonction expli- V. Ce Sont les seules fbncti(3ns dont nous luper,
Stait résolue par rapport à w et que l'on eut que f est la fonction inverse de F, et la re fort différente. Elle est presque toujoiirs .e et par suite multiforme quand la fonction mnelle.ou bien périodique.
't = F [v] est dite uniforme quand elle ieule valeur déterminée pour chaque valeur able, ce qui est le cas des fonctions àlgé- ;ntière et rationnelle, La fonction exponeni est un quaternion,est une foiictioii Vecquand on n'eTivisage qu'Uné valeur définie is il n'en est plus de même pour la fono- Qgulaire, qui est multiforme.
jiemple très simple, la fonction rationnelle mtier. Cette fonction prend en chaque point juées versoriellement sur la circonférence lu plan verseur de v. Mais, si l'oit cherche
fonction inverse v = ti", l'exposant étant otir chaque valeur de u on aura n points
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ats. Ainsi la fonction direct* est uniforme et la fonciverse est multiforme. Si u est une fonctioii pé~ le, la fonction inverse admet une infinité de valeurs ntes, correspondant à chaque valeur, non-seulement jument de la période, mfds encore à chaque valeur n verseur de la fonction, c'est à dire de la valeur te ou implicite de l'unité circulaire, comme nous 1 montré en parlant des premières notions sur la m exponentielle linéaire.
Discontinuité. — La notion de discontinuité analyst loin d'être sufflsamment définie. Nous avons défini nts critiques, qui sont les zéros et les infinis ou les l'une fonction, comme étant des points de disconti- Les règles que nous donnuns ici sont empruntées à igede Houel {Théorie des quantités complexes).
fonction explicite peut être discontinue de plusieurs •es , savoir : soit en passant brusquement d'une valeur
une autre valeur finie différente, soit en devenant pour des valeurs finies de la variable. Le premier cas «11 te lorsque le trajet vectoriel traverse la surface qui le champ, et qui le sépare en deux régions distinctes, utérieure, l'autre extérieure, par le changement brusque ae de la normale ; c'est pourquoi on l'appelle surface continuité,
s le second cas, si l'on considère la fonction récii u =: -, ou uv = 1, k chaque zéro de ta fonction I un infini de la fonction réciproque. Généralement si ition w = F (») devient infinie pour une valeur u — c l'ariable, c'est un i>ôle de la fonction. Ainsi, par le, les zéros du dénominateur dans une fonction leile algébrique sont les pôles de la fonction. Or, il rriver que la fonction réciproque ^n— : soit continue
^♦'jrîV'»,^;- 'Î-. . 7 -«• '• ' \ ■ -- ' ^^ .^ " ^ . - ...->'
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dans le voisinage du point c, ce qui a lieu quand F (c + d"^) est infiniment petit autour du point c, et le zéro est un point
racine ordinaire. Si, au contraire, =77-- n*est pas continue au
voisinage du point c, ce qui a lieu quand Y [c -\- dv) passe brusquement d'une valeur finie à une autre valeur finie
diflërente, alors -=-7 — , ^ , n'est pas infiniment petit et le
point c est un point critique ou de discontinuité.
Ces raisonnements s'appliquent immédiatement aux fonctions vectorielles de forme cartésienne à plan-verseur variable, dès que Ton suppose connue la forme du développement d'une fonction vectorielle ¥ [c -{- dv).
88. Forme alun polynôme entier vectoriel. — Nous pouvons toujours considérer un polynôme entier comme une fonction de variables et de constantes vectorielles implicites. Mais la forme générale d'un tel polynôme diffère de la forme ordinaire d'un polynôme à coeflîcients réels ou scalars, en ce que Ton ne peut pas intervertir l'ordre des facteurs dans chaque terme sans changer la valeur de la fonction, ni même l'ordre des termes additifs, sans changer la nature du contour des vecteurs composants.
Une équation linéaire ou algébrique exprime toujours une somme de vecteurs variables, ajoutés dans leur ordre pour former un contour rectiligne fermé, plan ou gauche. IjC changement dans l'ordre additif, autre que la permutation circulaire ne fait que changer l'ordre dans lequel les vecteurs sont ajoutés, sans changer la valeur de chaque terme, comme nous l'avons montré en définissant l'addition vectorielle.
Nous devons donc écrire généralement
F (v) = SpoÇo + Spi V ^1 + S j[?2 V ^8 V r» -f ... etc; , ou les p, â^, r. . , sont des quaternions donnés et constants,
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Bon-seulement en grandeur et en direction, mak aussi en position relative à un plan scalar et un système ternioa coordonnés, par rapport au vecteur variable v. Ils pourront d'ailleurs se réduire selon les cas à des ternions ou à des ioalara.
Remarquons que la différence de forme est purement versorielle, c'est-à-dire, relative aux verseurs, car nous pouvons écrire l'équation précédente sous la forme
F (r) = Oo Ui -f- ai RUi + «« R*U« -| h an R°Un,
où R est le module de t?, et a^, ai.., le produit des modules des vecteurs constants p, q,r.., et les U sont des fonctions verseurs, résultant du produit des verseurs de chaque terme, et constituant une fonction linéaire de verseurs de la forme
2 (cos di -)- i sin «<) (cos «a -|- I sin ») (cos P» + J sin h] (ces » -|- I sin <»>)•••• = Ui,
ou bien une somme d'exponentielles ternions
qui sert à déterminer le plan verseur de chaque terme.
Nous voyons que lorsqu'il s'agit d'une fonction vectorielle entière, à plan verseur variable, la formule du binôme de Neuton n'est plus applicable dans les mêmes conditions et la réduction des termes semblables à (m 4- 1) ^l'^st plus permise. Il y a généralement 2" termes du développement. C'est pourquoi, il sera généralement préférable pour la recherche des points critiques de ramener la solution d'une fonction explicite w = F (i?) à celle de quatre fonctions cartésiennes i quatre variables réelles, abstraction faite de la longueur des développements.
Supposons que nous ayons trouvé tous les points critiques («1, «t. . .), qui annulent la fonction, et qui par suite donnent un contour fermé. Les («i, st. . .) sont les différentes origines de k fonction • FQriaoii& l'équatioii
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e pouvons intervertir l'ordre des facteurs à chaque permutation répondra une valeur nction, et une forme différente de F (v).
ît « points critiques, on aura (n - 1) permulaires, et par suite autant de valeurs diffétion M, ou d'uu polynôme entier vectoriel nts criti<iues. Nous pouvons y ajouter les itives, qui ne font que ciianger la forme ^nal sans altérer la valeur de chaque e celle des points critiques, [uateni ions-plans, la question se simptifle tielesargutnents s'ajoutent algébriquement,
P {z—a) = u, de l'ordre dos facteurs. On trouvera dans ) une étude détaillée decette question, dont empte suivant.
lent
Qi Si ?"
sont des facteurs rationnels irréductibles. Ile devient
Tié renferme un point critique ai son argule ait à chaque révolution périodique, et \n est multiplié par le verseur quatarnion
isin 2t ~', qui est une racine primitive de
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une troisième Ui ji-- etc., et ia ibnction u prend au z.g, valeurs dillérentes, et un nouveau tour ramènera i l'on tourne ensuite autour d'un second point critique ec l'une quelconque des g, valeurs précédentes, prises le valeur initiale de lafonction, on obtiendra qt valeurs entes, et si ffi et Qi sont premiers entre eux la fonction ert ffiÇi valeursdifférentes au points-, et ainsi de suite, nt que le trajet fermé et arbitraire de i renferme un, , ou plusieurs points critiques.
ichy adonné une méthode pour calculer le nombre de s critiques contenus dans un contour donné, qui conà déterminer combien de fois la tangente de l'argument
nt inlînie, ou le rapport - des composantes du quater-
u^x-\- i y, c'est-à-dire, combien de fois le polyscalar x s'annule en passant d'une valeur positive à aleur négative. Le nombre des variations, qu'il appelle " M du contour, donne le nombre des points critiques ris dans ce contour. H est à supposer que si Cauchy, lu de considérer la partie imaginaire comme étant dans ,n du tableau, eut considéré le vecteur i comme perpenlireauplan scalar du tableau, il eut passé naturelleducas du cercle à celui de la sphère, bien qu'il fallut cela la découverte de Hamilton du calcul de l'unité inaire dans l'espace.
nous substituons à la fonction versorielle binôme
I- =1, la fonction versorielle binôme P - (m
nous avons ébauciié les propriétés, si de plus à un ur plan de la variable indépendante, nous substituons jntour fermé arbitraire sur une surface du champ, int contenir un ou plusieurs points critiques, la méthode uchy devient immédiatement applicable à la théorie oints racines el des points critiques d'une fonctio
^t^« ../..-NÇ^^
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vectorielle à forme algébrique ; mais elle nous montre eu même temps la multiplicité des solutions communes à quatre fonctions cartésiennes de quatre variables, réelles, dans la fonction linéaire
u=X + iA+jB + hC,
à laquelle il sera préférable de ramener sa solution.
89. Forme linéaire vectorielle. — D'une manière gênéraie, une fonction explicite
(11) it=:F(i;),
d'une variable quaternion v, peut toujours se décomposer en une somme linéaire de la forme
(12) w = X + iA +iB + hc,
où les X, A,B, C, sont des fonctions scalars des variables réelles, â?, a, ô, c, des composantes du vecteur de point
(13) v = x+ ia +jb + hc.
En effet, puisque toutes les opérations algébriques que Ton peut exécuter sur les coordonnées ternions i, ;, k, reproduisent soit Tunité réelle, soit Tune des unités imaginaires /,j,ft, il est toujours possible de ramener une fonction explicite à la forme ci-dessus.
Si donc nous posons
(U) ( X = Fo [Xy a, &, c), A = Fi [x, a, &, c), f B = F2 (x, a, b, c), C = F3 [x, a, b, c),
qui,ajoutées vectoriellementjdoi vent reproduire la fonction w et que nous supposions que ce système simultané soit résolu par rapport aux variables x, a, b, <?, abstraction faite des difficultés de Télimination, ainsi que des valeurs multiples résultant du degré des équations algébriques, nous obtiendrons quatre fonctions
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qui, ajoutées vectorîellwïient, devront reproduire l'une dèS valeurs de la fonction inverse
Les points critiques s'obtiendront algébriquement par la résolution des solutions communes
ce qui donnera généralement mnp q valeurs de v pour lesquelles la fonction u s'annulera, en désignant par m^ n, p, q, les degrés respectifs des équations (17) . Les paramètres de ces deux systèmes (14) et (15) ne sont pas arbitraires. Ils sont liés entre eux par des relations algébriques qui expriment, d'une part la perpendicularité des trois paramètres temions A, B, C entre eux, et d'autre part la perpendicularité du paramètre scalar x, au ternion résultant
Ly = îA + jB + KG, et il en est de même pour les quatre paramètres x, a, b, c, considérés comme des fonctions des X, A, B, C. Ces relations constituent la théorie des paramètres différentiels, et donnent les conditions d'intégrabilité d'une quadrature vectorielle
(18) Y = r(u)dv,
que nous étudierons dans la troisième partie^
Les X, A, B, C sont donc de nouvelles coordonnées, en général curvilignes, qui expriment, soit les fonctions de point F, soit la valeur numérique des paramètres de quatre surfaces particulières du champ, soit enfin les coordonnées des fonctions inverses /", sans que cette extension, coitiiné l*a montré Lamé, donnée à un même symbole, occasionne de confusion. Leur interprétation se rattache d'ailleurs aux trois points de vue analytique, géométrique et cinétique de la connaissance scientifique.
Il semblerait qu'il faudrait 6 variables indépendantes, 3 pour déterminer la grandeur et la direction du vecteur scalar, de même qu'il y en a 3 pour déterminer la grandeur
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1 du yecteur ternioa d'un quaterniott. Mais tes es de perpendicularité, que nous venons de qui caractérisent une quantité vectorielle, variables à 4 distinctes, nécessaires et suflléterminer un quaternion.
Jsumé, la résolution d'une fonction vectorielle forme algébrique, c'est-à-dire, ne renfermant xplicite d'opération périodique, se ramène à Va 1 de quatre fonctions réelles de quatre variable»' sèment, pourque l'on puisse exprimer une foscvectorielle u, en fonction ïilgébrique d'une I vectorielle v do la forme w = F [v] et de parants, aucune des fonctions X, A, B, G ne peut rbitrairemenl et elles doivent satisfaire à un inditions algébriques, qui constitue la théorie de point.
ons de point . — On appelle fbnction de point lérique réelle d'une grandeur, soit analytique, lue, soit physique, déterminée en chaque point uitéou indéfini, laquelle valeur change d'un tre du champ, et change aussi avec le temps point d'une manière continue ou discontinue données curvilignes).
ité de la fonction est exprimée par une relation ïlle, sans qu'il soit nécessaire de recourir à une indéfinie. D'un autre coté, la discontinuité issurée par la méthode même du calcul infinimoyen d'un coefficient de masse ; car de même st l'élément de discontinuité géométrique, de le est l'élément de discontinuité physique infini analytique de point a'exprime en coordonnées 1. Egalée à une constante ou paramètre, elle
ivr .
représente une surface ou un lieu géométrique des points du champ pour lesquels cette valeur numérique reste constante, quand on fait varier les coordonnées. Une fonction de point est une fonction scalar, et par suite une fonction de plans, et peut toujours être considérée comme intersection ou enveloppe de ses plans tangents. Telles sont en particulier toutes les grandeurs scalars, comme la densité, la pression, la température, et généralement un potentiel, dénotant un état physique déterminé de masse. Leur lieu géométrique prend, suivant les cas, les noms de surface de niveau, surface isotherme, surface iaodynamique, isentropique, isostatique, et généralement de surface potentielle, suivant la nature de la grandeur que cette fonction de point définit.
Autrement dit : « Une fonction de point égalée à une constante représente une surface dont cette constante est le paramètre. »
Si Ton donne à cette constante une série de valeurs successives, on a une série de surfaces, qui forment une famille de surfaces, dont la forme peut changer beaucoup avec la valeur numérique du paramètre, et dont les formes successives définissent un champ.
Une fonction de point des coordonnées et du temps donne à chaque instant une nouvelle famille de surfaces, que l'on peut considérer isolément en regardant le temps constant. Si le temps varie en même temps que les coordonnées, on a une famille de surfaces d*ondes dont le temps est le paramètre ; le temps est alors une fonction de point déterminée. Réciproquement le paramètre d'une fonction de point peut toujours être regardé comme une fonction implicite du temps, ou comme la dernière variable qui rend la fonction homogène, de sorte qu'on peut toujours considérer le temps comme la variable scalar d'un quaternion.
La famille de surfaces que Ton considère, ofiï'e générale-' ment plusieurs paramètres géométriques distincts, toUs
nécessaires à la, déânition complète du liea. £ie puisse les exprimer tous en fonction de l'un d'entre est souvent utile et préférable d'exprimer chacui
séparépient, principalement pour niaintenir la symd formules et faciliter les éliminations. Ainsi, le pai . d'un plan, qui est la seule surface du premier degrf longueur de la perpendiculaire abaissée de l'origine pian et eu assigne la direction par son verseur, et sa | par son module. Dans les surfaces du second ordre, i] général trois paramètres distincts et conjugués ent qui sont les valeurs des axes de ces surfaces. Dan: particulier de la sphère, ces paramètres se réduise seul qui est le rayon de la sphère.
Soit une fonction vectorielle « = F (y) du premier chacune des fonctions X, A, B, G du quatemion
u = X + iA-\-jB-\-liC
sera une fonction du premier degré à quatre variablei géométrie nous apprendqnedeiix plans se coupent suiv droite, et que trois plans se coupent en général en un Mais c« que te calcul vectoriel nous apprend de plu qu'un quatemion linéaire et du premier degré, dél non seulement le point d'intersection des trois plan; vecteur ternion, mais que ce point se trouve de plus quatrième plan directeur, qui est le plan scalar X quatrième coordonnée vectorielle. En donnant à la v scalar X une valeur arbitraire on aura une suite d parallèles perpendiculaires à leur axe scalar directif tandis que la série des plans scalars se meut paralli à elle-même, la série des plans A, B, C rectangulaire! eux, forme un réseau dont l'intersection sera toujou valeur de la coordonnée ternion p = ia -^jb + Se, ( leur de point v, et cette extrémité (pj se trouvera ti sur la valeur correspondante scalar lo.
cktcm. TWîToiiitt, KMons qa« la fosction X soit seule du second ordre, les fonctions {A, B, C) soient du prenaier degré, noua pour rextrémité p, l'intersection commune des plans C), tandis que cette intersection sei-a sur une surface <ad degré, et il y aura deux valeurs du scalar qui ■ont à la question. Vlu3 généralement les fouctions 3, C seront des fonctions algébriques des d^rés m, , et le nombre des solutions de la fonction ti ^ F(c) I mnpg au plus. Si l'équatioii est liimiogèDe et de n, on aura m* valeurs distinctes de u pour chaque de V. Si, par exemple, les trois fonctions (A, B, C) Dis surCaces homofocales conjuguées du second ordre,, iuite octhogonales, la quatrième surface X homogèn» surface réglée du second ordre, ou le parabokMde olique sur lequel se trouve le point teraioo des trois s homofocales, et complétera le champ vectoriel du ordre.
l'il Importe d'observer dans le mani^uent desi coor- 9 vectorielles, c'est que la partie teroiott
iA+jB + /cC,
artie scalar, bien que pouvant varier d'une madépendante, sont liées entre elles par la continuMé nction M. On pourra toujours au moyen de la partie î., supposée nulle ou constante, éliminer la variabtefc s fonctions (A, B, C), et retrouver lo système, des, inées de Lamé dans uue de ses positions particnlièrea. ne on pourra, an moyen des trois fonctions A, B, C, r de la fonction X les coordonnées a, b, e, et obtenir lation en os seul, qui donnera les positions correapoale l'axe scalar ou du paramètre scalar.
iroquement si les quatres surfaces (X, A, B, C) vlauibanger de forme, Ids coordonnées vectorielles d'ita ' du champ changent suivant un trajst I
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ant sur les quatre surfaces. Si le surfaces, le paramètre de celte celui-ci disparaîtra de la difféit-à-dire que le trajet sera consent à cette surface. SI le trajet de îux surfaces, X et A par exemple, igné d'intersectiou, et l'on aura d d'une trajectoire plaue de la i est constant, système qui a été uet, et ainsi de suite.
R^. — Le point se détermine de , soit comme intersection com- , soit comme addition Tectorielle
nt simultanées représentent les ;ux surfaces représentées par les Réciproquement tout trajet vecôtre considéré comme l'intersecec la première. Trois fonctions de itent un ou plusieurs points comspoint. Enfin quatre fonctions de priment le vecteur de poiini de la t de ces quatre fonctions, [[uatemion c'est trouver Tintersurfaces octliogonates (A, B, G} I intersection se trouve sur une fonction w = F (r). Réciproqueu plusieurs vecteurs de point, il mme l'intersection commune de :oordonnées vectoriellement, par t n'a qu'une détermination rela-
i les plus simples et auxqudles se
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ramènent toute? les autres sont exprimées par les paramètres de quatre plans conjugués vectoriellement et qui déterminent un iK)int vecteur v = x -\- in -\- jb + hc. Los paramètres sont les normales aux plans coordonnés, et sont appelés coordonnées rectiligncs ou cartésiennes. Mais de ce que le système cartésien soit fondamental, il ne suffit pas à donner toute la généralité qui convient à un système de coordonnées quelconques. En effet, quand on a égard à la dualité du nombre circulaire, on -voit que le système cartésien a pour conjugué ternion ou imaginaire le système sphérique, qui est tout aussi fondamental, et qui de plus est lié au système planaire par la dualité de l'unité réelle et imaginaire.
Descartes dans sa géométrie (1637) imagina de déterminer la position d'un point sur un plan en menant par ce point des parallèles à deux droites fixes qui se coupent à Torigine ; l'une ordinairement verticale est Tordonnéc, Tautre horizontale est Tabcisse. Pour déterminer un point il faut tenir compte non seulement de la grandeur numérique (module), mais encore de son signe (qui est un verseur). Ces distinctions de signes ne présentent aucune difficulté aux personnes familiarisées avec les principes de la trigonométrie et les règles de l'addition des vecteurs .
Le système des coordonnées vectorielles est une généralisation des coordonnées curvilignes de Lamé, et il n'en diffère pas, quand il s'agit d'une fonction linéaire ternioti ou dont le scalar est nul ou constant. Plus généralement les fonctions de point curvilignes (X, A, B, C) étant toujours considérées comme de nouvelles coordonnées, dites vectorielles, sont assujetties comme les coordonnées cartésiennes ou rectiligncs fx, a, by c) à des conditions qui établissent entre elles des relations géométriques nécessaires.
La géométrie vectorielle à quatre coordonnées indépendantes, conséquence de la dualité réelle et Imaginaire, est
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îométrie tétraédrique. Dans cette dernière 3 sont pas iudé pendantes, et leur rapport lé, de sorte que la quatrième variable est en lesure ou l'échelle de construction de la quations sont essentiellement homogènes, ie vectorielle, la quatrième variable est la ou scalar relativement à la résultante con- ■eou ternion des trois autres coordonnées, quième variable arbitraire pour rendre une lie homogène. Nous pouvons déânir leur anière suivante : Les coordonnées tétraéi plans de rcféreuce fornoent généralement ù vient leur nom, et il y a toujours une 3 de la première, c'est-à-dire, à laquelle des lière répondent des points de la seconde, et à remière répondent des plans de la seconde.
m des plans de référence s'éloigue à l'infini, lystème cartésien. Or il y a toujours nu iférence conjugé anharmonique du premier ; ipproche de l'origine, l'autre s'en éloigne à (trouve le système vectoriel proprement dit.
ntrevu la nécessité de ramener les coores ou curvilignes à un système triplement l avait abordé le système général des coor- , mais lia reculé devant la multiplicité des st trouvé ingénieusement ramenëau système jugués polaires, ou des composantes norelles, conséquence inévitable de la dualité
rlable kodogrnplie. — Le choix de la phe, ou de la trajectoire d'un vecteur de fonction explicite m = F («), n'est pas qu'on pourrait le croire. En effet, d'après
i-^vfïts^a
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la nature de la connaissance rationnelle ou des lois objectives de la pensée, on ne peut avoir à considérer que trois points de vue du concret des choses, savoir : le nombre, la figure et la masse. Au point de vue du nombre, ou purement analytique, la variable paramétrique est un coefficient réel de mesure de quantité, ou une telle somme vectorielle de coefficients réels, qui sont au nombre de trois au plus pour une sommation de ternion, et de quatre pour un quateriiion.
Il en résulte que la somme vectorielle d'un nombre quelconque de vecteurs se ramène à un vecteur de point coordonné, qui ne peut dépendre que de quatre indéterminées, de sorte qu'une sommation de plus de 4 indéterminées scalars n'a plus de signification géométrique définie. En effet, soit généralement n = ^ w Q^oà les w sont des indéterminées numériques et les Q des quaternions donnés, et de la forme Qi = Xf + ^'^i + J^i + KCf, elle prendra la forme linéaire
u = W + iX+jY + kZ
où Ton a posé pour abréger
W = 2wD, X = SwA, Y = HwB, Z = JlwC,
et comme nous n'avons que quatre équations, nous ne pouvons déterminer que quatre des indéterminées numériques en fonction linéaire des autres, qui restent arbitraires. Ce qui s'ac<x)rde avec les conditionnés géométriques des polygones, car, au-delà du quadrilatère gaiiche, la composition se ramènera à une suitelinéairede tels quadrilatères plans ou gauches, et en définitif la figure géométrique la plus simple est le tétraèdre, comme nous aurons occasion de le montrer.
En second lieu, au point de vue géométrique la variable hodographe est la trajectoire réelle du point vecteur, quelle que soit sa multiplicité, et chaque élément rectiligne donne la trajectoire rectifiée. Quand on considère, par exemple, un vecteur de point ternion comme fonction de
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quand il s'agit de l'équation d'i prise dans son contour réel et valeur Dumérique de ses param tantset réels; de même qu'il n'es le calcul difiérentiel quand il s'aj ou de transformer en exponen nelles ou implicites, tandis qu'a est de ramener {far la substitut dantes au calcul alg^ébrique, et i systèmes de plans et de droites
• rx'
fK.
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W = DoW + Dix + D«y + D3Z,
X =AoW + AiX + A2y + AaZ, Y =BoW + BiX + B2y + B8Z,
Z = Co w + Cl X + Cg y + Cs z,
et si nous substituons ces valeurs dans Téquation (1), en mettant les w, x, y, z, en facteur commun, nous pouvons récrire sous la forme
(4) F (u) = w Oo + X Oi + y O2 + z Os,
que nous appellerons la forme cartésienne^ parce que l'on peut considérer la forme vectorielle des Q comme implicite. Nous avons posé pour abréger
©0 = Do + lAo + JBo + ÂCo, Oi = Di + iki + yBi + /iCi,
D8 + «'A2+^B,+ AC
O3 = D3 + ik^ + JB3 + AC3. '
Q'o==Do-(iDi+JD2 + ftD3) 0\=Ao-(îA, +iA2 + M3) Q',= Bo — (iBi .+ ;B2 + /^Bs),
Le système (6) constitue ce que nous appellerons le système conjugué inverse du système (5) considéré comme direct. A l'aide de ce système nous pouvons écrire Téquation (1) sous la seconde forme
(7) F (u) = S0> + i SQ\u + j SQ'zU + = Â SQ'zu,
que nous appellerons plus spécialement la forme vectorielle, parce que les coordonnées vectorielles (i, ;, U) y sont exprimées explicitement. Elle donne la forme linéaire (3) des fonctions scalars de point W, X, Y, Z de Téquation (1).
94. Théorème,— W résulte de la comparaison des formules précédentes que, si la forme cartésienne est exprimée en fonction des quaternions directs 0, la forme vectorielle
La-»^*^.t.:<:iiLi<"
-. . ^^ >lfel_
ent en fonction des conji
léral el. indispensable dai [uaternions. Nous voyoui 1 un système à ternion pt lU négatif. De plus ils st s' mêmes 16 coefflcienta e e les lignes de leur dét mes et réciproquement, e ces 16 coefficients dévie coefflcienta distincts, ot lystèmc des Q quant nu s conjugués, et ils ont itraires. Nous dirons qu' igués d'eux-mêmes.
par Q le conjugué de module- Tandis que noi de 0, de telle sorte que 1' nfusion nous écrirons I
et toute quantité scalai
termes semblables. r degré à forme entière à forme cartésienne imt!
finie de termes de la
uconnue, et lesp et lesç istants, qui peuvent se r e à des ternioiis ou à d de l'inconnue peuvent la Ibnction F (ttj, car
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sir convenablement l'origine commune des vecteurs, de îère qu'elle soit commune aux deux variables initiales
t Ui ce qui est toujours permis. D'abord parce que tout unie de vecteurs peut être transporté comme on voudra, lite parce que la relation analytique donnt-e exprime une tion définie de piisitiou.
i nous opérons directement sur l'équatiou proposée (8), 1 aurons évidemment d'après l'équation (4).
Qt=Spq, Qi = Spiq, Qt^T.pjq, Qt = ^phq.
jsons
p = g -i- il -^ jm + kn, q=g' + il' -j-jai' + ftn' s aurons par la règle du produit de deux quaternions
iD» = ï ! gg' — (11' + mm'+ nn' t = S Spq, Ao = S ! gl' + g'I + mn' — m'n i =— S Sipq, Bo = S I gm'+ g'm + n'I — n'i ] =— 2 Sjpq, Co = ï I gn'+ g'n + Im' — l'm ; =— S SIcpq; etc. insi de suite pour les autres coefficients. Nous aurons i le tableau suivant, où nous avons supprimé le signe me pour abréger et qui montre comment et pourquoi les aeflîcieiits sont distincts, savoir :
I Dg=Spq, T)i=Spiq, Dt=SRJ7, T)i=Spkq, A»==—S'pq. Ai=— Sip)?, Ai=—Sipjq, As=— Sf'pftg, B^—SJi>g, B,=-S;p(î, B>=—Sipjq, B^^-SJpkq, [ Co=— Sft/.7, Ce^—Slqiiq, Ci=— Sftpj?, Cg=—Slcphq. F (uj est un quaternion constant, nous voyons par la iction des termes semblables, que l'on a pour chacune 4 inconnues \V, X, Y, Z, une valeur unique, et par î la valeur du vecteur de point cherché et unique
w = w + (X + jy + ftz.
iffit pour cela que le déterminant du second membre des ttions (3) ne soit pas nul. On a donc en déllnltif un sys-
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ire quelconque de cette variable. En effet, cela revient sidérer les Q' oomme des fonctions linéaires de même ;, en fonction des huit quateriuons donués ou du sysdes p et des g, savoir :
,y. = /'(?j) = Sp'o9i +iSp',qi-i-jSpfq, +ftSp'39i, ■ Q\= r{p\)=^ Sqap\ + i S?iP'i + / Sqip'i + fi S?ap'i.
i relations donnent la forme vectorielle des Q et des Q\ nction des trente deux coefficients des p et des q. En c'est comme si l'on décomposait arbitrairement les Q tit les quatre composantes des quateriiions p et les Q .nt les quatre composantes des quatemions q' sons
ipo = 8« + ïlo + i m* + A n», Pi = Si + i II + / mi + ft ni, P« = S( + f U -i- j dî + /( n*, P8=S3+ïlï + ;m, + ftn3;
9o = d« + /afl4-j"bo + ftco, = d, + ïai+>b, + Ac„ = d, + f a, + j b( + ft c,, = d, + ïas+j bs + ACa.
us aurons pour la forme cartésienne des Q et des Çl,m quant directement le théorème du n» 94 aux for
iÇtt = dûPo + aopi + btfJt + Cop3, Qi = dip» + aipi + bi/i, + Cipj, Qî = dtpo + ai^i + bîpi + c^Pj, Qi = dap» + aaPi + bsp^ + CaPs,
i(;^o =Sû$'o + Siiy'i + Stq't -f- SîS'a, 0'. = Wo + !:?'« + Wt + 139».
C'î =mo^'i, + miç'i+ mîÇ')+ œag's, t^'a = U050 + Hip'i -f- atQi + naffs.
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poserons poar ces scalars des 16 quantités numériques, données par les équations (29), les notations suivantes
Po= So + / Lo +j Mo + k No, Pj = Sa + i U +j M« + k N2,
P'o=So -(eSi +JS2 +/cSa), P\ = Lo — (i U +JL2 +h L3), P'2 = xMo — (i Ml + j M2 + A: M3), P'3 = No - (i Ni + j- N2 + ft N3) ;
et TappIicaLion du théorème du n° 94 donnera pour leurs formes cartésiennes implicites les formules
( Po = SjQo + lo^'i + m&q2 + no73,
1 Pi = Si^o + li^i + mi7j + ni^s,
Pt = S2qo + I271 + ni272 + n2g'3, Ps = S370 + 13^2 + m372 + n3g3 ;
P'o = do2?'o + àiP\ + d2p'2 + àsp'z, P\ = ^p'o + aip'i + aap't + aaP's, P\ = bo/y'o + bi??'i + hip'2 + b32?'â,
P's = CoP'o + Cip'i + C2P2 + C3p'3.
Ces formules nous conduisent directement à la théorie des fonctions linéaires conjuguées.
% II. Fonctions linéaires conjuguées
98. Définition. — On dit que deux fonctions linéaires vectorielles sont conjuguées quand elles résultent de rechange réciproque des systèmes de quaternions coordonnés. Elles sont par suite formées des mêmes coefficients numériques, mais dans un autre ordre. Telles sont les deux formes
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ni) t F ("1 = P" S7> + T'i S-y'i» + )>. Sq'îU + ;
* ' I F'(") = '/« S/v.' + q\ Sp,'^- + 9ïSw' + < Les deux foiicUons F et F' sont deux fonctions
■pou von s appeler fonctions conjugm^-es réciproque? la forme de ces deux fonctions, nous voyons inaméi que nous pouvons considérer deux autres fonctioi guécs n^ciproques et conjuguées complémentaires veinent des précédentes, savoir :
l F [ti] = <fa Sp'ou + fn Sp\n + ?! Sd\u + ' F'{«) = p'oS'/tM' + p\ Sq\u' + p\SqtU' + ; Nous avons vu qu'une fonction vectorielle di degré de la forme la plus générale peut sexf fonction de quatre quaternions à ternions rectar Alors deux fonctions conjuguées réciproques dépe mêmes 10 coefficients numériques. Nous aurons forme cartésienne implicite des F et F' les formules
,„ \ F [u) = w Qo + X Oi + y 0. + z Qi,
et pour leur forme vectorielle explicite, nous iiun
manière inverse et réciproque
( F (») = S0'„« + i SQ'.iu + j SQ'iU + kSQ
* ' ( F'iti) = SQ,u'-\- i SQ,?i'-\~J SQtu -\- le SC3i Nous trouverons de la mi'me manière, pour les (
tions conjuguées F et F', en fonction des P pour li cartésicjuie rectangulaire
^ F Ut) = w/Po + xPi + y P^ + zP^, ^ ' (F'(M')=wn+xP'i+y/>, + zPa et pour leur forme [vectorielie explicite, par l'a théorème n" 94,
^ . i F (u) = SP> + iSP\n +j SP'iH -i If [a] = SPqU + i S/'itf' + J SPtU- 4
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y a donc quatre manières d'exprimer une foncfjon ire d'une variable vectorielle ii, eu fonction de huit eniions donnés, et dépendant des mêmes trente deux tantes iinmériques, savoir : deux fonctions conjuguées roques F, et F', qui dépendent des mêmes quaternions
deux autres fonctions' conjuguées réciproques F et F', Icpcndent des mômes quaternions /*, et que nous avons lé conjuguées des premières, iwrce qu'elles dépendent de ions complémentaires des \ et », ou den conjugués di- . des fonctions linéaires \, n.
% in. — Fonctions linéaires temions
. Définilion. — Si nous supposons maintenant que les 0' deviennent des tendons, la fonction U deviendra «ndante de la variable scalar w. Nous retrouverons irmules de Hamilton et Tait en supprimant la première et la pceniière colonne dans les formules à 4 termes, lis les quaternions se réduiront à des ternions. faut remarquer cependant qu'en faisant Q' = o les trois s restantes Q,',Qt', Qî restentdes quaternions tandis que donnentquatre ternions distincts. Donc une fonction F (p), en posant ? = ïx + jy + hz, qui se réduit à fonction de la variable ternion p est encore uu quaterde 4 scalars à trois termes, comme si l'on avait fait ', Si au contraire on a seulement Q=o les Q' se réduiàdes ternions et l'équation U = Fjfijest encore indépeii- ! de w,car la forme cartcsioiine se réduit à trois termes, [ue soit W, puisque par hypothèse 0„ ^o, et la forme Tielle est un quaternion dans chacun des termes duquel :alars sont de la forme SAf, où A est un ternioa
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irielle quateniion (/ = F (ç) i vecteur (le point ternion p, se I les veeteiirâ donnés se rédu ïriable scalar w disparait eiicoi quesoit sa vateur. C'est ce qi remontant à la forme généra
'.on. — Désignons par a, p, y, i on supprime la première ligne i ;s formules (20). Désignons i evieiinent les ji. quand on suj t la preniière colonne dans li
f — to + Ji/ + ks, pour fait w ■^o, dans ii, et si noi lue devient une fonction vectj mêmes conditions, nous auroi inpUcite
i'. Y) ce que devieunent «, p, en colonnes, et l'on voitd'apr iout des ternious de signes coi.
jnction linéaire o est un ternit
fi, C ce q,ue deviennent les ( les ternions et par L, M, N f
les mômes conditions, nous oi ;s fonctions linéaires conjugué lomplénientaires en fonction < onnés. Pour plus de comniodi lies relatives à ce cas particulic
(. = a, +jb, + ftc„
.) p-.ia,+A + Sc, ! y = ïaj + jba + ftCî ; Nous aurons de la même mani
/^=iA, +>Bi + ftC, ) fl = iA,+;B, + ftC,
(c = iA, +>B, +kC
tL = iL, +jM, +ftN ) M=!Li+jM, + ftN,
( Jf=iL, +jM, +*N, Nous auroDS les deux fonctio et,'
Elles s'expriment en foncti( verses des A', B\ C, de la raan forme vectorielle explicite et r
"' l, = iSAt+j'.
. pour la forme cartésienne imp
Si nous désignons de même p notions conjuguées rêciprotiuea
(tu = a Sa p + p . nous remarquerons que ce t ous trouverons immédiatement iplicite rectangulaire
<io, !'='fft''
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vectorielle du plan, qui est une applicatii:
la théorie vectorielle des équations du pi-ei
101. Exercices. — Deux fonctions U donnent deux vecteurs différents, qui, ajo vectoriellement, donnent les grandes et lef du parallélogramme construit sur chacun
Puisqu'une fonction linéaire et sa con s'expriment en fonction de trois fcniions o
nous aurons
a-a' ^x [A^A') + y (B-B-] + et comme ces qnatcniions ont par hypothi minant, tes termes de la diagonale dispa tion précédente, et en posant pour abrégei C— B3 = A, As— C, = B, Binous aurons simplement
1—a' = 1 i j h \ X y z I I ABC| .
Si donc nous considérons le vecteur con D = iA+jB +kC, nous aurons pour la forme cartésienne Im »— «' = X T(i> + y TjD + z L'on voit que la condition pour que le v jugué de lui-même, est que le vecteur D :
déterminant des A, B, C soit symétrii A', li', C ne diffèrent que par le signe de Le produit m' est un quaternion, qui se ù les fonctions sont deux vecteurs conjugi
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d'équations linéaires simultanées se retrouve dans toutes les questions algébriques linéaires dont les seconds membres sont respectivement proportionnels à chacune des variables numériques d'un vecteur de point ternion, et il y a en général trois valeurs distinctes qui satisfont au même système simultané, soit qu'il s'agisse de la caractéristique de trois équations -différentielles linéaires à coefficients constants, soit qu'il s'agisse de la détermination des axes d'une surface du second ordre, soit qu'il s'agisse, comme ici, de déterminer les paramètres de trois fonctions de point conjuguées d'une fonction linéaire ternion.
D'après la forme d'une fonction vectorielle du premier degré, dépendant d'un vecteur de point *
(1) îi = w + ix + jy + hz,
l'expression générale explicite £/"= F (w^d'une telle fonction peut toujours se mettre sous la forme coordonnée vectorielle
(2) U = \\ + tX + JY + ftZ,
où les paramètres \V, X, Y, Z sont, comme nous l'avons vu, quatixi fonctions homogènes du premier degré, et qui dé^x^ndont j^r suite de 10 coefficients numériques constants au plus savoir :
' W = Do w + D, X + D, y + Ds z,
\ X = Ao w + Ai X + Aa y 4- As z,
^ Y = Bo w + Bi X ^ B, y + B3 z,
Z = Co w + Cl X + C2 y + Cs z.
CVst-à-dire, que nous pouvons écrire la fonction vectorielle sous les deux formes équivalentes
^ / r - w (?, ^ X Û, -r y <fc -4-2 Q^,
suivant que l'on oMonne rèquation suivant les coordonnées
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e applicable directement à une fonction quatârnioii. nélhodca l'avaiitafi;(> surcelle des fonctions répétées itrer les propriétés géométriques des vecteurs comainsi que le mécanisme purement algébrique delà n inverse du premier degré. Si donc nous posons, i le mode de notation précédente, pour les détermimincurs premiers, des petites lettres correspondant ■andes lettresdeséléments, et inversementdes grandes correspondant aux petites lettres des èlémenU, nous i relativement an système des huits quaternions qui t dans la forme générale d'une l'onction vectorielle du ir d^gro, et ^ue nous avons désigne parles pet les î, ^mc suivant
[ Po = a. + ; S, -f- j Sî + ft Sa.
j Pi = Mo+ / Mi+J Mt+ h Ms,
Iqi = Ao+ i Ai+ ; Aa + ft As, q, = Bo + i Bi + ^- Bt + ft a,
(qj = G,-j-ïCi+jGj+ft Ca.
observera que la substitution linéaire se fait par la tntion conjuguée inverse, comme il résulte de l'inspoc- II tableau précédent. Les clénionlsdes seconds membres îsiieclivement les déterminants mineurs premiers des ïs ?, que nous avons exprimé précédemmejit 1 1, (16 , par de petites lettres.
L posé, soit la fonction f = P (u), savoir :
/' = ^„ S'/«(( + l>i Sî'i» + Pi Sq'iU + )\ S'i3'L. roiiverons immédiatement pour la fonction inverse pi^t* = q„ Sp'o^-' + q, Sp'if; + q? Sp't(/ + qs Sp'jf/. eSet si nous multiplions l'équation proposée (10) par
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is prenions les scalars, trois termes dispaétant nuls et il reste
IS^'oU = ip Sq'aii, Sp'i(/=ipSlï'iM.
Sp'3l/= ApS/s". ?1
DUS ajoutons les équations [12) respective- %
i.par les q, en observant que par la théorie '-j
a nous avons J
qi Sq'iU + q* Sg^iU -f q» S-j'ai* = i,»(. -^
nière d'exprimer une fonction réciproque -[(,
us trouvons la relation (11), qui résout '",\
la question de la fonction inverse. *
que l'on obtiendra pour la fonction inversa r
■fférentes, eu prenant pour la fonction directe . '
s fonctions conjuguées F, F' et F, F', que lies précédemment. /
le passer du cas général d'une fonction quas particuliers (l'une fonction teniion, en «mière ligne et la première colonne des p et ' :
. disparaître la première ligne et la première desq, et qni rédnit ces derniers éléments à inomes, qui sont les tornions conjugués lions des p et des q.
le la- m^me manière, qu'il y a quatre maria fonction inversepd'une fonction ternion, [uatrc fonctions conjuguées que nous avons s' et îT, ît', qui sont ce que deviennent les t F, F' quand elles se réduisent à des fonc- 1 vecteur de point p.
is au lecteur le soirl de développer ces cas
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$ V. — Fonctions Unâaires
104. Cas des vecteurs temions. — Ue du premier degré la pins générale étant pi
(It S = /'(p) = *SVp+pS[t> +
comme le vecteur de point p est complè bien que nous verrons plus loin, que la mier degré (1) l'assujettisse à se trouver trois plans dont les paramètres sont donm donnés et constants, nons aurons, en preo de point, la même équation
(2) . = /-(S) = r{p) = «Si'! + pS[t où nous avons écrit f* (p) pour f. (f p)poui
Substituons la valeur de & tirée de la | nous trouverons, tous réductions faites,
(3) . = /-l«)SV? + /'(p)Sf.> + /-.
que nous pouvons écrire sous la forme
(4) . = 0.1 S^'f + ?, S;/p + Ti i OÙ les vecteurs ai, Pi, yi sont détermi liJiéaires de la même forme des vecteurs X', il, v, de la manière suivante
(0) ^i = /-(^) = aSVa + ^S[x'a-
et ainsi do suite pour les autres vecteurs.
Nous trouvons en opérant de la même
m ;=/^w=/'M?}=rwsvp + /*(p
que nous pouvons écrire
(7) ç = K, SX'p + p, Sfji'p + yt i
en désignant suivant la même méthode ps linéaire
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aent
Œn SX'p -f- P« S[^'P + T" ^'? ■
ainsi déterminés eii fonction des 6 vecnés, comme paramètres, ue Ion peut exprimer une fonction linéaire n de trois fonctions répétées consécutives, nple
le système linéaire simultané
,/'(«) + m,rW + m,/-»(a) = m,«,
-\- rsti M -\- m» «3, :/-(p) + m.r(p) + ra,r(P)=mip.
+ m» ^ + ma Ps, ,, /'(Y) + m./»(r) + m3r(ï) = m,Y.
+ ni! Y' + ™3 ï»' ; valeurs des wisontdéterminéesetuniquas, aire quelconque npreudra la forme xoSVp + poSa-p +Y.S»'p.
isons
= *o SXp + Po Sit? + > Svî, er T[L, _ TvÀ_ __ TV
effet
= Ttui. SXp + TvX. Sfji.? + TX|x. S«?.
iprimant les modules et on faisant les terres, elle est équivalente à la forme.
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puisque ijh = —1, et ijh = i, etc., comme nou! dans la première partie.
Nous aurons alors l'équation, dite cubique, (
Mais encore une fois, elle suppose que l'on i
forme (13| qui est un cas particulier de la fonc
105. Cas général. — Il sera facile, d'après l fonctions inverses, de passer dn cas particulier d linéaire ternion, à une fonction linéaire vect conque. La marche est absolument la même numéro précédent.
SI nous avons généralement (15) U — jaSq'tU + PiSq'iU-\-peSq'tn -\-p où \c8p et les 1/ sont 8 quaternions donnés, n< poser de la même manière -{lG)Ui^F{u) = p<,S>i'aU-\-p,S(i-iU+j:'iSq'tU
En substituant la valeur précédente (15) i trouverons (1T; (7> - F* (-) = F (>,) Sfl'oH + F in) J
+ F ipi) Sq\u + F (pa) Sq\u, et généralement
(18) V„ = F"+' (-1,1 = F" (j)o) Sv'o» + F" {py
+ F" (pa) S'i'iU + F" (p,) Sq\n.
On en conclut que l'on peut exprimer une foni vectorielle en fonction de quatre fonctions réj cutives, en posant par exemple
(19) Dû = nu L\ + m* r, + ma U^ + m^ et nous aurons, jjour déterminer les ni, un syst simultaué '•
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F'ip,] + m«r»(p.) + maF^lp.) + m,F*{pi),
isons U—ît, nous aurons d'après la formule he précédemment les valeurs nécessaires :
(F'pi) =pi, etc., ce qui donne la valeur de e conjuguée d'elle-même :
ip'«u + p, S^'iif -|- Pi Sp'îU + Pi Sp'sM,
[/) + m^T^iU) -j- ma P (t/) + m, P< [U), erminés par le système simultané des (20).
fois, cette formule suppose que l'on ait e la fonction inverse, dont la forme (21) rticulier ou ie système des g devient le syss p, et en supprimant les modules et sup- ^er les vecteurs pi p» pj rectangulaires, on mule
5m — {i S/w + j SJu + liSku), d'un vecteur de point quelconque, quand iposantes scalars coordonnées.
èmes sur les vecteurs du premier degré
/, —De l'équation 2 m (U-Q) =o. «Quand suite de vecteurs donnés Q proportionnelntité numérique m, ie vecteur résultant U, îctorieUe s m Q, de tous ces vecteurs sera ugmenté proportionnelleiuent à la somme : ces nombres. »
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Considérons d'abord le cas de dei rapporlés à une origine et à u» plan .
mot Liés entre eux par une relation ai
P est le vecteur qui joint l'extrémité i
Menons de l'origine no troisième
le vecteur P en deux segments P' c
nii et â m«, de telle sorte que l'on ait
où 7») et mi sont des quantités modu rapport des modules de deux vect avons d'ailleurs par définition
d'où 1" + P" _ 1^ ^ fi
Remplaçant P par sa valeur vec aurons
Mais nous avons par construction vec
(5) u = Qi - P" = Q, d'où en éliminant P", il vient dcAnili
mi -j- nii
Si nous considérons un troisième v
point 0, et que l'extrémité de U non
R, nous en déduirons un vecteur U
. , ^rrii-i- mt . ,
dans le rapport , et nous t
manière
VECTORIK.
h ma Q» + fa Q»
+ mi + mî '
l'on obtienne un dernier pouvons, écrire cette équa
^i;e des masses m situées à lepar U le vecteur détert ictrémité duquel se trouve ;entre de gravité de ces ma:
pour origine on aura l'équa
toriclle exprime que le con
ugmentés proportionncller
et un terme quelconque e les autres.
i somme vectorielle f ~ Sj
ées numériques, ne peut
ninées indépendantes, »
iable U ne peut dépendre
les.
lener cette somme ànine soi
ie la forme
iU+JSP'ew + kSP'3U,
oint vectoriel
X +Jy + hz.
eut se décomposer suivant
I et nous aurons
'i + m* i*» + mj Pï,
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oà les m sont détei'minéa. Il en résu) condition
(12j w = S ra»a;, x = S niiir, y ~ i:i Cesquatrc équations Jélermiiienl. quatre c qui ue sont plus arbitraires. Il en résui linéaire U ~- ^xQ reste iiidé terminée q ses termes est supérieur à quatre. Oeli nombre de conditions nécessaires pour < tour polygonal, et au-delà d'un quadr d'un tétraèdre, ia forme |>olygonale peut de positions satisfaisant à l'équation lim
108. ~ Equalions de la foi-me SmO 1" Equations à deux termes. - mi Q, Si m, et mj sont des iiidébrminoiis nous avons l'équation
X Oi + y a = o, cette équation exprime simplement que sont parallèles. Bn effet puisque leur rap
une quantité réelle, les deux vecteurs ce rapport e^t celui de leurs modules .
Si l'on a la condition mj + m, =o, Ûi = Qt. quelles que soient les valeurs dt
Si ce rappo.-t, au lieu d'être l'unité, a un k, on a l'équation linéaire
0, 4- AQï - o.
qui n'a rien d'arbitraire, et qui exprimi leur, augmenté proporiionnellemeiit â k.
coiitraireau premier.
2" Equations homogènes â trois teniicf xQi + y Qî + zû.= -
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Si nous avons la condition algébrique x + y -j- z — o, l'élimination de Tune des indéterminées, z par exempte, donnera réquation à deux termes
X (0,-G.) + y (Ch-Qz) = o, dans laquelle le rapport des inconnues est déterminé, et qui rentre dans le cas expripaé précédemment, car si nous posons
l'équation x P, + y Pt =o exprime le rapport numérique ou modulaire de deux vecteurs parallèles. On en conclut que les extrémités des vecteurs Q,, Q,, Qs, rapportés à une même origine et à un plan scalar commun, sont en ligne droite. Les quaternions donnés ne sont pas tous arbitraires.
Nous pouvons encore considérer l'équation homogène à trois termes, comme un cas particulier de l'équation 2rn ((/— Q) =o, où l'on a, soiÈ Sm =o, soit U=o. Nous venons de considérer le premier cas. Dans le second cas, elle exprime que les vecteurs augmentés proportionnellement à mi, m», ms respectivement formeutun contour polygonal fermé et sont par suite dans un môme plan.
3° Soit l'équation homogène à quatre termes w Qo + X Qi + y Qï + z Ga = o.
Si les quatre vecteurs sont coinitiaux, elle exprime que ces quatre vecteurs ont leurs extrémités sur un même plan.
Si nous avons la condition algébrique x + y + z + w =o, le rapport des inconnues est déterminé, et nous pouvons la mettre sous la forme
x [Qi-Q») + y iQ^-Qo) + z [Qz-Qo] - o, que nous pouvons écrire
X /"i + y /"s -h z Ps = o, et les trois vecteurs, respectivement multipliés par x, y, z, sont dans un même plan .
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Nous pouvons considérer cette équation comme le cas particulier de Téqu alioii £m (U—Q) =o. Nous ve»ons d'examiner le cas de 2m = o ; et dans le cas de f7 = o, elle exprime alors que le quadrilatère gauche des quatre vecteurs est fermé.
Enfin réquation linéaire à 5 termes exprime Téquation géjiérale du premier degré, dans laquelle le rapport des indéterminées est déterminé. Dans le cas contraire, elle exprimera un contour polygonal fermé, quelque soit le nombre de ses termes, en faisant 6^— o dans Téquation générale 2m (t;—Q)=30.
109. Lemme. — Si nous désignons par F (uj une fonction du premier degré du vecteur de point m, etparFY?f>^ la fonction conjuguée réciproque, c*est-à-dire résultant de la permutation des quaternions coordonnés ; soit v un autre verseur de point tel que Ton ait
^U z=z w + 2x + jy + fez,
nous aurons évidemment
( Sn F (v) = Su F' (m) et de même | Sv F (t*) = Su F' (v),
comme il est facile de s'en assurer directement, en exécutant les opérations. En effet, bien que Tordre des opérations soit distinct, comme il s'agit de scalars, Tordre est indifférent, et le résultat est le même dans les deux membres. Il en serait de même pour les fonctions conjugués réciproques F et F' définies précédemment, et Ton aura de la môme manière
[ Su F (v) = Sv r (w),
l Sv F [ti) = Su F' (v).
Il sera facile de passer du cas général des fonctions quaternions aux fonctions ternions, eu supprimant dans les ternies
.^:iA^
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teura^ de point « et v, un des quaternions les q. C'est le seul cas qai ait étd examiné
consfitue pas une nouvelle relation analyiement une identité. Son emploi est très s transformations linéaires, mais nous ne u'il puisse conduire directement à la trans- •e inverse. M. Piair en a fait une application la réduction d'une fonction vectorielle du
le II f. — « Quand les iadétcrminées scalars
■ectorielle sont données en fonction d'un
le point, on peut toujours ramener cette
mme de quatre termes coordonnés, dans le
ion quaternion, et à une somme de trois
as d'une fonction vectorielle ternion. »
: cas d'une somme ternion, tel qu'il a été
'lair.
ne linéaire ternion
= aSpp 4- ai Spip + ■■■ =SaSpp,
I, p..., sont donnés. Nous pouvons toujours ne somme vectorielle ne dépendant que de ans constants :
p) = 1 Siip + ;i S/iip 4- ï Syip.
tratlon est fondée sur la relation identique
Saf (p) = SpyW.
rons identiquement
ll;tï := X S/lwp + n Sïlp -(- Sï/fp,
des vecteurs ternious arbitraires, posons
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1 s^v ? (f) = Sp ç' n
(5) Svi ç (f) = s? ?' (T
( Slj. ?(?;.= S? =p'(T
Nous aurons en définissant le les formules
( h SX;.». ^ f' (Tv
(6] ;., SV = ?■ (Tv
( V, SV ^ f ■ (Ti
et cela quelque soit le nombre i
signes. Nous aurons ainsi I
vecteurs i, u, v, sont arbitrai
de ces trois vecteurs et des vec
suivant des relations dctermin*
11 n'est pas diflicile de voir q
diatemcnt. applicable à une ;
forme
. (7) F (M) ~ P, SO'i u+ ^
et nous pouvons toujours rame tion linéaire quat^rnion à quat de 8 quateroions et delà forme
(8) F [u] = p„ Sq',u + p, S en nous fondant toujours sur li
(9) S(> F' (w) - Nous avons également la rel
(10) A, F (n) = po Spo F
+ p.Sp'.F{u}
en désignant par les p^, pi, ps
neurs de.??;, {§1V, 8), et en i conjuguée in verse- Si donc noas posons
UB VECTORIELLE DU PLAN
S I. — Plans fixes
)rie vectorieUe ne semble pas au le notion nouvelle à la théorie ca Tnière théorie parait iiidépendat ilité réelle et imaginaire ; de pi e généralité par tes derniers tra' lie Plucker, Salmon, Aoust, ChasI rie vectorielle est beaucoupmoins iprochemerit des deux théories ir à chacuEie d'elles une plus grau' une plus grande uniâcation de la ue.
arie du plan précisera l'emploi et ( [t vectoriel, et de l'autre la théor lanquer de généraliser la théorie < nous proposons d'examiner.
vons que l'équation d'un plan flxe Qes est de la forme iœ -j- By + Cz -\- D =z 0.
nalytique exprime que la perpen it dont les coordonnées sont (x, \ lieu de ces points est un plan. F
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antre (^fiat n'appuiesact pa-i aa plan, a nne valenr atinénqDe
'2 Ax ^ By 4- Çg + D
± \ A» + B* 4- C et noos Toyons qœ
± VA' + B» + C* est la Talear de cette perpendicnlaire des coordonnées, et par sorte qae cet tante.
Maintenant considérons denx vecteui ayant une origine fixe, dont l'an pris mètre constant et donné
m A = iA +jB + h
et dont l'autre, variable en grandeui assujetti à décrire un plan âxe, savoir
(4) p = la; + jv + h.
L'équation (I) du plan exprime qui TCClenr variable sur le précédent est soit sa direction. Ces deux vecteurs < tiTnion formé par ieurpositioii relative leur rapport par produit. La partie se; est précisément
D = SA
« Ainsi le paramètre d'un plan scalftr (ÏHHqnateitiion formé par le le limilenl. »
On peut voir que la position du plan wlativenicnt à ces deux vecteurs, et le tourné iM:iinie on voudra, et transport qui est la prùprièté caractéristique d'il quantité vectorielle.
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(P) et qni, comme on sait, a la forme d'un l'origine, savoir (11) A [œ^c-] + B {y-y'] + C [z- Cetta équation vectorielle scalar expr toute droite fo — p) comprise dans le plan e au vecteur normal ou paramétrique de { vecteurs ternions (A, ;>, p) ont nne même que complètement arbitraire ; c'est-à-dire, peut être transporté où l'on voudra.
1 15. Le quaternîon total de (A p) est d'
' ' i =— (SAp -f t SîAp -hj Sj où nous avons posé, pour abr^r, (13) L = Bi— Cî/, M = Ca;— A^, N-
Ces équations sont celles de la proje droite sur les plans coordonnés, et cette d pendiculaire à D, est comprise dans le plai l'on veut ce sont les équations de trois plat droite parallèlement aux axes coordonnés.
équations simultanées montrent que ces parallèles à une mSme droite, et cette d par deux quelconques des équations (13), .
une suite des deux autres, c'est-à-dire, entière dans le plan exprimé par cette troi
Les relations scalars
(Ht Lx + Mu + Nz = o, et AL + montrent que le vecteur i L -\~j M -)- A T laire aux vecteurs A et p. On a donc pour conque de (?) quatre plajis qui passent par tersection des trois plan8(L, M, N) se tro sur le plan D. Les scalars variables (a;, y,
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un point, et leur point commun d'intersec constamment sur le quatrième plaji Li.
En effet si nous désignons par i/, le déte plans L, M, Net par des i>etites lettres coi mineurs premiers, nous aurons pour leu d'intersection
/ d;fc = rti L + <j, M + «3 N,
(21) I (ïoy = i)i L + ô, M + ôs N,
Si nous sukstituonsces valeurs dans le pli en posant pour abréger
( flt Ao + ft, Bo + Cl Cfl = du
(2ai Oî Ao + ft, Bo + c, Co = dt,
1 as Au + bi Bo + Cî Co = ils, l'identité
(23) d, D = d, L + ./. M -{- rîj t
qui exprime un plan qui passe par l'intei plans ( I., M, N,) on plus 'généralement 4 le m^me point.
D'ailleurs les valeurs numériques (</., ( déterminants des quatre équations (16) pi c'est-à-dire que l'on a
(23i do = - SA.AîAj, di.=— SA.
d,=— SA1A0A3, di=—SK
117. Considérons le système de deux plai à la même origine ternion fixe, et soient
(25) W, ^SAip— D = o, Wi^SA^ les équations de ces deux plans. Nous savo
(26) a Wi -i- 6 Wî = o, est celle d'uu plan, qui passe par la droite
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„.„ ( TA,A, = f (BC'-B'C) +jXCk'-Gl '■''"(ouA"=il+Jm + Sm; la droite d'intersection des deux plans sera
<^'/oa.= ip+j,+Sr.
Les 6 quantités (1, m, ii) et (p, (|. r) or 6 coordonnées d'une droite (Wi. Wi), ou tantes spécifiques de cette droite. Il n'y en traires, car elles sont liées entre elles par J acalars [35) pT + qî/ + r2 = Saa = o, Iv + my-
qui montrent que a el A" sont deux vecte perpendiculaires as.
L'angle de deux plans est mesuré i»ar ce mètres normaux respectifs, Ai et Ai, et no
iSA,Aj^=-(AA.' + BB+( ^ ' } TAiAï= A'- = lk sine,
eu désignant par I la direction du vecteur tf
Si les deux plans sont parallèles, on a '
donne les conditions connues du parallélii
(37) BC— B'C = o, CA'— C'A = o, Le rapport - exprimera toujours le rap
tance à un troisième plan parallèle aWi -|- Si les deux plans sontperpendiculaires, c c'est-à-dire, la ^condition connue
(38) AA'+ BB'-i-CC' = 0.
Le vecteur A" est alors un troisième i lairo sur les deux autres paramètres Ai ment un trit;dr^ rectangulaire satisÊiis.
roim
rM:
uep
ppoi oorc
f(AI inan
se pi t D'
ipai
lun»
lide
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(45) — SAïA^j ^ lAB'C") -
Les trois plans sont parallèles à une r
a SA: A. As — o ; car alors tes coordoin»
viennent infinies, puisqu'elles sont doon
(DB'C" ; _ (AD'C'i
^ (AB'c")' ^ ~ .;ab'C")' ■^ ■
Si l'un dos numérateurs est nul, alors i parallèles et les trois plans passent par lèles. Si îiucnn des numérateurs n'est parallèles à une même direction se coi suivant trois droites parallèles, et l'une d dans le premier cas, où l'un des numérat
Enfin si deux numérateurs s'annulent, nulle nèuessairemeiit, et les trois plans p:
droite. Si les trois plans sont respectivcc à un axe coordonné, nous rctrourons avons examine 3 u n° 115. Enfin nousavoii vons considérer quatre plans passant ps en co:isidérant un quatrième plan scalar plans rectangulaires ; c'est la questioi examiné au n" 116.
119. Si nous considérons maintenant I d'u[i plan déterminé par trois vecteur; SA 3= D. léquation du plan cherclié. Co doit satisfaire à chacun des vecteurs dont devront satisfaire à trois valeurs différei point ternion ;=!, sauoir :
(17) SA?, — D =o, SAa, — D= O,
Nous pouvons éliminer les A, B, C
métrique A = ÏA -}- jB -f ftC, entre (
simuit-tnées, et n
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( Si ces points sont ceux où le plan cherché ren
axes coordonnées rectangulaires (t,J,h), nous posant (49j pj = ia, fa = jb, p3 = ftc,
(50) A= ibc -\-jca-\-hnb, —li—abc et le plan prend la forme cartésienne
L'équatiOD du pian, mise SOUS cette forme, expr somme algébrique des pyramides partielles du formé par un rayon vecleur variable p assujetti è le plan de la base du tétraèdre est égale à la pyrai tante formée par les axes fixes .
Nous savons que l'équation cartésienne d'un pla à passer par trois points fixes s'exprime sous la 1 déterminant nul
œ'" y'" z'" 1 où les [a:,i/, z) sont les coordonnés courantes d'ur sant par les trois points [3i,y' , z'), {œ",y",z"), {as' C'est-à-dire qu'elle exprime que le volume du tétra par ces quatre pointsjeat nul . Les A, B, C, D, q déterminants mineurs relatifs à la première lig ment pour les A, B, C les doubles surfaces des sur les plans coordonnés du triangle formé pai points fixes, et pour le scalar D, 6 fois le volume formé parles vecteurs donnés (oj, p^, pjj, et exprir double de la surface du Iriangle des trois poii par la longueur de la perpendiculaire abaissée di sur leur plan .
§ n. — Plans mobiles
Vous avons conskléré jusqu'ici le point D, rapport à l'origine, ou ce qui revient au même l'orîime fixe par rapport au point D du contact delà icui aire abaissée de l'origine sur ie plan fixe, pouvons maintenant considérer plus généralement
des coordonnés teniions, comme variable suivant ction fixe ; delà une quatrième variable scalar u. I un paramètre quaternion donné,
0=D + tA+JB + fcC, ), A, B, C) sont des constantes numériques réelles !es el soit le quaternion linéaire variable
^ = u-\- ix +iy + As, îteur courant d"un point vecteur mobile (E), assujetti ; un plan, nous aurons
SQ e ^ D» — (Aœ + By -\- Cz) = W.
ic nous supposons que le paramètre d'un plan s'an-
que son équation se réduise à la forme ordinaire ;y + Cz + D ^o, c'est que le plan passe par l'oriimune des vecteurs Q et E, [n" 4), etque le vecteurï tament perpendiculaire au vecteur normal Q qui en cteur directif.
jE projection du vecteur ç, ou d'un point quelconque sur la direction fixe Q est constante et égale à W. ir numérique de cette constante est proportionnelle iuce du plan à l'origine. En effet, en désignant par M-B'+C'+D= ™ v'0=+DS le module de Q où G
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es valeurs numériques du
rODS
ff cos « siii a, B ^ M cos I Mcosy siua, Ira la forme
' cos p + « cos t) siii a -|- P
e SQS = VV, peut être ran =0, oi U cstle verseur de Q ?? — W peut être identiftt rpendiculaire abaissée de 1'
et qui fait avec les direcUo
[ont les cosinus sont resp B _C_
tsin.
.tégaia^
oint vecteur variable (5] esi sais ce point (ç) est pour c ion de trois plaiis qui se c<
A(( + Dx + B2 — Cy, Bm+ Dy + Gx — As,
Cu-\- Da + Ay — Byï;
hjM + ftN.
1 résulte trois équations = o, qui expriment que ces teraion, et l'on a l'égalité m
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c'est à-dire, les 6 condi'tions qui annulent les binômes
{Bz — Gy =^ o, Co) — Az = o, Ay --Bx = o, ^ ^ ( A7i+Dz =: 0, Bu + Dj/ = 0, Cu + Dz =0.
Si, au contraire, nous avons W := SQç =r o, ou
(10) Ax + By + Cz =: Du,
la substitution de cette valeur de h dans les équations (6) permettra d'éliminer (îctte variable, et ces équations prendront la forme
r DL == (A* + D«) ;X + [CD—AB) y + {BD + AC) z, (11) ] DM = (CD + AB) X + (B2+ D^) y +.(AD— BC) z, ( DN = (BD — AC) o; + (AD + BC) y + (C^ + D^) ^.
En désignant toujours par M le module de Q, le détermi • nant des seconds membres des équations (11) a pour valeur D* M* et en supprimant le facteur commun D^M^, il vient
l M-^ = DL + CM + BN,
(12) I Wx r= CL + DM + AN,
M*^ =1 BL + AM + DN
valeurs qui sont indépendantes de la coordonaée u. Si nous posons
(13) V=zBz—Cy, W = Gx-'Az, N' = Atz-Bar, nous aurons les deux relations identiques
(14) Vx + MV + N'^ = 0, AL' + BM' + CN' = o.
Elles expriment que les ternions des vecteurs 5 et Q Si»nt perpendiculaires au ternion iV +iM' + ^^'^
123. Le quaternion du premier degré Qç se compose donc d un scalar et d'un ternion, c'est-à-dire d'un plan et d'une droite, quelque soit le trajet du point (ç), assujetti à décrire un plan Le ternion TQ^ est donné par la somme vectorielle
J^TT^^-g^
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unité et qu'il en est de même de leur parallélisme, et ces conditions sont indépendantes de la position de Torigine vectorielle ou de la valeur scalar u.
Si Ton considère les trois ternions
ceux-ci décrivent précisément les trois plans (L, M, N) respectivement ; de sorte que Téquation habituelle ou cartésienne
Arr + By + C5 — Du = W,
est nécessairement accompagnée de Texpression de trois autres plans (L, M, N) conjugués vectoriel lement au plan W, résultant de l'expression linéaire d'une fonction vectorielle du premier degré F (5) = Q5, à quatre variables réelles.
125. Plus généralement une fonction linéaire F (6), d'un vecteur de point (?) assujetti à décrire un système de 4 plans conjugués vectoriellement sera de la forme
(16) F [i] = SQ'ol + i SQW +j SQV; + k SQ'a?, où nous avons posé pour abréger
Q'o = Do - [iko + jBo + kCoU Q\ =z Di - (lAi + ;Bi + kCi),
et nous aurons
/ W = SQ'oÇ = DoM + AoO? + Boy + Co^, L = SQ\l = Biu + kix + BiV + iliz, M =: SQ\\ = T)^u + AaO? + Bay + CtZ, N = SQ'z\ = DsU + Aa^ + Bsî/ + Cs^.
De sorte que l'équation F (ç) exprime une somme vectorielle linéaire de quatre plans à quatre variables réelles, dépendant de 16 coefficients numériques constants et donnés.
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Le point d'intersection (e) commun dest se trouve sur le quatrième plan W, ou pi
Kn eftet, en désignant par à le détcri membres des équations (18), et par de pe pondantes les mineurs premiers, on déti unique des coordonnées courantes pour ( vecteur (£), appartenant aux quatre plans
iAM ^ (îo W + di L 4- dt M H Aa; = Oo W + a, L + a, M H iy ^ &o W + 0, L + 6î M H A» = c» W + Cl L -f G, M H Si les axes ternions L, M, N n'étaient on retrouverait le cas général d'une fond F (î) + Po Sî'oE + Pi Sg'A + P» Sg'ï Nous avons vu qu'il y a un système c plans, de la fonction conjuguée réciproquf F' (ï) = q'o Sp»ï' + q'i Bp,l' + g'^ S dont les coefficients de direction sont dif ment à la théorie g:énéraie des fonctions mier degré. D'où l'on conclut qu'à tou répond un second système oblique qui li qui ne se confond avec le premier, que loi rectangulaires .
Enfin nous avons vu de plus que le direct S, donnera deux autres systèmes juguées complémentaires. Cette multiplie figures géométriques n'était abordable q vectoriel.
126. Théorème. — Si le somme algébi paramétriques d'un certain nombre de p< un plan W ^ AiC + By + Cz + Ito, i
"•'^■■■■^^^^^^WWiil
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lent par un Tacteur rumérique réel m, donne une ne constamment nulle, le plan passe par un point fixe. » ^[uation du plan étant exprimé par W, quand on met son équation les coordonnées x', y', z", u' à la place , y, z, u], etc. , nous avons
m'W' + ni"W"4---=o.
donc nous posons pour abréger
, Sma:' = ra'x' + m'V + ■■-,
\ Smy' = m'y' + m"y" + ■■■,
j Smz' = mV + m"z" + --■,
' ïmtt' — m'ïi' + m"u" + ■•■ ; ation du plan prendra la forme ASma;' -}- BSmj/' + CSm'j' + DSmV = WSm.
)us éliminons W entre cette équation et l'équation pro-
i. nous aurons
5r)+''(-^) + «(-lf)
Sm
/ Sm wA ^ V Sm / '
st l'équation d'un plan à quatre variables d'un point l, int par un point ïi, dont les coordonnées sont
'■m'x' __ SmV SmV __ SmV
Sm'' ^'~ "^m' ^'~~£m"'"'~ Sm '
1. Plan passant par quatre points. — Si nous cousins un plan satisfaisant à quatre positions données des 2urs %^, 11, It, I3, et soit SQî = W, l'un des plans chés. Comme cette équation doit satisfaire à chacune des iirs données des vecteurs douiips, les coeffîcients de W .feront à quatre valeurs différentes de \, et éliminant les posantes A, B, C, D du quatemion Q entre ces quatre
LPITB
uis conj
ne fonctit ients sout es d'un poi
1 = D + , ■l=D-+i tsdirectet
u' + ix'-i t des fonc it-à-dire I îiit, commi les (A', B', irdonnéea ■ Q' sont con iiatre quati Etr les p, e:
û + idi +
+ Idl +
+ lôi + » + ic, + ra par les |ue par le linaut, et '
C = Sp',Ç,
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p'o = do + isio + J\ + ^Co, p'j = do + iai + ibi + ftci, p'2 + «?« + 2a« + jbz + /cCs.
P's = rfa + ^3 + Jbs + ÂC3,
nous aurons l'identité
(4) QV = Q'I
Nous pourrons alors écrire
D = Sp'oS, A = Sp'iÇ, B == Sp't;, D' = Spor. A' = Spo?'. B' = Spi?',
qui établissent la relation (4).
Nous avons en développant l'équation (4)
(6) or = Uo + iV, + jUt + feUs = Ql.
On en conclut que nous avons les quatres identités simultanées
- U2 = S/or = s/0'?,
En effet en effectuant les calculs nous avons
QX = sgr - [i S^QÏ' + j SjQl' + h ShQV Ql = SQ'Ç ^ {i SiQ'l +j SjQ'l + h SkQ%
d'après la règle du produit de deux quaternions, et en comparant entre elles les unités vectorielles de même espèce. On voit facilement que nous pouvons écrire les U , sous deux formes symétriques, par le simple changement des accents, savoir :
Uo=z uW-^ (xX' + yB' + zC]= tt'D — (x'A + t/'B + ^'C). Vi= nA'+ xD' + zB' — yC ^ u'k + x'B + ^'B — i/'C, U2=: nB + i/D' + œCJ — zk! = tc'B + y'B + œV — z'A , ^ V3= ua+ sD' + y A' — xB' = u'C + z'D + y' A — x'B.
Nous pouvons remarquer que la relation générale (4) de
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onjugiiés est une applicatù
une fonction linéaire du suffit de poser F (Ç') — Q' is conduisent directement lu principe de Dualité par rtant de la prenaière égal aent qu'il y a trois autres ! le calcul vectoriel seul poi
'. — Chasies fait au fond U!
lisqu'il prend les coefflcien jomme dépendant de quat la coordonnée scalar n n'es lie ne peut disparaître qut e la condition restrictive ro scalar en faisant SQ Z' e à passer par un point fis (, et c'est la coudition qui les figures corrélatives . Ch:
rassé de sou quatrième pa
e considérait que les trois Il vecteur de point, cela plans mobiles passant par ;t les plans comme étant le ir cette origine.
, qu'il désigne par U etque i , le plan mobile se meut p contraire D reste coiistan varier, le plan mobile nef; lité de D. Le mouvement, lématiquement de deux nio llèlement à lui-mém >sui\
lar de la trajectoire du point vecteur, et l'autre de rota- L autour de la poàtioii prioiitive considérée comme fixe. ïut toujours pour comidéter la question en revenir au prini d'EuIer, que le mouvement ie plus général d'un plan est roulement sur une sur une surrace réglée, accompagnée n glissement suivant la génératrice de contact, l'équation d'un planmobileestdoncen général de la Torme + By" + Cz' -j- Dm' = W. où cliacun des coefflits exprime le paramétre scalar d'un plan fixe, c'est-à I, des polynômes à 4 termes de la forme homogène . + by + C2 — du), où les coordormées courantes itrent qu'au premier d^ré. Mais le calcul vectoriel nous rend qu'il y a nécessairement trois autres plans mobiles juguês ortliogonalement au plan scalar considéré aatl Chasles, et par suite trois sur&ces orttu^onales con- ]ées de la surface scalar corrélative, basies pose les équations
A — LD, B=:MD, C=:ND
r déterminer les coordonnées (x, y, z) du point directeur, kf , N étant les constantes .paramétriques d'un plan fixe.
2) Lx' + My' + Ns' = I .
son voit facilement que les équations (11) sont les équas de trois plans qui passent par l'intersection des plans ), C respectivement et du pian D, et que les constantes . les rapports des distances de ces plans aux quatre plans t, C, D, respectivement.
e ces équations on en déduit trois autres par l'élimlnade D, savoir :
3) AM— BL =: 0, BN— CM = o. CL— AN = o,
expriment les équations de trois plans passant par l'inection des plans A, B, C, pris deux à deux, et ces trois ,s passent par un même point, et ils se coupent suivant
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US ajoutons les trois ] iltipliées par x', y\ - Qz — (L;»' + Mi/ - 3 scaliir SOr =o, ce q lasles emploie quatr ques définies, car :
expriment, que la ne vBleup constante ine équation de la foi ^ + By' + Cz' 4- »
v/a» + B' + C ordonnée scalar u -
numérique de la y, z, 1) sur le plan désignées par fx' y', erons le théorème de ■ la généralisation qi lan.
^hasles. — Si l'on c chacune de ses posit
SQ'Î = Uo, cette équation conl innées vectorielles d
• parcourt un plan, tit fixe.
parcourt une droite, îonde droite .
parcourt une surface fltre surface . Si la
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est du second ordre, la seconde est aussi du second ordre. Si la première est algébrique ou cartésienne, et d'un degré entier m, la seconde est aussi algébrique et telle qu'on peut lui mener m plans tangents.
L*équation du plan mobile,étant donnée par Téquation (16), Test aussi, par hypothèse par Téquation
(17) sôr = Uo,
où est un quaternion paramétrique, qui exprime une fonction vectorielle du premier degré du vecteur de point 5.
Pour une valeur quelconque du vecteur l\ qui est assujetti à décrire un plan, le plan mobile (16) passera par l'intersection commune de quatre plans fixes :
(18) D = Sp'o$, Az^Sp'iÇ, B^Sp'gÇ, C^Sp'aS,
et par suite par un point 5, dont les coordonnées vectorielles sont déterminées par les 4 équations linéaires (18).
Réciproquement si Ton considère le rayon vectoriel Ç comme assujetti à décrire un plan, Téquation du plan mobile sera donnée par l'équation (16), où Q' est une fonction vectorielle du premier degré des coordonnées courantes de quatre plans, et l'équation (15) sera l'équation du plan quj passe par l'intersection commune de quatre plans :
D'=:Spor, A'^spi?, B'^sp^r, c' = sp3r,
qui déterminent les coordonnées d'un vecteur T. Ce point est appelé le pôle du plan que parcourt le vecteur de point Ç, et réciproquement. On dit donc que leurs pôles sont conjugués.
Quant le point directeur parcourt une droite, intersection de deux plans, le plan mobile passera en deux points fixes qui sont les pôles de ces deux plans, et par suite le plan mobile tournera autour delà droite qui joint ces deux points.
Quand le point directeur parcourt une surface S, la surface enveloppe du plan mobile est le lieu géométrique des
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plans tangents à la surface corrélatif plan mobile dans une de ses positions toi >ppc est le pôle du plan tangent mené pa auquel répond cette position du plan moi
mobile passe par son point directeur ) géométrique une surface du second oi = l', on a
SQ'V = U« ice du second ordre à quatre variables i
ïn l'équation
SQl = n«,
face du second ordre, qui aura même p diffère* de la première par ses coefQci
ijuguée.
[u'à un même point de l'espace, consi comme appartenant à la première fii
le figure, correspondent dam plans d
rminant des 16 coefficients des p (3j de^ 'y a plus que 10 coefficients distincts, ■ evient identique k celui des p. Le plan imment par son point directeur et les c id ordre
1 une seule, ainsi que leurs plans tangt !, comme l'on sait, dans le cas des poli es trajectoires normales.
\ par Hypothèse
«terminer un plan de la figure corréU . un point l" de U figure proposée, on mi
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onnées de ce point à la place de V et l'on aura D du plan cherché.
vent déterminer un point de la fleure corrélative Lidant à un plan de la figure proposée, on mettrales lées Si de ce plan à la place de ;, et l'on aura quatre s pour déterminer les coordonnées du pôle de ce
est le point cherché.
suppose qu'un point directeur Si parcourt la surléeS, la surface corrélative S' est l'enveloppe des ibiles correspondants. Si l'on suppose qu'un nouveau recteur S, parcourt la surface S', puisque l'on ^^M ce point coïncide avec un plan de la surface S,
surfaces engendrées l'une par l'autre le sont par ns difTérents, car lés deux plans SQ'Sî ^ SOÏi',
lyant mêmes paramètres, ont des coefflcients de is différentes. Pour qu'ils se confondent, il faut et il e le déterminant des 16 coefficients soit symétrique. I le point directeur se meutà l'infini, le plan mobile parle point âxe
= Spi5, A — Sp,?, B=Spt£, C^SpsS, de la forme
ou -\- ox -\- oy -{- oz =: 0.
tte conclusion cosmologique de Poneelet que l'espace a pour enveloppe une surface plane.
3 nous venons de dire pour le paramètre Uj, peut ae identiquement pour les trois autres paramètres Ua, de sorte que l'équation vectorielle ai = Q;'
quatre systèmes de figures corrélatives, conjuguées llement, et formant un système triplement ortho-
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lé d'une quatrième surface scalar sur laq tamment leur point d'intersection commu i n'avons pour but, en rappelant le théo ede montrer ia généralisation analytiq u'apporte le calcul vectoriel, nous renvei étails à l'ouvrage de l'illustre géomètre, i temps nous le permet, de revenir plus ex te question .
CHAPITRI
PORT ANHARMONIQ
S I. — Prélîmi
hne fondamental. comme on voudra dai torielle
a» + &(.' + ca :
développé dans la pre ectorielle. Si chaque t ideur et en direction, les transporter les un n ordre.
— Si l'on rapporta d le commune 0, on a t «& + 60 + Oa a& = 06 — C le la différence vecto &me ori^ne, est toujo e que soit l'origine O
■ème II. — Quatre i dradans l'espace, don eut un tétraèdre, tes opposées sont les
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tère plan ou gauche formé par les quatres autres segments, passant aux mêmes points, a, b, c, d.
On a donc trois quadrilatères distincts correspondant aux trois systèmes d'arêtes opposées du même tétraèdre.
2*» Si nous parcourons chacun de ces quadrilatères dans un même sens pour revenir au point de départ, nous aurons trois équations vectorielles linéaires à quatre termes, d'après le théorème fondamental.
La dénomination des points a, ô, <?, d, est complètement arbitraire, et nous pouvons toujours supposer que les trois points a, b, c forment un triangle de base relatif au quatrième point d, considéré comme sommet du tétraèdre des quatre points.
Désignons les 6 segments de la manière suivante :
A = &c, B = ca, C = aô, k:=ad, B'=:M, G=cd.
3<» Nous aurons par chacune des faces triangulaires du tétraèdre quatre équations vectorielles linéaires à trois termes, savoir :
bc + ca -{- ab =^ k + B + C =o, bc + cd + db = k + G -- B' — o, ca + ad-^- dc = B+k' — G = o, ab + bd+ da = C + B' — k' = 0.
On se rappellera que toute permutation circulaire ne change rien à Téquation vectorielle linéaire, puisque toutes ces permutations satisfont au théorème fondamental.
Mais toute permutation non circulaire répond à un changement dans Tordre ou la dénomination des points.
4° En substituant successivement dans la première équation (2) la valeur d'un des vecteurs A, B, C, tirée de l'une des trois autres, nous aurons les trois équations vectorielles linéaires à quatre termes des trois quadrilatères distincts savoir :
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dc + ca +ab — B'—C + B ba^ab + bc + C— A' + C - ■db-\-bc + ca = A'— B' + A - !. — Avec 6 segments donnés fc m quadrilatères du létraèdrede; ut sans changer la grandeur et . obtenir, en 'changeant leur ord 1 quatre points situés différemm ibles et différemment placés, ré dans l'addition vectorielle. ( les des vecteurs A, A' ; B,B' ; C, trois systèmes des arêtes oppost loints a, b, c, d, ou les diagonale:
'respondant aux systèmes des 6 irmer un contour polygonal fern (donnés. Les trois vecteurs A, ins un môme plan puisque l'c le sonnet, bien que ce choix soil lors les trois autres vecteurs A', lent un trièdre, qui mesure li terminer les quatres points a, b
ion. —Nous appellerons toujours olument comme dans le cas de e droite, l'expression telle que
ac bc
ad' bd' ,tre segments, ou le rapport, au
A' ■ B" vous écrire plus symétriquemen
Ai'
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comme exprimant le rapport du produit de deux arêtes opposées du tétraèdre de quatre points a, b, c, d^ et nous poserons
AA
pour Texpression des trois rapports anharmoniques distincts de quatre points. Ici les rapports anharmoniques sont des vecteurs déterminés en grandeur et en direction. Nous voyons immédiatement que nous avons la relation
(5) LMN = 1,
et par suite leurs trois verseurs forment un triangle spliériqne fermé sur la sphère-unité.
Si nous désignons par des petites lettres les modules des vecteurs, et par x, ji, v les verseurs respectifs de L, M, et N, nous pourrons écrire.
/AA' ~ AAV
BB
Il faut observer que Ton a considéré jusqu'ici les segments, ayant le môme seus sur une même droite, comme ayant tous le même signe, sans aucune notion du contour fermé des quatre points, tandis que la notion de continuité vectorielle est indépendante de Torigine commune des sejg:ments, ce qui produit certaines différences dans le signe des rapports anharmoniques, tandis que ce signe est toujours défini sans ambiguïté par celui du verseur, les modules étant des quantités numériques qui ont Tunité positive pour mesure.
(4 bi.j
N = nv =
aa'
an'
"cd
ce'
.n^ljtàÊÊÊ^
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134. Génèraiisatton. — Le rapport anbarmoniqae de quatre points, pris sur une même droite, est évidemment un cas particulier du rapport anharmonique de quatre points pris comme on voudra dans l'espace. Il en est de même pour le rapport anharmonique de quatre droites concourantes en un point, quand on considère le cas particulier où ces quatre droites sont dans un même plan .
Les théorèmes du rapport anbarmonique de 6 segments pris quatre à quatre, énoncés par Chasles pour des points situés en ligne droite, ont absolument la même forme algébrique implicite, que nous avons appelé la forme cartésienne, quand on considère les quatre poinU a, b, c,d', situés comme on voudra, pour former un tétraèdre inseripttbie à la sphère, et il est évident que lescas où ces quatre points sont dans un même plan, et inscriptible au cercle, et oi!l ces quatre points se projettent sur une même droite, sur un môme diamètre flxe, sont des cas particuliers du cas général .
Le rapport anbarmonique, au lieu d'être une quantité numérique, est un vecteur défini, et il n'y aura qu'à appliquer les règles du calcul vectoriel, pour déterminer le verseur du rapport anbarmonique des 6 segments, pris quatre à quatre.
Réciproquement, si nous avons 4 points en ligne droît«, nous pouvons toujours les considérer comme la projection orthogonale d'un quadrilatère sur une droite quelconque passant par son plan. Alors chaque segment est accompagné du cosinus de son angle de projection et exprime un vecteur scalar, et chaque projection sur un plan, perpendicuUire à la droite, sera accompagnée du sinus de l'angle de projection et exprimera le module teruion du vecteur du quadrilatère, dont l'unité verseur est la même pour tous les vecteurs ternions et disparait en facteur commun.
Enfin dans le cas d'un quadrilatère gauche de quatre points, situés comme on voudra, nous savons que cette som-
CAU:iTL VECTORIEL
ion se ramène à un quadrilatère plan scaiar dont le plan enr est arbitraire, cequi ramène à la question précédente, isuite à un polygone ternion issu d'une origine arbi- •e sur le plan scaiar et formant sur la sphère unité un irilatère sphérique fermé, dont le rapport anharmonique arcs pris 4 à 4, donne le verseur du rapport anhariquedes6 segments du quadrilatère gauche pris 4 à 4. ue l'on peut voir directement, en observant que tout lèdre de quatre points est inscriptible à la sphère, dont lyon est arbitraire et constitue une échelle de construc- , et chacun des segments peut être considéré comme la le des arcs de grands cercles de la sphère, et nous retrouins les 3 quadrilatères sphériques, correspondant aux trois Inlatères gauches rectilignes, relatifs à chaque couple de s opposés du tétraèdre .
15. Théorème III. — « Qiielgue soit l'ordre et la pomde 4 poinls, n, b, c, d, dans l'espace, si nous fais la somme des produits des trots couples d'arêtes 7sées de leur tétraèdre, cette somme esl nulle . » Et a généralement ) AA.'+ BB' + CC' = o.
î cliangement dans l'ordre cyclique ne changera rien au Itat. Mais l'interversion des termes; revient à changer Ire ou la dénomination des mêmes points. Par exemple DUS écrivons A'A au lieu de AA', dans l'équation cela ent à changer A en A' et réciproquement, et par suite à iger 6 en a et c en J, et l'on a l'ordre 6, a, d, c, et l'on i la iiouvelle forme A'A + B'B + CC := o, et ainsi de
1 nous désignons respectivement par (a, ^, y) Im arguits des vcrseursdesproduitsAA'BB', CC'.etparl, J, K, ternions- unité de leurs plans verseurs, et par de petites
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"S modulaires des 6 segmer
t-\- I 3in«)+ ô6'[cosp ^ 4- ce' (cosy + K sin y) - - bb' Ut + cc'tJ»*= 0.
lécompose en deux autr ui doivent avoir lieu
a + Ô6' cos p + ce' c a + J 66' sin p + K ce' S nt que les directions I, J . perpendiculaires commt
icolier ou ces trois direci les 4 points sont dans direction du plan du qui 3nt en facteur commun dt as contraire ces direction!
s la première équation {■ ne contraire aux deux a us les signes de t'équati( lier comme négatif. D'à i les B et B' sont les diagoi n quadrilatère plan , c'est 1 ngies a et Y seront de J
aura lieu pour les sign )nde équation (8). On en is l'équation (7) est de s ■es, et par suite que dans I
M, N, l'un d'eux est de :t que l'on aura toujour —i, quand on donne au
*i • ^ -Vf.
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La théorie des trièdres, exposée avec beaucoup de clarté par Dostor (Eléments de la théorie des déte^^minants), nous fournira la démonstration directe de ce théorème.
On y trouve la démonstration de la première équation(8), car en en désignant par x, ji y, les angles des faces du trièdre au sommet e^, on a
/ a COS a = &' COS» — C' COSfi,
(9) I ô cos p = c' cosx — a' cos»,
( c cos y = a' cosfi — V cosx.
Les trois équations scalars, respectivement multipliées par a\ b\ d et ajoutées, donnent la premièi'e (8). Nous retrouverons réquation connue relative à quatre points sur la même droite aa* + ^^' + ce' = o, quand tous les vecteurs sont parallèles de sorte que tous les cosinus égaux entre eux ou à Tunité, au signe près, disparaissent en facteur commun. Il reste à démontrer la seconde équation (8).
Dans le cas où les quatre points sont dans un même plan on a de même
acL sina = dV sin v — a!c' sin;», W sinp = Vc' sin \ — Va! sin v, ce' sin Y = dd sinjùi — dV m\\.
Ces trois équations scalars ajoutées ensemble donnent la seconde équation (8). En effet on a trois triangles qui ont même base et qui sont entre eux comme leur hauteur, et la simple théorie des parallélogrammes démontre Téquation.
Mais dans le cas général, il faut recourir à la trigonométrie sphérique.
Désignons par a ', 6", c\ les longueurs modulaires des plus courtes distances des arêtes opposées respectivement, qui ont I, J, K pour direction veclorielle. Si nous élevons au carré chacune des équations (8), nous aurons leur module qui deVra être nul . Le carré de la seconde donne
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— fa*a''sin'+î''fc'*8iii'p+c*c''sin'ï+2aa'fi6'siiiii3inpcos(a" j +2aa'ce'sinasin-rcos(a'
' +'ibb'cc' sinp ain-r cos(ô'
Si nous ajoutons le carré de la première, qui est égi
nul et que nous posions pour abréger, d'après h
métrie,
!cos a cos p + sin « sin ^ ces [a"6") = cosv', cosy cosa + siny sina cos (c"«") = cos/, COSP COS-f + Sillf COSy C08 (fi"c") = cosi', nous pouvons écrire le résultat sous la forme suir désignant par y, /, ■', les angles du triangle abc de I aa' [aa' -j- 66' cos v + ce' cos;»') + 66' [aa' cos»' + 66' + ce' cosV), + ce' [aa' co8;i' + 66' cos i' + ce'] = o.
Or il suffira d'observer que les angles i', n', »' soi le même plan scalar de mesure des verseurs Ui, Ui l'on a par suite
i) cos*' cosjj' I cosv' 1 cosV I cos/ cosi' \ 1=0, et par suite les trois équations scalars simultanées ( aa' -f- 66' cosu' + <^c' cos/ = o ] aa' cos»' -H 66' + ce' cosx' = o
l 00' c68/+ Ô6'C08l'4-CC' = 0,
ce qui démontre le théorème.
Ainsi l'équatiou (6) est toujours nulle, quelleque valeur des verseurs, et quelque soit l'ordre des terme à-dii)e, quelleque soit la position des 4 points dans l'i
136. Belatlonsjentre tes]rapports anharmonigh Si nous divisons l'équation (ti) par l'un quelconq termes par ce' par exemple, noua aurons
238 CALCUL VECTORIEL
/ce /ce
et d'après les notations (4) du n*^ 3, nous aurons
Nous trouverons de même
et si nous y joignons la relation LMN =1, nous voyons que la connaissance d*un rapport anharmonique suffit pour connaître les deux autres. L'on peut donc dire qu*un système de 4 points n'a qu'un rapport harmonique.
Il faut observer que nous laissons le signe des verseurs implicite, c'est-à-dire algébriquement positif. La notion de contour fermé suffira à déterminer explicitement le signe de chaque verseur.
137. Valeurs particulières du ravport anharmonique. — 1** L =0, alors on a BB' = o ; l'un des facteurs B ou R' est nul. Alors en se reportant aux notations (1), dans le premier cas, B étant nul, le point c coïncide avec le point a, les deux vecteurs A et C coïncident et sont égaux et de signes contraires, et A' et C coïncident et sont égaux et de même signe. Alors on a M=— 1 et N= oo. Dans le second cas, B' étant nul, le point b coïncide avec le point rf, alors A et C coïncident et sont égaux et de signes contraires, A' et C coïncident et sont égaux et de même signe et Ton retrouve encore M=— 1 et N= oo.
2* L== 00, donnera M=o et N= — 1, ce que l'on démontrerait directement en prenant M=o.
3« L= — 1 donne M= oo et N=o.
Ainsi quand l'un des rapports s'annule, lés deux autres deviennent l'unité et Tinfini.
que iine
l'ii delà naissent tous lesraj tion du point de l'infini. R direction pour laquelle 1' l'infini, et les deux segmei conjugués l'un de l'autre p l'infini.
Observons que tous les I de la situation de 4 points, quand ces 4 points seront même droite, pourvu qu'il mentale (6), prise sous la principe va nous conduire l'homographie, qui est pi l'homographie pour 4 poin
138. Définition. — Q points [a, b, c, d) et [a', chacun à chacun, ont un r que les deux tétraèdres qu
Quand deux faisceaux, d 6 plans que ces droites
:t,^ '. •■•^ • '. "«v'jT^^.rrTîi
'•if . ^>
Rj '.
ti.
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rapport anharmonique égal, ces deax faisceaux sont dits homographiques.
« Quand deux systèmes de quatre points, situés comme on voudra, ou deux systèmes de quatre droites concourantes au même point situées comme on voudra, ont deux rapports anliar&ioniques correspondants égaux, les deux autres rapports anharmoniques sont aussi égaux chacun à chacun . Cette égalité résulte des relations algéhriques entre ces trois rapports, et connaissant l'un d'eux, on en déduit les deux autres (n» 6) .
Chacune des égalités
^ L=L^ M = M' N = N' comporte les deux autres. »
139. Homologie. — Quand deux tétraèdres sont homographiques, si Ion fait coïncider deux points correspondants, dits homologues, les droites qui joignent deux à deux les trois autres points homologues, concourent en un même point, qu'on appelle centre direct d'homologie.
SQit
deux rapports anharmoniques égaux de deux systèmes de quatre points (a, 6, c, d) et {a\ b\ c\ d') respectivement. Je dis que si les deux points homologues a et a' coïncident, les trois droites l)h\ ce' dd\ concourent en un même point. Soit le point de concours des deux premières, ou le point d'intersection des trois plans abb\ acd, et bcd, et soit le point d" où la droite rencontre le plan abd' ; les quatres points a, b\ c\ d" ont un rapport anharmonique égal à celui des quatre points a, 6, c, d, comme inscrits à un même faisceau ; donc le point d" coïncide avec le point d', puisque par hypothèse le rapport anharmonique des 4 points a, h\ c\ d' est égal à celui des quatre points a, 6, c, d.
CAtCDt ■VÏCTÔRIBL
lie mênje théorème a lieu pcmr deux fais pliiq'aes dequatre droites concourantes. Si l'i deïix rayons liomoit^ues, Oa, Oa', les autre: logiîea se coupent d«ux A deux en trois poin même plan, et te rapport anharmcHiiqus de avec-un quatrième point quelconque a, pri rayons coïncidents, est comnaun aux deux s; ceaux, et ces deux faisceaux ont même rap nique, comme inscrits à un même système d
140. TTiéorème de Poncelet. — Deuxtét droites qui joignent les points homologues ci même point, sont homographiques, puisqu'il un même faiscéaii de 4 droites concourante Réciproquement, si deux tétraèdres, situés c( soiit lioinographiques, si l'on joint les somm tes quatre droites concourent en un même p
D'une manière corrélative deux faisceai inscrites à un même tétraèdre, où à Un mê quatre points situés comme on voudra, phiques.
Réciproquement si deux faisceaux sont b CCS droites concourent deux à deux en 4 iliscriptibles à Un même tétraèdre dont le rs nique est égal à celui des faisceaux homogra
Les plans formés par les 6 faces trlang deux à deux deux triangles homologues, c'es cotés liomologues se coupent deux à deux droite, ou sont trois points en lignes droite d intersection obtenus de cette manière par . faces triangulaires homologues, se confonde 11 sont tl-ois à trois sur 4 droites formant pi&n qui est le plan d'homologie. Ces 6 po qu&drllatère complet.
î CALCUL TBCIOBIBL
!1 semblerait que l'on ne fait qae répéter les théorèmes de ^métria plane. Mais il est facile de voirque la généralité la question est toute autre, car Von considère 4 points int une situation quelconque dans l'espace, et les droites nme des vecteurs ayant des verseurs définis.
141 . L'involution. vectorielle. — Si d'un point pris ir centre d'une sphère-unité, nous menons les quatre 'ons Oa, Ofc, Oc, Od, aux quatre points a, b, c, d, Ils forntsur la sphère les sommets d'un quadrilatère sphérique, • lequel on retrouve toutes les propriétés du quadrilatère ■n. L'intersection des plans Oca, Obd est sur la sphère le nt d'intersection des diagonales du quadrilatère sphéue, répondant aus arêtes opposées B et B' du tétraèdre i 4 points dans l'espace. Dans le cas où les quatre points itdans un aiême plan, le point d'intersection des diagoles est sur te prolongement do cette intersection sur la 1ère. De sorte que tout quadrilatère plan est la projection itrale d'un quadrilatère sphôrique dont le centre est celui la projection. Dans lecas où les 4 points nesont plus situés is un même plan, ils sont toujours la [projection centrale u quadrilatère sphèriquo du faisceau des 4 droites conirantes au point 0. Mais les intersections des diagonales trouvent sur les plus courtes distances des arêtes opposées tétraèdre des 4 points . Les droites qui joignent les points concours des côtés du quadrilatère sphérique et auxsom- :ts forment deux faisceaux en involution et auxquels Kindent 4 autres points, ou un nouveau tétraèdre qui est involution avec le précédent. On est ainsi conduit à inir le principe de l'involution vectorielle de deux syaaes de quatre points .
Vous voyons qu'en prenant un plan de projection parali à l'une des droites d'un des faisceaux conjugués, l'un des nts passe à l'inflni, et le [rapport anharmonique devient rapport des deux autres arêtes opposées.
ÂLcuL -n larmoni n rappoi a valeur îulaires i lesquatr
cjlloul tbctotubl bc. cd -\- ca. bd + ab. cd= o, aurons en prenant pour origine commune des quatre s a, b, c, d, le point O, les trois expressions qui sont iriellement distinctes, savoir :
y6c.'Oa.6d = Ob.Oc.Oa.Od. (cos A 4- 1 sin A)
(cos A' + r sin A'), 0760706707^ Oc. Oa. 06. Od. (cosB + Jain B)
(cos B' + J' sin B'), â7Ô67Ôc7Ôd = 0«.06.0c.0d. (cosC + KsinC)
(cos C' + K' sinC'l.
ns le premier membre les droites sont des vecteurs dé- , dans le s(MM)nd membre ce sont leurs valeurs moduî communes dont l'ordre est indifférent, ms ftvons d'ailleurs, par exemple, en se reportant au rilatère sphérique, en développant le produit dos ver-
cos A cos A' — sin A sin A' cos (Ili) = cos», etc.
irte qu'en désii^nant par I la direction perpeDdiculeire lan du verseur, on a cos a + I sin a = Uo, où I est la :tion des plus courtes distances dcftcôtés opposés du èdre des quatre points inscrits au faisceau.
1 a doue pour le rapport anharmonique d'un ^sceau
Ôc7 Ôâ. Ôb. M _ Uï _ Ôb.Ôc'.Ôâ.ÔÛ ^1
-à-dire précisément le verseur du rapport anharmonique i vecteurs du tétraèdre des 4 points. De sorte que ce ort nnharmonique est indépendant de U valeur numé- 3 des droites Ou, 06, Oc, Od, c'est-à-dire de la position points sur ces droites et conserve la même valeur verso ■ e quelle que soit l'origine du faisceau^
:z^ * •srri'-" jozitrsc^ziîze coàtam «te 5 points d'ime •r^.-.:^ < n "«''^'iT^*n :r« otrsieâ hÊoremas. ^faisilfiiat ..•*r. •î^.ar:.:«*r ..lê a JK^rrainaiLoa f m poiat Je rectear
J ^'..w j:.-^.— r-îi*-zi:^r ineuiufis rbeorèmes gâiéntox
r Irf' nr 'or^ iiLiâtfTaezjijiie le intfre points reste le T-r-r-^ T.Ti*::* rjfr «^ -1 joainoa. Jt (xsi points sur une
' ^J îft^ :narr^ v;z.ià ifiat iTattirai» «an mÈ3seâes yec- •«nr-. ï m r:r.iT/::-î:» i»:::z.r. e .Tir:v'»rr anhannoniqne dn ^f$MU'c<ki\ \ iT.e -"-iieïir siisçaiire^ luefci» soit Le cinquième >vnf-
' :»^aîr* y hxj^ -*rLœi:3 tea i me inadriqae sont renv,r,tï^^ \^,»ih i 'iTiij lar in inqiiitrme plan tangent en f y,''»*j». rii 5 mr*!ir m 'efntrii^ îuni; le rapport anharnor. o'ie^î %>n^'rfiîr, iîieîqîie-».it etsnauiénie plan tangent. Ri! •^ff'ff. V» nzh» rr, ^t eaai a ytiii hi âiiscesn des quatre ir>*:#»î? :x\p',r[Pi>s i*ia poin'd ie rjntact ies plans tangents au yAT-'' iA v>n*^:î il îinti'iitiaie poinr. etc.
'ir r>'i r^î^«*.a 'aei:rj^ ies pciairsi r'édprQquBsdéniûntreque .^.a ^v ies ie *x:;*aâ:î *:&:: jes p<:iii:r-» redçroqne» des 6 seg- T.*^.r*j<, ir.vrs^y.rn.n 'iea puias '.iiagenia. et le» 4 points de ces \r,>.r*f'AX.c*v.% v>r.t 1»»^* pZ-ies iies pians du. âîsceau des
VEKI/UH'ftUH-MKU^. — IMP. L. LAURENT FILS.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/lecalculvectori00ndgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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