Le champ gravitationnel de deux points matériels fixes dans la théorie d'Einstein
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_ PREMIÈRE THÈSE
DE
4. Le but de ce travail est de trouver les équations du mouvement d’une particule dans le champ gravitationnel de deux autres particules fixes dans le système de référence d’un observateur, selon. la nouvelle dynamique créée par la théorie générale de la relativité. La solution de ce problème consiste à déterminer les coefficients de la forme quadratique fondamentale
“+ 4 4 (1) ds=Y D Suv day dry.
B=1v=Ii
On résout les équations du champ gravitationnel avec les conditions appropriées aux frontières. Ces conditions sont données plus bas. Nous écrirons les équations sous la forme Guy = 0, c’est-à-dire que nous donnerons au tenseur de la matière la valeur zéro, et que nous considérerons le mouvement de la particule seulement aux points de l’espace qui ne contiennent pas de matière. Sous cette forme, les
THÈSE LEVINSON
équations sont
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Les symboles pe sont les symboles de Christoffel, qu'il n’est pas”
g est la valeur du déterminant
des g,, dans (1). Les coordonnées doivent être choisies de telle
nécessaire d'écrire ici en entier;
facon que cette quantité soit négative pour toutes les valeurs des variables. Une particule en mouvement dans le champ de deux autres particules va d’un point initial P; à un autre point P, le long de la géodésique unique qui contient ces deux points. Les équations des géodésiques, ou les équations du mouvement, sont
dd x+ uv _ dy Ni à (ei ds? isS Jde © ir AC Nr)
UE EE
Ces équations auront une forme explicite lorsque les valeurs des symboles de Christoffel seront connues, c'est-à-dire lorsque les 4, seront déterminés. Notre problème est alors de trouver les valeurs des guv
Nous verrons plus bas que la solution du champ de deux particules nous donnera, par une généralisation très simple, la solution du champ statique de 7 particules sur une droite.
2. Le développement de la dynamique de la relativité à commencé avec là solution approximative du champ d’un point matériel, donnée par Einstein (!) en 191. Cette approximation conduit aux équations du mouvement d'une masse infinitésimale dans le champ d’une masse finie; qui suffisent pour trouver le mouvement du périhélie de Porbite de Mercure. L'année suivante, une solution
(1) Stts d. Preuss. Akad. d. Wiss., 1915, n° 47, p. 83r.
que
complète du champ pour ce cas fut donnée par Schwarzschild (1), qui donna aussi une solution pour le champ d’une masse sphérique fluide. Ce dernier cas a été étendu par M. Brillouin (2) à celui d’une
masse sphérique fluide contenant des couches de densités différentes ou dans laquelle la densité varie d’une façon continue. Ce sont les seuls cas dont on ait donné la solution complète. En‘1916, des solutions approximatives de 7 sphères en mouvement arbitraire furent données simultanément par MM. Einstein et Droste. Un résumé de ces deux recherches se trouve dans un article de M. de Sitter dans lès Monthly Notices of the R. A. S., 1916, t, LXXVI, n° 9. Ce problème est compliqué par ce fait que les corps qui sont sphériques, s'ils sont fixes dans le système, ne le sont plus quand ils sont en mouvement. Ils subissent la contraction de Lorentz.
Les deux problèmes qui se présentent le plus naturellement aujourd'hui sont celui d’une seule particule en mouvement arbitraire et celui de deux particules fixes, Ici je ne traite que le second problème.
3. Dans la théorie restreinte de la relativité, l'élément linéaire a la forme
(4) ; ds? = — dx? dy?— dz? + c? dt?,
où x, y, 3 sont des coordonnées rectangulaires, { le temps, et c la vitesse de la lumière. Nous considérerons les unités comme choisies de telle façon que c — 1. Dans la théorie généralisée, on dit qu’un système pour lequel le ds? a la forme (4) manque de champ gravitationnel. Dans le champ d’une particule; il y a symétrie parfaite autour du point qui contient la masse. Il est alors commode d'employer les coordonnées polaires ordinaires; dans ces coordonnées, (4) devient
(5) ds? = = dr?— r? d62— r?sin20 de? + di?, où r, 8, > sont définies comme à l'ordinaire.
Dans le champ de deux particules, si nous prenons l'axe de 3 comme contenant les deux masses, il y aura symétrie autour de cet
(!) Sitz. d. Preuss. Akad. d. Wiss., 1916, n° 7, p. 189. (2) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1622, L. 174, p. 1989.
sprl
axe. Ilest commode d'employer les coordonnées cylmdriques
; DIU CO SU \ DES DS ET et (4) s'écrit (6) ds? = — dr?— dz3— r? dd? + de?.
4. Avant d'aborder le champ de deux particules, je voudrais considérer un peu les conditions par lesquelles Ja solution du champ d'une particule est définie. Je vais leur donner une forme particulière qui nous sera utile pour former les conditions correspondant au cas de deux masses.
Nous appellerons m la masse de la particule située à l’origine des coordonnées, auxquelles nous donnerons la notation
Ti = 7, Ta 10, T3 —= 9, # DEN
La solution du problème sera alors une solution des équations (2) salisfaisant aux conditions suivantes :
a. Les 9,, sont fonctions continues des variables dans un domaine D qui contient tout lespace excepté l’intérieur d’une petite sphère, dont le centre est l'origine des coordonnées. À ce point, les £,, présentent en général des singularités.
b. Les £5, peuvent s'exprimer en séries entières en 7? qui convergent pour toutes les valeurs des variables dans D;, pourvu que la valeur de m soit assez petite.
c. Les coefficients de m*(4>> 0) dans ces séries sont fonctions de r seule.
d. Pour » — 0, les g,, ont les valeurs données par (5).
e. Pour r = , les coefficients de m(a > o) sont tous nuls.
On ajoute quelquefois la condition g;, = o(i—=1, 2, 3). Avec nos conditions, on peut démontrer qu'il y à une solution partieulière pour laquelle 2;,= 0 (1-1, 2, 3). Nous verrons le fait corres-
pondant pour le cas de deux masses. La preuve est la même ici.
PHEGIN
La solution de Schwarzschild est
Nez
Aa pre pa Us Fa sin 0 do? + ( 2) ur.
Si la plus petite valeur de 7 dans le domaine D, est ho on voit tout de suite que les guv, considérés comme des séries entières en m, sont convergents pour toutes les valeurs des variables dans D, si
M << Là À DD
Les séries sont de plus absolument convergentes. = Pour les coordonnées cylindriques, la solution devient, si nous gardons les notations du n° 3,
2 ‘ (7) .ds?= —(1+ _ +) dr (+$ — +) dz?—r? a+ (1 ait
Les conditions a, ...,e ne suffisent pas pour définir complètement les coordonnées. Il y à d’autres solutions entre lesquelles _et (7) ilexiste des transformations d’une forme telle que pour »m — 0 les nouvelles variables deviennent égales aux anciennes.
Un tel Re employé dans les recherches de Einstein et de … Droste que j'ai cités plus haut, est d'une forme plus simple ne (ne . L'élément linéaire dans ce système est
(8) ds —|[1+ 2 |'ters+ detre dt] +
D AS Vri+ 2?,
On obtient (8) de (3) par la transformation
où 7, 3 sont les variables de (8).
5. Nous considérerons le champ de deux particules dans les deux espèces de coordonnées qui se réduisent respectivement aux coordonnées de (3) et (8) si une des masses est nulle. On constatera que les équations à traiter ont la même forme dans” ces deux Ahcis Nous abordons maintenant le premier cas.
Je n’essaierai pas d'établir rigoure usement que les conditions par lesquelles nous définirons la solution sont entièrement justifiées.
Supposons que les solutions existent et qu'elles peuvent être développées suivant les puissances croissantes des masses m1, et M, convergentes dans les conditions exposées. Ces conditions sont entièrement analogues à celles du n° 4 pour le cas d’une particule, excepté la dernière. Les variables ont la notation
Li= 7, Ta = 3, GR ENE
FPE 7 .
Nous ne perdons pas en généralité en prenant les particules 744 et m2 sur l'axe de 3 aux points respectifs 3 = d, et 3 — d, d, et d, étant des constantes.
Les conditions du problème sont :
A. Les g,, sont fonctions continues des variables dans le domaine D, qui contient tous les points de l’espace, excepté ceux qui sont à l'intérieur de deux petites sphères dont les centres sont respectivement les points 3 = d,, r =0o et 3 = d,, r — 0, où les Luv présentent en général des singularités.
“B. Les g,, peuvent être développés en séries entières en m4, et ma qui convergent pour toutes les valeurs des variables dans D, pourvu que les valeurs de m, et m soient assez petites,
Sig. td Giles £uy Sont fonctions de r et de z seules. D. Pour m, = m2— 0 les Bu ont les valeurs données par (5).
E. Pourr— ou pour 3 : = les coefficients de m*ma, 8) < (0,0)
sont tous nuls.
# . ?» . : x F. Pour d,— d;, la solution se réduit exactement à celle du cas
d'une masse mm, au point 3=—d,,r—0.
Les 9, ont alors la forme
a Av + Dénnt+ Yes CAS S Sages m aæ=1 =
CNE
(9) [u, V=I, : Dove Vi C2 M9
2 L.2 , Ls3 = A33+ Fr? Se m$ on À Al) m% m5.
Cat Le facteur 7? est introduit dans les trois derniers termes de gs»
pour simplifier les calculs.
6. Si nous substituons la solution formelle (9) à (2), les équations doivent devenir des identités et le coefficient de m*m$ doit
_ être égal à zéro pour chaque valeur de (a. 8—1,2,.:.) Nous em-
ploierons la notation suivante : nous appellerons au o les équatons obtenues en égalant à zéro les coefficients de m*m$. De plus, nous étendrons la notation au cas où 4 — 0 ou $ —o ou 4 —0, 8—o, ce qui ne créera pas de confusions. Les équations G}, — 0 ne contiennent que les &,,. Nous devons choisir la solution
dup=—t (RE, 2),
aux = +1,
GE CRAN See EN)
Les équations Ga — o contiennent seulement les @,, et les bY,,
et les équations Er o ne contiennent que les 4,, et les (is ILest
évident que les solutions que nous désirons sont respectivement
celle du champ d’une masse m, au pointra— di, 7 01et.celle
. d’une masse 7», au point 3 = d,, r — 0. Puisque les équations (2)
Eu
sont covariantes relativement à la forme (1), elles resteront satis-.
faites si dans (5) nous substituons
3 = — li,
HERO
Le résultat est immédiatement reconnu comme représentant le champ d’une masse m, au point 3 — W,, r — 0. Des considérations exactement identiques sont valables si dans (3) nous substituons
TI = 3 — de, ! M = M.
Ainsi nous trouvons immédiatement que les valeurs des b{5 et
des cj} de (8) sont
es 2 œ ARCS 2 : L2 Be = ORCr dn) 2 , ex) — — Sn d:) e ,»
22 r? 7 22 1? To (FIL = bare de = o, b!!} = PE ce(1) su —— A + F ri ë T2 b(x) == O, co — O (œs— 1), pi Ta di) 2 ne E rs — ds) X 12 r? ri CAS r2 Pr IN (C2NEE (x) bu 0 Cux 0 Cu Tes (æ) œ Dis or ct () (=)
Les quantités 7, et 7, sont
Tr = Vr? + (3 — di )?, 1 RU A SFA SRTANET ER à = Vr2 (3— ds )2:
PR RETRE x a ha) 4 ee es Les séries b, miet cf miconvergent si
où 74 est la plus petite valeur de r, ou r3 dans le domaine D,
T7. Il résulte de la condition (C) une simplification considérable des équations qui déterminent les A(aS), Les équations OURS —o(u—1,2, 3) sont homogènes dans les A} (8) et dans leurs - premières el Aer dérivées, et ces names n’entrent dans aucune des autres équalions. Nous peuvons par conséquent salis-
faire à chacune des conditions du problème en prenant
Pour la même raison, les équations Que OAW==1:2):ne con tiennent que les AS et leurs déstées et ces quantités n’entrent dans aucune des autres équations. Nous pouvons prendre
AGP = o (u=1,2; a Br, 2).
ok trouve aussi que l'équation GB — 0 ne contient que A (6) ‘des AP, Cette équation est par conséquent indépendante des autres et peut être intégrée séparément. Toutes les équations sont linéaires dans les AL (48) et dans leurs premières et secondes dérivées.
Les équauons sont :
UT re NC ESS PT NT MN EN : RÉRSEMET RER EE dr? > Det à r or r or s ( A GS) ER o2A (P) yes) dr d3 2 or? Ÿ J (x8) 1 o2 A (8) ï JAP) 1 Je À CAP) ST, g ASP) 1 aÿ) ee 2% Dar 1. 9 dr 2 93? PANNE 08 . PAR DATE pr £ dros 2 de Pas T0 RAR DE EE ir AU LT AS à OA Eee A2 nor > ds 97. 0 DM RS ÔT TEDr OR Er d'A PI tee ne (ai) — RE D nm re V3 4 8) (aB core" orA LP Ke LENS Lys CETTE 4 da) = 0 PASSES) LEPEE 92? CNET Le “4 :
ah) I g2A (CP) se EX 9 AGE) REGILT o A (GP) de D PAF, paf) = N+-2 0r0z 2r 03 FTOL0 er 0r 02 12 ?
__ THESE LAVINAON
s Re ee 3 : LS :
où les 4%” sont fonctions des a,,, des by, (LEA ES TE) dés cet: 1e)aetedes A pour lesquels j + 4 <a + $
; É À $ % 5 et £a, k£G, et où nous avons pris 428, 7 2k, ce qui n'est qu'une question de notation.
8. On résout les équations d’abord pour 4=1, 8—1. Les 4{, sont fonctions des 4,,, des IN et des €f,, qui sont déjà déterminés. On obüent d’abord la solution de la quatrième équation pour A. Quand ceci est substitué dans les autres, il reste quatre équations pour déterminer les quatre quantités A!, A7, Al, PRE Quand celles-ci sont déterminées, on considère les systèmes d’éqüations pour lesquels à + 8 — 3.11 y aura deux séries correspondant à d—=2, f—rrelo=r, ÿ —.)Ces.deux-sysièmes Sontfenuere
ment indépendants l’un de l’autre. Comme auparavant, on résout A à)
d’abord la quatrième équation pour A, et il reste quatre équations pour les quatre autres-inconnues. Il en est de même pour les A;. Il est évident que nous pouvons continuer indéfiniment de cette façon. Pour a+ 8 n,il y aura n? — 1 systèmes d’inconnues
et na — 1 systèmes d'équations.
La quatrième équation de (11) est
(12) 0? A LP | AA) 1 ALP Lix8 Dr AL One PR MDP TRS CIE
Puisque les ab) sont développables suivant les puissances de r et z dans un domaine autour de l’origine, on pourra facilement trouver une solution particulière qui satisfera en général à nos conditions. Autrement nous pouvons considérer (12) comme un cas particulier. de l’équation de Poisson, Une solution est alors
Ale [ _ VAPCE mL) dé dn dx 4 _ : D ras aan mu mn à 2 pr ER + (y =n}+t(s—E)
L'intégrale converge sûrement pour un domaine fini quelconque
contenu dans D,. Pour établir qu’elle converge également pour les
limites 7 —o, 3—%, il faut connaître quelque peu la forme Æ 3) RE Le & ES <
des dial . Puisque ces fonctions ne contiennent pas 0, on pourra en
général modifier la solution de (13), de sorte que A,“ sera indé-
pendant de 4,
he) ren cn le
Il reste quatre équations pour Tr A (af , A (ah) A (ah) AP) 228" S'a77 20)
. Nous formons l expression
0 [tas GB) |! G(af) Bel Le d Luc sut cd]: 2e
(a , Fe Aa) RES complètement de cette expression et nous obtenons
0 (x ! û) COR PC ET CET EEE ETES
ET . ss CRE
Ceci doit être une identité; c’est une condition nécessaire pour que les équations soient compatibles. Si nous supposons que la solution
de notre problème existe, l'identité (14) est nécessairement vraie.
Je l’ai vérifié directement pour le casa —1, 8 — 1.11 s'ensuit immédiatement que les équations ne sont pas indépendantes. L’équation EURE — 0 est une conséquence des autres.
- Nous pouvons donner aux quantités Au) des valeurs arbitraires pourvu que nos conditions soient Ale
Le choix le plus simple est
(15) AG) — Oo (a, B=r,0, ...)
Les quantités A#Ÿ sont maintenant déterminées, soit par les trois premières équations de (11), soit par la dernière. Nous avons
JAÇaD *. - AG
Alors les A(%F et les A a) sont déterminés par deux des trois premiéres équations de (11). Nous considérerons les deux équations GP Rue o et Gr o. Si nous essayons d’éliminer l’une des deux inconnues, toutes deux disparaissent, et il nous reste exacte-
ment l'identité (14). Par conséquent, l’une des deux quantités peut
être choisie arbitrairement, pourvu que nos conditions soient
remplies.
Nous prenons Aa) sous la forme suivante qui sauvegarde la
symétrie en d, et d, el qui satisfait aux conditions
+ [21 on-1(CÀ? on 1 GE ; (aBy = CA Se rs (17) AD = rs — dh)— Sr (z — di), AS \ R ri? re EUR
di
; ; E = si nest pair, et où? — a+); et
n ; € ‘ G 271 e 2 LCR : À US.
CR NE NA Le De mur En be RE ME ST MA : Tes Tia si À est impair, C£ = C# est le coefficient de m%m$ dans le dévelop-
pement de (m,+m;)t. L’équation qui détermine les AP est alors
8) 2 (as) DATE JA 2 A; C € [ 4 8) 1e NT ST RES nier RSA (POI) + (LP) 2 pan) + (x ns (18) D dr? TEA MEET ee USA AL 1 RCE JL
. Le système d'équations (11) peut être remplacé par les équations (13), (15), (16), (15) ou (19 bis) et (18).
Écrivons (16) et (18) sous la forme
JA GP) (28) das CE ie 9) A aP 2: 106) OT are
La solution de ces équations est
A (x) == | p(X) dz + WA) (7)
Ag | of18) ar + Fe).
RO
où les F7 (4 — 1,2) sont respectivement fonctions arbitraires de > seule et de z seule, Selon la condition E, il ne peut y avoir aucun terme en 7 seule ou en 4 seule. Par conséquent
F(xb) = 0;
Nous pouvons alors écrire la solution de (16)
JA(% # (19) AD = r 5 er fus. la,
et la solution de (18), en intégrant par parties le premier terme à
er te
PA
re (œB) (20) AP = 7 2 Le TES
# | | + fus dr + Ve pa) dr + 2 [RE a dr.
droite,
Cette LES être PES par l'emploi de l'identité (14), qui peut s’écrire
cf Le , 1, (8) | ; ] JL gets — ya | r dr —2 r [us dz+FEB)(:)+ FEB (r)= 0,
Non Fafi(7 r) est une fonction arbitraire de 7 seule, et Fe (3) une
_ fonction arbitraire de z seule.
En ajoutant cela à (20), nous obtenons
EEE : (af) pla) < PIE +Afp) [5 us, dr [yes
(æ8) [5 dr + = PC r) PL (&).
Selon la condition E, nous avons, comme plus haut,
Fa) (7) = O, FM (z)= 0 et Fri @ 40) (21) AB) — — AE + AGP sf PE Be CS or r
D DA (8) — 2r [y dz + > = dr.
$ dz
La solution du problème est alors donnée pas à pas par les équations (15), (179) ou (13 bts), (19) et (21), comme cela est indiqué
_au n° 8.
10. Nous allons considérer la ET des AU. Les ie tités distinctes de zéro sont A} (m—1, 2, 4) et Aïn, Les 4, s
calculent aisément. Ce sont :
1 = FFre r2{}7r24 (3 — di\(z — di) P+art(d; — di}1 7e r2[r2—2(3— di} —6(3 — d,}? TE +o(z— di) =) 5e di)!
as r[r2— 6(3 — di}? — 2(3 — ds)?
_ [3r?+ 4(3— di) (3 — dy) +2(d— d}]
ri FRS CRT 4 4 15r. ra 73 Rs rêrs r178° GRADE me eh) d) [ir +(e— à) d)e+ 272(d3 —di}?] RÉT le di) (6 — di} (5 — di} + 272(3— di)(z: ds) +3(3 — di(3 — de) — r(d3 —di}] Ge s = .
— pre le"(a—d)— 2e — di) (3 — di) +272(3—di)(3—d;) + 3(z—di)(z— dd: — r?(d; —d;}] De = [ér?+3(3— di)(z — di) + 4(ds — d}] 12 1e) 4 "4 A EE y 1 2 qe Le ri rs ( a) T3 (ARRET tra rtrt 6 6 Zn Vas TÈrÉ r2(d di + r3 r r?(d2 — di es ND ns: 5 /?(d d, )2 + a: r2(d> — di}? — ral 2, TS Aa pb À P[rtta— d}+rét(z = de) +art(z = di }{(3 — ds) ù + 2723 — d\)(3— d}?
+(s—dh}(s—-d}+(3—d,)(3—4d,}] — re rÜr?(3 — d3) + 4(3 — di (3 — ds) —J(2—di)(s— d3} Has — di)(ds— di}] 6 \ — = r[r?(3 — di)—3(z — d\}(z — d2) 179. :
+ 4(s— d)(3— dd; +2(3— d3)(d3 — di }?] RE LT SEP SA CE AR LE NEED LE Te PS : rire alt di)+(z s)] Tr PA di) Are Mel
SAS
Nous avons supposé que notre problème admet une solution satisfaisant aux conditions du n° 3. Nous avons alors supposé que les équations (11) sont compatibles. Nous pouvons vérifier directement que c'est le cas pour 4 = 1, $ —1 en substituant les valeurs ci-dessus des 45° dans (14). Le calcul est un peu long, mais il est direct; il né paraît nécessaire de reproduire ici aucune de ses parues.
La quantité A! est donnée par (13). Il est facile de démontrer que l'intégrale converge dans ce cas. Je n’essaierai pas d'établir ce point ici, parce que, au paragraphe suivant, nous considérerons une seconde solution du problème dans laquelle l'équation (12) peut s'intégrer immédiatement sans que l’on considère cette inté-
grale, pour le cas 4—1, 8 — 1. Nous ne considérerons pas non plus la détermmation des autres Af,°.
11. Nous allons chercher la solution pour le second système de coordonnées. Ces coordonnées, que nous appellerons, comme auparavant, r, 3, 0, {, se réduisent aux coordonnées cylindriques ordinaires si les deux : masses sont nulles. Elles sont SHUnUse à celles de (8) si l’une des masses est nulle. Les conditions du n° 5 ont été rédigées de telle façon que nous pouvons les employer sans changement dans le nouveau système. Puisque nous n’aurons plus à considérer le premier système, ce séra une simplification que de conserver exactement toutes les notations employées dans les dix premiers paragraphes. Il est facile de vérifier que dans ce système les équations S 1) qui définissent les inconnues ont la même forme. Les fonctions ! URS (48) ont, bien entendu, de nouvelles valeurs.
Nous avons seulement à calculer de nouveau les valeurs des bi} et dès c#-en ne 4 forme (8) au lieu de (7). Nous n’écrirons pas ee valeurs des Bi que l’on fait dériver des autres en substituant r, à r,. Nous Nues facilement, par la même méthode qu ’auparavant, les valeurs suivantes des Hi :
(1) 2 (ee Le AIR SEL TES D L (UPS), NÉE RE AE cg rer ed TT (22) big = 0 (HET 20 4), ; b bib == Se (81, 2, ), 4% A
SABRE où les bg sont des constantes définies par le développement suivant les puissances de m du coefficient de dt? dans (8).
Quoique les équations (11) conservent une forme idénuque, il faut se rappeler que dans ce cas la condition F exige un choix différent des fonctions qui doivent être arbitraires. Ainsi les équatons (18), (17 Uts), (19) et (21) ne sont plus applicables.
Les quantités A(%* sont définies par (13), quand l'intégrale est convergente.
Pour 4 —1, B—1, l'équation (12) a une forme qui s'intègre immédiatement en termes de 75 et ro.
A la place de (15) et de (17) nous prenons
; . A (23) APT 6 2 (2 BE ter) et (C4) (af) C se | r+tr »
(à ASE +86), (24) | 3 CURE UD ES GUN EE A EE > COR T COUR QUDEE EN, Û 4
qui, ainsi qu'on peut le voir immédiatement, satisfont à toutes les conditions. Alors les A sont donnés par
6) ST { fe su ( à 25) JA TR Cu Aa) : JA pa ee o? AP are U) ap), À 03 or 03 03 or dz LE ce qui donne x PINQU c PP ( (6) AE = PE A — or f YA ds,
où la fonction arbitraire de l'intégration est omise. Elle est nulle selon la condition E.
Les Aa) sont déterminés par
VA (ab ) d2A (ah)
(1257 ep —— £ or dz?
02 A (XF)
X Tr) LB l Pr MAP 2 UP pa.
ea =
Comme plus haut,
, ga (af) A (ab Le pis
| Dr | : / —f? ##ar+ fr Va) dr + FE ve 0? A (ah) + [rosier [AA à
Cette expression peut être simplifiée, comme l’a été (20), par l'emploi de l'identité (14). Nous obtenons
+ A(ab)
‘ (xp) { po + AB + à n°
E — or fe (af) 'di=fr na,
La solution est alors donnée par les équations (13), (23), (24), (26) et (28).
Les A 48) peuvent être calculés pas à pas en commençant par A‘?
2028) "AGP
. comme pe montre le n° 8.
Les pas) pour 4 + = n sonttoujours fonctions des 4,4, des pipi des c{5F? et des AY? '{ÿ+è<n) dans le cas où n >> 2.
uv 12. On caleule aisément les 4," qu sont YAD = — 12 mi 1 r2 i (z ni 1 ne rrra ri TS TUE rs 2% = Fr Eux ANR ANS y 1) ce 2 dd? d d MD PME See. (3— di) — AU 2) 3 A De 2) Ti la 2 F4 Os EUR À 4 FAVLe rire l'ir8 1 1 4 î 4 = LAN = — 3z—d,)(3—-d)———r?+ — — F3 7 35 F3 x ( 1)( 2) + rà Lie PU dt 1) — i (z— d;)(z— d:) + 3 SE DARANT AT QUE 12 1»
VAL pfz—d)—=—7r(3—d;)— 2 (SA) Ÿ 12 73 R ( 1) r3 ( 2) rè rà ( ) 2 \ — r(3— di).
SN COEES
A l’aide de ces valeurs, on vérifie rapidement que Fidentité (14) est satisfaite pour 4 —1, 5 —1.
La quatrième équation de (11) devient
Une solution de cette équation qui satisfait à nos conditions est
A ) LES Le Er
En employant cette valeur, et celles de A! et A! de (23) et (24) dans (26), nous obtenons, après plusieurs réductions,
(z — di)
Fons
(30) Afin =—
+ 3(d— dr [23 — (di + di)] ds
Fire
— (4 da) [tre arte d:)] ds.
TPS
De même de (28) :
Turs (31) An =— Far +a(di— di)[23—(di+ &)]/ r$rè dr ‘ "3
oh d)re—(h+æ)]f dr
de(s ds = 4) fire (a a)ts —@)}ar ce de à
du DORE 4) LE [+ (3 — di(s — ds)] dr.
RAT
J'ai donné les résultats sous cette forme pour mettre jen évidence le fait que la condition F est satisfaite.
Nous pouvons les simplifier légèrement sans perdre en généralité en prenant l’origine des coordonnées à mi-chemin entre les masses,
el m;, de sorte que dy = — d,. Dans ce cas, 6 } 3 (st) z dl; ) (32) NAME - + 124: nf — _ 3 ds —idir? [° Se À 3 da rire U FRrE S For el $ 3 r3 g. 7 (33) Afl=- = — +8di3 | —— dr —84dis [ — dr rire ASTAAE CHAT LS
—rd(s+d) [5 [rt (32 d?)] dr
lea
On peut de même calculer les Aa) pour a+ 62
en termes des formes que je viens de donner.
On peutprocéder ainsi indéfiniment.
13. Nous pouvons sans difficulté étendre les résultats obtenus plus haut au cas de n particules sur une droite, Nous procéderons pas à pas, en supposant toujours que la solution pour le cas de n — 1 particules a déjà été calculée. En fait, il est évident que le problème peut être posé de telle façon que les équations aient exactement la forme (11), les d, ayant des valeurs nouvelles.
Les conditions À, , F ne demandent qu’ une légère extension pour définir les ST physiques du problème. Si l’on fait cette modification on constatera que la solution sera donnée comme auparavant par les équations (13), (23), (24), (26) et (28).
Nous emploierons les coordonnées r, 3, 0, 4 qui se réduisent à celles de (6), si toutes les masses sont nulles. Supposons que les n particules de masses m,, .…., m, sont sur l'axe de 3 respectivement aux points d4, .…., dy. Dans la condition À du n° 5, nous remplacons les mots « deux sphères » par « x sphères » et les deux points par les n points d,, .…., dy. Dans B nous remplacerons m4, m2 par m4, .…, Mn. Dans D, nous remplaçons m,—=m;—0 par
Mi= Mi ,+— Mn 0 ét dans E, à la place de mxmB(a, (0,0), nous éCrivons
mme... MmAna, .., An) 7 (0, : +; 0).
A F nous substituons :
FPour d\;—d;, ment à celle de 7 —p +1 particules situées aux points correspondants, dans le système de coordonnées choisies.
De plus, nous donnerons aux ri({—1,...,n) la définition
RE d;,(P= n) la solution se réduit exacte-
ri Vri+(s di} GUN UTL),
La solution a alors la forme suivante :
(34) Eu = D Se È AN Pie Pelmenmes En (Hs VI, 4).
END) fs
Dans la notation de (9) les A!" correspondent aux a,,, et ont les valeurs données par (6). Les valeurs des Afÿ::#", pour lesquelles À —1 des 4; sont nuls, peuvent être déterminées immédiatement à l’aide de (22). Nous appliquons à (22) les transformations
d; —= di,
NE
Les coefficients de m% sont alors déterminés par la transformation pour laquelle : = s. C’est ce que nous avons fait au n° 6.
Les valeurs des Af%:--#, pour lesquelles » — 2 des 4; sont nuls, peuvent être determinées à l’aide de celles des AE données aux paragraphes 11 et 12, par une méthode similaire à celle qui précède, mais dans ce cas il faut appliquer les transformations
ALU NO TS PTT
DEV To Ts
_ Les coefficients de m% mê (x, 8—1,2,...) sont déterminés par la transformation pour laquelle 1 = 5,, 7 —52.
De même pour lé cas général où nr — p (o pr) des a; sont nuls, on peut déterminer les Aÿ%:::%1 à l’aide de la solution du champ de p particules, On lui applique les transformations
d; —= ASE da = d,., CPR. ao sp; - TI ITS re . lp = Tip Les coefficients de mm... mr (as PSE AN ON NÉSDRE
déterminés par la transformation pour laquelle s, = (À = 1, ep)
Tous les coefficients de la série (34) sont alors déterminés en termes des solutions du champ de p particules (p °n), excepté ceux pour lesquels aucun des 4; n’est nul, Ces derniers coefficients sont déterminés par les équations (11). Il est bien entendu que les indices (4, $) sont maintenant remplacés par (41, %, ..., #,). Les solutions ont exactement la même forme qu'auparavant, en termes des #5: %, On les obtient en procédant pas à pas comme cela a été expliqué au n° 8.
Nous trouvons ainsi qu'en procédant pas à pas dans les deux
PAL
sens définis plus Haut, les équations (13), (22), (23), (25) et (27) donnent une solution du champ de x particules sur une droite. La même chose est également vraie à l'égard du premier système de coordonnées des n° 5 à 9. Dans ce cas la solution est donnée par
_les équations (13), (17) ou (17 FR (19) LA
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