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PRÉFACE
Cette seconde Partie de mon Ouvrage se compose seulement de deux Livres.
Le Livre IV, qui traite des congruences et des équations linéaires aux dérivées partielles, est presque entièrement consacré à des développements d'analvse qui trouveront plus tard une application presque immédiate dans l'étude de deux questions importantes : la déformation infiniment petite d'une surface quelconque et la détermination ^des surfaces admettant une représentation sphérique donnée.
Le Livre ^ , qui traite des lignes tracées sur les surfaces, contient, en particulier, la démonstration des belles formules que nous devons à M. Codazzi. L'étude des lignes géodésiques s'y trouve commencée, mais non terminée. J'ai surtout insisté sur les rapprochements qui se présentent ici entre les méthodes emplo} ées par Gauss dans l'étude des géodésiques et celles que Jacobi a appliquées plus tard aux problèmes de la Mécanique analytique. J'ai pu ainsi mettre en évidence tout l'intérêt que présentent les belles découvertes de Jacobi lorsqu'on les envisage à un point de vue plus particulièrement géométrique.
Je m'empresse de remercier, en terminant, M. Paul Morin, professeur à la Faculté des Sciences de Rennes, et M. Edouard Goursat, Maître de Conférences à l'Ecole Normale, qui ont bien voulu me prêter leur concours le plus dévoué dans la correction des épreuves.
28 octobre 1888.
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suivantes, cclianger sin^ . et cos^ •
Page /|0, dernière ligne, au lieu de [p. i3], lisez [p. 22].
Page 65, ligne 7 en remontant, au lieu de F(«(,, v^, u^ v, t), lisez F(j<„, v^, u' , v' , t).
Page Gq, dernière formule, au lieu de \i{du Zv -f- C dv ou), lisez
B {du ôi> + dv ou ).
dr , . dr
Page -G, ligne 5 en remontant, au lieu de — , Usez — \' \ +/ •■•
, „ , „ , ,. , ^ f m,ii,-\- n\ ,. ^ fm.u,-h n„
Page 33G, seconde lormule (2O), au ueu deA'À '■- > Usez A\ ( — - —
• " '\ — nu -r ni] ^\ m — /iw,
Page 36'|, ligne 6 de la note, ajouter des cordes après le mot milieux.
Page 3G7, ligne 22, au lieu de l'ordre est, lisez la classe est un nombre.
Seconde Partie.
Page ii5, dernière formule (4^) et dernière formule (/|6), au lieu de X„, lisez
Page 127, lignes 1 4 et 17, changez les signes des seconds membres des équations.
Page 282, ligne 10, au lieu de MB', lisez M'B'.
Page 298, formule (34), changer le signe du terme en - — —■
Page 3o9, changer le signe du second membre dans l'équation (G2) et dans la précédente.
Page 3 12, changer le signe des termes qui contiennent les dérivées premières de 6 dans le système (70).
CHAPITRE L
3iOTIOMS GÉKÉRALES SUR LES COCRUEACES.
DéQnition de la congrucDce. — Nombre limité de courbes passant par un point. — Cas d'exception. — Surfaces de la congruence. — Déûnition des points focaux. — Détermination du nombre et du degré de multiplicité des points focaux; application aux congruences engendrées par des courbes planes algébriques. — Surface focale, ses relations de contact avec les courbes et avec les surfaces de la congruence. — Détermination des surfaces de la congruence dont les génératrices admettent une enveloppe. — Cas particulier des congruences rectilignes. — Les deux séries de développables que l'on peut former avec les droites de la congruence. — Cas particulier où une des nappes de la surface focale se réduit à une courbe. — Proposition fondamentale relative à deux systèmes conjugués tracés sur les deux nappes de la surface focale. — Relation de cette proposition avec la méthode de transformation des équations linéaires aux dérivées partielles qui est due à Laplace.
311. Considérons un svstème de courbes, défini par les équalions
OÙ a et 6 désignent deux constantes arbitraires. Nous désignerons sous le nom de congriience, emprunté à Pliicker, l'ensemble des courbes correspondantes à tous les systèmes de valeurs de a et de h. Il est clair qu'il passe un nombre limité de courbes de la congruence par un point quelconque de l'espace ; car, si l'on remplace, dans les équations précédentes, jr, jk, z par les coordonnées Xo,.Xo5 ^0 ^6 ce point, on aura deux relations qui détermineront, en général, un nombre limité de systèmes de valeurs de a et de h. Cependant, il peut arriver que, pour certains points exceptionnels, ces équations admettent un nombre illimité de solutions. Il pourra donc y avoir certains points par lesquels passeront une infinité de courbes de la congrucnce.
Imaginons, par exemple, que l'on considère la congruence formée par les droites qui rencontrent une courbe (K) et sont tangentes à une surface (S). Les droites de la congruence qui passent par un point M de lespace sont, en général, en nombre limité; elles sont les arêtes d'intersection de deux cônes de sommet M, l'un circonscrit à la surface (S), l'autre contenant la courbe (K). Mais, si le point M appartient à la courbe (K.), il y passera une infinité de droites de la congruence qui formeront le cône circonscrit à la surface (S) ayant son sommet en ce point.
Si l'on considère de même la congruence formée par les cercles de l'espace qui passent par deux points fixes A et B, on reconnaît immédiatement qu'il passe, en général, par un point M un seul cercle de la congruence. Cette conclusion cesse d'être exacte si le point M vient se réunir à l'un des points A, B; on obtient alors tous les cercles de la congruence.
Les deux exemples difierents que nous venons de signaler correspondent aux deux cas qui peuvent se présenter lorsqu'il y a indétermination. Dans le premier, les deux équations auxquelles doivent satisfaire a et 6 se réduisent à une seule; dans le second, elles sont, l'une et l'autre, identiquement vérifiées.
312. Revenons aux congruences les plus générales. Si Ton établit une relation quelconque entre a et b
les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a
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et de b pour lesquelles cette relation est vérifiée engendreront une surface que l'on obtiendra en éliminant a ci b entre les équations (i) et (2). Le plan tangent en un point (x^v^ z) de cette surface sera défini par l'équation
— dx — ^ dv dz - - -r- -•'r F (a)
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dont la forme va nous conduire à une proposilion très intéressante.
Donnons, pour abréger, le nom de surfaces de la congruence aux surfaces que nous venons de définir et qui sont engendrées par des courbes de la congruence, choisies d'ailleurs de la manière la plus arbitraire. Considérons quatre de ces surfaces, passant par une même courbe (C) de la congruence, et prenons leurs plans tangents en un point déterminé M de cette courbe; x, y, :-, a, b auront, en ce point, la même valeur pour toutes les surfaces, F'(«) variera seule quand on passera d'une surface à une autre.
De celte remarque et de la forme de l'équation (3), nous pouvons donc conclure que le rapport anliarmonique des plans tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent tous la tangente en M à la courbe (G), est égal à celui des valeurs de F'(rt) relatives aux quatre surfaces et est, par conséquent, le même pour tous les points de la courbe (C). Ainsi :
Si l'on considère quatre sur/aces quelconques de la congruence contenant une même courbe de la congruence, le rapport anliarmonique des plans tangents à ces surfaces en un point quelconque de la courbe commune demeure constant quand le point se déplace sur cette courbe.
L'équation du plan tangent nous conduit encore à une autre conséquence essentielle. Déterminons sur la courbe commune (C) les points pour lesquels on a
da
âo
do
db
TH
[tj'siversitt]
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Pour CCS points, le plan tangent sera indépendant de F'(a) et, par conséquent, sera le même pour toutes les surfaces de la con- {^ruence contenant la courbe (C). Ainsi :
Si l'on considère toutes les surfaces de la congruence qui contiennent une même courbe (G) de la congruence, ilexistera sur (C) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces sur/aces admettront le même plan tangent, quelle que soit la loi suivant laquelle on ait assemblé les courbes qui les engendrent.
jNous désignerons ces points sous le nom àe points focaux.
313. Le nombre des points focaux situés sur chaque courbe dépend de la forme des équations (i) par rapport à x,y, z plutôt que de la manière dont y figurent a et b. En d'autres termes, il dépend surtout de la forme et de la définition des courbes de la congruence, plutôt que de la manière dont elles sont assemblées. Supposons, par exemple, que les équations (i) soient du premier degré par rapport à ^, y, z et représentent une droite : l'équation (4) sera du second degré, en général, et définira deux points focaux sur chaque droite de la congruence. Si / est du degré m et © du premier degré, la congruence sera formée par des courbes planes d'ordre m. L'équation (4) étant alors du degré /?z + i , il y aura, en général, 7n[m + i) points focaux sur chaque courbe de la congruence.
Lorsque les courbes de la congruence rencontrent une courbe fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont évidemment des points focaux. Il en est de même si ces courbes passent par des points fixes; mais nous allons montrer que, dans ce dernier cas, chacun de ces points fixes équivaut au moins à deux points focaux.
Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonnées,, les équations (i) ne contiendront pas de terme constant et les termes de degré moindre seront au moins du premier degré. Par suite, les termes de degré moindre dans l'équation (4) seront au moins du second degré; et deux, au moins, des points d'inter-
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section de la surface représentée par cette équation avec la courbe ( C) de la cong^uence se confondront à l'origine des coordonnées, c'est-à-dire au point M.
Indiquons quelques applications.
Pour une congruence de coniques, il y a six points focaux sur chaque conique.
Si les coniques deviennent des cercles, c'est-à-dire rencontrent deux fois le cercle de l'infini, deux des points focaux sont rejetés à l'intersection de chaque cercle et du cercle de l'infini; il en reste quatre seulement à distance finie.
Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en dehors de A, que deux points focaux à distance finie sur chaque cercle. C'est ce que l'on reconnaît d'ailleurs immédiatement en effectuant une inversion dont le pôle est en A.
314. Après ces indications sommaires sur le nombre des points focaux, étudions leur distribution dans l'espace. Si l'on élimine a et b entre les équations (i) et (4), on obtient en général une seule équation, qui représente le lieu des points focaux de toutes les courbes de la congruence. Nous donnerons à ce lieu le nom de surface focale de la congruence. Il se compose d'autant de nappes qu'il y a de points focaux sur chaque courbe de la congruence. La surface focale peut se décomposer, se réduire, en totalité ou en partie, à des courbes ou à des points : nous laisserons de côté l'examen de tous ces cas, qui nous entraînerait trop loin, et nous établirons les propriétés générales suivantes.
Ecrivons les équations (i) et (4) sous la forme
(5) /— o, o = G, ^_^=ro, ;t— a:-7=o.
"^ ■ da oa db db
OÙ A" désigne une inconnue auxiliaire. Si l'on regarde a et 6 comme donnés, ces équations déterminent les points focaux d'une certaine courbe (C) de la congruence. Le plan tangent en un de ces points à l'une quelconque des surfaces de la congruence qui contiennentla courbe(C) est défini par l'équation (3), qui prend ici la forme
(■) I, I VR !■: IV. — cil A I'. I.
Nous allons inonlrer que ce plan est aussi tangent à la surface focale au point considéré.
On obtient, en effet, l'équation de la surface focale en éliminant a, b, k entre les quatre équations (5); mais, au lieu d'eflectuer cette élimination, on peut conserver toutes ces équations en convenant d'y regarder a, b, h comme des fonctions à déterminer. Par suite, pour avoir le plan tangent à la surface focale au point considéré, il faudra différentier les équations (5) en y regardante, 6, k comme des variables. Or, si l'on différentie seulement les deux premières et que l'on forme la combinaison
df — k d':> -- o,
les coefficients de da, db disparaissent en vertu des deux dernières équations, et l'on retrouve l'équation (6). Cette équation représente donc, comme nous l'avons annoncé, le plan tangent à la surface focale, et nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Les courbes de la congruence sont tangentes en tous leurs points focaux à la surface focale. Les différentes surfaces de la congruence qui contiennent une courbe déterminée de cette congruence sont toutes tangentes à la surface focale en tous les points focaux situés sur cette courbe; et, par conséquent, elles devaient être, comme il a été déjà établi, tangentes les unes aux autres en ces points.
31o. On retrouve encore la surface focale en étudiant le problème suivant :
Assembler des courbes de la congruence de telle manière qu elles aient une enveloppe, c'est-à-dire cju^elles soient toutes tangentes à une certaine courbe.
Prenons pour b une fonction de a : nous obtiendrons une famille de courbes représentées par les équations
qui ne contiennent plus qu'un paramètre a. Pour que ces courbes aient une enveloppe, il faut que, pour toute valeur de a, on puisse
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déterminer des valeurs de x^ y, z satisfaisant aux deux équations (^) en même temps qu'à leurs dérivées prises par rapport à fl,
df df db _ 0^ ^ do db _
da db da ' Oa ôb da
JT
Si l'on élimine entre ces équations -j- ? on retrouve l'équation (4) qui caractérise les points focaux. Donc :
Si Von veut assembler des courbes de la congruence de telle manière qu^elles aient une enveloppe, cette enveloppe sera nécessairement formée par des points focaux de ces courbes et sera, par conséquent, située sur une des nappes de la surface focale.
D'autre part, si Ton élimine x, y, z entre les équations (7 ) et (8 ), on sera conduit à une relation de la forme
ce qui montre que la solution complète du problème exige, en général, l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre.
Les propositions établies précédemment conduisent encore à ce dernier résultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la congruence admettent une enveloppe (E), celte enveloppe (E) doit se trouver sur une des nappes de la surface focale. Mais il est clair qu'elle doit encore satisfaire à une autre condition : il faut qu'en chacun de ses points elle soit tangente à la courbe de la congruence qui vient loucher en ce point la surface focale. Cette dernière condition, qui est évidemment nécessaire et suffisante, équivaut à une équation différentielle dont Tintégration permettra seule de résoudre complètement le problème. Cette équation différentielle sera du premier ordre et du premier degré pour chacune des nappes de la surface focale; mais, si ces nappes ne peuvent être séparées analytiquemenl, on aura à considérer une seule équation du premier ordre, dont le degré sera égal au nombre des nappes de la surface.
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Dans le cas où l'une des nappes de la surface focale se réduira à une courbe (K), il suffira, pour avoir une solution partielle du problème, d'assembler toutes les courbes de la congruencc qui passent par un même point de (K). Si l'on considère, par exemple, la congruencc formée par les cercles qui rencontrent quatre courbes données, on aura toutes les solutions en assemblant les cercles, en nombre infini, qui passent par un point quelconque de l'une de ces courbes.
316. Lorsque les courbes de la congruencc sont simj)lement tangentes à une des nappes de la surface focale, les points de contact de ces courbes doivent être considérés comme des points focaux simples; mais, si les courbes ont un contact d'ordre p avec la nappe considérée, chaque point de contact sera un point focal multiple tenantlieu de /> points focaux ordinaires. Voici comment on peut établir cette proposition.
Soit
l'équation de la nappe considérée. Si l'on remplace partout z par z -\- f{x^ y)^ cette substitution ne change pas l'ordre de contact des courbes et des surfaces; mais la nappe précédente est remplacée par le plan des xy. Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité des raisonnements, supposer que toutes les courbes de la congruencc soient tangentes au plan des xy, et nous allons les étudier dans le voisinage de ce plan.
Substituons aux paramètres aelb qui entrent dans les équations de chaque courbe de la congruencc les coordonnées Xq, yo du point de contact de la courbe avec le plan des xy. Les équations qui définissent cette courbe donneront alors pour y el z des valeurs qui pourront être développées en série et seront de la
forme
r ^yo -^A(.T — Xo) ■-- B(x ccoY -^
z ^-~ Ai{x — a:o)P+^ -r- Bi(^- -Xo)p+^- . . .,
A, A,, B, B,, ... étant des fonctions quelconques de Xo,yo et/?
désignant l'ordre du contact de la covu'be avec le plan des xy.
Ecrivons l'équation
df acp df c)y ^^
dxo âyo âyo Oxo '
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qui détermine ici les points focaux. Elle sera de la forme
— i^p-i) .\i{T — Xo)P - ... - o,
les termes non écrits contenant tous en facteur une puissance de X — jjo d'exposant supérieur à/?. On voit que la valeur JCode x sera d'un ordre de multiplicité précisément égal à l'ordre de contact de chaque courbe de la congruence transformée avec le plan des X}\ c'est-à-dire de chaque courbe de la congruence primitive avec la nappe considérée de la surface focale. C'est la proposition que nous voulions établir.
317. On peut raisonner d'une manière analogue lorsque les courbes de la congruence rencontrent toutes une courbe fixe (K). Si
sont les équations de cette courbe, on commencera par remplacer - par z--j-f(x) et y par r— ç;(jc) et la courbe se transformera dans l'axe des x sans que les ordres de contact aient été changés. Substituons à l'un des paramètres a et b qui entrent dans l'équation de chaque courbe de la congruence l'abscisse Xo du point de rencontre de cette courbe avec l'axe des .r, les équations de la courbe prendront la forme
V — \{x — Xo < — B ( j- — Xo )* - ... z-\i(x j-o» - B,(j-- j-o)- - - . ..
A, B, A,, B,. ... désignant des fonctions de Xq et de l'autre paramètre a dont dépendent les courbes de la congruence. L'équation qui déterminera les points focaux sera ici
(x-Xo)(A— -A._j-... = o.
les termes non écrits contenant (x — Xo)'- en facteur. On voit que
le point de rencontre sera un point focal simple, à moins que l'on
n'ait
A Al -— = o
0% Or
ou, en intégrant,
LIVRE IV
Cette condition s'interprète aisément; elle exprime que les tangentes à toutes les eourbes de la congruence transformée qui coupent au même point l'axe des x sont dans un même plan passant par 0.r. En étendant cette conclusion à la congruence primitive, nous obtenons le résultat suivant :
Quand les courbes de la congruence rencontrent une courbe fixe (iv), les points cV intersection sont des points focaux simples, à moi/is que les tangentes à toutes les courbes de la congruence qui passent en un point quelconque de (K) ne soient toutes situées dans un plan passant par la tangente en ce point à la courbe (K).
Si l'on étend ce mode de recherches au cas où toutes les courbes de la congruence passent par un point fixe, on démontrera de même que ce point fixe, qui tient lieu, comme nous l'avons vu, de deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de multiplicité supérieur que si les tangentes menées en ce point à toutes les courbes de la congruence forment un cône, d'ailleurs quelconque, au lieu de remplir l'espace. Nous laisserons également au lecteur le soin d'établir, par une simple application des méthodes précédentes, une élégante proposition qui nous a été communiquée par M. G. Kœnigs :
Si une congruence est telle cfue chacune des courbes qui la composent soit rencontrée par toutes les courbes infiniment voisines de la congruence, les différentes courbes de la congruence sont tangentes à une ou à plusieurs courbes fixes ou bien elles passent par un ou plusieurs points fixes ( ' j.
318. Appliquons les propositions précédentes aux congruences de droites ou systèmes de rayons rectilignes. Le nombre des droites de la congruence qui passent par un point quelconque de l'espace a reçu dans ce cas le nom à^ ordre de la congruence; on appelle classe de la congruence le nombre des droites qui sont
(') On laisse de côté le cas exceptionnel où toutes les courbes de la congruence seraient tracées sur une même surface et où, par suite, tous leurs points satisferaient à la définition des points focaux.
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dans un plan quelconque. Le système des normales à l'ellipsoïde forme une congruence d'ordre 6 et de classe 2.
Sur chaque droite il j a, en général, deux points focaux réels ou imaginaires. Quand la droite se déplace, ces deux points focaux décrivent les deux nappes de la surface focale. Les droites de la congruence sont des tangentes doubles de cette surface focale, mais la réciproque n'est pas vraie, en général : toule tangente double de la surface focale n'est pas une droite de la congruence. Par exemple, la surface des centres de courbure de l'ellipsoïde admet bien comme tangentes doubles les normales de l'ellipsoïde-, mais elle admet aussi d'autres tangentes doubles qui ne font pas partie de la congruence des normales.
Soit (d) une droite quelconque de la congruence, touchant en M la première nappe et en M' la seconde nappe de la surface focale (F). Soient (P), (P') les plans tangents en M et M' à (F). Si Ton veut assembler les droites de la congruence de telle manière qu'elles aient une enveloppe, c'est-à-dire qu'elles engendrent une surface développable, les arêtes de rebroussement de toutes les développables ainsi obtenues devront, d'après les propositions générales établies précédemment, se trouver sur l'une ou l'autre des nappes de (F). 11 suit de là que la droite (d) fera partie de deux développables seulement, l'une avant son arête de rebroussement sur la première nappe et tangente en M à la droite {d), l'autre ayant son arête de rebroussement sur la seconde nappe et tangente à (d) en M', La détermination de ces deux séries de développables exigera d'ailleurs l'intégration de deux équations différentielles du premier ordre et du premier degré ou, ce qui revient au même, celle d'une équation du premier ordre et du second degré.
Toutes les surfaces réglées engendrées par des droites de la congruence et contenant la droite (d) seront tangentes les unes aux autres aux deux points focaux M et M'. Il faut cependant faire une remarque particulière relativement aux deux développables qui admettent (<^) pour génératrice. Celle, par exemple, qui a son arête de rebroussement passant en M et située sur la première nappe de la surface focale, admet en M', et par conséquent en tous les autres points de (d), le plan tangent en M' à seconde nappe de la surface focale. Ce plan n'est pas, il est vrai, tangent en M à la première nappe; mais cette exception au théorème général, qui se
présenterait aussi pour les congruences les plus générales, disparaît si l'on remarque que l'arête de rebroussement d'une surface développable est une ligne multiple en tous les points de laquelle le plan tangent doit être regardé comme indéterminé.
319. Désignons par les lettres (G), (C) les arêtes de rebroussement, situées respectivement sur la première et la seconde nappe, des deux séries de développables que nous venons de définir. Les premières développables, ayant pour arêtes de rebi'oussement les courbes (G), touchent la seconde nappe suivant des courbes (D'). Les secondes, ayant pour arêtes de rebroussement les courbes (G'), touchent de même la première nappe suivant des courbes (D). Il y a une relation géométrique à peu près évidente, mais très essentielle, entre les deux familles de courbes tracées sur la même nappe (G) et (D) ou (G') et (D'). Les tangentes aux différentes courbes (G) aux points où ces courbes rencontrent une même courbe (D) engendrent, par hypothèse, une surface développable ayant son arête de rebroussement sur la seconde nappe. Donc les courbes (G) et (D) forment un système conjugué sur la première nappe ; et, de même, les courbes (G') et (D') forment un système conjugué sur la seconde nappe. Ainsi :
Sur chaque nappe de la surface focale, les courbes correspondantes aux deux séries de développables forment un système conjugué. Les unes sont les arêtes de rebroussement de l'une des deux familles de développables ; les autres sont les courbes de contact des développables de l'autre série.
320. L'étude détaillée des relations précédentes est très féconde en conséquences et elle permet de résoudre différentes questions. Proposons-nous, par exemple, le problème suivant :
On considère sur une suif ace (S) une famille de courbes (G). Les tangentes à ces courbes forment une congruence dans laquelle on connaît déjà une des deux familles de développables, celles qui sont engendrées par les tangentes aux diverses courbes (G). On propose de définir les développables de l'autre famille.
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11 est clair, d'après ce qui précède, qu'il faudra associer aux courbes (C) leurs conjuguées (D) sur (S). Les tangentes aux courbes (C) en tous les points d'une courbe (D) engendreront les développables de la seconde famille. La détermination de ces développables exigera l'intégration d'une équation du premier ordre et du premier degré, celle des courbes (D).
La construction précédente montre immédiatement que, si les courbes (G) sont des lignes asvmptoliques, et seulement dans ce cas, elles coïncident avec les courbes (D). Ainsi les congruences dans lesquelles les deux points focaux sont constamment confondus, les deux nappes de la surface focale se réduisant à une seule (S), sont formées de l'un des deux systèmes de tangentes asymptotiques de (S). Ce résultat est en parfait accord avec celui qui a été démontré au n" 316.
321. Les propositions précédentes subissent des modifications qu'il est aisé de prévoir dans le cas où l'une ou l'autre des deux nappes de la surface focale se réduit à une courbe. Alors les développables qui avaient leur arête de rebroussement sur cette nappe se réduisent aux cônes engendrés par les droites de la congruence qui coupent en un même point la courbe à laquelle se réduit la nappe considérée.
Proposons-nous de déterminer, dans ce cas spécial, la second»' famille de développables de la congruence. Donnons-nous les équations de la courbe yocrt/<? sous la forme
les équations qui déterminent une droite de la congruence seront de la forme
X, Y, Z étant les coordonnées variables et u. une fonction de a et de ;; déterminée par la définition de la congruence. Pour obtenir les développables, nous exprimerons que la droite représentée par les équations précédentes est rencontrée par une droite infiniment voisine de la congruence; c'est-à-dire que nous associerons aux
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deux équations précédentes les suivantes
dx -••- dXiJL z') \ dz — o, dy -r d\i.{JL — z) -- \i. dz --- o,
que l'on obtient en faisant varier infiniment peu \ et z. Si nous éliminons Z — z, nous obtiendrons l'équation différentielle
( dx — \ dz) d[). — { dy — \t.dz) d\ ^^ o,
dont l'intégration fera connaître les développables de la congruence. On aperçoit immédiatement une première solution
dx — dy - r/^ = o ;
elle correspond au cône formé par toutes les droites de la congruence qui passent au même point de la courbe focale. Si nous écartons cette solution évidente, et déjà signalée, et si nous remplaçons d\x par sa valeur -^-dz-\r -z- d\, nous serons conduits à •^ ' ' ^ ôz c'a '
l'équation différentielle du premier degré , , d\ (^-•^)^1
(lO) — z= ,
dont l'intégration paraît impossible dans le cas général.
Si l'on suppose que toutes les droites de la congruence qui passent au même point de la courbe focale y forment un plan, la seconde nappe de la surface focale sera évidemment la développable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, la relation entre ui, )v, z prendra la forme
;x = AX- B,
A et B étant des fonctions de :;, et l'équation (lo) se réduira à la
suivante
dl __ (l — x')(X'l-A-n') dz Ax' -h B — y'
qui est une équation de Riccati. Ainsi :
La détermination de toutes les courbes, tracées sur une développable (1), dont les tangentes vont rencontrer une courbe
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donnée quelconque (K), dépend de l'intégration d'une équation de Riccati.
Par conséquent, elle pourra être elTectuée (n*** 16 et 17) par 3 — n quadratures, dès que l'on connaîtra n courbes particulières donnant une solution du problème. Le lecteur fera de lui-même l'application au cas où la développable (A) est l'enveloppe des plans normaux à la courbe (R)- Les courbes cherchées deviennent alors les développées de (R); on peut d'ailleurs obtenir deux de ces courbes sans aucune intégration : ce sont les arêtes de rebroussement des deux nappes de la développable circonscrite à la courbe (R) et au cercle de linlini. Par suite, les développées les plus générales peuvent se déterminer par une simple quadrature, ce qui est conforme aux résultats du n" 12 [I, p. i8].
Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une courbe plane dont les tangentes rencontrent (R); on connaîtra donc une solution du problème et, par suite, on obtiendra l'intégrale générale au moyen de deux quadratures.
Si, la courbe (R) étant quelconque, la développable (A) est un cône de sommet A, on connaîtra aussi une solution particulière fournie par le cône de sommet A, contenant la courbe (R). Ainsi on peut déterminer au moyen de deux quadratures seulement les courbes, tracées sur un cône quelconque, dont les tangentes vont rencontrer une courbe tout à fait arbitraire.
L'équation (lo) permet de reconnaître les cas dans lesquels les deux points focaux de chaque droite de la congruence sont confondus; pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que l'équation se réduise à •
dz = G,
c'est-à-dire que l'on ait
En intégrant, on a
h étant une fonction de c. L'interprétation géométrique de ce résultat conduit au théorème suivant, compris d'ailleurs comme cas particulier dans celui qui a été établi au n° 317.
Les droites qui rencontrent une courbe (C) et font partie
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d'une congruence n'ont leurs deux points focaux confondus que dans le cas où toutes celles cjui passent en un point de (C) y engendrent un plan tangent à, ((^).
322. Telles sont les propriétés les plus simples des systèmes de rayons reetilignes. On voit que, si un tel système est défini, il sera toujours possible d'obtenir par des calculs algébriques l'équation de la surface focale; mais la détermination des deux familles de développables dans lesquelles on peut distribuer toutes les droites exigera, en général, l'intégration de deux équations différentielles. L'intégration de ces équations différentielles entraînera la connaissance d'un système conjugué sur chacune des nappes de la surface focale.
Réciproquement, toutes les fois que l'on connaîtra sur une surface (S) un système formé de deux familles de courbes conjuguées
(C) et (D), on en déduira deux systèmes différents de rayons rectilignes pour lesquels on connaîtra les deux séries de développables. Considérons en effet les tangentes à toutes les courbes de l'une des familles, aux courbes (C) par exemple. Elles formeront une congruence pour laquelle les deux séries de développables seront connues : les unes seront formées parles tangentes en tous les points d'une même courbe (G), les autres par les tangentes aux différentes courbes (C) aux points où elles sont coupées par une même courbe (D) de la seconde famille. De là résulte cette nouvelle propriété :
Toutes les fois cjue l'on connattra^un système conjugué sur une surface (2), on pourra obtenir- une suite, en général illimitée, de surfaces sur lesquelles on connaîtra également ait système conjugué.
Conservons en effet les notations précédentes et soient (C) et
(D) les deux séries de courbes conjuguées tracées sur (S). Les tangentes aux courbes (C) forment une congruence dont la surface focale se compose de (S) et d'une autre surface (S,) qui, en général, ne se réduit ni à une courbe ni à une surface développable. Aux courbes (C) et (D) de (S) correspondent des courbes (D,) et (C,) de (S,) formant sur cette surface un réseau conjugué ;
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et les droites de la congruence considérée sont tangentes aux courbes (C,). Construisons maintenant les tangentes aux courbes (D,)de(I,); elles touchent en même temps que (I,) une autre surface (So) dont la relation à (S,) sera la même que celle de (S,) à (S). On pourra continuer indéfiniment ces opérations tant que l'on ne parviendra pas à une surface qui dégénère en une courbe ou en une développable, et l'on obtiendra ainsi une suite de surfaces
que l'on pourra, en général, prolonger indéfiniment.
Revenons maintenant à la surface (S). Si, au lieu des tangentes aux courbes (C), on mène les tangentes aux courbes (D), en opérant comme nous venons de l'indiquer, on obtiendra une série de surfaces
qui ne se terminera pas, en général. Si l'on réunit les deux séries pour en former une suite unique
.... (!_,), (S-,). (V), rv ), (v^), ...,
chacune des surfaces obtenues se déduira de la suivante ou de la précédente par une construction uniforme, et l'on connaîtra sur chacune d'entre elles un système conjugué correspondant au système primitif de (S):
Ainsi, toutes les fois que l'on aura intégré les équations différentielles qui déterminent les développables formées avec les droites d'une congruence donnée, la méthode précédente fournira une série de congruences nouvelles dont les développables se détermineront sans nouvelle intégration. Ajoutons même que, pour définir toutes ces congruences, il ne sera nullement nécessaire d'avoir trouvé les développables de la première. Car, si M désigne un point quelconque de la surface (2) et M/ la droite de la congruence tangente en M à (2), on peut toujours construire la tangente conjuguée de celte droite et définir, par conséquent, la congruence nouvelle qui doit succéder à la précédente.
323. Nous allons chercher la traduction analvtique des opérations géométriques qui précèdent. Pour cela nous emploierons D. — II. o
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les coordonnées homogènes; nous désignerons par ^, jk, z, i les coordonnées d'un point quelconque de (S) et nous prendrons pour variables indépendantes les paramètres p, p) des deux familles de courbes conjuguées (C) et (D). INous savons (n° 98), [I, p. 122] que X, JK, -3, t sont quatre solutions particulières d'une équation linéaire de la forme
(il) y-T r-a—^ft- uc0=O.
âp opi dp âpi
Considérons la congruence formée par les tangentes aux courbes (C); ces tangentes à (S) vont toucher une autre surface (2() qu'il s'agit de définir analytiquement. Pour cela nous prendrons un point quelconque M.(x.,y, -S, t) sur (S). Il passe en ce point une courbe (G); on définira un point quelconque P de la droite M^ tangente en M à cette courbe par les formules
(il) \~Ax-i--—-, Y — Ar-i--— , Z = Az-^-—, T = Xt -{--—, àpi Opi opi dpi
OÙ \ désigne une arbitraire dont la variation donnerait tous les points de cette tangente. Pour déterminer )., il faut exprimer que le point P décrit une courbe tangente à la droite M^ sur laquelle il se trouve, quand le point M se déplace sur la courbe (D), c'està-dire lorsque le paramètre p varie seul. Cette condition se traduit par des équations telles que les suivantes
où p el q sont des indéterminées pouvant recevoir des valeurs quelconques. Considérons seulement l'équation relative à X et
remplaçons-y -r- par sa valeur tirée de la première équation (12) :
nous aurons
âX ^ d.r d'^x d.T
x— -^k-- ^ =px-^-q —-,
dp dp dp dpi dpi
ou, en substituant à sa valeur tirée de l'équation (i i),
/dl \ àx . , dx
Cette équation doit subsister quand on y remplace x par y, Zj
dX
dY
dy
-rp^p""
dp '
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t; elle doit donc être vérifiée identiquement (n" 99), ce qui donne À = a, q — — o, p = — — c.
Les formules (12) et (i3) se transforment donc dans les suivantes
dr (.4) X-— -ax, ....
où tout est connu et qui définissent complètement la nouvelle surface (S,). Pour obtenir (2_,), il suffirait d'échanger les deux variables 0 et 0, .
324. Supposons, par exemple, que les coordonnées jr, j', ;, t soient données par les formules
^= D(p _rf)'/i(p,_ d)".
où a, b, c, d désignent maintenant des constantes quelconques, et qui ont été déjà employées au n° 112 [I, p. 142] ; x, y, z, t sont des solutions particulières de l'équation aux dérivées partielles
(? — ?«) :j7-rr — " x: — "' tt = »•
oj opi dp opi
Pour définir la surface dérivée, on emploiera les formules (i4) qui nous donnent ici
ipi—a)(p — pi) (p^ — f,){p — pi)-
On peut multiplier les quatre coordonnées homogènes par le facteur —; ce qui conduit aux formules définitives
i" X= A(p — a)'"-^' (pi — «)«-!.
Ce sont les équations primitives dans lesquelles m, n sont remplacés respectivement par m -^ i , n — i . En poursuivant l'application de la méthode, on obtiendra pour la surface (Sj) le système
;■ X/ = A(p — «)'«+'• (pi — «)«-',
^ j Z; = C.{p—cY^+i{p, - c)'^-^,
qui convient, on s'en assure aisément, à toutes les valeurs entières, tant positives que négatives, de i. La suite obtenue sera illimitée dans les deux sens toutes les fois que les nombres m et n ne seront pas entiers. Mais si n, par exemple, était entier et positif, la surface (2,^) se réduirait à une courbe, et l'application de la méthode serait arrêtée à partir de (S,,).
325. Revenons aux formules générales (i4) et (i5); les coordonnées a;, y, z, t d'un point de la surface primitive (S) sont des solutions particulières de l'équation (i i) : cherchons l'équation de même forme à laquelle satisfont les coordonnées X, Y, Z, T d'un point de la surface (S,). La formule (i4) nous montre qu'il faudra faire la substitution
L'équation (i i) peut être mise sous la forme
dp \ dpi j ()pi
on a donc
ôp \dp j
àpx
et cette formule est d'ailleurs identique à l'équation (i5) que nous aurions pu poser a priori. Pour obtenir l'équation à laquelle satisfait o-, il faudra éliminer 8 entre les équations (19) et (20). Supposons d'abord que la quantité
, àa ,
soit nulle : alors il sera impossible de résoudre les équations (19)
OT = O
oz
La solution générale de cette équation du premier ordre est de la forme
c3 désignant une fonction arbitraire de S). Comme X, Y, Z, T sont des valeurs particulières de t, on voit que les rapports mutuels de ces quantités seront des fonctions de pi; et, par suite, la surface (S,) se réduira à une courbe.
Supposons maintenant que la fonction h ne soit pas nulle. Des
équations (19) et (20) on pourra déduire les valeurs de 8, -^1 qui seront
(22) h^ = hz -r- —y
dp
en égalant la valeur de -7 — fournie par la seconde formule à
àpi
celle que l'on obtient par la différentiation de la première, on trouvera pour t l'équation
] dTdfi ~^ \ dpi ) dp
^*^^ j àj / da db , dlo£rA\
1 âpi \ dp dpi àpi ]
Telle est l'équation à laquelle satisferont les coordonnées X, Y, Z, T d'un point quelconque de (S,).
Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement géométrique, à une méthode de transformation des équations linéaires aux dérivées partielles. Cette méthode, très importante, est due à Laplace qui l'a développée dans les Mémoires de l'Académie des
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Sciences pour 1773 (*). Comme elle joue un rôle fondamental dans l'étude d'un grand nombre de questions géométriques, nous allons l'exposer, dans le Chapitre suivant, avec tous les développements qu'elle comporte.
(') Beclierches sur le Calcul intégral aux di/férences partielles, par M. de LA Place. Mémoires de Mathématique et de Physique de l'Académie des Sciences pour 1778, p. 3i5i-4o3. Imprimé en 1777.
CHAPITRE IL
Les deux cas dintégrabililé immédiate. — Définition des invariants h et k; leurs propriétés. — Formes réduites. — Équations à invariants égaux. — Méthode de Laplace: première substitution, les invariants de l'équation transformée: deuxième substitution. — Définition de la suite de Laplace, expression de z en fonction de z.. — Suites périodiques. — Forme générale de la valeur de z lorsqu'une des équations de la suite a un de ses invariants nul et peut être intégrée. — Proposition réciproque. — Détermination de toutes les équations pour lesquelles la suite de Laplace est limitée d'un seul côté. — Recherche des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. — Première solution; théorème fondamental. — Deuxième solution; vérification directe du résultat. — Étude des expressions auxquelles on est conduit. — Rappel des recherches de M. Moutard.
Considérons l'équation linéaire aux dérivées partielles
, ^ d'-z âz Oz
(i) - — , (i o — ^ cz = o,
^ ^ dxdy dx Oy
OÙ a, 6, c désignent des fonctions quelconques de or et de j^; elle peut être mise sous l'une ou l'autre des deux formes suivantes :
I àx\ov I or \ Hxj
Introduisons les deux fonctions h et k définies f)ar les relations i h— - — - ab — c,
y dx
\ dy
Si h est nulle, la première des équations (2) peut se mettre
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SOUS la forme
et, par suite, la détermination complète de toutes les intégrales de l'équation (i) se ramène à l'intégration successive des deux équations du premier ordre
intégration qui n'exige que des quadratures.
De même, si k est nulle, la seconde des équations (y) prend la forme
et l'on pourra remplacer l'équation proposée par le système suivant
-J- az_i = o,
ôz
\- bz = Z^i,
ox
tout à fait semblable au système (4)-
327. Supposons maintenant que h et A" ne soient pas nulles : nous allons montrer que ces fonctions jouissent de propriétés d'invariance, qui ont une grande importance dans l'étude de l'équation proposée; nous envisagerons successivement les substitutions
z = X;:'; x = o{x'), jK = <l>(y);
qui ne changent évidemment pas la forme de l'équation proposée. Faisons d'abord
\ étant une fonction quelconque de x et de y. L'équation en :: '
sera
/ d^z' f d\o?L^.\dz' I d\ovC).\dz'
Ma: dx V ' . dy } dx \ dx j dy
^^^ i / dlo-X , ()lo£rX I d^-\ \ ,
\ \ Ox oy K ox oy J
On calcule sans difficulté les nouvelles valeurs des fonctions h et A- : on trouve ainsi que ces fonctions n'' ont pas changé. Effectuons maintenant la substitution
L'équation (i) deviendra
Les nouvelles valeurs h', A' de h et de A- seront .g. i ^'= ho'ix')^'iy'),
Enfin la substitution
échangera les valeurs de h et de A\
Toutes ces propriétés justifient le nom d'invariants que nous donnerons à A et A".
328. Lorsqu'on remplace :; par a;, on a, nous Tavons vu, une équation de même forme
d^z ,dz ,,dz
dx dy dx dy
OÙ a', b' , c' ont les valeurs suivantes :
dy
f , (JloeX , dXo?.! I d^\
' âx dy A dxdy
et qui admet encore les invariants h et A. On pourra toujours
déterminer la fonction )., de telle manière que l'on ait
En effet, en remplaçant a', b', c' par leurs valeurs, nous obtiendrons l'équation
(11) — — - =r= ah — c,
qui fera connaître log). par une double quadrature. Nous appellerons équations réduites toutes celles dans lesquelles la relation (lo) sera satisfaite. Il y a une infinité de formes réduites correspondantes à une équation donnée. Pour supprimer cet inconvénient, nous conviendrons de faire la quadrature double indiquée par la formule (ii) de telle manière que a' s'annule pour a: = Xq quel que soit y, que b' s'annule pour j/ = j-„, quel que soit x. Ces conditions détermineront parfaitement les deux fonctions arbitraires introduites par l'intégration de l'équation (i i).
La forme réduite ainsi définie peut se calculer exclusivement au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de h
et de /c,
da' , db' ,
et, par conséquent,
hdx, ^'~ f ^^' <'{>') c'=a'b'.
Il suit de là que deux équations linéaires ayant les mêmes invariants peuvent toujours se ramener l'une à Vautre par la substitution
Les formules d'identification (9) donneront d'ailleurs ■ " 7 — -—■ et, par conséquent, A sera détermine a un lacteur constant
329. On peut encore adopter d'autres formes réduites pour l'équation proposée. Les formules (9) montrent immédiatement
que I on pourra, par exemple, disposer de )v de telle manière que d s'annule identiquement et que h' s'annule pour y = l'o- Alors
on aura
, àa' .,, ■ , .
ox
db' ,,. , db' k = ^ a b — c = c
Oy Oy
et, par suite,
c' = ~h, ^— I (^" — h)dy-> «'=o.
La forme réduite serait donc
(i3) f^ -^.\ f^ (k-/i)dyy-f--hz^o.
^ ^ Oxôy \J^^ ' -^ \ày
Il est clair que l'on pourrait, par l'échange de x et de j , obtenir la forme analogue
où le terme en -r^ a disparu. On reconnaît ainsi que, dans le cas
où les invariants sont égaux et dans ce cas seulement, on peut ramener l'équation proposée à la forme
dx Oy
330. Après ces remarques et ces définitions préliminaires, nous allons exposer la méthode de Laplace.
Supposons que les invariants h et k ne soient pas nuls. Nous pourrons substituer à l'équation proposée (i) deux équations de même forme dont l'intégration entraînera celle de Téqualion (i).
Faisons d'abord la substitution définie par la formule
dz (o) z,= --az.
L'équation proposée pourra s'écrire
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L'élimination de z entre ce.s deux équations conduit, nous l'avons vu, à l'équation nouvelle
dx dy dx dy
où l'on a
. o, àlo^h , , ùa ùh ,à\oii/i
{18) ai = a -^—, ùi = 0, ci = c— — -+-- ^>^T^--
ày dx ôy ôy
Les nouvelles valeurs des invariants seront
,)Ji^-k —
(19) / " dx dy
Elles s'expriment, comme il fallait s'y attendre, uniquement en fonction des invariants de l'équation donnée. Effectuons de même la substitution
ûx nous aurons
(21) kz = ---^ -^-az-u
dy
et nous serons conduits pour ^„, à l'équation
/ , d'^z-i dz^'^ , dz-i
dx dy dx dy
avec les valeurs suivantes des coefficients
/ o, Il dXc^r^k db da d\o"k
<)x dy dx dx
Les valeurs correspondantes des invariants seront
04 ) J , , , d^-\0<rk
JA-_, --:./.-/._ _
Ainsi, par les deux substitutions indiquées, on déduit de l'équation proposée, que nous désignerons par la lettre (E), deux équations nouvelles (E< ) et (E_< ). On peut évidemment appliquer la
même méthode à ces deux équations ; mais il importe de remarquer qu'elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour chacune d'elles. La formule 1^2 i;, mise sous la forme
nous montre que la première des deux substitutions appliquée à l'équation (E_, ) nous ramènerait à l'équation proposée dans
laquelle z serait remplacée par j-, et la formule (16) montre de
même que la deuxième substitution, appliquée à (E,), nous ramènerait à l'équation proposée dans laquelle :; serait remplacée
Si donc on regarde comme équivalentes deux équations qui se ramènent l'une à l'autre par le changement de z en A:; et qui ont, par conséquent, la même réduite et les mêmes invariants, on voit que les substitutions de Laplace appliquées successivement nous donneront seulement une suite linéaire d'équations
..., (E-O, (E-iX (E), (El), (E,), ...
à indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (Ej) se déduira de l'équation (E/_,) par la première substitution et de l'équation (E/^., ) par la deuxième. Si l'on remplace partout, pour éviter toute confusion, les variables x ely par p et p,, et si l'on se reporte à l'interprétation géométrique de la méthode de Laplace donnée au Chapitre précédent, on reconnaîtra que, (E) étant l'équation relative au svstème conjugué tracé sur la surface (-), (Et) sera l'équation relative au système conjugué tracé sur la surface (S/).
331. Les invariants des équations (E,) se déduisent les uns des autres par l'emploi répété des formules (19) et (24). On trouve ainsi
,.5) p'--^'''-^'--7)^ijr'
' Av+1 = hc.
Ces formules peuvent être résolues par rapport à hi et /./; et
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elles donnent
dx ôy
On pourra d'ailleurs attribuer à l'indice i toutes les valeurs
entières, positives ou négatives; on retrouve, par exemple, les
formules (19) et (24) en faisant t = o et i =^ — i. On pourrait
aussi, au lieu de considérer deux séries de quantités hi et A"/,
introduire seulement les quantités lit. On aurait alors une suite de
quantités
..., /i-2, h-i, h, hi, lii, ...
se déduisant les unes des autres par la formule de récurrence
(27) A,vi + /.,•-! = . A/ --^--^-,
et les invariants de l'équation (E/) seraient ht et hi_\. L'équation (E) fournira donc les deux termes consécutifs Ji et li_\\ et la relation précédente permettra de calculer les autres de proche en proche.
11 est difticile d'obtenir directement l'expression de ht en fonction de h et de /i_( . On peut signaler cependant la relation
( 28) hi+x =-- hi -^h — k— ^ '
dx ùy
qui s'obtient par la combinaison linéaire des équations (2^).
Les formules relatives à la sul^stitution par laquelle on passe de l'équation (E^) à l'équation (E) peuvent être écrites sous une forme où ne figurent plus que les invariants des équations intermédiaires. Si l'on se reporte, en effet, aux équations (18), on reconnaît que le coefficient b de l'équation linéaire demeure toujours le même si l'on applique indéfiniment la première substitution. La formule (16) donnei'a donc, en général,
-- -^ bzi = hi-iZi-i ox
OU
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L'application répétée de cette formule conduit à la suivante
qui détermine z en fonction de z-i et de ses dérivées par rapport à X prises jusqu'à l'ordre i. En opérant de même avec la formule (i5), on obtiendra l'équation
(3o) z, = e-^^<^M, . . . /,,_, ±-^^...! ±{zef<"'>\
ôy hi-i dy h dy ^ ^
qui fait connaître z-i en fonction de ;;.
Il existe, évidemment, des formules analogues relatives à la deuxième substitution; il suffira d'ailleurs, pour les obtenir, d'échanger, dans les formules précédentes, tout ce qui se rapporte aux variables x et y.
332. On peut se proposer un grand nombre de questions différentes au sujet de la suite d'équations linéaires fournie par la méthode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus simples dans lesquels la suite sera périodique. Si Ton veut que toutes les équations de la suite soient identiques, il suffira que l'équation (E, ) soit identique à (E), c'est-à-dire que l'on ait
Aj = h, kl = k.
Les formules (19) nous donneront alors
à^dy
En adoptant pour nouvelles variables x, y des fonctions convenablement choisies de x et de t', on pourra réduire la valeur de h à l'unité (n° 327). L'équation ( E ) aura donc pour forme réduite (n°329)
dx ÔY
On reconnaît, en effet, immédiatement que la méthode de Laplace transforme cette équation en elle-même.
Si l'on veut que les équations (E/) se reproduisent de deux en deux, il suffira que l'équation (E2) soit identique à l'équation (E),
c'est-à-dire que l'on ait
A.2 = h, ki = /c.
On est ainsi conduit au système
1K lll ; ; — O,
ùx ôy
, , d-\o"h %n — ik r — ^ = o,
dx ôy
qui doit déterminer h et k. En ajoutant les deux équations, on
trouve
ù^-\os.hk
ôx dy
= o, hk = XY.
Ici encore, en remplaçant les variables .r, y par des fonctions nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation précédente
à la forme
hk = I ;
tout se réduira donc à l'intégration de l'équation
dx dy \ h
que nous rencontrerons plus tard dans la théorie des surfaces à courbure constante et dans l'étude d'autres questions de Géométrie. Si l'on pose
h = e^, elle prend la forme
(3.) ^=.(ee«e-e,.
333. Nous laisserons de côté, pour le moment, l'étude de cette équation et l'examen des questions analogues que l'on peut se proposer relativement à la suite de Laplace, pour nous attacher surtout au problème le plus important, et rechercher dans quel cas la méthode de Laplace peut donner l'intégrale générale de l'équation linéaire proposée. Cette méthode ramène l'intégration de l'équation proposée à celle de l'une quelconque des équations (E/); il suffira donc que l'on sache intégrer l'une de ces équations. C'est ce qui aura lieu, en particulier, si l'un des deux invariants lii ou
Ai est nul : il importe seulement de bien définir les conditions dans lesquelles la méthode réussira.
Supposons d'abord qu'après avoir appliqué une ou plusieurs fois la première substitution, on rencontre une équation (E/) d'indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne pourra être que l'invariant /«,, puisque l'invariant ki de cette équation est égal, d'après les formules (ao), à l'invariant /*,_, de l'équation précédente (E/_,\ qui, par hypothèse, n'est pas nul. Ecrivons donc
/le = o.
L'application de la méthode de liaplace sera alors arrêtée, et il sera impossible de former l'équation (E/+,): mais l'équation (E,) pourra, nous l'avons vu au n° 326, se mettre sous la forme
et elle admettra l'intégrale première
Y désignant une fonction quelconque de y. Une nouvelle intégration donnera la valeur générale de z-i qui sera
( 32) .-, = e-f"'''y U - y*Y e/«'-0-A'/- ^^\ Cette solution est de la forme
(33) -i^^O^-^f'^'î^dvY
a et ^ étant des fonctions déterminées de x et de ^; X et Y désignent les fonctions arbitraires, qui dépendent respectivement de la seule variable x et de la seule variable y.
De la valeur de Zi on passera à celle de z. Nous avons vu plus haut (n° 331) que z sera une fonction linéaire et homogène de Zi et de ses dérivées par rapport à x jusqu'à l'ordre i. La forme D. - II. 3
générale de la valeur de z sera donc la suivante
(. = a(x../yp.^)
A, A, , . . . , Aj désignant des fonctions déterminées de x et de y. On voit que la fonction arbitraire Y sera engagée en général sous plusieurs signes d'intégration. Si l'on annule cette fonction, on obtiendra la solution
(35) 5 = AX + AiX'-T-...-,-AiX<'',
qui est moins générale, mais où la fonction arbitraire X est dégagée de tout signe d'intégration.
334. Réciproquement, toutes les fois que l'équation linéaire proposée admettra une solution particulière de la forme précédente, l'application répétée de la méthode de Laplace conduira certainement, après des opérations en nombre au plus égal à /, à une équation linéaire dont l'invariant h sera nul. Pour démontrer ce point essentiel, remarquons que, si l'on substitue une expression de z de la forme (35) dans l'équation proposée, elle prend la
forme
II X H- H 1 X' + ... + H;+ 1 X^'+i) = o.
Si l'équation doit être vérifiée, comme nous le supposons, quelle que soit la fonction arbitraire X, il faudra que H, H< , . . . , H/, ) soient nuls. En effet, si ces expressions n'étaient pas toutes nulles, il suffirait d'attribuer ky une valeur arbitraire dans l'équation précédente, pour obtenir une relation linéaire entre la fonction X et ses dérivées : cette fonction ne pourrait donc être choisie arbitraireinent, ce qui est contraire à l'hypothèse.
On calcule aisément les valeurs de H/^, et de H^-. On a
()A/_i , , ^'A,- , dki , dAf ^
ôy dx dy dx ùy
On voit donc que la fonction A, devra satisfaire à réqualion (36) ^V«A, = o.
En outre, si l'on égale à zéro la valeur de H/ en y remplaçant -~ par sa valeur tirée de l'équation précédente, on trouve
Ces points étant établis, appliquons la première substitution, définie par la formule (i 5). On aura
âz -1 = -; az
et, en vertu de la relation (36 ), la valeur de z^ ne contiendra plus les dérivées de X que jusqu'à lordre i—i au plus. D'ailleurs, d'après la formule (87), le coefficient de X^'"'' sera — h A,. Il ne sera donc nul que dans le cas où l'invariant h le sera.
Par conséquent, l'application répétée de la substitution nous conduira à une équation (Ey), d'indice j inférieur à i, pour laquelle l'invariant h sera nul; ou bien nous finirons par obtenir 1 équation (E,) admettant une solution de la forme
Zi=^X\.
La substitution directe montre alors que, pour cette équation aussi, l'invariant h est nul. Donc, dans tous les cas, au bout de i opérations au plus, la méthode de Laplace conduira à une équation intégrât le.
335. En rapprochant les résultats précédents, on peut parvenir à une proposition précise; mais il faut que nous présentions auparavant quelques remarques sur les expressions de la forme
qui contiennent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu'à un ordre déterminé.
Il est évident qu'il est toujours possible de remplacer de telles
expressions par d'autres qui contiennent les dérivées jusqu'à un ordre plus élevé.
Substituons, en effet, à X une expression telle que la suivante
«V, _i_ '3V' __ , ) Y(Li.)
a .Vi -1- p ^v , -1- . . . -t- A A j- ,
oii a, [3, . . . , X désignent des fonctions données de x et X, une fonction arbitraire nouvelle. La fonction U sous sa nouvelle forme contiendra les dérivées de X, jusqu'à l'ordre i -\- pi. Réciproquement, il pourra se faire que le nombre des dérivées puisse être diminué dans U par un choix convenable de la fonction arbitraire. Par exemple, la fonction
peut être ramenée à une forme plus simple, si l'on pose
X-i-X'=Xi
Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang i-\- i par rapport à x^ lorsque l'ordre de la plus haute dérivée de X qu'elle contient est i et lorsqu'il sera impossible de l'amener à une forme dans laquelle figureraient un nombre moindre de dérivées de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas à indiquer ici comment on reconnaît, d'une manière générale, si une fonction U est écrite sous sa forme la plus simple. Cette question, qu'il est aisé de résoudre, ne se présentera pas dans la théorie qui nous occupe.
Nous avons vu que, si Téquation (E/) est la première pour laquelle l'invariant h devienne nul, il existera une solution de l'équation proposée contenant une fonction arbitraire de X et ses dérivées jusqu'à l'ordre i. Je dis que cette solution est irréductible quant au nombre des dérivées et que son rang est bien i-\-\. En d'autres termes, il sera impossible de l'exprimer, ou même de trouver toute autre solution de l'équation, sous une autre forme contenant une fonction arbitraire de X et ses dérivées jusqu'à l'ordre i — u. En effet, si cela était possible, il y aurait, en vertu de la i^éciproque déjà établie, une équation (Ey) d'ordre au plus égal k i — |jl et, par conséquent, certainement inférieur à i pour laquelle l'invariant h serait nul 5 ce qui est contraii-e à l'hypothèse.
Il résulte de là évidemment que, lorsque la première équation pour laquelle l'invariant h s'annule est (E/), toute équation (E/_a) d'indice positif ou négatif admettra une solution de rang k — i par rapport à x.
Les résultats précédents s'appliquent sans modification lorsqu'on emploie la deuxième substitution ; le mode de formation des équations d'indice négatif (E_,), (E_2V ... se ramène en effet à celui des équations à indice positif par l'échange de x et de y. On yoit donc que la suite des équations d'indice négatif cessera d'être illimitée et se terminera à une équation (E_y) pour laquelle l'invariant A- sera nul toutes les fois que l'équation linéaire proposée admettra une intégrale particulière
i; = BY- BiY'-...-ByY'>\
de rang y -}- i par rapport à ->-, et vice versa.
336. Les développements précédents permettent de former très aisément les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut fournir l'intégrale générale. Supposons, par exemple, que l'on veuille obtenir toutes les équations admettant une solution de rang i -{- i par rapport à x, c'est-à-dire pour lesquelles la suite des équations d'indice positif se termine à (E/). On choisira arbitrairement ai et bi', l'équation
ni= a, bi — Ci = o
Ox
déterminera ensuite c/. La valeur de l'intégrale générale sera donnée par la formule (Sa); les relations (26) feront ensuite connaître de proche en proche les invariants h et k des équations (E/_,), . . ., (E). D'après l'application répétée de deux des formules (18), on aura
l b = bi,
J a = ai-+- —log{hhi . . . ^,_,).
La valeur connue de l'un des invariants h ou A" permettra ensuite de calculer c. On aura, par exemple,
(39) k = j-^ — abi — c.
38 LIVRE IV. — Cil A P. II.
On pourra même obtenir, sous forme développée, la valeur générale de z. Il suffira d'employer la formule (29), ce qui donnera
(40) . = e-/''-. i. . j^ ... '±uu^n,^^.
h ûx Al <Jx hi^i ^^ l \ J '^ / J
Si on laisse de côté l'intégrale e~-^*«^'-^ qui représente le facteur arbitraire par lequel on peut multiplier z-, cette formule ne contient que les invariants et la fonction 9 dont la valeur est
et qui peut, elle-même, être regardée comme un invariant; car on a
(^MogO dbi dai
àx dy dy ôx
= /q — hi — hi^i.
L'application de la seconde formule (38) nous fournit encore la valeur suivante de 9
(42) 0 = J'"i^-h'iy hh^ . . . h._^^
et cette relation permettra de calculer 9 quand l'équation sera donnée. Pour obtenir la partie de l'intégrale générale qui dépend de X, il suffira de remplacer Y par zéro.
337. Il n'y a donc, on le voit, aucune difficulté à former l'ensemble des équations linéaires dont la méthode de Laplace fournit l'intégrale générale, après des opérations dont on peut fixer le nombre à l'avance. Proposons-nous maintenant de déterminer, parmi toutes ces équations, celles pour lesquelles la suite de Laplace se termine dans les deux sens et qui admettent, par conséquent, une solution générale de la forme
5 = AX + A,X' -^ . . . + A^-X''' + B Y -+-... -i- By Y^^'',
entièrement débarrassée de tout signe d'intégration.
L'expression précédente est de rang î + i par rapport à ;r et de rang j + i par rapport à y. La somme i + / sera appelée le nombre caractéristique de l'équation. Il est aisé de voir qu'il ne change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si l'on passe de l'équation (E) à (E^), par exemple, le nombre i aura
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diminué de h unités, mais le nombre y aura augmenté de la même quantité (n° 33o) j la somme de ces deux nombres n'aura donc pas changé. D'après cela, si l'on considère l'équation (E/) de rang t, pour laquelle l'invariant h est nul et qui est de la forme
tout se réduira à exprimer qu'elle admet une solution de rang i par rapport à J7 et de rang i—j-r-i par rapport à y. Posons, pour abréger, n = 'H- y et faisons la substitution
l'équation se ramènera à la forme
a désignant une fonction de x et de^. En intégrant, on aura
(44) ^ - aY„ 6 =/='^ 1 <^' - '^'
Yi désignant une fonction arbitraire àe v et X une fonction arbitraire de X. La question à résoudre sera ramenée à la suivante :
Exprimer que l'équation (44) admet une solution de la forme
(45) e = X-^BY — B,Y'— ...— B„Y'«\
oii B, B|, . . ., B„ sont des fonctions déterminées de x et de y et X, Y des fonctions arbitraires de x et de y respectivement.
En substituant l'expression précédente dans l'équation (44) 6t en donnant à x une valeur numérique quelconque, on reconnaît immédiatement que les deux fonctions arbitraires Y et Y, doivent être liées l'une à l'autre par une relation de la forme
(46) y,^XY--X,Y'--...-X„^,Y
X, ).,, . . ., X/+I désignant des fonctions de y parfaitement déterminées. Si l'on remplace 0 et Y, par leurs valeurs dans l'équation
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(44)^ on devra donc avoir
(47) |;(BY--B,Y' + ...-i-B„Y("') = a(ÀY+X,Y'+...+ À„^,Y"'+")'
et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que les coefficients de Y et des dérivées Y''^ soient égaux dans les deux membres. En égalant ces coefficients, on obtient ainsi le système
L'élimination des quantités B montre que a devra satisfaire à l'équation
(49) ^'^^ - ;j^ (^>^i) + ;p («>^2) -...+ (- t)"+i jj;j^, (aX„^,) == o,
qui est linéaire et d'ordre n + i par rapport à a, tous les coefficients étant des fonctions dejK- On aura ensuite les valeurs
dB.
= aÀ,
dy
dBi
= aXi,
Ty
àB„
1 r^ aÀ„,
dy
aX„+i
aX„ —
aXi-
xX.)H-
(-0"^(aX„+i),
qui permettront d'écrire l'expression de 9.
D'après la méthode précédente, on voit que, pour résoudre complètement le problème proposé, il suffira de choisir arbitrairement /z + 2 fonctions de y \, Aj-- ••, ^vz+i, d'intégrer ensuite l'équation linéaire du « + i''""^ ordre à une sevde variable indépendante (49)) ce qui donnera a et permettra déformer l'éqviation (E,). Les formules (48) et (45) donneront ensuite l'intégrale générale de cette équation, et l'application répétée des substitutions de Laplace permettra de former par voie de récurrence l'équation
(E), ainsi que son intégrale générale. Mais cette solution, qui se présente ainsi de prime abord, peut être notablement simplifiée et perfectionnée.
338. Il faut d'abord lever une objection qui se présente immédiatement. L'expression obtenue pour l'intégrale générale serat-elle irréductible quant au nombre des dérivées de la fonction arbitraire Y, et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de la fonction Y, réduire ces dérivées à un moindre nombre? Il est aisé de reconnaître que cela aura lieu dans certains cas et de donner un caractère précis permettant de distinguer les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale générale sera bien réellement de rang n -\- i par rapport à y.
Nous rappellerons d'abord une identité empruntée aux deux théories voisines de l'équation adjointe et des conditions dintégrabilité des expressions différentielles. Si l'on définit les fonctions nouvelles de r, a, u.,, . . ., [t-n+t pai" l'identité
SJJLOi -^ [Xj (!>' — [Xj w" — . . . — ÎX„^| to'""'"*'
V dy Or- ôy"-^^
OÙ U) désigne une fonction de forme quelconque, on aura aussi
/ ).w — À, lù' — À, lo" -^ . . . — À„+i a>^''-+-*'
et, par conséquent, les fonctions À pourront s'exprimer au mojen des fonctions u.. On aura, par exemple,
(53 > ' ày ' dyn^^
Ainsi, les fonctions u. pouiront être choisies arbitrairement; on en déduira ensuite les fonctions A par l'emploi de l'identité (02).
Ces points étant rappelés, si l'on se reporte à l'équation (49)5 on voit qu'elle prend la forme
( 54 ) (xa -T- ;xi a' -T- . . . -4- jx„^ , ctn+>' = o,
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et, par suite, l'équation à laquelle doit satisfaire a, considérée comme fonction de y, est une équation linéaire quelconque d'ordre /i + i . Cet ordre ne s'abaissera dans aucun cas; car, en
vertu des formules (4<^) et (53), pi.„^, est égal au signe près à — -
et ne peut s'annuler qu'avec B^. Si l'on prend pour a une solution quelconque de l'équation ( 54), on déterminera les fonctions \ par l'identité (Sa), puis les B par les formules (48); et l'on aura, en substituant dans la formule (45), l'intégrale générale, qui contiendra la fonction Y et ses dérivées jusqu'à l'ordre n.
Le résultat des raisonnements précédents se traduit par les deux propositions suivantes.
Si l'intégrale générale est de rang n -\- \ ou de rang inférieur par rapport à y, a, considérée comme fonction de y, satisfera à une équation linéaire d'ordre n+i dont tous les coefficients seront des fonctions de y.
Inversement, si a, considérée comme fonction de y, satisfait à une équation linéaire d'ordre n-{- \ et dont les coefficients sont des fonctions dey, l'intégrale générale sera au plus de rang n + i par rapport à y.
En rapprochant ces deux propositions, on obtient évidemment le théorème suivant :
Pour que V équation linéaire
Ox \a. ây I
admette une solution de rang n -\- i par rapport à y, c'està-dire pour que sa solution générale soit de la forme
0 = X ^ BY -h BiY' +. . .-^ B„Y'«'
et ne puisse pas être mise sous une forme analogue où il y aurait moins de dérivées de la fonction arbitraire de y^ il faut et il suffit que a, considérée comme fonction de y, satisfasse à une équation linéaire d'ordre n -4- \ dont les coefficients soient des fonctions de y et ne satisfasse pas à une équation linéaire semblable, mais d'ordre moindre.
D'après cela, si l'on désigne par Y,, Yo, . . . , Y„+i n-{- i solu-
lions particulières quelconques de l'équation à laquelle satisfait a, on devra prendre
a = YjXi — ^ jXi — . . — ^ „-^i \„+i,
X,, Xo, . . . , Xrt^i désignant des fonctions de x qui seront assujetties à la seule condition d'être linéairement indépendantes, afin que a, considérée comme fonction de j', ne satisfasse pas à une équation d'ordre inférieur à /i -h i .
Si l'on se donne a priori les solutions 1; ,, ^2 ^«+i , on
pourra déterminer les fonctions ix par les équations
jjlYi -f- (Xj Y', — . . . = o.
[zY.^ a,Y;^...= o,
et la solution complète du problème n'exigera plus aucune intégration. Mais nous allons voir que l'on peut présenter celte solution sous une forme beaucoup plus élégante et plus commode pour les applications.
Reprenons l'identité (47) et désignons par j),, r
y^^^^ p _f- I solutions particulières distinctes de l'équation linéaire
(55) ÀY - À, Y' --. . .- X^^iY-^^' = o;
T, , . . . , J'n+i seront des fonctions de y dont le déterminant
I ri yt ••• Vn+i
\rr y-r ••• y.?u
ne sera pas nul.
L'équation (47) devant avoir lieu pour toutes les formes possibles de la fonction arbitraire Y, remplaçons-y 1 par l'une quelconque Vi des solutions particulières précédentes. Nous aurons
^(B^V-- B, vi-. . .-B„yf) = o,
et, par suite, en intégrant
Xi désignant une fonction de la seule variable x. En attribuant à i toutes les valeurs i, 2, ..., /iH- i , on obtient ainsi n-r- i équations différentes d'où l'on pourra tirer les valeurs de B, B<, . . ., B„. Porter ces valeurs dans la formule (45) qui donne 8, c'est éliminer B, B), . . . , B„ entre les équations précédentes et la suivante
0 = BY-hBiY'-f...-4-B„Y'"' + X.
On est ainsi conduit à la valeur suivante de B
.Ti
Xn + \ J'«4-t J'/j+i
yT
A étant le déterminant déjà défini par l'équation (")()). De la valeur de 0 on déduit celle de 5/
(58 his)
MH,
M désignant une fonction déterminée de x et àç, y dont la valeur ne joue aucun rôle dans la théorie.
Il est aisé de vérifier que la valeur précédente de B satisfait bien à l'équation (44)
;[XY^XiY'
oij l'on a remplacé Y< par sa valeur (46)? et de déterminer l'expression de a au moyen des fonctions xt, yi. La valeur de 0, ordonnée suivant les fonctions X et x/, est évidemment de la forme
UiX^-
Uii+\ 3P,i-\-lt
les coefficients ut contenant la fonction Y et ses dérivées. D'après l'expression (58) de cette fonction sous forme de déterminant, on reconnaît immédiatement que l'on a
0 = X — xi
pour
\ = yi.
Il suit de là que la dérivée sera nulle toutes les fois que l'on remplacera Y par jk/, et, comme elle est linéaire par rapport à \
et à ses n
premières dérivées, on aura Y Y'
yi y'i ••• y
dy ^
Jn+l
^ désignant une fonction qui ne contiendra plus Y. Le déterminant qui figure dans l'équation précédente est évidemment proportionnel au premier membre de l'équation (55); et, par suite, l'équation précédente est bien équivalente à l'équation (09) qu'il s'agissait d'établir, Quant à la valeur de a, on l'obtiendra, par exemple, en égalant les coefficients de la dérivée Y^""^'^ dans les deux membres de l'équation (Sg), ce qui donnera
( — rV'->
aà.
yi
yt
yi
^n-t-i yii-i-i y» -ri
S'il j avait une relation linéaire quelconque entre les fonctions Xi^ a considérée comme fonction de y satisferait à une équation linéaire d'ordre inférieur à /i-i- i. Ainsi les fonctions x, doivent être indépendantes au même titre que les fonctions yi.
340. La solution que nous venons de donner offre ce grand avantage qu'elle permet de former non seulement l'équation (E/), mais encore toutes celles d'indice moindre et, en particulier, l'équation primitive (E). Il résulte en effet de la formule (29) que la valeur de ;;, satisfaisant à l'équation (E), sera de la forme
Ox
Ox-
0' Zi _
iJXi '
et, d'autre part, nous savons que cette solution z sera de rang i -j- I par rapport à j: et de rang j +1 par rapport à y, c'està-dire qu'elle sera aussi de la forme
L'expression de :; résulte aisément, on va le voir, du rapprochement de ces deux formules.
LIVRE IV
Cil A P. II.
Si l'on se reporte en effet aux équations (58) et (58 bis)^ on reconnaît immédiatement que zi s'annule toutes les fois que l'on y attribue à X et à Y les valeurs suivantes
p désignant un des nombres i, 2, . . ., /^ + i . Il en sera de même, évidemment, pour toutes les dérivées de Zi et, par suite, pour z qui est une fonction linéaire de ces dérivées. On aura donc, quel que soit l'indice p,
'P^p-T- Pl^/,-
lix^i'-
ijy\P = o.
Les équations ainsi obtenues déterminent les rapports mutuels de
,, v, v,, •••i^j et conduisent à l'expression suivante de z
yn+l yn+\
N étant une fonction que l'on peut choisir arbitrairement et dont la valeur n'a aucune influence sur les invariants de (E) (').
Il est intéressant de vérifier directement que la valeur précédente de z satisfait, quelles que soient les fonctions X, Y, à une équation linéaire du second ordre. On y parvient aisément de la manière suivante.
(') Nous avons admis dans le texte que les équations
déterminent les rapports mutuels des coefficients jâ,,, y,.. On pourrait objecter que, pour certaines formes des fonctions X)^, y,,, ces équations deviendront indéterminées. Si on les résout suivant la méthode ordinaire, on trouvera, en désignant par A le déterminant qui figure dans l'expression de z,
dA dY
dA dA Nous verrons plus loin, au n° 342, que les deux déterminants -tt-—,—-—- ne sont
jamais nuls tant que les fonctions x et les fonctions y sont linéairement indépendantes. Cette hypothèse étant ici réalisée, les équations considérées ne seront jamais indéterminées.
Si l'on differentie l'équation (62), on aura successivement
ox ôx ' dx Ox ^
ôy dy dy' ' dy ' '" '■'
dx ôy dx dy dy dx Oy " ' àx
Il suit de là que l'expression
ô-z _ ô Iqo: 3,- dz d loiTYy ^^ dx dy dy dx àx dy
ne contiendra les dérivées de X et de Y que jusqu'aux ordres / et j respectivement. D'ailleurs elle s'annule, comme z, pour
X = Xp, Y = y p.
Elle est donc proportionnelle à z, et l'on a
d^ _ d\0^^ dz _ ^OgYy dz _ .
^ ~*^ dxdy dy ax àx dy ~ '"''
8 étant une fonction déterminée de x et de y. On peut l'obtenir comme il suit.
Si, dans l'expression de :;, on attribue à X la valeur i et à Y la valeur o, on trouve ;> :=:^ j^. Si Ton fait de même X = o, Y = i , on trouve 5 = V. Les deux fonctions ^ et y sont donc des solutions particulières de l'équation précédente. En les substituant dans l'équation à la place de z, on aura deux relations dont chacune suffira à déterminer 0.
En résumé, voici le résultat auquel on parvient : si l'on veut obtenir toutes les équations linéaires pour lesquelles la suite de Laplace est limitée dans les deux sens et se compose de m équations, on choisira m couples de fonctions j:^, yp, les fonctions a^p ne dépendant que de a: et les fonctions jp ne contenant que y, de telle manière qu'il n'y ait aucune relation linéaire à coefficients constants, soit entre les fonctions Xp, soit entre les fonctions j-„. Les différentes équations qui composent alors la suite de Laplace
sont celles qui admellent les intégrales générales suivantes
•• yf
Xo
. xf
•• ff
•^ ni
•^ ni
y II)
y'ni '•
yU) J ni
la somme i -{- j étant égale à m — i et M désignant une fonction déterminée, dont la valeur n'a aucune importance, au point de vue auquel nous nous plaçons, puisqu'elle n'influe pas sur les invariants de chaque équation. Comme on peut donner à i les valeurs o, i, ..., m — I, la suite de Laplace se composera de m équations.
Le cas le plus simple est celui où l'on a //z = i . Alors on peut écrire
z = M ou plus simplement
La suite de Laplace se compose d'une seule équation pour laquelle les invariants sont nuls.
Puis vient le cas où l'on a deux équations admettant respectivement les intégrales générales
et ainsi de suite.
•2^1 7i y\ xi j2 y'ï
341. Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions semblables à celle qui est donnée par la formule (65), mais les fonctions Xi, ainsi que les fonctions j/j, pourront ne plus être linéairement indépendantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques propriétés très simples des expressions ainsi définies.
D'abord, il est clair que le facteur M seul est changé si l'on combine linéairement les couples (^/, yi), c'est-à-dire si l'on effectue une même substitution linéaire sur les xi et sur les yi.
Il en est de même si l'on multiplie toutes les fonctions xi par
une même fonclion de jc, et toutes les fonctions )/ par une même fonction dey, car on reconnaîtra par un calcul facile que, si l'on remplace JCi par CiXi, X par pX, ji par vyi et Y par tY, o désignant une fonction de :c et 7 une fonction de r, le déterminant se reproduit multiplié par p'"*"' 7J^* .
Il en est encore de même si l'ou effectue un changement des variables indépendantes en remplaçant x par une fonction de x et r par une fonclion de y.
En combinant les deux dernières propriétés, on reconnaît que, par un simple changement de notations, on pourra toujours réduire l'un des couples (xi, y,) au couple simple (i, i). De plus,
si l'on prend comme nouvelles variables x et ^' les rapports — > -^ et que Ton réduise le couple (j*,, i, ) à l'unité, le second
couple sera réduit à (x, r).
Supposons maintenant quil v ait des relations linéaires, soit entre les fonctions Xi, soit entre les fonctions y/. Par des combinaisons linéaires des couples, on pourra réduire à zéro autant de fonctions Xi qu'il y a de relations linéaires distinctes entre ces fonctions. On aura ainsi des couples
pour lesquels les fonctions j\, j'a+ir -.., J'm seront linéairement indépendantes; car, s'il en était autrement, Tun des couples précédents serait une combinaison linéaire de tous les autres et l'expression considérée serait nulle.
Considérons maintenant les relations linéaires entre les fonctions ri ; d'après la remarque que nous venons de faire, elles contiennent toutes au moins lune des fonctions ji, j'2, ..., l'^-i et l'on peut, par conséquent, en combinant linéairement les x — i premiers couples entre eux et avec les suivants, ramener ces relations à la forme simple
Après cette double transformation, il nous reste donc 3 — r couples
pour lesquels les fonctions xi et les fonctions i'^ sont linéairement indépendantes; puis les couples
(iTp, o), (^p+i, o), ..., (Xa-i, o).
et
pour lesquels une des fonctions est nulle, les autres étant linéairement indépendantes et, de plus, n'étant liées par aucune relation linéaire avec les fonctions correspondantes des |^ — i premiers couples. Nous allons voir qu'on peut faire disparaître les couples des deux derniers groupes par les transformations que nous avons déjà signalées.
Considérons, par exemple, le couple (o, y ni)- Si l'on multiplie
toutes les fonctions j^/^par^, ce couple se réduira à (o, i) et
J fil
l'expression considérée prendra la forme
x^ a", . . . x'I' jKi 7i ... T
dans laquelle la dernière ligne a un seul élément différent de zéro ; elle se réduit donc à une expression analogue dans laquelle Y est remplacée par Y' et y^ par y\. Les nouvelles fonctions x^ sont égales aux anciennes ; quant aux nouvelles fonctions jka? elles sont respectivement égales aux dérivées des anciennes divisées par y ni. En d'autres termes, chaque couple ancien (.ta, y^) est
remplacé par Xk, ( -^ ) • Il ne peut évidemment exister aucune relation linéaire entre les fonctions ( -=— ) : sans cela, il y aurait
une relation analogue entre les yk et ym- L'application de la méthode ne sera donc pas arrêtée, et l'on pourra faire disparaître successivement tous les couples pour lesquels une des fondions est nulle. Si l'on remarque que la suppression de chaque couple {o,yh) diminue d'une unité l'ordre des dérivées de la fonction arbitraire de j', on peut énoncer la proposition suivante :
Une expression de la forme {Q^), en apparence de rang / -f- i par rapport à jc ety" + i par rapport k y, dans laquelle les couples
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sont linéairement indépendants, sans qu'il en soit de même des fonctions xi et yi considérées séparément, peut toujours être réduite à une expression de même forme dans laquelle toutes les fonctions :r/ et j), sont linéairement indépendantes, et dans laquelle le nombre des couples est diminué du nombre total des relations linéaires distinctes qui existent entre les fonctions Xi et les fonctions yi, considérées séparément; d'après les résultats de ce Chapitre, l'expression ainsi obtenue est irréductible, de sorte qu'elle sera, par rapport à x, d'un rang égal au nombre i -\- i diminué du Qombre total des relations linéaires entre les fonctions j-p et, par rapport à y, d'un rang égal à y -i- i diminué du nombre des relations linéaires entre les fonctions Xp.
On voit qu'en dehors du cas, que nous avons signalé en premier lieu, où l'un des couples serait une combinaison linéaire des autres couples, l'expression sera encore identiquement nulle s'il y a entre les fonctions d'une variable, par exemple entre les fonctions Xp^ des relations linéaires en nombre supérieur au rang apparent J +i de l'expression par rapport à la variable dont ne dépendent pas les fonctions considérées.
342. Nous examinerons enfin une dernière question relative aux expressions définies par la formule (65). Supposons une telle expression réduite à sa forme la plus simple, c'est-à-dire à la forme dans laquelle les fonctions Xp et les fonctions j'^ ne sont liées par aucune relation linéaire, et cherchons quelle valeur il faut attribuer aux fonctions arbitraires X, \ pour que l'expression s'annule. Nous allons montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple (X, Y) est une combinaison linéaire des couples [xp, yp). Cette proposition est évidente pour les fonctions à un seul couple
Il suffira donc de montrer que, si elle est établie pour les expressions km — i couples, elle est vraie aussi pour les fonctions à m couples.
Les coefficients de X^' et de Y'-/^ dans l'expression (65) ne sont pas nuls; car, si l'on y regarde le couple (j:,, Ti) comme tenant lieu du couple (X, Y) des fonctions arbitraires, ils peuvent être
considérés comme des expressions formées avec m — i couples (x2, yi)i •••, {Xjii-i Vm) pour lesquels les fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes; et, d'ailleurs, le couple (x,, /< ) n'est dans aucun cas une combinaison linéaire des précédents. Par suite, si l'expression (65) est nulle pour un système de valeurs attribuées à X et à Y, on pourra déterminer des coefficients Jinis ).,, . • ., X/o lels que l'on ait
JS. — /^ 1 •* 1 r- ... -1- A ni '^ /Il >
Différentions toutes ces équations, sauf la i + l'^ue^ p^j, rapport à x; nous aurons
■^'^^••- ^'"^:Ï"~"' •■■' ^ dx^ ■''"' dx ""'
c est-à-dire i +y + i ou m équations a m inconnues — -> . . ., -^•
Le déterminant de ces équations, qui est le coefficient de X''^ dans l'expression (65), n'est pas nul d'après une remarque déjà faite. On a donc
dx ~ ^ ' ' ' dx
et, par suite, les coefficients 1^ ne dépendent pas de x. On établirait de même qu'ils sont indépendants de y; ils se réduisent donc à des constantes, et la proposition que nous avions en vue est ainsi établie.
343. Les résultats donnés dans ce Chapitre ont été exposés à plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier, dans le cours de i883. Nous avons été conduit à traiter de la méthode
de Laplace par l'étude approfondie du théorème de Géométrie donné au n° 322 [p. i6]. Mais nous devons signaler ici un travail très important, présenté en 1870 à l'A-cadémie des Sciences par M. Moutard ('). Dans la seconde Partie de son Mémoire, cet habile géomètre avait traité et résolu précisément la question que nous avons étudiée dans ce Chapitre; et il avait formé toutes les équations linéaires dont l'intégrale s'obtient sans signe de quadrature. Malheureusement, l'extrait qui a paru aux Comptes rendus ne donne aucune indication ni sur la méthode suivie par M. Moutard, ni sur la forme définitive donnée à la solution. Le Mémoire original a disparu en 1871, dans les incendies de la Commune ; et. dans la rédaction nouvelle qu'il a publiée d'une partie de ses recherches au XLV*^ Cahier du Journal de V Ecole Polytechnique, M. Moutard a traité seulement les équations de la forme
dx dv
sur lesquelles nous reviendrons plus loin.
(') Ce Mémoire, portant pour titre Recherches sur les équations au-x dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes, a été présenté le 18 avril 1870. Un extrait en figure au Compte rendu de la séance de ce jour, t. LXX, p. 834. Un Rapport fait sur le Mémoire par M. Bertrand se trouve à la page 1068 du même tome.
CHAPITRE m
l'équatiojv b'euleii et de poisson.
Indications historiques. — Forme réduite de l'équation à étudier. — Cas particulier où les deux constantes p, P' qui y figurent deviennent égales; formes diverses de l'équation. — Solutions particulières homogènes ou entières. — Solutions particulières qui sont le produit d'une fonction de x par une fonction de y. — Invariants de l'équation. — Propriété fondamentale relative aux substitutions linéaires; cas 'particulier où p, p' sont égaux. — Application de la méthode de Laplace. — Recherche directe de l'intégrale dans le cas où la méthode de Laplace peut fournir cette intégrale. — Étude du cas où la suite de Laplace relative à l'équation est illimitée dans les deux sens; on peut raramener p et p' à être compris entre zéro et i. — Intégrale de Poisson et de M. Appell. — Cas limite où l'on a p -j- p' = i. — Indication d'un problème de Géométrie, déjà étudié au tome I, qui se ramène à l'intégration de l'équation
344. Avant de continuer l'exposition des théories générales, nous allons faire l'application des propositions déjà obtenues à une équation remarquable, que nous rencontrerons d'ailleurs dans l'étude de plusieurs questions de Géométrie.
Cette équation est la suivante
, , d-z n dz m ôz p
ô.t- ôy X — y Ox X — y Oy {x — y)^ ~ '
OÙ m, /2, p désignent trois constantes auxquelles on peut attribuer des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus générale, elle a été traitée par Laplace dans le Mémoire que nous avons cité au n° 325 [p. 22]. Le cas particulier où m est égal à n s'était déjà présenté dans les recherches d'Euler relatives à la propagation du Son. Le grand géomètre a étudié ce cas particulier sous toutes ses formes dans le t. III de son Calcul intégral (Chap. III, IV et V de la seconde Section) ; il a montré que la solution la plus générale de l'équation peut être obtenue, sans qu'il y ait une intégrale première, toutes les fois que, p étant ramené à zéro par une transfor-
l'équation u'euler et de poisson. 55
malion que nous allons indiquer, la valeur commune de m et de n est un nombre entier; et il a donné cette solution générale sous une forme développée qui était alors tout à fait nouvelle dans la Science et qui contenait les dérivées des fonctions arbitraires jusqu'à un ordre quelconque. D'autres travaux très importants, que nous aurons l'occasion de citer, ont pour objet, soit l'équation générale, soit le cas particulier où ni est égal à n. De toutes les équations que nous aurions pu choisir, il n'en est aucune dont l'étude présente plus d'intérêt et puisse fournir autant d'indications précieuses sur l'intégration des équations linéaires les plus générales.
34o. Si Ton effectue la substitution
(2) z = yx-y)^^, on obtiendra pour 8 l'équation suivante
' Ox of X — y Ox X — y Oy {x — y)^
où l'on a
(4) m' ^ m -h 7.. /i'=rt-^a, />' = /)-+- a- -r- a (/?i -f- « — i).
L'équation (3) est de même forme que la proposée, mais on peut disposer de a, ce qui permet de la simplifier. Par exemple, il existe en général deux valeurs de a pour lesquelles le terme en H disparaîtra. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, nous borner à considérer l'équation
d'-z p' dz , .3 dz _
ôxdy X — y àJi^ J" — y ^y
débarrassée du terme en z. Nous l'appellerons l'équation E(P, ^') et nous désignerons par la notation Z(^, ^') une quelconque de ses solutions.
Il résulte des formules (4) que, si l'on pose
l'équation en 8 sera
,., (^20 I — 3 ()0 1-3' dO
dxOy X — y Ox X — V Oy
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Celle équalioa est de même forme que l'équalion (E), mais [i el [i' y sonl remplacés respectivement par i — |3' et i — [i. En faisant -jsage de la notation indiquée plus haut, on peut dire que l'on a
Cette pi'opriété si simple joue un rôle important dans l'étude de l'équation,
346. Si l'on applique à l'équation (E) la substitution générale définie par la formule (2), elle prend la forme (3), m', n', p' ajanl les valeurs particulières suivantes :
On peut donc disposer de a de manière à faire disparaître soit le terme en -^ , soit le terme en -^ • On ne peut les faire disparaître simultanément que si l'on a
P - P'- Supposons cette condition vérifiée. En efTecluant la substitution
on obtiendra pour 0 l'équation
ox dy {x — jk)'
en sorte que, si l'on désigne par Zp une solution quelconque de cette équation, on aura
c'est-à-dire que l'on obtiendra toutes les solutions de l'équation (e) en multipliant par (.r — y)^ toutes les solutions de l'équation
Par des changements de variables que l'on apercevra facilement, l'équation (e) peut se mettre sous l'une des formes suivantes
à- z 0.111 dz ôx- X dx
— x"^ ùy^ dx-
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qui ont été données par Euler et qui la rapprochent de Téqualion de Riccati.
347. Revenons à l'équation générale E(P, ^'); on peut obtenir, et de différentes manières, un grand nombre d'intégrales particulières de celte équation. Cherchons, par exemple, les intégrales homogènes en v et j*. Si Ion pose
on sera conduit, par la substitution de la valeur de z dans l'équation (E), à la relation
(12) «(i — Ot-'CO-^ [' — >■- 3 -d — À --3')«]5'(/)-^).?'ç(/)=.o.
C'est, avec des notations différentes, l'équation différentielle à laquelle satisfait la série hvpergéométrique. On peut prendre pour c deux quelconques des intégrales particulières de cette équation, par exemple les deux suivantes
qui conduisent aux valeurs suivantes de z :
Quelques-unes de ces solutions jouent, comme nous le verrons plus loin, un rôle important dans la recherche de l'intégrale générale de l'équation.
Si l'on donne à A une valeur entière et positive, la première solution
devient un polynôme homogène et entier de degré a. On voit donc que l'équation proposée admet une infinité de solutions entières.
348. On peut aussi, en suivant une méthode très usitée en PJivsique mathématique, chercher si l'équation proposée admet des sokitions qui soient le produit d'une fonction X de .r par une fonction Y de j\ Si l'on substitue à la place de z le produit XY, on obtient la relation
(^— jk)X'Y'— 3'X'Y -f- !3XY'= o, à laquelle on peut donner la forme suivante :
SX S'Y
La valeur commune des deux membres ne peut être qu'une constante; on aura donc
pX S'Y
ce qui donne, en intégrant et négligeant les constantes qui entrent en facteur,
X^(^ — a)-i^ Y = (jK-a)-?'.
Ainsi, quelle que soit la constante a,
sera une solution particulière de l'équation proposée. Si l'on applique la proposition énoncée à la fin du n*' 3io, on verra qu'il en est de même de
(i5) (j_-.r)i-p-ri'(^ — a)P'-i(j_a)?-i.
349. Le calcul des invariants h et k de l'équation n'offre aucune difficulté. On a
(16) A^f---^\ ,= lilzzl}.
Ces valeurs si simples mettent sur la voie de la plus importante des propriétés de l'équation E((3, [5').
Nous avons vu en effet au n° 327 que, si l'on effectue sur les variables indépendantes la substitution
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les nouvelles valeurs h\ k' des invariants sont
Il suit de là, et de la valeur particulière que prennent ici h et A", que ces invariants conserveront la même valeur lorsqu'on eflectuera sur x et sur y une même substitution linéaire, d'ailleurs quelconque. Par conséquent, si o(x, y) désigne une solution quelconque de l'équation E(^, ,3'), la fonction
/cx-i-d c Y — d\ • \ax -^ o a y -r- » /
où les constantes a, b, c, d ont des valeurs quelconques, sera une solution d'une équation linéaire ayant les mêmes invariants. On retrouvera donc une solution de l'équation proposée (n** 328) en multipliant l'expression précédente par une fonction déterminée, la même pour toutes les solutions. ^ oici comment on peut obtenir ce multiplicateur.
Considérons la solution particulière déjà donnée au numéro précédent
Si Ion effeclue sur x et sur > une même substitution linéaire définie par les constantes a, 6, c, d^ elle prend la forme
A(aa:-H b)-^(ay — 6)+?'(j- — % )-^iy — i')-?',
A étant une constante et a' étant définie par la relation
ct! -^ d
ax — b
11 suit de là qu'on retrouve une solution de l'équation proposée multipliée par le facteur ( ax H- b)'^?{ay -f- b^t"' : et Ion est ainsi conduit à la proposition suivante, qu'il est aisé d'ailleurs de confirmer par un calcul direct et rigoureux.
Si Von a obtenu une solution quelconque de l'équation E(^, ^'), on pourra en déduire la solution plus
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générale
' \ax -r b ay ^ h 1 ' ^ --^ ' a, b, c, d désignant des constantes quelconques.
Ce résultat est dû à M. Appell, qui l'a établi dans une Note élégante consacrée à l'étude de l'équation E([3, '^') (<). Nous l'avions obtenu d'abord pour le cas particulier de l'équation E( [3, [3) (-) oii il revêt une forme particulièrement simple, et voici comment nous y avons été conduit.
Reprenons la forme (e) de cette équation que nous écrirons ainsi :
ù^-z dx dy
dx dy -- m{\ — m )
dxôy •" 'i^x — yy^
Le premier membre demeure invariable lorsqu'on remplace x et j' respectivement par des fonctions quelconques de ces variables. Quant au second membre, il contient le facteur
dx dy
{x — yY'
qui est le carré de l'élément linéaire d'une sphère [1, p. 3o] ; et il demeure invariable (n" 21) lorsqu'on effectue sur x et sur y une même substitution linéaire. Donc, de toute solution de l'équation (e), on peut déduire une infinité de solutions nouvelles, en effectuant sur les variables x et y une même substitution linéaire quelconcjue.
350. Voici une première conséquence de ces propositions. Si l'on différentie la solution générale (17) par rapport à Tune quelconque des constantes «, ^, c, d et si, après les différentiations, on attribue à ces constantes les valeurs o, i, 1,0, on obtient des
(') Appkll, Sur une équation linéaire aux dérivées partielles {Bulletin des Sciences mathématiques, 2' série, t. VI, p. 3i4j 1882).
( = ) Darboux, Sur une équation linéaire aux dérivées partielles {Comptes rendus, t. XCV, p. 69; juillet 1882).
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combinaisons linéaires des trois expressions suivantes :
.' ; Oo drs do dz>
l Ox -^ dv ^ r y / .
Ainsi, lorsqu'on aura une solution quelconque de l'équation E(^, ^'), on en déduira des solutions nouvelles en opérant sur cette solution au moyen des symboles
âx dy dx dy
ari -1 _ yî_î _ 3j: ^ 3' y.
dx -^ dy ^ ^ -^
Pour le cas de l'équation (e), le dernier symbole se réduit à
la forme simple '
jpî yî ■.
dx -^ dy
Si l'on emploie la notion si importante des transformations infinitésimales due à M. Lie, on pourra dire que l'équation E(,3, p') admet trois transformations infinitésimales. Cette propriété a d'ailleurs été signalée par M. Lie.
351. Proposons-nous maintenant d'appliquer à l'équation considérée la méthode de Laplace. Les valeurs des invariants h et /»• ont été déjà données au n" 34-9; et l'on reconnaît aisément, en commençant les calculs, que les invariants hi et A/ de l'équation (E/) sont de la forme
ix — v)- (X—V)-
\i et B/ désignant des constantes. Les formules (25) du n'^ 331 nous donnent ici
Ces relations de récurrence conduisent, par un calcul facile,
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aux valeurs générales de A/ et de B/; on trouve ainsi
Ai= i2— (A — B-t- i}i-~A,
B, rr= i2-^(A - B— l)f -t-B,
OU, en remplaçant A et B par leurs valeurs,
Si aucun des nombres [i, p' n'est un entier réel, la suite de Laplace sera illimitée dans les deux sens. Pour qu'elle soit limitée dans un sens, il suffira que l'un des nombres soit entier. Par exemple, pour que la suite soit limitée du côté des indices positifs, il faudra (n" 333) que l'un des nombres
soit un entier positif ou nul; pour qu'elle le soit du côté des indices négatifs, il faudra que l'un des nombres
soit un entier nul ou négatif. La suite ne peut donc être limitée dans les deux sens que si les deux nombres [^, ^' sont des entiers de même signe, la valeur zéro n'étant exclue pour aucun d'eux. Dans ce cas, l'intégrale générale s'obtiendra sans aucun signe de quadrature; c'est ce que l'on vérifie aisément de la manière suivante.
Reprenons léqualion E([^, [^'), écrite sous la forme
d^z dz dz
^ ^ ' ùxdy ^ dx ' df '
et différentions-la par rapport à x, par exemple. Elle devient
âz . .
Cette relation exprime que y- satisfait à l'équation E((3 + i, [i').
Si nous employons la notation proposée au n'^ 3i5, nous aurons
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donc
et l'on Irouverait de même
L'emploi répété de ces denx formules conduit à la suivante
qui les contient toutes les deux. Nous allons déduire les conséquences de ces diverses relations; mais, auparavant, il est indispensable de présenter les remarques suivantes.
Considérons, pour fixer les idées, la formule (21); elle nous
apprend que, si z est une solution de l'équation E(^, ^'), -- sera
une solution de l'équation E(^ -^ i, ,3'). Mais on n'a pas le droit de conclure qu'en prenant les dérivées par rapport à j:* de toutes les solutions de l'équation £(^3, ^S'), on aura toutes les solutions de l'équation E^S H- 1, ,3'). Pour décider ce point essentiel, il suffira évidemment de chercher si, étant donnée une solution r, de l'équation E(,3 -j- i, ^'), on peut toujours en déduire une solution ;; de £(^3, ^3') par la formule
Portons cette valeur de — dans l'équation E(,3, ^'), elle prendra la forme
et elle fournira — tant que 3 ne sera pas nul. On aura
fjy 1 l l
dz _'^' T — V dzi
et, par suite
dz = z, d:r -. ^z,-"^ ^] dy.
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Le second membre est une différentielle cxacLe, en vertu de l'équation E(,3 -f-i, [i') à laquelle satisfait ;:,. En l'intégrant, on en déduira la valeur de z.
Ainsi, ia/iù que [i sera différent de zéro, la formule (21), appliquée aux différentes solutions de E(iB, [3'), donnera toutes les solutions de E(|3-hi, 3); Gt, par conséquent, l'intégrale générale de cette dernière équation pourra se déduire de celle
deE{f.,^J).
11 est aisé de reconnaître que, si ,3 est nul, la proposition cesse d'être exacte; car la valeur générale de .z est alors
Z ( o, ^' ) = r.X (jK — X )-?' dx nr- Y
et la dérivation par rapport à x élimine la fonction arbitraire Y. La proposition que nous avons établie s'étend naturellement à la formule (a^), par l'échange àa x et de j^; et, par suite, elle nous conduit, relativement à Téquation générale (aS), à la conclusion suivante :
La formule (aS) permet de déduire V intégrale générale de Inéquation E(,3-|-/;^, [i' + zi) de celle de Véquation E(|j, |^') toutes les fois qu^aucun des nombres
iJ, 1^ -r I, . . ., ^ — //^ I,
jj , p -T- I , . . • ) p "'~ ''■ — 1
n'est égal à zéro.
3o3. Faisons, en particulier, ^o = 1 , ^' = i et remplaçons m, n par m — \ , n — i . La formule (^3) nous donnera
et il suffira de remplacer Z(i,i) par sa valeur la plus générale pour obtenir l'intégrale générale de E(/??, /i). Or l'équation E(i , i)
<)- z àz ôz
•^ dx ily dx'^ ôy '^
s'intègre immédiatement et nous donne
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X désignant une fonction de x et \ une fonction de y. On aura donc, pour l'intégrale générale de E(/?i, n), la formule élégante
Le développement du second membre donnera une expression de rang m par rapport à j" et de rang n par rapport à y, ce qui est conforme à la théorie développée dans le Chapitre précédent.
Supposons maintenant que ^ et ^' soient des entiers négatifs : si nous faisons usage de la formule (6) démontrée au n° 345, nous pourrons donner à l'équation (28) la forme nouvelle
OU, en remplaçant ,3, ^', /«, /j respectivement par i — 3'. i — 3. /?. /??,
Si l'on fait dans cette équation 3 = ,3' = o, on est conduit à la formule
(•26 ) Z{—m, — n) = {x — yyn+u^i — ( : ),
qui donne l'intégrale générale de l'équation E( — m, — n).
On peut enfin obtenir l'intégrale générale lorsque la suite de Laplace est limitée d'un seul côté, c est-à-dire toutes les fois que l'un des nombres ^, ^' est entier. Supposons, par exemple, ^ égal à un entier positif/??. On aura
L'équation E(i, ^') avant sou invariant h égal à zéro, on déterminera sans difficulté son intégrale générale Z(i, ^'). En la substituant dans la formule précédente, on trouvera
(27) Z{m, ?') = ^^:^ j (x-y)-?'[\ -J \\x -j)?'-' dr]
D'après la remarque développée plus haut (n° 3o!2), il serait impossible de faire dériver cette intégrale générale de celle de l'équation E(o, ^').
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3o4. Lorsque aucua des nombres ^, '^' n'est un entier réel, la méthode de Laplace associe à l'équation proposée une suite d'équations qui est illimitée dans les deux sens. Il faut alors, pour obtenir l'intégrale générale, employer des méthodes spéciales que nous allons maintenant développer.
Remarquons d'abord que les formules générales (21) et (aa), qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes à la difficulté signalée au n" 352, permettent de ramener l'intégration de l'équation E(,3, ,3') à celle de l'une quelconque des équations
OÙ m et n sont deux entiers quelconques. En disposant convenablement de ces entiers, on ramènera [i et ^', ou leurs parties réelles si ces quantités sont imaginaires, à être comprises entre o et 1. Nous pourrons donc nous contenter, dans la suite, de traiter les équations pour lesquelles les parties réelles de [^ et |i' sont positives et inférieures à l'unité.
Poisson a donné ( ^ ), pour le cas où ^ et ^' sont égaux, une forme générale de l'intégrale, qui contient deux fonctions arbitraires sous des signes d'intégration définie; et M. Appell, dans la Note déjà citée, a étendu cette formule de Poisson au cas où ^ et [3' sont quelconques. Voici comment on est conduit à ces résultats :
Nous avons déjà remarqué au n" 3i8 que l'expression
llix — ay^iy — a)-'^'
est, pour toutes les valeurs des constantes II, «, une solution particulière de l'équation E([i, ^'). Il suit de là que l'intégrale définie
o{u){x— 11)-^ {y — ii)-t>' du,
prise entre deux limites constantes A, B, sera encore une solution; car l'équation E(^, ^') est linéaire, et l'intégrale définie précé-
(' ) Poisson, Mëinoirc sur l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles {Journal de l'École Polytechnique, t. XII, XIX" Cahier, p. 2i5; 1823).
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(lente peul être considérée comme une somme de solutions particulières.
Nous obtenons ainsi une solution qui est assez générale puisqu'il y figure une fonction arbitraire sous le signe de quadrature. Le raisonnement par lequel nous établissons qu'elle satisfait à l'équation cesserait d'être applicable si l'une des limites constantes A, B entre lesquelles elle est prise était remplacée par une fonction de X et de y. Le résultat subsiste cependant, et l'intégrale définie ne cesse pas de satisfaire à l'équation, si l'on substitue à une de ces limites A, B, soit x^ soit y. Voici comment on peut le reconnaître a priori.
Supposons, pour fixer les idées, que 3 et ,3' soient des nombres réels et impairs, c'est-à-dire que, réduits à leur plus simple expression, ils soient de la forme — Admettons que les limites
constantes A, B comprennent x dans leur intervalle et que y soit supérieur à la plus grande. Décomposons l'intégrale prise de A à B en deux parties, l'une prise de A à x, l'autre de .c à B. L'une de' ces parties sera réelle, l'autre imaginaire; elles devront donc, prises séparément, vérifier l'une et l'autre l'équation proposée. C'est ce que nous confirmerons tout à l'heure par un calcul direct où nous prendrons les précautions nécessaires pour calculer les dérivées de l'intégrale définie.
Nous adopterons dans la suite les limites y et x^ ce qui donnera
I ^{u){u — x)-P(y — u)-?' du.
A ce premier terme on peut ajouter le suivant. Nous avons vu a»i n° 34o que
est toujours une solution de l'équation E(^, ^'). Si l'on prend pour. Z(i — 3', I — ,3 ) la valeur
1^ 'h(u)(u — x)?'-Ur—ii>?-^du.
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on irouvera la nouvelle solution
de l'équation proposée. En réunissant les deux termes ainsi obtenus, on aura pour Z(^, |5') la formule générale
qui contient deux fonctions arbitraires distinctes.
Pour vérifier que cette intégrale satisfait effeclivemenl à l'équation proposée, il suffira de la transformer comme il suit.
Posons
u — x(i — t ) -t- yt,
l'intégrale prendra la forme
où les limites variables des quadratures sont remplacées par les constantes o et i . On peut maintenant calculer sans difficulté les dérivées successives de z et les substituer dans l'équation proposée; on reconnaîtra que cette équation est vérifiée. Il est permis, d'après les remarques précédentes, de se contenter de vérifier un seul des deux termes. Si nous nous bornons au second, nous trouverons, pour le résultat de la substitution,
■i et 3' étant positifs, ce résultat est évidemment nul.
3o5. Dans le cas exceptionnel où l'on a
les deux termes de l'intégrale se ramènent l'un à Taulre, et la va-
l'éqvatiox d'euler et de poisson. r>9
leur de Z(,3, ,3') se réduit à la suivante
f io-^'l)t-?(i~t)?-i (It,
qui ne contient en réalité qu'une seule fonction arbitraire s — -l.
Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on opérera de la manière suivante.
Posons
et remplaçons es et 6 respectivement par f — ^^ f -r f'> puis développons Z(^, 3') en conservant seulement les termes qui ne s'annulent pas pour 3=0. On obtient ainsi la formule
qui a été déjà donnée par Poisson, dans le Mémoire cité plus haut, pour le cas spécial où Ton a 3 = -•
3o(). La méthode par laquelle Poisson a obtenu lintégrale générale de l'équation E(^, ^), ainsi que celle que nous avons suivie, laissent prise à des objections évidentes. Bien que la formule générale (28) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne permet d'affirmer qu'elle donnera toutes les intégrales de l'équation proposée. Si l'on remplace, par exemple, les limites .r et r des deux intégrales de la formule par des constantes a et b, n'aura-l-on pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui sont données par la formule primitive? Nous allons montrer dans le Chapitre suivant que l'on peut faire disparaître toutes ces difficultés, et confirmer la généralité de l'intégrale, par l'étude approfondie d'une idée de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre, nous rappellerons que déjà, dans un problème de Géométrie, nous avons rencontré un cas particulier de l'équation E(3, ^). Au n° 162 [I, p. 242] nous avons ramené la détermination des surfaces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes
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de courbure un sYStènie de coniques homofocales à l'inlégralion de l'équation aux dérivées partielles
Celte équation n'est autre que E( — ? — -]• Son intégrale
générale se déduit de celle de l'équation E( -?- U qui, comme
nous venons de le rappeler, a été donnée par Poisson. Cette intégrale est assez compliquée ; mais il résulte des propriétés que nous avons données aux n"** 347 et 348 que l'on pourra obtenir un nombre illimité de solutions algébriques.
Si l'on choisit, par exemple, la solution particulière
on retrouve les surfaces du second degré; si l'on prend la solution encore plus simple
on obtient la surface remarquable de quatrième classe que nous avons étudiée au n° 159 [I, p. 235].
CHAPITRE IV
Défînition de l'équation linéaire adjointe à une équation linéaire donnée. — Cas particulier du second ordre; relation entre une intégrale double et une intégrale curviligne. — Méthode de Riemann: détermination d'une solution de l'équation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie. — Double forme de l'intégrale générale. — La fonction u{x, y; x^, y^) peut être définie, soit comme solution de l'équation adjointe, soit comme solution de l'équation proposée. — Détermination effective de la fonction u relative à l'équation E(^, ^'). — La formule de Poisson, généralisée par M. Appell, donne effectivement l'intégrale générale de la même équation. — Démonstration générale de l'existence de la fonction u sur laquelle repose la méthode de Riemann.
— Relation entre les invariants dune équation linéaire et ceux de son adjointe.
— Les suites de Laplace relatives aux deux équations. — Quand l'une des équations s'intègre par l'application de la méthode de Laplace, il en est de même de l'autre.
3o7. Étant donnée une expression différentielle
(i) oix, r. y. ..., r'^h,
contenant une variable x, une fonction )- de x et ses dérivées jusqu'à l'ordre «, on sait que l'équation
. ^ do d (rH d'- [do .
(^> ^-di[dy)^dx^\dy}-----''
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ^ soit la dérivée d'une autre fonction •!/ contenant, en même temps que la variable indépendantes, la fonction >• et ses n — i premières dérivées. De même, si l'on considère une expression
/ ôz àz fPz d'-z <r-z \
contenant deux variables indépendantes, une fonction c de ces variables et ses dérivées partielles jusqu'à un ordre quelconque /?,
ôz
ôx ^àz ] à y
ôx-^ 1
/ ôo -
' ôo ^ ôx-^
dx ÔY , ô'^ z " \ ô ^
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l'équalion
exprime la condition nécessaire et suflîsante pour que es puisse prendre la forme
ÔM c)N ôx oy
M et N étant des fonctions de x^ de j', de z et de ses dérivées partielles jusqu'à un ordre que l'on peut toujours réduire à n ou à n — I .
D'après cela, considérons une équation linéaire quelconque d'ordre n
Ôi+''Z
ôx^ ôy''^
Si l'on multiplie le premier membre par une indéterminée a et si l'on écrit ensuite que la condition (4) est vérifiée, on aura l'équation linéaire
qui définira u. Nous dirons que cette équation est Vadjointe de la proposée, pour rappeler l'analogie qu'elle présente avec l'équalion toute semblable considérée par Lagrange dans le cas d'une seule variable indépendante.
Quelles que soient les fonctions z et m, une suite d'intégrations par parties conduit facilement à l'identité
^ ,,, , ÔM r;N
(6) u,iz)-^zi,iu)=-^^-^,
où M et ]N ont les valeurs suivantes
/ , ôz ô{kiQu) I dz i d{knu) ,
) ôx ôx 'A Ôy % ôy
^'^ K, , , dz ô(Ao->u) I , ôz ^ d(Xuii) ,
N = Aoi zu-{- Ao2 u-, -^ +-Aiia- z 1 >
\ " ôy ôy 2 ôx 2 ôx
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el dépendent de :;:, de u et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — i. Il importe toutefois de remarquer que les expressions de M et de N ne sont pas complètement déterminées. Le second membre de l'identité (6) ne change pas, en effet, si Ton remplace M et N respectivement par
Or djc
et l'on pourra prendre pour H une fonction linéaire de :-, de u et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre n — 2, sans changer la forme générale des valeurs de M et de N.
On déduira facilement de l'identité (6) que la relation entre les deux équations en z- et en u est réciproque, c'est-à-dire que chacune de ces équations est r adjointe de l'autre. Mais nous omettrons ici le raisonnement très simple par lequel on est conduit à ce résultat essentiel, parce que nous aurons à le présenter sans modification, au Chapitre suivant, dans l'étude de l'équation adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la conséquence suivante, qui joue un rôle essentiel dans la théorie (').
(•) Pour établir liiienlité (6) dans toute sa généralité, on peut emplojer le
calcul élémentaire suivant :
On sait que Tcxpression
fjjc Oj:'
est la dérivée exacte dune fonction de a, de v et de leurs dérivées jusqu'à
l'ordre f — i, dont nous omettrons, pour abréger, lexpression développée. Si
d^ V Ton remplace v par -r-^> on aura donc
P contenant les dérivées de u et de t^ jusqu'à l'ordre i-f-/. — 1. Changeons dancette équation u en v, x en y, i en /■ : nous aurons
r>>* u à^ ^ _ dQ
ox'Oy* dJc' dy^ Oy
et la combinaison de ces deux équations nous donnera l'identité plus générale
Considérons l'inlégralc double
clenduc à une aire plane (A) que nous supposerons simpiemenl connexe et limitée par un contour (S); cette intégrale double aura la même valeur que l'intégral» simple
fiMdj — Ndx),
étendue à tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On aura donc l'équation
qui est tout à fait équivalente à l'identité (G). On reconnaît ici que l'indétermination signalée plus haut pour les valeurs de M et de N n'a plus aucun effet sur l'équation précédente; car, si l'on
remplace M et N par leurs valeurs les plus générales M4-— ^
N — -;- j le second membre s'accroît de l'intégrale
ôx "
qui est évidemment nulle toutes les fois que 8 est une fonction uniforme et finie à l'intérieur de l'aire (A).
P cl Q contenant les dérivées de u et de v jusqu'à l'ordre i -\- k — i. Or on a
et il suffit de faire usage de l'identité (a), où l'on remplacera u par A^^i/ et v par z, pour reconnaître que le terme général du second membre, et par suite le second membre tout entier, peut se mettre sous la forme
dx dy où M et N contiennent les dérivées de ^ et de m jusqu'à l'ordre n — i.
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358. L'équation adjointe à une équation linéaire donnée s'est présentée pour la première fois dans un Mémoire de Riemann relatif à la propagation du Son (*). M. P. du Bois-Reymond, qui déjà dans un Ouvrage (-) sur les équations aux dérivées partielles, avait, à juste titre, appelé l'attention des géomètres sur le Mémoire de Riemann. est depuis revenu sur ce sujet dans un court article publié à Tubingue (^), Dans ce qui va suivre, nous traiterons seulement de l'équation
d^z dz ,dz
^ ^ dx dy dx dj
déjà étudiée dans les Chapitres précédents; nous donnerons les résultats de Riemann et nous indiquerons les conséquences que l'on peut en déduire. On a alors
(lO)
'<^> = êi-
dz , dz
— a b- cz,
dx dy
du , du [ -""Tx-^dy^K'
da
~ dx
M = auz-
1 / dz du\
db\
N = buz
I / dz du
■2 \ dx " dx /
Voici l'usage que Riemann fait de l'équation (8).
Supposons que l'on ait pris pour z et pour u respectivement des intégrales quelconques de Téqualion proposée et de son adjointe. On aura
et le premier membre de l'équation (8) sera toujours nul. Celte
(') RiEMAXx, Ueber die Forlpjlanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite {Abhandlungen der K. Gesellscliaft der Wissenschaften zu Gottingen, t. VIII, i86o, et Gesammelte Werke, p. i45)-
(') P. DU Bois-Reymoxd, Beitràge zur Interprétation der partiellen Differentialgleichungen mit drei Variabeln, p. aôo. Leipzig, 1864.
(*) P. Df Bois-Reymoxd. Ueber ein in der Théorie der linearen partiellen Differentialgleichungen auftretendes wolstàndiges Differential. {Mathematisch-natunvissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben von D' O. Boklen. Tubingue, t. I, p. 34; i883.)
équation nous donnera donc
(II
Soit A un point quelconque du plan {Jlg. 25) et B'C une courbe tracée arbitrairement dans ce plan. Menons par A des droites AB et AC parallèles aux axes jusqu'à la rencontre de la courbe, et supposons que les intégrales ^, a, aussi bien que les
Fis. 25
coefficients de l'équation proposée et leurs dérivées, soient finies et continues à l'intérieur de l'aire ABC. On pourra appliquer l'équation (ii) au contour AGBÂ, ce qui donnera
(12) / Mdy-^ (Mdy — Ndx)— N dx = o.
Si l'on se reporte aux valeurs de M et de N, on peut écrire
J"n d:c -- y" [A ^1£-) dx -^(^- bu^ dcc\ .
Si donc on désigne, d'une manière générale, par C2p la valeur d'une fonction 'o au point P, on aura
J M dy
{uz)c — (uz)x
r\fôu
au \ dy,
f\ rf^^ (-").■-("--).- _r%(g_,„)rf^.
LA MÉTHODE DE KIEMAXX
Si l'on porte ces valeurs des deux, intégrales dans l'équation précédente (12), on aura
{uz)x = / {^Idy — 1\ dx)
Étudions les diflférents termes du second membre.
Imaginons que l'on se propose, avec Riemann, de déterminer la solution z de l'équation aux dérivées partielles proposée, qui prend des valeurs données, ainsi que l'une de ses deux dérivées, pour tous les points de la courbe B'C. L'équation
dz = -^ dx ^ -^ dr,
àx oy "
appliquée à un déplacement suivant cette courbe, détermine évidemment celle des deux dérivées premières qui n'est pas donnée a priori; nous pouvons donc considérer les deux dérivées de z comme connues en chaque point de la courbe B'C. Il suit de là que, si l'on a choisi la solution u de l'équation adjointe, les trois termes
{uz)b, {uz)c- f (Mdy — 'Sdx),
qui entrent dans le second membre de l'équation (i3), sont parfaitement connus et dépendent seulement des conditions aux limites données pour ^. Si donc on pouvait calculer les deux dernières intégrales qui figurent dans ce second membre, on connaîtrait Zxi c'est-à-dire la valeur de z en un point quelconque du plan. Or ces deux intégrales dépendent en général des valeurs, tout à fait inconnues, que prend la solution cherchée z sur les segments rectilignes AB et AC. Pour que ces valeurs n'interviennent pas, il est nécessaire que la solution u ait été choisie de telle manière que l'on ait
-7 bu = o, en tous les points de AB,
ox
ait I • I . >^
-7 au = o, en tous les points de AL..
djr
Si ces deux conditions peuvent être remplies, l'équation londamentale (i3) se réduira à la suivante
(14) (-)a ^ (Jl^--±ll^ _ f\^cl.-M cly),
qui déterminera la valeur de z pour un point quelconque A du plan, en fonction seulement des conditions aux limites.
Ainsi, pour obtenir V intégrale générale de V équation sous sa forme la plus appropriée aux problèmes de la PJiysique mathématique, il suffit de déterminer une solution u de l'équation adjointe satisfaisant aux deux conditions que nous venons d'énoncer.
Ces conditions peuvent être transformées de la manière suivante.
On doit avoir
du ,
ax
en tous les points de AB; x variant seule sur ce segment, on peut intégrer l'équation précédente, ce qui donne
/ h il.v
pour tous les points M compris entre A et B. De même, la seconde condition peut être remplacée par la suivante
j a fly
U., =z ii^e
pour tous les points M situés sur le segment AC.
On peut toujours réduire la constante «^ à l'unité, de sorte (jue, si l'on désigne par a^o, y a les coordonnées de A, par x, y celles d'un point quelconque, la question est ramenée à déterminer une solution
u{x,y; .ro,7o)
de l'équation adjointe, dépendante de deux paramètres Xq., jKo? se réduisant à l'unité pour x-z=Xq, y=y^.^ prenant la valeur
I hdx I "(ly
e' '■" pour y =yo-, et la valeur e -'" pour x = Xf^.
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Tel est le résultat fondamental établi par Rieraann. Le grand géomètre a pu déterminer la fonction u pour l'équation qu'il avait à traiter et qui n'est autre que l'équation E(^, ,3). Nous allons voir que la détermination de cette fonction peut aussi être faite pour l'équation plus générale E(^, ^'); mais, auparavant, nous allons, en restant dans la théorie générale, ajouter une remarque essentielle aux: résultats que nous venons d'exposer.
3o9. Supposons que la ligne primitive BG se réduise aux deux
Fig. -26.
parallèles aux axes B'D et DC et soient j:, , j-, les coordonnées du point D. On aura ici
(i5) / i^dj; — Mdjr)= Ndx— Mdy.
D'ailleurs on peut écrire
et, par conséquent, On aura de même
^X " '■ ■ = ' ^i^Kv^"') ''■
Si l'on substitue ces valeurs des deux intégrales dans les équa-
lions (i5) et {\/\), on aura
(iG) .,= («.-)o-^( u (I -r- O.j cU -~f^^ a (^ -. «.) dj.
Cette formule s'applique à toute solution 5 de l'équation proposée. Elle offre la plus grande analogie avec l'équation générale (i4)' mais elle s'en distingue par une propriété essentielle. On reconnaît en effet immédiatement qu'il n'est plus nécessaire maintenant de donner l'une des dérivées de z sur le contour C'DB'. La connaissance seule des valeurs de la solution clicrchce svir les droites CD et DB' permet de calculer les deux intégrales que contient la formule précédente et d'obtenir la valeur de cette solution. Il faut cliercher l'origine de ce résultat si intéressant dans cette circonstance que le contour nouveau est formé avec les caractéristiques de l'équation linéaire proposée.
Supposons maintenant que l'on prenne ])0ur z cette solution parliculière
^{^■, yi^i, ri) ■
de l'équation proposée qui se détermine par des conditions toutes pareilles à celles que nous avons indiquées pour w(.r, j-; ûCo^j'q) considérée comme solution de l'équation adjointe. Comme il faut changer le signe des coefficients a et b quand on passe de l'une des équations à l'autre, on voit que cette solution devra se réfluire
-f bd.r
pour y = yi à e '1
pour X =^ Xi à • e .>'i
et, par suite, à i
pour x = Xi, J = JKi.
On aura donc
—^-1-^^ = 0 en tous les points de CD. ôx
dz I • , r.1
-T i- az — o en tous les points de oU,
àf
z = i pour le point D.
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Par conséquent, la formule (16) se réduira ici à la relation
c'est-à-dire
-si^o, yo] xi, yi) = "(^i,7i;a-o,^o)-
Cette égalité contient la proposition suivante.
La solution ui^jc, j-; Xo, yo) de l'équation adjointe que nous avons définie précédemment peut être considérée comme fonction des paramètres x^^ y»] elle est alors une solution de l'équation primitive (où l'on aurait remplacé a:, y par x^, y^) et possède, par rapport à cette équation et aux variables a*o, yoi les propriétés par lesquelles elle a été définie comme fonction des variables x, y et solution de l'équation adjointe. En d'autres termes, la définition de II ne change pas si l'on échange l'équation linéaire et son adjointe à la condition d'échanger les deux systèmes de variables X, y et Xo, yo-
Il suit de là que la détermination de cette fonction
u(x,y; xo, yo)
permettra d'intégrer aussi l'équation adjointe par une formule analogue à celle qui a été donnée plus haut : Vintégration des deux équations linéaires, la proposée et son adjointe, se ramène donc à un seul et même problème, la détermination de la fonction u{x, y; Xo, y^). Cette fonction peut être pleinement définie, soit comme solution de l'équation proposée, soit comme solution de V équation adjointe, par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie.
360. Appliquons cette proposition générale à l'équation E(^. ^') et proposons-nous de définir la fonction u{x^y; ^o>.Xo) relative à cette équation, en la considérant comme une solution de l'équation adjointe assujettie aux conditions que nous avons indiquées. L'équation adjointe est alors
d^u 3' du 3 dM 3 ^ 3'
ox ôy X ^ y ûx x — y ày (x — y)^
Pour faire disparaître le dernier terme, il suffit de poser
et l'on oblieni l'équation
d^v 8 dv S' ôv
^ "" ax ôy X — y ox x — y oy
dont une solution quelconque se représentera, suivant la notation du n° 345, par Z([5', ^). On aura donc
Parmi les solutions particulières Z, il en est d'assez générales que l'on peut faire dériver de celles qui sont homogènes. Nous avons vu au n° 347 que
est une solution de l'équation E([i, [3'). Si l'on échange ^ et [3', l'expression
sera une solution particulière de l'équation (19); elle ne contient qu'une constante \\ mais la proposition du n° 349 permet d'en introduire deux nouvelles. Nous avons vu, en effet, que l'on peut effectuer sur les variables x ç.\. y\^ substitution linéaire
y — jo
à la condition de multiplier par un facteur, qui sera ici l^x~ x^Y^'{y — Xç,Yl>.
En effectuant cette double opération, on obtient la solution plus
générale
V = ^y^-x)\x - ^o)-P'-M7 - ^oH F(- \ ,3, I- P'- X, a), oiî l'on a posé, pour abréger,
(^ — 7o)(r — ^0) Il suffît de multiplier par {y — .r)P+P' pour obtenir enfin la
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valeur suivante de it
, i "^Cro — ^)'-(^o— ar)-P'-^
I x(^-:r)?+?'(r-:ro)-?F(-X,?, ,_3'-X,cr),
qui va nous conduire au résultat cherché.
Nous nous proposons, en effet, de déterminer une solution particulière u de l'équation adjointe, se réduisant pour x = Xq k
J ""^^ • • • / r — X ^ ?' l'intégrale e r» qui a ici pour valeur ( • ~ ) , et se rédui-
sant de même à ( '^"_ ^ ) pour y = j-q. Or si, dans l'expression
précédente de w, on fait x = Xq, y s'annule: la série F se réduit à l'unité, mais il reste le facteur (x^ — x)~^~?' qui annule la fonction u ou la rend infinie, à moins que l'on n'ait
Adoptons cette valeur de X, u prendra la valeur
(sa) u = (y^—xr?{y — x)^?'iy-Xo)-?F(% ?', i, cr);
si l'on fait x = Xo, ou aura
HyF^''-
si l'on fait de même j^ := ^-q, on aura
ff = o, U=[ ;
par conséquent, la valeur (22) de u sera la solution cherchée. Ainsi, appliquée à l'équation E(|3, ^'), la méthode de Riemann réussit pleinement et permet de déterminer les intégrales de l'équation parles conditions aux limites les plus générales. Il suffira de porter la valeur précédente de u dans l'une ou l'autre des équations (i4) ou (16) pour obtenir l'intégrale générale de l'équation. Si l'on emploie, par exemple, la formule (16), la valeur de z se présentera sous la forme suivante
y et cp désignent les deux fonctions arbitraires qui dépendent des valeurs aux limites pour z et la notation Oa,p indique, d'une manière générale, le résultat de la substitution de a, [3 à la place de X et de jK dans la fonction $(x, y).
361. 11 nous reste maintenant à établir un point que nous avons regardé comme essentiel et à montrer que la formule (28) [p. 68] de Poisson et de M. Appell donne effectivement toutes les intégrales de l'équation proposée. Nous présenterons d'abord les remarques suivantes sur cette intégrale.
L'équation E( [3, ^')
d^-z p^ ôz_ _^ dz _
dx dy X — y ùx x — y ôy
a ses coefficients finis et continus tant que x est différent de j^. Si l'on trace {fig- 27) la bissectrice de l'angle yox^ on peut dire que cette droite est une ligne de discontinuité pour l'équation précédente, de sorte que les coefficients de l'équation demeurent toujours finis et continus tant qu'on reste d'un même côté par rapport à cette droite. Examinons ce que devient l'intégrale de Poisson lorsque jK se rapproche de x.
Si l'on se reporte à la forme (29) [p. 68] de cette intégrale, le premier terme du second membre a pour partie principale
Cette valeur approchée peut être regardée comme le premier terme du développement suivant les puissances de {y — x)^ les termes non écrits ayant des degrés supérieurs d'w/i nombre entier à celui du terme conservé.
De même l'expression approchée de la seconde intégrale de la formule (29) [p. 68] sera
H^)j\'^'-\^-t)^-' dt=^^^^p^^x).
Il résulte de là que, pour toute solution donnée par la formule de Poisson, le développement suivant les puissances àe y — x se
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compose de deux séries de termes, les uns de degrés entiers, les autres d'un degré égal à i — ? — ?' augmenté d'un nombre entier; et, en limitant le développement au premier terme de chacune des deux séries, on aura pour l'intégrale l'expression approchée
Cette formule nous indique la voie qu'il faudra suivre pour vérifier que toute solution de l'équation est donnée par la formule de Poisson. On cherchera à établir d'abord que, dans le voisinage de la ligne de discontinuité, la solution considérée est réductible à la forme
La comparaison de cette forme à la précédente fera connaître les fonctions Zi et <!/ qui doivent figurer dans la formule de Poisson ; et il ne restera qu'à vérifier une équation où ne subsistera plus rien d'inconnu.
Appliquons cette méthode à l'intégrale générale, telle qu'elle est donnée par la formule (23). Le troisième terme se déduisant du second par l'échange de x et de j', on peut se contenter de vérifier que les deux premiers termes du second membre sont donnés, l'un et l'autre, par la formule de Poisson.
Pour plus de netteté, nous supposerons que l'on se place audessus de la ligne de discontinuité, comme il est indiqué dans la ^g. 2^ ; Xi, yi étant les coordonnées de D, Xq, Vq celles de A, on aura
a'i< j'o<:»'o<ji:
j^o, j'o sont ici les variables indépendantes.
Le premier terme de l'intégrale (23) est w( J^i, y\ ; x^, y^) multiplié par la constante -x,,^^,- ^^ous avons donc à vérifier d'abord que l'expression
u{x,y: xo,j'o),
considérée comme fonction des variables Xa,yo, vérifie l'équation proposée et, de plus, est donnée par la formule de Poisson. Conformément à la méthode générale que nous venons d'indiquer, il faudra donc obtenir d'abord son expression approchée lorsque Ko — Xq devient infiniment petit. Si l'on se reporte à l'expression
(22) de u et à la définition de t, on voit que l'on aura
I — (7 est donc du même ordre que y^ — Xç,, et l'on est conduit à développer F(j3, ^', i, a-) suivant les puissances de i — a. Pour
Fi g. 27.
cela, nous emprunterons la formule suivante à la théorie de la série hypergéométrique (^) :
Si l'on porte cette valeur de F([3, [^', i, o-) dans la formule (22), on en déduira immédiatement l'expression approchée de u^ lorsque yo se rapproche de x^. Il suffit de réduire les séries F à l'unité et l'on trouve ainsi, pour les deux premiers termes de u^
' {a-, -xY^'iy - a7)P+P'(j - ^0)-?
La comparaison de cette formule avec l'équation (24), où l'on aurait remplacé x et y par ^0 et jKoj nous donne immédiatement
C) FoiV- le Mémoire de M. Goursat, déjà cité [I, p. 188] {Annales de l'École Normale, 1" séi'ie, t. X; 1881).
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les deux fonctions qui doivent Cgurer dans la formule de Poisson. On trouve ainsi
^^^^ iH<^)= A(a — x)-?'(7-ar)^P'(^ — a)-?,
A désignant la constante
_ r(i— 3 — 3')r(^-^3') _ sin3-sin^'Tr
^- r(P)r(i-?)r(^')r(i-^\) ~ 7:sin(p + p')7r*
Si l'on porte ces valeurs de 'f(3t), •}(a) dans la formule de Poisson, on trouve le résultat suivant
u=A{y- a:)pH-?'(j^„- Xo)»-P-?'
et il n'y a plus qu'à vérifier la concordance de cette expression avec celle qui est donnée par la formule (22). La vérification est aisée, si l'on opère de la manière suivante.
Égalons les deux expressions de u : l'équation à vérifier prendra la forme
I (tl — x)-?'(y — ay^iyo— %)?-^ix — Xo)^'-^ dx - k(y - xy-^?-^'{y^-x)^\y - Xo)?
et l'on reconnaît presque immédiatement que les deux termes du second membre ne changent pas de forme si l'on effectue sur a, x, y^ Xq^Yq une même substitution linéaire. Choisissons les coefficients de cette substitution de telle manière que x, jTo, y^ se réduisent respectivement à oc, o, i . Alors y se réduira à —— ^ ' 7 étant le rapport anharmonique déjà défini par la formule (20). Le
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second membre de l'égalité à vérifier deviendra
A f [i — a(i-a)]-|i(i — a)?-ia?'-i^a
— A(i J)i-P-P' f [,_a(i — a)]P'-Mi — a)-p'a-^t/a.
D'après une formule bien connue d'Euler, les deux intégrales précédentes s'expriment au moyen de séries hypergéomélriques et l'on retrouve les deux termes du second membre de l'identité (20). L'égalité que nous avions en vue est donc vérifiée.
Passons maintenant au second terme
.Ta
de l'intégrale de Riemann. Nous avons donné l'expression approchée de w^ yj lorsque ^0 — j^q se rapproche de zéro. Si on la porte dans l'intégrale précédente, on aura de même l'expression approchée de cette intégrale
La comparaison avec la formule (24) donne encore les deux fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. On trouve ainsi
cp(a)--A f '(a-a7)M(ji-^)(7i-a)P'-i/-(^)rf^, (|/(a) = A/ {% — x)~'^'{yi — x)^+^'{yi — y.)-'^f{x)dx,
A étant la constante déjà définie. Il suffit maintenant de vérifier que, en introduisant ces valeurs de «p et de <]> dans l'intégrale de Poisson, on retrouvera le terme
f{x) dx.
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La substitution des valeurs de o(a), ^{^) donne deux termes qui sont, l'un et l'autre, de la forme
On a ici
^i<^o< «<J'o<ri-
Quant à la variable d'intégration x, qui est comprise entre a et j:<, elle peut être, soit plus petite, soit plus grande que Xo- On peut donc décomposer ainsi 1 intégrale précédente
f dx P d.r — / doL V dx.
Pour le premier terme, l'ordre de grandeur des variables sera défini par les inégalités
On pourra donc intervertir l'ordre des intégrations, ce qui donnera
- Ç dx Ç \ d%.
Pour la deuxième, on aura
xi<ix < j-o < 3t < jo < Ji; et, par suite, on pourra la remplacer par la suivante :
' dx I Vd%.
Appliquons ces transformations aux deux termes qui composent l'intégrale de Poisson; nous aurons le résultat suivant :
— A r /(x)(yi-x)dx f *0'o-a)-?'(«-^o) ?(»--P)?^'< ri -=')?'-' ^^
— A ^ /{x){yi—x)dx j (ro- ar?'(2 — ^o> f*(ï -^)?-*(ri — a)?'-* dvi
+ \ f ^ f{x){yo- a:oy-?-?'0-i~ X)?-?' dx T'O-^- 0L)?-i{x - xo)?'-*
x(a — x)-?'(yi~ %)-? di
-A f 'f(x)iyo-Xoy->-rO't - x)P^?' dx f "( Vo- a)?-i (a - xo)?'-'
x(a ~ xy-?'(yi— ■z)-^ dz.
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Le premier et le troisième terme représentent précisément l'expression
^''Jc,y,f{x)dx,
qu'il s'agissait de retrouver. Il suffît, pour le reconnaître, de se reporter à l'expression (27) àe u; quant au deuxième et au quatrième terme, leur somme est nulle, en vertu de l'équation
(ri- ^)^-^-P' / (Jo- arP'(a - :ro)-P(a - ^)?-i(ri - a)?'-i d%
que l'on vérifiera comme il suit. On effectuera sur la variable de la première intégrale la substitution linéaire par laquelle j)^o> ^0, jK,, ^ se changent respectivement en x, j^<, x^^ jKo et l'on retrouvera la seconde intégrale.
363. L'intégrale de Poisson une fois établie d'une manière rigoureuse, on peut, en l'étudiant, obtenir différents résultats qui ont un réel intérêt pour la théorie des équations aux dérivées partielles. Nous signalerons seulement le suivant, que l'on déduit aussi de la formule (28).
La formule de Poisson contient deux fonctions arbitraires C3(a) et 4'(^)- Supposons que l'on connaisse ces fonctions seulement pour les valeurs de a comprises entre les deux constantes a^ et a,; l'intégrale générale ne pourra être déterminée que pour les valeurs de ;r et de y comprises entre ao et a,. Admettons, pour fixer les idées, que l'on ait prisjK supérieur à x. Si l'on construit {Jlg. 2-^) la bissectrice OC'B' de l'angle des axes et les points G', B', d'abscisses ao et a,, la valeur de l'intégrale sera connue pour tous les points du plan compris à l'intérieur et sur les côtés DB', DC du triangle DB'C; mais il sera impossible de la déterminer en dehors de ce triangle.
Nous avons supposé les fonctions cp et 'h déterminées seulement pour l'intervalle (ao, a,). Il est clair qu'on peut les prolonger au dehors de cet intervalle d'une infinité de manières, en s'assujettissant même à conserver la continuité des dérivées jusqu'à un
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ordre quelconque, soit pour a = 7.0, soit pour a= a,. En adop tant ces différents prolongements, on aura différentes intégrales de l'équation proposée qui auront, toutes, les mêmes valeurs à l'intérieur du triangle DB'C, dont les dérivées seront les mêmes jusqu'à un ordre quelconque pour les points de chacun des côtés DB', DC, mais qui différeront à l'extérieur du triangle. Ainsi, une intégrale de l'équation proposée qui est assujettie à prendre des valeurs données sur les côtés DB', DC du triangle DB'C est bien déterminée pour les points placés à l'intérieur de ce triangle; cela résulte de la formule (aS); mais elle ne l'est en aucune manière à l'extérieur du triangle. Elle pourra prendre à l'extérieur une inanité de svstèmes de valeurs que l'on pourra définir d'une manière très générale, en s'assujettissant même à respecter la continuité de -:; et de ses dérivées jusqu'à un ordre quelconque pour tous les points de DB' et de DC. Ce résultat si intéressant tient à ce que les droites DB' et DC sont des caractéristiques. La formule générale de Riemann nous montre en effet que, si, sur toute autre courbe qu'une droite parallèle à l'un des axes, la fonction est donnée ainsi que ses dérivées premières, elle est déterminée par cela même des deux côtés de la courbe.
364. L'étude approfondie que nous avons faite de la méthode de Riemann, dans le cas particulier de l'équation E(3, ,3'), va nous permettre de revenir sur la théorie générale développée dans les n°* 358 et 3o9, et de faire disparaître une objection que l'on peut adresser à cette théorie. La valeur de z donnée par la formule (i4) vérifie, on peut s'en assurer, l'équation aux dérivées partielles (9); elle satisfait également aux conditions aux limites qui ont été posées a priori; mais on peut objecter que l'existence de la fonction a, sur laquelle reposent tous les raisonnements, et que nous avons déterminée dans le cas particulier de l'équation E(^, P'), n'est nullement établie pour les équations les plus générales. On peut lever cette objection, au moins pour le cas très étendu où les coefficients a, b, c de l'équation linéaire sont des fonctions finies et continues, par conséquent développables en séries.
La fonction u, considérée comme solution de l'équation adjointe, doit se réduire, pour y^=yQ^ à une fonction déterminée de x.
/ bdx r adv
e ••" et, pour x=^Xo, à une fonction déterminée dej', e'^yo Ces deux fonctions sont évidemment développables en série suivant les puissances de x — .r,,, y — y^ toutes les fois qu'il en est de même des fonctions a et b. Il suffira donc, pour mettre hors de doute l'existence de la fonction «, d'établir la proposition générale suivante :
Etant donnée l'équation linéaire
, „ ô^z . dz , dz
û.r oy ax ay
dont les coefjicients a, 6, c sont développables en séries ordonnées suivant les puissances entières et positives de x — Xq^ y ■ — ■ l'oi il existe une solution de l'équation aux dérivées partielles, se réduisant, pour y =. y^, à une fonction déterminée 'f{x) de X, développable suivant les puissances de x — Xq, et, pour X = x^, à une fonction ^{y) de y, développable suivant les puissances de y — Vq.
Pour démontrer cette proposition, nous elTectuerons d'abord la substitution
X 1 370 -i ' y I To -I- - >
p et a- étant deux constantes que l'on choisira de telle manière que les développements des fonctions «, 6, c, C5(x), <i'(jK), qui sont ordonnés, après la substitution, suivant les puissances de a: et de r, soient convergents pour toutes les valeurs de ces variables de module inférieur ou égal à V unité. Cela posé, proposons-nous de déterminer toutes les dérivées de la fonction cherchée ;; pour x = y^o.
Puisque z doit se réduire à cp(^) pour j^=(), cette condition déterminera toutes les dérivées de z par rapport à la seule variable X', de même, puisque z doit se réduire à '|(jK) pour ^ = o, on connaîtra toutes les dérivées par rapport à la seule variable jk; enfin, l'équation aux dérivées partielles fera connaître, en fonction des précédentes, toutes les dérivées prises à la fois par rapport à ^ et ày. On peut, avec toutes ces dérivées, former le développement en série de la solution cherchée suivant les puissances de x
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el de y, et tout se réduit à établir que ce développement est convergent; car, s'il en est ainsi, il satisfera évidemment, et aux conditions aux limites, et à l'équation proposée.
Or, les séries qui développent les fonctions a, 6, c, es, 'l étant convergentes dans un cercle de rayon i , il est toujours possible de trouver des constantes M, \, P, H positives et telles que les dérivées d'ordre quelconque de a, b, c, es, -i aient des modules respectivement inférieurs aux dérivées correspondantes des fonctions
Si donc on se propose le problème suivant : « Déterminer une fonction satisfaisant à l'équation
d*-z M ôz \ dz P
dx ôy 1 — X — y Ox I — X — y dy (i — x — ^')-~'
se réduisant, pour ^-^ o, à et, pour j" = o, à », on ob-
tiendra, pour définir cette fonction, une série dont tous les coefficients seront certainement supérieurs à ceux de la série relative à l'équation donnée. 11 suffira donc de démontrer que celte nouvelle série est convergente pour les valeurs de x et de y suffisamment voisines de zéro.
Le nouveau problème auquel nous sommes ainsi conduits est virtuellement résolu dans ce Chapitre; car, si l'on remplace, dans l'équation, x par i — x, elle prend la forme même de l'équation (i) considérée au commencement du Chapitre précédent [p. 54] et peut, par suite, se ramener à l'équation E(3, 3), pour laquelle nous avons résolu le problème proposé. Le résultat, que nous nous contenterons d'indiquer, conduit à une fonction qui est réellement développable en série ('). Il est donc possible de
(') Si l'on augmente les constantes M et N en les amenant à vérifier la relation
si Ton remplace ensuite les deux fonctions > par — — .
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déterminer une solution de l'équation aux dérivées partielles proposée par les conditions aux limites que nous avons indiquées, et d'établir le théorème général sur lequel repose l'existence de la fonction a.
365. Les relations que nous venons d'établir entre une équation linéaire et son adjointe ont un caractère très général; il en est d'autres que nous allons signaler et qui se rapportent au cas où l'une des deux équations peut être intégrée par la méthode de Laplace. Considérons, en même temps que l'équation aux dérivées partielles
dz , dz
^a- ho ^ cz
dx Oy
dx dy
son adjointe
d^z dx dy
dz
dx
dy y 'dx
db \
et proposons-nous d'abord de calculer les valeurs des invariants h et k de cette équation. Si l'on désigne ces valeurs par h' et k' , on trouve
Ainsi les invariants de l'équation adjointe sont égaux à ceux de V équation proposée, mais pris dans un ordre différent.
Il suit de là que, si l'on à h = k, on pourra passer de l'équation à son adjointe par la substitution de \z à z, \ étant une fonction déterminée. C'est ce que l'on vérifie aisément; car, si l'on ramène l'équation linéaire à sa forme réduite, qui est, dans ce cas,
dx dy
on reconnaît immédiatement que l'équation est alors identique à son adjointe.
; ) on peut obtenir, pour la fonction auxiliaire, la forme très simple
xy ~\
où a et [î désignent deux constantes réelles, fonctions de M et de P.
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366. On peut déduire une autre conséquence des relations entre les invariants de l'équation et ceux de son équation adjointe. Désignons par (E) l'équation, par (E') son adjointe et appliquons à l'une et à l'autre la méthode de Laplace. Nous obtiendrons deux suites d'équations
.... (E_,). (E_0, (E), (E,), (E,), ..., .... (E^,). (E'_,), (E'). (Ei), (E,), ....
Or nous avons vu au n" 331 que, si l'on désigne par /<_, et h les invariants A' et h de l'équation (E), ceux de l'équation (E,) seront hi_i et hi, les quantités ht se déterminant au moyen des deux premières, h e\.h_\, par la relation de récurrence
La sjmétrie de cette formule nous permet de reconnaître immédiatement que, si l'on passe de (E) à l'équation adjointe (E'), c'est-à-dire si l'on échange les deux premiers invariants /i_, et /i, au lieu d'obtenir la suite
.... h-3, h-t, h-i, h. A,, hi, ...,
on aura
hi. hi, h. h^i, h-
11 résulte de là que l'équation (E/) aura ses invariants égaux, à l'ordre près, à ceux de l'équation (E^^). Par conséquent, l'adjointe de (E,) sera l'équation (El^) dans laquelle on aura changé z en \z, X dési£;nant une fonction convenablement choisie de x et de y; et, si l'on néglige, comme nous lavons fait jusqu'ici, les changements qui résultent de cette substitution, on pourra dire que (El,) est l'adjointe de i^E/ 1. Cette remarque à peu près évidente conduit aux conséquences suivantes.
Supposons que la première suite se termine dans un sens, dans celui des indices positifs par exemple; soit (E/) la première équation dont l'invariant h est nul; il est clair que, parmi les équations d'indice négatif de la seconde suite, (El, ) sera la première dont l'invariant k sera nul; la seconde suite se terminera donc à (El,). On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Quand l'une des deux suites de Laplace relatives à une équation et à son adjointe se termine dans un sens, l'autre se termine en sens contraire, et après un même nombre d'opérations; si donc la première suite se termine dans les deux sens, il en sera de même de la seconde, et il y aura autant d'équations d'indice positif dans l'une des suites que d'équations d'indice négatif dans l'autre (').
Nous allons nous attacher à cette dernière hypothèse et montrer comment, dans ce cas, on obtient effectivement l'intégrale de l'équation adjointe. Mais, pour résoudre cette question et celle qui la suivra, il est nécessaire que nous donnions des développements étendus sur l'équation adjointe de Lagrange relative à une équation linéaire d'ordre quelconque, mais contenant une seule variable indépendante. Ce sera l'objet du Chapitre suivant. Nous terminerons celui-ci en résumant les relations que nous avons mises en évidence entre une équation et son adjointe.
367. Nous présenterons d'abord quelques remarques sur la notion même d'intégrale générale. Etant donnée une équation aux dérivées partielles, il peut arriver, dans quelques cas spéciaux, que l'on ait des méthodes permettant d'obtenir une formule générale qui donne toutes les solutions de l'équation. C'est ainsi que, si l'on a à intégrer l'équation élémentaire
dx dy
on est assuré que toutes les solutions seront fournies par la formule
Plus généralement, si la méthode de Laplace, appliquée à ces équations linéaires que nous avons étudiées dans les Chapitres
(•) Un jeune géomètre, M. II. Liouville, qui a été conduit par ses recherches personnelles à la considération de l'équation adjointe, a établi ce théorème, comme nous le faisons ici, par l'emploi de nos invariants h et k. {Voir le Mémoire Sur les formes intégrables des équations linéaires du second ordre inséré au LVP Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, p. 6; 1887.)
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précédents, permet d'intégrer l'une des équations de la suite, la formule à laquelle on est conduit, et dont nous avons indiqué la forme, représente effectivement la solution générale de l'équation considérée. Mais il existe d'autres raojens, plus ou moins indirects, de parvenir à des formules générales qui représentent des solutions d'une équation aux dérivées partielles; tel est celui que nous avons employé, par exemple, pour obtenir la formule de Poisson généralisée par M. Appell. A quel caractère pourra-t-on reconnaître que de telles formules fournissent l'intégrale générale de l'équation considérée? Ampère, dans le célèbre Mémoire inséré aux XVIP et XVIIP Cahiers du Journal de V École Polytechnique ('), a adopté la règle suivante :
« Pour qu'une intégrale soit générale, il faut qu'il n'en résulte, entre les variables que l'on considère et leurs dérivées à l'infini, que les relations exprimées par l'équation donnée et par le> équations qu on en déduit en la différentiant (-). »
Celte intéressante définition porte la marque de l'esprit philosophique de son illustre auteur; on pourrait la justifier en s'appuvant sur les travaux ultérieurs de Cauchj; mais il vaut mieux, nous semble-t-il, déduire de ces travaux une définition nouvelle de l'intégrale générale. Si nous supposons, par exemple, que l'équation aux dérivées partielles soit du second ordre et à deux variables indépendantes, Cauchy a montré que, sous certaines conditions de continuité qu'il est inutile de rappeler ici, il existe une intégrale de l'équation, déterminée par la condition de prendre des valeurs données à l'avance, ainsi que l'une de ses dérivées premières, pour toutes les valeurs de x et de j' liées par une relation donnée ou, si l'on veut, représentées géométriquement par tous les points d'une courbe analytique plane. Cette importante proposition, que nous avons déjà rappelée [I, p. 388], conduit par
( ' ) Ampkre, Considérations générales sur les intégrales des équations aux différentielles partielles, lu à llnslitut le ii janvier i8i4 {Journal de l'École Polytechnique, WII* Cahier, p. 5 jg.)
ÀMPtRE, Mémoire contenant l'application de la théorie exposée dans le XVII' Cahier du Journal de l'École Polj'lechnique à l'intégration des équations aux différentielles partielles du premier et du second ordre {Journal de l'Ecole Polytechnique, WIIl" Cahier, p. i; 1820).
(») Journal de l'École Polytechnique, XVII' Cahier, p. 55o.
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une voie naturelle à une définition nouvelle et rationnelle de l'intégrale générale : pour qu'une formule obtenue par une voie quelconque représente l'intégrale générale, il suffira évidemment que l'on puisse disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou constantes en nombre illimité, de manière à retrouver les solutions dont les théorèmes de Cauchy nous démontrent l'existence, c'està-dire de manière à attribuer à la fonction inconnue et à l'une de ses dérivées premières des valeurs se succédant suivant une loi quelconque, donnée à l'avance, pour tous les points d'une courbe. Il pourra arriver, sans doute, que la formule obtenue laisse échapper certaines solutions exceptionnelles : cette circonstance se présente déjà pour les équations différentielles à une seule variable indépendante qui peuvent avoir des solutions singulières dans certains cas exceptionnels. Il pourra arriver aussi que la solution obtenue ne convienne que pour les valeurs de x et de y représentées géométriquement dans une région déterminée du plan; plusieurs formules pourront être nécessaires pour représenter l'ensemble des intégrales. Le critérium qui se déduit immédiatement des résidtats de Cauchy est précisément le moyen le plus sûr que nous ayons de reconnaître, dans les cas difficiles, le degré de généralité que présente une intégrale donnée a priori.
Appliquons ces remarques aux relations que nous avons établies entre une équation linéaire et son adjointe. Toutes les fois que l'une des deux équations s'intégrera directement, c'est-à-dire par l'application de la méthode de Laplace, il en sera de même de l'autre. D'ailleurs, lorsqu'on aura obtenu par un procédé quelconque l'intégrale générale de l'une des équations, on pourra déterminer la fonction u de Riemann et, par suite, intégrer aussi l'autre équation. Nous pouvons donc, en tenant compte des remarques précédentes, énoncer d'une manière générale la proposition suivante :
Etant données une équation linéaire et son adjointe, l'intégration par un procédé quelconque de l'une des deux équations entraine comme conséquence celle de l'autre équation.
LIVRE IV. — CHAP. V. — LEQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE
CH^^ITRE V.
l'équation adjointe de LAGRANGE et les ÉQUATro:\S LI>"ÉAIRES d'ordre impair ÉQUIVALENTES A LEUR ADJOINTE.
Définition de l'équation adjointe à une équation linéaire donnée, à une seule variable indépendante. — Relation de réciprocité entre les deux équations; chacune d'elles est l'adjointe de l'autre. — Relations entre deux systèmes fondamentaux d'intégrales se rapportant respectivement aux deux équations. — Intégration d'une équation linéaire avec second membre par l'application des propositions établies. — Forme remarquable que l'on peut donner aux premiers membres de deux équations linéaires adjointes l'une à l'autre. — Équations linéaires d'ordre impair équivalentes à leur adjointe. — Propriété caractéristique; le premier membre devient une dérivée exacte après sa multiplication par la fonction inconnue. — Etude de l'intégrale du second degré. — Relations quadratiques entre les intégrales particulières et leurs dérivées de même ordre. — Expression sans aucun signe de quadrature du sj'stème le plus généial de solutions particulières d'une équation linéaire d'ordre impair équivalente à son adjointe. — Formation de toutes les équations d'ordre impair équivalentes à leur adjointe.
Étant donnée l'équation linéaire du /i"''™^ ordre
(i) y( H 1 = À II — Xi II' — ).♦ it' -^ . . . — X„ a'"' = o,
où A, ).i, '/.-, A„ désignent des fonctions quelconques d'une
variable indépendante x, proposons-nous de déterminer toutes les fonctions v de x, telles que le produit
devienne la dérivée exacte d'une fonction linéaire de ii et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i . Une suite d'intégrations par parties conduit à la formule
lvf{u)dx
r^ ddii') ,„ ,d"-UlnC)']
L dx <ir«-i J
,r d\,i-) ,rf"-'(X„p)i
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Si donc on définit les fonctions nouvelles |jl, |j.,, . , . , ^-n et le polynôme ^(t^) par la relation
(3) . dil^v) (P(l,v) ^ d"a„v)
' dx dx-^ •••-^\ ) ^j^.n '
il faudra que l'on ait
Car il n'existe, évidemment, aucune fonction de u et de ses dérivées dont la dérivé^ puisse se réduire à u g[ç)^ lorsque g{v) est différent de zéro. L'équation (4) a été considérée pour la première fois par Lagrange M : on l'appelle aujourd'hui l'acZ/'om^e de la proposée-, nous dirons aussi que g{v) est le polynôme adjoint à /(li)- On voit que toute solution particulière de l'équation adjointe fournit une intégrale première de l'équation proposée sous la forme
(5) W{u, i>) ^ const., OÙ l'on a posé, pour abréger,
dx
" L^'^^- dx ^■■
dn-Hl„ç)l ' dx'^-^
Si l'on adopte les notations précédentes, l'équation (i) s'écrit comme il suit
(;) J[^-A^) - « ffi^)] dx = ^F(«, o;
et, par suite, le binôme vf{u) — u g{v) est une dérivée exacte pour toutes les formes possibles données aux fonctions u et v (-).
(') Lagrange, Solution de différents problèmes de Calcul intégral {Miscellanea Taurinensia, t. III; 1762-1765. Œuvres complètes, t. I; p. 47i)-
(") La forme bilinéaire ^'{u, v) se prcîsenle au début des belles recherches de M. Halphen sur les équations linéaires. Voir en particulier le Mémoire sur un problème concernant les équations différentielles linéaires {Journal de M. Jordan, t. I, p. 11; i885). Olto Hesse l'a aussi considérée dans un Mémoire que nous citerons plus loin.
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369. Réciproquement, étant donnée la fonction linéaire f{u) de u et de ses dérivées jusqu'à l'ordre /?, si l'on se propose de déterminer une fonction semblable o(m) par la condition que
soit une dérivée exactje pour toutes les formes possibles de u et de (', on devra avoir nécessairement
Ecrivons, en effet, l'équation
[p/(k)— Mç(f)]rfj-^To(«,^-).
qui exprime la propriété par laquelle on veut déterminer '^(m); si on la retranche de l'équation i "j), on aura
et, comme il n'existe aucune fonction de u et de ses dérivées dont
la dérivée contienne u seulement, il faudra nécessairement que
l'on ait
Si l'on applique la proposition précédente à l'équation (-), en remarquant quey(a) et g(u) y entrent de la même manière, on conclura que la relation entre ces deux polvnômes est réciproque, c'est-à-dire que chacun d'eux est l'adjoint de l'autre.
Par conséquent, on pourra écrire la relation
tout à fait analogue à l'équation (3). Cliacune des identités (3) et (8) peut être considérée comme une conséquence de l'autre; nous avons déjà fait usage de cette remarque au Chapitre II [p. 4']-
370. Lagrange a déjà montré comment la résolution complète ou partielle de Téquallon adjointe permet de simplifier la résolution de l'équation proposée. Nous ne reviendrons pas sur ce sujet; mais,
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en vue des applications qui vont suivre, nous étudierons d'une manière approfondie les relations entre toutes les solutions de l'équation proposée (i) et celles de l'équation adjointe (4).
Considérons un système fondamental d'intégrales particulières
de l'équation proposée, c'est-à-dire un système pour lequel le déterminant
ne soit pas nul. On formera sans difficulté une fonction linéaire ^i(ii) de u et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i, s'annulant lorsqu'on y remplace u par une solution particulière autre que Ui et devenant égale à i lorsqu'on y remplace u par iii : cette fonction a pour expression
au',-
A étant le déterminant déjà défini. L'équation
G/(m) = const.
est une des intégrales premières de l'équation proposée; le premier membre se réduit, en effet, à la constante C, quand on y remplace u par
Lii U\ -t- L<2 ^2 ~'~ • • • ^~ ^/i ^11'
L'équation
dx
est donc équivalente à la proposée, et la comparaison des coefficients de la plus haute dérivée w^"^ dans les deux équations nous conduit à l'identité
(II
Vi ayant pour valeur
dx
I (JloffA
^« âu'-i
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Le produit Vif{u) étant une dérivée exacte, vi est une solution particulière de l'équation adjointe. En donnant à lïndice i toutes les valeurs, on formera ainsi un système
Vu Vi, .... Va
de n solutions de l'équation adjointe, que l'on reconnaîtra aisément être linéairement indépendantes; ce point résultera d'ailleurs de la suite des raisonnements. Nous dirons que les solutions Vi sont les adjointes des solutions iii, et nous allons étudier les relations entre ces deux groupes de solutions.
Si l'on se reporte d'abord à l'équation (i i), en la comparant à la formule (7), on reconnaît que l'on a
Qi(u) = W(u,Vi),
et il suit de la définition des fonctions ^i(u) que l'on a
(l3) W( II,; Vi) = I , W(Ui, Vji.) = G.
Ces relations très importantes contiennent les coefficients de l'équation proposée; les suivantes ont lieu seulement entre les intégrales ?//, vi.
L'expression (12) des fonctions ç'j et les propriétés élémentaires des déterminants montrent que 1 on aura
^1 «i — ViUi — ... — Vn Un = O, Vi u\ — t'î Mj — . . . -r- V„ u'a = O, •>
vi «(«-*) -T- Vi a'j''-2' — . . .— t-,, «=„"-*' = o,
De ces relations on déduira les suivantes, par des différentialions répétées,
- ~*/ "i (Il (ti . ii\..,L-\ . . ..fil .. 1*1 ^ '' i ^^ /^ ^= fi I,
Ces formules permettent évidemment de déterminer les solu-
lions Ui en fonction des solutions vi] et, si l'on pose
on obtiendra les expressions suivantes
Ui —
/-« dv\
toutes pareilles à celles qui déterminent les çi au moyen des ui. On a d'ailleurs
(iS)
AA
Nous sigaalerons encore les relations suivantes. Considérons les deux systèmes de n- éléments
Vn;
, et 2 Ui, II2,
Les mineurs formés avec les p premières lignes et p colonnes quelconques du premier déterminant sont proportionnels aux coefficients des mineurs correspondants dans le second déterminant. Pour établir celte proposition, considérons, par exemple, le mineur principal du premier déterminant, que nous écrirons comme il suit :
JP-l)
Si on le multiplie ligne à ligne par le déterminant A, on trouve,
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après quelques réductions faciles, la relation
Up+l
PM
qui comprend comme cas particuMer les formules (12) et (17). On aura de même
. Up
pp+t pp-i-i • • • **«
t-'.ij_« t'nj.» • - • Pn
Jn-p-l) ,Jn-p-\) ,,'n-p-l)
371 . L'emploi des propositions précédentes conduit rapidement à l'intégrale générale de l'équation avec second membre
où R désigne une fonction quelconque de la variable indépendante.
Si l'on multiplie, en effet, les deux membres de l'équation précédente par (\, on aura, en intégrant,
c'est-à-dire
(21) yi{u, r/)- f^vidjc.
Il suffit d'attribuer à i toutes les valeurs 1,2. . . . . n et de résoudre les équations obtenues, qui sont du premier degré par rapport à la fonction inconnue 11 et à ses dérivées u' , u" , • • • , «f""". La résolution se fait très simplement de la manière suivante.
Posons
(22) u'* = Al m/ — hi «'/' — .. . ~ h„ u'^'\
hi, /«a, • • • , h„ désignant des inconnues nouvelles que Ion substituera k II et à ses dérivées. La substitution des valeurs de 11, II'. .... données par la formule précédente dans l'équation (21),
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nous donnera
Al W(ui, Vi) -,- IuW{u^^, p,.) -I-. . ._^ h^^ ^l'{un, Vi) ^ I Kvi dx. Si l'on tient compte des relations (i3), il reste hi = I Rçi dx.
Par suite, la solution cherchée et ses n — i premières dérivées sont déterminées par les formules
( ■!■] ) u^-S^ ui Çv^Vi dx, u^i<'^ == >' ;ti/' / R v: dx
fn Vi dx, «(/•■) == V iis/^ ' Tr Vi
Le résultat se présente sous la forme même que l'on doit obtenir lorsqu'on applique la méthode de la variation des constantes
arbitraires due à Lagrange.
372. Pour compléter cette étude des relations entre une équation linéaire et son adjointe, nous indiquerons une forme remarquable que l'on peut donner aux deux fonctions f{u) et g{^')-
Il suit de la théorie même de l'équation adjointe que l'on peut mettre /(?i), et d'une infinité de manières, sous la forme
I dfi(u)
^n+l dx
En appliquant la même transformation à ft (u) et à toutes les fonctions que l'on introduira successivement, on obtiendra pour /"une expression telle que la suivante
,^, f, ^ __ 'i d i d j d II
a,i^i dx ix„ dx oL-i dx a^
chaque différentiation portant sur tout ce qui suit. Multiplions par ç et posons
^ ^^ l yn ; a„_,+i dx dn-i dx a2 dx aj '
ai
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soit de même
li-i-x dx a/_i_» dx a„ dx ot/n-i
2] dx 1i dx Xn dx 1n~\
D'après ces définitions des fonctions fi{u)^ §k{v), on aura
\_ dfi{u) /-./„^_ I dfi+i{u)
•^("^ = — -"ïÈr^ •^■«"^ = i:^-: ^ï
Une suite d'intégrations par parties nous donnera les formules j vf{u)dx = j g„ ( v)dfi (a)
-fA{u)dgn{v) =Jg„-^{i>)dMu)
= ^«-i(»')/i(«) — I fsiu)d gn-i(v ), • >
—jMu)dgi{v)=Jug{v)dx.
Si l'on ajoute toutes ces équations, on obtiendra l'identité ,. . ( f[s^f{u)-ug(,^;)\da:
^ = gn(y) fl{u) ~ gn-iKV) fi{u) -^ . . .^ gl{v) fn^^u),
d'où il résulte que g{v) est le polynôme adjoint à f{u) et que Ton a
(28) ^{U,V } = gn{v) fi{u) — gn-x[v) fi{u ^ — . . .^ gl{v) fn{u).
Cela posé, les différentes solutions particulières de l'équation
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proposée peuvent être représentées par les formules
/ Mj = ai,
U2 — aj / a^ d.r,
( '!) ) / 1/3 — ai / a, dx i a^ dx,
1 / OL, dx I ■ ■■ I ccn dx,
chaque signe intégral portant sur tout ce qui suit. De même les solutions de l'équation adjointe, que nous désignerons par (v,, w-i, . . . ^ iv„, seront
1 / a,i dx,
(3o) ' w-i^ a„_n / y.adx j a,.j-| dx,
'^n ^ ^n+i j '^,1 dx . . . / a, dx.
Pour plus de netteté, nous supposerons que toutes les intégrales soient prises entre a:^ et a:", x^ étant une constante. Si l'on se reporte à la définition des fonctions f\,fï-, ...,f,ii on reconnaît que l'intégrale particulière ui annule identiquement les n — i premières et réduit à l'unité la (/i — ï + i)'^™''. Quant aux suivantesyrt_j^_2, • - • 5 fni elles auront toutes la forme d'une intégrale prise entre les limites ^0 et x. On trouvera, par exemple,
et ainsi de suite. Toutes ces fonctions, qui ne sont pas nulles en général, le deviendront cependant pour x =^ Xq.
De même, la solution (v^, substituée dans les fonctions ^t(('), les annulera toutes, pour x^=Xf^, sauf la fonction g„_ff_^i qui se réduira à ( — j)*~'.
D'après cela, substituons, dans la formule (27), Ui à la place de II, iv/i à la place de c. La dérivée v f[uj — ■ug(v) du premier
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membre étant nulle, le second membre doit se réduire à une constante. On peut donc, pour calculer cette constante, donner à x la valeur particulière j:-^. La seule fonction f/^ qui ne soit pas nulle est alors //i-:+i qui se réduit à l'unité. On a donc
Mais la fonction gi(w/t) est nulle tant que l'on n'a pas
et elle est égale à — i)""* si celte relation a lieu entre les indices. On aura donc '
I ^'{Ui, Wk) = V— i/~* pour i—k = n — i\ { T(«,-, Wk) = 0 pour i — k ^ n — i.
Si l'on pose
Vi^ {—ly-'Wn-i+u
ce qui donnera le système suivant
vi^ — 0"-' ^u^\ j :t„dx j . . j T-i dx,
Pi ^ < - l)"^* ^n -\ j ^n dx I . . . j 7.^ dx,
Vi ^ (— i)«-' a,^i j 1,^ dx j . . . a,vi dx,
Pn = 2/1-1-1,
il viendra
(33) T(ui,v.)=^i, ^■{ui,v/^.) = o,
c'est-à-dire que les t/ seront les solutions correspondantes ou adjointes aux Ui, dans le sens que nous avons donné à ce mot au n^ 370.
373. Nous allons maintenant appliquer les propositions précédentes au cas où l'équation adjointe admet les mêmes intégrales que l'équation proposée. On a alors
p étant une indéterminée que l'on obtient par la comparaison des coefficients de u^'^^ dans les deux membres. On trouve ainsi, en se reportant à la valeur (3) de i^((0,
de sorte que l'on a nécessairement
(34) giu)=f{u) si l'équation est d'ordre pair, et
si l'équation est d'ordre impair.
Il y a donc une différence essentielle entre les équations d'ordre pair et celles d'ordre impair. Les premières se rencontrent dans la théorie de la variation seconde des intégrales simples; Jacobi en a donné les principales propriétés (^). Les secondes, que nous rencontrerons dans la suite, ne paraissent pas avoir été étudiées.
Supposons que l'équation linéaire soit d'ordre impair in — i et reprenons l'équation fondamentale (7) où nous remplacerons g{v) par —- f{v)' Nous aurons alors
(36) j'lvf{u)-:^uf{v)\dx~^W{u,v).
Cette relation ayant lieu pour toutes les formes possibles des fonctions u et p, remplaçons-y v par u\ elle deviendra
(37) / u f{u) dx =- -W{u,u).
Ainsi toute équation linéaire d'ordre impair équivalente à son adjointe admet une intégrale du second degré, et son
( ' ) Jacobi, Zur Théorie der Vai-iations-Rechnuiig luid der Differential- Gleichungen {Journal de Crelle, t. XVII, p. 68; i836.) Une traduction de ce Mémoire a paru dans le Journal de Liouville, i" série, t. III, p. 44- On pourra consulter aussi :
Bertrand (J.), Démonstration d'un théorème de M. Jacobi {Journal de l'École Polytechnique, XXVIII' Cahier, p. 276; i84i).
Hesse ( 0. ), Ueber die Criterien des Maximums und Minimums der einfachen Intégrale {Journal de Crelle, t. LIV, p. 827; 1807).
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premier membre devient une dérivée exacte quand on le multiplie par la fonction inconnue (M.
Celle élégante propriété caractérise, il est aisé de le prouver, les équations de degré impair équivalentes à leur adjointe. Si le premier membre d'une équation linéaire devient une dérivée exacte quand on le multiplie par la fonction inconnue, l'équation est nécessairement d'ordre impair et elle est équivalente à son adjointe.
Soit, en effet,
u f{u) dx = U{u)
l'équation qui exprime la propriété précédente. Remplaçons u par u -î- KVj A désignant une constante, et égalons les coefficients de ). dans les deux membres. iSous aurons une ésralité de la forme
D'après la proposition générale du n° 369, celte relation exprime que l'adjointe de la fonction linéaire f(u) est — f{u)- L'équation linéaire considérée sera donc équivalente à son adjointe et, en vertu de la remarque faite plus haut, elle sera nécessairement d'ordre impair.
374. Si Ion substitue une solution de l'équation proposée dans l'intégrale du second degré IT(m), celle-ci se réduit à une constante. Cette constante pourra-t-elle devenir nulle lorsque la solution substituée sera quelconque, mais réelle? Afin de décider ce point, qui est essentiel pour la suite, nous allons indiquer une forme remarquable du polynôme quadratique II (m).
Si l'on sépare dans n(w) les termes qui contiennent la plus haute dérivée de u, on pourra lui donner la forme
II( M I = IIii fi -r- u^^"~^'(aiu'^n-^- — a2a»'»-3; — . . .~aî„-iU\
(•) Tontes les équations linéaires admettent des intégrales du second degré, en nombre illimité; mais, dans le cas général, le premier membre de Téquation ne devient une dérivée exacte que si on le multiplie par une fonction linéaire de u et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i qui contient nécessairement a("-«).
Uf(u) contenant les dérivées de ii jusqu'à l'ordre a/i — 3 seulement. En prenant la dérivée de IT, on aura l'expression suivante
des termes qui contiennent la plus haute dérivée de u. Comme -T- est égale à u/(u) et doit contenir u en facteur, on aura nécessairement
et !!(«) sera, par suite, de la forme
U{u) — Çp(:p)MM'2rt-2) ^_ IIi(m),
\l^ étant le polynôme déjà défini. Cela posé, mettons à la place de u une solution de l'équation proposée s'annulant, ainsi que ses lin — 3 premières dérivées, pour une valeur particulière quelconque Xq donnée à x. La fonction \\(^u) sera nulle, pour x = Xq : cela résulte de la formule précédente; et, comme elle doit se réduire à une constante, elle sera nulle pour toutes les valeurs de X.
Il est donc établi que, si l'équation proposée a ses coefficients réels, il y a une infinité de solutions réelles annulant l'intégrale homogène du second degré n(i/). Soit v une telle solution, pour laquelle on a
Si on la porte dans la formule (36), on obtiendra, pour toute fonction u^
ou, en remplaçant u par vu,
(39) jvf{uv)dx:^W{uv,v).
D'après l'équation (38), le coefficient de u dans le second membre est nul. On aura donc
(40) j vf{uv)dx ^fi{u'),
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/t(f>)) désignant une fonction linéaire de co et de ses dérivées jusqu'à l'ordre 2// — 3. Nous allons montrer que cette fonction nouvelle est, elle aussi, égale et de signe contraire à son adjointe.
Considérons, en effet, l'intégrale
/ ^fi(*^ ) dx.
Si l'on y remplace, pour un instant, tu parla dérivée u' d'une autre fonction, elle devient, en vertu des équations (Sg) et (4o)
/ u'fi{u')dx = I u'Wi^uv, v}dx = j du j v/{uv)dx.
En intégrant par parties, ou a
I du I vf{uv) dx = u I p/t uv) dx— I uv/( uv) dx
ou, en tenant compte des formules ( Sg) et (3^),
t>i/i{tii)dx — uW{uv, V) ï*(up, UV).
Tous les termes qui contiennent u disparaissent dans le second membre; on le reconnaît immédiatement si l'on remarque que les termes en u dans W(uv., uv ) ont pour expression
2uV(ttr, V) — a*T(^•, V).
Si donc on substitue to à u' dans le second membre, la relation précédente prend la forme
bi/i{bi ) dx = II( W, w' CO -'»-*'),
qui, nous l'avons vu, caractérise les fonctions/, (tu ) égales et de signe contraire à leur adjointe. La proposition que nous avions énoncée est donc démontrée. On en déduit aisément la conséquence suivante, qui n'est autre qu'une transformation de l'équation <^4o ' '.
Toute fonction d'ordre impair 'j.n — 1 égale et de si<*ne D. — II. 8
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contraire à son adjointe peut se mettre sous la forme
y, ((<)) désignant une fonction d'ordre in — 3 qui est aussi égale et de signe contraire à son adj ointe u^ant à la fonction (^, on peut toujours lui attribuer d'une infinité de manières une forme réelle quand le polynôme linéaire j\u) a ses coefficients réels.
L'application répétée de cette proposition permettra évidemment de former toutes les fonctions égales et de signe contraire à leur adjointe. On sera conduit à une expression def{u) qui s'écrira comme il suit :
\^ ) J\ '' "~ (Xi dx oi-i dx 'j.,i_i dx %,i dx a,f dx 'J.n-\ dx
C'est la forme générale donnée au n° 372, mais avec cette restriction que, dans la suite
les fonctions à égale distance des extrêmes sont égales. Pour la démontrer dans toute sa généralité, il suffira de prouver, ce qui n'offre aucune difficulté lorsqu'on emploie la formule (4')' ^"^' si elle est vraie pour les équations d'ordre in — 3, elle s'étend d'elle-même à celles d'ordre m — i .
375. La forme précédente de /(«) une fois établie, reprenons les deux systèmes de solutions d'une équation linéaire et de son adjointe définis au n° 371
"lî '*2) • ■ 1 ^271— 1>
Vy, t'2, •••, Vin-\-
11 faudra remplacer, dans les formules (29) et (32), n par m — I et supposer aussi
On trouvera ainsi que l'on a, pour toutes les valeurs de i,
(43) Vi = {-\Y-^U^n-i.
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Si Ion porte ces expressions des Vi dans les formules (i3 ), on trouvera
, , M K^'i «'■' «a) = o, ( i — k^in ),
et, si l'on effectue ensuite la même substitution dans les formule.^ (i4 ) et (i5), on obtiendra, en particulier, les relations suivantes :
/ 2u,tt2„_i— .4;/, «,„_, — . . . — {—\y--^u% =0, (45) ! ^ ""^ "'^"-» ~ ^ "2" "*«-' --- • -^ < - 0"-* ("îiO- =0, (t < n - I ), iiC^-'^Ui^^l -^...^ (— !)''-•( a(«-i))2=. <"-0"~',
Il existe donc, dans tous les cas, au moins une relation homogène du second degré entre les intégrales d'un système fondamental quelconque; et cette relation ne cesse pas d'être vérifiée lorsqu'on remplace les intégrales par leurs dérivées du premier, du second ordre, et ainsi de suite jusqu'à l'ordre n — 2. On s'assurera aisément que les formules (45) conduisent par des différentiations répétées à toutes celles que l'on pourrait déduire des systèmes (i4) et (i5) et contiennent, par conséquent, toutes les relations réellement distinctes entre les intégrales du svstème fondamental considéré et leurs dérivées.
De ce système particulier on peut évidemment passer au svstème le plus général par une substitution linéaire quelconque effectuée sur les intégrales ui. Alors les relations précédentes revêtent une forme élégante et se résument dans l'énoncé suivant :
Etant données les intési'ciles
formant un système fondamental absolument quelconque, elles vérifient nécessairement n équations de la forme
o(a,, Ui, ..., Uia-i) = o, o(a'i, tt'j, ..., ai„_i)=ro.
o^M^"""2) ,,ln-z) »/'«-S'>
Vjf^ OF THE
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OÙ cp désigne une forme quadratique à coefficients constants que l'on peut toujours réduire à une somme de n carrés positifs et de n — i carrés négatifs.
De plus, les intégrales
du système adjoint au précédent sont définies par les formules
( — !)'»-> dto (^7^ ''=- ^^~ ou,'
Cette dernière relation a lieu, en effet, quand la fonction '^ se réduit à la forme simple
te — uJi— -iUn-.iUn+l-^- 2 M„_2 M„-t-2 -+- . . . -h ( — l)"--^ lUi Uin-l,
et, par sa nature même, elle doit subsister lorsqvi'on effectue sur les fonctions ui une substitution linéaire; car les fonctions t'/ sont alors transformées, en vertu des relations (i ^\ parla substitution inverse.
376. Si, dans les formules (29), on remplace n par 2/1 — 1 en faisant a/ = c(..2/t-.i+\i on aura une expression très simple des intégrales particulières avec lesquelles on peut composer la solution complète de l'équation linéaire la plus générale d'ordre an — i équivalente à son adjointe. Pour les applications que nous aurons à traiter, on peut désirer des expressions équivalentes, mais débarrassées de tout signe de quadrature. Voici comment on les obtiendra.
Le problème se résout immédiatement pour l'équation du troisième ordre équivalente à son adjointe. Cette équation est en effet de la forme
i d I d i d u ai dx 0L2 dx a^ dx aj '
et elle se ramène, par un choix convenable de la variable indépendante, à la forme réduite
d^ lu
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dont les intégrales sont
Nous pouvons donc supposer que le problème proposé est résolu jusqu'à un ordre donné in — i . Soit
A «" = o l'équation la plus générale de cet ordre et soient
Ul. Il* .... Uin-l
ses 2/1 — I solutions particulières, débarrassées de tout signe de quadrature. D'après la proposition du n" 374, l'équation
"" ^sî§/G(7)')l=°'
où y et ô désignent deux fonctions arbitraires, sera la plus générale de l'ordre 2n — i équivalente à son adjointe.
Pour obtenir les différentes solutions particulières de celte équation, nous la remplacerons par la suivante
5AUî)'' = <^'
où C désigne une constante arbitraire. Si l'on fait d'abord C = o, on obtiendra les 2n solutions
T> Y / «1 0 do:. .... Y / lUn-i ^ dx.
Si Ion attribue ensuite à C la valeur i, il faudra déterminer une solution de l'équation
/(Kt)';--
On y parvient en mettant la fonction o sous la forme suivante :
^ désignant une nouvelle fonction arbitraire. On pourra prendre
alors
OU
Ea résumé, nous obtenons les in-\- i solutions
T' lfuif('^)dx, YJ[i/(^3)rfx,
qui forment, on s'en assure aisément, un système fondamental toutes les fois que/(j3) n'est pas nul. Il est vrai que ces solutions nouvelles contiennent des signes de quadrature; mais on les fera disparaître en s'appuvant sur les identités fondamentales (36) et (3^), qui donnent ici
Jutf(^)dx^W(u,;n. y3/(P)f/:r=iT(p,p
On peut donc représenter le système des solutions cherchées par les formules suivantes :
Ui+i = Y^("'' ?)• (i — I, 2, . . ., 2/1 — i),
qui ne contiennent plus aucun signe de quadrature. Le premier membre de l'équation correspondante est alors
et la nouvelle valeur de W(a, ç) relative à cette équation sera
On vérifiera sans difficulté que, si les solutions w/ sont celles que nous avons définies au n" 375 et qui sont caractérisées par les relations
W( u,-, m) — o, ( i -f- /.- ^ 2 ni,
les nouvelles solutions U, définies par les formules (5i) vérifieront
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les relations analogues
et la relation quadratique entre les intégrales U aura, ici encore, la forme simple
U,;^., — 2U„U„-i-î — . ..— 2(— i)''U,Ui„-H_i = o.
Appliquons la méthode précédente à la formation des solutions particulières de l'équation du cinquième ordre; en prenant comme point de départ les valeurs
données plus haut pour les solutions particulières de léquation du troisième ordre, on obtiendra le résultat suivant :
On vérifiera aisément la relation
U 3 — > U2 Ui -f- 2 Ui U5 = o,
qui a lieu identiquement entre les intégrales et subsiste quand on les remplace par leurs dérivées premières.
377. Dans les Mémoires que nous avons cités. M. Bertrand et Otto Hesse ont montré, d'après Jacobi, que toute équation linéaire d'ordre pair équivalente à son adjointe peut être écrite de la manière suivante :
^. ^« "" -^ ^ ^"-' ""•"*' -^ ■ • ■ - Ao « = o. La forme analogue relative aux équations d'ordre impair est la
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suivante :
Nous nous contenterons de la signaler, en laissant au lecteur le soin de la démontrer. D'autres propositions permettent encore de former des polynômes égaux, au signe près, à leur adjoint. Par exemple, il résulte du mode de ibrmation môme des polynômes adjoints que, si deux polynômes /{u), /((fi) ont respectivement pour adjoints les polynômes g(ii), g\ (u), la combinaison linéaire af-T-bfi, où a et b désignent des constantes, aura pour adjointe ag -+- bgi. Il suit de là, en particulier, que le polynôme a f[u) -h b g[u) a pour adjoint a g[u) 4- b f(u) et que les deux fonctions
sont l'une égale, l'autre égale et de signe contraire à son adjointe. On peut indiquer encore les propositions suivantes : Reprenons l'équation du n" 368
(50) i[çf{u)--ug(v)-\dx=W{u,v),
et soient y, (w), g\{ii) deux nouveaux polynômes linéaires, adjoints l'un à l'autre. Si, dans l'identité précédente, on remplace Il par g^ (u)., elle prend la forme
f\ ^'JXffi ( «)) - ffi ( «■) gi.^) 1 dx = ^ï.^^-, {u), V).
Echangeons dans cette identité / el/i, g et ^,, a et c; ce qui est évidemment permis. Nous aurons
/ ltt/i(s'(y)) — S'(^)éri(i'')\ dx = Wo(g'(v), u
En retranchant membre à membre les deux égalités que nous venons d'établir, nous trouvons
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D'après la proposition du n° 369, nous pouvons conclure immédiatement que/, {g{u.)) est l'adjoint àef{g^ (m)).
En remplaçant dans l'identité (56) u par '^ ? on verrait de même que les deux polynômes
fi'-^)' -/.(^')
sont adjoints lun à l'autre. Supposons maintenant que /, soit identique à/ et, par suite, g\ ai g\ nous obtiendrons la proposition suivante :
Étant donnés deux polynômes linéaires /{u), g{u) adjoints Viin à l'autre, la fonction
sera identique à son adjointe, et la fonction
sera égale et de signe contraire à son adjointe.
L'application de la formule (42> nous permet d'ailleurs de montrer que toute fonction égale et de signe contraire à son adjointe peut se mettre, et d'une infinité de manières, sous la forme que nous venons d'indiquer; car, si l'on pose
ai dx a* do- 2/t-i dx \%n/
le polynôme "y^u) adjoint à Q(w) sera égal (n" 372) à
et la formule (4^) pourra s'écrire
CHAPITRE YI
COMPLEMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES DES PROBLEMES RÉSOLUS AU CHAPITRE II.
Etude nouvelle du cas où la suite de Laplace se termine dans un sens. — Calcul direct des invariants pour les différentes équations de la suite. — Expression précise de la solution générale pour chacune de ces .équations. — Relations entre les intégrales générales de deux et de trois équations consécutives de la suite. — Intégrale générale de l'équation adjointe. — Application au cas où la suite de Laplace doit se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du problème résolu au Chapitre II. — Relations entre l'équation proposée et son adjointe. — Indication de trois formes différentes sous lesquelles on peut mettre l'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles.
378. Dans le Chapitre précédent, nous avons étudié d'une manière détaillée les relations qui existent entre une équation linéaire et son adjointe, pour le cas d'une seule variable indépendante. Nous avons vu (ju'à tout système fondamental de solutions particulières de l'équation proposée on peut faire correspondre un système analogue de solutions particulières de l'équation adjointe, que nous avons nommé le système adjoint au premier. La notion des systèmes adjoints et les propriétés que nous y avons rattachées vont nous permettre de compléter les solutions que nous avons données au Chapitre II et les propositions que nous avons développées à la fin du Chapitre IV.
Nous traiterons d'abord le cas où la suite de Laplace relative à une équation (E) se termine dans un sens, par exemple à l'équation d'indice positif (E,). Nous avons vu (n" 337) que cette équation peut se ramener à la forme
d^'^ _ dloi^a d^ _ dx dy dx dy '
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et son intégrale générale sera
(2) b=\- f\oLdr,
X et Y désignant les deux fonctions arbitraires. Si l'on conserve, pour les invariants, les notations du n° 331, on aura ici
()'loga
(3) hi = o, hi-i= —
La formule de récurrence
ip-t-l
— 2.ho — h
dx dy dxdy
permettra ensuite de calculer successivement les invariants des équations (E/_,), (^E/_2), .... On aura, par exemple,
(5) hi^i^ihi-x
logh
d- t dt dt \
dx dy dxdy'^^X^ dx Oy dx dy )
Mais nous allons voir que l'on peut obtenir directement l'expression de l'un quelconque de ces invariants.
Introduisons, en effet, les quantités Ha définies par les formules suivantes :
' Ho = a,
dx dx
ày
dxdy
dx
dx*-
ày
dPx dyP
dx dy
dxP dP-^^% dxPdy
d-Pi dxP dy
Si l'on convient de désigner par la notation
le déterminant formé avec A" fonctions a, , . . . . aA de f et leurs dé-
rivées par rapport à / jusqu'à l'ordre k — i, on voit que l'on pourra écrire
1 Ti — n / ^^ '^^^ ^^^
\ H/. iJ.(/, -.' ^,' •••' j-^
^'' ^ l à% d'-Oi dPOL\
f — Dy X, ■ , , • • • 1 .
\ -^V ' dx âx'^ dx/'J
Gela posé, nous allons établir que l'on a, pour toutes les valeurs de/?,
dx dy
Cette relation se vérifie pour les deux premiers invariants /i/_i et hi_2, dont nous avons déjà donné l'expression. Pour établir qu'elle est générale, il suffira donc de montrer que les valeurs ainsi définies des invariants satisfont à la relation de récurrence (4), c'est-à-dire que l'on a
(q) - T- 1ok(II,,_i H„-i-i) — lo<r|H„
^^^ dxdy "^ ' ' '^'^ dxdf ^\ J'
dx ôy dx dy
Or, si l'on considère le déterminant H^^, et si l'on désigne, pour un instant, par ap^p, ap^p^i^ a^_^,^^, a^_,_,^/,^, les éléments qui appartiennent aux deux dernières lignes et aux deux dernières colonnes, une formule très importante, mais bien connue, de la théorie des déterminants nous donne la relation
La dérivée seconde qui entre dans le premier membre est évidemment Hp_|. Quant aux quatre dérivées premières qui figurent dans le second membre, on reconnaît aisément qu'elles ont respectivement pour valeurs
dx dy ^' dy dx
On est donc conduit à l'identité , . „ „ „ dHlp dHp àUp
d'où découle la relation (9) que nous voulions vérifier.
comple:uents et solutions nouvelles.
379. Une fois connue l'expression des invariants, on pourra obtenir l'intégrale générale; il suffira d'appliquer la formule (4o) donnée au n" 336 [p. 38]. Mais on parvient à un résultat plus élégant par la méthode synthétique suivante, à laquelle nous avons été conduit par induction.
6 étant la fonction déterminée par la formule ( 2 t, introduisons la quantité suivante :
Dxfe,
dy' ây*-
Dx étant le svmbole déjà défini par la formule ('])', ^p est un déterminant d'ordre p -r-\ . Nous allons voir que les valeurs de Hp correspondantes aux valeurs o, i, 2, ... de/? sont les solutions générales des différentes équations de la suite de Laplace ; hp sera la solution générale de l'équation (E/_y,). Pour établir ce résultat, il suffira, évidemment, de montrer que 0^ satisfait, quelles que soient les fonctions arbitraires X et Y qui figurent dans l'expression de ^, à une équation qui admet les invariants de ( E/_^ ). Or, si l'on met hp sous forme de déterminant et si l'on désigne par a„,_„ l'élément de ce déterminant qui appartient à la ligne m et à la colonne n, une formule déjà rappelée nous donnera les identités
dB,
dH,
afin dfi„
da
d-hp
da
da
àap^p âai^p^i
Pour éviter toute confusion, écrivons le déterminant comme il
suit
âfi àPd I
dx àxP
d% dP% \
dx " ' dxP '
dP-^'TL
dx dy
dP-Ja
dP%
dyP-^ dx dyP-
dxP dr
dip-i % dxP dyP-^
Si l'on remarque que les dérivées peu- rapport à y des éléments de la première ligne sont proportionnelles aux éléments correspondants de la seconde ligne, on calculera sans aucune difficulté les valeurs suivantes des mineurs qui figurent dans les identités précédentes
ôcix^i, âa/i^i^p^i
= ( — i)/'-inp_2,
La substitution de ces différentes valeurs nous donnera les trois relations suivantes :
l '"' dxdy ûjc ùy -"/^''^'-^'
ôx (Jy ôx (Jy ôy
Si l'on élimine 8^ entre les deux dernières, on sera conduit à l'équation aux dérivées partielles
()2 0„^, ()lo-II„.-. aO,
\ ôx Oy Oy Ox
t>^ ôy Oy ôx '' '
dont Oy,_,, qui contient les deux fonctions arbitraires X et Y, sera évidemment l'intégrale générale. Les invariants h et k de cette équation ont pour valeurs
ôx ôy Ox ôy
ce sont précisément les invariants de l'équation (Ei_y,^i).
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380. Le problème que nous nous étions proposé est ainsi complètement résolu. ?Sous savons, en effet, former toutes les équations qui composent la suite de Laplace : l'équation (E/_p) est donnée par la formule
d*-z dlogHp_i dz _ dlogHp d£ ^ (JlogHp dlo^Up-i _ _ ^ '~^ ôxdy 0»/ ôx ôx Oy Ox ày " — '
et elle se présente précisément sous la forme réduite que nous avons signalée au n° 328 [p. 26]. Nous connaissons de plus son intégrale générale, qui est
Enfin les identités (12) établissent des relations précises entre les intégrales générales de deux ou de trois équations consécutives.
ri'* A
On peut, en les combinant et en éliminant 6p_,. — ^^* ? en déduire r ' ^ ' (Jxdy
la relation nouvelle
— ^Op.,- Hp_j- — _ Hp_,«p_i.
Si 1 on joint cette équation à la seconde des identités (12), on obtient les relations
8„_i H„_l = IIp-î On,
Ox "^ '^ OX y - y'
qui représentent ici les deux formules du n° 330 par lesquelles on passe d'une équation de la suite aux deux équations voisines et qui, à elles seules, suffiraient à établir que Hp est bien l'intégrale générale de l'équation (E/_^). Remarquons encore que la première des identités < 12) établit une curieuse relation entre les intégrales générales de trois équations consécutives de la suite. On peut la généraliser et l'étendre au cas où la suite de Laplace est illimitée dans les deux sens, mais nous laisserons ce point à l'examen du lecteur.
381. L'étude de la suite de Laplace relative à l'équation (E'), adjointe de (E ), ne présente plus aucune difficulté. Nous savons
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(n" 363) que cette suite se termine à l'équation d'indice négatif
(El,).
L'invariant k de cette équation est égal à l'invariant h de (E/),
c'est-à-dire à
(JMoga dx dy
Il suffira maintenant de répéter, en partant de (El^), les opérations que nous avons laites en prenant comme point de départ l'équation (E,), c'est-à-dire, en définitive, d'échanger partout x et y en conservant la valeur de a; si donc on pose
( i6) a — Y -- / ixlLdx,
a- sera l'intégrale générale de (E^^) et la fonction /
satisfera à l'équation
qui a les mêmes invariants, à l'ordre près, que (E/_^) et qui est, par suite, équivalente à l'adjointe de cette équation. Pour avoir exactement l'adjointe de (E/_^), il suffira de faire la substitution
z I zWpWp—^^
en sorte que cette adjointe aura pour intégrale générale
382. Examinons maintenant le cas où la suite de Laplace se termine dans les deux sens, par exemple aux équations (E/), (E_y). On peut, en s'appuyant sur les résultats précédents, retrouver la solution déjà donnée au Chapitre II. Posons, en effet,
i -r- y = /n — 1 ; les invariants de l'équation (E_y) sont, d'après la formule (8),
ùx dy dx dy
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Pour que la suite se termine à cette équation, il faudra donc que l'on ait
dx dy
Si l'on tient compte de l'identité déjà démontrée (lo)
III— l
dx djr
on voit que l'on devra avoir
\ dy dy'" ' '
sans qu'aucune des quantités antérieures H^_,, H„,_2, ... soit nulle.
L'équation précédente s'intègre immédiatement : elle exprime qu'il y a entre les fonction a, j^, ... une relation linéaire
Oy Oyn
dont les coefficients sont indépendants de x et sont, par suite, de simples fonctions dey. Cette relation peut être considérée comme une équation linéaire à laquelle doit satisfaire a et dont l'intégrale générale est, évidemment,
^•1. "^,2, • • -, r,„t désignant ni solutions particulières, linéairement indépendantes et fonctions de v seulement; et x,, . . . , x« des fonctions quelconques de x. Ces fonctions devront être aussi linéairement indépendantes; sans cela un des déterminants R„_p antérieurs à H,„ serait nul.
Reprenons maintenant la valeur déjà donnée de 6
f\'zdy;
nous allons montrer qu'on peut la débarrasser de tout signe de quadrature. Soit, en effet.
( -20 ) r ( ^ ' = .^/« ^ •'" -^ ;^.7.-i 6"-'-" -^ ...-+- jjiO = o
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l'équalion linéaire dont les coefficients sont fonctions dey et qui est adjointe à l'équation (19). Si, dans l'expression de 9, on remplace Y par — '-2 (Y), on a
Or, les r, étant les solutions de l'adjointe à l'équation (20), toutes les quadratures qui. figurent dans cette formule peuvent être effectuées; et, si l'on pose
y étant la fonction bilinéaire définie au n" 368, on aura
h =: ni
Introduisons maintenant le système
lu J'2, •••> ym
de solutions de l'équation (20) qui admet pour adjoint le système
''llj ''Î2) • • • ) '''lin-
On aura, nous l'avons vu au n° 370,
7.( j/o -n/i ; = 1 , 7.(jka, -/i/i') = o. Si l'on fait Y =jkaj l'expression de Q deviendra donc
0 = X — xn;
et 0 s'annulera pour X = Xk, Y =jka ; c'est le résultat qui nous a servi de point de départ et qui permettra de retrouver la solution donnée au n" 3iO.
Supposons maintenant qu'au lieu de considérer la suite de Laplace comme commençant à (E,), on adopte comme point de départ l'équation (E_y) : on obtiendra évidemment des résultats analogues, que l'on déduira des précédents par l'échange de x et de j-, de i et dey. A. l'équation (20) correspondra la suivante :
(22) /(w) = À,„w''») -h X,„_iw'>'«-i^ -+-... -h ).w = o,
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à laquelle satisferont les fonctions xi. Soient
-Il ?ij . - . , Ç/;j
les solutions adjointes à x, , Xo, . . . . j";;, . A a correspondra la fonction et l'invariant h_j de (E_y) aura la valeur suivante
, rJîloïS
■' Oxôy
toute semblable à l'expression (3) déjà donnée pour /i/_,. A la fonction f|, il faudra substituer la suivante
et, si l'on pose '~'
(*^) fufy^)dx = w(\,U),
on reconnaîtra que a- s'annule, comme 9, pour X = ^•^, Y = j y^.
383. Ces remarques étant admises, formons la suite de Laplace relative à l'équation adjointe (E'). ]Nous savons (n» 36o) qu'elle se terminera aux équations (E}), (El,); et l'invariant Â- de (E}) sera égal à l'invariant h de (E_y), c'est-à-dire à
_ d»log3 dxdy
Si donc on compare à la première suite, on voit que l'on obtiendra tout ce qui se rapporte à l'équation adjointe en échangeant i elj, a et ^, c'est-à-dire en remplaçant les fonctions Xp^ Yp par leurs adjointes Ç^, r,^. Ainsi :
Pour passer de V équation proposée (E) à son adjointe (E'), il faudra échanger i et j et remplacer les couples {xp.yp) pâlies couples adjoints (ç^, r,^).
L'intégrale de l'équation (E') sera donc de la forme ! X X' . . X ■'^ Y Y' Y<'^
N étant un facteur que l'on saura déterminer.
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384. Mais on peut obtenir une solution plus précise en faisant usage des résultats que nous avons donnés plus haut pour le cas où la suite de Laplace se termine dans un sens. Si nous considérons cette suite comme se terminant à l'équation (E,), il faudra prendre pour a la valeur déjà donnée
a = .r 1 T, 1 + . . . ■+• x„i r^ „i , et les invariants de (E) seront
^ ^ ' dx ôy dx dy
Si, au contraire, nous considérons la suite comme se terminant à l'équation (E_y), on aura
et, si l'on pose
(28) Ko=?, ..., K,
les invariants de (E) seront de même
ùx dy
dx dy
Nous allons vérifier d'abord que ces expressions différentes (27) et (29) donnent les mêmes valeurs pour les deux invariants.
D'après le théorème de Cauchy et de Binet relatif à la multiplication des systèmes linéaires, la fonction H^ sera le produit des
deux systèmes rectangulaires
Xx Xi
flm
c'est-à-dire qu'elle sera la somme des produits de tous les déterminants formés avec t '+ i colonnes du premier système et avec les colonnes de même rang du second. De même, la fonction Ky_, sera le produit des deux systèmes rectangulaires
; ?i ?2 • • • ?/« I 71 yi • • • jka
ïiy-i) t(./-i)
Ti
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Or, d'après les formules (19) et (20) du Chapitre précédent, à chacun des produits de la première somme correspond un produit de la seconde qui est au premier dans le rapport de u.'^' A' à ( — i)''+'>.')>{^ A, A et A' étant les déterminants formés respectivement avec les dérivées des fonctions JCi et des fonctions j7 jusqu'à l'ordre m — i . On aura donc
et, par suite,
\i K ^ ' tx'-^i A
d'IogH/ dîlogKy-,
dx dy Ox Oy
On trouvera de même, en changeant i en i — i , y" en y -^ i ,
(ix Oy
Ox Oy '
et ainsi se trouve établie la concordance des deux expressions différentes que nous avons obtenues pour chacun des invariants de (E).
38o. On peut, en faisant usage de l'identité que nous venons d'établir, mettre sous une forme plus simple l'expression déjà donnée
y\ yx
nr' Il v ^
•''in J m. j m
TA
pour l'intégrale générale de (E). Multiplions le déterminant précédent par le suivant
. Vi'^
■si
.. r,iii
en ajant soin de faire la multiplication colonne par colonne. Si l'on tient compte des relations (i4) et (i5) établies au n" 370
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[p. io3] entre les fonctions de deux systèmes adjoints et si l'on pose, pour abréger,
ùx'^ dy'<:
on a le résultat suivant
Boo
Boi
Boy
Bn ..
Biy
By-i.o
By-,,1 . .
Aoo
Aïo
Aoi
An .
. An
Ai,i -1
Aflj
Au' .
(-ly
Ce déterminant se développe sans difficulté et nous donne
(_iyci+y)MKy_i
(_i)U-+i)(y+i)H,-IM
XU-)
Aoo
Aïo
Aoi
Aa
Ao,j-i
Aj,f-i
Boo
Bo, ...
Boy
Bio
Bn ...
Biy
By-i,o
By-1,1 . . .
By-i,y
nr :^"'
(- iy(i+^''
\. si l'on
Si l'on attribue à M la valeur ~^ ^-^ et si l'on remplace
ensuite le rapport t— ^ par sa valeur tirée de la formule (3o), on
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aura enfin l'expression suivante de l'intégrale généra
Aoo
Ao,i-i
Aie
fxL A'
Boo
By-1,0
Y' Boi
Boy
By-ij
qui est parfaitement symétrique par rapport aux indices i et y et ne contient plus que des déterminants d'ordre t-i- i et y + i , tandis que l'expression primitive exigeait le calcul d'un déterminant d'ordre i — j' L'expression précédente peut encore s'écrire
dJ-' 3 \
Comparons cette formule à celle que nous aurions obtenue en appliquant la formule générale (ii). L'expression de 6 a déjà été donnée par l'équation (21), et l'on peut écrire
(3^ bis) 0 = X — -/(Y, a).
En la substituant dans la formule (i4) où l'on fera ensuite p=i, on aura la valeur de ^/. Cette valeur est nécessairement proportionnelle à Z, et la comparaison des parties des deux expressions qui dépendent de la seule fonction arbitraire X nous permet de conclure
A>4 A>4 'V ày Oy^-^J
A cette nouvelle expression de l'intégrale, on ajoutera la suivante qui se démontre de la même manière
3- étant la fonction analogue à h, définie par les formules (24) et (25).
386. Ces difl'érentes expressions permettent de former sans nouveau calcul l'équation aux dérivées partielles dont Z est l'inté-
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grale générale. Comme on a
il suffira de substituer cette valeur dans Téquation à laquelle satisfait 9/. Si l'on fait /> = i dans l'équation (E/_^)[p, 127], on trouve
ôx ây ây <Jx Ox ôy Ox <)y
En effectuant la substitution indiquée, on obtiendra pour Z l'équation suivante
, d^'Z r)logH,-_i (^Z ()losK/_, (JZ d\o^Yii..y r)]osK/_i
qui est également sous forme réduite et parfaitement symétrique par rapport à / et à j .
On passera de la proposée à son adjointe en échangeant i et y, a et [3. Si l'on pose
\ â;„a V ^>y àyJ-'I
1 (■— iV'-/+i /
l'adjointe à l'équation (35) aura pour intégrale générale
Zn
Hj_i Ky_i
Ce résultat s'établit par la méthode que nous avons employée au n° 381. On peut, d'ailleurs, ajouter à la formule (36) deux autres expressions équivalentes, toutes semblables à celles que nous avons données pour Z.
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Kappel des propositions déjà signalées relativement aux équations dont les invariants sont égaux. — Emploi des solutions données au Chapitre précédent. — Condition nécessaire et suffisante pour que l'équation proposée ait des invariants égaux et soit intégrable par la méthode de Laplace. — Détermination de toutes les équations à invariants égaux dont l'intégrale peut être obtenue sous forme explicite. — Deuxième solution de ce problème. — Théorème de M. Moutard. — Expression précise de la solution générale. — L'emploi du théorème de M. Moutard permet d'obtenir toutes les équations dont la méthode de Laplace peut donner l'intégrale générale.
387. Nous avons déjà signalé plusieurs propriétés très simples des équations linéaires du second ordre dont les invariants sont égaux. Nous savons (n° 329) qu'on peut les ramener à la forme simple
Nous avons aussi remarqué (n" 365) que, si on les écrit sous la forme précédente, elles sont identiques à leur adjointe, et que, dans tous les cas, on peut passer d'une équation dont les invariants sont égaux à son adjointe en remplaçant z par a;;, a étant une fonction convenablement choisie de x et de y. On peut encore signaler la propriété suivante, qui est une conséquence immédiate des propositions déjà obtenues.
Soit (E) une équation à invariants égaux ^ comme elle est équivalente à son adjointe, la suite de Laplace relative à cette équation se confond, évidemment, avec la suite analogue relative à son adjointe. Si donc la suite se termine dans un sens, à 1 équation (E„_,) par exemple, il faudra nécessairement (n** 36o) qu'elle se termine en sens contraire à l'équation (E_„4.(). Ainsi, les équations à invariants égaux ne peuvent jamais admettre ces
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intégrales générales dans lesquelles une des deux fonctions arbitraires est nécessairement engagée sous un signe d'intégration. Si la méthode de Laplace peut donner leur intégrale générale, les deux fonctions arbitraires y entreront dégagées de tout signe de quadrature ; et cette intégrale sera du même rang à la fois par rapport à x et par rapport à y. Cette remarque est essentielle, et elle va nous permettre de déterminer toutes les équations à invariants égaux que l'on pourra intégrer par l'application régulière de la méthode de Laplace. Ecrivons, en effet, la suite de Laplace
(E_„+0, (E-«+2), ..., (E^i), (E), (El), ..., (E„_2), (E„-i),
relative à l'équation (E), et supposons que cette suite se termine aux deux équations (E/i_,), (E_„+,). On aura ici, en conservant toutes les notations du Chapitre précédent,
i = j ^= /i — 1 , m = in — I
et
L'invariant A- de (E„_,) et l'invariant h de (E_„+,) auront respectivement pour valeurs
dx dy ùx dy
La suite de Laplace relative à (E) se confond, nous l'avons déjà remarqué, avec la suite analogue relative à son adjointe. Il résulte de là (n° 365) que l'équation (E^) de la suite précédente aura pour adjointe l'équation (E_^) de la même suite; ou, plus exactement, ces deux équations auront leurs invariants égaux, à l'ordre près. Si l'on applique cette remarque aux deux équations qui terminent la suite, on reconnaît immédiatement que l'on devra avoir
_ c)Mosa __ ()Mojïp dx dy dx dy
ou, en intégrant,
9 et (7 désignant deux fonctions inconnues de x et dejK. On peut les faire disparaître comme il suit.
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Si l'on divise par ^(j^) le premier membre de l'équation linéaire d'ordre 2/? — i dont :c,, jr-i, • • .. ^2«-i sont les solutions particulières, les nouvelles fonctions adjointes ;, .^'o. ••• sont égales aux anciennes multipliées par h(x); l'équation précédente se réduira donc à la forme
Une opération analogue, appliquée à 1 équation dont les solutions particulières sont j^,, ^'25 •••> ^2/1-15 permettra de même de faire disparaître la fonction ^{y)- Ainsi, par un simple changement d'écriture et sans diminuer en rien la généralité, on peut ramener l'équation (3) à la suivante
d'où les fonctions 0 et a- ont disparu.
Réciproquement, si la condition précédente est vérifiée, l'équation (E) aura ses invariants égaux. D'après les résultats du n° 386, cette équation peut, en effet, être ramenée à la forme simple
,^^ d^z ()Io£rH„_, dz <)loïK„_5 dz dlogH„_, d\oi:K^-,
ôxdy dy dx Ox ôy dy ôx
et elle admet pour invariants
dilo?H„_, <)Mo?K„_î
dx Oji
Or on a ici
ôxOy
a étant égal à ,3, on a nécessairement
et, par suite, l'équation proposée a bien ses deux invariants égaux. Si, dans l'équation (5), on eflfectue la substitution
Z = ^iHn— î,
elle prend la forme simple
^'^ dxdy dxôy "'
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et, d'après les résultats du Chapitre précédent, son intégrale peut se mettre sous l'une des trois formes suivantes :
(9) -1 -- A vï^rTi — ^-^
(•0) ^1= .,:;„:^-^.— Dr
Toute la difficulté se ramène, on le voit, à la détermination des fonctions x^, jka pour lesquelles on aura identiquement
c'est-à-dire
(11) XiT^i -I- T^r^^ -+-. . .-h ^r^n-iTt'in-i = çiJKi -^^ Ziji +• • • "^ ;2«-ir2«-l-
Voici comment on peut résoudre cette équation,
388. Prenons les dérivées des deux membres, par rapport à y par exemple, jusqu'à l'ordre 2/1 — 1 inclusivement, et donnons ensuite à 7 une valeur particulière quelconque. On obtient ainsi an — I relations linéaires à coefficients constants entre les fonctions x/,, Ifi'. Ces équations peuvent être résolues par rapport aux inconnues; car leur déterminant
^r(yi, 72, ■■■, rin-i)
ne peut être nul pour toute valeur particulière de j^, les fonctions yi étant, par hypothèse, linéairement indépendantes.
[jCS valeurs ainsi obtenues des fonctions ^^ sont évidemment des combinaisons linéaires des fonctions X/i ; on peut donc énoncer le résultat suivant :
L'équation linéaire d'ordre impair considérée au n" 382, et dont Xi, X2, . . . , Xo/i-i sont les solutions particulières, doit être écjuivalente à son adjointe; et il en est évidemment de même de l'équation linéaire d'ordre impair à laquelle satisfont les fonctions j'/i.
Il faut, nous allons le voir, ajouter quelque chose encore à cette
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double condilion. Soit
la forme quadratique à coefficients constants définie au n° 375 et qui permet d'exprimer les solutions adjointes parles formules
j _ C— i')"-' do Soit, de même,
la forme analogue relative aux solutions j>'>i. On aui'a
àj^h'
et Tégalité à vérifier prendra la forme
d-l d-l _ do do
On peut encore l'écrire comme il suit
d-l d-l _ do do
Xi -~- -!-••• -r- J"2„_i T '■ — Xy
dvi ' djin-i dj-i - dviii^i
et, sous cette forme, on reconnaît immédiatement que les deux fonctions c5 et 6 doivent être les mêmes. S'il en était autrement, il suffirait d'attribuer à la variable y une valeur particulière quelconque et Ton obtiendrait, contrairement à l'hvpothèse faite au début, une relation linéaire entre les fonctions Xt, x-^- ••••, ^2n-«- On est donc conduit à la proposition suivante qui, rapprochée des résultats obtenus dans les deux derniers Chapitres, donne la solution complète et précise du problème proposé :
On détermine toutes les équations à invariants égaux qui s'intègrent par la méthode de Laplace en prenant, pour les fonctions Xh et yh-, les solutions particulières de deux équations linéaires d'ordre impair équivalentes à leur adjointe et en choisissant ces solutions particulières de telle manière qu'il existe entre les solutions yh et leurs dérivées jusqu'à Vordre fi — o. la même relation quadratique qu'entre les solutions X/, et leurs dérivées jusqu'au même ordre.
389. Appliquons la proposition précédente aux cas les plus simples. Si l'on a
il y a un seul couple (^,, j,) que l'on peut réduire à (i, i). On a
et l'équation correspondante est
d'-z _ dx ôy
Si n est égal à 2, il y a trois couples {x^,y^), (xo,j>'o), {x-i,y-i). Les fonctions x^, Xo^ X3 devront être reliées par une équation du second degré que nous supposerons ramenée à la forme
a^l — 'îXf X3 ^ o.
Les fonctions j, , jko, y^ devront alors être liées par l'équation
Si l'on prend comme nouvelles variables x^ y les rapports — , ^ et si l'on réduit (n° 341) le couple (x,, jKi) à l'unité, on obtient,
en tenant compte des relations quadratiques, les trois nouveaux couples
(i- I), i--^, y), (—y ^ On a ici
<ii =-- — y Ç2 = — -27, Ç3 = 1
Les premiers membres des équations auxquelles satisfont les solutions Xi et les solutions j^,- sont
/(to) = a>"', o(0) = 0"'.
On a encore
A = X3 = A'= iJL3 = r, H,,-2 = a= ^^~->^)'.
L'application de la formule (8) nous donne donc
dy
dx
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OU
L'équation dont r, est l'intégrale générale est
^ dx dy Oxdy "^ ix — y)^"*'
Si l'on n'avait pas fait un choix particulier des variables indépendantes, on aurait obtenu l'équation
et l'intégrale générale serait
Passons maintenant au cas où il y a cinq couples. Les expressions des fonctions x/,, y h résultent des formules données au n" 3T6. On aura, si Ton choisit convenablement les variables indépendantes X et y^
Xi =1,
yy = ',
Xi = ?-,
y3 = yC—'i'^
y^ = rC-^^
^ désignant une fonction de x et y une fonction de y. De plus, la formule (4^) du n" 37o nous donnera
On aura donc ^ = -^ijs — J-î^'v — Xj>-j — x^y^ -i- xj j^, = (ï-.3)(Y'-3')-^^'~^'^'-S"ï'^^^'-^(3Y-Y"n(.r-^>-
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L'applicalion de la formule (8) nous donne, tout calcul fait,
L'écriture de cette formule se simplifie si l'on introduit la fonction suivante
On a alors
et s,
satisfait
à l'équation
dx ôy
dx dy "" ' '
Le calcul détaillé, que nous omettons, révèle un fait intéressant et qu'il serait possible d'établir d'une manière générale. Le déterminant 11,1-2 est toujours un carré parfait; ou, plutôt, il est de la forme
et le facteur K figure à la première puissance seulement dans les dénominateurs des différents termes de Z\.
Si l'on employait les expressions générales sous forme d'intégrales, indiquées au n'' 376, des fonctions Xh^ Jh-, on pourrait écrire la valeur générale de z^ sous une forme où tout serait connu; nous nous contenterons ici des exemples que nous venons de traiter.
390. Dans la troisième Partie du Mémoire que nous avons cité au n" 343, M. Moutard s'était occupé spécialement des équations de la forme
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et il a publié une nouvelle rédaction de celte Partie de ses recherches dans le XLV« Cahier du Journal de l'École Polytechnique (•). La méthode de M. Moutard repose sur un beau théorème que nous n'avons pas eu à employer dans la solution précédente; nous allons la faire connaître ici d'une manière détaillée.
Désignons, pour plus de netteté, par g(;) l'expression
O^ ' z dxdy'
et supposons que Ton connaisse une solution quelconque oj de l'équation
Cette équation étant identique à son adjointe, le produit
pourra se mettre sous la forme
ôx ~^ dy^ et, en effet, on a
\àxdy j dxdy dxd^
ày
= 1. A ( ^^± _ _^^\ l ±( dz dtti\
idx\ dy "àyj ' 1 dyy'ô2;~^Ui)
Ecrivons donc l'équation
dx\ dy ^4r/^^r^^~^^;="'
{■) Moutard, Sur la construction des équations de la /orme
z dxdy -^^^'•^)'
qui admettent une intégrale générale explicite {Journal de l École Polv technique, XLV Cahier, p. i; 1878). -^
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qui est identique à la proposée {■21). Elle exprime évidemment que
est une différentielle exacte. On peut donc, à chaque solution z, associer «ne fonction 8, telle que l'on ait
di) dz dto ()0 dz dtxj
dx Ox âx oy dy Oy
Il est aisé d'éliminer z et de trouver une équation linéaire du second ordre définissant la fonction 8. Les formules précédentes, écrites comme il suit
M- dx ~ dx ^ oj2 dy dy
montrent, en effet, que l'on aura
()j \ w2 dx ) ' dx\(xt'''dyj OU, en développant,
^ '■ ' dx dy dy dx dx dy
Or, si Ton pose
l'équation en cr prend la forme
Pour déterminer [jl, il suffit de remarquer que l'équation en 0 admet la solution particulière 0= i; l'équation en cr doit donc
admettre la solution - et l'on a
<T peut s'exprimer en fonction de z par la formule
dl^\
to2 — V-^ dx — iM- — V^- dy , dx dy ^ _\
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et, inversement, ^ peut s'exprimer en fonction de a par la relation
analogue
(.6) . = o.J^--^du:-~-^dyj^.
On peut donc énoncer la proposition suivante:
Si l'on connaît une solution particulière lo de l'équation
et que l'on forme V équation nouvelle .
toute solution de Vune des deux équations permettra de déterminer, par une simple quadrature, une solution de Vautre. Si donc on connaît l'intégrale générale de l'une des deux équations, on pourra déterminer l'intégrale générale de l'autre équation.
La relation entre les deux équations est évidemment réciproque ; si, pour abréger, nous disons que l'on passe de la première à la seconde par la solution to, on passera de la seconde à la première par la solution - •
391. On peut rattacher la proposition précédente à la considération de certains systèmes du premier ordre qui se présentent dans différentes questions de Géométrie. Ces systèmes contenant deux fonctions inconnues p ei q sont de la forme suivante
ox dx dy dy
OÙ A est une fonction donnée. Comme les équations précédentes
ne changent pas lorsqu'on échange p el q en remplaçant a par i ,
il est clair que, si on sait les intégrer pour une valeur de a, on saura aussi le faire pour la valeur imerse de'/.. Nous allons voir que cette simple remarque donne la proposition de M. Moutard.
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Éliminons en effet p. Nous aurons l'équation
7)y \ dx ) dx\ ôy / '
qui a ses invariants égaux et se ramène à la forme
si l'on change dans celte équation q en p, \ en .-? on aura
La comparaison de ces résultats établit immédiatement le théorème énoncé plus haut : De chaque solution de V équation
on peut, par une simple quadrature, déduire une solution de V équation
392. Les propositions que nous venons d'établir permettent évidemment de déduire de toute équation
que l'on sait intégrer, une suite illimitée d'équations nouvelles et de même forme dont l'intégrale se déterminera par de simples quadratures. Donnons en effet aux arbitraires, fonctions ou constantes, qui entrent dans l'intégrale générale de l'équation précédente, des valeurs particulières, mais quelconques; et soit w le résultat obtenu. Nous pourrons, par une simple quadrature, obtenir l'intégrale générale de l'équation nouvelle
Donnons de même aux arbitraires qui entrent dans cette seconde intégrale générale des valeurs particulières, et soit to, la valeur
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qu'elle prend alors. Nous pourrons de même déterminer par de nouvelles quadratures l'intégrale générale de l'équation
et ainsi de suite. En continuant indéfiniment, on obtiendra toujours des équations de la forme (3o), dans lesquelles A contiendra un nombre de plus en plus grand de constantes ou de fonctions arbitraires.
On peut signaler quelques relations intéressantes entre toutes ces équations. Ecrivons-les sous la forme
et soit tt)A la solution par laquelle on passe de l'équation de rang A" -J- I à l'équation de rang A" -4- *>.. On aura
On en déduit
dxdy
et, si l'on ajoute toutes les équations obtenues, on trouvera
(34) À,= X — a^— — Iog(u)w, ...eu/-,).
Si l'on a obtenu, par exemple, avec deux fonctions arbitraires, l'expression générale de w, tOt contiendra deux fonctions arbitraires nouvelles, et ainsi de suite : l'expression de Aj contiendra donc, en tout, 2f fonctions arbitraires. Si Ton a choisi des solutions particulières, on sera conduit à des équations nouvelles qui ne contiendront pas nécessairement plus d'arbitraires que la première, mais qui seront, en général, dune forme différente.
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iXous choisirons comme exemple l'équation
à-z r jn(m — i) /i(ji — i)
dx ôf
qui comprend comme cas particulier l'équation d'Euler (n" 346). Elle admet la solution particulière
(36) lù-^ {x — j)"'{x -ir y)"-.
Si l'on emploie cette solution, on sera conduit à l'équation nouvelle
O^^^ VS\^)'\x-yf ' (x-^yy'
qui ne diffère de la précédente que par le changement de m et n en 771 -h- 1 , /i -h I . Si l'on désigne par A(7n, n) l'équation (35), on voit que l'intégration de A(/?i + i , /i + i) et celle de X{m^n) sont deux problèmes équivalents. On développera aisément les conséquences de cette remarque; il en résulte que l'on peut intégrer l'équation A(m, /i) toutes les fois que m et n sont des nombres entiers (*).
393. Revenons au théorème général. Il serait aisé de montrer que, si l'on connaît la solution de Riemann, définie au Chapitre IV, pour l'équation primitive, on saura déterminer cette solution pour chacune des équations suivantes. Mais nous laisserons de côté cette question pour nous attacher au problème particulier qui a
(') Si l'on pose
{x — yy-=u. {x+yy = v, z = {x —y)"'ix -^ y)" on obtient pour 9 l'équation
ô'(i d'^ ( i\()0 / i\rJO
M — - — tJ -— -!- m -I- - \n-\- -]-' =0,
dont l'intégrale est
du'" dv
lorsque m et n sont entiers positifs. Comme l'équation A (m, n) ne change pas quand on y remplace m par i — m, ou n par i — n, on peut toujours supposer m et n positifs.
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fait l'objet des recherches de M. Moutard, et montrer comment l'application de la proposition générale fournit un procédé régulier qui permet de former toutes les équations de la forme considérée pour lesquelles l'intégrale sera donnée par la méthode de Laplace.
Nous établirons d'abord la proposition préliminaire suivante, qui nous sera d'ailleurs utile dans dautres recherches.
Etant données les expressions
To = AX _ A, X' - ... - Aa X^', Vi = BX — B,X' -. . . -^ BaX(*',
où A, B, A, , B, , . . . désignent des fonctions déterminées de x et de y et^ une fonction arbitraire de x, si V expression
To dx -i- T, dy
est une différentielle exacte pour toutes les formes possibles de la fonction arbitraire X, on pourra toujours, par des opérations purement algébriques, mettre l'intégrale
r= HyPodx-^Widy)
sous Vune ou Vautre des formes suivantes:
X,- CiX;-^ CîX-; ^. . .-4- Ca-X'*',
CiXi - C,X'i -. . .- GaX/-"-^ const ,
X, désignant une nouvelle jonction arbitraire qui, dans la seconde forme, peut être prise égale à X.
En effet, on peut toujours, en effectuant des intégrations par parties, ramener To à la forme
>1-o=-^[DX-D,X'-^...-Da-_,X^-'']^12X, û ayant la valeur suivante
Ox ôx^ ' Ox'-'
Si donc on considère la différence
; _ DX - DiX'-. . .- Dx.-iX(*-t' = C,
^^^ LIVRE IV. - CHAP. Vil.
on aura
^'■2 étant ordonné, comme W^, par rapport aux dérivées de la fonction arbitraire. Le second membre étant encore une difféi^entielle exacte, on devra avoir
dx dy
Cette équation ne peut être vérifiée que si ^'2 est identiquement nul : si To contenait, en effet, un seul terme en X ou en X', ..., la
différenliation par rapport à x introduirait dans ~ au moins une
dérivée de X; et le premier membre de Tégalité précédente ne pourrait être égal au second pour toutes les formes possibles de la fonction arbitraire. On a donc nécessairement
Q dépend donc seulement de la variable .«?; si 0 est nulle, on a Ç = DX + Di X'^ ... H- D/,_.i X'-^-i) -+- const. ;
c'est la seconde des formes signalées dans l'énoncé. Si ù n'est pas nulle, elle dépendra seulement de ^; on aura
Ç = DX -F- Di X' - . . . H- Dk-i X(^~i) -+- Çq. X dx.
Si l'on pose
ûX = X'i,
X, désignant une nouvelle fonction arbitraire, T prendra la forme
qui est la première indiquée dans l'énoncé.
La proposition énoncée se trouve ainsi entièrement établie 5 elle s'étend évidemment au cas où W^ et W^ seraient des fonctions linéaires d'une fonction arbitraire Y de y et des dérivées de cette fonction, ou même contiendraient simultanément deux fonctions
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arbitraires X, Y de x et de y et leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé.
39i. Soit maintenant
une équation dont on puisse obtenir lintégrale générale sans aucun signe de quadrature. Ecrivons cette intégrale
z - MX- MiX'-. . .- Mt-iX-i" - XY - X, Y' -. . .^XViY(^-»'-
Pour abréger, nous désignerons ^^v f^{u)^ fi{u) les polynômes linéaires suivants :
fi{u\= Mu -f- Ml — -^. . .-^ Ma-1 -^j^p-^ »
Mu) = N« ^ iX, ^ -^. . .-4- N^-i^pr-i i
on aura ainsi
Introduisons les polynômes ^i(//), g-i{u)- adjoints respectivement di/i{u),f-2(u). Ils donneront naissance à des identités de la forme
\ »'/i(«) — «<?i<')= £:Bi(«, ^t,
I v/i(u } — u gi( v) = — Bi( u, V »,
OÙ B, et B. sont les fonctions bilinéaires de u, r et de leurs dérivées qui ont été définies au Chapitre précédent. Ces notations étant admises, donnons, dans la solution générale z, des formes particulières X,. Y, à X et à Y; nous aurons une solution particulière
( 4o ) w = /i ( Xi) ^ /, ( Yi) ;
et nous savons que la fonction c- définie par l'égalité
sera l'intégrale générale de l'équation
Pour calculer a- nous remplacerons successivement z par ses deux parties
US) -'i = /i(X), z., = MY).
Soient 0-,, o-^ les deux parties correspondantes de a; on aura
(44) cr = (Ti-i-cr2
et
( 45) wa, = tozi —iji^z.'-^dx-^io-^dyy
Dans la première des identités (Sg), substituons X à ;f et -y- à V. elle prendra la forme
et donnera une expression de ^i y- que l'on peut substituer dans l'expression de cr,. On a ainsi
ou, en intégrant partiellement,
La quadrature qui figure dans cette formule est de celles auxquelles s'applique la proposition précédente. Le coefficient de dx et celui de dy y sont ordonnés suivant les dérivées de la fonction arbitraire X-, comme celui de dx ne contient que X, il faut, d'après la remarque même qui constitue le point fondamental de la démonstration du numéro précédent, que l'on ait
w -— i Bi X, -- = o,
dy Oy '\ ' ùxj
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et que£^, ( — ) dépende de la seule variable x. On vérifie aisément
l'égalité précédente. Comme le premier membre y est ordonné suivant les dérivées de la fonction arbitraire X, il suffit de montrer que sa dérivée par rapport à x est nulle. Cette dérivée a pour expression
d^Zy dtii dzi (ft „ /,, dtsi\
fa) -! : — T K 1 ( A. , I
dxÔY f)x Oy ovdx \ Ox J
~ '^ ôxdy'^'dx ~dy ~dy \^^dx ' ^\dxj\~~'^dxOy ^'^OxOy"^' On a donc, en définitive,
(47) co..= co/.(X)-aB,(x,^)-./x^.(g)ete,
et l'on trouverait de même, en échangeant x et y^
(48) fa>7, = - o./;(Y) -- aB, (y, '^^ - ij Y g., (^) dy. L'expression définitive de a- sera donnée par la formule
(a,cr = c«/,(X)-fa,/,(Y)-aB,(x,^)-2B,(Y,^)
et il suffira de remplacer X et Y respectivement par
pour obtenir une expression de 7 débarrassée de tout signe de quadrature. On pourrait objecter que gA — ^OMg^i-^j seront toujours nuls; mais on reconnaîtra aisément, en prenant le coefficient de la plus haute dérivée de X, dans gi\-Â-)-> q^^ cette expression, ainsi que^i ( -^ ) > ne peut être nulle dans le cas général.
f dtsi\
On a évidemment
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Le second terme est ordonné suivant les dérivées de la fonction arbitraire Y, ; le premier membre dépendrait certainement de y si toutes ces dérivées ne disparaissaient pas. Il faut donc que ]'on ait identiquement
'^/2(Yi)'
ffi
et de même
Il serait aisé de vérifier toutes ces identités en s'appuyant sur notre première solution et sur les formules que nous avons données au n° 387. Elles permettent évidemment de simplifier les calculs et nous donnent
dx/ °'\ ÔX J
Si l'on pose, pour abréger,
dy
il faudra, dans l'expression de ojo-, remplacer X et Y respectivement par
çpi(Xi)' Cp2(Yi)'
et l'on obtiendra l'expression définitive
i"" = "'/'(ï-7IS7))-™-^'(ïlfv,),
\ \?i(Xi) dxj V?2(^i; ày I
qui est de rang/i 4- i au plus par rapport à ^ et à y. Remarquons que cette dernière transformation de l'expression t suppose essentiellement les fonctions cp,(X,) et o.^_(Y ^) différentes de zéro. Ces fonctions pourront devenir nulles pour certaines valeurs particulières de X, et de Y, ; nous aurons à examiner plus loin cette
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hypothèse ; mais nous allons auparavant indiquer les applications des résultats précédents.
39o. Prenons comme point de départ l'équation
dxdy On aura ici
Bi{u,v) — o, Bi(u,v) — o.
L'application de la formule (49) donnera donc (53) 7=X-Y-.^-^ rxX'i<fo- ^-^ I'yY', ci>.
Remplaçons X par ^r' ^ par;rr^j nous aurons
et 7 satisfera à l'équation
Pour continuer les calculs, supposons que l'on ait choisi comme nouvelles variables x eX. y les fonctions X, et \(. L'expression de z deviendra
Prenons pour valeur de la solution o>
3 désignant une fonction de x et y une fonction de y. On aura ici
/i(«)= " — n' /îC")
■y. Il ,9.11
B,(a, f) = «t\ Bi(a, f) = Mr.
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L'application de la formule (49) donnera donc
X — y X ■ — y M ôx ^ ày
si l'on introduit la fonction
et si l'on remplace X par j,„,i Y par -7^, on retrouvera l'expression
X J jj l ,^ l
de l'intégrale générale
déjà donnée au n" 389. L'application de la formule (34) montre que <7 satisfera à l'équation
dx dy '
tous ces résultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons déjà obtenus.
396. L'application de la méthode peut encore se poursuivre. Les deux exemples que nous venons de traiter nous permettent de reconnaître qu'elle conduit aux équations les plus générales pour lesquelles l'intégrale générale est de rang 2 ou 3. Mais donnerat-elle toutes les équations dont la méthode de Laplace peut fournir l'intégrale générale? Ce point n'est nullement évident, et M. Moutard n'y a peut-être pas assez insisté. On peut faire disparaître toute difficulté à l'aide des remarques suivantes, qui nous donneront d'ailleurs des indications utiles sur le passage de chaque équation à la suivante.
Nous prenons comme point de départ la valeur générale de z donnée par la formule (38), et nous supposerons que cette expression soit effectivement^ de rang /:, soit par rapport à x, soit par rapport ky. Il résulte, en effet, des développements donnés au n" 387 que l'intégrale générale d'une équation à invariants égaux est nécessairement du même rang par rapport aux deux variables indépen-
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dantes. L'expression de z sera formée avec 2 A — ^i couples i^iyyt)^ (^2,^2)» •••? (j72A-«,r2A-i); c'est-à-dire qu'elle s'annulera quand on y remplacera X par Xh et Y par y/,, h prenant les valeurs 1,2. .. ., 2 A — i. Par suite, si l'on remplace dans l'expression de (o les fonctions X, et \| par Xh et j)'a, w s'annulera identiquement, ainsi que toutes ses dérivées. On aura donc nécessairement
On voit que l'équation linéaire
dont les coefficients sont fonctions de x (n° 394), admet les solutions particulières x,, x-i, . . ., x^k-t (')•
On peut énoncer évidemment la même propriété pour le polynôme Ç2(m)î qui s'annule quand on y remplace u par^',, ïo, . . . ,
Admettons d'abord que les deux fonctions X, et \ ,, qui entrent dans l'expression de to, ne vérifient aucune des équations
ç,(Xi) = o, =;î(Yi) = o.
Alors la formule (52) présentera s- sous la forme d'une expression de rang au plus égal à A" -i- 1 , soit par rapport à x, soit par rapport à y. Nous allons montrer que a- est effectivement de rang égal à A -t- 1 .
La valeur de z s'annule, par hypothèse, lorsqu'on y remplace X par Xh, Y par r^. Si l'on tient compte du changement de notation par lequel on passe de la formule (49) à la formule (02), on pourra conclure que la valeur de (ot donnée par cette dernière
(') D'aprèà une des propositions énoncées à la fin du Chapitre V, on reconnaît immédiatement que le poljnôme =,(t/), défini par cette égalité
df,(uy
Ox ,
est égal et de signe contraire à son adjoint. Ce résultat, que nous retrouverons plus loin sous une autre forme, confirme ceux que nous a fournis notre première solution.
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formule s'annule quand on y remplace X et Y respectivement par
I a:/iOi(Xi)dx, / JK/, o.f Yj ) r/j,
pourvu que l'on détermine convenablement Vune des deux constantes que Von peut toujours ajouter à ces intégrales.
Les dérivées de wo- s'annulent encore lorsqu'on remplace dans la formule (49) X. par X| et Y par Y,, ce qui donne z = w, ou lorsqu'on remplace dans la formule (oa) X et Y par
a- s'annulera donc encore si l'on choisit des déterminations convenables de ces deux intégrales.
On reconnaît enfin, à la simple inspection de la formule (02), (jue a- s'annule aussi lorsqu'on y remplace X et Y par i .
Nous obtenons ainsi aA^ + i couples pour lesquels s'annule la valeur de 0-5 et, dans ces couples, les fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes; car, s'il y avait une relation linéaire entre les fonctions
1, XiOi{Xi)dx, I XiOi{^i)dx, ..., I x-ik-i'^i(J^i)dx,
par exemple, il y en aurait une aussi entre leurs dérivées; ce qui est impossible tant que X) ne satisfait pas à l'équation
«fi(Xi) = o,
et n'est pas, par conséquent, une combinaison linéaire des fonctions X\^ X-2-) ' . ' , ^2/f-C
L'expression de wcr, admettant aA" + i couples pour lesquels les fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes, est donc nécessairement (n"'^ 340 à 343) d'un rang égal à /: + i .
Il est ainsi établi que l'application de la méthode conduit généralement d'une solution jz à une solution <7 de rang immédiatement supérieur. Mais là n'est pas le point essentiel de la démonstration : il faut établir, au contraire, que l'on peut aussi, en choisissant convenablement la solution lo, passer de la solution z à une solution de rang inférieur. Nous allons montrer qu'il suffira, pour ob-
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tenir ce résultat, de prendre, pour les fonctions X, et Y, qui entrent dans l'expression de to, des solutions convenablement choisies des équations
?i(^i)=o, çj(Y,) = o.
Supposons d'abord que l'on ait seulement
?i(Y,) = o, c'est-à-dire
).i, .... A2A_i désignant des constantes. On pourra, en remarquant que co ne change pas si l'on y remplace X,. Y, respectivement par
X, — /,j-, — . . .— Àj^t-i^îA-i,
réduire 1. , à zéro. Supposons donc
X, demeurant encore tout à fait arbitraire. Si l'on fait, dans la
formule (49^>
c'est-à-dire z ^= hi, la fonction w- devra se réduire à une constante. On aura donc
«"/iC^i) — -^BhXi, ^ j — i jXi Si(Xj)cLf=: const.
ou encore
_ A- df,(X,)\ A. .,. . .
const.
[A(\,)r-lB,(x,/-I^^^-^j\:,,iX,)dx
Cette équation, où X, désigne une fonction arbitraire de x, suffirait seule à établir que la fonction ç;,(X,) est égale et de signe contraire à son adjointe : elle exprime en eflet que cette fonction devient une dérivée exacte quand on la multiplie par Xi . L'expression
est l'intégrale du second degré considérée au n° 373.
Choisissons maintenant pour X, une solution particulière de D. -II. ,1
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l'équation
oi(Xi) = o,
qui annule en même temps l'intégrale du second degré. Nous avons vu au n** 374 que les solutions de ce genre peuvent être réelles. Alors la partie a-, de o- qui dépend exclusivement de X se réduira, d'après la formule (47), à (')
et, comme elle s'annule pour X = X,, on pourra y remplacer X par
Xi A^^,
sans introduire aucun signe de quadrature. Après cette substitution, elle ne contiendra plus les dérivées de X que jusqu'à l'ordre k — 2. L'intégrale u sera donc de rang k — i au plus par rapport à x^ ou par rapport à j', puisque son rang est nécessairement le même par rapport aux deux variables. Elle ne saurait être de rang inférieur, puisque, dans l'opération inverse par laquelle on passe de a- à 5, le rang ne peut s'élever, nous l'avons vu, de plus d'une unité.
En résumé, l'application de la méthode conduit généralement d'une solution d'un certain rang à une solution de rang immédia-
(') En toute rigueur, il faudrait ajouter à cette expression —■, C désignant la
constante arbitraire introduite par l'intégration. Mais, si une équation linéaire,
intégrable par la méthode de Laplace, admet la solution générale
^ = AX -+- A,X' + . . .+ A,„X('") +. . .4- B„YW + 9,
6 étant une fonction déterminée quelconque, on peut toujours supprimer 9 sans diminuer la généralité de la solution. En elfet, si l'on fait X = o, Y = o, on a z = 9, et, par suite, 0 est une solution particulière. Soient alors X, et Y, les valeurs de X et de Y qui donnent pour z la solution particulière 28. En remplaçant X par X — X , Y'^ par Y — Y,, on fera disparaître le terme en 9 ; et il restera sinjplement
2 = AX +. . .-+- A„,X('") + BY + B, Y' -h. . .-h B„Y("). Cette expression a le même degré de généralité que la précédente.
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tement supérieur^ mais elle peut conduire aussi à une solution de rang inférieur ( ' ).
Puisqu'il est toujours possible d'abaisser le rang d'une unité, on pourra, après A— i opérations, passer de toute équation admettant une solution générale de rang k à l'équation
dx dy
qui est la seule dont la solution générale soit de rang i . Les opérations inverses permettront de passer de cette équation à toutes celles dont l'intégration peut être obtenue par la méthode de Laplace.
(') On reconaait aisément que l'on peut aussi choisir la solution u de telle manière que le rang demeure le même dans le passage de l'équation à celle qui lui succède.
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CHAPITRE YIII
Définition des expressions {m, n). — Transformation que subit une telle expression quand on applique la méthode de Laplace. — Une expression {m, n) est définie, en général, à un facteur près, par la condition de s'annuler quand on y remplace z par m -h n solutions particulières de l'équation proposée. — Discussion des cas exceptionnels dans lesquels cette proposition se trouve en défaut. — Détermination de toutes les expressions {m, n) qui satisfont à une équation linéaire du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise comme cas limite dans celles qui résultent de l'emploi des expressions {m, n) les plus générales. — • Recherche de la fonction la plus générale satisfaisant à une équation du second ordre et définie par la quadrature / {P dx -h Q dy) où P et Q sont des fonctions linéaires de z et de ses dérivées. — Application au cas où P et Q contiennent les dérivées jusqu'au premier ordre seulement. Extension au cas de deux variables des propriétés des systèmes adjoints. — L'intégration de l'une 'quelconque des deux équations, ponctuelle ou tangentielle, relatives à un système conjugué tracé sur une surface quelconque se ramène à celle de l'autre.
397. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'indiquer quelques propositions générales qui permettent de rattacher à toute équation linéaire du second ordre une série d'équations de même forme et de même ordre, que l'on saura intégrer en même temps que celle dont elles dérivent.
Étant donnée une intégrale quelconque z de l'équation aux dérivées partielles
d^z dz dz __
^^' ôx dy dx dy '
cette équation permettra, nous l'avons déjà remarqué, de calculer toutes les dérivées de z prises à la fois par rapport k x cl k y en fonction des dérivées prises par rapport à x ou par rapport à y seulement.
On est ainsi conduit à des relations de la forme suivante :
d'"+"z ,. dz r^ à'^z ^, d'"z ^ dz r\ '^'^ ^
dœ"^dy''~ ' dx 'ôx-i ' '" àx'»- ^' ày ^ ây'^
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Un calcul facile donne les valeurs de Pm et de Q„. Si l'on suppose m cl n différents de zéro, on trouve
Ox'"
Pm et Qrt ne sont pas nuls, en général, mais ils peuvent le devenir, ainsi que quelques-uns des autres coefficients, dans certains cas particuliers. C'est ainsi que, lorsque a est égal à zéro, les dérivées de z- par rapport à x disparaîtront de la formule, si l'on â n^m, et n'y figureront que jusqu'à l'ordre m — n, si m est supérieur à n.
Si l'on combine linéairement, en les multipliant par des fonctions quelconques de x et de j)", l'intégrale z et ses dérivées successives jusqu'à un ordre déterminé, on pourra toujours, par l'application de la formule précédente, ramener la fonction linéaire de z et de ses dérivées ainsi obtenue à la forme
dans laquelle ne figurent que des dérivées prises par rapport à une seule des variables indépendantes. Nous désignerons, pour abréger, par la notation (m,n) une expression de ce genre ou, plus exactement, pour comprendre le cas où les coefficients P„,, Q« deviendraient nuls, une expression qui contiendra les dérivées de z par rapport k x au plus jusqu'à l'ordre m, et les dérivées de z par rapport à jk an plus jusqu'à l'ordre n. Par exemple, la
dérivée ^ est une expression {m,n). La dérivée par rapport
à X d'une expression (m, n) est une expression (m -h i , n) et la dérivée par rapport à v une expression (^m, n -h i).
On aperçoit aisément les transformations que subit une expression [m, n) quand on applique la méthode de Laplace. Imaginons, par exemple, que l'on emploie la substitution par laquelle on passe de (E) à (E,), celle qui est définie par les formules
(i) -1=3 -az, -bzi = /i^,
dy ôx
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données au n° 330. L'emploi de la première de ces formules permet d'éliminer les dérivées de z par rapport à y et de les remplacer par les dérivées de Zi se rapportant à la même variable, mais prises jusqu'à l'ordre n — i seulement. La seconde formule permet ensuite de remplacer z et ses dérivées par rapport à x par les dérivées analogues de ^,, mais prises jusqu'à l'ordre m + i . Ainsi une expression (m, n) relative à l'équation (E) se transforme en une expression (/» + i , n — i) formée avec la solution correspondante de l'équation (E, ) ; et, inversement, on démontrerait de même que toute expression (m + i, n — i) relative à (E|) se transforme en une expression [m, fi), relative à (E). On peut donc conclure que l'expression (m, n) la plus générale formée avec une solution de (E) admet pour transformée l'expression (m + 1,72 — i) la plus générale relative à (E() et, par suite, l'expression {m~{-i, n — i) la plus générale formée avec la solution correspondante de Téqualion d'indice positif (E,), au moins tant que i sera inférieur ou égal à n. Si l'on suppose î= n, on obtiendra une expression de la forme
qui ne contiendra que les dérivées prises par rapport à la seule variable x. Si l'on continuait à appliquer la méthode de Laplace, on serait conduit à des expressions (m + /? H- A, o); elles seraient de même forme, mais ne seraient pas les plus générales de leur définition. ISous supposerons donc que l'on s'arrête à(E,i).
Si l'on emploie de iriême la deuxième substitution de Laplace, on reconnaîtra que l'expression (m, n) la plus générale admet pour transformée l'expression [m — y, /z + y) relative à l'équation (E_y), qui sera aussi la plus générale tant que j sera inférieur à ni-{-i. En résumé, i étant positif ou négatif, l'expression (m, ii) la plus générale formée avec une solution quelconque de (E) a pour transformée l'expression (m + ?", n— i) la plus générale formée avec la solution correspondante de (E/), tant que l'on attribue à l'entier i les valeurs
— m, — m + i, ..., o, I, .... n. 398. Une expression (m, n) contient jn + n-\-\ coefficients,
M, P/, Qa, qui sont des fonctions arbitraires de x et de y. Elle sera donc déterminée à un facteur près, au moins en général, si on l'assujettit à s'annuler lorsqu'on y remplace z par m -^ n solutions particulières
de l'équation proposée. Si, pour abréger, on pose son expression sous forme de déterminant est alors
dz dx
dZt
dx
dx
dz.,.
dx
dz
dx^
ày
d'^Zi
dx'"
dz.
Ox'"
OV
d"'Zf,
dzp
ax'"
ày
d^ dy"
ày à'fz»
ày"
Il peut cependant arriver qu'une expression (m, n) ne soit pas déterminée par les conditions que nous venons d'énoncer : c'est ce qui aura lieu si les mineurs qui sont, dans lexprcssiou précédente, les coefficients de z et de ses dérivées sont tous égaux à zéro. On peut définir d'une manière précise ces cas exceptionnels dans lesquels l'expression précédente devient illusoire.
Désignons par la notation (m, n)i le résultat de la substitution de Zi à z dans une expression (m, n). Si l'expression doit s'annuler, comme nous le supposons, pour les valeurs déjà indiquées de z, on aura les équations de condition
auxquelles devront satisfaire les coefficients inconnus de la fonction (m, n). La première ne sera pas vérifiée d'elle-même tant que z, sera différent de zéro; la seconde ne sera pas, en général, une conséquence de la première: mais, en poursuivant, on arrivera nécessairement, si le système précédent est indéterminé, à une équation qui sera la conséquence de celles qui la précèdent. Cette équation, dont nous désignerons le rang par h, s'obtiendra néces-
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sairement par une combinaison linéaire des équations précédentes. On aura donc l'identité
(5) '^i(m, n)i'+-'k2im, 71)2-^-. . .-i-l/,(m, n)/, = o,
applicable à toute fonction (m, n). D'après la manière même dont on l'obtient, il est évident qu'tV n'y aura aucune autre relation linéaire de même forme entre les quantités {m^ n)^^ ..., (m, n)k.
Cela posé, appliquons la transformation de Laplace, en passant de (E) à l'équation (E^). L'identité (5) se transformera dans la suivante
(6) li(m -i- n, 0)1 ~H X2(/?i -f- rt, 0)2-1-. . .-{- A/t(m -l- n, o)/j = o,
qui se rapporte à la nouvelle équation, mais qui ne contient plus que les dérivées de l'intégrale par rapport à la seule variable x. Si l'on substitue successivement à (r7i -\- n, o) les fonctions ^,
dz d"'+"-z 1 , . , . , , .
X~' ■"' j~,7rz:7' en nombre nécessairement supérieur a h, on obtient
un système qui se présente dans la théorie des équations linéaires à une seule variable indépendante; et l'on reconnaît immédiatement que les rapports mutuels des quantités \^^ Xi-, ■■■■,'^h doivent être constants lorsque x varie, c'est-à-dire ne peuvent dépendre que de la variable y. En passant de même de (E) à (E_„j) et en répétant le raisonnement précédent, on reconnaîtra de même que les rapports mutuels de );,, Xo, ..., X^ ne peuvent dépendre dey. Ces rapports sont donc constants; et, par suite, les solutions Zf, Z2, ..-, Zh ne sont pas linéairement indépendantes. Ainsi :
Dans le cas où la suite de Laplace relative à V équation proposée (E) s' étend au moins depuis l'écjuation (E_m) Jusqu^à réquation (E^), une expression (m, n) est toujours définie à un facteur près par la condition de s'' annuler lorsqu''on y remplace z par m -j- n solutions particulières de V équation, pourvu que ces solutions soient linéairement indépendantes (* ).
(') On peut aussi discuter très simplement le cas où la suite de Laplace se termine entre (E_^) et (E„). Supposons d'abord qu'elle se termine d'un seul côté, à l'équation (E,) par exemple, i étant positif et inférieur à n. On reconnaîtra, comme on l'a fait dans le texte, que les rapports mutuels de >>,, )k^, . . .,'^h
399. Après celte discussion, revenons au cas général et supposons que les solutions
aient été choisies de telle manière qu'une expression (m, n) soit définie, à un facteur près, par la condition de s'annuler quand on
ne peuvent dépendre de y et sont, par conséquent, des fonctions de la seule variable x. Si l'on applique maintenant la relation (5) à l'équation (E,), elle prend la forme
(a) \(m-!-i, n — i),-^...— \{m-^i, n — i)^ = o. L'intégrale générale de (E,) a été donnée au n° 333; elle est de la forme
p(x- fxoLdy),
a et ? étant des fonctions déterminées de x et de y. Comme n — i est au moins égal à I, on peut prendre d'abord, pour l'expression (m-r-i, n — i) qui figure dans l'identité précédente, la fonction
On aura alors
(b) \y,^\y,^---~\yh=o^
Xo Xi' ■■■■: Th désignant les valeurs que prend la fonction arbitraire Y pour les solutions particulières -„ iîj, ...,-fc. On peut supposer que les coefficients \, X , ■■•, \ soient linéairement indépendants. S'il en était autrement, on les exprimerait tous en fonction d'un certain nombre d'entre eux; et l'identité (5) se transformerait en une identité analogue où h serait remplacé par un nombre plus petit h' et les solutions z,, z^, ..., z^ par des combinaisons linéaires de ces solutions.
Supposons donc X„ a„ ..■,\ linéairement indépendants; lidentité (b) nous donne alors
(c) r, =r2=--- =rfc = o;
car, s'il en était autrement, il suffirait d'attribuer à y une valeur particulière quelconque pour obtenir une relation linéaire entre X„ ..., a^.
Soient maintenant x,, x,, ..., x^ les valeurs que prend la fonction arbitraire X pour les diverses solutions particulières. En substituant dans légalité (a) les diverses fonctions
(A = o. I, 2. . .., m-H i)> Ox-"
y remplace z par l'une quelconque de ces solutions. Soit
(7) 6 = A^-f-B,— +...-f-B,„-^ -+- Cl ---+-... -f- G„ -r —
dx dx"^ ôy dy"-
le résultat obtenu. Nous allons, en répétant le raisonnement du n° 340, montrer que 8 satisfait à une équation linéaire du second ordre. Si l'on différentie, en effet, la formule précédente successivement par rapport à ^ et par rapport à j/, on obtient des expressions des dérivées premières qui sont de la forme
, dx dx"'+i
^6 ^ d'i+iz
dy c)7«+i ^ ' ^
on obtient des relations de la forme
Si les fonctions x^, x,, ..., x,^ ne sont pas linéairement indépendantes, il en
est de même, évidemment, des solutions z,, z^, z^ de l'équation primitive (E ).
Si les fonctions a;,, ..., :r^ sont linéairement indépendantes, les équations précédentes, qui déterminent, par hypothèse, les rapports mutuels de);,, \, ...,\ donnent, comme on sait, des valeurs constantes pour ces rapports tant que l'on n'a pas
Ainsi, dans le cas où la suite de Laplace se termine entre (E_„J et (E„), et d'un seul côté, par exemple à l'équation ( EJ, l'expression {m, n) ne cessera d'être déterminée par les conditions énoncées que si les solutions z^, z^, . . . , z,,, ne sont pas linéairement indépendantes, ou s'il y a plus de m -hi-\-i solutions Zf^ se déduisant de cette partie de la solution générale qui est de la forme
AX-f-A,X' + ...-f- A,.X(0,
par l'attribution de valeurs particulières quelconques à la fonction arbitraire X.
Dans le cas où la suite de Laplace se termine dans les deux sens entre (E_„) et (E„), il est inutile de recommencer la discussion. Car alors soient (E_), (E^) les équations auxquelles se termine la suite. Si l'on désigne par X et Y les fonctions arbitraires qui entrent dans l'intégrale générale, par {,x^, y^) les couples pour lesquels s'annule cette intégrale et par {x'/,, y'/.) le système des valeurs particulières qu'il faut attribuer à X et à Y pour obtenir la solution z^^ une expression (m, n) contiendra les dérivées de X jusqu'à l'ordre i-f- m, celles de Y jusqu'à l'ordre y -^ n. Les conditions pour lesquelles nous l'avons définie l'assujettissent simplement à s'annuler quand on y remplace le couple (X, Y) par les couples {x^,y^) et {x'/., y'/^), au nombre total de
L'étude détaillée de l'expression obtenue et des cas dans lesquels elle s'annule a été donnée au n°» 341 et 342.
Un calcul facile donne ensuite (')
En combinant ces trois formules, on sera conduit à une expression de la forme
Or, si l'on remplace z par Tune quelconque des solutions ::;/, la fonction 6 s'annule ainsi que toutes ses dérivées. Le second membre de l'équation précédente s'annulera donc quand on y remplacera ^ par i;/ ; et, comme une expression (m, n) est définie à un facteur près, d'après l'hypothèse, par ces conditions, ce second membre sera nécessairement proportionnel à 6. Si l'on désigne par — y le facteur de proportionnalité, on voit que l'on aura
(II
dxOy
/ aio?B^\ do_/ aiogc^xae _.^^^^^^
h satisfera donc bien, comme nouslavons annoncé, à une équation linéaire du second ordre, dont elle sera évidemment l'intégrale générale.
Imaginons, par exemple, que l'on parte de Téquation
On aura alors
dx dy Zi = Xi — Vi, z=\^\',
et le déterminant (4) se réduira au suivant
yw)
a-i — ri
.. arfj""
.. yr
Xp-hyp
fp ■
■ ■ yp"'
(•) Ces formules doivent subir des modiCcations que le lecteur trouvera aisément lorsqu'un des nombres m ou n est égal à zéro.
Par l'addition d'une colonne, on peut le transformer ainsi I X Y X' ... X''«' Y' ... Y<"' I
cvi ji a:\ ... a?'/"' y\
'/> fj
on retrouve, avec une très légère différence de notation, les expressions que nous avons étudiées au Chapitre II et qui sont les intégrales générales des équations pour lesquelles la suite de Laplace se compose d'un nombre limité d'équations; elles dérivent toutes, comme on voit, de l'équation élémentaire
d'^z _ dx dy "'
par une simple application de la proposition générale que nous venons d'établir relativement à une équation linéaire quelconque.
400. Cette proposition générale définit certains cas dans lesquels une expression [m, n) satisfait à une équation aux dérivées partielles du second ordre; nous allons nous proposer maintenant de déterminer toutes les fonctions (m, n) jouissant de la même propriété.
Soit
B,|fH^...^B,
d"'z dx"^
dy
une expression (m, ti) que nous supposerons d'abord tout à fait quelconqvie. Si l'on calcule les dérivées de 0 jusqu'à un ordre
quelconque /?, on obtiendra en tout ^^ '^^>^P ~^'^' équations. On
peut éliminer, au moyen de l'équation aux dérivées partielles, toutes les dérivées prises à la fois par rapport à ^ et à y; il restera donc seulement, dans les expressions des dérivées de 8, m 4- /î -h 2/? dérivées de ^, soit, en comprenant z^
m -{- n -\- ip -^ i
quantités. Ce nombre finit toujours par être inférieur à celui des
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dérivées de H; l'élirainalion de z et de ses dérivées conduira donc à une ou plusieurs relations entre 9 et ses dérivées, c'est-à-dire à une ou plusieurs équations aux dérivées partielles pour 9, qui seront, en général, d'ordre supérieur au second.
Si l'oD connaît une fonction h satisfaisant à toutes ces équations, on pourra déterminer z et ses dérivées en fonction de h, sans aucune intégration.
Ces conclusions ne s'appliquent évidemment qu'à l'hypothèse la plus générale ; elles sont complètement modifiées, nous allons le voir, si 8 satisfait à une équation aux dérivées partielles du second
ordre. Il faut alors retrancher des -^-— ^-— équations qui
pourraient, lorsque 9 est connu, déterminer z et ses m -{- n -{- ap dérivées, toutes celles que Ton obtient en prenant l'équation du second ordre à laquelle satisfait h et lui adjoignant toutes ses dérivées jusqu'à Tordre/? — a, ce qui donne en tout
(/^ — "/> équations. Il restera donc seulement
relations qui ne peuvent déterminer z et ses ni -r n -{- ip dérivées. Il y aura toujours w -t- /i de ces fonctions qui demeureront arbitraires. Dès que l'on aura écrit les trois équations qui expriment 9, -— j -T-y il sera inutile de continuer les dérivations; elles "^ ox oy '
introduiraient autant de dérivées nouvelles de :? à déterminer que de nouvelles relations.
Les équations qui donnent "? ;p' ;7^ constituent donc ce que
M. Majer a appelé un système complet, c'est-à-dire un système dans lequel toutes les conditions d'intégrabilité sont satisfaites. Si l'on prend comme inconnues auxiliaires les fonctions suivantes
. dz
d-^z '''-- dx^
j dz
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que l'on ajoutera à z, ce qui donnera /?i + /i+i foncllons inconnues, l'équation qui donne 0 fournira une relation entre ces inconnues; on aura
àz
dUf
àllm-\
dx
= Um:
dz
= Vn.
Les autres dérivées des fonctions u^ ..., Um-\\ ^, - ■ • -, ^n-t seront définies par l'équation aux dérivées partielles à laquelle
satisiait z. L équation qui donne — et qui contient en gênerai
0'"^+^ z 1 , . dll,n ,, • • 0^ -, , . 1
-, déterminera — — , celle qui exprime -- déterminera de même
dx"'-'^'- dx ^ ^ âj
— ^: enfin les deux autres dérivées de u„i et de ('« s'obtiendront
ây
au moyen de l'équation aux dérivées partielles.
Nous avons bien, on le voit, un système complet, de la nature de ceux que M. Mayer a étudiés ('). Les fonctions inconnues sont au nombre de ni-hn-t-i] mais, comme elles sont liées par l'équation qui donne 9, l'intégrale générale contiendra seulement m + n constantes arbitraires. Par suite de la forme linéaire des équations, la valeur générale de z sera de la forme
( i4 ) ;3 = z -h «j Si -T- ajÂîa -f- . . . -T- a„i-irn^in+ni
a\, . . . , ci„ij^,i désignant des constantes arbitraires que Von devra pouvoir déterminer de telle manière que z et ses m -\- n premières dérivées prennent les valeurs les plus générales satisfaisant à V équation qui donne 9. Si l'on porte la valeur précédente de z dans l'expression (12) de 9, le coefficient de ai devra être nul; et, par suite, 9 s'annulera lorsqu'on y remplacera z par Zt. Comme on a m-\- n quantités 5/, 9 sera déterminée à un facteur près par cette condition ; 9 rentre donc dans la catégorie des fonctions que nous venons d'étudier.
On pourrait objecter que les solutions zt peuvent rendre illusoire la forme (4) de 9; mais on verra aisément que ce fait excep-
(') Mayer (A.), Ueber unbeschrânkl integrable Système von linearen totalen Differentialgleichungen und die simultané Intégration linearer partieller Differentialgleichungen {Mathematische Annalen, t. V, p. 448; 1872).
LA RESOLCTIOX DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 173
tionnel ne se présente pas ici; car les déterminants qui sont, dans
cette formule (4), les coefficients de -j-lT^' -T—;^ ne sont jamais
nuls. Ce sont ceux que l'on obtient lorsqu'on veut déterminer les constantes «,, de telle manière que z et ses dérivées, moins la dernière prise par rapport à a: ou par rapport à r, prennent des valeurs données à l'avance; et nous avons indiqué que, d'après les propriétés de la solution générale, ces déterminants ne peuvent être nuls. Mais on peut adresser au raisonnement précédent une autre objection plus sérieuse que nous allons examiner.
Nous avons admis que les deux équations par lesquelles on
.- ae (?6 , . , ,
exprime j -.— peuvent être résolues respectivement par rapport
a -T ,■> -■ L-ela a touiours lieu, en eitet, si les nombres m et
n sont supérieurs à zéro; mais, dans le cas exceptionnel où l'un de ces entiers se réduit à zéro, la proposition peut être en défaut. Supposons, par exemple, que 9 ne contienne pas les dérivées de z par rapport à x; et donnons-lui, pour la commodité du raisonnement, la forme suivante
j ^ d (dz \ d"-^ (dz \
l ày \dy J dy'-^ \dy J
qui est tout aussi générale que si on l'avait ordonnée simplement par rapport aux dérivées de z. Si l'on forme la dérivée de 9 par rapport à x, on aura, en général,
et, par suite, l'expression de — sera de la forme à^ _.àz dz dnz
A avant la même valeur que précédemment. Si A n'est pas nul, celte équation donnera -r^j et l'on pourra appliquer sans modification le raisonnement général. Il reste donc seulement à examiner
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le cas où l'on a
mais alors substituons à l'équation proposée (E) sa transformée (E,) par la méthode de Laplace ; c'est-à-dire posons
dz
- -+- az = z .
ôy
L'expression de 9 prendra la forme nouvelle
dz' d'^~^ z'
qui contient une dérivée de moins. En recommençant sur cette nouvelle expression de Q les raisonnements précédents, on reconnaîtra que cette fonction doit s'annuler lorsqu'on y remplacera z' par n — i intégrales particulières de (E,); ou bien on sera encore conduit à appliquer la transformation de Laplace et à passer à l'équation (Eo). On peut donc énoncer la proposition suivante :
*S/ la fonction
satisfait à une équation du second ordre, elle s' annulera lorsqu'on y remplacera z par n intégrales particulières de l'équation linéaire proposée, et elle sera définie à un facteur près par ces conditions ; ou bien elle pourra être ramenée, par l'application successive des substitutions de Laplace^ à une expression de la forme
A T. Ari—ir"
ôy dy"--'^
définie par les mêmes propriétés relativement à l' équation (E;).
Si l'on suppose i^ n, on retrouve la substitution de Laplace.
En résumé, le théorème du n" 399, combiné, dans certains cas exceptionnels où l'un des nombres m et n doit être nul, avec l'application de la méthode de Laplace, donne toutes les fonctions (m, n) satisfaisant à une équation linéaire du second ordre.
Supposons, par exemple, que l'on prenne OU, plus simplement,
en vertu de la proposition précédente, 9 ne pourra satisfaire à une équation du second ordre que si Ton a
ce qui donne la première substitution de Laplace, ou si Ton a
-1 ày
z-, désignant une intégrale particulière de l'équation proposée. Ce résultat avait été déjà obtenu et étudié par M. Lucien Lévy ( » ) dans un intéressant Mémoire sur lequel nous aurons loccasion de revenir.
401. Au milieu de toutes les transformations précédentes, celle de Laplace apparaît donc, on serait tenté de le penser, comme une sorte de transformation singulière échappant à la loi générale qui donne toutes les autres. Nous allons montrer qu'une telle vue serait inexacte : la transformation de Laplace est comprise, comme cas limite, dans celles que nous venons de définir.
Pour donner plus de précision au raisonnement, bornons-nous aux expressions de la forme (16). Il faudra, semble-t-il, pour que la substitution de Laplace soit comprise dans les transformations générales, que l'on puisse obtenir une solution particulière de l'équation aux dérivées partielles satisfaisant à la relation
/ \ I dz dz'
Or il suffît de substituer dans l'équation aux dérivées partielles
(') Lévy (Lucien), 5m/- quelques équations linéaires aua: dérivées partielles {Journal de l'École Polytechnique, LVI' Cahier, p. 63; 1886). D. — II.
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dz' la valeur précédente de -" : on trouvera
Comme z' ne peut être nul, il faudra que l'invariant A le soit; c'est là un cas exceptionnel que nous pouvons écarter.
Il n'v a donc pas, en général, de solution particulière de l'équation proposée pour laquelle on ait
I dz' z dy
mais nous allons montrer qu'«7 existe une infinité de solutions pour lesquelles le premier membre est aussi voisin qu'on le veut de — a.
Posons, en effet,
i dz
L'inconnue pi, que nous substituons ainsi à r, satisfait à une équation non linéaire du second ordre. Si l'on porte, en effet,
dz dans l'équation à laquelle satisfait z^ la valeur de — déduite de
l'équation précédente, on a
—(«-{- u)s-f-a-r \-(c — ab — b[x)z = o,
dx dx
ou, en développant,
dlog-s d\o^]x h
dx dx [J.
On aura donc
(21) dlo^z^—i '^^^ -i^ b-^ -j dx-~{a'~ix)dy,
et il suffira d'écrire la condition d'intégrabilité pour obtenir l'équation à laquelle doit satisfaire tx. On trouve ainsi
d'^ u. dix dix , . , , , dh d'x , dix
(11) u -r — 1- ( a: — A ) [Ji.^ -H -— u — h~ [x- -^ = o ;
^ ' ^dxdy dx dy ^ ^' dy^ dy ^ dx
à chaque solution, différente de zéro, de celte équation corres-
pondra une valeur de z définie, à un facteur constant près, par la formule (21).
L'équation ( 22 ) admet évidemment la solution a ^ o, « laquelle ne correspond aucune valeur de ^; mais cette solution n'est pas isolée ;ily a des valeurs infiniment petites de a qui sont exprimées d'une manière approchée par la formule
\L = hX,
X désignant une fonction arbitraire, mais infiniment petite, de x. Il y aura donc des intégrales de l'équation aux dérivées partielles
proposée pour lesquelles - v- sera infiniment voisin de — a.
z oy
On pourrait encore le reconnaître en étudiant les différentes équations particulières dont nous avons donné Fintégrale générale. Nous avons vu, par exemple, au n" 3oi2, que l'équation E(o, ,3') admet pour intégrale générale
Z{o,'6-) = Y— fx{x—y)-?'dx.
Faisons S'= — i et remplaçons X par X", nous aurons
Z(o, — 1) = Y -^ X'(:f — r) — -^• La valeur de a sera •
Il n y a aucune solution pour laquelle u. soit nul; mais, si l'on annule la fonction Y, il reste
il suffira de choisir la fonction arbitraire X de telle manière que ^^ soit très grand, et l'on aura des valeurs de [jl très voisines de zéro.
•402. La proposition générale que nous avons étudiée depuis le commencement de ce Chapitre nous a permis de rattacher à toute équation linéaire une série d'équations semblables dont l'intégrale se forme avec l'intégrale générale de la proposée et avec ses
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dérivées prises jusqu'à un ordre déterminé. Nous allons indiquer maintenant une autre proposition qui conduit au même résultat, mais par des moyens tout à fait différents, puisqu'elle repose essentiellement sur l'emploi de certaines quadratures. Désignons par P et Q deux fonctions linéaires de z et de ses dérivées prises jusqu'à un ordre quelconque, et proposons-nous de déterminer P et Q de telle manière que
V dx -^^Idy
soit une différentielle exacte <i9, et que son intégrale 0 satisfasse à une équation linéaire du second ordre.
Ecrivons d'abord la condition d'intégrabilité. Si, pour abréger, on désigne par ^(-s) le premier membre de l'équation à laquelle satisfait 5, il faudra évidemment que l'on ait une identité de la forme
dx dy dx dy dx^ ' ' ' '
A, B, C, D, ... étant des fonctions quelconques de x et àey. On peut, au moyen des intégrations par parties, donner au second membre la forme suivante :
Par suite, si l'on écrit
Q + B-jf+Bi — +...,
au lieu de P et de Q, ce qui change seulement la forme de P et de Q sans changer leur valeur^ on aura l'identité plus simple
^ ' dx f^y
Si [t. était nul, il faudrait évidemment que l'on eût
P= — , Q = -, dx' ày'
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V étant une fonction linéaire de z et de ses dérivées. On aurait
et l'on retrouverait les expressions que nous avons étudiées au commencement de ce Chapitre. Si u. n'est pas nul, il résulte des propositions rappelées au n° 3o7 que tx sera nécessairement une solution particulière de l'équation adjointe. On aura alors
et l'identité à vérifier se ramènera à la suivante :
âjc\^ 'or ' " / djr\ " Ox ' ^^ j'
Si donc V désigne une fonction linéaire de z et de ses dérivées jusqu'à un ordre quelconque, on aura nécessairement
dv
et, si l'on pose
(.5) a=y[s(^-6Jx)rfa:-^fx(^-^a.)rf^],
on pourra écrire
(26) a = f(P dx -r- Q_ dy) = ^ -^ V.
11 faut maintenant déterminer |x et ç' de telle manière que h soit lïntégrale d'une équation du second ordre.
Nous allons montrer d'abord que a- satisfait, pour chaque valeur de |x, à une telle équation. On a, en effet
En tirant de la première équation la valeur de z et la portant
dans la seconde, on trouve
/ ^ I dj _ a di d I dx
u. dy d-x , ôx ày \ d'x .
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et cette relation constitue bien une équation linéaire du second ordre à laquelle satisfait la valeur générale de cr.
Revenons maintenant à l'expression de 8. Comme les équations (27) permettent d'exprimer z et ses dérivées en fonction linéaire des dérivées de u, on voit que Q pourra être exprimée en fonction linéaire des dérivées de (t. 11 suffira donc d'appliquer les propositions des n"^ 399 et 400 pour obtenir toutes les fonctions 9 satisfaisant à une équation linéaire du second ordre.
Les deux propositions que nous venons d'étudier permettent, on le voit, de rattacher à toute équation linéaire (E) deux séries différentes d'équations qui s'intégreront en même temps qu'elle. Si l'équation primitive (E) s'intègre par la méthode de Laplace, c'est-à-dire si elle admet des solutions de la forme
AX-i-AiX'+...+ AiX<'',
la même propriété subsistera pour toutes les équations qui en dérivent. Ce résultat est évident pour celles que nous avons obtenues au n" 399; et, pour celles que nous venons de définir, il est une simple conséquence de la proposition démontrée au n° 393. Ainsi, lorsque l'équation primitive (E) est intégrable par la méthode de Laplace, il en est de même de toutes les équations qui en dérivent par l'application des deux propositions précédentes.
Comme application, proposons-nous de déterminer toutes les fonctions 9 pour lesquelles P et Q contiennent les dérivées de z jusqu'au premier ordre seulement. Il faudra évidemment que v soit égal à p^, p étant une fonction quelconque de x et àey\ et, par conséquent, on aura
(29) 6 = (T + pZ = (T-+- 5- -— .
Pour que cette fonction soit l'intégrale d'une équation du second ordre, il faudra, ou bien que la valeur de 9 soit celle que l'on déduit de a par l'application de la deuxième substitution de Laplace à l'équation (28) et, dans ce cas, il faudra prendre p ==: — ]x\ ou bien que le second membre s'annule pour une solution particulière a-' de l'équation en <7.
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Dans le premier cas, on a (3o) ^=-j\('^^b.jda:-z(/^-a.)dy,
el la valeur de 6 est, au signe près, celle que l'on déduirait de t par réchange des variables x et >-.
Dans le second cas, on de\Ta avoir
do:
ou, si l'on désigne par :;' la valeur de ^ correspondante à 3^,
On a ainsi
en réduisant, on trouve
La valeur de H est d'ailleurs
dJT
Nous indiquerons plus loin, au Chapitre X, l'interprétation géométrique de ces résultats.
403. Nous pouvons maintenant traiter d'une manière simple une question que nous avons laissée de côté dans les développements qui précèdent. Etant donnée l'expression
6 =r (ni. n )
qui satisfait à une équation linéaire du second ordre, proposonsnous de déterminer les valeurs de z qui correspondent à une solution donnée 9. Nous allons voir que l'on peut résoudre cette question par de simples quadratures lorsqu'on connaît les valeurs
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particulières de z qui annulent l'expression de 9. Mais, au lieu de traiter la question directement, nous allons employer la méthode suivante, qui mettra mieux en évidence ce qu'il y a de réellement intéressant dans la solution.
Désignons par
des solutions particulières de l'équation
d'^z dz dz
dx dy dx dy
,^^. d^z dz , dz
(oo) -r — ^ i-«:s 1- o -T \~cz = o\
soit encore
et déterminons des quantités )mi Ao, . • • , \p par les équations
Z\ki -¥- -S2 A2 -f- . . . H- ZpAp = O,
dzi - dz,, ^
d"^-izi > ^ d'^-izp^ _
(38) ( ()a:'»-i * ' "" àx"^-^ P ~ ^'
dzi. dzp .
Si l'on conserve les notations du n" 397, les équations précédentes peuvent être écrites d'une manière abrégée comme il suit :
(39) {m — i, n — 1)1X1 -t- .. .-I- (m — I, n — i)/jXp = o,
cette unique équation devant être vérifiée pour toute expression [m — I, n — i) et {m — i, ji — i)i désignant encore le résultat de la substitution de z-t à z dans cette expression. Les équations (38) ou l'équation (Sg) déterminent, en général, les rapports mutuels de !(, "k^i ■••' "^p- Nous laisserons de côté le cas
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exceptionnel où ces équations formeraient un système indéterminé (').
Nous allons montrer que toutes les quantités A/ ainsi déterminées satisfont, elles aussi, à une équation aux dérivées partielles du second ordre. Pour plus de netteté, nous supposerons m et n au moins égaux à i; s'il en était autrement, il suffirait de passer à l'une des équations voisines, dans la suite de Laplace relative à l'équation proposée.
Une expression (m — 2, n — i) étant un cas particulier d'une expression (m — \ . n — i). on déduit de la formule (Sg) que l'on
aura
(m — 2, n — i)iÀi -t-. . .-H (m — 2, n — i)pÀp = o.
pour toute expression (//z — 2, Ji — 1 i. Différentions cette équation par rapport à x, nous aurons
Gomme la dérivée par rapportât; d'une expression (m — 2, n — 1) est une expression (/w — i, n — i), le premier terme de la somme précédente sera nul, et il restera
On aurait de même
En traitant delà même manière l'équation
.^M dx
qui est un cas particulier de la formule (4o), et en la différentiant
(•) Ce cas ne peut se présenter, si les solutions z. sont linéairement indépendantes, tant que la suite de Laplace s'étendra entre les équations (E_^_^, ), (E^_,). On s'en assure aisément en répétant les raisonnements du n" 397.
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par rapport àjK, on trouvera de même
Il résulte des formules (4o) à (43) q"e, si l'on pose
on aura
(45) ^{/n — -i,n — o.)iÇ{li)=rzo,
pour toute expression (m — 2, n — 2). Cette équation tiendra donc lieu de m + /i — 3 équations distinctes que l'on obtiendrait en y remplaçant successivement (m — 2, n — 2) par
d.z d"'-^z dz d"-^z
Il y a /> ou m H- n quantités (j'(Xi); mais on peut disposer des fonctions a, ^, y de manière à annuler trois quelconques d'entre elles. Les autres, au nombre de /? — 3, seront liées par un nombre égal de relations homogènes; elles seront donc aussi égales à zéro ('). Ainsi, les fonctions Xi dont les rapports sont définis par les équations (38) satisfont toutes à une équation aux dérivées partielles, entièrement semblable à celle dont les fonctions zi sont des solutions particulières.
Nous avons déjà étudié [I, p. 119] un cas particulier de cette proposition générale. Nous avons vu que, si les coordonnées homogènes X, JK, -S, t d'un point variable d'une surface donnée satisfont à une équation de la forme
(46) -— ^ ha — -i-6- HcO=o,
dp opi ap dpi
il en est de même des coordonnées tangentielles u^ v, w^ p. Or
( ') Pour que cette conclusion cessât d'être établie, il faudrait que les déterminants des différents systèmes que l'on obtient en annulant trois quelconques des quantités ()'(\) choisies arbitrairement fussent tous nuls. S'il en était ainsi, les équations (38) ne détermineraient plus, contrairement à l'hypothèse, les rapports mutuels des quantités \-^.
ces coordonnées sont liées aux premières par les relations
iix ^- vy -^ w z -^ pt = o,
dx dv dz ôt
(47) '. àp dp dp '^ dp
I dx dy dz dt
dpx dpi Opi dp y
C'est, aux notations près, pour le cas particulier où m et n sont égaux à 2, le système (38) que nous venons d'étudier.
Signalons également l'analogie de ce système (38) ayec celui que nous avons considéré au n" 370 et qui établit, dans le cas d'une variable indépendante, les relations entre deux groupes de fonctions adjointes. Cette analogie peut encore se poursuivre; et l'on établira aisément des équations analogues au système (i j) de la page io3. On peut les écrire ainsi, sous forme abrégée,
(m — I — h, n — 1 — A") se rapportant à l'équation qui admet les solutions particulières Zi et le symbole (/i, k) à l'équation à laquelle satisfont les A,-. Mais nous laisserons de côté toutes ces relations pour nous attacher surtout au point essentiel et montrer que l'intégration de chacune des équations en z ou en \
peut se ramener à celle de Vautre, ou, plus exactement, à celle de l'adjointe à l'autre équation.
Écrivons en effet l'adjointe de QÇ
, , d^u. d-j. _ d-j. l dt d'^\
^^^' dxdy dx ' dy \' dx dy ) '
et soit u. son intégrale générale. D'après la proposition du n** 402, l'expression
sera une différentielle exacte. Introduisons la fonction suivante :
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la valeur de Z satisfera, nous allons le montrer, à l'équation
dont elle sera l'intégrale générale.
Posons, pour abréger,
Comme on a
les relations auxquelles satisfont les X^ nous donneront immédiatement les suivantes :
On aura, en particulier,
(55) }^ Ox ^ ùy
D'après cela, si l'on difFérentie la valeur de Z, on aura, en tenant compte des relations précédentes.
(^a; dy Jmi dx dy
et, par suite.
La proposition que nous avions en vue est ainsi établie. Proposons-nous maintenant de reconnaître comment on déterminera la valeur de îjl correspondante à chaque valeur de Z.
Si, tenant compte des formules (38), on différentie successivement l'équation qui donne Z, on obtiendra une série de formules comprises dans le type suivant
(58) im — i,n — i}z = ^{m—i,n — i)fi7h,
OÙ l'on peut employer la fonction (m — i , n — i) la plus générale, et qui tient lieu par conséquent de m -\- n — i équations distinctes. Considérons deux de ces équations et d'abord la suivante :
Si on la différentie par rapport à .r, on trouvera
Prenons ensuite l'équation
àx'"-^ dx
et différentions-la par rapport àj^; nous trouverons
Si l'on joint les deux équations (09) et (60) aux ni-\- n — i équations (58), on forme un système qui peut être résolu par rapport aux/? 4- i inconnues ta et }x; et qui donne, en particulier, pour |jL une fonction linéaire de Z et de ses dérivées, prises jusqu'aux ordres m et n respectivement par rapport à a: et par rapport à^, c'est-à-dire une expression de la forme
(61) (ji = (m, n)z.
D'ailleurs, le système des équations considérées ne change pas lorsqu'on remplace Z par Z ^ 0:;^ à la condition de remplacer o-^
par 3-A 4- C; cela résulte de ce que les 3-^ sont des intégrales aux-
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quelles on peut toujours ajouter une constante. La valeur de [jl ne changera donc pas si l'on y remplace Z par Z + Cz^', par suite, elle devra s'annuler quand on y remplacera Z par z^-
Ainsi la valeur de [j. est cette expression (/n, n) qui est définie par la condition de s'annuler quand on y remplace Z par l'une quelconque des solutions particulières
La proposition que nous venons d'étudier peut donc être considérée comme le complément et l'inversion de celle que nous avons donnée au n° 400.
405. INous indiquerons l'application suivante. Soit (E) l'équation à laquelle satisfont les coordonnées x, y^ z, t d'un point d'une surface, considérées comme fonctions de o et pi. Soit (E') son adjointe, et désignons de même par (G), (G') les équations analogues relatives aux coordonnées tangentielles. Si U désigne la solution la plus générale de (G), l'intégrale générale de (E') sera l'expression (2, 2) définie par la condition de s'annuler pour U = «, v^ w, />, c'est-à-dire
TT
àU
dp
dp-'
du
dp
dp
dpi
et, réciproquement, l'intégrale U s'exprimera au moyen de l'intégrale générale de (E') par une équation de la forme
OÙ o-<, 0-2, 0-3, 0-4 désignent quatre intégrales semblables à celle qui est définie par la formule (02). Il y aura des relations analogues entre (G') et (E).
Si donc, conformément aux remarques présentées à la fin du
Chapitre IV, on regarde l'intégration d'une équation et celle de son adjointe comme deux problèmes équivalents, on voit que les deux équations auxquelles satisfont, soit les coordonnées tangentielles, soit les coordonnées ponctuelles, s'intégreront en même temps, et que, si Vune des équations s intègre par la méthode de Laplace, il en sera de même de Vautre.
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CHAPITRE IX
LES ÉQUATIONS HARMONIQUES. APPLICATIONS ANALYTIQUES DES PROPOSITIONS DÉVELOPPÉES DANS LES DEUX CHAPITRES PRÉCÉ- DENTS. .
Définition des équations et des solutions harmoniques. — Groupes de quatre solutions liées par une équation quadratique. — Application du théorème de M. Moutard au cas où l'on emploie une solution particulière harmonique. — Théorème relatif aux équations linéaires de la forme
— D'une telle équation, lorsqu'on sait l'intégrer pour toutes les valeurs de h, on peut déduire une infinité d'autres équations de même forme que l'on saura intégrer pour toutes les valeurs de h. — Caractère distinctif de toutes les équations linéaires qui dérivent ainsi d'une même équation. — Étude d'une transformation particulière qui permet de passer d'une équation harmonique à d'autres équations harmoniques. — Formule générale permettant de rattacher à toute solution non harmonique d'une équation harmonique une infinité de solutions particulières nouvelles. — Reconnaître si une équation à invariants égaux est une équation harmonique. — Ce problème est équivalent au suivant : Reconnaître si l'élément linéaire d'une surface est réductible à la forme
ds'-= [ ? ( w ) — ^ ( t^ ) ] ( dW -h dv').
— Application à l'équation d'Eulcr. — Étude d'une équation aux dérivées partielles plus générale. — Indication de quelques sujets de recherche auxquels conduisent les propositions développées dans ce Chapitre.
406. Nous avons développé, dans les deux derniers Chapitres, différentes propositions générales relatives aux équations linéaires du second ordre. Il ne sera pas inutile d'indiquer, dès à présent, quelques-unes de leurs applications. Nous commencerons par celles qui se rapportent à l'analyse, et nous envisagerons plus spécialement les équations de la forme suivante
où les symboles cp et d/ représentent deux fonctions quelconques.
Ces équations, que nous désignerons, pour abréger, sous le nom d'équations harmoniques, jouent un rôle capital en Physique mathématique (*). Elles ont la propriété d'admettre une infinité de solutions particulières de la forme
Si l'on exprime, en effet, qu'une telle fonction satisfait à l'équation proposée (i), on est conduit à la relation
Il suffira donc de prendre pour/" et/i des solutions quelconques des équations linéaires
(') ÉUqI donnée une équation de la forme
Ox' ^ ôx ' ay' "' dy '
où P, Q. R désignent des fonctions quelconques de x et P,, Q,, R, des fonctions quelconques de y, on peut toujours, par de simples quadratures, la ramener à la forme (i). Si l'on pose, en effet,
rdx r dv ( dx r dy
j vp ^ \^, J v^p -j v'p;
l'équation (a) se transforme en une équation
d^z dz ^ âz
a - — ^~ o^ cz = o.
^•'^\'^J\ t^-^i ày^
qui a ses invariants égaux et peut être ramenée à la forme
d'z _, dxdy ~
Le calcul, qui n'offre aucune difficulté, conduit à une équation harmonique. On peut aussi ramener l'équation (a) à la forme réduite
mais cette forme n'est nullement typique et peut être obtenue d'une infinité de manières.
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OÙ h désigne une constante quelconque. A chaque valeur de li correspondent deux fonctions /(.r H- j^), deux fonctions/, (.r — y) et, par suite, quatre solutions particulières de l'équation proposée. Si l'on désigne par A et B les deux valeurs de /, par A, et B, celles de/,, les quatre solutions seront
et seront liées par la relation quadratique
Ainsi les équations harmoniques admettent un nombre illimité de groupes de qualité solutions satisfaisant à une équation homogène du second degré à coefficients constants.
Nous désignerons également sous le nom de solutions liarmoniques une quelconque des solutions que nous venons de définir et qui sont le produit d'une fonction de :r H-/ par une fonction de X — y.
Soit
une telle solution. On peut évidemment l'employer pour appliquer la méthode de M. Moutard et passer de l'équation (i) à une équation nouvelle qui sera
Z âx ày ùx dy
Le calcul du second membre se fait très simplement de la manière suivante. Nous avons déjà remarqué que l'on a
w dxdy f /i
Si l'on change /en -p et / en -j-, il viendra, sans nouveau calcul,
Ainsi l'équation nouvelle que l'on obtient par l'emploi de la
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solution (1)
conserve la forme de réqiiation dont elle dérive; elle est encore une équation harmonique.
Nous avons vu que l'on passe d'une solution z de l'équation (i) à la solution correspondante de l'équation (4) à l'aide de la formule
proposons-nous de rechercher ce que deviennent les solutions harmoniques de la première équation.
Soit
une telle solution de l'équation proposée. Les équations qui définissent 9, Ô| pourront être mises sous la forme suivante
h désignant une constante quelconque. Si l'on porte la valeur de ;: dans la formule (5), il viendra
/^iZ=/[/i0i(/6'-Ô/')rf(:r-^)-i-/6(/,6,_/;e,)^(x-^^)].
La quadrature qui ligure dans le second membre peut être effectuée dans tous les cas. On déduit, en effet, des formules ((j)
/e= L(/e'-e/'), A^, = \(A^\-^Jiy.
et, si l'on porte les valeurs de /9, /, O^ dans l'équation qui donne Z, on aura
//iZ = ^/[(/e'-e/')rf(/ie'.-/;eo-^(/,e,-e,//)rf(/e'-e/')],
ou, en pégligeant la constante /«,
//iZ = (/e'-6/)(/,6-_6,/;),
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On obtient donc pour Z une solution qui est le produit d'une fonction de x -+- y par une fonction de x — /, c'est-à-dire qui est aussi harmonique.
408. Il est aisé de vérifier le résultat précédent. Si l'on introduit en effet la fonction
on reconnaît par un calcul facile que l'on a
On est ainsi conduit au curieux théorème d'Analyse suivant : Étant donnée l'équation différentielle du second ordre
(lo) ^=[?(0 + /0r:
supposons qu ''on sache V intégrer pour toutes les valeurs de h. Soit f{t) une solution de cette équation, correspondante à une valeur particulière de h, par exemple h = ht. On saura aussi intégrer, pour toutes les valeurs de /i, V équation
Si y désigne la solution générale de V équation (lo) correspondante à une valeur déterminée de h, différente de ht,
(.2) y—yj
sera la solution générale de V équation (ii) pour la même valeur de h.
Cette proposition, qu'il estaiséde vérifier directement('), permet, évidemment, de rattacher à toute équation de la forme (lo), que
(') On trouvera la démonstration directe dans une Note de l'auteur Sur une proposition relative aux équations linéaires, insérée aux Comptes rendus (l. XCIV, p. i456; 1882).
l'on sait intégrer pour toutes les valeurs de A, une suite illimitée d'équations différentielles de même forme que Ton saura aussi intégrer pour toutes les valeurs du paramètre //. Chaque passage d'une équation à la suivante introduira deux constantes arbitraires nouvelles; en général, les équations successives s'éloigneront de plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus en plus compliquées. 11 v a cependant des cas exceptionnels dans lesquels la forme de l'équation se conserve lorsqu'on choisit convenablement les solutions particulières au moyen desquelles s'effectue le passage de chaque équation à la suivante.
Prenons, par exemple, comme équation initiale
(i3) y=hy\
si l'on fait h = o, on a la solution on est donc conduit à l'équation
Celle-ci admet à son tour, pour h = o, la solution
y^t^-\ on saura donc intégrer l'équation
En continuant de celte manière, on parviendra évidemment à
l'équation
_ V m( m — il ,1
qui est trop connue pour que nous y insistions.
Reprenons l'équation initiale (i3). Pour h^ — i, elle admet la solution sinf ; on saura donc intégrer l'équation.
Pour des valeurs particulières de h, cette équation admet les
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solutions sin^^, sin-^cos^. En les employant et en poursuivant l'application de la méthode, on parviendra successivement à des équations de la forme
ni {m — 1 ) n{n — i )
où m et n désignent deux entiers. On peut établir ce résultat en toute rigueur de la manière suivante.
Si l'on prend
l'équation précédente admet la solution particulière
f{t) — ÛV\"H cos"^.
En employant cette solution particulière, on obtiendra l'équation nouvelle
ou
C'est l'équation précédente dans laquelle m et n sont changés en m + I el n -+- 1 . On peut donc intégrer cette équation par voie de récurrence toutes les fois que m et n sont entiers ; et, si l'on désigne par ym,n la solution générale de l'équation (14)7 il faudra employer la formule
.r/n+i,>i+i = J/«,/i— ('H cot^ — n tangt)y,„^n-
On a évidemment
L'emploi de ces formules permet d'obtenir l'intégrale pour toutes les valeurs entières de m et de n sous la forme
l\;/,« et Q,«,// étant des polynômes entiers par rapport à tang^, cot^ et \/h.
Ici encore nous rencontrons des équations bien connues, quoi-
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qu'on les étudie rarement sous la forme précédente. Si l'on détermine, en effet, les constantes a, ^, v par les formules
la solution générale de l'équation (i4) sera
r = sin'^tcos'^tFix, 3, y, sin«f),
F désignant la série hypergéométrique de Gauss, ou toute autre solution de l'équation du second ordre par laquelle elle est déterminée (' ).
409. Considérons maintenant, d'une manière générale, toute équation de la forme
que l'on saura intégrer pour toutes les valeurs de h ; et proposonsnous de rechercher un caractère précis permettant de reconnaître toutes les équations qui en dérivent par la méthode que nous venons d'exposer. Il est évident que toutes ces équations admettront une intégrale générale de la forme
(i6) - = Av-By,
oày désigne l'intégrale générale de l'équation précédente, A et B des fonctions de t qui sont entières par rapport à h. Nous allons établir la proposition réciproque et montrer que, si l'équation
(') Il est vrai que, si l'on présente sous celte forme la solution générale de l'équation (i4), oa n'aperçoit pas immédiatement pourquoi elle s'intégre lorsque m et n sont entiers. Pour établir ce résultat, il faut employer plusieurs des formules que Kummer a données et qui permettent de transformer la série hypergéométrique.
admet une intégrale de la forme (i6), A et B étant d'ailleurs des fonctions entières de /?, elle dérivera nécessairement de l'équation (i5) par la méthode que nous avons exposée.
Substituons, en effet, dans l'équation (17) la valeur (16) de z.
En égalant à zéro les coefficients de JK5 -7-' on ti'ouvera les deux équations
j A"+A(cp-^) + 2B'(cp+/i)H-Bcp'=o, ^' ^ l 2A'+B(«f — 4>) + B"=o,
d'où l'on déduira aisément que B ne saurait être, par rapport à /t, d'un degré supérieur à celui de A.
Soient maintenant jki, JK2 deux intégrales quelconques de l'équation (i5) et^ri, z-2 les intégrales correspondantes de l'équation (17) déterminées par la formule (16). Un calcul facile donnera
Le premier membre devant être constant, ainsi que
on voit que la fonction
A2 ^ AB'— BA'— B2'f - B2 A
se réduira à une constante. Cette constante est d'ailleurs une fonction de h\ car le terme qui contient la plus haute puissance de h ne se réduit avec aucun autre et se trouve, soit dans A^, soit dans B-/i, suivant que A est de degré supérieur ou égal à celui de B. On peut donc écrire
(19) A24- AB'— BA'— B2((p + A) = F(A),
F(/i) désignant un polynôme entier et à coefficients constants.
Soit h = hi une racine de ce polynôme. On peut admettre que l'hypothèse h = hi n'annule pas à la fois A et B. Sans cela il n'y aurait qu'à diviser Ay -f- By' par h — hi et à reprendre le raisonnement précédent. Substituons partout A, à h, et soient A, et Bj les valeurs que prennent A et B. Si l'on désigne par jk» une solution particulière de l'équation (i5) où l'on a remplacé h par A,, la
LES ÉQUATIONS H ARliOXIQCES. ÎOl
fonclîon correspondante
qui ne sera pas nulle si l'on a choisi convenablement y, , sera une solution de l'équation
et, par suite, si l'on applique le théorème général du n" 408, la fonction
sera l'intégrale de l'équation
qui est de même forme que l'équation (17). Nous allons ramener la valeur de Z à la l'orme (16) et examiner quel est le degré de ses deux termes par rapport à A. ' La valeur de Z peut s'écrire
En développant et tenant compte de l'équation (10), on la ramène à la forme
Z = Aoj'-^Boy, où 1 on a
< A,^,^ B,y,)Ao= [A'A, -h BAi(o -^ A) - AA', - AB,(o -+- A,)]^, + (B, A'- BB.vç. -^ A) - AA, - AB;)y ,
(A,^,-v-B,y,jBo= [AiA + A.B'-BA'i — BB,(=^A,)]^i -1- (AB, + B,B — BAi — BB'i)y,.
Remarquons d'abord que ces valeurs de Ao, B^ s'annulent pour h = h,; on le reconnaît immédiatement en remplaçant A, B, h par A,, B|, A, et tenant compte de la formule (19) où l'on aura fait h = ht. On pourra donc diviser les valeurs de Aq, Bq par h — hf et, par conséquent, réduire d'une unité leur degré par rapport à h.
Cela posé, supposons d'abord que A et B soient d'un même
degré n par rapport à h. Le coefficienl A^ sera au plus de degré /i + i; mais ce degré se réduira à n après la division. Le degré de Bo sera n et, après la division, il se réduira au plus k n — i.
Supposons maintenant que A soit du degré n et B de degré inférieur. Le coefficient Aq sera du degré n au plus, ainsi que B^; et par suite, après la division, ils se réduiront l'un et l'autre au degré n — i .
Par conséquent, si les degrés de A et de B sont d'abord n et /i, on les réduira par la première opération à /i et à /i — i, puis à Il — I et à n — I, et ainsi de suite. On voit donc que l'on finira par parvenir à une équation pour laquelle le degré de A et de B par rapport à li sera zéro.
Les formules (i8) nous donnent alors
2A'-+- B(cp — (^) = o, A"-t- A(cp — ti;j -+- Bcp'= o.
Il est très aisé de résoudre ces équations et de montrer qu'elles conduisent, soit à l'équation (i 5) pour B^ o, soit, pour B = i , à celle que l'on obtient par la première application de la méthode. La proposition que nous avions annoncée est ainsi établie.
Proposons-nous, par exemple, de caractériser les équations que l'on peut faire dériver en nombre illimité de l'équation (i3). D'après la proposition précédente, leur intégrale générale sera de
la forme
f{t,h)y+Mt,h)y\
f el fi désignant deux polynômes entiers en h. Si l'on remplace j' par sa valeur, on trouvera
F et F) désignant des polynômes entiers par rapport à \Jh. Ainsi ces équations sont les seules qui admettent des intégrales de la forme
F étant entier par rapport à \Jli ( * ).
(') On pourra consulter une Note sur les équations différentielles linéaires du second ordre publiée en iS'jo par M. Moutard et insérée aux Comptes rendus,
410. Revenons aux propositions générales que nous avons établies; elles peuvent être résumées comme il suit : à toute équation harmonique on peut rattacher une suite illimitée d'équations harmoniques qui s'intégreront toutes en même temps que l'équation initiale. De plus, si l'on sait déterminer les solutions harmoniques de la première équation, on pourra connaître aussi, sans aucune intégration, les solutions harmoniques de toutes les autres. Ces résultats, que nous avons déduits du théorème de M. Moutard, peuvent être complétés par l'emploi de lune des transformations générales définies au n° 399.
Etant donnée l'équation
dxOv
nous avons vu (n° 399) qu'il existe une infinité de fonctions de la forme
dx oy
satisfaisant également à une équation du second ordre : cherchons s'il est possible de déterminer les fonctions H. P, Q de telle manière que l'équation nouvelle soit de la forme
dx Oy
La substitution de la valeur de ;, dans cette équation nous donne un résultat de la forme
L ox ôy ox oy J \ oy ox ôy J ax
' \dx ' dxdy ^ ] dy ' dy dx*-'^ Ox dy*- ~ ''^ ~' '' ôx '^^^dy'
Celte relation doit être vérifiée identiquement : il faut donc que Ion ait d'abord
ap _ aQ _
ôy~~di~^'
(t. LX.W, p. 729). Le savant géomètre y établit, par une méthode toute différente, un résultat équivalent à celui que nous venons d'énoncer en dernier lieu, relativement aus équations différentielles qui dérivent de l'équation initiale y' = o.
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c'est-à-dire
Ne nous arrêtons pas au cas, dont l'analyse est facile, où l'une des fonctions 'f (-2?), '\>{y) serait nulle; on peut alors, en prenant comme nouvelles variables a: et y les fonctions
r dx r dy
réduire P et Q à l'unité. Supposons donc
P = i, Q = i; nous aurons encore à résoudre le système
Â7. =(>M-A)II
àx dy Ox (Jy '
cm _ an _ _
dx dy ^
On voit que H doit être une fonction de la seule variable x-\- y\ pour la commodité des calculs, nous poserons
^{x-\-y) Les formules précédentes donnent alors
dx dy dx dx"^
Cette dernière équation admet la solution particulière
4 s« dx
On a donc pour la valeur générale de \
m I dB.
ou encore
\ = -^ix-y)., ^^^
On trouve de même pour \^ la valeur suivante :
Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant : Etant donnée V équation aux dérivées partielles
on déterminera une fonction ^ de x -t-y par r équation
La fonction
... dz _ âz 6'
formée avec V intégrale générale z de l'équation aux dérivées partielles , satisfera à l'équation nouvelle
et en sera évidemment V intégrale générale.
4H . Cette proposition entraîne un grand nombre de conséquences. Nous allons montrer tout d'abord qu'elle conduit aux résultats que l'on a déduits plus haut du théorème de M. Moutard.
Si l'on change en effet y en — jj', l'équation ne change pas de forme et, par conséquent, on peut obtenir une transformation nouvelle.
Déterminons une fonction t de a: — y par l'équation
T dx- ' ^ -^ ' la fonction
où z désigne l'intégrale générale de l'équation (aS), sera l'in-
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tégrale générale de l'équalion
Ainsi chaque équation harmonique donne naissance à deux séries de transformations différentes, les unes formées avec des fonctions de {x +y)i les autres avec des fonctions de {x — y). Il suffira, évidemment, de les appliquer successivement pour obtenir la transformation que nous avons définie au n" 407. On est ainsi conduit au résultat suivant :
Déterminons deux fonctions ^{x-\-y), ^{x — y) par les équations différentielles
(3o) -jj- =?(^H-JK) + /t, '^- = ^{x—y)-^h;
la fonction
oie z désigne l'intégrale générale de V équation (2.3), sera l'intégrale générale de l'équation
C'est la proposition du n" 407, mais avec une remarque complémentaire qui ne manque pas d'intérêt : on peut passer de l'une des équations à l'autre par la formule (3i), qui ne contient aucun signe de quadrature.
412. Revenons à la proposition qui nous a servi de point de départ. Les deux équations (23) et (26) qu'elle transforme l'une dans l'autre peuvent être écrites comme il suit :
On passe de l'une à l'autre en changeant 0 en ^; la relation
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entre ces deux équations est donc réciproque. La proposition nous apprend d'ailleurs que, z- étant une solution de la première, la fonction
sera une solution de la seconde. Si l'on échange les deux équations, on voit donc que la fonction
, 2O' dzi dzi
sera encore une solution de la première. En remplaçant ::, par sa valeur déduite de la formule (33), on trouve
?sous pouvons donc énoncer le théorème suivant : Etant donnée V équation harmonique
une solution quelconque z de cette équation donne naissance à une solution nouvelle z' par l'emploi de la formule
Nous avons déjà donné au n° 3oO [p. 6i] des propositions analogues relatives à l'équation E( 3, ^3'); mais on remarquera que la formule précédente contient les dérivées secondes de z.
413. Les équations harmoniques possèdent, on le voit, un grand nombre de propriétés intéressantes et forment un groupe nettement défini par ces propriétés, qui les distinguent de toutes les autres équations du second ordre dont les invariants sont égaux. Etant donnée une telle équation
il est donc intéressant de rechercher si elle appartient au groupe
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des équations harmoniques. Le problème peut être formulé comme il suit :
Si l'équation précédente est harmonique, elle peut être ramenée à la forme
11 faudra donc que l'on puisse déterminer pour jc' une fonction de X et pour jk' une fonction de j^, telles que l'on ait
(38) \'o{x' ^ y') — ^{x — y )\clx dy' = \{x,y)dxdy.
Cette équation admet l'interprétation géométrique suivante : Considérons la surface dont l'élément linéaire est donné par la
formule
ds^ — \{x, y) dx dy
et introduisons les nouvelles variables u et v définies par les formules
x' = u -h vi, y = u — vi\
le problème proposé pourra s'énoncer ainsi :
Reconnaître si Vêlement linéaire de la surface peut être ramené à la forme
M. Liouville, en suivant les méthodes de Jacobi, a montré que l'on peut déterminer par de simples quadratures les lignes géodésiques de toutes les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme (Sg). La question d'analjse que nous avons à étudier donne donc la solution de deux problèmes différents.
Revenons à l'identité 38); on peut la transformer comme il suit. Posons
X et Y étant de nouvelles fonctions de a; et de jk respectivement que l'on substituera à a;' et à y' pour la commodité des calculs. L'identité prendra la forme
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Il suffira évidemment d'exprimer que le second membre satisfait à l'équation
c'est-à-dire que Ton a
En remplaçant dx' , dy' par leurs valeurs — ^, -4? on est conduit à 1 équation
qui, développée, prend la forme suivante :
Ainsi la question proposée se ramène à la suivante :
Rechercher s'il existe une fonction X de x et une fonction Y de y, telles que V équation précédente ait lieu identiquement.
La forme linéaire de cette équation nous conduit à la conséquence suivante :
Si l'équation est vérifiée pour deux systèmes différents (X,, Y,) et (X2, Y 2) de valeurs deX et de Y, elle l'est aussi par le système (rtX, -h 6X0, a\ i -\-b\.2). Donc, lorsqu'une équation est réductible de deux manières distinctes à la forme harmonique, elle l'est d'une infinité de manières différentes.
Lorsque l'élément linéaire d'une surface est réductible de deux manières différentes à la forme de Licuville, il l'est aussi d'une infinité de manières.
La véritable origine de celte proposition apparaîtra dans la théorie des lignes géodésiques.
Une autre remarque évidente est la suivante : Si l'équation est vérifiée par une valeur de \, elle Test aussi par a\ a étant une constante. Si elle est vérifiée, pour un même svstème de valeurs de X et de Y, par )., À, , elle l'est aussi par a\ -\- 6)., .
414. Comme première application, choisissons l'équation D. - II. i4
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d'Euler
^ * ^ dx dy (x — yY '
L'équation à vérifier prendra la forme
(i3) T2(X-Y)-6(;a.-j)(X'+Y') + (^-j)HX"-Y") = o.
Si l'on différentie deux fois par rapport à x et deux fois par rapport à r, on trouve
X^'"' = YC^';
il faut donc que X^'^' et Y*"^ soient constants et, par suite, que X et Y soient des polynômes du quatrième degré. D'après l'équation (43), ces polynômes devront être égaux quand on fera x=y. On pourra donc écrire
X = ax'* -\- bx^ -+- cx^ -r- dx -+- e, Y = ay'* -f- by^ -+- cy^ -^ dy + e,
et l'on reconnaîtra que les constantes a^ b, c, d^ e ne sont assujetties à aucune condition. Comme on a
Hw H%^
et comme l'équation ne change pas lorsqu'on effectue sur x et sur Y une même substitution linéaire, on voit que l'on pourra toujours attribuer à trois racines distinctes du polynôme X telles valeurs que Ton voudra. Cette remarque permet de simplifier la discussion.
' 1° Si le polynôme X a toutes ses racines égales, on peut supposer infinie la valeur commune de ces racines. On a
La forme correspondante de l'équation est
('^^)'^ dx'dy' ^ {x'—y'y "'
2^ Si le polynôme X a une racine triple, rendons-la infinie et
réduisons à zéro la racine simple. On aura
La forme correspondante de l'équation sera
dx'dy ~ [ (^x'-yf- ~ (^'-y)*J ""•
3° Si le polynôme X a deux racines doubles, on pourra les réduire à — f et à — i: on aura
(44)< X = (n-a:2)«, j: = tangjr', _^ = tangj'.
La forme correspondante de l'équation sera
d-z mil— m 1
dx'dy' sin-(jr' — y')
4" S'il 3' a une seule racine double, rendons-la infinie et prenons o et I pour la valeur des racines simples. On aura
(44)rf X = 4x(i — x), .r = sin^j-', jr = sin'y
et l'équation aura pour forme correspondante
àx' ôy' Y&\a^{x'^y') sinî(jr'— y )J "'
0° Enfin, dans le cas général, la substitution dépendra des fonctions elliptiques. On pourra prendre
(44)e X = 4x(i — jr)(i— A-îa:), Jr = sn'(x'^ iK'), ^ = sn^^^',
et l'équation se réduira à la forme
Telles sont les cinq formes différentes que l'on peut obtenir. La dernière est la plus générale et pourrait donner toutes les autres par le passage à la limite. La détermination des solutions harmoniques correspondantes à la dernière forme se ramène à Tintéoralion de l'équation
(46) -j— =[m(m —i)kisn*-t — h],
([ui est une équation de Lamé. Le rapprochement ainsi établi entre cette équation différentielle que les travaux de M. Hermite ont rendue célèbre et Féqualion aux dérivées partielles d'Euler mériterait, crojons-nous, d'être étudié avec soin.
Si l'on se reporte à la double interprétation que nous avons déjà donnée au n" 413, on reconnaît que les calculs précédents donnent la solution de la question suivante :
Ramener l'élément d'une sphère à la forme (Sg).
La solution la plus générale correspond à l'emploi des coordonnées elliptiques.
415. Nous allons maintenant envisager une équation aux dérivées partielles nouvelle qui se rattache directement à l'équation d'Euler. Si, dans cette équation, on change successivement ;r en
— X, en -- ou en ? on peut lui donner différentes formes dans
lesquelles le quotient -_ x—j- prend l'une des quatre valeurs suivantes :
m{i — m) m{i — m) ni(i — m) m(i — m)
(x—jY- ' ~{x^yY' ii-i-xyy-' {i-xyY'
Considérons l'équation suivante
i _^ _ iJt([x — i) _ ^^'{\x'—\) , v(v — i) JlALzill,
^^~' z ôxdy" {x-^y)-^ {x — yY '^ {i — xyf (i + a-j)-'
OÙ a, ]}.', V, v' sont des nombres quelconques. Nous allons montrer que cette équation peut toujours être ramenée à la forme harmonique.
Si le second terme existait seul, il faudrait prendre, nous venons de le voir,
rdx , rdy
X désignant un polynôme quelconque du quatrième degré. Si l'on choisit cepoljnôme de telle manière que la quadrature / ■/= «e change pas de valeur quand on change ic en — x ou en -, la trans-
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formation correspondante ramènera évidemment l'équation (47) à la forme harmonique.
Les conditions précédentes exigent que X soit de la forme
On aura alors
w X . r dx , r dv
J ^a{x* -^i)^bx-^ J \/a{y^-^ï)-^byi
Voici le moven d'introduire les fonctions elliptiques qui nous a paru le plus commode pour la suite.
On peut résoudre les équations (49) P^ir l'emploi de la fonction doublement périodique suivante :
k I — (i — A')sn2« / K\ / K\ (5o) p(u) = -, ; j-r ;— = k snl u-, sn z< •
Celte fonction, qui se réduit à un sinus amplitude par une transformation du second degré, satisfait aux équations suivantes :
l p(u-h iK') = — — > p(« — K) =— ;(«),
Cela posé, prenons
Pif) On trouvera facilement
^■^^) _-I_2_ = /,-2[sn2(j:' — y) — snî(ar'-4-7')]rfar'rfy.
Changeons y en x' -+- îK'; si l'on lient compte des formules (5 1), on aura
dxdy ^ r I ^ _i — ^1 ^,
' (i — xj)- L sn"-(j" — j' ) sn*(a:-i-^^J
Remplaçons enfin, dans les deux équations (53), (54)> ^' P^r j;'+K, nous trouverons
dxdy _ , r cn"2(:r'— j') cn^{x' -\- y'y] ^ , ,, <^5) (JTTJ^ " "■ IdaH^'-y) ~ dnî(:r' + y)J "^ ""-^ '
(56) ^-^^^ = r ^"'(^'--^^'^ - d"H^;-^y)1 dx- dy\
' {i-^xyY Lcn*(a7— y) %x\>(^x-~y)\
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En tenant compte de ces relations, on peut ramener l'équation (47) à la forme
(57) îâ^'^?^^' + -^'^-?('^'-->''>'
la fonction C2(^) étant définie par la formule
A-2 cn2 1
<o{t) = ix{ix — i)
dn2;
(v — 1) , , cln2^
^^'(lx'—i)k2snH-^ -77:77- +^''0'' — 0_,,,
de sorte que la détermination des solutions harmoniques dépendra de l'intégration de l'équation
analogue à l'équation de Lamé. Nous avons déjà remarqué [I, p. 442] que cette équation s'intègre, par l'application du beau théorème de M. Picard, toutes les fois qvie jjl, ^', v, v' sont des nombres entiers.
416. Ici encore se maintient la correspondance que nous avons déjà signalée à propos de l'équation d'Euler. L'équation (47) est explicitement intégrable, comme l'équation linéaire (09), toutes les fois que les nombres p., [j/, v, v' sont entiers. Nous établirons ce résultat en faisant connaître une transformation singulière de cette équation.
Introduisons les fonctions
( u = X -T- y, w =: xy — i,
de X et dejK* Si l'on considère ;r,j^ comme les coordonnées symétriques d'un point de la sphère de rayon 1, u^ v, tv, — pi sevoni les coordonnées homogènes du même point [I, p. 3-]. On a
[ U -^ W =1 IX, W -{- ip = — 2,
( Il — w = ly, w — f/> = 7.xy,
Au moyen de ces formules, on peut toujours exprimer une
fonction donnée quelconque de x et de r, F(x, i'), sous une infinilé déformes différentes, parmi lesquelles nous distinguerons les suivantes
\ i / \ IV -i- ip IV -r- ijj /
dont la dernière est une fonction homogène de degré quelconque //, ne contenant iv et p que dans la combinaison (v -h ip.
D'après cela, supposons qu'une fonction Z de x et de r ait été exprimée en fonction de m, v, (v, p. On aura
\ dy ~ ^ Oi- ' \dw dp/
La multiplication nous donnera
làzdz_/dzy- /azy , /^V^/^V
'^^' i /dZ .dZ\/ dZ dZ dZ dZ\
( -^\:d^^'^)Vdïc-^'d^^'''drr--Prpj'
Si donc la fonction Z a été ramenée à être homogène et de degré zéro, ou bien si elle ne contient w et p que dans la combinaison w -t- //?, on aura l'équation suivante :
dz dz _ /^y (àzy (à^Y /^y
^^^^ d?;>7'~U«/ '^V'^^-/ '^V'^"'/ ^\àp)'
Calculons de même ^i — r-- L'application des formules (63) nous
dx dy ^ ^
donnera
dx dv àu^ dv- div- ' dp-
^ ' ' d-j d-: di dz
du dv dw ^ dp
■s désignant, pour abréger,
Donc, si Ton adopte les mêmes hypothèses que précédemment
_ dZ _ .dZ dw dp
216 MVRE IV. — CII.VP. I X.
sur l'expression de Z, on aura
,rr\ ^'7- ''>-7^ à'-Z d'-Z Ô'-Z
(ob) ■ — = ■ 1 \ 1 = \7
^ Ox ùy du'- àv^ dw^' ôp'^ '
et l'équation proposée sera ramenée à la forme
qui est parfaitement symétrique par rapport à u, v, (v, p. Il suffira de rechercher les solutions de cette équation qui sont homogènes et de degré zéro.
Si l'on effectue le changement de variables suivant
(68) -Z = M^p!^\vv^v'o, on sera conduit à l'équation nouvelle
u ait V Ov w ôw p (Jp
dont il faudra rechercher les solutions homogènes de degré — Sy s désignant la somme
(70) 5 = IJL-f- JJl'-H V + v'.
Une dernière transformation, définie par les formules
ramènera l'équation à la forme
du''^ "^ dp'2 div'^ " àp'^
(72) • ^ -1- ;x -^ - -—, -h ;jl'-t- - —
2/ dit' V 2/ y/>
qui donne naissance à des formules analogues à celles que nous avons développées au n" 3o3 relativement à l'équation E([3, ,3'). Si l'on désigne par 0(|j., <^', v, v') une quelconque de ses solutions, on aura
(73) àû'^^^'^' '^'' '^' ''''' "^ ^d-^-^i' /' '^ ''')'
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et des formules analogues relatives aux dérivées par rapport à v', iv', />'. Eu revenant aux variables u, c, (v, y?, on voit que l'on pourra écrire la formule générale
r;4) j {^uf {t^t i^y i^y ®^'"' ^'' -'' ^'>
\ = e(,u -i- m, ii'-f- m', V + n, v'-t- «'),
dans laquelle les symboles tels que ( ) désignent l'opération
—7- répétée m fois, et qui est analogue à la formule (20) de la
page 64.
On aura, en particulier,
( =lir^j iiT^j \^ird^) \jd^) ^^•'•'''
La valeur de 9(i, i, i, i) se trouve aisément. En remontant aux équations (66) et (67), on voit que l'on peut prendre
F et F, désignant deux fonctions arbitraires. Si Ton écrit cette fonction sous forme homogène, on aura
(77) 0(i,i,i,i)= ^^- F -^H"^' TT ;
uvivp L \ w —ip J ^^' — 'P / J
il suffira de prendre
pour obtenir une expression de 0(m, m', n, n') qui soit homogène et de l'ordre que nous avons supposé. La substitution de cette expression dans la formule (~o) donnera l'intégrale cherchée.
417. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques sujets de recherches, qui se rattachent directement aux propositions précédentes :
1° Nous avons indiqué les moyens de former un nombre illimité d'équations harmoniques qui s'intègrent par l'application de
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la méthode de Laplace. Il y aurait intérêt à déterminer l'ensemble des équations harmoniques possédant cette propriété.
2° Les équations harmoniques, admettant une infinité de solutions particulières avec lesquelles on peut former des solutions plus étendues, se prêtent à l'application des méthodes deFourier. il semble donc que l'on pourrait déterminer, au moins dans des cas très étendus, la fonction u(x,j', a^ojJKo) (n" 358) relative à ces équations. Telle est, d'ailleurs, la voie suivie par Riemann dans le cas particulier de l'équation E(^, [î).
3" Tl résulte enfin des calculs du n° ilo que l'élément linéaire défini par la formule
( 79 ; ds^ ^ \ -H + ; + dx dv
est réductible d'une infinité de manières à la forme
['P(u) — W(v)](du^ -\-dv^').
On ne connaît pas encore toutes les formes de l'élément linéaire qui possèdent cette propriété. La recherche de ces formes entraîne des calculs assez longs que fait prévoir, d'ailleurs, l'étendue de la solution donnée par la formule précédente. Nous reviendrons sur ce sujet lorsque nous traiterons des lignes géodésiques, et nous nous contenterons de renvoyer le lecteur à un beau Mémoire de M. Lie, Untersuchungen iiber geoddtiscJie Curven^ inséré en 1882 aux Mathematische Annalen (t. XX, p. 35^), où se trouve indiquée une forme de l'élément linéaire qui est comprise comme cas particulier dans celle que nous venons de signaler.
CHAPITRE
Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les développables dune congruence donnée interceptent un réseau conjugué. — L'intégration d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles permet de résoudre ce problème pour une suite illimitée de congruences rectilignes. — Problème inverse : Etant donné un système conjugué tracé sur une surface, trouver toutes les congruences dont les développables interceptent sur la surface ce réseau conjugué. — Double solution de ce problème par l'emploi des deux équations, ponctuelle et tangentielle, relatives au système conjugué. — Troisième problème : Etant donnée une surface (S) et un réseau conjugué sur cette surface, déterminer toutes les surfaces (S,) telles que les développables d'une même congruence inconnue interceptent sur (S,) un réseau conjugué et sur (S) le réseau donné. — Relations géométriques entre les deux surfaces (S) et (S,). — Application au cas particulier où Ion établit une correspondance entre deux surfaces quelconques par la condition que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant une droite située dans un plan fixe. — Cas où le plan fixe est rejeté à Finfini. — Correspondance de Steiner. — Application à l'Optique géométrique.
418. Les principales applications géométriques des propositions que nous avons démontrées dans les Chapitres précédents se développeront dans la suite de cet Ouvrage. Ces propositions jouent un rôle fondamental dans l'étude de la déformation infiniment petite d'une surface quelconque et dans la recherche de toutes les surfaces qui admettent une représentation sphérique donnée pour leurs lignes de courbure. Nous allons, dès à présent, faire connaître quelques résultats très simples, qui doivent être regardés comme donnant l'interprétation géométrique des théorèmes d'Analyse que nous avons démontrés au Chapitre ^ III.
Reprenons les notations du Chapitre l; soit
^^6 dd , Oh
il) ^ a -. -o- c^ — o
àpàpi ôp dpi
l'équation ponctuelle relative à un système conjugué tracé sur une surface donnée (S)^ les coordonnées homogènes -p, jk, z-, t d'un point M de la surface seront des solutions particulières de l'équation précédente.
Les coordonnées X, Y, Z, T d'un point quelconque P pris sur la tangente en M à la courbe de paramètre p seront (n°323)
\ étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de la tangente.
Cela posé, envisageons la congruence(G) formée par l'ensemble des tangentes aux courbes de paramètre p. La surface focale de cette congruence se compose de deux nappes, la surface (S) et une surface (Sf), que l'on obtiendrait (n° 323) en attribuant à \ la valeur a dans les formules (2). Nous allons chercher quelle valeur il faut attribuera cette arbitraire pour que les développables de la congruence (G) découpent sur la surface (S) décrite par le point (X, Y, Z, T) un syslème conjugué. Les lignes suivant lesquelles la surface (S) est coupée par les développables de la congruence sont, évidemment, les courbes de paramètre p et O) : il sera donc nécessaire et suffisant que X, Y, Z, T soient quatre solutions particulières d'une même équation linéaire du second ordre
(3) -r ; hA- -B- (-C0 = O,
dp dpi dp âpi
de même forme que l'équation (i).
Si l'on substitue dans le premier membre de l'équation précédente la valeur de X, par exemple, et que l'on élimine au moyen de l'équation (i) tovites les dérivées de x prises à la fois par rapport à p et à p(, on obtiendra un résultat de la forme
M^ -+- N — 4- P -- 4- Q -— ; dp dpi dp(
et cette expression devra s'annuler, ainsi que celles que l'on obtient en y remplaçant x par y, z, t.
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Si M, X, P, Q n'étaient pas nuls, on aurait nécessairement
y -t: JT
ôx
dx
dp
ày
dz
dz
dp
dt
dt
du
dp
dpl
Mais alors, d'après un résultat donné au n° 109 [I, p. iSg], l'équation des lignes asvmptotiques de la surface (-) deviendrait
La surface serait développable et les courbes de paramètre z seraient des génératrices rectilignes. Nous pouvons écarter cette hvpothèse, dans laquelle le problème proposé n'aurait aucun sens.
Il faudra donc que M, N,P, Q soient tous nuls, c'est-à-dire que, pour toute solution Ô de l'équation (i), la fonction
dpi
vérifie une équation de la forme (3).
La question d'Analyse à laquelle nous sommes conduits est une de celles que nous avons examinées au Chapitre \ IIL D'après le théorème du n*^ 400, le problème ainsi posé n'admet que deux solutions. On doit prendre A=rt, ce qui donnera la seconde nappe (2,) de la surface focale de la congruence (G), ou
6' désignant une solution quelconque de l'équation (i). Cette dernière valeur de A donne la véritable solution du problème proposé. Si on la porte dans les formules (2), on obtient le théorème suivant, qui a été donné par M. Lucien Lévy, dans le Mémoire que nous avons déjà cité [p. 177]-
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Les formules
api opi
dpi -^ âpi dz ^ c)6
"?1 "pi
àpi àpi
OÙ 9 désigne une solution quelconque de V équation (i), définissent la surface la plus générale sur laquelle les développables de la congruence (G) découpent un réseau ou système conjugué.
La Géométrie explique ainsi très bien pourquoi la méthode de Laplace peut être considérée comme un cas limite des transformations plus générales que nous avons définies : parmi les surfaces sur lesquelles les développables d'une congruence découpent un réseau conjugué, se trouvent évidemment comprises, comme surfaces limites, les deux nappes de la surface focale de cette congruence.
Si l'on combine le résultat précédent avec l'application de la méthode de Laplace, on est conduit à la proposition suivante :
Etant donnée une surface (S) sur laquelle on connaît un réseau conjugué, désignons par
..., (G_,), (G), (Gi), ...
la congruence (G) formée par les tangentes aux courbes de paramètre p, et toutes celles que l'on en fait dériver géométriquement par la méthode du n° 322. L'intégration de l'équation linéaire à laquelle satisfont les cjuatre coordonnées homogènes dhin point de la surface permet :
1° De déterminer toutes les surfaces (Sf) découpées suivant un réseau conjugué par les développables de l'une quelconque des congruences (G,);
1° De résoudre le même problème lorsqu'oji substitue à (2) l'une quelconque des surfaces (S,), le système conjugué tracé
sur (S,) étant celui qui est déterminé par les développables de (G/)!
Chaque solution de Véquation linéaire permet de déterminer une surface (Si) pour chacune des congruences (Gj).
419. La dernière partie de celte proposition peut recevoir l'application suivante.
Associons au point P, défini par les formules (5) et qui décrit la surface (S), le point P, défini par les formules analogues
où Ton change p, en c en conservant la même solution H. Le point P, décrira une surface (S_j) et se trouvera sur la tangente en M à la courbe de paramètre p, tracée sur (Z). La droite PP, est donc située dans le plan tangent en M à la surface (Z).
Lorsque p et p, varient d'une manière quelconque, cette droite engendre une congruence recliligne : nous allons montrer que P et P, sont les points focaux de la droite PP,. En d'autres termes, (S) et (S_i) constituent les deux nappes de la surface focale de la congruence formée par toutes les droites PP,-
En effet, on peut toujours, en multipliant les solutions de Féquation (i) par une fonction de x et de y, réduire 0 à l'unité; cette équation, devant alors admettre la solution i, se réduira à la forme simple
dp opi ôp opi
et les coordonnées des points P et P, dépendront
àpi
Y - ^-^' ai,'
''Pi
àpi'
dx
^'=Vp'
Op
ap
En vertu de l'équation (-), on aura, par exemple, dX
et les équations analogues en Y, Z. T. Ces équations expriment
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évidemment que, lorsque p varie seul, le point P décrit une courbe tangente à la droite PP, . Ce point est donc un des points focaux de la droite PP, ; et une démonstration analogue prouverait de même que P, est le second point focal.
420. Proposons-nous maintenant le problème inverse du précédent. Supposons que l'on demande de trouver les congruences rectilignes dont les développables découpent sur la surface (S) le réseau conjugué considéré (p, pi). 11 résulte des équations (5) et des développements précédents que le problème peut être formulé ainsi.
Étant donnée l'équation
(8j — ha--+ù- l-cô = o,
àpàpi âp dpi
à laquelle satisfont ^, y, z, t, trouver une fonction a définie en fonction de 9 par une équation de la forme
àpi (^pi
et satisfaisant à une équation linéaire
dp àpi ' dp '^ dpi
dont 0-' sera une solution particulière.
Nous remarquons d'abord qu'on peut remplacer a- par -, ce qui
revient à supposer 3-'=i, On aura donc, pour déterminer o", les deux équations plus simples
' dp dpi dp ' d'^i
d'où l'on déduit par un calcul facile
di =
diiiQ)
do
,3[jiO|c?p + ;jLerfpi.
Il faudra que le second membre soit une différentielle exacte et que <y satisfasse, quel que soit 8, à l'équation (lo).
Cette question est un cas particulier de celle que nous avons traitée au n° 402. Les résultais que nous avons obtenus montrent que Ton aura
u. étant une solution quelconque de l'équation adjointe à la proposée (8).
Ainsi, si l'on se propose de déterminer toutes les congruences dont les développables découpent sur une surface (2) un réseau conjugué donné, la solution de ce problème dépendra de l'intégration de l'équation linéaire adjointe à celle que vérifient les quatre coordonnées homogènes d'un point quelconque de (-). Si |JL désigne une solution quelconque de cette équation, Tune des nappes (S) de la surface focale de la congruence cherchée sera définie par les équations
'' ^/[^•''It-''^' •'■=■- Kl -*-'■) '4
et il résulte des remarques présentées au n° 402 que l'autre nappe est définie par des équations toutes semblables, où l'on conserve la même solution de l'équation adjointe, mais où Ion échange a et 6, p et p,.
D'après les remarques qui terminent le Chapitre IV, l'inté£:ration d'une équation linéaire et celle de son adjointe sont deux problèmes qui se ramènent 1 un à l'autre, à quelque point de vue que Ton se place. On peut donc dire que la résolution des deux problèmes de Géométrie que nous venons d'étudier dépend de l'intégration d'une même équation linéaire, l'équation ponctuelle relative au système conjugué tracé sur (S).
421. On peut encore résoudre les deux problèmes précédents en empWant l'équation tangeniielle relative au système conjugué D. -II. " ,5
(II
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et obtenir ainsi, par une voie purement géométrique, la confirmation du résultat établi au n° 405 [p. 190], relativement aux deux équations, ponctuelle et tangentielle, qui se rapportent à un même svstème conjugué.
Considérons, par exemple, le second problème, celui dans lequel on se propose de déterminer les congruences dont les développables interceptent sur (S) un réseau conjugué donné. Soit
^ ' dp dpi dp ^ dpi
l'équation tangentielle relative à ce système conjugué. Les coordonnées u, ç, w^ p du plan tangent en M à (S) sont des solutions particulières de cette équation. La tangente à la courbe de paramètre p,, par exemple, sera définie par les deux équations
/ aX-H vX -+- (vZ -T- pT =0,
l dpi opi opi opl
L'une des développables de la congruence doit contenir cette courbe; son plan tangent en M sera donc défini par l'équation
(li bis) UX-+-VY-^WZ-^PT = o,
où l'on a
Opi àpi
Le plan défini par l'équation (i3 bis) doit envelopper une des deux nappes de la surface focale de la congruence cherchée; et nous savons que, sur ces nappes, les courbes de paramètres p et p, doivent tracer un réseau conjugué. Il faudra donc que U, V, W, P considérées comme fonctions de p, p, satisfassent à une équation linéaire de la forme (12); et, par suite, on aura
U = W -— àpi
dpi
àpi
àpi
dpi
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h) désignant une solution particulière quelconque de l'équation (12).
422. Nous allons maintenant résoudre un troisième problème de Géométrie qui se rattache directement à ceux que nous venons d'étudier.
Etant donnés une surface (S) et un réseau conjugué tracé sur cette surface, proposons-nous de déterminer toutes les surfaces (Si), telles que les développables d'une même congruence, d'ailleurs inconnue, interceptent sur (S,) un réseau conjugué et sur (S) le réseau donné a priori.
La solution de ce nouveau problème s'obtient évidemment par la combinaison de celles que nous avons fait connaître dans les numéros précédents. On déterminera d'abord toutes les congruences dont les développables interceptent sur (S) le réseau donné; et il n'y aura plus ensuite qu'à chercher les surfaces (Si) sur lesquelles les développables de chaque congruence obtenue interceptent un réseau conjugué.
Désignons parjc,y,z-, fies coordonnées d'un point quelconque M de (S); ces coordonnées seront des solutions particulières de léquation ponctuelle
ap opi dp Opi
(I3) 3737- -^«— -^6-— -v-cO =0,
relative au système conjugué tracé sur (S). La surface focale (S) d'une congruence dont les développables interceptent sur (S) le réseau conjugué donné sera déterminée par les formules (11), où u désigne une solution déterminée, mais quelconque, de l'équation adjointe; et nous savons (n*' 402) que l'équation linéaire dont X, Y, Z, T sont des solutions particulières admettra pour solution
générale
6 étant la solution générale de l'équation (i5).
D'après le théorème du n° 418, la surface (Si) la plus générale sur laquelle les développables de la même congruence découpent
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un réseau conjugué sera définie j)ar les formules
(■7) -^'^^-^d^' ^^=^-^di^'
Si l'on remarque que l'on a, d'après les formules (i i) et (i6),
_- = 0 ( - ' au, T— = ^ "T"
d?i \àpi V dpi \âpi
(i8) .IT. =M7)t-«f"'- -^=x{-^-aix
on pourra écrire
el l'on déduira de là
et de même
On voit donc que, si l'on multiplie x, y, z, t par 8, les relations entre les deux surfaces (S) et (S,) appartiennent au type suivant :
dp
dx àpt
dp
dp
Jp
dp
dp
dti di,
dpi
Réciproquement, toutes les fois qu'il y aura, entre les points correspondants M et M, de deux surfaces quelconques (S) et (S,) des relations de la forme précédente, quelles que soient d'ailleurs les valeurs de lel de t^, ces surfaces auront entre elles la relation que nous nous proposons d'étudier.
Si l'on élimine, en effet, Xi entre les deux premières équations, on obtient l'équation
à /.dx\ d / àx\_
(^3) diA d^)~ô-py^àiJ~ '
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qui est encore vérifiée quand on remplace x par y, z- et t. Par suite les courbes de paramètres p et z, déterminent sur (S) un système conjugué.
La relation analogue
d /i dTi\ d /ï dxi\
montre qu'il en est de même pour la surface (S|).
D'ailleurs le point P (7?^. 28) de coordonnées t-' -r-y -r^> -7- se
trouve sur la tangente à la courbe de paramètre p, tracée sur (S): et, comme il est identique, d'après les formules (22), au point de
, , dxi dr, dzt dt, . . , , ,
coordonnées -r-^, -r-' 3— ' t- qui se trouve sur la tangente a la dp dp dp dp ^ °
courbe correspondante tracée sur (S|), on reconnaît immédiatement que ces deux tangentes se rencontrent toujours. De même les deux tangentes aux courbes de paramètre p se coupent en un
r» , , , Oj: dy àz dt
point r,, de coordonnées -— » -^j -r-^ ■^—' ^ dpi dpi dpi àpi
Fis. 38.
D'après cela, déplaçons-nous sur une courbe de paramètre p par exemple.
La surface réglée engendrée parla droite MM,, admettant en M le plan tangent P, MM, et en M, le même plan langent P, M, M, sera nécessairement développable. Comme on peut faire le même raisonnement pour les courbes de paramètre s,, on reconnaît ainsi que les développables de la congruence engendrée par la droite MM, interceptent effectivement sur les deux surfaces les deux réseaux conjugués considérés.
423. Xous allons maintenant établir la propriété la plus essen-
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lielle de cette théorie et montrer que les développables de la congruence engendrée par la droite PP, correspondent à celles de la congruence engendrée par MM,; et, de plus, que P et P, sont les points focaux de la droite W^.
Nous avons, en effet, déterminé dans le raisonnement pi'écédent les coordonnées des points P et P,. Elles sont
dx dy ùz ()t
-—■> -'—■> —-7 —5 pour]*,
àp dp ôp ôp '
Ô.V dy dz dt ^
Y-' -f- ' 1—' y-' pour Pi.
dpi dpi ôpi dpi
Écrivons l'équation (23) sous la forme suivante :
àl àiJ.
à ( àx\ _ (>p] dx dp dx
dpi \àp/ [j. — X dp n — X dpi
Cette relation, où l'on pourrait remplacera parj', -, t, exprime que le point P décrit, lorsque p, varie seul, une courbe dont la tangente est la droite PP,. En effet, si l'on remplace dans le second membre x par x, jk, -c, (■, on a les coordonnées d'un point , de la droite PP, . On verra de même que le point P, décrit, lorsque p varie seul, une courbe dont la tangente est PP,. La proposition que nous avions énoncée est ainsi complètement démontrée.
Si on la transforme par la méthode des polaires réciproques, on obtient le théorème suivant :
Etant données deux surfaces (S), (S,) qui se correspondent point par point, soient M et M, deux points correspondants sur les deux suif aces et soit PP, la droite d'intersection des plans tangents en ces points. Elle engendre une congruence rectiligne et nous désignerons par P, P, ses deux points focaux. Si les droites MP, MP, sont des tangentes conjuguées de (S), et de même les droites M, P, M, P, des tangentes conjuguées de (S,), les développables de la congruence engendrée par la droite MM, correspondent à celles de la congruence formée par les droites PP, ; et elles découpent sur les deux surfaces les réseaux conjugués formés des courbes admettant en M les tangentes MP, MP, et en M, les tangentes M, P, M, P, .
11 résulte immédiatement de ce théorème que la relation entre
dui
dp
_ du
dvi 'dp
dp
dwi
dp
.,dw
dpi
dp
dp
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les deux surfaces (S) et (S,) est dualistique. On pourra donc joindre aux formules (22) les équations analogues, relatives aux coordonnées langentielles des plans tangents en M et en M,,
dui , du
àpi ~" ' dpi'' dvi , dv
dpi dpi
dwy , dw
àpi ~ ' dpi'
dpi ' opi
4:2i. Les propositions que nous venons de développer pourraient être démontrées par la Géométrie; pour ne pas étendre notre exposition, nous nous contenterons d'appliquer la méthode géométrique à la démonstration du théorème suivant :
Étant donnée une correspondance entre deux sur/aces (S) et (S|), soient ijig- 28) M, M, les points correspondants et PP| l'intersection des plans tangents en M e^M,. Si les développables de la congruence {G) formée par la droite MM, correspondent aux déicloppables de la congruence (K) engendrée par la droite PP, ; et si, de plus, les points focaux P et P, de la droite PP, sont dans les plans focaux de la droite MM, {c'està-dire dans les plans tangents aux deux développables qui contiennent MM,), chaque point focal se trouvant dans le plan focal qui ne lui correspond pas, les deux surfaces (S) et (S,) sont dans la relation que nous venons de définir, c'est-à-dire que les développahles de la congruence (G) interceptent sur (S) et (S,) des familles de courbes conjuguées.
Considérons, en effet, les deux plans focaux de la droite MM,. Ils rencontrent les deux plans tangents suivant des droites MP et M, P, MP, et M, P, qui se coupent deux à deux aux points P et P, ; et ces points sont, d'après l'hypothèse, les points focaux de la droite PP,.
Lorsque la droite MM, se déplacera infiniment peu en décrivant un élément de développable dans le plan MPM, par
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exemple, la droite PP, décrira aussi un élément de dévcloppable et tournera, d'après l'hypothèse, autour du point P< ,
Soit M' M', la position nouvelle de MM,. 11 est aisé d'établir que les quatre plans tangents aux deux surfaces en M, M,, M', M', viennent se couper au point P,. En effet, les deux premiers plans se coupent suivant la droite PP,, les deux autres suivant la position infiniment voisine de cette droite, qui, par hypothèse, rencontre PP, en P,. Prenons maintenant les quatre plans dans un autre ordre. L'intersection des plans tangents en M et M' est la tangente conjuguée de MP; cette tangente viendra nécessairement passer par le point P,. Les droites MP, MP, sont donc des tangentes conjuguées, et il en est de même de M, P, M,P,. C'est la proposition que nous avons énoncée.
423. Les différents résultats que nous venons d'établir sont d'une grande généralité et interviennent comme éléments essentiels dans différentes recherches géométriques. Nous allons, dès à présent, en indiquer une application très simple.
Étant données deux surfaces (S), (S,) et un plan (P), par toutes les droites [d) du plan (P) on mène des plans tangents à (S) et à (S,), et l'on établit ainsi une correspondance entre les points des deux surfaces. Nous allons montrer que les développables de la congruence formée par l'ensemble des droites qui joignent les points correspondants interceptent sur (S) et sur (S,) deux réseaux conjugués.
Soient, en effet, M, M, les points correspondants de (S) et de (S,). Les plans tangents en M et en M, se coupent suivant une droite [d) du plan (P); construisons sur cette droite les deux points Q, Q, qui divisent harmoniquement l'angle des deux tangentes asymptotiques en M à (S) et l'angle des deux tangentes asymptotiques eu M, à (S,). Les points Q, Q, peuvent être considérés, au même titre que tous les autres points de la droite (<i), comme les points focaux de la congruence engendrée par cette droite. Par suite, comme les droites MQ, MQ, sont des tangentes conjuguées de (S) et les droites M, Q, M, Q, des tangentes conjuguées de (S,), il résulte des théorèmes du numéro précédent que la droite MM, appartient à une congruence dont les développables découpent des réseaux conjugués sur (S) et sur (S,).
Et de plus les plans QMM,, Q,MM, seront les plans focaux de MM|, c'est-à-dire les plans tangents aux deux, développables qui contiennent MM|.
Il est clair que ces développables ne pourront pas être déterminées en général ; pour les obtenir, il faudra chercher dans le plan (P) les courbes qui sont tangentes aux différentes droites {d) en un des points Q, Qi, c'est-à-dire les courbes dont les tangentes admettent leur point de contact comme point focal.
Imaginons, par exemple, que les deux surfaces (S) et (S,) soient du second degré. Si l'on mène une droite (^d) dans le plan (P), les points focaux de cette droite seront les extrémités du segment qui est divisé harmoniquement par les deux surfaces. On les obtient, comme on sait, en menant par les quatre points communs à (S) et à (S,) situés dans le plan (P) les deux coniques tangentes à la droite {d). Si l'on considère une quelconque de ces coniques, chacune de ses tangentes admettra son point de contact comme point focal; et, par suite, les développables de la congruence seront formées des droites MM| qui correspondent aux diverses tangentes d'une même conique. On peut donc énoncer la proposition suivante.
Si, par toutes les droites d'un plan (P), on mène des plans tangents à deux surfaces (S), (S|), la droite qui joint les points de contact engendre une congruence dont les développables découpent sur (S) et sur (S,) des réseaux conjugués. Si (S) et (S,) sont du second degré, ces développables peuvent être déterminées algébriquement. Les droites qui, dans le plan (P), correspondent à leurs génératrices rectilignes, sont tangentes à une même conique passant par les quatre points communs à (S) et à (S|) situés dans le plan (P).
Les plans tangents aux deux développables qui contiennent une même droite MMi coupent les plans tangents aux deux surfaces suivant des droites conjuguées. Ils sont donc conjugués à la fois par rapport aux deux surfaces (S) et (S,), c'est-à-dire que chacun d'eux contient le pôle de l'autre.
Si les deux surfaces sont homofocales, les plans conjugués par rapport aux deux surfaces sont nécessairement rectangulaires; par suite, les deux familles de développables se couperont à angle
droit. Nous verrons que cette propriété caraetérise les congruences formées des normales à une surface. Nous sommes ainsi conduits à l'élégant théorème suivant, que Laguerre, notre ami regretté, a obtenu comme conséquence de ses études sur les divers modes de génération des cjxlides (').
Etant données deux surfaces hoinofocales du second degré et un plan (P), si l'on mène, par les droites du plan (P), des plans tangents aux deux surfaces, les droites cjui joignent les points de contact correspondants seront normales à une famille de surfaces parallèles.
426. Nous allons maintenant envisager d'autres applications en supposant que les surfaces (S) et (S,) demeurent quelconques, mais que le plan (P) s'éloigne à l'infini. On a alors le théorème suivant :
Si Von mène à deux surfaces (S) et (S, ) des plans tangents parallèles, la droite cjui joint les points de contact correspondants M, M, engendre une congruence dont les développahles interceptent sur (S) et sur (S,) un réseau conjugué.
Si l'on choisit pour variables p et p^ les paramètres des courbes conjuguées qui se correspondent sur (S) et sur (S,), les équations (29.) prennent ici la forme
dx\ _ , dx dx^ _ dx
Op ()p àpi dpi
dp dp Opi opi
dzi ^ dz dzi dz
Op ' Op Opi dpi
x,jK, :; et^,,jK(, -1 désignant les coordonnées cartésiennes des points M et M,. Ces équations sont évidentes : elles expriment
(') Laguerre, Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques {Bulletin de la Société philomathique, p. 17; 1868). Parmi les surfaces auxquelles sont normales toutes les droites de la congruence, se trouve toujours une cyclide [I, p. 207] si le plan (P) ne passe pas par le centre commun des deux surfaces homofocales. Cette cyclide se construit par points de la manière suivante : soit (5) la droite, perpendiculaire au plan (P), qui contient les pôles de ce plan par
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simplement que les tangentes aux courbes correspondantes des deux réseaux conjugués sont parallèles.
Le mode de correspondance précédent a été considéré par Steiner ('). Il comprend comme cas particulier la représentation spliérique de Gauss; il suffît de supposer que la surface (S() se réduit à une sphère. Dans ce cas particulier, les deux développables qui contiennent la droite MM, coupent le plan tangent en M, à la sphère suivant des droites conjuguées, c'est-à-dire rectangulaires. Les tangentes conjuguées de la surface (S) en M, étant parallèles aux précédentes, sont nécessairement rectangulaires; le système conjugué se réduit donc à celui qui est formé par les lignes de courbure. Les formules (a^j) deviennent identiques à celles d'Olinde Rodrigues [I, p. 199] qui jouent un rôle si important dans la théorie des lignes de courbure.
Revenons au cas général où la surface (S,) est quelconque, et imaginons que cette surface grandisse indéfiniment en demeurant homothétique à sa position initiale par rapport à un point fixe O. Le système conjugué tracé sur (S) demeurera invariable; on le reconnaît immédiatement, car les systèmes conjugués tracés sur (S) et sur (S)) peuvent aussi être définis par la condition, indépendante de toute congruence, que les tangentes aux courbes correspondantes des deux systèmes tracés sur les deux surfaces soient toujours parallèles ; et cette propriété subsiste évidemment lorsque (S,) est remplacée par une surface homothétique. A la limite, lorsque (S) ) aura grandi indéfiniment, la droite MM, se confondra avec la parallèle menée par le point M au rayon primitif OM,. Ainsi :
Etant données deux surfaces (S), (S,), on leur mène des plans tangents parallèles (P), (P, ). Si, par le point de contact
rapport aux deux surfaces homofocales; et soit (rf') la droite du plan qui correspond à une droite quelconque (rf) de la congruence. Le plan mené par (S) perpendiculairement à {d') coupe la droite (c?) au point où elle est normale à la cyclide cherchée. Si le plan (P) passe par le centre commun des deux surfaces, les droites deviennent normales à des surfaces de quatrième classe, corrélatives des cj'clides, que nous rencontrerons plus loin (Chap. XIV et XV).
(') Steixer, L'eber Lehrsàtze von welchen die bekannten Sàtze iiber parallèle Ciirven besondere Fàlle sind {Journal de Crelle, t. XXII, p. 76, 1846, et J. Steiner's gesammelte WerAe, t. II, p. 36i).
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de (P) et de (S), on mène une parallèle au rayon veclear qui joint un point fixe de l'espace au point de contact de (P,) et t/e (S,), cette parallèle appartient à une congruence dont les développables découpent sur (S) un réseau conjugué. Ce réseau correspond à un réseau conjugué de (S,).
C'est une généralisation de la propriété bien connue des normales à une surface.
4!27. Nous avons, au n° 81 [I, p. 99], indiqué quelques propriétés des surfaces qui sont engendrées par la translation d'une courbe de forme invariable. L'étude du mouvement d'une surface qui se déplace en conservant son orientation conduit à des propositions analogues. Etant donnée une surface quelconque (S,) et un point O dans l'espace, supposons que ce point O soit invariablement lié à (S,) et déplaçons cette surface parallèlement à elle-même, en assujettissant le point O à décrire une surface fixe (S). Les positions successives de (S,) dépendent des deux paramètres qui fixent la position du point O; cette surface aura doncune enveloppe qu'elle touchera en un nombre limité de points. Soient (S',) une position de (S( ) et O' la position correspondante de O sur la surface (S). 11 est évident géométriquement que les points où la surface (S',) touche l'enveloppe sont ceux où le plan tangent à (S',) est parallèle au plan tangent à (S) en O'. On aura donc la construction suivante de l'enveloppe :
Menons aux deux surfaces (S) et "(S,) deux plans tangents parallèles quelconques et soient M, M, leurs points de contact. Le rayon vecteur de l'enveloppe sera la résultante ou la somme géométrique des deux rayons vecteurs OM, 0M| ; et le plan tangent à l'extrémité de ce rayon vecteur sera parallèle aux plans tangents en M et en M| .
Cette construction montre immédiatement que l'on peut échanger (S) et (S|). L'enveloppe demeurera la même si, au lieu de déplacer (Si), on déplace (S) de telle manière que le point O décrive la surface (S|). On a ainsi une généralisation de la propriété du n" 81.
Reprenons la construction précédente, mais en substituant successivement à la surface (S| ) toutes les surfaces homothétiques
de (S,) par rapport au centre O. On obtiendra une série d'euveloppes (S), (S'), (S'), . . . qui constitueront une famille dont la surface (S) fera partie. Soient M, a, a', ... les points qui se correspondent sur (S), (S), (S'), .... Tous ces points seront en ligne droite ; les plans tangents en ces points seront tous parallèles; et enfin les développables de la congruence engendrée par la droite Mua'. . . découperont sur toutes les surfaces un réseau conjugué correspondant à un réseau conjugué tracé sur (S|). Il suffit de supposer que celte surface (S,) se réduit à une sphère pour retrouver les propriétés essentielles et bien connues des surfaces parallèles.
4!28. L'étude de la famille de surfaces que nous venons de définir trouve une application immédiate et très intéressante dans l'optique géométrique des milieux homogènes ('). Admettons, en effet, que (S|) soit la surface d'onde caractéristique d'un tel milieu, c'est-à-dire qu'elle soit le lieu des points atteints après l'unité de temps par un ébranlement parti de O. D'après la définition même des milieux homogènes, le lieu des points atteints après un temps quelconque par le mouvement vibratoire sera la surface homothétique de (S|) par rapport à O, le rapport de similitude étant égal au temps écoulé. Cela posé, imaginons que la seconde surface (S) soit une surface d'onde, c'est-à-dire qu'elle soit le lieu des points atteints au même instant par un mouvement vibratoire lumineux qui a son origine dans une source unique, mais qui peut avoir subi un nombre quelconque de réflexions ou de réfractions. Proposons-nous de déterminer les positions successives que prendra l'onde (S) qui se propage dans le milieu. D'après le principe de Huvgens, il faudra construire les surfaces d'onde, toutes égales, qui ont pour centres les différents points de (S) et qui correspondent à la même durée : leur enveloppe sera la position nouvelle de (S). 11 résulte de celte construction que les positions successives de l'onde (S) sont précisément les surfaces (S), (S'), . . . que nous venons de définir. Les
(') Pour tout ce qui coacerne ce sujet, consulter la solide étude de M. Lévistal Recherches d'Optique géométrique, insérée en 1867 au tome IV (i" série) des Annales scientijiques de l'École .Xormale supérieure, p. igô.
droites M[ji[ji.'... sont les ra^yons lumineux. La lumière se propage avec une vitesse uniforme sur chaque rayon; mais, comme elle met le même temps à passer de l'une à l'autre des positions de l'onde, la vitesse est différente sur les différents rayons. Elle ne dépend d'ailleurs que de la direction de ces rayons et demeure la même pour tous les rayons parallèles, dans le même milieu. Si le milieu est isotrope, la surface (S,) est une sphère; les rayons lumineux sont normaux à l'onde (S) et à ses positions successives. Convenablement transformée, cette propriété subsiste pour tous les milieux homogènes : dans chacun de ces milieux, il y a, entre la direction du rayon lumineux et celle du plan tangent en un de ses points à l'onde qui se propage, une relation constante qui dépend uniquement de la constitution du milieu et demeure la même quelle que soit la forme de l'onde (S). Gela est évident, car le rayon lumineux est parallèle à un certain rayon OM) de la surface d'onde caractéristique du milieu décrite de O comme centre, et le plan tangent de l'onde est toujours parallèle au plan tangent en M, à cette surface (S,).
Dans le cas des milieux isotropes, les développables formées par les rayons lumineux interceptent sur les différentes positions de l'onde un réseau conjugué; cette propriété s'étend aussi aux milieux homogènes quelconques. Les développables formées par les rayons lumineux découpent sur les positions successives de l'onde un réseau conjugué, cjui correspond à un réseau conjugué tracé sur la surface d'onde caractéristique du milieu.
Pour les milieux isotropes, la surface caractéristique étant une sphère, le réseau conjugué se réduit nécessairement à celui qui est formé par les lignes de courbure.
CHAPITRE \I
Problème de M. Christoffel. — Recherche de tous les cas dans lesquels la correspondance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces détermine un tracé géographique de l'une sur l'autre. — Différentes solutions déjà connues de ce problème; les surfaces homothétiques, deux surfaces minima quelconques. — Solution nouvelle. — Elle est fournie par des surfaces à lignes de courbure isothermes. — Théorème de Bour et de M. Christoffel. — Application aux surfaces minima. — Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont leurs lignes de courbure isothermes, c'est-à-dire elles sont isothermiques. — On peut faire dériver de toute surface isothermique une infinité de surfaces isothermiques nouvelles. — Formation de l'équation aux dérivées partielles du quatrième ordre qui caractérise les surfaces isothermiques. — Seconde propriété caractéristique : L'équation ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de courbure doit avoir ses deux invariants égaux. — Applications.
429. Oa peut rattacher aux propositions que nous avons données dans le Chapitre précédent l'étude d une intéressante question qui a été posée et résolue par M. Clirisloflel ('). Proposons-nous de rechercher tous les cas dans lesquels la correspondance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces (S), (S,) peut donner une représentation conforme ou un tracé géographique de lune des surfaces sur l'autre.
Soient x,j', -:;; X4,^>'|, Zi les coordonnées cartésiennes rectangulaires des points correspondants sur les deux surfaces (S) et (S,). Prenons comme variables indépendantes p et c, les paramètres des deux familles conjuguées qui se correspondent sur les deux surfaces (-). Les formules (27) du Chapitre précédent nous
(') E.-B. Christoffel, Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Minimumsjlàchen {Journal de Crelle, t. LVII, p. 218-228; 1867).
(») Nous écartons, on le voit, le cas exceptionnel où ces deux familles viendraient se confondre et se réduiraient à une famille de lignes asymptoliqucs. Le
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donneront d'abord
i ÔXi V Ox
' J ÔXy dx
(\Vi
dp
ùp
'ôp
ùz,
ôp'
dz
1 t/pi t/pi
et il faudra que l'on ait
( 2 ) dx l-^ dy\-r- dz] = k-{ dx- -f- dy- -i- dz^),
k désignant une fonction quelconque de p et de o^. Les équations (i) et (2) expriment toutes les relations qui doivent exister entre les deux surfaces (S) et (S,).
Introduisons, pour abréger, les quantités E, F, G définies j)ar la formule
( 3 ) dx^ -^dy'--~ dz '- =Edp'-— a F dp dp i— O dp\.
L'équation (2), dans laquelle on remplacera les dérivées de .T), jKi, ^1 par leurs valeurs déduites des formules (i), se décomposera dans les trois relations suivantes
( i ) ( À2 _ /,-2) E = o , ( À ,u — k-^) F = o, ( -Ji^ — /.2) G = o,
qui devront être vérifiées toutes les trois.
Les différentes solutions de ce système de trois équations simullanées appartiennent à l'un des types suivants :
G = o, X[ji — A'2 = o ;
;jl2— /:2 = o, F = o;
\x'- — A^ =0, , ).[JL — Â'2 = o ;
[0.2 — /i^ = o, )v[jL — /(-2 = 0 ;
,jl2_/,2=o, F = 0.
Dans la première solution, E et G étant nuls, les deux familles conjuguées seront formées de lignes de longueur nulle; (S) et (S,) seront donc (n° 180) des surfaces minima. Deux surfaces minima quelconques nous donnent, en effet, une solution du problème proposé; cela a été démontré au n" 2LI [1, p. 829].
lecteur traitera facilement cette hypothèse; elle conduit seulement à deux surfaces homolhétiques ou aux surfaces imaginaires, considérées dans la Note du n° 116 [I, p. t'iS], et dont l'élément linéaire est un carré parfait.
La deuxième solution conduit à ces surfaces imaginaires pour lesquelles l'élément linéaire est un carré parfait. Nous pouvons la négliger.
La troisième et la quatrième entraînent la relation
Alors les formules (i) nous donnent
dxi = À dx, dyi = À dy. d^i = \ dz\
\ ne peut être qu'une constante : les deux surfaces (S) el (Si) sont homothétiques. Celte solution était évidente a priori.
430. Il nous reste donc seulement à examiner la dernière solution, qui nous donne, en écartant l'hypothèse déjà examinée a = <x.
La dernière équation exprime que les deux familles de courbes conjuguées (p) et (p,) se coupent à angle droit sur les deux surfaces. Ainsi le système conjugué {^), (p,) est formé des lignes de courbure des surfaces (S) et (S,). Nous allons étudier cette solution, qui est la seule véritablement nouvelle.
Toutes les relations entre les deux surfaces sont exprimées par les formules suivantes
dx dx
dr dy dz dz
dp dpi
' ■ dp dpi ' dp dpi
dxi à?
. dr
dz, dp
dx, à?i
. dx dpi
dp,- ^'dpr
dz,
dp
- dz
dont nous allons examiner les nombreuses conséquences. On pourrait d abord éliminer X|,j>'i, z,. On a, en effet,
(8) U. = l('^dp-'^^dp^),
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et il suffira d'exprimer que les seconds membres sont des difFérentielles exactes. On trouvera ainsi que x, j^, z doivent être des solutions particulières de l'équation
(O) ■Xk r 1- r [- —- -r = O.
dp opi ypi (9p op opi
Cette équation n'est autre que l'équation ponctuelle relative au système conjugué formé des lignes de courbure de (S). Elle a d'ailleurs la forme la plus générale des équations dont les invariants sont égaux. Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, sur laquelle nous reviendrons plus loin :
Pour qiCune surface (S) soit une solution du problème proposé, il faut et il suffit que V équation linéaire aux dérivées partielles relative au système conjugué formé par ses lignes de courbure ait ses invariants égaux.
431. Cette propriété purement analytique peut recevoir une interprétation géométrique très simple.
Remarquons, d'une manière générale, que l'équation ponctuelle
op opi dp opi
relative à tout système conjugué tracé sur une surface, peut toujours être déterminée quand on connaît l'élément linéaire de cette surface. Soit, en effet,
(il) ds^=Edp^-\-'i.¥ dpdpi~Gdp]
l'expression de cet élément linéaire. Si l'on multiplie le premier
membre de l'équation (lo) par -j- et si l'on ajoute ensuite les trois
op
résultats que l'on obtient en remplaçant Q successivement par x, >', Zf on obtiendra la première des deux équations
l - -T \- aE -^' bt = O,
, , ] ^ àpi
1 r^ )pi
qui se déduisent l'une de l'autre par l'échange de p et de 0, et qui feront connaître a et b.
432. Appliquons cette proposition à l'équation (9) en remarquant que l'on a ici F = o. Les équations (12) prendront la forme
^_?j^_ ^^ G dl _
à?i ' \ dp,-""^ Ij'^ï dp- *"'
d'où l'on déduit, en intégrant,
/■ désignant une fonction de o et /■, une fonction de z^. L'élément linéaire de (S) sera donc exprimé par la formule
(i3 ) ds'- = y ( /• dz^ -T- /•, rfpf ),
qui caractérise les systèmes isothermes. La surface (S) aura donc ses lignes de courbure isothermes; et il en sera de même, évidemment, de la surface (S,) dont l'élément linéaire, en vertu de la formule (2), aura pour expression
(i4) ds\=\{rdz'-—ridz\).
En réunissant tous les résultats précédents, on obtient le théorème suivant :
A toute surface (S) dont les lignes de courbure sont isothermes et dont Vêlement linéaire est déterminé par la formule
ds*=Urdzi~ridpl)
on peut faire correspondre une seconde su? face (S,) dont l'élément linéaire a pour expression
dsl=l{rdpi-r-ridpl),
et dont les lignes de courbure sont aussi isothermes.
De plus, on peut toujours placer les deux surfaces de telle manière que les plans tangents et les tangentes principales aux points correspondants soient parallèles.
433. Bour avait déjà établi la première partie de ce tliéorème
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dans son Mémoire siw la déformation des surfaces ('). Les considérations par lesquelles il l'a établie offrent la plus grande analogie avec celles que M. Moutard a employées pour démontrer son théorème fondamental. Le fait s'explique aisément : à chacune des surfaces (S) et (S,) correspond une équation linéaire à invariants égaux; on passe de l'une à l'autre précisément par l'emploi de la méthode de M. Moutard. D'ailleurs le système
à:j dp âpi ôpi
qui est vérifié par les coordonnées correspondantes x et ^,, ou j' et jK) , ou ^ et ^, , des points des deux surfaces, est identique à celui que nous avons étudié au n° 39L
En appliquant le théorème précédent à la sphère, qui peut être regardée d'une infinité de manières comme une surface à lignes de courbure isothermes, Bour a montré que l'on retrouve les surfaces minima les plus générales; et nous avons déjà indiqué cette application au n° 205 [I, p. 3i3]. On peut retrouver immédiatement le théorème de Bour par l'intei'prétation géométrique du système (7).
Soient c, c', c" les cosinus directeurs de la normale en un quelconque des points correspondants des deux surfaces (S) et (S,). Soient R et R' les rayons de courbure principaux de (S), R, et R'j ceux de (S,) au point correspondant. Les formules d'Olinde Rodrigues nous donnent
dx -, àc dxi ^ ^ àc
) âp dp dp dp
j dx ^, de dxi de
hR'.— =0, -T hRi^-=o.
l àpi dpi dpi 'dpi
En substituant les dérivées de x et de :r, dans les formules (7), on trouve (,7) Ri = XR, R\=-U\'
et, par suite,
C) Journal de l'École Polyteehnique, XXXIX-^ Cahier, p. 118; 1862.
Si la surface (S) est une sphère, on aura R = R' et, par suite, R, -j-R'i = o; (S,) sera une surface minima. Si, au contraire, (S) est une surface minima, on aura R = — R' et, par suite, R, = R',; (S,) sera une sphère. On peut donc faire dériver de la sphère toutes les surfaces minima-, et les remarques précédentes constituent une véritable intégration de l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces,
Proposons-nous'raaintenant de rechercher tous les cas dans lesquels la surface (S|) est parallèle à (S). Il suffira évidemment d'exprimer que les équations (-) sont vérifiées quand on y remplace j:,,j',, -Si respectivement par
X -T- rtc, y -^ ac\ z -r- a(f
a désignant une constante. On obtiendra ainsi des relations telles que les suivantes :
dx
dp
En éliminant — , -— au moyen des équations d'Olinde Rodrigues, dp dpt J ~L
on trouve
Il suffira donc que l'on ait
de ^ dx a — = A -— >
dx de . dx
dp dp
dpi dpi dpi
Ainsi la sur/ace (S) devra avoir sa courbure moyenne constante; et réciproquement à toute sur/ace (S) à courbure moyenne constante correspondra une surface (S,) qui sera parallèle à (S). La relation entre les deux surfaces étant réciproque, (S|) sera, elle aussi, à courbure moyenne constante.
Si l'on rapproche cette proposition des résultats précédents, on peut conclure que toute surface à courbure moyenne constante a nécessairement ses lignes de courbure isothermes. Nous reviendrons sur ce résultat, qui est du à M. Bonnet (').
(«) O. BoxxET, Mémoire sur la théorie des sur/aces applicables sur une surface donnée {Journal de l'Ecole Polytechnique, XLIl' Cahier, p. 77; 1S67).
434. Après avoir signalé les propriélés géométriques qui se rattachent ù l'étude du problème de M. ChristofFel, nous allons indiquer le parti qu'on peut en tirer dans la recherche des surfaces à lignes de courbure isothermes. Cette recherche constitue certainement un des problèmes les plus difficiles de la Géométrie; elle dépend, nous le verrons, de l'intégration d'une équation non linéaire du quatrième ordre. Les surfaces du second degré, les cyclides, les surfaces de révolution, les cônes et les cylindres, certaines surfaces à lignes de courbure planes dans un système qui dépendent d'une fonction arbitraire (*), les surfaces minima et, plus généralement, les surfaces à courbure moyenne constante ont leurs lignes de courbure isothermes. Toutes ces surfaces, auxquelles on peut ajouter celles qu'on en déduit par l'inversion la plus générale, ne constituent, cependant, que des solutions extrêmement particulières du problème proposé, qui doit conduire à des surfaces contenant quatre fonctions arbitraires dans leur équation. Bour, qui a considéré le premier les surfaces à lignes de courbure isothermes, annonce, dans la partie de son Mémoire que nous avons citée plus haut, que, de toute surface à lignes de courbure isothermes, on peut déduire une infinité de surfaces analogues, contenant dans leur équation deux fonctions arbitraires ; mais on reconnaîtra aisément que le raisonnement de l'éminent géomètre manque de généralité et s'applique à la sphère seulement.
Il existe toutefois un moyen de déduire de toute surface à lignes de courbure isothermes une infinité de surfaces nouvelles contenant dans leur équation autant de constantes arbitraires qu'on le veut. Il suffit, pour cela, de combiner les propositions précédentes avec l'application de l'inversion.
Désignons, pour abréger, sous le nom de surface isothermique toute surface à lignes de courbure isothermes. A toute surface isothermique (I), dont l'élément linéaire est donné par la formule
(19) ds'^=~(rdf^r,d^^\),
(') G. Darboux, Détermination d^ une classe particulière de surf aces alignes de courbure planes dans un système et isothermes {^Bulletin des Sciences mathématiques, 2" série, t. VII, p. 257; i883).
l'inversion fera correspondre une nouvelle surface isolhermique (F) dont l'élément linéaire aura pour expression
/ X j -. f dp-— ri dp]
(20) as-= — ' ' '
/.[i^x — a)^—{j — b)'--(z — cr-y-
X, y, z désignant les coordonnées rectangulaires du point de la surface (I) et a, b, c celles du pôle de l'inversion.
Or, d'après la proposition de Bour et de M. Christoflel, on peut, par de simples quadratures, déduire de la surface (!') une surface isothermique nouvelle (!') dont l'élément linéaire aura pour expression
(21) c?5'î= À[(.r — rt)î— ( y — by-— (z — cy]-{rdp^— ri dp\).
Si l'on recommence, avec celte surface (!'), les opérations que nous avons appliquées à la surface primitive (I), on introduira trois constantes nouvelles. On pourra donc, en répétant indéfiniment ces opérations, faire apparaître autant de constantes arbitraires qu'on le voudra.
L'expression de l'élément linéaire de (I") est entière par rapport aux constantes a, b, c. La même propriété appartient aussi aux coordonnées x", y", z" du point de (!'"). Si l'on pose, en efl'et,
(22; H={x—ay~{y—by--~{z — cy,
on verra facilement que l'on a
et des expressions analogues pour j", z". Ces formules mettent en évidence la propriété annoncée. Si on les applique, par exemple, aux surfaces de révolution, on sera conduit à une classe de surfaces dont les lignes de courbure sont planes dans un système. Les plans de ces lignes enveloppent un cylindre, et ces lignes ellesmêmes, qui sont rectifîables, sont identiques de forme à celles que nous avons considérées à la fin du n° 206 [I, p. 3i6].
L'application des méthodes précédentes semble être subordonnée à la détermination préalable des lignes de courbure de la surface; mais nous démontrerons plus loin qu'une surface isothermique étant donnée d'une manière quelconque, on peut toujours.
par de simples quadratures, intégrer V équation différentielle des lignes de courbure.
435. Dans un élégant article publié en i88o, M. J. Weingarten (') a montré que les surfaces isothermiques peuvent être définies par une équation du quatrième ordre à laquelle doit satisfaire une des trois coordonnées rectangulaires, considérée comme fonction des deux autres; et il a indiqué un moyen de former cette équation. L'emploi du système de coordonnées tangentielles étudié au Livre II [I, p. 245] permet d'obtenir un résultat équivalent et d'écrire sous une forme assez simple l'équation du quatrième ordre à laquelle doivent satisfaire les surfaces isotliermiques.
Employons, par exemple, le système défini au n° 16o [I, p. 245] et dans lequel l'équation du plan tangent est
ç étant une fonction de a et de j3. Si nous conservons toutes les notations de ce numéro, l'équation différentielle des lignes de courbure sera
(25) rd'x'^—td'^^ = o,
et l'élément linéaire de la surface se présentera sous la forme
( ds'^^{zd'u.-^rdq){zd'^ ^dp)
\ ^[{z^s)dx^ td^][{z + s)d'^^rd%'\,
où l'on a posé, pour abréger,
Les paramètres u et v des lignes de courbure seront définis par des équations telles que les suivantes
( 27 ) du = X (/r (ia — s/i d'^), dv = [j. (/r di -~ s/ld'f),
(') J. Weingarten, Ueber die Differentialgleichungen der Oberjlâchen, welche durch ihre Krûmmungslinien in unendlich kleine Quadrate getheilt werden konnen {Sitzungsbei'ichte der K. P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, t. II, p. 11 63; i883).
"k et u. devant être choisis de telle manière que les seconds membres soient des différenlielles exactes; et il faudra exprimer que l'élément linéaire de la surface peut être ramené à la forme
( 28) fis- =E{du- — ch-^).
En portant dans celte formule les valeurs de du et de dv, et en écrivant que l'expression obtenue est identique à celle qui est fournie par la formule (26), on obtient trois équations
E/-(Àî-+- uî) = /•(- — «),
2 E y/7i( a' —).*) = (^ — s)*- — rt,
qui se réduisent à deux, comme il fallait s'y attendre, et nous
donnent
,r', (- — 5 — V^ri)- ,„ , {z — s—\/rty- 4 E a2 = -: ■— , -i^i^-= ,—
Si donc on pose, pour plus de simplicité, (29) 4E=^
on aura
r — s — ^ rt z -r s — \ rt
et toute la difficulté se réduira à exprimer que, pour une même valeur de f), les deux expressions
- sfr d% — \/'t ffi .\/rd%— s/t c?3 z — s — y rt z — s — \/ rt
sont des différentielles exactes. Considérons, par exemple, la première^ en écrivant la condition d'intégrabilité, nous obtenons le résultat suivant
/-(JlogO / dloffd d\/r d\/i
— /'^ J3 •<>§(-- « - ^ri) - ^'t -\og{z ~ s - /Ft) = o.
Pour en déduire la condition d'intégrabilité relative à la seconde expression, il suffira de changer le signe de \ ^. On est ainsi con-
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duit à deux équations qui permetlenL de calculer les deux dérivées et, par suite, la diflerentielle totale de logO. On trouve ainsi
et il suffira d'exprimer que le second membre est une différentielle exacte pour obtenir l'équation cherchée sous la forme
<^- , r () / 1 à , ( z -\- s -\- J rt
lo<r- ^ ' ' — '
ùx d'^ " /
s - - \/ rt s -+- \/rt
sfrt
On voit que cette équation est du quatrième ordre et qu'elle est linéaire par rapport aux dérivées de cet ordre. Toutes les fois qu'elle sera vérifiée, on pourra déterminer 0, ii^ v par des quadratures et, par suite, obtenir les lignes de courbure. Ce résultat est, d'ailleurs, un simple corollaire d'une proposition générale sur laquelle nous aurons l'occasion de revenir.
L'équation précédente, qui n'est irrationnelle qu'en apparence, donne lieu à quelques remarques intéressantes. D'abord il n'y apparaît que deux fonctions des dérivées de ^
r z -\- s -i- Jrt
- et — * •
— \/rt '
et ces deux fonctions ont vme signification très simple. La première fait connaître les deux valeurs du rapport ■—- relatives aux
lignes de courbure. La seconde représente, d'après les formules du n" 165, le rapport des deux rayons de courbure principaux de la surface. On peut ainsi vérifier immédiatement que les surfaces minima sont isothermiques. Le premier membre de l'équation (3o) se réduit alors au seul terme
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qui est nul, comme on le reconnaît en substituant les valeurs de /• et de t qui ont été calculées au n" 191 [I, p. 298].
4^36. La méthode que nous avons suivie pour former l'équation aux dérivées partielles des surfaces isothermiques peut être remplacée par la suivante, qui nous donnera quelques résultats nouveaux.
Si, entre les deux équations d'Olinde Rodrigues,
àx de _ ^^ . xi'^^ —
du du ' df ' dv
on élimine c, on trouvera l'équation
, d^x dp dx dp' dx _ '' '' du di' dv du du dv
OÙ l'on a désigné, pour plus de netteté, par p et p' les inverses de R et de R', c'est-à-dire les courbures principales. L'équation linéaire précédente est celle qui correspond au système conjugué formé par les lignes de courbure. Pour exprimer que la surface est isothermique, il suffira donc d'écrire que cette équation a ses deux invariants égaux, c'est-à-dire que l on a
En d'autres termes, l'expression
-^ dv r- du
dv ou (3i) ; T-
devra être une difierentielle exacte dQ. On peut donner des formes très différentes à cette condition. Si l'on retranche - <f log(p — p'), on aura
.^ .1 / rx dv du idQ-dlosip-p')^ ^,
En exprimant le second membre au moyen des coordonnées tangentielles (a, ,3, ^) employées plus haut, on trouvera, après un
calcul que nous omettons, que l'expression
Vt'^^^"^-\/'7'-^'"']
doit être une différentielle exacte. On est ainsi conduit à une forme nouvelle
_ t)(p + p')-| r àjp^p')-
de l'équation (3o).
Nous signalerons enfin une dernière transformation de la différentielle dû, qui a été donnée par M. Weingarten, Multiplions, dans l'expression (3i), le numérateur et le dénominateur du premier membre par p — p', afin de rendre le dénominateur rationnel, nous trouverons
(33) rf[0-log(p-p')]
d(pp')-~p
du
du
Celte relation permet d'écrire, en coordonnées ponctuelles, l'équation aux dérivées partielles des surfaces isotliermiques. Supposons, en effet, la surface définie par une équation de la forme
la plus générale
Des formules bien connues permettent d'exprimer oo', o -f- o', (p — p')- en fonctions rationnelles des dérivées de cp par rapport à X, y, Z-. Or, si l'on désigne par cr une fonction quelconque de ^, y, z, les formules d'Olinde Rodrigues conduisent, par un calcul facile, à la relation suivante
P -- du ' du
di , d^ 1 drs , , de , „
p' —di> = ^ de — — de — — - de .
^., -'^ (}y dz
dv
dx
En remplaçant a- par p -{- p' et en se reportant à l'équation (33), on reconnaît immédiatement que d\ù — log(p — o')] prend la forme
d{pp'
dx
^'ide-'^-^^-^n^de'.
Supposons Texpression précédente ramenée à la forme
Pour exprimer qu'elle est une différentielle exacte lorsqu'on se déplace sur la surface, on écrira la condition
^-^^ d^\dz dj) ' ^[dx dzj ■ dz\dy ôx)~^-
qui devra être vérifiée pour chaque point de la surface. Telle est l'équation obtenue par M. Weingarten.
437. De quielque manière qu'on la forme, l'équation aux dérivées partielles précédente paraît être d'une intégration difficile. Mais il résulte des propositions que nous avons établies une méthode nouvelle de recherche des surfaces isothermiques qui peut conduire sans effort à un grand nombre de ces surfaces. Elles sont caractérisées, nous l'avons vu, par la condition que l'équation ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de courbure ait ses invariants égaux. Si l'on écrit cette équation sous la forme la plus générale en y remplaçant Q par u.9, on obtient (n*^ lo4) [I, p. 221] l'équation à laquelle satisfont les cinq coordonnées pentasphériques dun point de la surface, considérées comme fonctions des paramètres p et s, des lignes de courbure. En rapprochant tous ces résultats, nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes :
Les cinq coordonnées pentasphériques d'un point de toute surface isotherniique considérées comme fonctions des paramètres p et pi des lignes de courbure satisfont à une équation linéaire du second ordre dont les invariants sont égaux.
Inversement, si une équation de la forme
dp dpi
= Xô,
ou, plus généralement, une équation à invariants égaux, admet cinq solutions particulières X|, Xo, ..., x^ liées par Véquation
Xr = O,
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les quantités xi sont les coordonnées pentasphériques qui définissent une surface isothermique rapportée à ses lignes de courbure (' ).
Cette proposition permet, par exemple, de reconnaître immédiatement que les cyclides, pour lesquelles les cinq coordonnées Xi sont définies par les formules
OÙ nous conservons les notations du n° 154 [I, p. 228], sont des surfaces isothermiques. Car les cinq coordonnées précédentes sont
des solutions particulières de l'équation E ( — -, \ (n" 3o6)
dont les invariants sont égaux.
Pour donner une application du théorème précédent, considérons l'équation
d^ àpi
qui est la plus simple de toutes celles dont les invariants sont égaux. Son intégrale générale étant de la forme
on voit que l'on obtiendra une surface isothermique si l'on peut trouver cinq fonctions /i{p) et cinq fonctions cp/(p,), telles que l'on ait
[//(?) + 'fK?i)]'=o.
Les équations de ce genre contenant des fonctions arbitraires d'arguments différents se rencontrent souvent en Géométrie. Nous laisserons au lecteur le soin de résoudre la précédente, nous contentant d'indiquer le résultat, qui donne les cônes généraux, les
(•) Rapprocher cette proposition des résultats obtenus par M. Cayley dans une Note Sur les sur/aces divisibles en carrés par leurs courbes de courbure et sur la théorie de Dupin, insérée en 1872 au tome LXXIV des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, p. il\t\ô. Consulter aussi l'article Sur un point de la théorie des sur/aces, publié à la page i5i7 du même tome par M. CoMBiiscuRE.
surfaces de révolution et les transformées par inversion de ces deux séries de surfaces.
Lorsqu'on aura obtenu une solution du problème, c'est-à-dire déterminé cinq fonctions Xi satisfaisant à l'équation
(35) -rrrr = ''^'
on en pourra déduire une infinité de solutions nouvelles. Il suffira d'introduire la solution particulière
où les constantes Oi sont liées par la relation
et d'employer cette solution to pour passer, en suivant la méthode de M. Moutard, à une nouvelle équation de la forme (35) qui donnera à son tour de nouvelles surfaces isothermiques. Ce procédé analytique, que nous signalons rapidement, n'est autre que la traduction des opérations géométriques indiquées plus haut au n° 434.
CHAPITRE XIJ
TRAJECTOIRES ORTHOGONALES d'uKE FAMILLE DE SURFACES.
Condition pour que les courbes d'une congruence définie par deux équations différentielles du premier ordre soient normales à une famille de surfaces. — Interprétation géométrique de la relation analytique à laquelle on est coiduit. — Condition nécessaire et suffisante pour que les droites d'une congruence soient les normales d'une surface. — Propriétés relatives aux deux nappes de la surface des centres de courbure. — Intégrale première, obtenue par la Géométrie, de l'équation différentielle des lignes gcodésiques tracées sur une surface du second degré. — Étude du cas où l'une des nappes de la surface des centres se réduit à une courbe. — Surface à lignes de courbure circulaires; cyclide de Dupin. — Condition pour que les courbes d'une congruence admettent une famille de surfaces trajectoires orthogonales lorsqu'on connaît les équations en termes finis qui définissent chaque courbe de la congruence.
438. Nous allons maintenant continuer l'étude des congruences de courbes en nous plaçant à un point de vue nouveau. Nous chercherons la condition pour que les courbes d'une congruence donnée soient les trajectoires orthogonales d'une famille de surlaces.
Considérons d'abord une famille de surfaces définie, en coordonnées rectangulaires, par l'équation
si l'on se propose de déterminer leurs trajectoires orthogonales, on aura à intégrer le s_ystème d'équations différentielles
dx
dv
dz
àf ~
dx
ùy
ôz
Les deux, intégrales de ce système contiendront deux constantes arbitraires et détermineront, par conséquent, une congruence de courbes qui couperont à angle droit les surfaces considérées.
Donnons-nous maintenant une congruence de courbes, et sup-
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posons d'abord que les courbes qui la composent soient définies seulement par leurs équations différentielles, qui seront de la forme
X, Y, Z étant des fonctions données de x, r, :•. S'il existe une surface (S) coupant à angle droit toutes les courbes, on aura, pour chaque point de cette surface,
p el q désignant les dérivées de r considérée comme fonction de X et de )'.
On voit qu'il n'existe pas, en général, de surface normale à toutes les courbes de la congruence; car les deux équations (4) peuvent être envisagées comme deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit satisfaire une même fonction 3 de j: et de y., et deux telles équations nont pas, en général, de solution commune. C'est ce que montre, du reste, le raisonnement suivant.
S'il existe une fonction ;; satisfaisant aux deux équations (4\ les
valeurs de ^> ^> obtenues en différentiant ces deux éauation";, ay ax n >
devront être égales; on devra donc avoir
^ (z ) -^k^'z^'J^ t ( z) -^ Tz i\)P-
En développant et en remplaçant p el q \3X Isurs valeurs tirées des équations (4), on trouve
Supposons d'abord que cette condition ne soit pas vérifiée identiquement. Alors elle fera connaître z, et il faudra chercher si les valeurs de :: quelle détermine satisfont aux équations (4). Cela peut arriver; mais il n'est pas démontré, et il n'est pas vrai en général, que les valeurs de z définies par l'équation (5) soient, D. — II. 17
en lolalilé ou en parlie, des sokilions communes des équalions (4). Ainsi :
Ouand V équation (5) n'aura pas lieu identiquement, les courbes de la congruence ne pourront être normales qu'à un nombre limité de surfaces fournies par les valeurs de z qui satisfont à cette écjuation ; mais, si aucune de ces valeurs de z n'est solution commune des équations {^)^ il ny aura aucune surface coupant à angle droit toutes les courbes de la congruence.
Considérons, par exemple, le système d'équations différentielles
dx _ dy __ dz
X -^ h z — cy y -^ ex — az z ^ a y — bx
La condition (5) se réduit ici à la suivante
ax -+- hy -1- c^ = o,
et il est aisé de voir que les équalions (4) ne sont pas vérifiées lorsqu'on y substitue la valeur de z qui est définie par cette équation.
439. Supposons maintenant que l'équation (5) soit identiquement vérifiée; dans ce cas, les deux équations (4) admettront une solution commune qui contiendra une constante arbitraire.
Il suffit, pour le démontrer, de répéter un raisonnement déjà lait au Livre L Considérons une fonction quelconque z satisfaisant à la première des équations (4)- LUe ne vérifiera pas, en général, la seconde de ces équations. En tenant compte de la première et de l'identité (5), on sera conduit à la relation
ùxX"^ Z ^ dzVL IV ' Z
qui aura lieu pour toutes les valeurs de x et dey. On déduit de là
Y / Y\ "Ckh'-
l'indice o indiquant la valeur de q -{- ^ pour x = Xq. On voit
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donc que, si q ~r- j est nul pour x = jCo quel que soil y^ il sera nul pour toutes les valeurs de x et de )'. Ainsi :
Toute/onction z satisfaisant à la première des équations (4) pour toutes les valeurs de x et de y, et à la seconde de ces équations pour x=^X(it satisfera aussi à celte dernière équation pour toutes les valeurs de x et de y.
D'après cela, faisons x = j"o dans la seconde équation (4), et déterminons la fonction z•^ à^ y qui satisfait à cette équation et se réduit à ^o pour j)- =j>'o- Cette fonction ^i contiendra la constante arbitraire :;o- Puis déterminons une fonction z satisfaisant à la première équation (4) et se réduisant à z, pour x = x^. En vertu de la proposition précédente, celle fonction z^ qui dépend de la constante ;„, satisfera également aux deux équations (4)-
Toutes les fois que l'équation (5 ) sera identiquement vérifiée, il y aura, on le voit, une famille de surfaces coupant à angle droit toutes les courbes de la congruence considérée. Soil
f{T,y,z)^rL
l'équation de cette famille de surfaces. On pourra déterminer la fonction y"(iC, 1', :;) par les trois équations
ox ^y <*-
En ésralant les différentes valeurs de / • , • • • que l'on peut dé-
duire de ces équations, on verra que a doit satisfaire aux trois équations
(fy Ox
\0y Ox J
Ox Oz
, dZ d\\
' Ox oz '
On retrouverait la condition (5) en ajoutant ces équations après les avoir multipliées respectivement par Z, X. Y. Supposons, par exemple, que 1 on ait
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Les formules (6) nous montrent tout de suite que l'on pourra prendre X ^ i , et l'on aura
f{x, y, z) =J o{x) dx ^ \^{y) df-^jy{z)dz.
440. Après avoir obtenu, sous la forme (5), la condition pour que les courbes d'une congruence admettent des surfaces trajectoires orthogonales, il nous reste à interpréter celte condition et à la traduire par une relation géométrique équivalente. Commençons par considérer une famille de surfaces (S) et leurs trajectoires orthogonales (G). Soit M un point quelconque de l'espace par lequel passe une surface (S) et une courbe (C). Considérons toutes les surfaces (S), engendrées par des trajectoires orthogonales, qui contiennent cette courbe (C); et cherchons toutes celles de ces surfaces (S) qui admettent en M pour une de leurs directions principales la tangente à la courbe (C). La seconde direction principale sera, évidemment, la tangente commune en M à (S) et à (S); et, comme ces deux surfaces se coupent à angle droit, cette tangente commune ne peut être direction principale de (S) sans l'être en même temps de (IS) ('). Ainsi :
Quand les courbes d'une congruence sont normales à une surface (S), toutes les surfaces de la congruence qui passent en un point M de (S) et admettent en ce point la normale à {yi) pour direction principale forment deux séries distinctes,
C) Considérons, en effet, les représentations sphériques des deux surfaces (S), (S) sur une même sphère. La courbe d'intersection (T) aura deux représentations distinctes (y), (y') suivant qu'on la regardera comme appartenant à l'une ou à l'autre des deux surfaces (S), (S); et les points iti, m' qui se correspondent sur ces deux courbes sphériques, c'est-à-dire qui sont les représentations sphériques d'un même point M de (T), seront toujours à une distance égale à un quadrant. La langenle MT en M à la courbe (F) étant, par hypothèse, une tangente principale de (S), la courbe décrite par le point ni' aura sa tangente m' f' en m' parallèle à MT (n" 142) et, par suite, perpendiculaire à l'arc de grand cercle mm'. Or on sait que, lorsqu'un arc de cercle de longueur invariable se meut sur la sphère, il ne peut être normal à la courbe décrite par une de ses extrémités sans être normal à la courbe décrite par l'autre extrémité m. Il résulte de là que la tangente mt en m à la courbe décrite par ce point est aussi perpendiculaire à l'arc mm' et, par suite, parallèle à la tangente MT. II est ainsi établi que MT est aussi une tangente principale de (S).
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admettant au point M deux plans tangents rectangulaires \^qui sont les plans principaux de (S)].
Nous allons maintenant démontrer la réciproque, et prouver que cette relation géométrique est équivalente à l'équation (5). Reprenons pour cela les équations différentielles des courbes de la
congruence
dx _ dy _ dz
xT ^ Y "" z *
Les surfaces engendrées par ces courbes devront satisfaire à l'équation linéaire
Si l'on veut exprimer qu'une de leurs directions principales au point {x^y, z) est la tangente à la courbe de la congruence, il faudra, dans l'équation différentielle des lignes de courbure
dx -f-/) dz dy — q dz
dp dq
remplacer dx, dv, dz par X, Y, Z, ce qui donnera
X-^pZ \—qZ
\-hsY s\ — t\
En différentiant l'équation (8) successivement par rapport ax et à y, on obtiendra les valeurs de
r\-hs\\ s\-^tY
en fonction des dérivées premières; et ces valeurs, portées dans l'équation (g), nous donneront
(lo)
dZ ^^ _ ^ '^^ _ ^ ^^ ^ _ ^^ _ ^
dx ~ dx ^ Ox Oy Oy ' Oy oz ^ dz -' Oz
Cette équation du second degré par rapport à p e\. à q, jointe
à l'équation (8), définira deux systèmes de valeurs de p et de q.
Supposons, par exemple, que l'on ait pris le point considéré
•26?. I, IVIU; IV. — en A p. XII.
pour origine des coordonnées et la tangente à la courbe de la congruence pour axe des x. On aura
(il) lY^-ax-^hy-^cz-r-...,
L'équation (8) donnera
/> ^ o, et l'équation (lo)
(lî) cq'^-^{b — c' )cj — h'=o.
Aux deux valeurs de q correspondent deux plans tangents; les surfaces qui satisfont à la condition proposée doivent être tangentes à l'un ou l'autre de ces plans.
Avec les valeurs (i i) de X, Y, Z, la condition (5) se réduit à la
suivante
et elle exprime, par conséquent, que les deux plans définis par l'équation (12) sont perpendiculaires. Nous obtenons donc la proposition suivante :
Etant donnée une congruence cjuelconque, les surfaces de la congruence qui sont assujetties à contenir une courbe (R) de cette congruence et à admettre en un de ses points M la tangente MT à la courbe comme direction principale forment deux séries distinctes et sojit tangentes à deux plans différents passant par la droite MT. Réciproquement, toute surface de la congruence tangente en M à un de ces deux plans satisfait à la condition proposée.
Pour que les courbes de la congruence admettent des surfaces trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux plans précédents soient toujours rectangulaires (').
C) On peut proposer une autre interprétation géométrique de la condition d'orttiogonalité. Étant donnée la courbe (K) et un point INI déterminé de cette courbe, considérons les courbes infiniment voisines de la congruence, et prenons sur cliacune d'elles le point M' pour lequel la tangente à cette courbe vient rencontrer la tangente en M à la courbe (Iv). Le lieu des points M', ou mieux le lieu des droites MM', est un cùnc du second degré contenant la tangente en M:
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441. Pour montrer par des exemples l'iililité de la proposition précédente, supposons que l'on connaisse deux, familles de surfaces orthogonales se coupant mutuellement suivant des lignes de courbure communes. Si l'on considère la congruence formée par toutes ces lignes de courbure, la condition précédente sera évidemment vérifiée : il existera donc une troisième famille de surfaces coupant à angle droit les lignes d'intersection et, par conséquent, les surfaces des deux premières familles. Ainsi :
Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuellement à angle droit, et suivant des lignes de courbure communes, il existe nécessairement une troisième famille de surfaces qui forme avec les deux premières un système triple orthogonal.
Supposons encore que la congruence soit formée de droites. Toutes les surfaces de la congruence passant en un point M d'une droite {d) de la congruence admettront cette droite pour tangente asvmptotique. Mais elle sera, en même temps, direction principale si la surface réglée est lune des surfaces développables de la congruence. Donc :
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites d'une congruence soient les normales d'une surface est que les développables de la congruence se coupent à angle droit.
C'est là une proposition très importante au point de vue géométrique (') et dont il sera utile de développer les conséquences.
Nous savons que les droites d'une congruence sont, en général, tangentes à deux surfaces (S), (S'). Des deux familles de développables, les unes ont leurs arêtes de rebroussement (C) sur la pre-
nous laisserons au lecteur le soin de le démontrer. Pour que les courbes admettent des trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux droites d'intersection de ce cône par le plan normal à la courbe (K) soient rectangulaires, c'est-à-dire que le cône soit éqiiilatère.
(•) Elle était connue de Malus et de Dupin: mais elle a été établie pour la première fois, d'une manière complète, par M. J. Bertrand, dans le Mémoire sur la théorie des sur/aces inséré en i8i4 a« Journal de Liouville, (i" série, t. IX, p. i33).
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mièrc surface et touchent Ja seconde surface suivant des courbes (D'); les autres touchent la première surface suivant des courbes (D) conjuguées des courbes (G) et ont leurs arêtes de rebroussement (C), conjuguées des courbes (D'), sur la seconde surface. Si donc les deux séries de développables se coupent à angle droit, les courbes (G) et les courbes (G') auront, en chaque point, leur plan osculateur normal à la surface sur laquelle elles sont tracées. Les lignes qui sont tracées sur une surface et qui satisfont à cette condition que leur plan osculateur soit toujours normal à la surface ont reçu le nom de lignes géodésirjues. 11 résulte donc de ce qui précède la proposition suivante :
Quand des droites sont normales à une surface, les arêtes de rebroussement des développables formées avec ces droites sont des lignes géodésiques de celle des nappes de la surf ace focale sur laquelle elles sont tracées.
Réciproquement, les tangentes à une famille de lignes géodésiques tracées sur une surface sont les normales d'une autre surface. Dans ce cas, en effet, les plans focaux de chaque tangente sont le plan tangent à la surface et le plan osculateur de la ligne géodésique ; et ces deux plans sont rectangulaires, d'après la définition même des lignes géodésiques.
Ges propositions sont immédiatement applicables dans l'étude des lignes de courbure. Gomme conséquence des remarques précédentes, nous obtenons les résultats suivants.
Soient (S) une surface donnée, (S) et (S') les deux nappes de la surface des centres de courbure de (S). Toute normale en un point M de (S) est tangente en un point G à (S), en un point G' à (S'); G et G' sont les centres de courbure principaux. Toutes les surfaces réglées, engendrées par des normales de (S), qui contiennent la normale en M sont tangentes en G à la nappe (S) et en (G') à la nappe (S'). Les plans tangents en G et en G' sont rectangulaires; ce sont les plans principaux de (S) pour le point M.
Si l'on se déplace sur une des lignes de courbure, la normale à la surface engendrera une surface développable dont l'arête de rebroussement, lieu du point G par exemple, sera une ligne géodésique de (S); cette développable sera tangente à la nappe (S')
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en tous les points de la courbe (D') décrite par le point C Si l'on se déplace de même sur l'autre ligne de courbure, le centre de courbure correspondant C décrira sur la nappe (S') une ligne géodésique, arête de rebroussement de la développable engendrée par la normale; cette développable louchera la première nappe (2) en tous les points d'une courbe (D) décrite par le point C.
Si, plaçant l'œil en un point quelconque, on regarde dans la direction de l'une des normales de (S), les deux nappes de la surface des centres paraîtront se couper à angle droit.
Réciproquement, étant données deux surfaces (2), (S), s'il existe des tangentes communes à ces deux surfaces, formant une congruence et telles que les deux surfaces paraissent se couper à angle droit lorsqu'on regarde dans la direction de l'une de ces droites, ces tangentes communes seront les normales d'une surface.
442. Cette dernière proposition trouve une application très intéressante dans la théorie des surfaces du second degré. On sait, en effet, qu'étant données deux surfaces homofocales du second ordre (S), (S'), elles paraissent se couper à angle droit quand on les regarde d'un point quelconque de l'espace; en d'autres termes, les cônes de même sommet circonscrits aux deux surfaces sont orthogonaux. 1! suit de là que les tangentes communes à deux surfaces homofocales quelconques sont les normales d'une famille de surfaces parallèles. Les arêtes de rebroussement des développables formées par ces tangentes communes seront donc des lignes géodésiques de celle des surfaces (-), ( 1') sur laquelle elles sont tracées.
Ces simples remarques donnent immédiatement l'intégrale première de l'équation différentielle du second ordre qui caractérise les lignes géodésiques dans le cas des surfaces du second degré. Adjoignons, en effet, à la surface donnée (-) une surface homofocale (- ). L'équation différentielle du premier ordre qui définit les lignes de (S) dont les tangentes sont aussi tangentes à (S') sera, évidemment, une intégrale première de l'équation différentielle des lignes géodésiques; car elle contient une constante qui dépend du choix de (2'). Nous reviendrons plus loin sur ce sujet au Chapitre XIV et nous montrerons que les remarques précé-
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(lentes conduisent à la détermination complète des lignes géodésiques pour les surfaces du second degré.
443. Les propositions que nous venons d'établir se rapportent au cas où la congruence formée par les normales admet une véritable surface focale. Il peut arriver que les nappes de la surface focale se réduisent à des courbes; on obtient sans difficulté la définition géométrique des surfaces correspondantes.
Supposons, en effet, que les normales à une surface rencontrent toutes une courbe (C). Alors il en passera une infinité par chaque point M de (C); et, comme toutes ces normales forment un cône, qui est une surface développable, leurs pieds décriront une ligne (le courbure de la surface; de plus elles seront toutes de même longueur. La splière décrite du point M avec un rayon égal à la longueur d'une de ces normales sera donc tangente à la surface considérée en tous les points d'une courbe; et, par suite, cette surface est l'enveloppe d'une sphère de rayon variable dont le centre décrit une courbe (C). Réciproquement, il est évident que toute surface susceptible de ce mode de génération jouira de la propriété indiquée.
Dans ce cas, l'une des nappes de la surface focale se réduit à une courbe; l'autre nappe est, en général, une véritable surface dont on peut donner la génération suivante.
Considérons une sphère variable dont le centre (^, r, :■) décrit une courbe (C) et dont le rayon R est une fonction de la position du centre sur la couibe (C). Elle enveloppera une surface (S) dont on obtiendra l'équation en éliminant le paramètre variable entre les deux éc|uations
i {X~x)dx-{-{Y —y)df -^ (Z -- ^ ) clz -^-^ \\ d\\ = o.
Ces deux équations, prises simultanément, représentent une des lignes de coui'bure circulaires de la surface. L'équation
^'•) r.v ^dx ^^ dy ^., dzX
que l'on obtient en les combinant et ([ui est homogène par rap-
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port à X — .r, Y — j', L — -z^ représente évidemment le cône de révolution formé par les normales en tous les points de cette ligne de courbure circulaire. Par suite, en prenant l'enveloppe de ce cône, on devra retrouver la deuxième nappe de la surface des centres de courbure. Associons à Téquation précédente sa dérivée par rapport au paramètre; nous aurons
r flT*-—dy''-^dz*- ,.. cl [dx\ "1
Le premier facteur, égalé à zéro, nous donne une surface imaginaire qui est l'enveloppe d'un plan tangent à la courbe (C) et au cercle de l'infini ; le second
/ E ,^- <^l t^^\ dx^->t- dr-— dz-
fait connaître la courbe de contact du cône avec la surface des centres ou le lieu des centres de deuxième courbure correspondants à tous les points de la ligne de courbure circulaire; ce lieu, on le voit, sera une conique.
Ainsi la deuxième nappe de la surface des centres sera une surface engendrée par des coniques et telle que le plan tangent en tous les points de cliaque conique enveloppe un cône de révolution.
4ii. La proposition précédente permet de définir immédiatement la surface dont les normales rencontrent deux courbes (C), (C). En effet, (C) devra contenir les centres de courbure principaux situés sur toutes les normales passant par un point de (C ). Donc ( C) sera une conique, il en sera de même de ( C ) ; et chacune de ces deux coniques devra être le lieu des sommets des cônes de révolution passant par Vautre.
On sait qu'il existe deux coniques satisfaisant à ces conditions : ce sont \es focales de Dupin. Si nous nous contentons d'étudier le cas le plus général, la première est une ellipse, qu on peut
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définii^ par les équations
Taiilre est une hyperbole
Prenons un point quelconque M'(jr', y') sur la première, un point quelconque M"(.r", ;:") sur la seconde. On trouvera facilement
v/«2_ Ijl
et, par suite, les deux splicres qui ont leurs centres respectivement sur les deux focales et qui sont définies par les équations
sont constamment tangentes l'une à l'autre, la distance de leurs centres étant toujours égale à la somme ou à la différence de leurs rayons. Elles enveloppent, par conséquent, la même sur/ace; et cette surface répond évidemment aux conditions posées : par suite de son double mode de génération, ses normales rencontrent nécessairement les deux coniques (').
La \ariation de la constante A" fera connaître toutes les surfaces parallèles dont les normales rencontrent les deux coniques.
Le moyen le plus simple de définir la surface précédente à laquelle Dupin avait donné le nom de cyclide, mais que nous nommerons cyclide de Dupin pour la distinguer des cyclides les plus générales, consiste à employer les coordonnées tangentiellcs.
L'équation tangentielle de la première sphère est
ux -+- vy -\- p = X -i- k,
(') Nous avons déjà employé ces propositions de DuriN aux n"' 103 et lOi r, p. 129].
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en supposant
L'enveloppe sera donc définie par l'équation
(20) a*-(u - ^""'"^'V-^- bU-^-=(p - A-)'-.
On trouverait de même, en employant la seconde sphère, l'équation
évidemment équivalente à la précédente; car, en la retranchant de cette équation, on obtient l'identité
b-{ll--r- V-^ W- — l'» = O.
44o. Jusqu'ici nous avons défini les courbes de la congruence par leurs équations différentielles. Supposons maintenant que l'on connaisse leurs équations en termes finis; et commençons par le cas le plus simple, celui où ces équations sont résolues par rapport aux constantes arbitraires.
Soient
^"^ ib = '.ix,y,z)
les équations des courbes de la congruence. On déduit de là par la différentiation
djT dy dz
da db da db da db ôa Ob Oa àb da db dp dz dz ày dz dx dx dz dx dy dy dx
Appliquons l'équation (5) en y remplaçant X, Y. Z par
da db da db da db da db da db da db dy dy dz dz ' dz dx dx dz ' dx dy dy dx '
nous trouverons ainsi
/da db da db\r à /da ^_^ ^\ 1 /^ ^_^ ^\1-i_...= o
\dydz~dzd}}ldz\dzdx dx dz) dy\dxdy dydxjy"'
les termes non écrits se déduisant des précédents par des pernm-
lalions. La relation paraît compliquée, mais on peut lui donner une forme assez élégante
les différentielles totales <^ se rapportant à un déplacement effectué sur la courbe même de la congruence.
Soit, par exemple, une congruence définie par les formules
1^'équatlon à laquelle il s'agira de satisfaire sera
(?''f"i - ?'>i) dx -1- iffl—ffl) dy -+- (-y -y; - ^'><h\) dz = o.
11 faudra donc que la fonction
f( î' ? 1 - ?" ?'i ) dx -^-fif'f'î - /"/;) df -^f{ V Vi ~ V ^\ ) dz
soit constante en tous les points de chacune des courbes; ce qui exige, on s'en assure aisément, qu'elle soit une combinaison linéaire à coefficients constants des seconds membres des équations (aS).
On obtient ainsi les équations de condition
!(p' es'; — cp" cp'j = m Ci' ^ n cs'i , ffl-f"fl= 'nf-^nfi
où m et n sont deux constantes, et qui feront connaître les fonctions 'f i,/i, ^1 lorsqu'on se donnera arbitrairement/, ce, 'l.
Ces équations sont vérifiées si l'on considère la congruence définie par les formules
il suffit de remplacer m et n par zéro. Alors les surfaces trajectoires orthogonales auront pour équation
?-T)/^,-(ï-'>/7fe-"-?)/.4T = — ■
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446. Écrivons mainlenanl les équations de la congruence sous la forme plus générale
On calculera successivement les dérivées de rt et de 6 par rapport À X, à y el à z., et on les portera dans l'équation (22). On obtient ainsi le résultat suivant
ox ox
Oa
Af '
dx dx
da
"^tb
da
Ob
da
db
do Oa
tb :
do da
db
où les difTérentiations se rapportent encore à un déplacement effectué sur la courbe et où l'on a posé, pour abréger,
s4)*> ^=ssâ- G=s(
dx}
le signe S indiquant toujours une somme étendue aux trois coordonnées.
La forme même de l'équation (26) nous conduit à une remarque analogue à celle qui a été développée au n° 313. Supposons, pour fixer les idées, que les courbes de la congruence soient algébriques : -f-1 -TT» -T^» -rf seront des fonctions de desrré déterminé ^ ^ da db da db ^
et, par suite, le nombre des points de cliaque courbe de la congruence qui satisfont à la relation (26) dépendra de la nature de la courbe plutôt que de la manière dont a el b entrent dans les coefficients. Soit/? le nombre des points ainsi obtenus; on pourra énoncer le théorème suivant :
Les courbes de la congruence ne peuvent être normales à plus de p surfaces sans être normales à toute une famille de surfaces.
Supposons, par exemple, que les courbes de la congruence soient planes et de l'ordre m. Prenons pour plan des xy le plan qui contient l'une des courbes et supposons que la première
équation /= o représente le plan de la courbe. On aura des résultats de la forme suivante :
da
ny
Si Ton suppose que la seconde équation delà courbe représente
le cylindre qui la projette sur le plan des xy^ o, -^ = es,, -| =: ci^
seront trois fonctions quelconques de x et de y. L'équation (26 prendra alors la forme suivante
[(sr+(i)'][\s
ùy
ôx ^ dy ) dy
ôx
'tr àx
do 2
A, B, C étant trois constantes qui dépendent de /;?, n, q; m', n\ q' . L'application du théorème des fonctions homogènes j)ermet de réduire cette équation au degré 3(/;i — i). On aura donc ici
Pour les congruences de cercles, on peut prendre
et cp,, cso se réduisent, on le verra aisément, à des fonctions du premier degré. On a alors
/do Y- /do\-i
el le déterminant qui figure dans la relation ( 28) peut se ramener au premier degré; le premier membre de celte relation se réduit donc au premier degré et l'on a
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On est ainsi conduit au théorème suivant :
Lorsque les cercles d'une congruence sont normaux à plus de deux surfaces, ils coupent à angle droit toute une famille de surfaces,
qui a été donné par M. Ribaucour et que nous démontrerons plus loin, avec tous les développements qu'il comporte, par une analvse plus élégante.
Lorsque les fonctions f et s sont, Tune et l'autre, de degré supérieure i, on peut encore, en introduisant les coordonnées homogènes x^y, 5, t, abaisser le degré de la condition (26), Si, pour abréger, on désigne par (P, Q) le déterminant fonctionnel des quatre fonctions P, Q,/, s, considérées comme dépendant des variables homogènes x,y, z, t, on pourra mettre l'équation (26) sous la forme suivante :
dx\dx J ày\dy J dz\dz J
m^n /d^ do\ m -^ n / df àf\_ n \da' db / ' m \da^ Ob ) ~ ''
m et n étant les degrés de / et de 3, et A désignant le déterminant
df do df do
da db db da
Le premier membre de l'équation précédente est du degré 3(m H- n — 2) par rapport aux coordonnées x, y^ z^ t. Par suite, si une congruence est formée des courbes qui sont l'intersection complète de deux surfaces d'ordres m et /?, les courbes de la congruence ne pourront être normales à plus de
3 nin {m -r- n — 2 )
surfaces distinctes, à moins qu'elles ne soient les trajectoires orthogonales d' une famille de surfaces.
Pour n = I, on retrouve la proposition indiquée plus haut, et qui a, d'ailleurs, été déjà énoncée par M. Ribaucour.
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CHAPITRE XIII
DROITES NOIIAIALES A XJINE SUllFACE.
Théorie directe pour les congruenccs rectilignes. — Condition pour que des droites partant des difTcrcnls points d'une surface soient normales à une autre surface. — Remarque d'Hamilton. — Équation aux dérivées partielles d'une famille de surfaces parallèles. — Applications. — Théorème de Malus. — Propositions de Dupin relatives aux cas où les développables formées par les rayons incidents ne sont pas détruites par la réflexion. — Définition des axes optiques dune surface. — Pour que des rayons incidents normaux à une surface aient leurs développables conservées par la réflexion, il faut et il suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchissante un réseau conjugué. — Ombilics catoplriqucs de Dupin. — Exemples particuliers. — Cas où les rayons incidents émanent d'un point unique. — Cas où la surface réfléchissante est du second degré.
447. Dans le Chapitre précédent, nous avons rattaché la théorie des congruences rectilignes à des propositions qui s'appliquent auK congruences les plus générales. On peut aussi la traiter directement de la manière suivante.
Traçons dans l'espace une surface quelconque (S), assujettie à l'unique condition de ne pas être formée par des droites de la congruence. Les cosinus directeurs u^ c, w de l'une quelconque des droites de cette congruence sont des fonctions déterminées des coordonnées rectangidaires .r, r^ z du point où celte droite rencontre la surface (S). Nous allons montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que les droites soient normales à une môme surface est que L'expression
u dx -H t' dy -+- w dz
soit une différentielle exacte, pour tous les déplacements qui s'effectuent sur la surface (S).
Cette condition est nécessaire; car elle est remplie toutes les fois que les droites sont normales à une surface (S). Soient, en cflcl, X, Y, Z les coordonnées du point où la droite de la con-
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gnience est normale à (I). On aura, pour lous les déplacements considérés,
D'ailleurs on peut écrire (2) \ = X — up. V = r — vz, Z = z — ivp,
p désignant la distance des deux points (^, r, z), (X, Y, Z). Si l'on remplace X, \ , Z par ces valeurs dans l'équation (i), on trouve
( 3 ) dp = u dx -i- V dy -^ w dz ;
le second membre est donc la difterentielle de la fonction 0.
Réciproquement, si le second membre est la différentielle exacte d'une certaine fonction p, le point défini par les équations (2) vérifiera la relation (i); et toutes les droites de la congruence seront normales à la surface lieu du point (X, \, Z). La proposition que nous avions énoncée se trouve ainsi établie.
448. La démonstration précédente conduit par une voie natuïelle aux remarques suivantes, qui sont dues à Hamilton.
Imaginons que, par chaque point (j:, >', z) de l'espace, on mène une droite. Les cosinus directeurs de cette droite sont des fonctions données, mais quelconques, de x, t, z\ et la droite dépend, en général, de trois paramètres. Dans un Mémoire que nous allons citer tout à l'heui^e, Malus a considéré pour la première fois de tels assemblages de droites, qui sont bien connus depuis les travaux de Pliicker et qui ont reçu le nom de complexes. Ces définitions étant admises, voici en quoi consiste la proposition d'Hamillon :
La condition nécessaire et suffisante pour que les droites forment une congruence (au lieu de former un complexe) et soient normales à une surface est que l'expression
u dx -r- V dy -\- iv dz
soit une différentielle exacte pour tous les déplacements possibles du point (x, y, z).
La condition est nécessaire; il suffit, pour le reconnaître, de
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répéter la démonsLralion que nous venons de faire; il reste done à prouver seulement qu'elle est suffisante. Puisque l'on a, par hypothèse,
(4) u dx -^r V dy -^ w dz — c/O,
on pourra écrire
(^^ ''^-Tx' '-~T/ '"^àTz'
ce qui donnera
La proposition d'Haniilton se ramène donc à la suivante, qui est bien connue :
Étant donnée une fonction 9 satisfaisant à l'équation précédente, les surfaces
(7) 6 = const.
sont toutes parallèles à V une d'elles.
Au reste, on peut démontrer directement cette proposition de la manière suivante : Menons aux surfaces représentées par l'équation (7) des plans tangents parallèles; les points de contact de ces plans seront distribués sur les courbes représentées par les deux équations
de dô
(8) M = — - = const., V =^ ^- — const. ^ ' dx oy
Ces courbes, on le reconnaît immédiatement, sont des trajectoires orthogonales de la famille de surfaces (-). On a, en eifet,
()6 du
()0 du aO du
dx dx
dy dy dz dz
dx dx^ dy dx dy
dz dx dz
car le second membre n'est autre que la dérivée par rapport à X du premier membre de l'équation (6).
Comme le plan tangent a une direction invariable aux points où toutes les surfaces (7) sont coupées par les lignes (8), ces trajectoires orthogonales se réduisent nécessairement à des droites j et,
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par suite, l'équation (-) représente une famille de surfaces parallèles. D'ailleurs la droite menée par un point quelconque de l'espace et définie par les cosinus directeurs m, r, w est évidemment la normale à celle des surfaces parallèles qui passe par le point; et elle est, par conséquent, normale commune à toutes les surfaces. La remarque d'Hamilton se trouve ainsi complètement justifiée.
449. Les propositions précédentes sont d'un emploi très commode dans les applications. Supposons, par exemple, que les équations d'une droite soient écrites sous la forme
a, bj p, q étant des fonctions de deuv paramètres; si l'on considère le point de la droite qui se trouve dans le plan des or^' et qui a pour coordonnées/», q^ o, on aura ici
, , , adp -~- b dq
1 lo) u dx -h- V dv -^ w dz =^ - — - ■>
et cette expression devra être une différentielle exacte pour toutes
les congruences de normales.
Si la droite est définie de la manière la plus générale par les
équations
(' bz — cr -^ «' = o,
ex — a z — b' = o,
ay — bx ^ c = o,
données au n° 139 [I. p. igi], on aura
a^'b^ c ~ ^oT-^b^-^c*- '
En substituant à l'expression
u dx -\- V dy -^ w dz la suivante
x du -r- y d\r ^ z dw,
qui est, en même temps que la première, une différentielle exacte,
(il) j cx^az — b'=^o.
on sera conduil à l'expression
I da dh de I a' b' c'
qui devra être une difFérentielle exacte pour toutes les congruences de normales.
450. On peut déduire des résultats précédents un théorème célèbre, dont la première idée revient à Malus, mais qui n'a été complètement établi que par les efforts combinés de Dupin, de Gergonne, de Quételet. En voici l'énoncé :
Si des rayons lumineux sont normaux à une surface^ ils ne cessent pas de conserver cette propriété après un nombre (juelconque de réflexions et de réfractions.
Il suffit évidemment, la réflexion pouvant être assimilée à une réfraction d'indice — i , de démontrer le théorème pour le cas de la réfraction. Voici comment on peut énoncer la loi de Descartes.
Portons sur le rajon incident {fig. 3o) une longueur MA ==: i,
Fis. 3o.
et sur le rayon réfracté une longueur MB — «, n désignant l'indice de réfraction. Composons MA, MB suivant la loi du parallélogramme, la résultante MG sera normale à la surface dirimante. En effet, dans le triangle MBG, on aura
BC
MB
sinBMC siiiMCB
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OU, ce qui est la même chose,
(i3) sinAMK = «sinB.MH.
C'est la loi connue de la réfraction.
Soient a, ^, v, u, f, «v. f/, ^ , w' les cosinus directeurs de la
normale à la surface, du ravon incident et du rayon réfracté. En
égalant la projection de MC à la somme des projections MA, MB,
on a
1' nu ^ Il = Àa,
04) i nv — V = X^,
( nw'-r- w = À^.
A désignant la longueur MC. Soient x. 1-, :; les coordonnées rectangulaires de M. On a, pour tout déplacement de M sur la surface dirimante,
(1 5) %dx -r- s dy — -; dz = o,
ou, en éliminant a, ,3, y au moyen des équations précédentes,
( i6) udx — i- dy — »• dz = — n i u dx -f- t' dy -H w' dz ).
Cela posé, supposons que les rayons incidents soient normaux à une surface (S). Le premier membre sera la diflerentielle d'une fonction p qui est, nous l'avons vu plus haut, la distance du point M au point P où le ravon coupe normalement la surface (-). En vertu de la formule précédente,
u dx — v' dy -^ iv' dz
sera aussi une différentielle exacte —d('-\t et, par suite, les
rayons réfractés seront aussi normaux à une sur/ace (1). On obtiendra le point P' où le rayon réfracté coupe normalement (S')
en portant la longueur — "^ , dans le sens déterminé par son signe,
sur le ravon réfracté. On verra facilement que les plans normaux aux deux ravons, incident et réfracté, en Pet en P', vont se couper suivant une droite située dans le plan tangent en M à la surface dirimante; cette relation entre les plans tangents aux trois surfaces est d'ailleurs évidente dans le système des ondulalions. On en déduit que, si p, p' et o désignent les termes tout connus dans
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les équations des plans tangents en P, P' et M aux surfaces (S), (S') et à la surfacs dirimante, on a
(14 )' np'-i-p^lo,
\ ayant la même valeur que dans les formules (i4)-
Les surfaces normales aux rayons réfractés ont reçu le nom d' anticaustiques; les résultats précédents peuvent donc s'énoncer ainsi :
Si les rayons incidents sont normaux à une surface (2), considérons cette surface comme l'enveloppe de sphères ayant leurs centres sur la surface dirimante. Pour obtenir V anticaustique relative aux rayons réfractés, il faut prendre V enveloppe de toutes les sphères que l'on obtient en réduisant le rayon des précédentes dans le rapport de l'unité à l'indice de réfraction ( ').
Il résulte de cette construction qu'il sera, en général, impossible
(') Voici quelques indications au sujet de la découverte de cette belle proposition. Dans un Mémoire portant ce simple titre : Optique et inséré en 1808 au XIV° Cahier du Journal de l'École Polytechnique, Malus démontre, en premier lieu, une propriété intéressante de ces assemblages de droites auxquels nous donnons le nom de complexes. Imaginons qu'à chaque point de l'espace on fasse correspondre, suivant une loi quelconque, une droite passant par ce point, et soit M un point quelconque par lequel passe une droite {d) du système. Si l'on cherche les points M', infiniment voisins de M, pour lesquels la droite correspondante rencontre {d), on trouve que le lieu des directions MM' est un cône du second degré. Après avoir établi cette proposition, l'illustre physicien étudie les assemblages de droites qui dépendent de deux paramètres, c'està-dire les congruences ; et il montre que l'on peut, en général, distribuer les droites de la congruence en deux systèmes différents de surfaces développables. Il cherche la condition pour que ces deux familles de développables se coupent à angle droit, et il reconnaît qu'elle est remplie lorsque les droites sont les normales d'une surface.
Faisant ensuite l'application de ces principes généraux à l'Optique, Malus démontre que, lorsque des rayons incidents émanés d'un point fixe se réfléchissent sur une surface quelconque, ils demeurent, après la réflexion, normaux à une surface.
Dans la seconde Partie de son Mémoire, insérée à la page 84 du même Cakier, Malus étend cette proposition au cas d'une réfraction unique, et il essaye (p. ici) de l'étendre aussi au cas de plusieurs réfractions; mais, trompé par une faute de
DROITES NORMALES A UXE SURFACE. ^Sl
de séparer analytiquement les deux svtèmes de rayons réfractés qui correspondent à des valeurs égales et de signes contraires de l'indice de réfraction.
4ol. Dans son étude du théorème précédent, qu'il a démontré seulement pour le cas de la réflexion, Dupin s'était proposé la question suivante, qui donne naissance à des recherches intéressantes.
Si les ravons lumineux sont normaux à une surface, on peut les assembler en deux familles de développables orthogonales. La réflexion sur une surface donnée transforme, en général, ces développables en surfaces gauches. Dupin donne de belles propositions relatives au cas où les rayons incidents formant une développable se réfléchissent suivant des ravons formant également une développable; et il a reconnu que les traces des deux séries de développables sur la surface réfléchissante doivent former un système conjugué. Les démonstrations de Dupin reposent sur les propriétés de l'indicatrice et sur celles des surfaces de révolution du
calcul, il croit que les rayons lumineux cessent, en général, après une deuxième réfraction, d'être normaux à une surface.
C'est à Dupin que revient le mérite d'avoir énoncé, pour la première fois, dans un Mémoire sur les roules de la lumière que nous citerons plus loin, le théorème général, et d'en avoir donné une démonstration géométrique très simple, mais pour le cas de la réflexion seulement. D'ailleurs Cauchy, comme l'indique Dupin, avait repris et corrigé les calculs de Malus, de sorte qu'aucun doute ne subsistait plus sur la portée et la généralité du théorème. Dupin s'est contenté de le regarder, dans le cas de la réfraction, comme un simple corollaire des propositions qu'il avait données dans sa théorie des déblais et des remblais; cette vue était exacte, mais les théorèmes sur lesquels s'appuyait Dupin étaient incomplètement démontrés.
Quelques années plus tard, Ouételet a introduit une idée neuve dans cette théorie en substituant aux caustiques, dont la détermination est très pénible, les caustiques secondaires ou mieux les anticaustiques qui sont normales aux rayons réfléchis ou réfractés. C'est grâce à ses efforts et à ceux de Gergonne que le théorème a été enfin simplement et complètement démontré. (Voir le tome I de la Correspondance mathématique et physique, iSaô, le tome XVI des Annales de Gergonne et les .\ouveauj; Mémoires de l'Académie de Bruxelles, t. III et IV, 1826 et 1827.)
Dans l'étude que nous avons citée [p. 287], M. Lévislal a étendu le théorème de Malus et de Dupin au cas de la double réfraction.
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second degré ('). On peut leur substituer les suivantes, qui nous donneront d'ailleurs des résultats nouveaux.
Commençons par considérer des rayons lumineux formant une seule développable, et cherchons la condition pour que les rayons réfléchis engendrent également une surface développable.
Soit AA' . . . une ligne de courbure de la développable formée par les rayons incidents. Les génératrices qui passent aux points A, A', . . . rencontrent la surface réfléchissante C^) en M, M', . . . et se réfléchissent suivant des rayons MB, M'13', .... Prenons MB = ]MA, MB' = M'A', .... La courbe BB' . . . sera une trajectoire orthogonale des rayons réfléchis et, par suite, elle sera nécessairement une ligne de courbure si ces rayons réfléchis forment, eux aussi, une développable. Les sphères de centres M, M', ... et de l'ayons MA, MA', . . . enveloppent une surface (S) à lignes de courbure circulaires, et les deux courbes AA', ..., BB', ... devront être des lignes de courbure non circulaires de cette surface. Par suite, les tangentes à ces deux lignes, aux points correspondants A et B, seront deux génératrices d'un cône de révolution circonscrit à la surface (S) suivant un cercle, et elles se rencontreront nécessairement. Considérons maintenant la surface réglée (A) engendrée parla droite AB; d'après la propriété que nous venons de démontrer, ce sera une surface développable, puisqu'elle admet le même plan tangent aux deux points distincts AetB. Soient AB, A'B' deux positions consécutives deAB; comme elles sont respectivement perpendiculaires aux deux plans tangents en M et en M' à la surface réfléchissante (S), elles seront aussi perpendiculaires à l'intersection de ces deux plans M^, qui est la tangente conjuguée de MM'. Ainsi :
La développable (A) engendrée par la droite AB a, à chaque instant, son plan tangent perpendiculaire à la tangente Mt.
Par suite, le plan normal mené par MA à la développable des rayons incidents, plan qui est évidemment perpendiculaire à la tan-
( ' ) Consulter, dans les Applications de Géométrie et de Méchanique, le Quatrième Mémoire intitulé : Sur les routes suivies par la lumière et par les corps élastiques, en général, dans les pJiénomènes de la réflexion et de la réfraction. (Présenté à l'Académie des Sciences, le 22 janvier 1816.)
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gente en A à la ligne de courbure AA' ... de celle développable, coupera le plan langenl en M à la surface réfléchissante suivant la droite qui est perpendiculaire à la tangente en A, c'est-à-dire suivant la tangente M^. En d'autres termes, le plan tangent à la déi-eloppable suùant le ravon incident et le plan normal qui contient ce rayon doivent couper le plan tangent à la surface réfléchissante suivant deux droites conjuguées.
Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante : il suffira, pour le reconnaître, de reprendre dans un ordre inverse les raisonnements précédents. On en déduit la conséquence suivante.
La tangente à la courbe d'incidence et sa tangente conjuguée se trouvent dans deux plans rectangulaires contenant le rayon incident; ces deux plans sont évidemment des plans diamétraux conjugués de tout cvlindre de révolution ayant pour axe le ravon incident. Par suite, les droites considérées sont des diamètres conjugués de la section de ce cylindre par le plan tangent en M.
D'après cela, si l'on se donne un rayon incident quelconque coupant la surface réfléchissante en M, il n'y aura que deux directions possibles pour la tangente à la courbe d'incidence en M : ce seront celles des deux diamètres conjugués communs à l'indicatrice de la surface et à la section du plan tangent par le cvlindre de révolution dont l'axe est le rayon incident.
On remarquera l'analogie de cette théorie avec celle des lignes de courbure; au reste, les deux théories se confondent si l'on suppose le ravon incident normal à la surface réfléchissante (').
4o!2. La construction précédente nous conduit à considérer une classe de droites qui possèdent des propriétés optiques remarquables. Supposons que les deux coniques employées dans cette
(') Les résultats établis par notre méthode comprennent ceux sur lesquels Dupin s'est appuyé; car, si la surface réfléchissante est une surface de révolution du second degré à deux fojers F, F', les rayons lumineux qui émanent de F se réfléchiront vers F'. Construisons le cône formé par les rayons incidents qui rencontrent la section de la surface par un plan (P); le plan normal suivant chaque génératrice devra contenir la tangente conjuguée de la tangente à la section plane et, par suite, passera par le pùle du plan (P). Or, un cône est évidemment de révolution lorsque son plan normal va passer par un point fixe. Ainsi, toutes les sections planes, vues du forer, paraîtront des cercles.
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construction soient semblables, c'est-à-dire que le rayon incident soit l'axe de l'un des quatre cylindres de révolution qui contiennent l'indicatrice; alors les directions de la courbe d'incidence ne seront plus déterminées. Ainsi :
Si Von considère en chaque point câline surface les quatre droites, axes des cylindres de révolution qui coupent le plan tangent suivant l'indicatrice, ou encore lieux des points d'où l'on voit deux tangentes conjuguées quelconques sous un angle droit, ces droites formeront quatre systèmes de rayons rectilignes dont les développables se réJlécJiiront suivant des développables.
Ces droites sont imaginaires si l'indicatrice est hyperbolique; dans le cas d'une indicatrice elliptique, il y en a deux qui sont réelles : ce sont les asymptotes de l'hyperbole focale; elles sont dans le plan principal qui contient les deux foyers de l'indicatrice et placées symétriquement par rapporta la normale. Elles forment deux systèmes différents et chacun d'eux s'obtient par la réflexion de l'autre sur la surface. Nous les appellerons, pour abréger, axes optiques. On peut encore les construire comme il suit.
Menons par les deux tangentes asymptotiques de la surface réfléchissante les plans tangents au cercle de l'infini. Ces quatre plans se couperont suivant quatre droites, placées deux à deux symétriquement par rapport au plan tangent, et qui seront les quatre axes optiques relatifs au point considéré.
Il suit de là que, dans le cas d'une surface du second degré, les axes optiques de la surface sont les génératrices rectilignes des surfaces du second degré homofocales à la proposée. On peut déterminer sans aucune intégration les développables formées par ces droites; car on sait qu'elles sont les tangentes doubles de la développable dans laquelle sont inscrites toutes les surfaces homofocales. Or, quand des droites d'une congruence sont les tangentes doubles d'une développable, il est évident qu'il y en a une infinité dans chaque plan tangent de la développable. Ce plan touche, en effet, la développable suivant une droite (c/) et la coupe suivant une courbe (C); toutes les tangentes de (G) seront des tangentes doubles de la développable et devront être considérées
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comme formant elles-mêmes une surface développable. Ainsi, dans le cas des surfaces du second degré, nous saurons distribuer les axes optiques en deux séries de développables. Remarquons d'ailleurs que ces deux séries de développables sont imaginaires.
4o3. Les axes optiques jouissent, dans tous les cas, dune remarquable propriété. Imaginons que des rayons lumineux émanent d'un point de l'une de ces droites et forment un pinceau infiniment petit autour de la droite. D'après la propriété des axes optiques, les rayons réfléchis, de quelque manière qu'on les assemble, doivent être considérés comme formant une surface développable; et, par conséquent, le faisceau réfléchi paraîtra, lui aussi, émaner d'un point unique.
On peut établir cette conclusion d'une manière plus rigoureuse en donnant le complément suivant à notre première proposition. Imaginons un ravon A.M venant rencontrer en M la surface réfléchissante et se réfléchissant suivant un rayon MB 5 et supposons que AM fasse partie dune développable qui se réfléchit suivant une développable. Lorsqu'on passera de AM au rayon infiniment voisin A'M', le plan AMB sera remplacé par un plan A'M'B' qui coupera le premier suivant une droite au.^, a, u., ,3 étant les points de cette droite situés respectivement sur AM, sur la normale en M et sur BM. Les plans AMB, A'M'B' passant par deux génératrices infiniment voisines de la développable engendrée par AM, la position limite de a est le point de contact du rayon AM avec la courbe qu'il enveloppe; et, de même, 3 est le point de contact du ravon réfléchi BM avec l'arête de rebroussement de la développable engendrée par ce rayon. Quant à ti, c'est évidemment le point où la normale au point M' de la courbe d'incidence infiniment voisin de M vient couper le plan AMB. Nous avons donc le théorème suivant :
Quand une développable se réfléchit suivant une développable, la droite qui joint les points de contact des rayons incident et réfléchi avec les courbes qu'ils enveloppent vient couper la normale à la sur/ace réfléchissante au point oii la sur/ace gauche formée par les normales en tous les points de
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la courbe d'incidence est tangente au plan du rayon incident et du rayon réfléchi.
En particulier, quand il s'agit d'un axe optique, qui est nécessairement situé dans un plan principal, toutes Jes normales infiniment voisines de la normale viennent couper ce plan en un point dont la position limite coïncide avec celui des deux centres principaux où le plan principal est tangent à la surface des centres. Si y désigne ce centre, on voit que [i devra être sur la ligne ay; et cette construction est toujours la même, quelles que soient les développables formées par les rayons incidents. Si donc ceux-ci émanent de a, les rayons réfléchis paraîtront émaner de ^.
Les propriétés établies donnent lieu à un certain nombre de conséquences qu'il ne sera pas inutile d'énoncer explicitement.
Si les ravons incidents sont formés par un système d'axes optiques de la surface, les développables incidentes se réfléchissent suivant d'autres développables, que les rayons incidents soient ou ne soient pas normaux à une surface. En dehors de ce cas exceptionnel, on peut dire que, si la réflexion ne détruit pas les deux séries de développables, supposées distinctes, formées par les rayons incidents, ceux-ci sont nécessairement normaux à une surface. Nous avons vu en effet que, si le rayon incident AM est donné, les deux seules droites qui puissent être les tangentes en M de la trace d'une développable sur la surface réfléchissante sont dans deux plans rectangulaires passant par le rayon incident. Donc, si les deux séries distinctes de développables formées par les rayons incidents doivent subsister après la réflexion, il est nécessaire qu'elles se coupent à angle droit et qu'elles découpent sur la surface réfléchissante un système conjugué. Ces deux conditions sont d'ailleurs suffisantes. Ainsi :
Toutes les fois que les deux séries de développables formées par les rayons incidents se réfléchissent toutes suivant des développables, les rayons incidents sont normaux à une surface, à moins qu'ils ne constituent un des quatre systèmes d'axes optiques de la suif ace.
Pour que des rayons incidents normaux à une surface aient leurs développables conservées par la ré/lexion, il faut et il
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suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchissante un système conjugué.
4o4. Considérons, par exemple, une surface (S), que nous supposerons quelconque, et des rayons lumineux émanés d'un point O. Ces rayons lumineux, qui forment un système (I), se réfléchissent sur {'-^ et donnent un système (R) de rayons réfléchis normaux à une surface (-i), enveloppe des sphères qui passent par le point O et ont leur centre sur (S). Cette surface (X,) est évidemment homolhétique à la podaire de O par rapport à (S); car elle est le lieu des symétriques du point O par rapport à tous les plans tangents de (S). Soit OM un rayon incident se réfléchissant au point M de (2 ). Supposons l'œil placé en un point O' sur la direction du rayon réfléchi; il recevra un pinceau de rayons émanés de O et réfléchis dans la région de \^) qui avoisine le point M. Ce pinceau de rayons réfléchis, formé par des normales à (S,), aura, en général, deux lignes focales, perpendiculaires l'une à l'autre et placées aux deux centres de courbure principaux de (51|) qui sont sur la normale O'M. L'image du point lumineux, pour l'observateur placé en O'. sera plus ou moins confuse; elle sera rapportée par cet observateur à un point qu'aucune règle précise ne permet de déterminer. Mais, dans le cas particulier où la ligne OM est un des axes optiques du point M, tous les rayons réfléchis paraîtront émanés d'un point unique que nous avons appris à construire. Limage du point lumineux sera devenue nette et les ravons réfléchis auront un foyer qui pourra être réel ou virtueL Le point M a reçu de Dupin le nom d^ombilic catop- //•/^we justifié par l'analogie qu'il présente avec les ombilics ordinaires, avec lesquels il se confond d'ailleurs lorsque le rayon incident est normal à la surface. Si la surface (2) est du second degré, il v aura, pour chaque point O, douze ombilics catoptriques, dont quatre seront réels, situés à l'intersection de celte surface et des deux génératrices rectilignes de l'hyperboloïde homofocal qui passe au point O.
Ici les ravons incidents, de quelque manière qu on les assemble, forment toujours des cônes et, par suite, des développables. Proposons-nous de déterminer les cônes formés par les rayons incidents auxquels correspondent des rayons réfléchis formant une
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développable. D'après les proposilions précédentes, ces cùnes devront découper sur la surface réfléchissante deux systèmes de lignes conjuguées qui paraîtront se couper à angle droit lorsqu'on les regardera du point O. D'ailleurs la détermination de ces cônes équivaut à celle des lignes de courbure de la surface (S,) on, ce qui est la même chose, de la podaire de (S) relativement au point O. Ainsi :
Etant donnée une surface (S) et un point O, les lignes de courbure de la podaire de (S) relative au point O correspondent à deux systèmes de lignes conjuguées tracées sur ÇL) et qui paraissent se couper à angle droit pour un observateur placé en O.
Cette proposition, que le lecteur établira très simplement d'une manière directe, permet de déterminer les développables formées par les rayons réfléchis lorsque la surface (S) est du second degré. On obtient alors la construction suivante, que nous nous contenterons d'énoncer :
Les courbes d'incidence des cônes cjui se réfléchissent suivant des développables sont à l' intersection de (S) et des cônes du second degré, de sommet O, homofocaux au cône de même sommet circonscrit à (S); elles sont aussi les courbes de contact des développables circonscrites à (S) et à l'une quelconque des surfaces du second degré cjui passent par l'intersection de (2) et de la sphère de rayon nul ayant pour centre le point O.
455. Dans deux Notes publiées en 1872 ('), M. Ribaucour a indiqué d'autres applications très intéressantes du théorème de Dupin. Elles reposent essentiellement sur la remarque suivante, qui est à peu près évidente :
Pour que les développables d'une congruence découpent sur une surface du second degré un réseau conjugué, il faut et il suffit que les deux plans focaux de chaque droite de la con-
(') Ribaucour, Sur la théorie des lignes de courbure {Comptes rendus, t. LXXIV, p. 1489 et 1570, I" semestre 1872).
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gruence soient conjugués par rapport à cette surface, c'està-dire que chacun d'eux contienne le pôle de l'autre (').
La condition précédenle étant indépendante du point oîi chaque droite de la congruence coupe la surface, on en déduit tout d'abord la proposition suivante :
Si les développables formées par les droites d'une congruence découpent, à leur entrée, un réseau conjugué sur une surface du second degré, elles découpent aussi à la sortie un second réseau conjugué.
Considérons maintenant le cas où les développables se coupent à angle droit. On aura alors une congruence de normales (I) dont les développables découperont, par hypothèse, un réseau conjugué sur la surface du second degré (S). Les deux plans focaux de chaque droite {d) de la congruence, étant à la fois normaux et conjugués par rapport à (S), seront aussi conjugués par rapport à toutes les surfaces {Si) qui sont homofocales à (S); par conséquent, les développables de (I) découperont, sur toutes les surfaces (S,-), soit à l'entrée, soit à la sortie, des réseaux conjugués. Si donc on envisage les droites de la congruence comme formant un système de rayons incidents (I), on pourra faire réfléchir ces rayons sur une quelconque (5,) des surfaces (S/). On aura ainsi un premier système de rayons réfléchis (I, ) dont les développables correspondront à celles de (I); et, comme elles découpent sur (S,) le même réseau conjugué que les développables de (I), elles découperont encore sur toutes les surfaces homofocales des réseaux conjugués. On peut, maintenant, faire réfléchir le faisceau (I,) sur une autre surface homofocale (So); et ainsi de suite. En continuant de cette manière, on obtient une suite, en général illimitée, de congruences de normales (I), (I,), (Ij), ... dont les développables se correspondent mutuellement et découpent sur
(') Soit, CQ effet, M uq poiat de la surface, (d) la droite de la congruence qui passe en ce point et M /, M t' les traces des deux plans focaux de celte droite sur le plan tangent en M. Le plan focal passant par Mf a, comme on sait, son pôle sur la tangente conjuguée de Mf. Pour que les deux plans focaux soient conjugués, il est donc nécessaire et sufGsant que "Slt et Mf' soient des tangentes conjuguées.
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toutes les surfaces liomofocales des réseaux conjugués. Si l'on veiil suivre un des rayons incidents, on reconnaîtra aisément que les deux surfaces homofocales qui sont tangentes à ce rayon demeurent aussi tangentes à toutes ses positions successives.
Ces propriétés si élégantes nous ont paru mériter d'être signalées. Dans le Chapitre suivant, nous allons poursuivre cette étude, qui nous permettra d'ailleurs de compléter les résultats donnés plus haut sur les lignes géodésiques des surfaces du second degrré.
PAR RAPPORT A UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ
Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport à une surface du second degré. — Théorème de M. Ribaucour relatif aux développables formées par les normales. — Indication de deux surfaces remarquables satisfaisant à la déûnition précédente. — Système des surfaces homofocales du second degré. — Surface qui admet pour normales les tangentes communes à deux homofocales. — Lignes géodésique» de l'ellipsoïde. — Équation en coordonnées elliptiques d'une droite quelconque; théorème de Jacobi relatif à Tintégration des équations abéliennes les plus simples. — Propositions analogues aux théorèmes de M. Chasles sur les polygones de périmètre maximum ou minimum inscrits ou circonscrits à une ellipse. — Intégration de l'équation aux dérivées partielles des surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport à une surface du second degré. — L'intégrale générale est de forme transcendante, mais le théorème d'Abel permet de définir un nombre illimite de solutions algébriques. — Extension de la méthode précédente à la détermination d'un système triple orthogonal qui dépend de trois fonctions arbitraires d'une variable.
4o6. Considérons, d'une manière générale, une surface (S) dont les plans principaux soient conjugués par rapport à une surface du second degré (S), représentée en coordonnées tangenlielles par l'équation
(1) \ir — Bi*--^Civ*-—p*- = o.
Soient «, i', (V, p les coordonnées d'un plan tangent quelconque de ÇZ). iSous supposerons que l'on ait
(1) fi* -H t-'î — «•- ^ I
et que l'on ait choisi comme variables indépendantes les paramètres a et ^ des lignes de courbure. On pourra écrire alors
( 3 ) du*- — f/i 2 — d»-i = ed7r- — g dV-,
et M, r, (ï', p seront (n" 431) des solutions particulières de
(92 0 1 àe ôfi i_^ ôff ô^ _
(4) 7)77)0. 77 M 77, TT' iH à'i ~
l'équalion
D'autre part, l'équation du plan tangent à la surface étant
(5) i(X-l-rY-r-(vZ-!-/?=0,
les plans principaux sont définis par les équations suivantes
( au ^, ()v ,, dw dp
— X -1- T- Y -t- -- Z -H -f = o, ) dx dx d'y. d%
^ ' \ du „ àv ^ ôw dp
que l'on obtient en prenant les dérivées de la précédente par rapport à a et à [i. La condition nécessaire et suffisante pour que ces plans soient conjugués par rapport à la surface du second degré (S) est, comme on sait,
du du dv dv dw dw dp dp^ _
(7) ^ J^ J^ "^ '' ^ â^ "^ (^a <J dx d'^
Or cette condition est équivalente à la suivante : la fonction
doit être une solution particulière de l'équation linéaire (/,); de sorte que la recherche des surfaces (S) qui satisfont à la condition indiquée peut se ramener au problème suivant :
Trouver une équation de Informe
\\)) dxd'^ dy. d'p
admettant cinq solutions particulières u, v, w, p, cr liées par les relations (2) et (S).
Cette forme particulière donnée au problème va nous conduire à une propriété de la surface (S). Remplaçons successivement, dans l'équation (4), 0 par u, c, (V, p; et ajoutons les équations
. du obtenues, après les avoir multipliées respectivement par A ^^^ ,
B^, G^"^, — ^'- En tenant compte de l'équation (;), nous au-
dx dy. dx
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rons
En intégrant, on trouve
7-1 désignant une fonction de a; et, si l'on remplace e par sa valeur déduite de l'équation (3), on a
Tout étant symétrique en a et ^, on peut joindre à cette relation la suivante
où ,3, est une l'onction de ,3.
Si l'on se reporte aux équations (6), on reconnaît que ces relations expriment la propriété suivante :
Les normales à la surface cherchée en tous les points d'une ligne de courbure de la surface (S) forment une développable qui est circonscrite à l'une des surfaces du second degré homo foc aies à (S).
En effet, l'équation (i i) exprime que le plan principal qui correspond à la ligne de courbure (a) demeure tangent à une surface homofocale dont le paramètre a, ne dépend que de a.
La propriété précédente est due à M. Ribaucour qui l'a énoncée dans les articles déjà cités; le lecteur pourra l'établir aussi par la Géométrie.
4o7. Nous laisserons de côté, dans l'étude qui va suivre, le cas où lune des fonctions a,, ^Si se réduirait à une constante. Alors une des nappes de la surface des centres de (S) se réduira à une surface (S,) homofocale à (S). Il suffira évidemment, d'après les
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remarques que nous avons présentées au n"441, de tracer sur (S|) une famille quelconque de lignes géodésiques ; leurs tangentes seront les normales de la surface cherchée. L'étude de ce cas spécial se ramène donc à celle des lignes géodésiques d'une surface du second degré, que nous présenterons plus loin.
On peut, dès à présent, indiquer des solutions assez étendues du problème proposé. Considérons la surface définie en coordonnées tangentielles par l'équation
( 1 3 ) A «2 4- B 1^2 _|_ Q (p2 — pï — ■i.au -\- ibv -^1 cw -t- i hp -\- k,
où «, b, c, h, k sont des constantes quelconques et où l'on suppose «, v^ w liés par la relation (2). Pour tous les points de cette surface, la solution que nous avons désignée par a- sera une fonction linéaire de Uj v^ w, p et, par suite, elle satisfera aussi à l'équation (4). Donc :
La surface représentée en coordonnées tangentielles par V équation (i3) jouit de la propriété que les normales en tous les points d'une ligne de courbure soient tangentes à une même sur face du second degré Jiomofocale à (S).
Ce théorème équivaut, évidemment, à l'intégration de l'équation différentielle des lignes de courbure; car, si l'on exprime que la normale est tangente à une surface homofocale déterminée, on aura une équation en termes finis qui déterminera le lieu décrit par le pied de la normale.
Nous retrouverons plus loin la surface définie par l'équation (i3).
458. On peut répéter la théorie précédente en coordonnées ponctuelles. Soient x^ y, z- les coordonnées d'un point de (S) cl posons
Nous savons (n° 143) que x, j-, r, /•, considérés comme fonctions des paramètres a, [3 des lignes de courbure, satisferont à une équation de la forme
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Les plans principaux de la surface auront ici pour équations
' dx ' dx
Ox
ôr
dr -d3=^-
ri6)
En exprimant qu'ils sont conjugués par rapport à (S), nous obtiendrons la relation
dx dr dr dy ^ ds dz dr dr _
di d^ '^ tx T^ '^ di à} "Jx d) ~ ^'
Cette équation exprime que la fonction
est une solution particulière de l'équation (i5); et le problème est ramené à trouver une équation de celte forme pour laquelle on ait cinq solutions x, y, z-, r, t, liées par les deux relations (i4)
et(i7)-
La surface pour laquelle ces cinq solutions sont liées par une
relation linéaire à coefficients constants
(i8) 5, = a jr -^ bv — c :■ ^- dr — e
est une cycUde générale ; elle donne lieu aux mêmes remarques que précédemment; et l'on reconnaît ainsi, par une nouvelle méthode, que les lignes de courbure de cette surface sont algébriques.
4o9. Les deux propositions précédentes nous font connaître des surfaces pour lesquelles les développables formées par les normales interceptent sur une surface du second degré un réseau conjugué. Mais ces surfaces sont loin d'être les seules qui possèdent la propriété précédente : si l'on exprime, en effet, que les deux plans principaux relatifs à chaque point d'une surface sont conjugués par rapport à une surface du second degré, on sera évidemment conduit à une équation aux dérivées partielles du second ordre. Lorsqu'on emploie les coordonnées ponctuelles, on reconnaît aisément que cette équation est linéaire par rapport aux dérivées du second ordre de z, mais elle est d'une forme assez
compliquée par rapport à x, y, z et aux dérivées premières. Nous allons montrer qu'on peut l'intégrer; mais nous devons, auparavant, rappeler des résultats très importants que la théorie des surfaces homofocales doit à Jacobi et à M. Liouville.
Considérons les surfaces homofocales définies par l'équation
OÙ nous supposerons
On peut les distribuer en trois familles (n" 122) [I, p, i5-], les ellipsoïdes (pa), les hjperboloïdes à une nappe (pi ) et les h)perboloïdes à deux nappes (p). On a
( '-io ) p2 < c C ? 1 < 6 < p < rt ;
si l'on pose
( Cp ( Z/ ) — ' "- — ? ) ( '< — ?1 ) ( " — ?2 ),
on aura identiquement - «
et l'élément linéaire de l'espace sera déterminé par la formule
(23) ds-= 7 ^^r-^ dpf ,
la somme }i] étant étendue ici, et dans la suite, aux valeurs o, i, a de l'indice.
On sait que, lorsqu'on a un système orthogonal quelconque dans lequel l'élément linéaire a pour expression
(24) ds-'=\\- df^-^\\\d;.\^}\\cl^\, on peut écrire les formules suivantes
^ ^ àx ôx ôy dy ôz dz ' ' ^ jj 2 f)ç,. ()p .
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relatives à deux fonctions 0, 0, que Ton suppose exprimées en fonction de t, y, z dans les premiers membres des équations et en fonction de p, Oi, 3.> dans les derniers. L'équation
exprime la condition pour que les deux familles de surfaces 0 = const., 01 = const.
se coupent à angle droit.
Si l'on applique ces formules aux coordonnées elliptiques, on aura
Gela posé, voici la remarque essentielle que l'on doit à M. Liouville(').
460. Il existe évidemment une fonction 6 dont les dérivées sont données par les formules
/dey s; — As/— B
où A et B désignent deux constantes ; et cette fonction 0 satisfait, on le reconnaît en appliquant la formule (28), à l'équation
{il) A(e) = i.
Si l'on remplace A et B respectivement par — \^-\- 3> et a3. on a
les radicaux pouvant être pris avec des signes quelconques. Il résulte immédiatement de l'identité (25 ) que l'équation
6 = const.
(') J. LiocviLLE, Sur un théorème de M. Chasles {Journal de Liouville, t. XVI, p. C; i8ji). Voir aussi t. XII du même Recueil, p. ^\S et suiv.
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représente, en coordonnées elliptiques, une famille de surfaces parallèles. M. Liouville a montré que ces surfaces sont celles dont l'existence avait été établie a priori par M. Chasles et dont les centres de courbure sont distribués sur deux surfaces homofocales (n" 412); les constantes a et p sont précisément les paramètres de ces deux surfaces. Voici comment on peut établir cette belle proposition.
L'équation (3i) étant vérifiée pour toutes les valeurs de a et de |3, on peut la différentier par rapport à chacune de ces constantes, ce qui donnera les deux relations
qui ont lieu pour toutes les valeurs de a et de [3.
Si l'on remarque d'ailleurs (n" 336) que chacun des termes de ©, et par suite 0, considéré comme fonction de a et de [3, satisfait à l'équation
on reconnaîtra immédiatement que l'on peut ajouter aux deux équations (33) la suivante
([ui s'obtient en les retranchant l'une de l'autre.
Differentions enfin par rapport à [i la première équation (33); nous obtiendrons
ou, en tenant compte de l'équation précédente,
équation qu'il serait aisé de vérifier directement.
L'ensemble des trois équations (33) et (36) exprime que les
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Irois familles de surfaces représentées par les équations
(■37) t> = const.
de de
(38) — = e, = const., -ô = <^^ = const.
dz dp '
se coupent mutuellement à angle droit; et, comme la première famille est composée de surfaces parallèles, les deux autres le sont des deux séries de développables dans lesquelles on peut distribuer les normales aux surfaces de la première famille.
461. 11 ne reste plus qu'à obtenir la signification des constantes a et ^. Remarquons d'abord que ces constantes sont réelles toutes les fois qu'il en est de même des surfaces parallèles ou, ce qui est la même chose, de la fonction 6. En effet, /(p) et /(p>) sont positives; mais y"(pi) est négative. Il faut donc, pour que les dérivées de 0 soient réelles, que Ton ait
(;-a)(s-3)>o, (p,_a;(p,_^)<o, (p^- a)(pj_ S) > o:
ces inégalités montrent non seulement que a et ,3 sont réelles, mais aussi que l'on a
a et 3 pourront être les paramètres de deux hvperboloïdes à une nappe, mais non ceux de deux ellipsoïdes ou de deux hvperboloïdes à deux nappes.
Considérons maintenant une des développables représentées par l'équation
-T- = Oi = const.,
qui, différentiée, nous donne
On voit que, si o/ devient égal à x, on a
dpi= G.
Donc toutes ces développables sont tangentes à la surface homofocale dont le paramètre est a.
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De même les développables
// N àe ^
(4U -^ = 0j = const.
dp
sonl toutes tangentes à la surface liomofocale de paramètre ^. Par suite, les deux homofocales de paramètres a et ^ forment bien les deux nappes de la surface des centres de courbure pour les surfaces parallèles représentées par l'équation (S^).
462. Nous allons d'abord développer les conséquences des résultats précédents en ce qui concerne les lignes géodésiques des surfaces du second degré.
Les développables
(42) -- =01 = const.
étant tangentes à la surface liomofocale de paramètre a ont, par suite, leur arête de rebroussement sur la surface de paramètre [i (n" M'J ). Supposons, pour fixer les idées, que cette surface soit un ellipsoïde : en faisant, dans l'équation précédente, ^0= ,â, ou trouvera
Cette équalion représentera une ligne géodésique de l'ellipsoïde (1^), et il résulte des remarques présentées au numéro cité que l'on aura toutes les lignes géodésiques en faisant varier a et la constante du second membre ('). Il suffira d'ajouter que, d'après la forme même de l'équation (43), toutes les lignes géodésiques qui
(') C'est à Jacobi que l'on doit, comme l'on sait, la détermination des lignes géodésiques de l'ellipsoïde. ( Voir la Note von der geodàtischen Linie auf einem Kllipsoïd und den verscliiedenen Anwendungen einer merkwiïrdigen analytischen Substitution, publiée en 1889 au tome XIX du Journal de Crelle, p. 809. ) Cette Note, très importante pour l'histoire des idées de Jacobi et de ses découvertes en Mécanique, a été reproduite en iS^i dans le Journal de LiouviUe (t. VI, p. 267). Elle a provoqué presque immédiatement une foule de travaux intéressants qui figurent dans les tomes suivants de ce Recueil. Dans ces dernières années, la théorie des lignes géodésiques a été reprise par MM. Cayley et Weiefî- STUAss et par plusieurs autres géomètres.
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correspondent à une même valeur de a seront tangentes à une même ligne de courbure de rellipsoïde; car, si a est, par exemple, le paramètre d'un hyperboloïde à deux nappes, on trouve dz^ o en faisant z =z 7..
463. On peut se proposer de déterminer 1 élément linéaire de l'espace lorsqu'on prend pour coordonnées curvilignes les fonctions 0, ©,, 6->, c'est-à-dire lorsqu'on rapporte les points au svstème triple orthogonal formé par les surfaces parallèles (0) et les deux familles de développables. Un calcul facile donne alors
I ds' =M'-i ('-?K»_^»»-?.^ ,,3,
Si l'on remplace So par ,3, on aura l'élément linéaire de l'ellipsoïde (^)
(45) ds*-^de^-i(p - a)(a - pi)d6] :
et il suffit d'appliquer un théorème de Gauss que nous donnerons plus tard pour retrouver les résultats précédents, c'est-à-dire pour reconnaître que les courbes
W, = const.
sont des lignes géodésiques. La formule précédente fera ainsi connaître la longueur de l'arc et les trajectoires orthogonales des géodésiques tangentes à une même ligne de courbure.
464. Nous nous sommes étendu sur les remarques précédentes qui complètent les résultats déjà donnés au n° 442. Nous allons maintenant développer d'autres conséquences et considérer les deux équations simultanées
(46) -— =consl.. vo = const..
di. dp
qui représentent l'intersection de deux développables appartenant à des svlèmes différents, c'est-à-dire une droite tantrenle aux deux surfaces homofocales (a) et (^).
D'après la définition de 6, la longueur s portée sur la droite à
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partir d'une origine convenablement choisie sera égale à B, On aura
Si nous difTérenlions celle équation en même temps que les deux précédentes, nous obtiendrons un système que l'on ramènera aisément à la forme suivante :
Cl 9\djn
-^ v/(Pi-a)(p,--P)/(pO
ds,
chaque radical devant être pris avec le même signe dans les trois équations.
Les deux premières, qui ne contiennent pas 5, sont évidemment, en coordonnées elliptiques, les équations différentielles d'une droite tangente aux deux surfaces homofocales (a) et (,3). Cette proposition de Jacobi (') donne, dans le cas le plus simple, l'interprétation géométrique du théorème d'Abel. On voit que les équations (48) peuvent être intégrées de deux manières différentes : (m peut d'abord employer des quadratures qui établiront des relations entre des intégrales hyperelliptiques; mais on peut aussi les intégrer algébriquement; car il suffira d'écrire les équations
(49) .^ = ins -f- n, y = m' s -f- «', ^ = ni' s -^ ii,
et d'adjoindre à la condition
«i^ -f- m'- -H /II"- = I
les deux relations qui expriment que la droite est tangente aux deux surfaces homofocales de paramètres a et [3. On remplacera
(') Voir la Noie déjà citée plus haut et la trentième Leçon des Vorlesan^e/i liber Dynaiyiik. On pourra consulter aussi le second Mémoire sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement d'un point matériel peuvent s'intégrer publié par M. Liouville en 18^7 {Journal de Liouville, t. XII, i" série, p. /iio).
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ensuite Jc,y, z en fonction de z, p,, pj ^t l'on obtiendra les intégrales algébriques du système (48). Ces intégrales peuvent être présentées sous des formes très variées ; mais nous nous attacherons surtout aux propriétés géométriques.
465. Jusqu'ici nous avons fait abstraction des signes des radicaux. Si Ton veut déterminer, par exemple, les droites de la congruence qui passent par un point de l'espace, il faudra en tenir compte. Considérons p, p,, z., comme donnés, les deux premières équations (48) déterminent les rapports des différentielles dz, dzf, dz.2. En attribuant aux radicaux tous les signes possibles, on obtiendra quatre directions différentes et, par suite, quatre droites passant par le point considéré. Ces droites sont les intersections des deux cônes circonscrits aux surfaces (a) et (^) qui ont leur sommet au point considéré; elles sont placées symétriquement par rapport aux trois normales aux surfaces homofocales qui se croisent en ce point. L'une d'elles donnera toutes les autres si on la considère comme un ravon incident qui se réfléchit successivement sur les trois surfaces homofocales; et, si Ton veut passer de l'une d'elles à celle qui est placée symétriquement par rapport à la normale de la surface (p,^, il suffira de changer le signe du radical qui entre dans les termes en dzi. Ces remarques très simples nous conduisent à la généralisation suivante des beaux théorèmes de Chastes sur les polygones de périmètre maximum ou minimum inscrits ou circonscrits à une ellipse.
Considérons un rayon lumineux, tangent aux deux surfaces homofocales (a) et (^), qui se réfléchit successivement sur les surfaces homofocales (S,), (So), .... Supposons qu'après un certain nombre de réflexions il vienne coïncider avec sa position initiale. Nous allons montrer que, s'il en est ainsi, la même propriété appartiendra à tous les ravons qui sont tangents aux mêmes surfaces homofocales que le rayon considéré. En d'autres termes, si un polygone est circonscrit à deux sur/aces homofocales et si ses sommets sont placés sur d'autres sur/aces homofocales aux premières, de telle manière que la normale en chacun de ces sommets à la surface homofocale gui contient ce sommet soit la bissectrice intérieure de l'angle formé par les deux côtés qui se croisent en ce sommet, il v aura une inanité de
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polygones ayant les mêmes propriétés, l'un quelconque des sommets de ces polygones pommant se déplacer arbitrairement sur la surface cju' il est assujetti à décrire.
Nous supposerons, pour plus de netteté, que tous les sommets du polygone décrivent la même surface, par exemple un ellipsoïde (E) de paramètre y. Admettons encore que les côtés soient tangents à un ellipsoïde (Eq) de paramètre ^, qui sera nécessairement intérieur à (E), et à un hyperboloïde à une nappe (Ho)> de paramètre a. Considérons les côtés du polygone comme limités aux sommets A,, Ao, A3, . . . , A„j, Le polygone sera tout entier entre (E) et (Eo); et, si l'on désigne par p, p,, p^ les coordonnées elliptiques d'un de ses points, on aura, d'après cette remarque et les inégalités déjà établies,
Cela posé, considérons les coordonnées elliptiques de chaque point du polygone comme des fonctions de la distance de ce poinl au sommet initial A, , distance ,9 qui croît de zéro jusqu'à la valeur totale du périmètre. Si, pour abréger, on pose
on aura, sur chaque côté,
do dùi dpi
A(p) A(pi) ' A(p2 ) p dçt pi «?pi p-2 dp2
p^ dp p'idpi Pidp-î
Â(yh "" A(p,) ^ A (777
= ds,
les radicaux étant pris chaque fois avec le signe convenable. Ces équations nous donnent
dp
ds
Hp)
dpi
-pl)(?-
-ds
^(Pi) _dp2_ _
ds
^ipi) {p — pi)ipl— Pi)
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Par conséquent, lorsque s croîtra, les trois différenlielles do dpi dpi
•^<?)' H?i)* Hpï)
demeureront toujours positives.
Cette remarque étant admise, intégrons la première équation (5-2), l'intégrale étant étendue à tout le contour P du polygone, ce qui donnera
Nous allons calculer la valeur de chacune des trois intégrales ({ul figurent dans cette équation. Pour la troisième, p^ commencera par varier de y à ,3 lorsqu'on passera de A, au point de contact de AjAo avec l'ellipsoïde (Eq). Ensuite, lorsqu'on passera de ce point de contact au sommet Ao, pa décroîtra de ^ à v; mais, comme l'élément de l'intégrale doit rester positif, il faudra changer le signe de A(p2). On aura donc, pour le premier côté,
2 / K,\' Comme il en est de même pour tous les autres, la
dernière intégrale de l'équation précédente aura pour valeur
A étant pris avec le signe +.
Considérons maintenant les deux premières intégrales. Leurs éléments ne présentent aucune discontinuité aux sommets du polygone. En effet, p et p, varient toujours dans le même sens
quand on passe d'un côté au suivant: et, comme — —■> - — ~ con-
servent leurs signes, il en est de même des radicaux A(p), A(o,); p et p, varient donc toujours dans un sens déterminé jusqu'à ce qu'ils atteignent une des limites entre lesquelles ils sont nécessairement compris; p, par exemple, doit être compris entre b et a; s'il a commencé à croître, il atteindra a, puis il décroîtra nécessairement jusqu'à 6, et ainsi de suite; quand on sera revenu au point de départ, il reprendra sa valeur initiale, à laquelle il parviendra nécessairement en croissant, comme cela avait lieu au départ. On aura donc, tous les éléments de l'intégrale étant D. — H. 2o
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positifs,
/•'^'' do r" dû
\c radical étant pris dans le second membre avec le signe -h.
71 est un nombre pair; car il est égal au nombre des points du polvgone pour lesquels p prend la valeur b; et ces points, qui, par suite des inégalités (3()), sont les seuls où le polygone coupe le plan des xz, sont nécessairement en nombre pair.
On trouvera de même .(P)
J A(pO - ./ A(p,)
le radical A ( p, ) étant pris dans le second membre avec le signe + et n' étant encore un nombre pair.
En substituant les diverses valeurs obtenues dans l'équation,
on a donc l'égalité
(55) m\ TT— -^ "- \ TJ— — '^ 77^
n et ?i' étant des nombres pairs. Si l'on avait emplojé la seconde équation (32), on aurait trouvé de même
r^pîdp, , r"pdp , r^'pidp,
^ ^ Jy ^(P2) Jo ^(?) Je ^(Pl)
Nous pouvons conclure immédiatement de ces deux relations an il n'est pas possible en général d' inscrire dans l'ellipsoïde un polygone circonscrit aux deux surfaces (Eo) et (H^).
466. Supposons que les deux équations précédentes soient vérifiées et qu'il y ait un polygone (P), inscrit dans (E), circonscrit à (Eo) et à (Ho). Soient pi et [jt., les valeurs de p et de p) pour le sommet Ai. Si l'on prend un point B, infiniment voisin de A, et que l'on mène de ce point la tangente commune à (Eo), (Ho) qui est très voisine de A, Ao, puis que, du point Bo où cette tangente coupe (E), on mène la tangente commune voisine de A2A3, et ainsi de suite; on finira par obtenir sur (E) un point B', qui sera très voisin de B,, la ligne brisée B, Bo . . .B,„B', s'écartant très peu
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de AiAo.-.A^A,. Il faut prouver que cette ligne brisée se fermera, c'est-à-dire que B', coïncide avec B,. Soient s' et s', les valeurs de p et de c, relatives au point B', . Nous aurons évidemment
i p' ^p' _ p\ dp\ _ pdp _ pi dpi
\ \{p) "" lip\) ~ A.p) A{p,)
c et s, désignant les coordonnées elliptiques du point B, et les radicaux correspondants avant les mêmes signes dans les deux membres. Ces deux relations peuvent être considérées comme des équations différentielles qui déterminent s' et c', en fonction de s et de p,. Et, comme elles ne se présentent pas sous forme indéterminée pour p = ;jL. p, = u.,. p' = ;jL, p', := |jL,. elles admettent un seul svstème de solutions déterminé par ces conditions initiales. Or ce svstème est évident; il est le suivant
Donc le point B, coïncide avec le point B,, et la proposition est établie.
Tous les polygones ainsi obtenus sont isopérimètres. Cela est évident par la Géométrie: mais on peut aussi le reconnaître en appliquant les raisonnements qui précèdent à la troisième équation (Sa). On trouve ainsi que la longueur du périmètre est (' )
(a-) P = iml -~-i in I ' ' ' ^in I '■ '- ■
{') Les théorèmes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits ont été énoncés par l'auteur dans une Note Sur les polygones inscrits et circonscrits à l'ellipsoïde {Bulletin de la Société philomathique, t. VIT, p. 92, 1870). Mais nous préférons renvoyer le lecteur au Mémoire Geometrische Deutung der Additions-Theoreme der hyperelliptischen Intégrale und Functionen \. Ordnung im System der confocalen Flàchen 1. Grades, publié par M. O. Staude, dans les Mathematische Annalen (t. XXII, p. i et i/p; i883). Cet intéressant travail est, à notre connaissance, le premier qui contienne une application développée des propriétés des fonctions H à quatre périodes dans la géométrie des surfaces du second degré. Nous renverrons plus spécialement au Chapitre IV. où sont étudiées les propositions relatives aux polygones inscrits et circonscrits-
Il importe de le remarquer; le théorème donné dans le texte suppose essen-
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167. L'élude que nous venons de faire nous a permis de compléter les résultats donnés au n" 442. Nous allons maintenant revenir au problème que nous avions posé et déterminer les surfaces pour lesquelles les développables foi^mées par les normales découpent sur les surfaces homofocales un réseau conjugué. V^oici comment on peut y parvenir.
Soit (S) la surface cherchée et M un de ses points. La normal»; en M est tangente à deux surfaces homofocales de paramètres a et P^ et nous savons, d'après le théorème de M. Ribaucour, que l'un de ces deux paramètres demeurera constant lorsqu'on se d('placera sur l'une ou l'autre des lignes de courbure de la surface. Gela posé, considérons la surface de Liouçille (('^), dont les centres de courbure sont disposés sur les deux homofocales (a) et(P):
et disposons de la constante C de telle manière que la surface (B) soit tangente en M à la surface (S). G sera évidemment une fonction ^(a, ,3) de a et de [3, de sorte que la surface cherchée sera l'enveloppe des surfaces (0) représentées par l'équation
lorsqu'on fera varier a et ^. Pour avoir le point M de contact, il faudra joindre à l'équation précédente ses dérivées par rapporl à
tiellement que les côtés du polygone soient formés par les parties réelles et non virtuelles du rayon réfléchi. Il existe des polygones fermés d'une tout autre nature. Étant donnés, par exemple, deux ellipsoïdes homofocaux (EJ, (EJ si, par une droite quelconque, on leur mène des plans tangents, on aura quatre points de contact ao, b^ sur (E„), a,, 6, sur (EJ. Le quadrilatère a^a^b^b^ sera tel que les bissectrices. des angles a,, b^ soient les normales de (E, ), et les bissectrices des angles a^, b^ les normales de (EJ, mais il ne constituera pas une route réelle pour un rayon lumineux ; deux de ses côtés seront formés par les parties virtuelles des rayons réfléchis. De tels polygones mériteraient aussi d'être étudiés; leur théorie offre les rapports les plus étroits avec celle de l'addition des fonctions hyperelliptiques et de certaines surfaces algébriques que nous définirons plus loin.
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a et ^,
de d.i de d-i
dx ôx â^ dp
Or il résulte de létude que nous venons de faire que ces deux équations, considérées indépendamment de la première, représentent en coordonnées elliptiques la normale commune en M aux surfaces (0) et (-). Si Ton fait varier a ou ,3 seulement, il faut que la normale engendre une surface développable. Faisons varier a par exemple: les deux équations nouvelles que l'on obtiendra
Ox- âx- àxO'i Oxd^
jointes aux équations (6o), détermineront le centre de courbure principal et devront, par suite, se réduire à trois. Cette condition, qui est nécessaire, est d'ailleurs suffisante.
Or on a, d'après l'équation (34) à laquelle satisfait 0,
^ ^' Oxd'i 1 \dx d3/
Remplaçant a par sa valeur tirée de la seconde équation ( 6i), on trouve
Kéciproquement, si 'î^(a, ^) satisfait à cette équation, les quatre équations (6o), (6i) se réduiront à trois. La question proposée est donc complètement résolue, et nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport à une surface du second degré, et, par suite, par rapport à toutes les surfaces homofocales, se divisent en deux classes. Les unes, considérées au n" 4o7, ont leurs normales tangentes à une même surface homofocale et leur théorie se ramène à celle des lignes géodésiques de cette surface. Les autres sont les enveloppes des surfaces de Liouville définies
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par V équation
oà 3^(a, P) est une solution quelconque de l'équation linéaire (62).
4'68. Cette équation linéaire a été déjà rencontrée plusieurs fois (n° 336). Nous savons l'intégrer par l'application des méthodes de Poisson et de Riemaun. Son intégrale générale est transcendante et de forme compliquée, mais l'application du théorème d'Abel va nous permettre de reconnaître qu'il existe une infinité de surfaces algébriques déterminées par l'équation précédente.
Posons, pour abréger,
(6.i) F{u) = {u~ol){u— j3)/(«)= Uu — ot.){u—Q){a -- u{b — u){c — u),
et soient P(^^) et Q{it) deux polynômes
( V(u)= ui> -\- m,uf>- ^ -+-
Considérons l'équation
et désignons ses racines par
P) plj ?2; Ihj hi^ • • •) f^ip-Z-
Ces racines, au nombre de 2/j, dépendent des ip — 1 coefficients qui entrent dans P(w) et Q(«); mais nous supposerons toujours que l'on ait
(67) rt = C,
C désignant une constante numérique, de sorte que les deux polynômes contiendront seulement ip — 3 coefficients arbitraires. 11 y aura donc entre les racines trois relations, qui contiennent d'ailleurs a et p. Nous allons montrer que, si l'on élimine a et |3, et si l'on regarde A), ..., /i-yp-z comme des constantes, on aura, en coordonnées elliptiques, l'équation d'une des surfaces cherchées.
LA SURFACE DE il. LIOUVILLE. 3ll
En effet, d'après le théorème d'Abel et l'hypothèse que nous avons faite sur le coefflcient n. les relations entre 2, 0,, s.>, a, 3 se présentent sous la forme transcendante suivante :
^J \/PÏ?n ~^J y/nhT)' ^J y/n?i) ~^J /F(Â7]'
On verra aisément que ce système esP celui que l'on obtient lorsqu'on introduit dans l'équation (63) la solution particulière suivante de l'équation (62)
(69) H., ?; = y /^/<*l^pSrf*„
et lorsqu'on joint à cette équation ses deux dérivées prises par rapport à a et à ^.
Les surfaces que nous venons de définir paraissent mériter une étude approfondie. Elles comprennent comme cas particulier les surfaces du second degré et les cyclides, lorsque p est égal ou inférieur à 4- Les normales donnent lieu à des propriétés remarquables relatives à leur réflexion sur les surfaces homofocales de paramètre hi- ^^ous nous contenterons d'indiquer ici comment on obtiendra les équations qui déterminent la surface.
Dans l'identité
(70) P'(a) - Q*(a) ¥{u) = iu- ',){u - ?, ;(« - ?i) n(« - A/), on fera d'abord u = hi, ce qui donnera 2/) — 3 équations
qui, jointes à l'équation (6j), feront connaître les coefficients de P(«) et de Q(m) en fonction rationnelle des radicaux \/{hi — 3t)(^/ — ,3)- Puis on substituera dans l'identité (70) les valeurs a, b, c pour u, ce qui donnera des équations de la forme suivante :
P(«) = Aa — PK« — ?i)(« — ?î) )/^{a — hi),
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c'est-à-dire
(71) V(a) = s/Ça — b){a — c)x\/n{a — ht),
X désignant l'une des coordonnées rectangulaires du point de la surface cherchée; on obtiendra des expressions analogues pourj)' et z. Les coordonnées rectangulaires sont donc des fonctions ra-
tionnelles, à dénominateur commun, des radicaux y/(/ij — '^ijii — |^). La même propriété appartient aux coordonnées pentasphériques et l'on reconnaît aisément que la surface ne coupe le plan de l'infini qu'en tous les points du cercle de l'infini.
469. Les propositions précédentes comportent une généralisation que nous allons indiquer, bien qu'elle ne se rattache pas directement au sujet traité dans ce Chapitre.
Considérons, d'une manière générale, un système orthogonal pour lequel l'élément linéaire soit donné par la formule
où l'on a
cp(tf) = (« — p)(;i — pi)(?t— P2),
etoi^iy(p) est un polynôme algébrique. La forme précédente de l'élément linéaire convient à deux systèmes déjà rencontrés, celui des surfaces du second degré et celui des cyclides; et ces systèmes sont d'ailleurs les seuls pour lesquels elle ait lieu. La condition d'orthogonalité prendra la forme
(73) A 0, ei,) = M> =^,7^ ;r- — ^ -o.
.«d Cp (p/) dp,- £)p,-
D'après cela, posons
La fonction 0, considérée comme dépendante de a, ,3, y, satisfera aux trois équations
de d.f
de dJt
de a.f
d% ~ di'
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Cela posé, S étant une fonction de a, ^, v satisfaisant aux trois équations précédentes, considérons le système
qui détermine a, ^, *' en fonction de 0, 0,, So. Nous allons montrer que a, ^3, y 50/1/ les paramètres de trois familles d'un système orthogonal.
On peut joindre, en effet, aux relations précédentes les suivantes
d7.oi dTL&i dxihr dxd-( d^à^ à^ d^
qui en sont des combinaisons linéaires en vertu des équations ( 75). Or, si Ion différenlie les équations (76) en tenant compte des précédentes, on aura
.de /d*-e dKi\ ,
1 _,de /d^e d*-^\ ^
le signe d indiquant les différentielles prises par rapport à p, pi, po seulement. Ces formules permettent de calculer immédiatement les dérivées de a, ,3, v par rapport à s, 0,, 32 et de vériGer la relation d'orlhogonalité.
Le théorème ainsi établi comprend comme cas particulier le précédent, qui s'en déduit en faisant *' = x. La fonction .J(a, ,3, v) contient dans son expression la plus générale trois fonctions arbitraires d'une variable; mais, ici encore, on peut appliquer le théorème d'Abel et obtenir une infinité de svstèmes orthogonaux algébriques. Nous nous contenterons maintenant de ces indications.
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LES CONGRUEJVCES DE CEIICLES ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES
Définition de certaines congruenccs spéciales dans lesquelles chaque courbe est rencontrée seulement par deux courbes infiniment voisines. — Cas où les courbes de la congruence sont des cercles. — Enveloppes d'une famille de sphères dépendant de deux paramètres. — Lignes principales de l'enveloppe. — Elles correspondent à un système conjugué ti-acé sur la surface des centres des sphères. — Etude détaillée du cas oii les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de l'enveloppe. — Les six coordonnées de la sphère variable satisfont alors à une même équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre. — Les sj'stèmes cycliques de M. Ribaucour; théorèmes divers. — Différentes manières d'obtenir des systèmes cycliques. — Pour que les lignes asymptotiques se coi'respondent sur les deux nappes de la surface focale d'une congruence rectiligne, il faut et il suffit que les six coordonnées de chaque droite de la congruence vérifient une même équation linéaire du second ordre.
470. Les propriélés des équations linéaires du second ordre, que nous avons employées surtout dans la théorie des congruences rectilignes, peuvent être appliquées aussi à l'étude de certaines congruences particulières formées avec des courbes de degr*; (juelconque.
Considérons des surfaces (S) représentées par une équation de la forme
où les symboles cp^ désignent des fonctions déterminées de x, y^ z et où les coefficients A/ sont des constantes arbitraires. Si l'on prend, par exemple, en faisant « = \,
pour les fonctions cp^, on aura l'équation la plus générale d'un plan. Si, faisant i = 5, on ajoute aux fonctions précédentes
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on a l'équation dune sphère, et ainsi de suite. Il est clair que, si Ton choisit convenablement le nombre / et les fonctions s/, on peut obtenir l'équation la plus générale des surfaces algébriques qui passent par un nombre déterminé de points fixes ou contiennent certaines courbes fixes.
Deux surfaces (I) se coupent suivant une courbe (C) définie par deux équations de la forme
et il est clair que deux courbes (C) ne peuvent se couper en des points distincts dont le nombre dépasse celui des points communs à trois surfaces ^1). 11 faudra, pour que ce nombre maximum soit atteint, qu'il vait une relation linéaire entre les premiers membres des équations des deux courbes. Par exemple, si les surfaces {"îl) sont des sphères, les courbes (G) seront des cercles; el, pour que deux cercles se coupent en deux points, il faut que Tune des quatre équations qui, prises deux à deux, représentent les deux cercles soit une combinaison linéaire des trois autres.
Cela posé, supposons que les coefficients A/. B, soient des fonctions quelconques de deux paramètres variables a el b : on obtiendra une congruence de courbes (C). Nous allons chercher la condition pour que chacune de ces courbes soit coupée dans le nombre maximum de points par deux courbes infiniment voisines de la congruence.
Substituons aux variables a et b les deux fonctions s et z, de ces variables qui demeurent constantes lorsqu'on associe les courbes de la congruence qui se coupent consécutivement. Si 1 on joint aux équations (a) leurs dérivées par rapport à p
"on aura à exprimer que les premiers membres des équations (2) et (3) sont liés par une relation linéaire 5 ce qui conduit à une
série de i^elations de la forme
(4) M^-^--N^==PA,H-QB,,
où M, N, P, Q sont des fonctions déterminées de p et de p, ; et il faudra qu'il en soit de même lorsqu'on pi^endra les dérivées par rtpport à pi, ce qui donnera les relations analogues
qui doivent avoir lieu, comme les précédentes, pour toutes les valeurs de l'indice i.
On peut résoudre comme il suit le système des équations (4) et (5). Substituons à la fonction A,- la combinaison linéaire
MA,--hNB/,
ce qui ne cliange pas les équations de la courbe (G). L'équation (4) prendra la forme
!|-' = PA, + QB,,
et elle déterminera B/('). Si l'on porte la valeur ainsi obtenue dans la seconde équation (9.) et dans l'équation (5), on est conduit au résultat suivant :
Les ('quatioiis qui déterminent les courbes (G) doivent être de La forme
^^kiOi{x, y,z) = 0, (6) \ ^^^
(') L'iijrpolhèse que l'on néglige, où Q serait nul, ne peut conduire qu'à des cungruences comprises dans la formule générale que nous allons obtenir ou à relies (|ui sont définies par les deux équations
qui ne sont pas données, il est vrai, par le système (G), mais qui sont comprises comme cas particulier dans les formules (12), que nous substituerons plus loin aux équations (6 ).
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les différentes fonctions A/ étant des solutions particulières d'une même équation linéaire
OÙ rt, ft, c désignent des fonctions quelconques de o et de p,.
471. Cette proposition permet d'obtenir sans aucune intégration les congrueaces cherchées. Supposons, par exemple, que l'on veuille déterminer toutes les congruences de cercles pour lesquelles chaque cercle est coupé seulement par deux cercles infiniment voisins, mais en deux points par chacun d'eux. On choisira cinq fonctions quelconques 0/ de deux paramètres a et ,3 et l'on écrira l'équation linéaire de la forme
dont les coefficients sont déterminés par la condition que l'équation admette les cinq solutions particulières ^/. Les cercles de la congruence seront déterminés par les deux équations
où Xi sont cinq fonctions linéaires de x- -4- )- -+- z-, x,y, :■, i, par exemple les coordonnées pentasphériques d'un point, et où
le rapport — est défini par la condition que l'équation différeu-
lielle
soit celle de Tune des caractéristiques de l'équation (8). En eflTet, si l'on ramène l'équation (8) à la forme normale, en intégrant les équations différentielles des caractéristiques, les équations (9) prendront précisément la forme (6).
Revenons à ces équations générales; 0 et s, n'y entrent pas svmétriquement; mais on peut obtenir des formules plus élégantes. Nous avons vu, en effet, au n° Âi)'2. qu'étant donnée une solution quelconque 9 de l'équation (7), il est possible de trouver
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une fonction t, telle que l'on ait
(lo) =„iO + «—, = pO
Oj dp Opi '
G- satisfaisant à une équation de la forme
A chacune des solutions A/ correspondra de cette manière une solution ai de l'équation en t et les équations (6) prendront la forme
où p et p, entrent de la même manière et où les «/ sont des solutions particulières de l'équation (i i). Cette détermination nouvelle des courbes de la congruence donne lieu aux remarques suivantes.
Étant donnée une congruence quelconque, appelons pour un instant surfaces singulières de la congruence les surfaces engendrées par des courbes de la congruence qui se coupent consécutivement. 11 y a généralement (n" 315) autant de séries de surfaces singulières qu'il y a de points focaux sur chaque courbe de la congruence. Ici, au contraire, il y a deux séries seulement de surfaces singulières. Les unes contiennent toutes les courbes de la congruence pour lesquelles p a une même valeur; les autres toutes celles pour lesquelles p, demeure constant. On obtiendrait les unes et les autres en éliminant, soit p, soit p, entre les deux équations (12); nous allons montrer que chacune de ces deux équations (12), considérée seule, représente une surface qui est tangente, en tous les points delà courbe de la congruence, à l'une des deux surfaces singulières qui contiennent celle courbe.
Posons, pour abréger,
(i3) V =^aiOi{x, y,z);
P, considérée comme fonction de p et de p,, satisfera à l'équa-
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fPP dP „ dP
et les équations (12) prendront la forme plus simple àP dP
Si nous différentions totalement ces équations, nous trouverons, en tenant compte de l'équation (i4)?
,dP dH^ ^ ,dP d'-P j
dp 00^ apx ôpi
la différentielle d portant seulement sur x^y, z. L'équation du plan tangent à la surface s =^ const. sera donc
jdP
Op
et il est ainsi établi que la surface représentée par la première des équations ( 1 2 ) ou ( [ 5 ) est tangente en tous les points de la courbe à une des surfaces singulières. S'il s'agit, par exemple, dune congruence rectiligne, les deux équations (i5) représentent les plans focaux de la droite. Si la congruence est formée de cercles, elles représentent deux sphères que l'on pourrait aussi appeler les sphères focales; elles contiennent un des deux cercles infiniment voisins du cercle proposé qui le coupent en deux points.
472. L'étude des congruences spéciales de cercles que nous venons de définir doit être associée à celle de la congruence rectiligne formée par les axes de ces cercles. Soient (K) un'cercle de la congruence et {d) son axe. Les droites (<:/) seront tangentes à deux surfaces fixes (S), (S|); désignons, comme nous l'avons fait jusqu'ici, par les lettres (C) et (G,) les courbes, tracées respectivement sur (S) et (S|), qui sont les arêtes de rebroussement des diverses développables formées par les droites {d). Lorsque le cei'cle (R) se déplace de telle manière que deux de ses positions consécutives se coupent en deux points, il est évident que son axe doit engendrer une développable ; car les axes de deux cercles qui se coupent en deux points vont se couper au centre de la
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sphère qui contient ces deux cercles. On voit donc que, pour obtenir les surfaces singulières de la congruence de cercles, il faudra déterminer les développables formées avec les axes {d) de ces cercles. On obtiendra ces développables lorsque la droite [d) se déplacera de manière à rester tangente à une des courbes (G) ou (G,). A chaque cercle (K) correspondent deux points M, M, où l'axe du cercle est tangent respectivement à (S) et à (S,). Décrivons de ces points comme centres deux sphères (S), (S,) contenant le cercle (K.). Lorsque le point M décrira une courbe (G), la sphère (S) enveloppera une des surfaces singulières qu'elle touchera suivant les positions successives du cercle (K.). Lorsque le point M| décrira de même la courbe (G)), la sphère (S|) enveloppera une surface singulière de l'autre série qu'elle touchera suivant les positions successives du cercle (K). Ges relations géométriques sont à peu près évidentes; elles résultent de ce que les sphères (S) et (S|) contiennent chacune, en même temps que le cercle (K.), un des deux cercles infiniment voisins qui le coupent en deux points. On voit qu'aux deux familles de surfaces singulières correspondent, sur (2) par exemple, deux familles de courbes conjuguées décrites par le point M, les courbes (G) tangentes aux axes [d) et les courbes (D) qui correspondent (n" 319) aux courbes (G)) tracées sur(S)).
Les remarques précédentes montrent qu'il convient d'associer l'étude des congruences de cercles à celles des surfaces enveloppes de sphères.
Gonsidérons une sphère définie en coordonnées pentasphériques par l'équation
Xi ■= o,
et supposons que les cinq quantités Ui soient des fonctions quelconques de deux paramètres a et (^. Il y aura toujours une équation de la forme (8) admettant les cinq solutions particulières «/. Supposons cette équation ramenée à la forme normale (^) et proposons-nous de rechercher la propriété géométrique qui caractérise les courbes de paramètres p et p, tracées sur l'enveloppe des sphères.
Ghaque sphère touche cette enveloppe (E) en deux points A et
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B, qui sont définis par l'équation (i6) jointe aux deux suivantes :
Si l'onfait varier infiniment peu s etp,, on aura deux nouveaux points de contact A' et B'; cherchons la condition pour que les quatre points A, B, A', B' soient sur un même cercle et, par suite, dans un même plan.
L'équation générale des sphères passant par les points A et B est évidemment
(18) ^(XM,-r-.u.-^ — u,-^ ja:/ = o,
)v, |JL, a, étant trois arbitraires. Pour que l'une de ces sphères contienne les points A', B', il faudrait que l'on ait
lorsqu'on passera de A à A' ou de B à B'.
Or, si l'on différentie les équations (i6) et (17), on trouvera, en tenant compte de l'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfont les cinq quantités iii,
2^ iti dxi = o,
L'emploi de ces formules permet de ramener l'équation (ig) à la forme
et cette nouvelle équation devra être vérifiée lorsqu'on y remplacera les quantités jci par les coordonnées des points A et B. Cela ne peut arriver, en général, que si l'équation est identiquement vérifiée, ce qui donne les deux conditions
•j.dp = o, ui dpi = o.
D — II. o,
On obtient donc les deux solutions
[j. — o, d^i = o; [Xj = o, do = o.
Pour la première, par exemple, on a
dpi = o,
et les sphères représentées par l'équation
(20) / ( Xtf; -{- tJii -r-^ \Xi
àp
passent, quel que soit le rapport , par les quatre points A, B,
A', B'. Ces quatre points sont donc sur un cercle, et nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Sur tonte enveloppe de splières à deux paramètres, il y a en général deux séries de lignes que nous appellerons lignes principales de V enveloppe ; elles sont définies par cette propriété que, lorsqu'on se déplace sur l'une d'elles, les quatre points de contact des deux sphères infiniment voisines avec l'enveloppe soient sur un même cercle que nous appellerons cercle principal. Les lignes principales sont les caractéristiques de l'équation aux dérivées partielles qui admet comme solutions particulières les cinq coordonnées homogènes des sphères variables (*).
Lorsque les quatre points de contact, deux à deux infiniment voisins. A, B, A', B' sont sur un même cercle, les cordes de contact AB, A'B' se rencontrent; par suite, les plans focaux de la droite
(') Nous avons admis que la sphère représentée par l'équation (19)^ ne peut con-
Lcnir, quand le rapport '' ' ' varie, les deux points A et B. Cela est vrai, en
généi'al; mais on reconnaîtra aisément qu'il n'en est plus de même dans le cas exceptionnel où les cinq fonctions
Zt^c^i' Zi-ài^" 1^^" IV" 2-^^^
ne sont pas linéairement indépendantes. Mais alors les quantités u- ne seront pas linéairement indépendantes; l'enveloppe sera une surface anallagmatique, les cordes de contact des sphères iront passer par un point fixe, et les lignes principales seront indéterminées.
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AB sont tangents, sur les deux nappes, aux lignes principales; ces lignes se trouvent donc sur les développables de la congruence engendrée par la corde de contact des sphères. Cette proposition pourrait leur servir de définition; mais elle mettrait moins bien en évidence la propriété essentielle des lignes principales qui est de se conserver par l'inversion, comme le montre immédiatement la définition que nous avons adoptée.
D'après les résultats précédents et la formule (20), l'un des cercles principaux aura pour équations
diii
et, si Ton rapproche ces résultats de ceux que nous avons obtenus au n° 470, on reconnaîtra immédiatement que toute congruence de cercles dans laquelle chaque cercle est rencontré par deux cercles infiniment voisins seulement est formée par les cercles principaux d'une enveloppe de sphères.
473. C'est ici le lieu de faire connaître une proposition qui est due à M. Ribaucour (*).
Considérons une surface (2) et soient x, >-, z les coordonnées d'un de ses points. L'équation
< 22) Xî — Yî — Z- — 2:rX — lyX — izZ — t^ — y^ — ^^ — R2 = o
représente une sphère ayant son centre sur la surface. Supposons que la valeur de R soit déterminée pour chaque point de la surface; la sphère enveloppera une des surfaces à deux nappes que nous venons de considérer d'une manière générale. Nous allons montrer que les lignes principales de cette enveloppe correspondent à un système conjugué tracé sur (2).
Prenons comme variables les paramètres p, p, du svstème conjugué qui correspond à la fonction x- -h >'- — z- — K- (n" 107 ) [I, p. i35]. Alors les fonctions
K X, y. z, J7Î —yi — ^2 _ R2
(') A. RiBACCOUR, Sur une propriété des surfaces enveloppes de sphères {Comptes rendus, t. LWII, p. i334 ; 1868).
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satisferont à une équation linéaire de la forme (i i) et le premier membre de l'équation (22) sera un cas particulier de l'expression générale définie par l'équation (i3), correspondant aux valeurs précédentes des fonctions «/. Les formules (12) deviendront ici
Elles définissent la corde de contact de la sphère variable (22 ) avec son enveloppe. Si l'on remarque maintenant que, d'après la théorie générale, les deux plans représentés par les équations précédentes sont les plans focaux de cette corde de contact, on sera conduit au théorème de M. Ribaucour :
Si une sphère variable dépend de deux paramètres, la corde de contact de cette sphère avec son enveloppe engendre une congruence dont les développahles correspondent à deux familles de courbes conjuguées tracées sur la surface des centres (S), et les tangentes à ces courbes en un point de {^) sont perpendiculaires aux plans focaux de la corde correspondante.
En adoptant les définitions précédentes, nous voyons que les cercles principaux de l'enveloppe ont pour axes les tangentes aux deux familles de courbes conjuguées tracées sur la surface des centres.
474. Si l'on examine la démonstration que nous avons donnée du théorème de M. Ribaucour, on reconnaît que la sphère n'y intervient que d'une manière accessoire et, en quelque sorte, comme élément de construction. Rien ne serait changé aux résultats si l'on substituait à l'équation (22) la suivante
C2(X, Y, Z ) — 2^X — 2jkY — 2^Z -h 0 = o,
où cp(X, Y, Z) désigne une fonction absolument quelconque de X, Y, Z, Q étant d'ailleurs une fonction donnée d'une manière arbitraire des paramètres qui fixent la position du point [x^y^'z) sur la surface. Cette remarque permet de former un grand nombre
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de théorèmes analogues à celui de M. Ribaucour. Xous signalerons seulement le suivant :
U, V, W, P désignant des coordonnées tangenlielles, écrivons l'équation
(24 ) vt ^ v^ — w^ - p — r va - — n - -t- w^ = o,
qui représente une sphère ayant son centre sur la surface (S). Soient maintenants, s, les paramètres du système conjugué, tracé sur cette surface, qui correspond à la fonction R (n** 107) et non plus à la fonction x- -rV- ^ z- — R-. Alors x, y, z-, R seront quatre solutions particulières dune équation de la forme
àpdpi ôp opi
et, si Ton remplace 0 par OR, on reconnaîtra que ^' o ' 5» » satisfont encore à une équation toute semblable, de sorte que l'on pourra appliquer le théorème général à l'équation (24) divisée par R. Les deux équations
auxquelles on est conduit, définissent une droite qui est l'intersection des plans tangents à la sphère aux deux points où elle louche son enveloppe. Elle se trouve dans le plan tangent à (-) et elle est la polaire de la corde de contact par rapport à la sphère. D'après la proposition générale, interprétée en coordonnées tangentielles, les deux points focaux de cette droite sont déterminés par chacune des équations précédentes, considérée seule. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Etant donnée une sphère variable dont le centre décrit une surface (S), les deux plans tangents à cette sphère aux points où elle touche son enveloppe se coupent suivant une droite située dans le plan tangent correspondant de (S). Les développables de la congruence engendrée par cette droite correspondent à deux familles de courbes conjuguées tracées sur (2) ;
et les tangentes à ces courbes en un point de (S) vont couper la droite correspondante de la congruence en ses deux points focaux.
475. Ainsi, à chaque enveloppe de sphères on peut faire correspondre deux syslèmes conjugués tracés sur la surface (S). Lorsqu'on se déplace sur une courbe appartenant au premier système, les quatre points de contact de deux sphères consécutives avec l'enveloppe sont dans un môme plan; si l'on se déplace au contraire sur une courbe du second système, les quatre plans de contact de deux sphères consécutives vont concourir en un même point. Ces deux systèmes conjugués sont, en général, distincts; mais ils peuvent devenir identiques. Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment, lorsque les points de la surface sont définis par deux variables quelconques a et [3, que l'équation linéaire de la forme (8) dont les coefficients sont déterminés par la condition qu'elle admette les solutions particulières i, x,y, z, R, admette aussi la solution particulière
Nous reviendrons sur cette condition; lorsqu'elle sera remplie, on pourra ramener l'équation linéaire à la forme normale
()2 0 c)ô , dO
^ ^^ dp dpi dp dpi
p et p, seront les paramètres du système conjugué tracé sur (S) et l'équation précédente devra admettre les cinq solutions
Si l'on y substitue x- 4-Ji'- + s- — R-, en tenant compte de ce fait que x, y, z, R sont déjà des solutions particulières, on trouvera la relation
que nous allons interpréter géométriquement.
Soient {/Ig. 3i) M le centre de l'une des sphères, A et R les
dx dx dy dy dz dz
dR dR
dp dpi dp dpi dp dpi
dp dpi
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points de contact de cette sphère avec Tenveloppe, C et D les points focaux de la droite CD d'intersection des plans tangents en A et en B. Nous allons montrer que les plans focaux de la droite AB passent respectivement par C et par D.
Nous avons vu que les plans focaux de AB sont représentés par les deux équations (aS). Considérons celui qui est représenté par l'équation suivante :
^ ' d-j -^ ' do dp op
Les points focaux de CD sont représentés de même en coordonnées tangentielles par les équations (26); celui qui est défini par la seconde aura pour coordonnées
dp
, VR/ àpi\H' dpi \ R /
dp,[^) àpi[R) dpX^)
ou, en réduisant,
R dx dR ôpi'
R dv t/R c»pi'
R dz dR dpi
àpi
dp.
Si l'on exprime que ce point est dans le plan focal précédent, on retrouve précisément 1 équation (28».
Il est donc établi que les plans focaux de AB passent par les points CetD; et, comme ils sont respectivement perpendiculaires aux deux tangentes conjuguées MC, MD, le point O où AB coupe
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le plan tangent en M sera le point de concours des hauteurs du triangle MCD. De plus, d'après un théorème de Géométrie élémentaire, les deux angles GAM, DAM étant droits, il en sera de même de l'angle CAD.
Les développables de AB correspondent à celles de GD, puisque les unes et les autres correspondent aux courbes du système conjugué tracé sur (S); et, de plus, les plans focaux de AB contiennent les points focaux de CD. Donc (n° 424) les tangentes AC et AD seront conjuguées par rapport à la nappe décrite par le point A; et, comme elles sont rectangulaires, elles seront tangentes en A aux lignes de courbure. Gomme on peut répéter le raisonnement pour la nappe décrite par le point B, on voit que les développables de la congruence formée par la droite AB intercepteront sur les deux nappes de l'enveloppe leurs lignes de courbure. Si l'on considère les droites MA comme des rayons incidents qui se réfléchissent sur la surface des centres (S) suivant les rayons MB, on retrouve les systèmes étudiés par Dupin(n° 4o9), dans lesquels les développables formées par les rayons incidents se conservent après la réflexion. Ces développables découpent sur la surface des centres le système conjugué que nous avons considéré au n° 453.
Réciproquement, supposons que les lignes de courbure de la nappe décrite par le point A correspondent à celles de la nappe normale aux rayons réfléchis. D'après la démonstration du n"451, les tangentes en A et en B aux lignes de courbure se couperont en des points G et D situés nécessairement dans le plan tangent en M, et les plans focaux de la droite AB seront les plans ACB, ADB.
Donc (n" 423) G et D seront les points focaux de la droite GD. Les deux systèmes conjugués tracés sur (S) deviendront identiques, puisque les deux paires de tangentes conjuguées relatives à ces deux systèmes se confondent en une seule, formée des droites MC, MD.
476. Les relations géométriques se présentent maintenant en grand nombre. On voit que, lorsque le point A décrit une ligne de courbure de la nappe correspondante, toutes les droites AM, AG, AD, BG, BD, GD, AB, BM, CM, DM décrivent en même temps des développables. H y a trois paires de tangentes con-
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juguées : MC et MD pour la surface décrite par le point M; AC, AD et BG, BD pour les surfaces décrites par les points A et B.
Décrivons des points C et D comme centres deux sphères (S|) et (So) passant par A et par B, qui seront nécessairement tangentes en ces points aux lignes de courbure des deux nappes. Ces sphères, qui sont orthogonales, se couperont suivant un cercle (K") ; ce cercle a pour axe la droite CD et coupe à angle droit en A et en B la sphère de centre M. Supposons maintenant que le point M se déplace de telle manière'que le point A, par exemple, décrive la ligne de courbure dont la tangente est AD. La sphère (S,) de centre C enveloppera une surface à lignes de courbure circulaires et la touchera suivant le cercle (K). En effet, la sphère, étant constamment tangente à la courbe décrite par A, sera coupée par la sphère infiniment voisine suivant un cercle passant en A; et, d'autre part, la courbe décrite par le point C ayant CD pour tangente, ce cercle aura pour axe la droite CD. 11 coïncidera donc avec le ceixle V^^)-
Si l'on fait maintenant décrire au point A l'autre ligne de courbure de la nappe ( A\ la sphère de centre D enveloppera une surface à lignes de courbure circulaires, qu'elle touchera aussi suivant le cercle (Kl
Nous obtenons ainsi deux familles distinctes de surfaces à lignes de courbure circulaires se coupant mutuellement à angle droit suivant leurs lignes de courbure circulaires, qui sont les différentes positions du cercle (K). D'après le théorème du n° 441, ces deux familles de surfaces sont orthogonales à une troisième famille. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Toutes les fois qiCune sphère variable dépendante de deux paramètres enveloppera une surface sur les deux nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent, le cercle (K) qui est normal à la sphère variable et la coupe en ses deux points de contact coupe à angle droit toute une famille de surfaces. A cette première famille on peut associer deux autres familles orthogonales formées des surfaces à lignes de courbure circulaires obtenues en associant les positions successives du cercle (K) qui se coupent consécutivement .
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477. La découverte de ces systèmes triples orthogonaux est due à M. Ribaucour ('). Ils constituent une belle généralisation de celui qui est formé par une famille de surfaces parallèles et les développables trajectoires orthogonales. M. Ribaucour y a été conduit par le théorème suivant :
Lorsque les cercles d' une congruence sont normaux à plus de deux surfaces, ils sont normaux à une infinité de surfaces sur lesquelles les lignes de courbure se correspondent et qui constituent^ par suite, une des trois familles d' un système orthogonal.
Pour établir cette proposition, nous envisagerons d'abord les cercles normaux à deux surfaces quelconques (A) et (B). On démontre aisément que ces cercles forment une congruence. Pour les obtenir tous, il suffît de construire une des sphères (S) tangentes à (A) et à (B) : le cercle qui passe par les points de contact de celte sphère avec (A) et (B) en coupant la sphère à angle droit est l'un des cercles cherchés, La surface (S) qui contient les centres des sphères (S) a été considérée par Gergonne; elle est le lieu des points d'où l'on peut mener aux deux surfaces (A) et (B) des normales de longueur égale. Si des rayons lumineux normaux à (A) et partant de (A) se réfléchissent sur la sux-face (S), ils deviendront après la réflexion normaux à (B), et le chemin total parcouru par la lumière sera le même que s'ils étaient partis des différents points de (B).
Gela posé, soit
(29) ^UiXi=0
l'équation en coordonnées pentasphériques de l'une des sphères (S). Les quantités ut dépendent de deux paramètres variables a et [B, et l'on obtiendra les points de contact de la sphère avec les
(') A. Ribaucour, Sur la déformation des surfaces {Comptes rendus, t. LXX, p. 33o; 1870). Sur les systèmes cycliques (Même Recueil, t. LXXVI, p. 47*^; 1878). Sur les faisceaux de cercles (Même Recueil et même tome, p. 83o).
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deux nappes (A ) et (B) de l'enveloppe en joignant à l'équation précédente ses deux dérivées par rapport à a et à ^3
,«. N "V^ ()mj '^^ dut
Ces deux équations représentent un cercle qui passe par les points de contact de la sphère. Mais, si l'on a multiplié les quantités Ui par une fonction telle que l'on ait
les deux sphères représentées par l'équation (3o) couperont à angle droit la sphère (S) en vertu des relations
qui dérivent de l'équation (3i) (n° 156). Par suite, les deux équations (3o) représenteront tous les cercles (K) normaux aux deux surfaces (A) ei (B).
Supposons maintenant que ces cercles soient normaux à une troisième surface (C). En raisonnant sur les deux surfaces (A) et (C) comme nous l'avons fait avec (A) et (B), on sera conduit à des équations nouvelles pour les cercles (K). Si l'équation
représente les sphères tangentes à (A) et à (C), et si l'on a choisi les fonctions f/, de telle manière que Ion ait
le cercle (K) sera encore défini par les équations
qui devront être équivalentes aux précédentes (3o). Il faudra
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donc que l'on ait
dui
pour toutes les valeurs de l'indice i. En éliminant vi^ on sera conduit à une équation aux dérivées partielles de la forme suivante
(34) A— — --hB- — TK + G -^-- -+- D 1-E— ^=0,
qui devra être vérifiée par les cinq quantités ui.
Nous avons au Livre II [I, p. 237] introduit la notation àes six coordonnées de la sphère. Il suffit de joindre aux cinq quantités Ui qui figurent dans l'équation de la sphère la sixième Uq qui est définie par la relation identique
Ici cette sixième coordonnée sera égale à ± i, d'après la relation (21) et, par suite, elle sera aussi une solution de Féquation (34)- Nous pouvons donc interpréter comme il suit la condition trouvée. Les six coordonnées de la sphère (S) doivent satisfaire à une même équation aux dérivées partielles du second ordre. Cette propriété a lieu, en efî'et, lorsque la sixième coordonnée est réduite à une constante, et elle subsiste évidemment quand on multiplie toutes les coordonnées par une fonction quelconque de a et de ,3.
Il est aisé maintenant de reconnaître que la condition précédente, qui est nécessaire, est aussi suffisante. En effet, si l'on désigne par x^y., z\.ç,% coordonnées cartésiennes du centre de (S) et par R son rayon, on déduira facilement des développements donnés au Chapitre VI [I, p. 21 3] que les six coordonnées de la sphère sont des fonctions linéaires de
)., \x, ly, Iz, \\\, \{x'--hy^-\-z^—K'^),
\ étant un facteur de proportionnalité. Si on le réduit à l'unité, on reconnaît que
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doivent satisfaire à* une même équation linéaire aux dérivées partielles. On retrouve ainsi la condition qui nous a servi de point de départ; et, par suite, le théorème de M. Ribaucour est complètement établi.
On démontrerait de même que, si des cercles sont normaux à deux surfaces et si chacun d^eux est rencontré en deux points par un des cercles infiniment voisins, tous ces cercles sont normaux à une famille de surfaces.
478. Les svstèmes que nous venons d'étudier et auxquels M. Ribaucour a donné le nom de systèmes cycliques jouent le rôle le plus important dans la théorie des surfaces à courbure constante. Pour le moment, nous allons rechercher comment on peut effectivement obtenir de tels systèmes, c'est-à-dire, d'après les propositions précédentes, des enveloppes de sphères pour lesquelles les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes.
Nous nous donnerons d'abord la surface (I!) décrite par les centres des sphères, et nous chercherons à déterminer le ravon R des sphères de manière à satisfaire à la condition énoncée. Gela revient à déterminer les rayons incidents qui se réfléchissent sur (S) et dont les développables sont conservées par la réflexion.
Soient a et ^ les paramètres d'ailleurs quelconques qui fixent la position du point {x, y, z) sur (2). Il faudra exprimer qu'il existe une équation de la forme (34) admettant les cinq solutions
Désignons par la notation 1.3G) Dat^Ctti, «î, «3, «i, «3, Us)
le déterminant formé avec six fonctions, leurs dérivées premières et leurs dérivées secondes ; on voit que R devra satisfaire à l'équation du second ordre
^37) Da?(x,j, ;,i,R,xî--j'î-^!-R!, = o.
En posant, pour abréger,
( 38) dx^- - dy'- — dz'- ^ E di.'- - %¥ du d'i — G rf?*,
on ramènera aisément l'équation précédente à la forme
ÔT.Ô'i
'dRy
dx d'x
dx
Si l'on suppose, par exemple, que a et (3 soient les coordonnées rectangulaires x etj', on trouvera, après quelques réductions,
- {Pq—P'q'){rt'— tr') + (i -^ ^2_ ç['^)(^rs'— sr') = o,
les lettres p, q, ;•, .9, t désignant les dérivées de z et les lettres accentuées celles de R.
Cette équation du second ordre est celle que nous avons intégrée dans le Chapitre précédent lorsque la surface (S) est du second degré. On en connaît toujours des solutions particulières, qui correspondent au cas où la sphère mobile ayant son centre sur (S) couperait sous un angle constant une sphère fixe. Dans ce cas, en effet, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de l'enveloppe (n" 17i2); et, du reste, le déterminant (37) est évidemment nul, puisqu'il y a une relation linéaire entre les six fonctions avec lesquelles il est formé.
Prenons, par exemple
R = nz.
Alors, si l'on considère des rayons incidents parallèles à l'axe des z et qui se réfractent en rencontrant la surface (S), l'anticaustique normale aux rayons réfractés sera (n°450) l'enveloppe de toutes les sphères dont les rayons sont définis, en chaque point de la surface, par la formule précédente, pourvu que la constante Ji soit égale à l'indice de réfraction. Cette enveloppe se composera de deux nappes qui correspondront à des valeurs égales et de signes
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contraires de l'indice de réfraction. Comme la valeur précédente de R satisfait à l'équation (Sg), les lignes de courbure se correspondront sur les deux nappes de l'enveloppe, et elles correspondront à un système conjugué tracé sur la surface (Z).
Soient 0 et o, les paramètres des deux familles qui composent ce svstème conjugué. Nous avons vu plus haut que l'on aura
dx dx dy ây dz dz r)R dK _
Si l'on remplace Rpar nz-, il viendra
dx dr . ày dy . , <^- ^-
Construisons la surface (-') obtenue en diminuant les coordonnées z de tous les points de (S) dans le rapport de y i — ri- à I , c'est-à-dire la surface lieu du point
Le système (p, p,) sera encore conjugué sur celle surface. De plus l'équation (4o) prendra la forme
dx' dx' dy' dy' dz' dz' __ dp dpi dp dpi dj àzi
et, par conséquent, le système conjugué, étant orthogonal, sera formé des lignes de courbure de (-'). Ainsi :
Les lignes de courbure des anticaustiques par réfraction relatives à un système de rayons incidents, normaux à un plan
(P), qui se réfractent sur une surface (-), correspondent aux lignes de courbure de la surface (-') obtenue en diminuant les ordonnées normales à (P) des différents points de (S) dans le rapport de \^ \ — n- à \ .
Celte proposition, qui est équivalente à celle que nous avons donnée [I, p. 262], fera connaître les lignes de courbure des anticaustiques dans un grand nombre de cas et, en particulier, lorsque la surface (2) sera du second degré.
Nous donnerons ici une règle commode pour déterminer
dans le cas le plus général, les équations tangentîelles de ces anticaustiques.
Désignons par x^ y, z les coordonnées d'un point de la surface dirimante (S). Soit
(4i) ax ^ by -~- cz -^Z =^ o
l'équation du plan normal aux rayons incidents. De chaque point de (S) comme centre, avec le rayon
^ ax-[-by-T-czA-^
il faut décrire une sphère dont l'enveloppe donnera l'anticauslique (A'). On peut toujours supposer, pour simplifier, que l'équation du plan a été multipliée par une constante convenable, et que l'on a
ce qui donne pour le rayon R la valeur
(43) ' ^ =^ ax -r- by -i- cz -\-o.
L'équation tangentielle d'une sphère de centre [x^y^z) et de rayon R est
IIX -i- Vy -^ W Z -r- p -r- R \' U'^ -t V'^ -r- W'^ = O
Remplaçons R par sa valeur et supposons
(44) ii^'-^v''--^w'^=i;
nous aurons à prendre l'enveloppe des sphères représentées par l'équation
quand le point (^, y^ z) décrit la surface (S). Le résultat est évident; nous trouverons l'équation tangentielle de la surface dans laquelle on aurait remplacé u, v^ w^ p par u -^ a^ v -\~ b^ w -\- c, p -\-Q. Ainsi :
Pour obtenir l'équation de l' anticaustique relative aux rayons incidents qui sont normaux au plan représenté par
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V équation (40' ^^ cherchera r équation tangentielle homogène
/(", V, w, p) = o de la surface dirimante . Celle de l' anticaustique sera alors
f(u^a, v -z- b, w -T- c, /> -:- 0 ) = o, u, V, iv étant supposés maintenant reliés par Inéquation
Considérons, par exemple, une surface à centre du second degré, rapportée à ses axes de symétrie. Son équation sera
et, par conséquent, celle de l'anticaustlque (A) deviendra
(47) {p^c.y-^x{u^aY^B{v-^by-—C{w-^cy-.
Cette équation développée est de la forme
( 48 ) (/) -r- 0 )- = a i<- -4- 3 t- -h- Y iv2 -f- 9. a' M -f- 2 3' p -T- 2 y' «f ,
déjà considérée au n° 4o7. Elle représente, avec des axes convenablement choisis, la surface la plus générale définie par la condition à^étre corrélative dUine surface du quatrième ordre à conique double et d'admettre elle-même comme conique double le cercle de V infini.
Réciproquement, il est possible de démontrer qu'une surface de cette définition peut être considérée comme une anticaustique relativement à quatre surfaces diff'érentes du second degré. Si l'on identifie, en effet, les équations (47) et (48), on sera conduit à la relation
(a — A)if2-^(^ — B)p2-^(Y — C)tv2
-^ 7.{x' — ka)u ~- i{'^' —Bb)v -^ i(-{ - Cc)w — ka'—^b'-—Cc^'=o.
Elle ne peut avoir lieu que si Ion a
x'=Aa, ^'=B6, 'f' = Ce, a — A^À, ^ — B = À. Y — G=À, X = Aa2-i-B6--+- Ce'-.
On obtient ainsi
L'équation en X fera connaître quatre valeurs différentes de cette inconnue, auxquelles correspondront quatre surfaces différentes du second degré. Ces surfaces seront homofocales; l'indice relatif à chaque réfraction aura pour valeur
(49) n = s/i- fÇk);
et, par suite, la réfraction ne se changera en une réflexion que dans le cas exceptionnel où l'équation en \ aura une racine double (').
48L Dans les applications précédentes, nous avons considéré comme donnée la surface des centres (S), et nous avons cherché le rajon R, c'est-à-dire nous avons déterminé les rayons incidents. Donnons-nous maintenant les rayons incidents, qui seront normaux à une surface (A), et proposons-nous de déterminer les surfaces (S) sur lesquelles on peut faire réfléchir ces rayons de tefle manière que les développables soient conservées par la réflexion. D'après le théorème de Dupin, ce problème peut s'énoncer ainsi :
Étant donnée la surface (A), déterminer toutes les surfaces (S) sur lesquelles les développables formées par les normales de (A) découpent un réseau conjugué.
Soient^, jK, z les coordonnées d'un point de (A), c, c', c" les cosinus directeurs de la normale en ce point. Rapportons la surface au système de coordonnées (p, p,) formé par les lignes de
C) Consulter sur ce sujet :
Laguerre, Sur la tratisformation par directions réciproques {Comptes rendus, t. XCII, p. 71 ; 1881 ).
Darboux, Détermination des lignes de courbure de toutes les surfaces de quatrième classe, corrélatives des cyclides, qui admettent le cercle de l'infini comme ligne double (même Recueil et même tome, p. 29).
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courbure. Nous aurons les équations d'Olinde Rodrigues
/ex '^•^ , o '^^ ày ^ de' dz de
OÙ R et R, désignent les deux rayons de courbure principaux. Si l'on pose
(52) X=x^cf{, Y^r^c'R, Z = c — c'R,
X, 1: , Z seront les coordonnées de l'un des centres de courbure et devront être des solutions particulières d'une équation de la forme
dp ùpi dp ' ôpi
que l'on obtiendrait en éliminant x et c entre les trois premières équations des groupes (5o), (5i) et (02), mais qu'il est inutile de former; on reconnaît immédiatement que sa solution générale s'obtiendra en prenant les valeurs les plus générales de)v, u satisfaisant aux deux équations
ici\ ^^ . Ti^'^ àl _ dix
^^^> dp--^d^=^^ di,^^%,=^'
et en les portant dans la suivante
(55) e = À-H{xR.
Cette remarque nous donne la solution de la question proposée. Nous avons vu, en effet (n° 418), comment on détermine toutes les surfaces (I) qui sont coupées suivant des courbes conjuguées par les développables d'une congruence, lorsqu'on connaît une des surfaces focales de la congruence et le système conjugué tracé sur cette surface. Appliquons cette solution générale à la congruence formée par les normales de la surface (A). Les coordonnées homogènes du centre de courbure étant X, Y, Z, i, on aura ici, en appliquant les formules (5) [p. 222],
^'-^dp-^^' ^«-V.-^^' ^^ = ^d-p-^d^^
34o LIVRE IV. — CHAP. XV.
Q étant la solution la plus générale de l'équation (53) et Xg, Yo, Zfl, Tq désignant les coordonnées homogènes du point de la surface cherchée (S). Si l'on remplace X, Y, Z, 8 par leurs valeurs déduites des formules (Sa) et (55), on trouve ainsi
(56) Xi=x — c^, Yi = y — c'-, Zi = z — c"-,
X,, Y,, Z, désignant maintenant les coordonnées rectangulaires du point cherché et X, pi les solutions les plus générales du système (54).
On voit que tout se ramène à l'intégration de ce système (54)- On en connaît déjà des solutions particulières
1 = X- -r- y- -i- z'^ , Il = -icx -i- ic'y -+- 2c" z.
Par suite, si l'on élimine X entre les deux équations (54), on sera conduit à l'équation aux dérivées partielles suivante
qui, devant admettre les solutions particulières c, c', c", sera nécessairement V équation tangentielle relative au système conjugué formé par les lignes de courbure de la surface (A).
Nous avons vu (n° 162) que l'intégration de cette équation équivalut à la détermination de toutes les surfaces ayant même représentation sphérique de leurs lignes de courbure que (A).
La sphère qui est normale au rayon incident et au rayon réfléchi a son centre au point (X,, Y,, Z,) et elle touche la surface (A) au point (^, y., z). Son équation s'obtient donc sans difficulté; on peut lui donner la forme suivante :
( +c(X — a;)4-c'(Y— jk) + c"(Z — ^) = o.
Pour déterminer les points où elle touche son enveloppe, on la différentiera successivement par rapport à p et à p, , ce qui donnera.
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en tenant compte da système (54), les deux équations
\ «♦?! «'Pi «Pi
qui représentent un cercle coupant la sphère aux deux points cherchés.
L'un de ces deux points est évidemment le pied de la normale
Les pians tangents en ce point aux trois sphères représentées parles équations (58), (Sg) s'obtiennent immédiatement; ce sont le plan tangent et les deux plans principaux de la surface (A). Par suite, les trois sphères sont orthogonales et le cercle représenté par les équations (59) est celui qui est normal aux deux nappes de Venveloppe.
482. Comme on peut toujours ajouter à u. une constante p^ sans que le système (54) cesse d'être vérifié, on voit que les enveloppes des sphères représentées par l'équation
(60) \ •-:pDX-x).^(Y-^).-rz-.)^]
! -^c(X-jr)^c'(Y— jr)--c^(Z-5) = o
admettront comme trajectoires orthogonales tous les cercles représentés par les équations (59). Nous obtenons ainsi le système triple orthogonal dont nous avions établi l'existence au n" 476; et les valeurs de p^ pi, c^ tirées des formules (Sp) et (60) seront les paramètres des trois familles qui le composent. Voici quelques formules relatives à ce système : Introduisons la fonction auxiliaire h définie par la relation
(6i) X - 2-)î-T- (Y -yy-^ (Z - -;- = - 2X6.
Les formules (69) et (60) pourront être remplacées par le système suivant :
c(X-^)+ C' (Y-J)+ C" (Z-z)-0(,JL-^p2),
— (X — .r)+ — -(Y— jk)+ ^T-(Z — ^)^ 0 1^ ^
<Jp
c*pi
dpi
()pi
Ces équations peuvent être résolues par rapport à X, Y, Z et nous donnent
V A/ X ^ du. de % du. de
e dp dp g dpi dp^
^ c, . , % d\x de' 6 du. de'
Y ~y — 0(u4- Pi)c' -\- - V- -^ 1 "- — ^'
e c^p dp ^ dpi dpi
r, Q . , „ 6 du de" 0 du. de"
e dp dp g dpi dpi
e el g étant les quantités définies par l'identité
( 64 ) dc^-h dc'^ + ^c'2 =edp'^-h g dp \ .
Si l'on porte les valeurs de X, Y, Z tirées des formules (63) dans l'équation (61), on aura la relation
2X , ^,1 /da\2 I /du. \2
qui fera connaître 9.
Des différentialions nous donneront ensuite les dérivées de X, Y, Z par rapport à p, p,, p2. On trouve ainsi
dX d?
ô Tp
de
dja
dp
dX
= f^t^^ft
dX d,3,
6 dp^
dfx dpi
et des formules analogues pour les dérivées de Y et de Z. Ces valeurs permettent de vérifier aisément les relations d'orthogonalité. On en déduit, pour l'élément linéaire relatif au système
LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES
orthogonal, la formule
Ob'
(68) rf.'-=e^-<si-l -^ ]edp^-^\ -^ ]s^dp\,
où il faudra remplacer h par sa valeur tirée de l'équation (65).
Lorsqu'on donnera à p^ différentes valeurs constantes, on aura les différentes surfaces qui sont les trajectoires orthogonales des cercles représentés par les équations (09). La surface (A) correspond à l'hypothèse po = x. Il résulte d'ailleurs de la forme des expressions de X, Y, Z, f) par rapport à p^ que quatre trajectoires orthogonales fixes couperont chaque cercle en quatre points dont le rapport anharmonique sera constant. M. Ribaucour a beaucoup insisté sur cette propriété et en a déduit différentes conséquences.
Si l'on prend pour les cosinus directeurs de la normale à une des surfaces les valeurs y, y', y'' définies, en grandeur et en signe, par des formules telles que les suivantes
les rayons de courbure principaux R', R', de la surface seront définis par les relations élégantes
' (>p dp L A J '(>,:, 0;,, L A J
Si l'on se reporte à \dijîg. 3i en supposant que x, y, z soient les coordonnées du point A, on déterminera aisément tous les éléments de la figure. Les coordonnées de M et de B seront données par les formules (56) et (63) j celles de C et de D par les suivantes
de dx
-. .00 , dp
\ de dx
\ <^Pl àpi
auxquelles on ajoutera les valeurs analogues pour \ et Z.
Xi, =x — l -^ = r — A -^ O'J. ok
La détermination des systèmes orthogonaux précédents repose sur l'intégration du système (54). Si l'on prenait pour \ et [j. les combinaisons linéaires suivantes
X = hx -+- ky -h Iz '
ij. = hc -4- /iC' -+- le" -
r- Pi -1- i?i{cx-'- c'y -+- c"z)
des solutions signalées plus haut, on retrouverait le cas particulier déjà étudié [T, p. aSS et suiv.], dans lequel les cercles de la congruence sont normaux deux fois à une sphère ou à un plan. La détermination complète des systèmes orthogonaux correspondants exige seulement l'intégration de l'équation différentielle des lignes de courbure sur la surface proposée.
483. La proposition fondamentale, d'après laquelle les six coordonnées de la sphère qui enveloppe une surface sur les deux nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent satisfont à une même équation linéaire du second ordre, peut recevoir un grand nombre d'applications. Nous verrons, par exemple, que, lorsque les six coordonnées satisfont à l'équation élémentaire
dctd^
la sphère enveloppe la surface la plus générale ayant ses lignes de courbure sphériques dans les deux systèmes; de sorte que la détermination de toute surface à lignes de courbure sphériques dans les deux systèmes se ramène à celle de six fonctions A/ de a et de six fonctions B/ de [i> vérifiant l'identité
On obtiendra de même toutes les surfaces à lignes de courbure sphériques dans un seul système en déterminant toutes les sphères dont les six coordonnées satisfont à une équation linéaire dont un des invariants est égal à zéro. Nous nous contenterons maintenant de ces indications; et nous terminerons ce Chapitre, ainsi que le Livre destiné aux congruences, en remarquant que l'on peut étendre la proposition précédente aux congruences rectilignes.
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Soient (G) une congruence de droites, (1) et (-,) les deux nappes de sa surface focale; chaque droite de la congruence, touchant en un point la nappe (S) et en un point la nappe (->), établit ainsi une correspondance point par point entre ces deux nappes. Les lignes asymptotiques de (-) ne correspondent pas, en général, à celles de (-i)- Mais, si l'on emploie la transformation de M. Lie en l'appliquant à la proposition que nous avons étudiée relativement aux enveloppes de sphères, on est immédiatement conduit au résultat suivant :
La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes (S), (S,) est que les six coordonnées de chaque droite de la congruence, qui sont /onctions de deux paramètres variables, vérifient une même équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre.
Appliquons cette proposition aux congruences de normales; j*, y, z désignant les coordonnées du pied de la normale, les six coordonnées de la normale sont
— x~pz, Y—qz. py—qx, —q, — p, l,
p ei q désignant les dérivées de z. Prenons, par exemple, x et y comme variables indépendantes; la condition pour que les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface des centres est
lixy{x-\-pz, y-^qz, py — qx, p, q, i) = o.
Cette équation aux dérivées partielles du troisième ordre est celle des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure principaux sont fonctions l'un de l'autre.
CHAP. I. — FORMULES GENERALES. Sij
CHAPITRE I
Définition d'un triédre trirectangle (T) lié à chaque élément de la surface. — Application des formules données dans le Livre I relativement aux déplacements qui dépendent de deux paramètres. — Systèmes de formules (A) et (B). — Directions conjuguées. — Lignes asymptotiques. — Lignes de courbure; équation aux rayons de courbure principaux. — Propriété cinématique des lignes de courbure. — Formules relatives à une courbe quelconque tracée sur la surface. — Théorème de Meusnier. — Courbure normale; courbure géodésique. — Éléments du troisième ordre. — Formules de MM. O. Bonnet et Laguerrc. — Sphère osculatrice.
484. Nous nous proposons maintenant de reprendre l'étude des surfaces en la rattachant directement aux développements donnés dans le Livre I. Nous ferons connaître d'abord différents STStèmes de formules parmi lesquelles se trouvent celles que l'on doit à M. Codazzi.
Considérons une surface quelconque; on peut lier l'étude de cette surface à celle du mouvement d'un système mobile en opérant de la manière suivante.
M désignant un point de la surface, construisons un trièdre trirectangle (T) dont le sommet soit en M et dont l'axe des z soit la normale en M; les axes des x et des )' seront, par suite, situés dans le plan tangent à la surface. Ces axes seront parfaitement déterminés si Ion connaît, pour chaque position du point M, l'angle de l'axe des a; avec l'une des lignes coordonnées, par exemple avec la tangente à la courbe r = const. Sans indiquer, pour le moment, rien de plus précis relativement à leur position
dans le plan langent, nous allons montrer comment les propriétés de la surface et des courbes qui y sont tracées se déduisent de l'étude du mouvement du Irièdre (T).
Remarquons d'abord que, si l'on conserve toutes les notations du Chapitre VII [I, p. 66], ce mouvement est caractérisé par les équations
qui expriment que la surface décrite par le sommet du trièdre est tangente au plan des xj.
Alors les formules du Livre I [I, p. 49 et 66] nous donnent le système suivant :
/ dp àpi dl d^i
\ Oi' du ^ ^ ôv du
(A) / -i ll=,rpi~pri, — i = rzi — cr,,
^ ^ \ di^ du -ri V 1' ,)^, ()n '' '' 1'
f àr dry
et il résulte évidemment des propositions établies au Livre I qu'à tout système de valeurs des quantités p ^ ..., \, ..., satisfaisant à ces équations, correspondra un mouvement parfaitement déterminé, et par conséquent une seule surface.
Si un point rapporté au trièdre (T) a pour coordonnées .r, y, s, on aura, en appliquant les formules (4) [I, p- 67],
( dx -^ \ du -^ \y dv ^ {^q du -\- q^ dv)z — {r du -\- /'i dv)y,
(B) <. dy -^r^ du-{- r^idv ^ {rdu -\- i\dv)x — {p du -+- pydv)z, ( dz -\- {p du -^ pidv)y — {q du -\- qydv)x,
pour les projections de son déplacement sur les axes du trièdre mobile, quand u et ç prendront des accroissements du, dv.
48o. Considérons, en particulier, la surface proposée, qui est parcourue par l'origine du trièdre mobile ; ds désignant la différentielle de l'arc de courbe décrit par cette origine et (o l'angle que fait la tangente à cette courbe avec l'axe des x du trièdre mobile, on aura
(1) c?5 cosco = ^ <fa -h ^1 «ft^, ds ûntii = r^du-\--t]idv.
Ces formules feront connaître l'élément linéaire de la surface, qui aura pour expression
(a) c?5- = (; du -^ ;, dvY -T-{r,du — T,t dvy.
Imaginons que, par un point fixe O de Tespace, on mène des droites parallèles aux axes du trièdre (T). On formera ainsi un trièdre (T,) dont les rotations seront les mêmes que celles du trièdre (T). Si l'on considère le point m à la distance i sur l'axe des z de ce trièdre, il décrira une sphère (S) de rayon i; ce sera évidemment le point qui correspond à M lorsqu'on effectue la représentation sphérique de la surface proposée sur la sphère (S) d'après la règle que nous avons indiquée.
D'ailleurs, si nous appliquons les formules (4) [I? p- 48] relatives au déplacement d un trièdre ayant un point fixe, nous trouverons pour les projections du déplacement du point m sur les axes du trièdre (ïi) ou, ce qui est la même chose, sur ceux du trièdre (T), les valeurs suivantes :
q du -^ qidv. — p du — pidv, o.
Par suite, si nous désignons par d^ l'arc de courbe décrit par le point m et par 9 l'angle que fait cet arc avec Taxe des x du trièdre (T), on aura
(3) di cos^i = q du ^Çidv, dv sin f) = — (p du —pidv).
L'élément linéaire de la sphère sur laquelle on effectue la représentation de la surface aura donc pour valeur
(4) d~- = (/> du -i- ptdv )-— {q du — q^dv)*.
Enfin l'angle (o — B d'une courbe tracée sur la surface avec sa représentation sphérique sera déterminé par lune ou l'autre des deux équations
( rfTsin(t!> — 6) = (/> du -^ pidv) cosu) -^ (q du — q\dv) sinto, ( rfjcos(w — 6) = (gr rf«-t-gr,rft;)cosa) — (j> du —p^dv) sinoi.
Ces formules nous seront très utiles. Nous allons maintenant résoudre quelques-unes des questions les plus importantes qui se présentent dans les applications.
35o LIVRE V. — ClIAP. I.
486. Proposons-nous d'abord d'établir la relation qui doit exister entre deux tangentes conjuguées. Si le point M de la surface décrit une courbe, on obtiendra la conjuguée de la tangente à cette courbe en prenant l'intersection du plan tangent en M avec le pian tangent au point infiniment voisin de la courbe; en d'autres termes, la conjuguée est la caractéristique du plan tangent dans le mouvement du trièdre; elle est le lieu des points de ce plan dont la vitesse est dirigée dans le plan. Les formules (B) donnent les composantes de cette vitesse; si l'on écrit que la composante relative à M:; est nulle, on obtiendra l'équation
( p du -\-p'^dv)y — {q du -h qidv)x = o,
qui représente la tangente conjuguée. Appelons oj' l'angle qu'elle fait avec l'axe des x du trièdre (T); x et y seront proportionnels à costo', sinw', et l'équation précédente deviendra
(6) {p du -\-pidv) sinw' — (q du -^- q^dv) cosw' = o.
Désignons par la lettre o les différentielles relatives à un déplacement suivant la direction conjuguée; on aura
8* cosœ' = ^ Oit -H \\0V, rjs sin to' — r^ Zu -)- r^^ùv.
En substituant ces valeurs de sinw', cosco' dans l'équation que nous venons d'obtenir, on trouvera
( {p^i — qi)duou -r-ipiT,^ — qi\^)dvw
\ ■^{p''^a — q\i)diiZv^{px-r, — qi^)oudv =zo.
Cette relation est, comme il fallait s'y attendre, parfaitement symétrique par rapport aux différentielles d, ù ; car les coefficients de du w et de Sw di' sont égaux en vertu delà dernière des formules (A). Il suit de là que la relation (6) peut aussi être écrite sous la forme suivante :
(6)' (/) ow -l-/)iOp) sinto — (q ou -r- qiOi>) cosw = o.
On pourrait encore établir comme il suit la relation entre deux tangentes conjuguées. On déduit des formules précédentes (3)
(8) d7 cos(oj' — d) — (q du -\- qi c/p) cosw' — (p du -hpi d\>) sinw'.
Or, si les deux directions définies par les angles co, w' sont
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conjuguées, on aura, d'après une propriété déjà démontrée [I, p. 201],
En introduisant celte hypothèse dans l'équation (8), on sera conduit de nouveau à la relation (6).
487. Si l'on suppose que les deux directions conjuguées coïncident, il faudra remplacer partout 0 par d, to' par to; et l'on aura l'équation différentielle des lignes asjmptotiques sous les deux formes suivantes :
. \ {P'r>—gl)du*^(pT,i — gii-^PiT,—qi^)dudv-h{piT,i—qi^i)dvi=o, l (j) du -i- pidv) sinta — {q du -+- qidv)cosoi = o.
En comparant la seconde de ces équations à l'une des formules (5), on reconnaît immédiatement une propriété caractéristique des lignes asvmptotiques; elles font, en chaque point, un angle droit avec Vêlement correspondant de leur représentation sphérique.
La seconde équation (9) exprime aussi, nous le verrons plus loin, que le plan osculateur de la ligne asvmplotique est tangent à la surface.
488. Cherchons maintenant l'équation différentielle des lignes de courbure. On obtient toutes les propriétés essentielles relatives à ces lignes en se plaçant à des points de vue divers, que nous allons successivement examiner.
On peut d'abord chercher les déplacements du trièdre mobile pour lesquels la normale à la surface, axe des z de ce trièdre, engendre une surface développable.
Pour qu'il en soit ainsi, il faudra qu'il existe sur l'axe des ;; du trièdre mobile un point variable
décrivant, dans le mouvement considéré, une courbe constamment tangente à cet axe. Or les projections du déplacement de ce point quand u et v prennent les accroissements du, dv sont, d'après
les formules (B),
^ du -\-iidv 4- (<7 du -h qidv)p,
Tidu-hr^idv — (p du -i-pidv )p,
dp.
Pour que la courbe décrite soit tangente à l'axe des z, il est nécessaire et suffisant que les deux premières projections soient nulles. On a donc
(icO
ç du — ^idç -T- p(q du -h q\dv) = o, Y] du -.- Tji dv — p{p du -\- p\dv) = o.
du
Ces deux équations font connaître à la fois -7- et 0. Cette ^ dv '
dernière quantité est évidemment le rajon de courbure principal
correspondant à la ligne de courbure considérée.
Si l'on élimine p, on obtient l'équation différentielle
( 1 1 ) {p du -^ p\dv){\ du -^\y dv) -\- iq du -+- qidv)(T, du ~ r^^dv) = o,
qui caractérise les deux lignes de courbure. On peut lui donner la forme suivante
(1 \)a (p du -\- pidv) cosw -f- {q du -i- q\,dv) sinw = o,
qui, rapprochée des formules (5), montre que les tangentes à une ligne de courbure et à son image sphérique sont parallèles.
Si l'on élimine au contraire -7- > on obtiendra l'équation aux
dv ^
rayons de courbure principaux
(12) p^ipqi— qpï) — piq-ra — «7 ri — ^Pi-^^ip) -^ ^'''n — -';h = o.
489. On retrouve encore les lignes de courbure en étudiant une des questions fondamentales relatives au déplacement du trièdre (T). Nous avons vu que, parmi les mouvements infiniment petits qui se produisent à partir d'une position donnée, il y en a deux, réels ou imaginaires, qui se réduisent à des rotations. La valeur
de -7- et l'axe de rotation relatifs à ces mouvements sont définis dv
par les équations (6) [I, p. 68] qui se réduisent ici aux sui-
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vantes :
I^du— lidv — {q du-r- qidv)z — (r du — rxdv)y = o, r, du -i- T,,rfp — (rdu — ridv)x — (p du — pidv)z = o, ( p du — pidv)y — ( gr du — qidv)x — o.
On en déduit dabord Téquation (pdu—pidi>){l du ~ lidv) ^ {q du -T- qidv ){r^ du -r-T.,</^•) = o,
qui définit les valeurs de -j- correspondantes aux deux rotations.
Or, dans le cas qui nous occupe, l'équation précédente est celle des lignes de courbure.
De plus, l'axe de rotation relatif à chaque ligne de courbure va rencontrer la normale à la surface au centre de courbure correspondant. Cela résulte de la comparaison des formules (lo) et (i3). En réunissant tous ces résultats, nous pouvons énoncer la proposition suivante :
Bans le déplacement du trièdre (T) lié à la surface, les mouvements infiniment petits qui se réduisent à des rotations sont toujours réels; ils correspondent à des déplacements de C origine s' effectuant suivant les lignes de courbure de la surface. Les axes correspondants à ces rotations, qui sont évidemment situés, pour chaque ligne de courbure, dans le plan normal à cette ligne, vont en outre passer par le centre de courbure principal correspondant.
490. Il nous reste maintenant à étudier les propriétés relatives à une courbe quelconque tracée sur la surface. Nous avons déjà obtenu les formules relatives à la tangente
/ Idu-^hdv
\ COSCU = p-^^ ,
1 ds
T du -^r.dv
ino) = = —
as
Nous allons maintenant indiquer celles qui concernent la normale principale.
Nous savons [I, p. ii] que si, par un point fixe de l'espace, on mène une parallèle à la tangente de la courbe, d'une longueur D. - II. a3
égale à l'unité, la vitesse de l'extrémité de cette parallèle, en supposant que l'arc de la courbe soit égal au temps, sera égale en
grandeur à la courbure de la courbe - et aura la direction et le sens de la normale principale.
Or si, par le même point fixe, on mène des parallèles aux arêtes du trièdre mobile, on formera le nouveau trièdre (Tj) déjà défini, dont les rotations seront, quand on se déplacera sur la courbe,
p du -\- p\ dv q du -^ qxdv r du + ri dv ds ds ds
L'extrémité de la parallèle à la tangente aura pour coordonnées
relatives
coso), sinco, o.
En appliquant les formules (4) [I, p- 48] qui donnent la projection de la vitesse sur les axes mobiles, on obtiendra les formules
' ds ■ — cos^' = — sina)(<fa) -\- r du -\- ry dv),
(i5) / — cosT]' — ^ costx){du} ~{- r du ■+■ ri dv),
ds
— cos ^' = -T- sin o){p du -{- Pi dv) — cos u>{g du -h q^ dv),
^', 7)', "C! désignant les angles de la normale principale avec les axes des x, des y et des z du trièdre (Tj) ou du trièdre (T). Ces relations prouvent que l'on peut prendre
(i6) cos^' = — sinwsinrrr, cos7i'= cosco sinnr, cosÇ' = costît.
m désignera l'angle de la normale à la surface avec le plan osculateur de la courbe; et les formules (i5) pourront être remplacées par les deux suivantes :
(17) = s\n(i){p du -\- pi dv) — cosoj{q du -h qi dv),
, „^ ds sin m , , ,
(18) = du) -T- r du -h /'i dv.
Ces formules appellent plusieurs remarques.
La première nous montre immédiatement que demeure le
cosra
même pour toutes les courbes ayant même tangente. Nous retrouvons ainsi le théorème de Meusnier et nous vovons que notre première formule donne ce que l'on appelle la courbure normale, c'est-à-dire la courbure de la section normale tangente à la courbe.
Quant à la seconde formule, elle définit un élément qui. comme nous le verrons, joue un rôle important dans la théorie de la déformation des surfaces. Considérons le cylindre projetant la courbe sur le plan tangent. D'après le théorème de Meusnier,
sera la courbure de la section normale du cylindre tangente
à la courbe, c'est-à-dire la courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent.
M. Liouville, qui l'a considérée après M. O. Bonnet, lui a donné le nom, accepté par tous les géomètres, de courbure géodésique (').
Nous appellerons centre de courbure normale le centre de courbure de la section plane normale tangente à la courbe, et centre de courbure géodésique le centre de courbure de la projection de la courbe sur le plan tangent.
D'après le théorème de Meusnier, ces deux centres se trouvent sur Taxe du cercle osculateur de la courbe considérée.
On sait que l'on appelle ligne géodésique toute ligne dont le plan osculateur est, en chaque point, normal à la surface. L'équation différentielle des lignes géodésiques est donc
(19) dhi -7- r du — ri dv = o.
491. La formule (17) nous permet d'obtenir, d'une manière nouvelle, l'équation différentielle des lignes de courbure. On sait, en effet, que ces lignes sont tangentes aux sections normales de plus grande ou de plus petite courbure. Elles sont donc déter-
(') O. BoxxET, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces {Journal de l'École Polytechnique, XXXII' Cahier, p. i; 1848). Présente en i844 à l'Académie des Sciences.
J. LiocviLLE, Sur la théorie générale des sur/aces (Journal de Liouville. t. XVI, p. i3o; i85i).
minées par l'équation
d /costiT
COST7T
OÙ l'on regarde comme une fonction de a, v et de w. Or
on a
cosTïT . p du ^ Pi dv a du -\- gidv
= sinco r-^ coso) j-^ •
p as as
Les expressions de -t-> -r en fonction de to se déduiront des ^ ds ds
formules déjà données (i4)- On aura
du r,! cosco — ;i sinw o^f_^sinw — r^ costo
'ds ~ r^q — ;iT, ' ds~ ^a; — ^1^
En faisant usage de ces équations pour calculer les dérivées de
-î-> -7- considérées comme fonction de la seule variable w et reds ds
tranchant du second membre, après la dérivation, la quantité
iP'^ii —Pi'^i — g^i 4-^iO(sin2w4-cos2oj),
qui est nulle en vertu de la dernière des équations (A), on obtient l'identité
d /costïtX p du -h Pi di> . g du-{- çi dv
(20) — - ( 1 = -2 COSO) -j-^ l-2Sinti>^
dio \ p J ds " ds
dont nous aurons à faire usage. En égalant le second membre à zéro, on retrouve bien l'équation différentielle des lignes de courbure.
492. Nous allons maintenant passer aux éléments du troisième ordre. Remarquons d'abord que les angles V, ^i.', v' de la binormale avec les axes dutrièdre (T) sont connus, puisque nous avons déjà déterminé ceux de la tangente à la courbe et de la normale principale. En appliquant les formules (i) [I, p. 3], on a
(21) cosX' = sinw coszîj, cosiJL' = — coswcosnr, cosv' = sinrar.
Nous savons aussi [I, p. 11] que si, par un point fixe, nous menons une droite de longueur égale à i, parallèle à'ia binormale,
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l'extrémité de cette droite aura, quand on se déplacera sur la
courbe, un déplacement égal à — et la direction de ce déplacement
sera celle de la normale principale. Reprenons donc le trièdre (T,) déjà considéré, avant le point fixe pour origine et parallèle au trièdre (T). L'extrémité de la parallèle à la binormale menée par l'origine aura pour coordonnées
sinw cosTff, — cosu) co5T«i. sinw
elles projections de la vitesse de ce point sur les axes mobiles devront être, en tenant compte des valeurs déjà données des cosinus directeurs de la normale principale,
— sintosioTïT costosinTiT costît
En appliquant donc Tune quelconque des formules (4) [I, p. 48] qui donnent la projection de la vitesse, la dernière par exemple, on aura
co«TîT dm p du ->r- p,dv a du -^ q^dv
= cosra -; — r-^- — — coSTO coso» — -j-^ cosTii sinw
T as as as
et, en divisant par coscr,
, ^ I dm p du-^ px dv q du — qidv .
(22) r- = — r-^- costo — T-^ sinto.
^ ' - ds . ds ds
On voit que le premier membre demeure le même pour toutes les courbes ayant même tangente. Ce résultat important est dû à M. O. Bonnet. On peut encore donner à l'équation précédente la forme suivante :
, „, I dm I d /costbN
la dérivée par rapport à w avant même signification que dans l'équation (20).
493. Pour obtenir tout ce qui se rapporte au troisième ordre, faut encore co mule qui donne
il faut encore connaître -j- • Pour cela nous différentierons la fords
Cette quantité étant toujours considérée comme une fonction de II, V et de w, nous avons
\ p l'~'du\ p / "''^ dv\ p / '' ~ J^ \ p ) OU, en remplaçant diii par sa valeur
sin m ds , ,
■ — r au — /'i clv
déduite de la formule (18),
/costo\ d /cosraX sinTO <7« _ V d /cosrnX d /cosrrrX"]
On voit que le second membre peut être écrit sous la forme
K ne dépendant que de la direction de la tangente à la courbe.
Quant au premier membre, si l'on y remplace — ( ) par
sa valeur tirée de la formule (28), il ne contient plus que des quantités ayant une signification géométrique simple, etl'on obtient l'équation
, ., jCOSTTT 9. ?>\nTn / ds ,\ ^, , ( 25 ) d 1 djii] —Y^ds,
, • do
qui permettra évidemment de calculer -t^- •
En divisant les deux membres de l'équation (aS) par — ^ — ^ on aura
/ -. . y do f '■>■ ^ d-nj\ Kp
(2b) _J:-|_tangnT 3 -7- = ^
p ds * \- ds / cosnj
K et ~ — ne dépendant nullement des éléments du second ordre
mais seulement de la direction de la tangente à la courbe, on voit dès à présent que le premier membre de l'équation (26), et aussi
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celui de Téquation (aS) divisé par ds, demeureront les mêmes pour deux courbes ayant la même tangente au point donné, bien que les éléments dont ils dépendent soient du deuxième et du troisième ordre. Nous aurons à développer les conséquences de ce résultat, qui est dû à Laguerre ( * ).
Pour terminer ce qui se rapporte au troisième ordre, nous déterminerons le centre de la sphère osculalrice. En appliquant les formules connues et en désignant par ^0,^05 ^0 les coordonnées du centre de cette sphère, nous trouverons
i a*o costo -i-_^o sintu =0,
('>n\ } sinTïT( — ar^ sinio -f- vq cosco) -H -3o coscT — 0.
, f cost«t( Xq smti» — yo costo) -r- Zo sixxxs = ^-z -^ ,
d'où l'on déduit
— Xo Vo . àp
ï siow costo ' ds
az .
^0 = ? COSTÏT .— T -y- sin w.
as
Les deux premières équations (27) représentent l'axe du cercle
osculateur. En prenant l'intersection de cet axe soit avec la normale, soit avec le plan tangent, on a :
i** Le centre de courbure normale
2° Le centre de courbure géodésique
,_ . p sin tu s coso)
(30) Xt=—^ , ri= —■ > Zi = o.
sinra sinra
494. Après le troisième ordre, il ne reste plus d'élément géométrique à calculer. Les dérivées des éléments s, t3 et t s'obtiendront par la simple difîerentiation des formules précédentes. Il nous paraît bon toutefois de remarquer que l'on pourra écrire, si
( ' ) Laguerre, Sur une propriété relative aux courbes tracées sur une surface quelconque {Bulletin de la Société philomathique, t. VII, p. 49; «870).
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l'on veut, pour les éléments différentiels d'un ordre quelconque, deux formules analogues aux relations (23) et (2o). Supposons, en effet, que l'on ait une équation de la forme
$ contenant les éléments différentiels de la courbe jusqu'à l'ordre n elK étant fonction seulement de u, ç> et de w. La différentiation de cette équation nous donnera
dK,
— -r— du OU
dK dv
dv
dK doj
diù
1 dédi
[lira
de là
dK
sincT
dK
du
dK
dv
dK
ds
Oui
du
dl
dv
ds
doj
ds
dv\ '^Ts)'
Cette formule conserve la forme de celle d'où on l'a déduite : le second membre y dépend seulement de u, p et de iù\ mais le premier membre contient les éléments différentiels de la courbe jusqu'à l'ordre n + I . .
Si l'on applique cette méthode aux deux formules (aS) et (aS), on en déduira deux équations nouvelles se rapportant aux éléments du quatrième ordre, et l'on pourra continuer ainsi jusqu'à un ordre quelconque.
Par exemple, de la formule (23) on déduira la suivante, que nous nous contenterons d'énoncer,
d / 1 dTs\ sinra /2 coscT i \ \
Kl,
ds\x ds j P \ P l^ ^'
K, demeurant le même pour deux courbes qui ont la même tangente, et R, R' désignant les rayons de courbure principaux de la surface.
CHAPITRE II
Formules relatives aux coordonnées obliques, l'élément linéaire étant déterminé par l'équation
rfs' = A' du^ -f- C' d\^ ■+■ a AC cos a du dv.
Angle de deux courbes. — Condition pour que deux directions soient conjuguées. — Lignes asvmptotiqnes. — Lignes de courbure. — Théorème de Gauss. — Courbure totale et courbure moyenne. — Coordonnées curvilignes rectangulaires; formules de M. Codazzi. — Etude particulière relative au système coordonné formé par les lignes de courbure. — Application de la méthode générale au système de coordonnées formé par les lignes de longueur nulle. — Détermination des quantités p, q, r, />,. q^, r,, ç, t„ |,, t., lorsqu'on connaît les expressions des coordonnées rectangulaires x, y, z en fonction de deux paramètres w, V. — Application à l'ellipsoïde que l'on suppose rapporté à ses lignes de courbure.
495. Nous nous sommes conl^nlés jusqu'ici de supposer que l'axe des z du trièdre (T) était la normale à la surface. Dans les questions où intervient l'élément linéaire de la surface, il importe de définir d'une manière plus précise la relation entre le trièdre et la surface, afin de reconnaître quelles sont les quantités qui demeurent invariables quand on déforme la surface.
A la vérité, ce résultat pourrait être atteint avec les notations précédentes; il suffirait de remarquer que, si la surface se déforme en entraînant avec elle le trièdre (T), les translations \, t.. ç,, t,, demeurent invariables et, par conséquent, aussi les rotations /', r^ en vertu de la quatrième et de la cinquième des formules (A). On reconnaîtrait ainsi immédiatement que la courbure géodésique d'une courbe quelconque, le produit des rayons de courbure principaux en chaque point de la surface conservent leur valeur après toute déformation de la surface. Mais ces résultats, et d autres encore, apparaîtront d'une manière plus nette si Ion part d'une forme donnée a priori de l'élément linéaire. Nous allons donc considérer successivement les divers svstèmes de-«o«*dûmïées.
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Supposons d'abord que les points de la surface soient rapportés à des coordonnées obliques pour lesquelles l'élément linéaire prendra la forme
(i) ds''= A'' diû -{- C- di'^-^ -2 XCcosoi du di>.
Pour achever de définir la position du trièdre (T), nous donnerons l'angle m que fait l'axe des x avec la tangente à la courbe ^' = const., c'est-à-dire avec l'arc infiniment petit A du. Si l'on désigne de même par ?i l'angle que fait avec le même axe l'arc infiniment petit Cdv, on aura évidemment
L'angle a n'entrant que par son cosinus dans l'élément linéaire, on peut prendre
11 est aisé de comprendre pourquoi nous ne donnons pas à l'angle m une valeur particulière. Dans le cas des coordonnées rectangulaires, il serait naturel de faire coïncider les axes des x et des y du trièdre mobile avec les tangentes aux courbes coordonnées; mais, si ces courbes ne se coupent pas à angle droit, la Géométrie n'indique aucune position particulière pour les axes du trièdre mobile. Faire coïncider l'un d'eux avec l'une des tangentes aux courbes coordonnées serait détruire la symétrie qui doit exister dans les formules entre les deux variables u et r. Cette symétrie serait conservée, il est vrai, si l'on prenait pour axes les bissectrices des tangentes aux courbes coordonnées; mais ce choix aurait l'inconvénient de ne pas coïncider avec celui qui est le plus naturel quand les coordonnées deviennent rectangulaires. Il nous paraît donc préférable de conserver cette arbitraire m, sauf à lui donner la valeur qui sera la plus avantageuse dans l'étude de chaque question.
Quand u varie seule, l'origine du trièdre décrit dans le plan tangent l'arc Kdii qui fait l'angle m avec l'axe des x. On aura donc
(3) ^ = Acosw, 7i=Asinm, et de même
(4) ^i=Gcosn, 7ii=Csinrt.
Introduisons ces valeurs des translations dans les formules du Chapitre précédent. Le système (A) prendra la forme
dv dq àv dr dv
àpi _ du
du
du
qr-i — rqt.
rpi—pri,
P9i - 9Pi'
ri = —
dn I /d\ àC \
I î- COS
du C sm X \ dv du ]
_\ /dC _dA ^ \
sini \du dv / '
dm
'dv
\ A(/>isin/?i — ^iCO«/7i ) = C(/> sin/i — q cos/i).
La quatrième et la cinquième équation ont été résolues par rapport à /' et à r, .
496. L'angle w de la tangente à une courbe tracée sur la surface et la différentielle ds de l'arc de cette courbe seront maintenant définis par les formules
qui donnent
\ ds COS tu = A COS m du -^ G cos n dv, i ds sin w = A sin m du — G sin n dv,
du Ts
sin(/î — w>
ds
«ini'to — #n)
D'après cela, si l'on considère deux courbes différentes passant par le même point de la surface et si l'on désigne par la lettre o les différentielles relatives à la seconde courbe, par tu' l'angle analogue à w, l'angle des deux courbes sera donné par les formules
A* du Zu -H AG cos %{du Zv — dv lu ) — G* dv Zv
i COS((«) — U)') =
I sin(a} — w') =
ds Zs
AG s\ni{dv Zu — du Zv) ds Zs
Cet angle ne dépend, on le voit, que de l'expression de l'élément linéaire; par conséquent, il ne changera pas quand on déformera la surface. Ce résultat avait été déjà signalé (n" 119).
La condition pour que deux directions soient conjuguées de-
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viendra ici
\{q cosm — p sinm) du ou -i- C(<7iCos« — p^'sinn) clv Se
-4-A(^iCosm — jPisin/n) oif clv + C{q cosn —p sinn) du 8f = o.
Par conséquent, l'équation différentielle des lignes asymptotiques sera
K{q cosm—p sinm) du^-+- G(^iCOS/i — jOisinn) dv^
-h [A (^Ticos/n — pis'mm) -h C(q cosn — p s'inn)] dv du ~ o.
Enfin les deux équations qui définissent les lignes de courbure deviendront
A cos m du -H G cos n dv -i- (q du -+- qidv)p = o, A s\n/n du -+- G s'inn dv — (/> du -i- p^dv)p = o.
L'équation différentielle de ces lignes développée s'écrira ( A(/3 coswH- 7 sinm) <:Za2-i- G(/'iCos/i -4- <7isin«) <if2 ( -T- [G(/? cos/i -H ^r sinn) -H A(/)iCOsm -^ q^ûnm)^ du dv = o.
Mais nous devons surtout insister sur la forme nouvelle que prendra l'équation du second degré qui détermine les rayons de courbure principaux. Elle devient ici
( — p[A(/>, cosm-f-<7i sinm) — G(/) cosn h- q sin/i)]-i- AC sin a = o.
On en déduit, par conséquent, en désignant par R, R' les deux rayons de courbure principaux,
(i3) AG sina ( — -f- — j = A(/>i cos/n -+- q^ sinm) — G(/:> cosn -f- q sinn), , - AG sin a
(^4) ^^^^ =pq\ — (]Pi'
Remplaçons prji — ^/?, par son expression déduite de la troisième des formules (A'); il viendra
. -X A G sina ()r dry
ou, en remplaçant r et ;-, par leurs valeurs,
. „, AG sin a _ d^ct â
[ôG d\ -\ rd\ dC "1
-, r-<^os^ I i I -3 —cos a I
ou dv \ d \ dv du I
A sina J dv \_ G sina J*
Celte formule donne immédiatement Je beau théorème de Gauss. Le produit des rayons de courbure principaux ne dépend que de l'expression de Télément linéaire et subsiste quand la surface est déformée sans déchirure ni duplicature.
497. L'expression ^^ a reçu le nom de courbure totale de la surface; celui de courbure moyenne a été donné à la somme
On a écrit des Mémoires pour chercher laquelle de ces deux
quantités doit servir de mesure à la courbure de la surface en un point donné. Les géomètres qui ont traité ce sujet ne se sont pas aperçus qu'ils renouvelaient, sous d'autres espèces, la célèbre question des forces vives, et qu'ils soulevaient une question qui doit se résoudre par une définition de mots. Tout au plus pourraiton essayer de raisonner par analogie, en examinant les propriétés relatives à la courbure des lignes planes qui sont susceptibles d'être généralisées dans la théorie des surfaces. Si toutes ces généralisations se rapportaient, par exemple, à la quantité que nous avons appelée la courbure totale, les géomètres auraient eu quelque raison de réserver le nom de courbure à cet élément. Mais ce moyen indirect de résoudre la question échappe complètement; parmi les propriétés relatives à la courbure dans les lignes planes, les unes admettent une généralisation dans laquelle on emploie la courbure totale; pour d'autres au contraire, il faut faire intervenir la courbure moyenne; quelques-unes d'entre elles admettent même des généralisations différentes dans lesquelles on a à employer tantôt la courbure moyenne, tantôt la courbure totale.
ISous allons d'abord montrer, d'après Gauss, qu'on peut adopter une définition de la courbure totale tout à fait analogue à celle de la courbure dans les lignes planes.
Etant donné un arc de courbe plane, si, parle centre d'un cercle de rayon i, on mène des parallèles aux normales à l'extrémité de cet arc, ces parallèles interceptent un arc de cercle qui est égal à l'angle des tangentes aux deux extrémités de la courbe et qui, par conséquent, mesure ce que l'on appelle la courbure de l arc de courbe.
De même, si l'on considère une étendue de surface limitée par
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une courbe fermée et que l'on mène par le centre d'une sphère de rayon i des parallèles aux normales de la surface en tous les points de sa coufbe limite, ces parallèles couperont la sphère suivant une courbe également fermée. Il y aura une portion de la sphère, limitée par cette courbe, qui contiendra tous les points de la sphère correspondants aux différents points du segment de surface considéré. L'aire de cette portion de la sphère s'appellera la courbure totale du segment de surface.
Revenons à la courbe plane. Si l'on divise la courbure totale d'un arc de la courbe par la longueur de cet arc, on démontre que ce quotient tend vers une limite finie et déterminée quand l'are diminue indéfiniment et se réduit à un point; cette limite est, par définition, la courbure en ce point.
Si l'on envisage de même un segment de surface entourant un point M de la surface, et si l'on suppose que l'étendue de ce segmentdiminueindéfiniment, etdans tous les sens, autour du pointM, la courbure totale du segment diminue indéfiniment; mais, si on la divise par l'aire de la même région, le quotient obtenu tendra, comme nous allons le démontrer, vers une limite finie et déterminée, indépendante de la forme du segment. Celte limite est
^^r-, > c'est-à-dire l'élément auquel nous avons donné le nom de
courbure totale au point M.
En nous plaçant au point de vue précédent, il semble donc que l'analogie est complète entre la courbure dans les courbes et la courbure totale dans les surfaces. Mais on peut indiquer d'autres propositions dans lesquelles cette analogie est détruite et qu'on peut généraliser en substituant à la courbure de la ligne plane la courbure moyenne de la surface et non plus la courbure totale.
Imaginons, par exemple, qu'on porte des longueurs infiniment petites sur les normales d'une courbe, de manière à obtenir une courbe voisine. Si h désigne la longueur portée sur chaque normale, l'accroissement de longueur quand on passera de la première courbe à la seconde sera représentée par l'intégrale
où ds désigne la différentielle de l'arc et p le rayon de courbure.
Si l'on opère de même sur une portion de surface, l'accroissement de l'aire, quand on passera à la surface infiniment voisine, sera (n° 185)
d'y désignant l'élément d'aire et R, R' les rayons de courbure principaux. Ici, on le voit, l'élément qui se substitue à la courbure dans la proposition généralisée n'est plus la courbure totale; c'est le double de la courbure moyenne.
Il est inutile d'insister sur cet exemple et sur d'autres que 1 on pourrait invoquer. On peut dire que la courbure totale a plus d'importance en Géométrie; comme elle ne dépend que de l'élément linéaire, elle intervient dans toutes les questions relatives à la déformation des surfaces. En Physique mathématique, au contraire, c'est la courbure moyenne qui paraît jouer le rôle prépondérant.
498. Il nous reste maintenant à bien préciser la définition de la courbure totale et à démontrer la proposition de Gauss que nous avons énoncée plus haut.
Soient M un point de la surface et M' le point correspondant de la sphère de ravon i sur laquelle on effectue la représentation. Menons par M' des parallèles aux. axes du trièdre (T). Xous aurons ainsi un trièdre (T') dont les rotations seront évidemment les mêmes que celles du trièdre (T), et qui jouera par rapport à la sphère le même rôle que le trièdre (T) par rapport à la surlace; car son axe des z sera la normale à la sphère. Soit
ds- — \'- du^ — -2 A' G' cos z' du dv -r- G'* dv*
l'expression de l'élément linéaire de la sphère. L'élément superficiel aura pour valeur
A' G' sina' du dv,
en grandeur et en signe. Gela posé, appliquons à la sphère la formule (i4)-
Nous aurons, puisque les rotations du trièdre (T') sont les mêmes que celles du trièdre (T),
A'G'sina' — pq\ — qpu
et, par suite, en tenant compte de la formule (i4))
AC s'n a
A'C sina' =
RR'
Doncla courbure totale d'une portion delà surface, qui, d'après la définition même de Gauss, est représentée par l'intégrale
A'C sina' du dv
étendue à cette portion de surface, le sera aussi par l'intégrale
'AC sina
RR'
du dv,
étendue à la même région.
Si donc on divise la courbure totale d'un segment de surface par l'aire de ce segment, le quotient sera
'AC sin a
IP
RR'
du dv
SI
AC sina du dv
Poursupprimer toute difficulté relative au choix des coordonnées, désignons par d<7 l'élément superficiel et écrivons le quotient précédent sous la forme
JJ RR
11 est évident qu'il aura pour valeur
(ïïR')o' |— |— , ) indiquant une moyenne entre toutes les valeurs de rr^ à
l'intérieur du segment considéré. Si l'étendue de ce segment diminue de manière que les distances de tous ses points à un point M de l'intérieur tendent vers zéro, on voit que le rapport précédent aura pour limite la courbure totale de la surface en ce point. Ce rapport n'aurait aucune limite déterminée si, contrairement à l'hypothèse, le segment se réduisait non plus à un point.
mais à une ligne donnée, par la diminution d'une seule de ses deux dimensions.
499. Dans le cas où les coordonnées curvilignes choisies sonl rectangulaires, les formules générales se simplifient beaucoup. Alors on peut faire coïncider l'axe des x du trièdre (T) avec la tangente à l'arc A du, c'est-à-dire avec la tangente à la courbe V = const. Cela donnera
Les formules (.V) prendront la forme plus simple
Aq,-Cp = o. - - -^- = gr, ^ rq,.
,., , I dk dq dqx
i £)C dr dry
elles coïncident, aux notations près, avec celles qui ont été données en premier lieu par M. D. Codazzi (' ).
(') Codazzi (D. ), Mémoire relatif à l'application des surfaces les unes sur les autres, envoyé au Concours ouvert sur cette question, en iSôg, par l'Académie des Sciences (t. XXVII des Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, imprimé en 1882).
M. Codazzi donne aussi, dans un Appendice à <on Travail, des formules relatives aux coordonnées obliques. Ces formules, différentes du système (A'), sont équivalentes à des relations que nous ferons connaître plus loin (n° 508). Les formules (A'), qui contiennent une arbitraire m, et où toutes les quantités sont définies par leurs propriétés cinématiques, ont été données en 1866 dans le Cours que j'ai eu l'honneur de faire comme suppléant de M. Joseph Bertrand, au Collège de France. M. Combescure, dans un .Mémoire inédit présenté en 1864 à r.\cadémie des Sciences, avait déjà appliqué des considérations de Cinématique à la démonstration des formules de M. Codazzi. Le travail de M. Combescure iTzile des déterminants fonctionnels et des coordonnées curvilignes ; \\ a été publié en 1867 dans les Annales de l'École \ormale (t. IV, i" série).
C'est M. O. Bonnet qui, le premier, a mis en évidence tout l'intérêt et toute l'utilité des formules de M. Codazzi relatives aux coordonnées rectangulaires. Après les avoir démontrées géométriquement dans une Xote sur la théorie de la déformation des surfaces gauches insérée en i8G3 aux Comptes rendus (t. LVII, p. 8o5), l'éminent géomètre en a fait une étude approfondie dans une Addition de 120 pages à son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée, inséré en 1867 au XLII' Cahier du Journal de l'École Po- D. — II. 24
Les formules (B), [p. 348], qui donnent les projections du déplacement d'un point, prendront ici une forme plus simple et deviendront
/ dx -^ A da -+■ (q du -{- qidv)z — {r du -t- ry dv )y,
(B") < dy -r- Cdv -^ {r du -^ ?-idv)x — {p du -^ p^d\')z,
( dz -h {p du -+- pidç)y — {q du -^ qidv)x.
Quand on aura à appliquer les formules du Chapitre précédent, il faudra adopter les valeurs suivantes des translations
Si l'on considère une courbe quelconque tracée sur la surface, on aura
A du . C dv
z y jiii uj — z —
as as
w désignant maintenant l'angle de la tangente avec l'arc A du. Les lignes de courbure seront définies par les deux équations
^ X du -^ p{q du ^ qi di>) = o, ( C dv — p(p du -r Pi dv) — o;
lytechnique (p. 3i-i5i). Cette partie du travail de M. Bonnet contient une démonstration complète et de nombreuses applications; nous aurons à la citer souvent. M. Bonnet s'est placé au même point de vue que M. Codazzi, et il a défini tous les éléments qui entrent dans les formules par des considérations de pure Géométrie.
Depuis 1867, un grand nombre de recherches ont été publiées sur le même sujet. Nous citerons en premier lieu celles de M. Codazzi insérées dans un grand travail : Sulle coordinate cwvilinee d'una superficie e dello spazio {Jnnali di Matematica de Milan, t. I, p. agS-SiG; t. II, p. 101-119 et 269-287; t. IV, p. 16-25 ; 1867-1869). Nous avons aussi emprunté une formule très élégante à un Mémoire de M. Laguerre Sur les formules fondamentales de la théorie des surfaces publié en 1872 dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (t. XI, 2° série, p. 60). Les méthodes de M. Laguerre ont été développées par M. Ch. Brisse dans un Mémoire intitulé : Exposition analytique de la théorie des surfaces. Ce Travail, dont la première Partie a paru en 1874 dans les Annales de l'École Normale (t. 111,2° série, p. 87) se trouve continué, mais non terminé, dans le LIII= Cahier du Journal de l'École Polytechnique (p. 2i3; i883).
Mais je dois surtout signaler, comme offrant le plus d'analogie avec les méthodes suivies dans cette partie de mes leçons, celles que M. Ribaucour a déve-
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rélimination de s conduira à l'équation différentielle de ces lignes ( 20 ) Ap du'- — Ccji dv'- ~ , Cg — Api) du dv = o,
et celle de ^- à l'équalion aux rayons de courbure principaux (^0 P' (^ - S) - ?^^-P^ - G5-:. - AG = o.
En particulier, la courbure totale de la surface sera donnée par la formule
RR' . dv du àu\X du) t^t^ ' G dv ) '
Enfin la relation entre deux tangentes conjuguées prendra la forme
(23) A g duZu — Cpi dvZv — Aq^ duZv — CpdvZu = o,
et l'équation différentielle des lignes asymptotiques deviendra
( 24 ) A g du'- — Cpi dv-i — {Agi — Cp) du dv = o.
500. On peut encore faire une hypothèse plus particulière, et envisager le cas, très important pour la théorie et les applications, où les deux systèmes de lignes coordonnées sont les lignes de
loppées, d'une manière plus ou moins complète, dans plusieurs de ses travaux, et qui se trouvent exposées d'une manière détaillée, sous le nom de périmorphie, dans le Mémoire couronné par l'Académie de Bruxelles : Étude des élassoidesou surfaces à courbure moyenne nulle {Mémoires couronnes et Mémoires des Savants étrangers publiés par l'Académie Royale de Belgique, t. XLIV; 1881). Toutefois, M. Ribaucour ne considère que des coordonnées curvilignes rectangulaires, il ne donne pas la définition cinématique des quantités qui entrent dans ses formules; les deux systèmes de formules qui tiennent dans sa théorie la place de nos systèmes (A) et (B) nous paraissent moins simples et ont une signification moins précise. Au fond, M. Ribaucour a employé la théorie des mouvements relatifs, mais sans le dire explicitement et sans utiliser toutes les ressources que présente cette théorie.
Les formules de M. Codazzi sont loin d'être les seules qui permettent une étude approfondie de la théorie des surfaces. Nous montrerons plus loin tout le parti que l'on peut tirer du beau Mémoire de Gauss, Disquisitiones générales circa superficies curvas, auquel se rattachent presque tous les travaux des géomètres allemands. Les relations qui y sont établies permettent de traiter complètement toutes les questions essentielles.
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courbure de la surface. Nous allons indiquer rapidement les formules qui se rapportent à cette hypothèse.
Dans ce cas, l'équation différentielle (20) des lignes de courbure doit être privée des termes en dii^, dv'-. Il faut donc que l'on ait
(9.5) p =^ qi=0.
Les formules de M. Codazzi se réduisent alors aux suivantes :
I dX
ÈEl
G dv'
du
i dC A du
Six des douze rotations ou translations du trièdre deviennent nulles.
On voit que l'élimination de />,, g, ;-, /•, entre les équations précédentes doit conduire à une relation différentielle entre A et G. On ne pourrait donc pas choisir arbitrairement l'élément linéaire d'une surface rapportée à ses lignes de courbure.
L'élément linéaire d'y de la représentation sphérique prend ici la forme très simple
(26) d<j'- = cfdu^'-+-p\cl\>'^.
On reconnaît ainsi que les lignes de la sphère qui servent d'images aux lignes de courbure se coupent, elles aussi, à angle droit.
Appelons R le rayon de courbure principal correspondant à l'arc A du, R' l'autre rayon correspondant à l'arc Cdç. Les formules (19) nous donnent
L'élément linéaire de la surface peut donc s'écrire
(•28) ds-^ ^ R2^2 chl^. _ R'2^2 ^^,2
L'équation différentielle des lignes asymptotiques prend l'une
Pi
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OU l'autre des deux formes
Xq du- — Cpi dv^ = o, (29) ' l cos^w sin^w
Notons encore qu'en introduisant R, R' à la place de A et de C dans les deux premières équations (A'^'), on obtient les formules
1 du pi ou
qui constituent les relations entre les rayons de courbure et la représentation sphérique. Comme on peut déduire des trois dernières formules (A") la relation différentielle suivante :
entre p^ et q, on voit qu'il sera impossible de prendre pour R et R' des fonctions quelconques de u et de v. Le système (B'') prend ici la forme suivante :
I dx -h- K du-7- qz du — i rdu-^ ry di-)y. (B") . dy —ddv — r du — ry dv)T —p^z dv,
{ dz—pijr dv — qxdu.
oOl . Les systèmes de coordonnées cur\ ilignes que nous menons d'employer sont tous réels. Il arrive fréquemment, dans les recherches les plus importantes relatives à la théorie des surfaces, que l'on est conduit à se servir des coordonnées svmétriquespour lesquelles l'élément linéaire a la forme réduite
(a) ds*- = \\*-dudv.
Dans ce cas encore, il est bon d'indiquer les formules qui peuvent remplacer celles de M, Codazzi.
\ oici comment nous déterminerons ici la position du trièdre (T) qui admet pour axe des z la normale à la surface. Nous prendrons, en chaque point, pour axe des x du trièdre la tangente à la
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courbe
u — p = const.,
et pour axe des jk la tangente à la courbe orthogonale
M -f- t» = const.
Ces hypothèses donnent déjà entre les translations les relations
Identifions maintenant l'élément linéaire de la surface à celui qui est donné par la formule (2) du Chapitre précédent; nous aurons les relations
Nous prendrons
et, par conséquent, les valeurs des quatre translations seront données par les formules suivantes :
p = X, 7] =— Xl,
( ^1 = X, 7(1 = -r- ki.
Il suffit de substituer ces valeurs dans les formules du Chapitre précédent pour obtenir toutes celles qui se reportent aux coordonnées symétriques. Le système (A) nous donnera ici
dp dpi
(A-) \ .^-.-^1^, '^j/_yji = ,^^_.p,^^
^ ^ \ Ou dv du ^ ^ '
f .(^loffX dr dri
^ ov ov du
Les expressions données par les formules (B) deviennent
l dx ^ \idu -^ dv) -^ (q du -j- qx dv)z — (r du ^ 7'i dv}y,
(B'") ' dj -^ iX{di> — du) ^ {r du ^ 7\ dv)x — {p du -^ pi dv)z,
f dz -{- ip du ■+- pi dv)y — {q du-:- qidv)x.
Les lignes asymptotiques de la surface ont pour équation difi'érentielle
(3[) {q -^ ip ) du^ + ('7i — ipi) dv- + { ipi — ip -^ q ~- q x) du dv = o.
Le système des équallons (lo) (n**-488 ), qui définit les lignes de courbure, prend la forme
l \(du -f- dç) — p{q du — Çi dv ) = o, ( i\{du — dv) -+- p(p du — />, dv ) = o,
p désignant toujours le rayon de courbure principal. L'élimination de -7- conduit à l'équation
(33) z^ipqi — qpi> — ^ pi/?! — p — iq — iq\: — at'À* = o.
qui fait connaître les rayons de courbure principaux. On en déduit
^^'' RR' " X2 dudv '
formule dont on fait un fréquent usage.
L'élimination de p entre les équations 1 •^>2) conduit à l'équation différentielle des lignes de courbure
(35) du-{p — iq ) — dv-{pi -r- iq^) = o.
L'absence du terme en du dv montre immédiatement l'orthogonalité des deux lignes de courbure.
Ô02. En résumé, nous avons à notre disposition quatre systèmes différents de formules se rapportant, respectivement, aux coordonnées obliques, aux coordonnées rectangulaires, aux coordonnées déterminées par les lignes de courbure, aux coordonnées symétriques. Nous allons étudier quelques-unes des questions dans lesquelles ces formules jouent un rôle essentiel. Mais, avant de terminer, nous forons une remarque générale : Dans l'un quelconque des systèmes obtenus, les expressions de /• et de Ti dépendent exclusivement de l'élément linéaire. Il suit de là que la courbure géodésique, dont l'expression contient les seules rotations /•, r,, ne change pas quand on déforme la surface. En particulier, les lignes géodésiques, pour lesquelles la courbure géodésique est nulle et dont l'équation différentielle se forme exclusivement avec l'élément linéaire de la surface, conserveront leur définition lorsqu'on passera de la surface proposée à toute autre surface applicable sur la première.
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Lorsque les recherches que nous aurons à entreprendre devront s'appliquer à tous les cas, nous pourrons employer les formules (kl Chapitre t'^'', en remarquant que ^, ^1, r, , r, ,, ;■, /•, dépendent exclusivement de l'élément linéaire dans tous les systèmes de formules, et demeurent les mêmes quand la surface se déforme en entraînant le trièdre (T).
503. Il nous reste, pour compléter tous ces développements, à indiquer comment on déterminera les différentes quantités qui figurent dans ces systèmes de formules lorsque la surface sera connue et définie; par exemple, lorsqu'on aura les expressions des coordonnées rectangulaires ^,jy, -s d'un point de la surface en fonction des paramètres u et v. Considérons le premier système de formules, celui d'où l'on peut faire dériver tous les autres et qui contient les translations ^, t,, \^, rj,. E, F, G désignant les trois fonctions de Gauss, on aura d'abord
\du ] \àu 1 \.àu ^
,^^ I ^ dx dx dy dy dz dz ^^
' ou ov au ài> ou di>
_ /dxy /djY fdzy ,, ,
Ces trois équations permettront de déterminer, autant qu'elles peuvent l'être, les quatre translations. Toute hypothèse sur la jnanière dont le trièdre (ï) est attaché à la surface donnera une relation qu'il faudra joindre aux précédentes. Nous pouvons donc considérer les translations comme connues.
Cela posé, conservons, pour déterminer les neuf cosinus qui déterminent la position du trièdre (T), toutes les notations du Livre I [I, p. 2]. La considération des déplacements suivant les courbes coordonnées nous conduira aux six équations
dx du
^dy
dz du
et
(3;)' \'^ra-r,,b = -,
,,. dz . '' ' àv
qui feront connaître les six cosinus a, b, a' On trouve ainsi
/ dj: dx!
^"= -''ou ■' av
T , dv ày
■' , , àx , ,dx
(38)' JA6 =_;,--^f-,
où A désigne le déterminant ;/., — ^i« qui, d'après les formules (36 . a pour valeur
(39) A = ÎT,,-r;;i= = v/EG-F^
Quant aux cosinus directeurs c, c', c" de la normale à la surface, on les déduira de leurs expressions connues [I, p. 3] en fonction des six autres. On trouve ainsi
dv dz dy dz
Ac = -/- :i T^ J- '
du dv dv du
dz dx dz dx (i^) 'i ^^ "^ du ôv ~^ dv dû'
dx dy dx dy
Ac = — — —'
du dv dv du
Il nous reste à déterminer les rotations. On les obtient, par
exemple, en différentiant les formules (3^) et (S^)', qui conduisent ainsi aux suivantes :
c cl
dx du
ç V c c^a -i- Tj ^c db = — ^ (7 du + qi dv) -H V] (/> c?u -!-/'i c?^'),
^1 V c da -t- Tj 1 V c (t/ô ~ — ^liq du -7- q^dv) ^Tiiip du ^ pidv),
SOT* oT* ~dv ^dû ^ Çi^'^?-^'1i^^ + (^'^i —ri'zi){rdu-i-ridv).
En remplaçant c, c', c" par leurs valeurs données plus haut et en introduisant les déterminants D, D', D" définis par l'identité
(4a) D du- -i-^B'dudv -{-B" dv-
dx dx d^x , „ d^x , , d^x . „
— - -r- — — ■ dW' -T- •>. -T ~ du dv -r- : dv^
au ôv au^ ouov Ov-
ôy dy à'- y
du ài^ du-
dz dz d^ z
du dv du'^
du'^
du-
d^y •1 - — ^ du dv dudv
2 du dv
du dv
ov'^ dj_z 'dv^
dv"'
on obtiendra, par la résolution des équations précédentes, les valeurs suivantes des rotations :
A2 {p du -^ Py dv) = c{ D' du -r- D" dv ) \^{q du-\~ qidv) = r^ ( D' <r/a -H D" dv )
(43) { ii {r du -^ r^ dv) — — ^1 0?; — fli di] -h
^1 ( D du Tj 1 ( D du dG
2 du I dE
1 dv
dv
du
V>' dv), B'dv),
\du
2 dv
\dv 2 du )
Nous verrons plus loin que les déterminants D, D', D" jouent un rôle essentiel dans la théorie de Gauss. D'après la dernière des formules précédentes, on reconnaît que les rotations /■ et i\ dépendent seulement de l'élément linéaire de la surface, ce qui est conforme aux résultats déjà signalés (n°502). Quant aux rotations/», q-, Pif q\i elles s'expriment en fonction linéaire de D, D',
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D". On a, en effet,
Aîp =îD' — tiD, \^q =T.D' — T.,D,
I ^d'-i dr,y I (JE
\ ^'■« = -^'dt^ ""'''' dt; ' 2 dit
Si l'on porte les valeurs de /?, ^, /?,, ^i dans la troisième des relations (5) [I, p. 49], on sera conduit à l'identité
(45) ^'(J>qr-gpi^ = DD'- D"-= 1^ i^£ - ;£' h
établissant entre D, D', D' une relation qui [dépend seulement de l'élément linéaire, et sur laquelle nous aurons à revenir quand nous ferons connaître la théorie de Gauss.
504. Pour indiquer au moins une application, supposons que la surface soit un ellipsoïde rapporté à ses lignes de courbure. On
aura ici
I _ /c(c — tt.)(c — t^) 1 ''""V {.c — a){c — b)
f{u) désignant la fonction
Le calcul donne
i -^Tyziu — vY{a—b){a — c)(b-c^_ \'abc{u — v)'^ ^
^^^^ D' = D' = \/^bc{u-.y .
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Supposons que l'on prenne (5o) ^i^o, t]^o,
ce qui revient à faire coïncider les axes des x et des y du trièdre (T) avec les tangentes aux lignes coordonnées. On aura
et les formules (43) donneront
EG(pdu--pidv)^ /ËD"rfp, E G( g du -h qidi>) = ~~ \/GD du.
On déduira de là
[p=--o, grj = o,
*~ '' ) _ \labc /u — v sjabc / v — u
Quant aux rotations /•, r,, elles se déduisent de l'élément linéaire par la troisième des formules (43), qui nous donne
r du — ri dv — — -__ -- dv ~ — ■--=- -— du •2/EG t^" 2/EG 'i'^
et, par suite,
) ay/ËG ^^ ~ -i-lu — v) \
,,^ ^ T__ àG ^ I /^J{ÛV ^
! ^ lyJË^àu ' li^u — v)\ —uf{v)
Les formules (2^) nous donnent, par exemple, pour les rayons de courbure principaux, les valeurs suivantes
d'où l'on déduit
Pi
R' abc
{^abcy-
\\ abc
{abcy-
Donc, .si^r chaque ligne de courbure, le rayon principal correspondant est proportionnel au cube de Vautre rayon de courbure principal.
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Il résulte des formules (54) que Ion a
G> RR
abc
Par suite, les lignes pour lesquelles la courbure totale demeure constante sont définies par l'équation
uv = const.
Or, si l'on désigne par o la dislance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent en un point de coordonnées u, ç, un calcul facile donnera
i. _ J^ -4 /Mî.
'^"^ oî ~ abc ~\ abc'
Il suit de là que les courbes considérées sont celles que Poinsot a désignées sous le nom de polhodies et qui sont le lieu des points pour lesquels la distance du centre de rellipsoïde au plan tangent conserve une valeur constante.
Des considérations de Géométrie tirées de la théorie des diamètres conjugués, et auxquelles le lecteur suppléera aisément, mettent en évidence une remarquable propriété de ces courbes :
Si, par chaque tangente à une polhodie, on mène un plan normal à Vellipsoïde, la section de l'ellipsoïde par ce plan aura un de ses sommets au point de contact de la tangente.
En d'autres termes, les polhodies sont des courbes telles que chaque section normale tangente à la courbe en un de ses points est surosculée en ce point par un cercle.
Nous retrouverons plus loin cette propriété au n° oiO.
Avant de commencer l'étude détaillée des lignes tracées sur les surfaces, nous allons donner différents Tableaux contenant les systèmes de formules que nous avons obtenus dans ce Chapitre et dans le précédent.
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Tableau I (Chapitre I).
Rotations /?, q^ r\ p^^q^^ r, ; translations ^, •/], o ; Ç,, ''^n? o :
dp
dv
du
= (I^i — rqu
dv
du
= r^ri — rr,i,
dq
dv
dqi
= rpx—pru
^dr, dv
du
= /ii-?n,
dr
dr,
^--pqi- qpi,
Pf'A-
-Pi-^i
^qqi—qi^z;
!dx -h ^ du -^ ^idv -h {q du -+■ q, dv)z — ( r du -^ 7\ dv)y, dy -+- T, du -\-rixdv -^ (r du-h ridv)x — (/> du -r- pidv)z, , dz -i- (p du ~hp\ dv )y — ( q du -^ q, dv )x.
Courbe tracée sur la surface :
(r) ds costo — \ du -r-\idv, ds ?,\nta =^ r^du -^- ri^dv.
Image sphérique de la courbe :
(2) d'i cos% = q du -}- qidv, (ijsinO=: — pdu—pidv,
(3) d<i^ = (p du -\- pi dv)^-^ {q du -i- qi dv)- .
Condition pour que deux directions soient conjuguées :
(4) (p du -i-pidv){T, ^u -4- Tiiùv) — (q du-i- qi dv){^ ou -4- ^lOP) = o. Lignes asymptoliques :
(5) (py] — ql) du^-^-ipi-rii— qi^^i) dv^-{'{prii-i-pir^ — q^^,— q,^) du dv =o,
(6) (p du -h pidv) sinw — ( q du -+- qidv) cosw = o.
Lignes de courbure :
^ du -i- ^idv -r- p(q du -i- qidv) = o,
' y] du ■+- r^idv — p(p du -\- pidv) = o Equation différentielle de ces lignes :
(8) (p du-]-pidv)(^du-^ ^idv) -^ ( q du -7- qidv)(y] du -^ r^^dv) — o,
(9) (p du -h pidv) coso) -f- ( q du -+- q\dv) sintD = o.
Equation aux rayons de courbure principaux :
(10) p^ipqi— qpi) + piqrii— qiri -^ p^i— Pi^) -^ Irn— r^^zi= o.
Courbure totale :
^^1 — TQ^i àr dr^
^") -m-'^-p^^-^^^-d-v-dû'
LES FORMULES DE il. CODAZZI. 383
Tableau II (Chapitre I).
Courbure et torsion dune ligne tracée sur la surface; ç', t/, J^', angles de la normale principale ; )/, ;jl', v', angles de la binormale avec les axes du Irièdre (T) :
( cos;' = — sinwsinni, cost/ = costo sinra, cos^' = cosra. \ cosX' = sinwcosTJj, cosu' = — costocosnr, cosv'=sinnT,
(2) ds = doi — r du — ri dv,
(3 ) — ^^ — ds = sinwi/j du —pidv) — costy(^ du-^ qidv),.
I dxs pdu—pidv qdu — qxdv. i d /cosro",
■■♦''- ds ds ds %d(3i\ p 1
I COST3 dp sincj /2 o^^^ \ _ v p* ds ~^ p \ T ' ds )
M dji ds dv ds'
td /cosro\ d /cbsnj\l du
td /cosw' d . cosraxl
Centre de la sphère osculatrice (x^, Vo, ^o^ •
/ -To >'o . dp
[ : =: — =^ = Z Sinnî — T COSZn -j-j
1 — sinu> cosw ' ds
Zo= 0 cosGj — T-j- sinci.
' as
Centre de courbure normale (xi,^,, z ^) :
(7) ^.=ri = o, ^1-^-
Centre de courbure géodésique (x2, y-i, ^2) • 0 sinto 0 cosa>
Centre de courbure de la courbe (^3, 1-3, ^3) : 19) a-3 = — p sia a> sia 73, ^^3= p costo siniiT, ^3=pcosTO.
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Tableau III (Chapitre II).
(i) ds^-^ k^ du'^ -^ G^ di>^-]- 2 ACcosoL du di>,
(2) fi — 771 = a,
(3) ^ = Acos7?7, ri=:Asin/?î, Çi^=Gcos«, 7ii = Csinn, / dp ôpi dn I / dk. ■ dC
dv du ^ -' du Gsina \dv ou
,.,. < dci d(/i dm. t /dC dX \
^ ^ \ di> du ^1 Z' 1' 1 ()ç Asina \du dv . /'
I ^Z*^! — <lPi-i A(/?iSin7?7 — <7iCos«ij = C<(/7 sinn — gcosn),
l dx -f- A cos m du — G cosn dv -ry q du + qydv)z — (/- du -h /'i dv)y^
(B) <' «i/ -+- A sin/Ti ofti -1- G sinn dv -+-(/■ c^a-i- ridv)x — {p du-\-pi dv)z,
\ dz -^{p du-\-pidv)y — {q du-^qidv)x,
Ligne tracée sur la surface :
(4; ds cos (xi=^ h. co?, m du-r-Cco?,!! dv, ds 9<\n oi ^^ K un m du -\- C s'\n n dv .
Angle de deux directions :
\ ds os cos(to — co') = A.- du 8m -^ AG cos (x{du ov 4- dv ou) -f- C^ dv oc,
( ds os sin{t)i — ai') ~ \C sina.(dv ou — du^v).
Directions conjuguées :
( A{q cos m — psinm) du ou -h C(qi cos n — pisin/i) dv ov
( -^ A(qiCosm — p^ sin m) du ov -r- C{q cosn — p s'in n) dv ou = o.
Lignes asymptotiques :
{ A(qcosni — p sin tu) du^ I -+- G{qi cosn — pi sinn) dv- -+- iA{qi cos m — pi sin m) du dv = o.
Lignes de courbure :
t A cos m du -1- G cos n dv -~ p{q du -i- qidv) -= o, i A sin/n du -r- G sinn dv — p{p du -n p^dv) = o.
Equation différentielle :
\ A{ p cos 711 -1- q sinmj du^-r- C(piC0sn -r- q^sin n) dv^
f -{-[A(piCosm-T- qismm) -r- C(p cosn -~ q sinn)]dudv = 0
Rayons de courbure principaux :
i — p[A(piCOsm->r- qismm) — C{p cos/2 -i- q sin/i)]-T- AG sina = o,
, , AGsina
Tableau IV (Chapitre II).
Coordonnées rectangulaires quelconques :
<•) ? = A, r, = o, ;i = o, T,j=C, rt = a=:-, m = o.
. , i dX dq dqx
I I <)G dr dri
!cfr ^- A rfa ^- (y du — ^i rfr);; — (r du -r- ri dv)y, ^„, , f/j' ^ Gcff — (r<ia — ridv)x — (p du — pidv)z,
\ dz —ipdu—pidv)y — {q du — qidv)T.
Ligne tracée sur la surface :
(2) ds cosoj — X du, ds siniù = G dv. Directions conjuguées :
(3) Xq duZu — Cpidvw — Xqi{duw-:-dvZu) = o. Lignes asymptotiques :
(4) A^ du-— Cpidv^-r- (Xqi — Cp)dudv = o. Lignes de courbure :
A du -^ z(q du — qi dv ) = o, Cdv — s {p du -T- Py dv) = o.
Équation différentielle :
(6 ) Xp du- -r- C (/i dv- ~ ( Cq -h Xpi) du dv = o.
Rayons de courbure principaux :
^ RR' Ou \X du) dv 'g dv )'
(9) Ac(i-I-)=A/>.-Ggr
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Table \u V (Chapitre II).
Système de coordonnées formé par les lignes de courbure : (i) l^k, 71=0, ?i==o, ï]i=C, /> = O, qx=o,
I dh ~ G ^'
I dC A du
dt^
dr,
dv
du "
du.
= — qrx
Directions conjuguées :
(i) Xqdu^u — Cpidçoi> = o.
Lignes asymptotiques :
(3) Aq du^—Cpidç^^-o, — =r 1 ÏP- = <^-
Rayons de courbure principaux :
q pi
(5) f=.(R'_R)^, ^^'^„(R'_.R)^_L«Mî
Ligne tracée sur la surface :
A du . G dv
COS W = ; — 7 sin to = ; — • j
ds ds
coscj cos^o) sin^to
fe _ / I I ' J? "" l R ~ R '
I «icj / I I \ .
(7) Z-T77 - iT-K'P'"^^°^^'
COSTÏT dÇ) sillTU /'>. „ dlJ5
_ 2 (^R <^"^ ^dR du^ dç ^dR'dudv^ ^àW dv^
~~ -' du ds* dv ds^ ds ' * c)m o?* û?5^ ^ dv lis'*
Tableal VI ( Chapitre II ).
Coordonnées symétriques :
i dx -i- l{du — dv) —yqdu-r-qi dv)z — ( /• du -r- /'i rft')^, (B) j dy-^il{dv — du)-^irdu-^r^dv)x — ipdu^pidv)z, \ ^^ -^{pdu-^pidv)y—(qdu + qidv)x.
Directions conjuguées :
(3) (q^Ùp)durju^(qi- ipi)dvov-^{q — ip){duZv-^dvZu) = o.
Lignes asymptotiques :
(4) (q^ip)du-i-r-(qi~ipi)dvi-^'i{q— ip)dudv = o. Lignes de courbure :
/3^ \ '^idu — dv)^p(qdu-~qidu)=o,
i\{du — dv) -f- o{pdu--pidv) = o. Equation différentielle :
< ^ ) (P — iq)dui -h (/?, -f- iqi) dv^- = o.
Rayons de courbure principaux :
(7) pKpqi—qPi) — À?(j3i ~p — iq — iq^) — -iUJ^o,
(8) -L - / ^MogX RR' X* dudv
Courbe tracée sur la surface :
ds ds
( 5^rf. == du.-rda^r,d. = d^ - / f^l^ ^« - ^i^ rf,'
COURBURE KORMALE ET TORSION GÉODÉSIQUE
Théorème d'Euler sur la courbure des sections normales. — Formule de M. O. Bonnet. — Théorèmes de M. J. Bertrand. — Introduction de la torsion géodésique. — Expression géométrique des six rotations qui figurent dans les formules données précédemment. - Relations entre les mêmes éléments géométriques dans le cas des coordonnées obliques. — Théorèmes de Joachimsthal relatifs aux lignes de courbure communes à deux surlaces. — Formule de M. Laguerre. Son application à la détermination du rayon de courbure d'une ligne tracée sur la surface aux points où elle est tangente à une ligne asymptotique. -Théorème de M. Beltrami. — Torsion d'une ligne asymplotique. — Formule de M. Bonnet relative au rayon de courbure d'une ligne asymptotiquc. — Application aux systèmes orthogonaux et isothermes.
50o. Nous commencerons par l'étude des deux formules qui donnent la courbure et la torsion
rnsTTT I . / dxi dv\ 1 du dv\
dm I / du, dv \ . / du dv ,
La première nous fait connaître la variation de la courbure normale pour toutes les courbes passant par un même point de la surface. Elle contient donc le célèbre théorème d'Euler relatif à la variation de la courbure des sections normales. Et, en effet, si l'on suppose que les lignes coordonnées soient les lignes de courbure de la surface, et si l'on introduit les simplifications qui résultent de cette hypothèse, les équations précédentes prendront la forme suivante :
cosTîT I cns^tu sin^to
ds La première de ces formules donne immédiatement le théorème
dm i / I I \ • (4) :7;-x = (R'-Rr''^
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d'Euler. La seconde, qui a été donnée pour la première fois par M. Bonnet (*), va nous permettre de faire connaître les lois remarquables que M. Bertrand a ajoutées à celles d'Euler (-).
Si Ton considère, sur une surface, un point fixe M et un point M' infiniment voisin, la direction de la normale en M' pourra être déterminée de la manière suivante : i° par l'angle que fait avec la normale en M la projection de la normale en M' sur le plan normal en M qui passe au point M'; a° par l'angle que fait la normale en M' avec sa projection sur ce plan normal.
Le premier de ces deux éléments est évidemment l'angle de contingence de la section normale en M dont le plan passe par M'. Lorsque le point M' tourne autour de M, la variation de cet angle est connue; elle sera donnée par le théorème d'Euler. Avant M. Bertrand, on n'avait pas songé à déterminer la grandeur du second angle et à chercher comment il varie quand le point M' se déplace autour de M; cependant, l'étude de cet élément est essentielle si l'on veut connaître complètement les propriétés du pinceau des normales infiniment voisines de la normale en M. 11 est aisé de reconnaître que cette étude peut se faire complètement au moyen de la formule de M. Bonnet.
Appliquons-la, en effet, aux sections planes normales passant par le point M. Pour ces sections, la torsion est nulle, et la formule (4) nous donnera par conséquent
ds sinia coscd.
Ornr désigne, en général, l'angle du plan osculateur à la courbe avec la normale à la surface. Considérons, dans le cas qui nous occupe, un point M' voisin de M sur la section plane considérée; Ts sera l'angle de la normale en M' avec le plan de la section. Comme, au point M, cet angle est nul, cItts sera, en négligeant les infiniment petits du second ordre, l'angle même considéré par
(') O. BoxxET, Mémoire sur la théorie des surfaces {Journal de l'Ecole Polytechnique, XXXII' Cahier, p. i; i848).
(') J. Bertrand, Mémoire sur la théorie des sur/aces {Journal de Liouville, t. IX, i" série, p. i33; i844).
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M. Bertrand qui, du reste, a établi directement la formule précédente.
Cette formule nous montre que c/rn sera nul pour les deux directions principales. En général, les valeurs de cItjs correspondantes à la même valeur de ds et à deux directions rectangulaires seront égales et de signes contraires.
506. On peut substituer à l'angle dm le moment des deux normales en M et en M'. Imaginons une force de longueur égale à l'unité dirigée suivant la normale en M'. Le moment DTl de cette force par rapport à la normale en M sera égal ii O'I, ô désignant la plus courte distance et >^ l'angle des deux droites. Or, si l'on fait glisser cette force sur la normale en M' jusqu'à ce que son point d'application arrive en M', on pourra la décomposer en deux autres forces, dont une sera dirigée suivant la projection de la normale en M' sur le plan normal en M qui contient M', et dont l'autre sera perpendiculaire à ce plan. Le moment de la force sera égal à celui de cette seconde composante, qui est égale à f/m, et dont la distance à la normale en M est évidemment <:/.?, en négligeant dans les deux évaluations les infiniment petits du second ordre. On a donc
OÏL = ^'^i — ds dm — ds^ ( -— — — j sin w cos w.
Il est aisé d'ailleurs de vérifier que cette valeur de OÏL ne change pas quand on passe à toute surface parallèle; car, en remplaçant sinco, costo par leurs valeurs, on trouve
DK- = {K —R)piq du dv;
et les quantités/», , ^, R' — ■ R ne changent pas évidemment (n"500) dans le passage à la surface parallèle.
Si l'on voulait connaître l'angle à des normales en M et en M', on aurait évidemment
ds COS7Tt\2
d^.^i::^i±i^) =(^^+-:i:i^)dsK
o07. La formule de M. Bonnet conduit à d'autres conséquences;
COURBURE NORMALE ET TORSION GÉODÉSIQUE. Sqi
en particulier, elle a donné lieu à linlroduction d'un nouvel élément relatif aux courbes tracées sur une surface.
La fonction - — -r- relative à un point d'une courbe (C) demeurant la même pour toutes les courbes tangentes à la courbe (C) en ce point, considérons, en particulier, la ligne géodésique tangente. Pour cette ligne on a, par définition,
et la fonction précédente se réduit à la torsion. Ainsi
I dxs
■z ds
représente, en un point quelconque d'une courbe (C), la torsion de la ligne géodésique tangente. M. Bonnet lui a donné le nom de torsion géodésique. Cette définition est consacrée bien qu'elle ait l'inconvénient d'éveiller l'idée d'une analogie qui n'existe pas avec la courbure géodésique. La torsion géodésique ne se conserve pas quand on déforme une surface.
Quoi qu'il en soit, une fois que l'on a introduit cette nouvelle notion, il est très aisé de donner des expressions géométriques des six rotations/?, q, r, /?,, ^,, r,.
Désignons par ^^ — ? - — , — les courbures normale et géodésique
fnu pffu tu
et la torsion géodésique de l'arc Xdu et désignons de même par - — > — > — les éléments analogues relatifs à l'arc C dv. Les formules précédemment établies nous donnent
Si les coordonnées curvilignes sont rectangulaires, on fera
= p sinm — g cosm,
pnu
pnv
= Pi sinra ~ qi cosrt,
A dm
Pgu ~ du ' '
dn
— = — p cosm — q s\nm;
tu
= — pi cosn — qi sin
CHAP. III
/i =:^ - , /?2 = o, et les formules précédentes deviendront
Pv,
tu ~'
Nous avons ainsi la définition et l'interprétation géométrique des six rotations. On sait que M. O. Bonnet, dans sa belle démonstration des formules de M. Godazzi, a introduit ces six quantités sans les considérer comme des rotations, mais en s'appuyant uniquement sur leur définition géométrique, telle qu'elle résulte des formules précédentes.
508. Dans le cas des coordonnées obliques, on pourrait introduire, au lieu des six rotations, les expressions des six courbures absolument comme dans le cas des coordonnées rectangulaires et poser
P«ît A
Pnv
= p sin m — q cos m — — Q,
dm du
ou
= — p cos m — q sin m = pi sinn — (/i cosn = Pj, /,_Ri^-, />i cosn — qi sin/i = — Qj.
à/i dv
On déduit de là
p =z P cosm — Q sinm, pi = q — P sin m n- Q cos /n, qi =
dn
ou
Pj sinn — Qi cosn, — Pi cosn -!- Qi sinn, dm
Ri
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et. en portant ces valeurs dans les formules (A') [p. 363], on obtiendra le système
C sina \ ôv ou
ArPiCOsa — Qjsina) = C(P sina — O ces a),
\ OV ou du dv
Ces équations, qui coïncident, aux notations près, avec celles que M. Codazzi a données à la fin de son Mémoire, sont évidemment plus compliquées que les formules (A). Ce fait paraît indiquer que l'utilité des formules de M. Codazzi tient surtout à ce que les six éléments géométriques qui v figurent peuvent être considérés comme formant un système de rotations, ce qui n'a plus lieu dans le cas des coordonnées obliques.
o09. M. Bonnet a fait remarquer que sa formule met immédiatement en évidence un théorème important. En effet, d'après cette formule, les seules courbes, passant par un point de la surface, dont la torsion géodésique soit nulle en ce point sont celles qui admettent pour tangentes l'une des directions principales de ce point. Les lignes de courbure sont donc caractérisées par cette propriété que la torsion géodésique est nulle en chacun de leurs points. Ce théorème est quelquefois attribué à Lancret, bien que ce géomètre ne l'ait jamais énoncé. Il est dans les rapports les plus étroits avec les belles propositions que Joachimsthal a données relativement aux lignes de courbure planes ou sphériques, et que nous allons exposer rapidement.
Quand deux surfaces se coupent sous un angle constant, la ligne d'intersection ne peut être ligne de courbure de l'une des surfaces sans l'être aussi de l'autre. En effet, tjt et tts' désignant les angles que le plan osculateur de la ligne d'intersection fait avec les normales aux deux surfaces, il est clair que l'angle des deux normales est nj — ra'. Si cet angle est constant, on aura.
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en chaque point de l'intersection,
£ dTJS __ I dTjs'
T ds ~ 1 ds
Cette égalité montre que la torsion géodésique de la courbe a la même valeur quand on la rapporte successivement aux deux surfaces. Elle ne peut donc être nulle pour l'une des surfaces sans l'être aussi pour l'autre.
Réciproquement, si l'intersection de deux surfaces est une ligne de courbure pour les deux surfaces, elles se coupent sous un angle constant^ car on a alors
£ d^ _ _ I <rfe' <^7JT dr^'
-c ds ~ ~ '^.~ ~ds' ITs^ Ih'
et, par conséquent, l'angle nr — rn' est constant.
Dans le cas où l'une des surfaces est un plan ou une sphère, ces propositions donnent les corollaires suivants :
Si un plan ou une sphère coupe une surface sous un angle constant, l'intersection est ligne de courbure de la surface.
Si une ligne de courbure est plane ou sphérique, le plan ou la sphère qui contient la courbe coupe la surface sous un angle constant.
Il suffit, pour rattacher ces propositions aux précédentes, de remarquer que toute ligne plane ou sphérique est ligne de courbure du plan ou de la sphère sur laquelle elle est tracée.
Au reste, toutes ces propositions ont leur véritable origine dans la théorie des développées des courbes gauches. Nous avons vu, en effet [I, p. i8], que toute normale d'une courbe gauche qui enveloppe une développée fait avec le plan osculateur un angle V défini par la formule
Etant donnée une courbe tracée sur une surface, pour qu'elle sojt une ligne de courbure, c'est-à-dire pour que la normale à la surface en tous ses points enveloppe une développée delà covirbe, il sera nécessaire et suffisant que la relation précédente soit véri-
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fiée quand on y remplace V par cr, ce qui est le théorème énoncé plus haut.
On démontrera de même les théorèmes de Joachimsthal. Par exemple, si deux, surfaces se coupent suivant une ligne de courbure commune, les normales aux deux surfaces en chaque point de cette courbe enveloppent deux développées distinctes; et, par suite, elles se coupent sous un angle constant. Les propositions réciproques s'établissent par des considérations analogues.
Le théorème de Joachimsthal conduit à une conséquence que nous avons déjà signalée [I, p. 3i6], sans la démontrer. Toutes les fois qu'une surface admet une ligne de courbure plane, la représentation sphérique de cette ligne de courbure est un cercle dont le plan est parallèle à celui qui contient la ligne de courbure. En effet, la normale à la surface en tous les points de la ligne de courbure fait alors un angle constant a avec la perpendiculaire au plan de cette ligne. Par suite, la représentation sphérique de la ligne de courbure sera le lieu des extrémités des rajons de la sphère qui font l'angle a avec cette perpendiculaire : ce sera un grand cercle si le plan de la ligne de courbure est normal à la surface et un petit cercle si l'angle a n'est pas droit; mais, dans l'un et l'autre cas, le plan de ce cercle sera évidemment parallèle à celui de la ligne de courbure.
Réciproquement, si la représentation sphérique d'une ligne de courbure est formée par un cercle de la sphère, la tangente en tous les points de celte ligne sera parallèle au plan du cercle; et. par conséquent, la ligne elle-même sera située dans un plan parallèle au plan du cercle.
olO. Après avoir étudié la formule de M. O. Bonnet, nous dirons quelques mots de celle de M. Laguerre. Si l'on rapporte la surface au système de coordonnées formé par les lignes de courbure, elle prend la forme
coscT do sincT /a o ^^ \ » ^^ ^"' •> 2^^ du- dv
^Pl^
dW du di'-
du ds^
W en résulte que le produit du premier membre par ds^ demeure
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constant lorsqu'on passe de la surface à l'une quelconque des surfaces parallèles; il suffit, en effet, pour effectuer ce changement, d'augmenter R et R' d'une même constante, sans changer q et/?,.
Si l'on applique la formule à une section normale de la surface, on a
TiT = o.
et le premier membre se réduit à - — y Il suit de là que l'équation différentielle du premier ordre et du troisième degré
(1 1) q^ —~ aiû -- ôq^ —- du- dv -\- 3/?? du dv- -~ o? «p* = o
^ ' -^ du ^ ôv ^^ Ou ' ^ Ov
définit les courbes tracées sur la surface, et pour lesquelles la section normale de la surface tangente à la courbe en un quelconque de ses points est surosculée par un cercle.
Ces lignes ont été considérées en premier lieu par M. de la Gournerie ('). Il résulte de leur équation différentielle qu'elles se conservent lorsqu'on passe d'une surface à la surface parallèle. Cette remarque aété faite par M. Ribaucour (-). On les détermine aisément dans les surfaces du second degré; elles se réduisent alors aux deux systèmes de génératrices rectilignes et aux courbes sur lesquelles la courbure totale de la surface demeure constante. On peut rattacher leur théorie à celle du contact d'une surface avec un cvlindre de révolution. Mais cette étude trouvera place ailleurs.
51 1. La formule de M. Laguerre permet de résoudre une question très intéressante, sur laquelle M. Bonnet a, le premier, appelé l'attention.
Considérons une courbe (C) tracée sur une surface et supposons
(') De la Gournerie, Etude sur la courbure des surfaces {Journal de Liouville, I" série, t. XX, p. 1^5; i855).
(") Ribaucour, Propriétés de lignes tracées sur les surfaces {Comptes rendus, t. LXXX, p. 642; 1875).
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qu'elle soit tangente en un de ses points M à une des lignes asyinptoliques qui passent en M. Alors nous avons
et, par conséquent, si cosra est différent de zéro, c'est-à-dire si le plan osculateur ne coïncide pas avec le plan tangent à la surface, 0 est infini. C'est ce qui arrive, par exemple, pour une section plane dont le plan passe par une des tangentes asymplotiques et ne se confond pas avec le plan tangent.
Mais, si le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan tangent à la surface, on a
COSCJ = G,
et s peut avoir une valeur quelconque. La construction géométrique que l'on déduit du théorème de Meusnier tombe également en défaut, et conduit aussi à une indétermination.
M. Bonnet, à qui l'on doit la remarque précédente, a donné pour ce cas spécial une formule que l'on peut rattacher aisément à celle qui a été démontrée par M. Laguerre.
Désignons par -> - la torsion et la courbure de la courbe considérée, par —, — les mêmes quantités relatives à la ligne asvmpto-
tique tangente. Nous avons vu (n"* 492 et 493) que les deux fonctions
T ds p* ds ? .~ « * /
ont les mêmes valeurs si on les calcule successivement pour deux courbes tangentes au même point. Ici l'angle ra est égal à un quadrant aussi bien pour la courbe considérée^ que pour la ligne
asymptotique; mais-^, qui est nul en chaque point de la ligne
asvmptotique, n'est pas nul nécessairement pour la courbe considérée. On a donc
I <^nj __ I
1 *: ds Zo (12)
dm\ 9.
d OU, en éliminant -y-?
as
"^ '^0 '^oPo
Cette équation fera connaître p quand t sera donné.
Supposons, par exemple, que nous voulions déterminer le rayon de courbure de la section par le plan tangent. Cette section a deux branches passant au point de contact. On aura, pour chacune d'elles,
et, par conséquent (* ),
Mais^ pour que les formules précédentes soient réellement utiles, il faut qu'on puisse déterminer pQ et Tq. Voici comment on y parvient.
512. Dans le cas d'une ligne asymptolique, on a, d'après la formule (22) [p. 35^],
I p du -T- pi dv a du -^ Oa dv .
= 7-i cosco 4- ~ ~ sinw.
To ds ds
D'ailleurs, l'équation différentielle d'une ligne asvmptotique nous donne
p du -¥- px dv . q du -h q\ dv
, sin w — -^î cos w = o.
ds ds
Ces deux relations peuvent être remplacées par les suivantes :
/ pdu-^pidv cosw
1 ds To
] q du -^- qxdv sin to
\ ds Tq '
En remplaçant c/^sinw, ds cosw parleurs expressions (5) [p. 363]
(') Cette élégante relation est due à M. Beltrami qui l'a donnée dans un article Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une surface, inséré en i865 aux Nouvelles Annales de Mathématiques (2" série, t. IV, p. 258).
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en fonction de du, dv, on trouvera
. / A ces m \ , / Ccos/i\ ,
i ( /) -i ;: )du^(pi-, dv = o,
\ / Asin/n\ , . C sinn \ .
f ( 5^ ^ 1 rf« -4- ( ^1 -i -^ jdv = o
du
ou, en éliminant -r- ■> dv
iP9t — 9Pi)'^l -+■ ^C sina = o.
En introduisant, d'après la formule (i4 ) [p. 364], le produit des rayons de courbure principaux, on obtient
(i6) -To = = /- RR',
expression remarquable de la torsion due à M. Enneper. On en déduit, en particulier, que les lignes asymptotiques des surfaces à courbure totale constante sont des courbes gauches dont la torsion est invariable.
Si Ion porte l'expression de t^ dans la formule (^i3), elle deviendra
RR'
Cette formule, due à M. O. Bonnet ('), comprend implicitement celle de M. Enneper; car il suffît d'y faire p ^ So pour retrouver l'expression de la torsion d'une ligne asymptotique.
ol3. Il nous reste à déterminer Oo- Ici encore, la formule a été donnée par M. Bonnet.
Prenons le système de coordonnées formé par les lignes de courbure. La direction des lignes asvmpto tiques sera déflnie par
l'équation
sin*ti> cos-co -R^---R-=^'
(') Nouvelles Annales de Mathématiques (2* série, t. IV, p. 267; iS65).
qui donne
(i8) cosw
tango) = r:
les radicaux ayant partout le même signe. La formule (i8) [p. 354] nous donnera
Po
doi -+- r du -T- ri dv
et, par conséquent,
I ùiù du diù dv du dv
Po au ds dv ds ds ds
OU, en remplaçant -r-» -p par leurs expressions en fonction de to,
ds ds
I cosco ÔM sinto dw r
>\ ■ \ ou Ci dp A L
Or on déduit des formules du n° 500
dR
R du
A CR R--R" C AR' R — R
et, en remplaçant r, r, par ces valeurs dans l'expression de po, on obtient
I cosw diM cos2(osinw t'IogR' sino» dio sin^co cosw ()logR
Pq ~ X du A ou Qi dv G dv
I cos2o)sin(o (^ log(R' tangw ) sin^wcosw ()log(Rcotw)
(^it
Remplaçons maintenant sinto et cosco par leurs valeurs, nous trouverons
^'^^ PO ~,(_j^)f^^"V R / ,r|Gc^A -Rr
R'2 R3 En prenant comme variables auxiliaires -5- et ^ryj on parviendra
aisément à transformer celte formule et à la mettre sous la forme élégante
(uo)
I 4(— RR
po
A ()m \ - R'V Cdv\ R2 / J
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qui a été donnée par M. Bonnet, mais qui présente plus de difficultés que la précédente pour l'observation des signes.
On peut donner aux expressions trouvées une forme entièrement géométrique si Ton remarque que
A du C (Jv
représentent des dérivées relatives à des déplacements effectués sur les lignes de courbure. En désignant ces déplacements par ds,, dsz, on trouve, pour les valeurs absolues des deux ravons de courbure.
I 4'^— RR
Une application importante montre tout lintérêt que peuvent présenter des recherches de la nature de celle que nous venons d'exposer. L'illustre Lamé s'était proposé, dans ses études de Physique mathématique, de déterminer tous les svstèmes triples à la fois orthogonaux et isothermes, et la solution qu'il avait donnée de cette importante et très difficile question ne laissait pas de présenter des longueurs et même des difficultés. Dans un Mémoire déjà ancien («), M. Bonnet a montré que toutes les surfaces faisant partie d'un système à la fois orthogonal et isotherme doivent jouir delà propriété suivante : Sur chaque ligne de courbure le rayon principal correspondant à cette ligne est proportionnel au cube de l'autre rayon. En d'autres termes, on doit avoir
et, par conséquent, M. O. Bonnet a pu déduire de sa formule que les lignes asymptotiques de chacune de ces surfaces doivent avoir un rayon de courbure infini, c'est-à-dire doivent se réduire à des droites. Les surfaces qui composent le système doivent donc être nécessairement du second desfré.
(') O. Bonnet, Mémoire sur la théorie des sur/aces isothermes orthogonales {Journal de l'École Polytechnique, XXX« Cahier, p. i4i; 1845 ).
CHAPITRE lY
Formes diverses de l'équation différentielle des lignes géodésiques. — Les lignes de longueur nulle de la surface satisfont à cette équation différentielle. — Ligne géodésique passant par deux points suffisamment voisins. — Théorème de Gauss relatif aux lignes géodésiques qui passent par un point de la surface.
— Plus court chemin entre deux points suffisamment voisins. — Géodésiques normales à une courbe quelconque. — Second théorème de Gauss; extension de la définition des courbes parallèles dans le plan. — Trajectoires orthogonales d'une famille quelconque de géodésiques; elles se déterminent par une simple quadrature. — Variation de longueur d'un segment de ligne géodésique.
— Système orthogonal formé de deux familles d'ellipses et d'h3^perboles géodésiques. — Théorème de M. Weingarten. — Coordonnées bipolaires dans le plan et sur la sphère. — Théorème de M. Liouville relatif à deux familles de lignes géodésiques qui se coupent mutuellement sous des angles constants.
514. Il nous reste maintenant à entreprendre l'étude de la formule
( i) — = d(x> -t- /■ du -4- i\ dv,
Pé-
qui donne le rayon de courbure géodésique po- d'une courbe quelconque tracée sur la surface. Cette formule se distingue des précédentes par une propriété essentielle, que nous avons déjà signalée : les quantités qui y figurent dépendent exclusivement delà forme de l'élément linéaire; et, par suite, la courbure géodésique demeure invariable quand on déforme la surface d'une manière quelconque. Nous commencerons par étudier les lignes géodésiques. Leur équation différentielle
(2^ d(M -H r du -+- Ti dv = o
est du second ordre. On ne sait l'intégrer que dans un petit nombre de cas; néanmoins Gauss, dans son célèbre Mémoire (*),
(*) Gauss, Disquisitiones générales circa superficies curvas {Mémoires de la Société Royale des Sciences de Goettingue, t. VI, i8a8, et Œuvres complètes,
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et les géomètres qui l'ont suivi ont enrichi la théorie des lignes géodésiqiies d'un grand nombre de propositions intéressantes que nous allons tout d'abord développer.
Nous indiquerons en premier lieu différentes formes de l'équation différentielle. Si nous conservons toutes les notations du Chapitre I [p. 348], nous aurons
(3) cos ta ds = ^ du — ^-i (h; slna} ds = r, du — T,idi>
et, par suite, (4)
T, du ^-r.dv to = arc lan^ ^—- î_î
^ \du — lidv
Les formules (A) (n® 484) nous donnent
■i. ôv
'du ''du
Ou
1 dE
2 dv
àr.
au
du
2 du '^ dv ~^ Ov 1 Ou Ov ^' dv ^ dv *
A désignant toujours le déterminant
Si l'on porte les valeurs de w, /•, /•, dans l'équation (s».) et si l'on développe les calculs en tenant compte des relations
(7) ^^-^^=E. il-r,r,= F,
on obtiendra l'équation suivante :
f ■i{EG—Fi){dud^v — dvd^u) .àE du ÔE
\ àv du du
^ du
dG
2 E - — ) du- dv
Ou '
^dF r^dE\ , ,
2F -r >.G— )dudv'
dv dv /
dv Oi
)dv^
t. IV, p. 217). Le Mémoire de Gauss a élé souvent reproduit. On le trouve, en particulier, dans l'édition que M. Liouville a donnée en i85o de V Application de l'Analyse à la Géométrie, par Moxge.
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qui caractérise les lignes géodésiques et ne contient que les quantités E, F, G.
515. Si l'on adopte l'arc s de la ligne géodésique comme variable indépendante, on peut substituer à l'équation précédente deux équations différentielles qui définiront u et ç en fonction de s. On déduit, par exemple, delà première formule (3)
^ du -h lidv
CD = arc cos
ds
Choisissons le système de translations pour lequel on a (9) ^1 = 0,
il faudra prendre
v/EG — F2
La substitution des valeurs de r, /'i, w dans la formule (2) per-
mettra de calculer -7-^ et nous donnera la première des deux
ds^
équations suivantes
d'' Il ds^
(II
dF du
dE Ou
dE\ du^ dv / ds^
dE du
dG du
d^v ds^
dE \ du dv
J7/ ds^
F^ + G^ dv du
„ ()F \ dv"'
(^E _ ^F\ du^
dv du) ds^
dv
-, dG\ du dv du / ds'''
' dE
dv du / ds-
qui se déduisent l'une de l'autre par l'échange de u et de v^ de E et de G. Pour déterminer complètement u et v en fonction de s^ il faudra leur adjoindre la relation
„ du'^ „ du dv
T7 du^ ^ds^
ds'^
rdv^ ^di^
qui sert de définition à la variable auxiliaire s.
On peut remplacer les deux équations (ii) par les suivantes :
Edu-T-Fdv\ dE dii^ ôV diidv dG dv-
, _ ds j Ou ds- ' du ds- ' du ds- '
^'^^ ■ d /Fdu — Gdv\ ôE du-^ d¥ diidv dG dvi
(d / t du — (j di> "^Tsy ds )
dv ds- ' d\> ds- di> ds-
qui sont d'une forme plus élégante, mais ne sont pas résolues par rapport aux dérivées secondes.
ol6. Les différentes équations que nous venons d'obtenir mettent en évidence une propriété fondamentale des lignes géodésiques que l'on peut énoncer comme il suit :
Etant donnée une ligne géodésiqiie et deux points quelconques A, h pris sur cette ligne, la variation première de l'arc de la géodésique compris entre ces deux points est nulle quand on passe de cette géodésique à toute autre ligne infiniment voisine ayant les mêmes extrémités ; et, réciproquement , toute ligne jouissant de cette propriété est une géodésique.
Considérons, en effet, une ligne quelconque comprise entre les points A et B et définie par l'équation
son arc sera donné par la formule
aFf'-r- Gc'* du,
r' désignant la dérivée de v par rapport à u. Si l'on veut que la variation première de l'arc soit nulle, on aura, en appliquant les principes du calcul des variations, l'équation différentielle
dE_^ dF ,_^ dG ,j A. ( Gt>'-HF _ 'dv ~'^'dv^ ' 'dv^' _
-* du \^E-^i¥v'-^Gv'-^j iy/E^i¥v'-\-Gv''i "" "'
Si l'on développe les calculs, on retrouve l'équation (8). La proposition est donc établie.
Mais on peut aussi choisir l'arc s comme variable indépendante; alors l'équation (i4) prend immédiatement et sans calcul la forme
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de la seconde équation (i3). La première de ces deux équations se déduisant de la seconde par Téchange de u et de p, on peut considérer comme démontré le système (i3), système que l'on
pourra ensuite résoudre par rapport aux dérivées secondes ^, ■T-j? ce qui donnera les équations (i i).
517. Les calculs de vérification que nous venons d'indiquer conduisent à une conséquence intéressante. Reprenons, par exemple, l'équation (i4).'où nous regarderons u comme variable indépendante. En la développant, on lui donnera d'abord la forme suivante :
On reconnaît ainsi immédiatement que les lignes de longueur nulle de la surface, qui sont définies par V équation
E -H2Fp'-t-G(''2 = o,
satisfont à l'équation différentielle des lignes géodésiques.
Il est aisé, en effet, d'établir directement que ces lignes sont de véritables lignes géodésiques et que leur plan osculateur est, en chaque point, normal à la surface. Il suffit de remarquer que le plan osculateur de toute ligne de longueur nulle est tangent au cercle de l'infini et, par conséquent, normal à la tangente. Si donc une ligne de longueur nulle est tracée sur une surface, son plan osculateur en chaque point, étant normal à la tangente en ce point, contient nécessairement la normale à la surface.
On peut d'ailleurs vérifier autrement la propriété que nous venons d'établir. Si l'on suppose que la surface est rapportée à ses lignes de longueur nulle, on aura
l'équation (8) prendra donc la forme particulièrement simple
( 1 5) Y (du d^ V — dv d"- u ) — dv du ( — du — -- dv ] = o.
\<Ju ov j
On reconnaîl ainsi que toutes les lignes coordonnées, définies par Tune ou l'autre des deux équations
dv = o ou du = o,
satisfont à l'équation diflerentielle des lignes géodésiques (*).
518. Les équations de différentes formes que nous venons d'obtenir pour les lignes géodésiques mettent en évidence un fait essentiel, sur lequel on s'appuie à chaque instant dans la théorie : c'est que, par un point quelconque de la surface, il ne passe qu'une ligne géodésique admettant pour tangente en ce point une tangente déterminée de la surface. En d'autres termes, une ligne géodésique est pleinement déterminée par la condition de passer en un point de la surface et d'y admettre une tangente donnée.
Si, au contraire, on veut assujettir une ligne géodésique à passer par deux points, il est aisé de reconnaître que ce problème peut avoir une infinité de solutions, alors même que les deux points seraient très rapprochés. Supposons, par exemple, que la surface donnée soit un cylindre de révolution ; les lignes géodésiques seront des hélices. On reconnaîtra aisément que, si 1 on prend sur le cylindre deux points M et M', quelque voisins qu'ils soient, il y a une infinité de lignes géodésiques passant par ces deux points. Ces hélices se distinguent les unes des autres parle nombre de tours que fait sur chacune d'elles un point partant de
(') Les lignes de longueur nulle se distinguent toutefois des autres géodésiques par une propriété qu'il est bon de signaler. La variation première de l'arc, quand on passe d'une telle ligne à la courbe infiniment voisine, se présente sous une forme indéterminée. Cela lient à ce que l'arc de toute ligne infiniment voisine
d'une ligne de longueur nulle est un infiniment petit de l'ordre -• Soit, en effet,
une ligne de longueur nulle. Pour toute ligne infiniment voisine définie par
l'équation
où e est une quantité infiniment petite, on aura
= vi/v
2 F s\M; du.
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M avant d'arriver en M', et par le sens dans lequel s'effectue ce mouvement.
Mais, quelle que soit la surface considérée, on peut déterminer une grandeur / telle que, si l'on prend sur chaque ligne géodésique passant par M, et à partir de M, une longueur ). égale ou inférieure à /, il ne passera par le point M et par l'extrémité de cette longueur aucune autre ligne géodésique dont la longueur soit inférieure à /. Celte proposition n'est pas absolument évidente, mais on peut l'établir rigoureusement de la manière suivante.
Nous avons vu que les coordonnées u et v d'un point de la ligne géodésique sont définies en fonction de s par les équations (i i), qui sont de la forme suivante : i
d^a _ / du\^ 7 du dv l dv\-
ds'^ \ds ) ds ds ' \ds J '
d-v _ , / du'Y du dv , / c? p \ 2
ds^ \ ds / ds ds \ds / '
«, b, a', ... étant des fonctions données de u et de ç. Si l'on veut étudier l'ensemble des lignes géodésiques passant par un point M de coordonnées Uq, v^, les équations différentielles donneront pour u et V des fonctions de l'arc s compté à partir de M et
des valeurs initiales u^^ Çq, \ -J~) ' ( y" ) relatives à ce point. Remarquons d'ailleurs que les équations différentielles précédentes ne changent pas de forme quand on y remplace s par y. s, a désignant une constante quelconque. Il faudra donc que les valeurs de u et
de p ne changent pas quand on remplace 5, ( ->- ) ? ( t ) respecti-
i f du\ i f dv\ f^ -. . T
vement par a^, "" ( j~ ) ' ^ ( j" ) • Cela ne peut avoir lieu que si m,
V dépendent, en même temps que de ;^oj ^O) des seules variables
' du 'i , f dv\
ds y 0 \ ^^ 1 0
On aura donc
u = f{u\v\ «0. t'o), V = o(u', V', Mo, Vo).
Si les coefficients E, F, G et, par suite, les fonctions a, b, a', ... sont dévcloppables suivant les puissances entières de u — ■ u^), V — (^0) les fonctions y et cp seront dévcloppables suivant
LES LIGNES GÉODÉSIQUES. 4o9
les puissances de u' et de v' \ et l'on aura des séries de la forme suivante :
u — «0= w'-^ *«'- — 2a'itV-^ T.' v'^-^ . . ..
où les coefficients a, ^, ... seront des fonctions de Mo, ^\i et qui seront convergentes pour toutes les valeurs de «', v' dont le module sera inférieur à une quantité fixe. Le déterminant fonctionnel
étant égal à i pour m'=p'=o, les équations précédentes pourront être résolues par rapport à u', v' et donneront pour ces quantités des séries ordonnées suivant les puissances de m — iia^ V — t'o» séries qui demeureront convergentes tant que les modules de ces deux différences demeureront inférieurs à une quantité fixe. En d'autres termes, il ne passera par le point M et par un point suffisamment voisin M' qu'une ligne géodésique pour laquelle u' et v' soient inférieurs à une quantité fixe, c'est-à-dire dont la longueur soit inférieure à une quantité donnée ('). C'est la proposition que nous voulions établir. On peut encore l'énoncer en disant qu'on peut délimiter une région entourant le point M et telle que, par un point quelconque de cette région et par le point M, il ne passe qu'une seule ligne géodésique tout entière comprise dans la région (-).
( ' ) Comme oa a
E^, F-, Go désignant les valeurs de E, F, G au point M, on obtient, en multipliant par s^, la relation
qui montre que, si m', v' sont inférieures à une quantité fixe, il en sera de même de s.
(^) Les variables m', v' sont celles auxquelles M. Lipschitz, dans des recherches plus générales, a donné le nom de variablex normales. [ Voir, en particulier, le Bulletin des Sciences mathématiques (i" série, t. IV, p. 97-110)].
[UFÎ7ERSIT
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519. 11 résulte de celte proposition que, si l'on détermine chaque point de la région précédente par la longueur u de la ligne géodésique qui joint ce point au point M et par l'angle v que fait en M cette ligne géodésique avec une des tangentes en ce point à la surface, on aura constitué un s^'stème de coordonnées tout à fait analogue au système de coordonnées polaires dans le plan et dans lequel, à chaque point de la surface, correspondra un seul système de valeurs de u et de c, si l'on convient, par exemple, do prendre u positif et v compris entre o et ir^. L'élément linéaire de la surface sera donné par la formule
ds^ = c?a2 -^--tY dudv ;- G dv"-, dans laquelle E est égal à i . On aura évidemment
F = o, G = o pour u = o.
Cela posé, exprimons que les lignes ç = const. sont des géodé-
siques. Si l'on emploie, par exemple, l'équation (8), on aura, en
annulant dv et d'-v, la condition
d¥ Ja==«'
F ne peut donc dépendre que de la seule variable v\ et, comme on a F = o pour m = o, F sera identiquement nul. Par suite, l'élément linéaire de la surface prendra la forme simple
(17) ds^ ^du^-r-Qdv^.
520. On peut encore établir le même résultat en adoptant la forme de l'élément linéaire étudiée au Chapitre II [p. 862]. On
aura ici
ds^ = du^ -i- 2 G cos a du dv -^ G^ dv-.
Remarquons d'ailleurs que, l'arc C dv compris entre deux lignes géodésiques infiniment voisines devant diminuer indéfiniment quand u tend vers zéro, il faudra que l'on ait C = o pour u = o, quel que soit ç.
Cela posé, exprimons que les lignes (^ =: const. sont géodésiques. En appliquant la formule (2) et remarquant qu'ici to est
LES LIGNES GÉODÉSIQUBS. 4> I
égal à /?;, on a
dm _
du
ou, en remplaçant /' par sa valeur déduite des formules (A')
(nM9o)
dx cota dQ <?(Ccosa)
du ' Ç. du ' du
Ainsi C cosa doit être une fonction de v
(i8) Ccosa = o(i;).
Mais, comme C est nul, quel que soit i', pour u -^^ o, il faut nécessairement que l'on ait
L'équation précédente nous donne, pour une valeur quelconque
de w,
G cosa = o et, par suite,
cosa = o.
Nous retrouvons ainsi la forme déjà donnée (19) ds- = du- — G- i/^•-
de l'élément linéaire de la surface.
o21. Cette forme est d'une importance capitale. Elle va nous permettre de démontrer que le chemin le plus court entre deux points suffisamment rapprochés d'une surface est toujours une ligne géodésique.
En effet, sur la portion de surface que nous avons définie plus haut et qui peut être considérée comme engendrée par une ligne géodésique de longueur / tournant autour de son extrémité M, prenons un point quelconque M' de coordonnées Uq, v^; i/q sera la longueur de la ligne géodésique qui passe par M et M'. Si nous considérons tout autre chemin réunissant ces deux points et compris entièrement dans la portion de surface considérée, la longueur de ce chemin sera exprimée par l'intégrale
^ du- -r- G- dv-.
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Or cette intégrale est évidemment supérieure à
du.
Donc le chemin est supérieur à Uq.
Si le chemin sort de la portion de surface que nous venons de définir, il faudra qu'il aille d'abord de M en un point p. de la limite. Le chemin Miji, étant au moins égal à / d'après la démonstration précédente, sera déjà supérieur à ?^o î il en sera donc de même a fortiori du chemin total.
On peut encore présenter le raisonnement précédent sous une forme géométrique. Construisons autour du point M les courbes u = const. qui offriront autour de ce point la disposition générale d'une série de cercles concentriques autour de leur centre dans le plan. Considérons deux courbes infiniment voisines; l'arc d'une ligne quelconque compris entre ces deux courbes sera
\/du^ -+- G2"^ ;
sa valeur minimum sera donc du et elle correspondra au cas où l'on suit, pour aller de l'une à l'autre courbe, une géodésique normale. Le plus court chemin de M à M' est donc nécessairement la géodésique qui passe par ces deux points.
522. On peut généraliser comme il suit la proposition obtenue au n" 520.
Etant donnée {/ig. 82) une courbe quelconque AA', construisons les géodésiques normales à cette courbe. Nous définirons un point quelconque de la surface dans le voisinage de AA' par l'arc V = AV qui détermine le pied de la géodésique passant par le point M et par la longueur u = MP comptée à partir de P sur cette géodésique. Tant que u sera inférieur à une limite fixe, un point n'aura qu'un seul système de coordonnées ('). Il suffit, en
(') On peut démontrer cette proposition en toute rigueur; il suffit de s'appu}'er sur les résultats obtenus au n" 518.
Nous avons vu que les valeurs de u et de v, relatives à un point quelconque d'une ligne géodésique passant en un point M de coordonnées «„, v^, sont des
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effet, de remarquer que les lignes géodésiques normales à W ne s'entrecroisent pas tant que u est inférieur à une limite que l'on pourra déterminer.
Fie. 32.
On aura encore, en prenant u et t- comme variables, ds- =î du- — 2 C cos 2 du dv — G* rff *,
fondions des quatre variables
fdu
'dv\
Si le point M est pris sur une courbe (C) et si, de plus, la ligne géodésique doit être normale à (C), u^, v^, i-f) ' \'d~l «^c^*^""^"*^ ^^^ fonctions de la variable qui fixe la position de ce point sur la courbe. Désignons celte variable par ff; m et v seront des fonctions de s et de a. Le déterminant fonctionnel
a évidemment pour valeur initiale
du,
rft;.
ds
( — \ , (—) > déterminant la tangente à la ligne géodésique, ne peuvent être \dsj, \dsj, ^^^ ^^
proportionnels à -~ , -p qui définissent la tangente à la courbe (C).
La valeur initiale du déterminant fonctionnel n'étant pas nulle, ce déterminant demeure différent de zéro pour des valeurs suffisamment petites de s. Par conséquent, M et V sont des fonctions indépendantes de 5 et de ? dans la région voisine de la courbe (C), et, réciproquement, 5 et s sont des fonctions indépendantes de u et de V n'admettant qu'une seule détermination dans le voisinage de la courbe (C).
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avec la condition
C cosa = 'f (<^),
qui exprime que les lignes de paramètre ç sont des géodésiques. D'ailleurs, pour u i= o, on a
cosa = o
quel que soit ç. On a donc encore
et, par conséquent, on retrouve pour l'élément linéaire la forme
déjà obtenue
ds'^ =- dii^ -+- C2 dv^-.
Ainsi, lorsqu'on porte sur les lignes géodésiques normales à une courbe des longueurs constantes, le lieu des extrémités de ces longueurs est une courbe également normale aux lignes géodésiques. C'est la généralisation d'un résultat bien connu, relatif aux courbes parallèles dans le plan. Les deux théorèmes précédents sont dus, comme on sait, à Gauss.
523. On peut encore les démontrer de la manière suivante. Considérons sur une portion de la surface une famille de géodésiques telle qu'il ne passe qu'une de ces lignes par chaque point de la région considérée, et associons à ces lignes une autre famille de courbes quelconques qui, jointe à la première, permette de constituer un système de coordonnées propre à déterminer tous les points de la région. L'élément linéaire de la surface sera représenté par une formule telle que la suivante
ds^ = E du^ -i- 2 F du dv -,- G dv'^,
où nous supposerons que les lignes géodésiques soient les courbes de paramètre v. Si l'on se reporte à l'équation (8) et si l'on exprime qu'elle est vérifiée lorsqu'on j introduit l'hypothèse dv^ o, on sera conduit à l'équation de condition
dp ou ou
à laquelle on peut donner la forme suivante :
dy/E _ d F di> ~ du ^
On peut donc poser
' ou J^ ov au ôv
En substituant les valeurs de E et de F dans l'élément linéaire, on lui donnera la forme suivante :
EG — Y
On voit donc que les courbes définies par l'équation
(22) 6= ll^du- — — «fi' I = const.
sont les trajectoires orthogonales des géodésiques considérées. Ainsi :
On peut toujours, par une simple quadrature, déterminer les trajectoires orthogonales d'une famille quelconque de géodésiques; et, si l'on rapporte les points de la surface au système de coordonnées formé par les géodésiques (f = const.) et leurs trajectoires orthogonales (0= const.), l'élément linéaire prend la forme
(23) ds*-^ d(i*- — Gdv'-.
L'interprétation géométrique est immédiate. Deux trajectoires orthogonales quelconques interceptent le même arc sur toutes les géodésiques considérées. Ces résultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons déjà obtenus.
Dans le cas où les lignes géodésiques passent toutes par un point, il y a, évidemment, des trajectoires orthogonales qui, dans une portion de leur parcours vue du point sous un angle fini, restent infiniment voisines de ce point; et, par conséquent, le point lui-même peut être assimilé à une trajectoire orthogonale, ce qui démontre le premier théorème de Gauss.
LIVRE V
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52i. Nous voyons que la considération des lignes géodésiques nous conduit à des systèmes nouveaux pour lesquels on doit faire
dans les formules du n° 499. Remarquons la forme exceptionnellement simple que prend, dans ces systèmes, l'expression de la courbure totale. On a alors, d'après la formule (22) (n° 499),
G àû^
expression qui est due à Gauss et dont nous aurons souvent à faire usage.
Nous donnerons, par analogie, le nom de courbes parallèles aux trajectoires orthogonales d'une famille de géodésiques.
523. On peut déduire des résultats précédents une formule fondamentale relative à la variation de longueur d'un segment de ligne géodésique.
Soit {fig. 33) MP un segment de ligne géodésique dont les
Fis. 33.
extrémités M et P décrivent deux courbes données (C) et (D). Employons le système de coordonnées curvilignes formé par les positions successives MP, M'P', ... du segment et par leurs trajectoires orthogonales. L'élément linéaire, dans ce système, prendra la forme (23); si u, u^ désignent les valeurs de u aux points M et P, on aura
arcMP = 11 — Uq.
De môme, si a + du^ Uq -r cIuq sont les valeurs de u correspondantes aux points M', P', on aura
arcM'P' = u ■+- du — Wq — <^"0)
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ce qui donne
d arcMP = du — du^.
Or, dans les triangles înfîniment petits MM'H, PP'K formés avec les trajectoires orthogonales MH et PK, on a
M' H ^ du = — MM' cos M' M P, KP =_rfu^ = _pp' cosP'PM
et, par conséquent, la substitution de ces valeurs de </«, du^ conduit au résultat suivant :
. 25) d arcMP = — ->m' cosM'MP — PP' cosP'P
Cette formule est identique à celle qui donne la dilTérentielle d'un segment de droite. Comme il est facile de l'obtenir directement parle calcul des variations, elle pourrait conduire aux propositions de Gauss par un chemin inverse de celui que nous avons suivi.
o26. La formule (aS) permet d'étendre aux lignes géodésiques un grand nombre des propositions qui s'appliquent, dans la géométrie du plan, aux svstèmes de lignes droites. On peut constituer, par exemple, sur toute surface, une théorie analogue à celle des développées et des développantes d'une courbe plane. Nous laisserons au lecteur le soin de poursui\Te ces généralisations, et nous nous attacherons, de préférence, à la conséquence suivante de la formule fondamentale.
Considérons {Jig- 34) deux courbes (C), (C) et cherchons le lieu des points tels que la somme ou la différence de leurs distances géodésiques à ces deux courbes soit constante. Si, dun point M du lieu, on abaisse les normales géodésiques MP, MQ sur les deux courbes, on devra avoir
MP = MQ = const.;
et, par suite, lorsqu'on passera d'an point M du lieu au point infiniment voisin M', il viendra
rfMP = ^MQ =o.
D. — II. vj
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La formule (aS) nous donne
dMP = — MM'cosM'MP,
dmq = — MM'cosM'MQ.
En substituant ces valeurs des différentielles dans la relation précédente, on trouvera
cos M' M P -: cos M' M Q = o.
Fig. 34.
Dans le cas où l'on prend le signe 4- et où, par conséquent, la somme des distances est constante, l'équation exprime que la tangente au lieu est la bissectrice de l'angle formé par une ligne géodésique et le prolongement de l'autre. Quand on prend le signe — , c'est-à-dire quand la différence des distances est constante, la tangente est la bissectrice de l'angle formé par les deux normales géodésiques.
En rapprochant ces deux résultats, nous obtenons le théorème suivant :
Si l'on construit sur une surface quelconque toutes les courbes lieux des points pour lesquels la somme ou la différence des distances géodésiques à deux courbes données demeure constante, on obtient dans tous les cas deux familles de courbes se coupant à angle droit.
Nous donnerons, dans la suite, le nom d'ellipses et d'hyperboles géodésiques aux courbes qui composent ces deux familles. Leur définition ne change pas si l'on substitue aux deux courbes de base (C) et (C) des courbes parallèles quelconques. Il faut
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toutefois remarquer que ce changement peut transformer les ellipses en hyperboles et vice versa.
o27. Nous allons chercher la forme que prend rélément linéaire de la surface quand on adopte le système de coordonnées curvilignes que nous venons de définir; mais nous prendrons comme intermédiaire un système de coordonnées obliques formé avec deux séries de courbes parallèles.
Considérons (Jîg. 35) une première famille de courbes paral-
lèles, que nous définirons par leurs distances ii = AP à l'une d'elles (C), distance comptée sur une géodésique normale. Soit de même une seconde famille de courbes parallèles que nous définirons par leurs distances ç = BQ à l'une d'elles (C).
Construisons les quatre courbes de paramètres a, u -+- du, v, V -\- dv qui formeront un parallélogramme curviligne MXM'N' dont l'angle M sera désigné par a et dont les côtés auront pour valeurs
MN' = kdu. M.\ = G rfp,
A et C étant les quantités qui figurent dans l'expression ds-i = A2 du^ -^ C*- dv^ — -2 AC cos a du dv
de l'élément linéaire. Si l'on mène par le point M les géodésiques MN,, MX', normales aux côtés opposés du parallélogramme, les longueurs de ces géodésiques sont
MNi = dv, mn; = du.
Dans les triangles MNN,, MN'N'^ que l'on peut assimiler à des triangles rectilignes, on aura
MNi = MN sin a, MN'i = MN' sin a, c'est-à-dire
du = A du sin a, dç = G di^ sin a et, par suite,
sin a L'expression de l'élément linéaire sera donc
du^ -f- dv^ -h 1 du dv cos a (26) û?52= —
Si l'on prend maintenant
( 27 ) u-\- V = lu'., U V
nv
les courbes de paramètre a' ^ v' seront les ellipses et les hyperboles géodésiques définies plus haut, et l'expression de l'élément linéaire prend la forme
du'^ dv'"-
ce OC
sin^ - cos^-
qui met en évidence l'orthogonalité déjà démontrée.
528. M. Weingarten, auquel est dû le résultat précédent (*), l'a établi par une autre méthode, que nous allons indiquer. Soit
ds"^ = Edu^--^iF du dv -\- G dv^
l'expression de l'élément linéaire. Puisque u désigne la distance géodésique à une courbe (G), l'élément linéaire pourra se mettre sous la forme
c/52 = du'^ -r- C72 <i«'2.
Il faudra donc que la différence
ds"- — dW^ = (E — i) du^ -\- iF du dv -^ G dv^-
(') Weingarten (J.), Ueber die Oberjlàchen fiir welche einer der beiden HauptkrLimmungshalbmesser eine Fuiiction der anderen ist {Journal de Crelle, t. LXII, p. iGo-iyS; 1862).
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soit un carré parfait. Cela nous donne la condition
Fî = G(E — i).
En exprimant de même que v est la distance géodésique à une seconde courbe, on obtiendra la condition
Fi = E(G — I).
Ces deux relations, employées simultanément, nous donnent E = G. F = v/E(E — i-, et l'élément linéaire prend la forme
(29) ds- = E(du- — dv^) -4- ay/Ei^E — i) du dv.
En remplaçant E par . ^ > on retrouve la formule que nous avons démontrée directement par la Géométrie.
529. La fonction a qui figure dans cette formule dépend de la nature de la surface, ainsi que des courbes de base (C), (C), et ne peut pas être déterminée en général. Nous allons indiquer deux applications dans lesquelles on obtient sans difficulté l'expression de a.
Considérons d'abord les coordonnées bipolaires dans un plan. Si l'on appelle r, /•' les dislances d'un point du plan à deux points fixes, la formule (26) nous donnera
,„ . ,. dr- — dr- -^ idr dr' cosj.
(30) ds^= .—
Soient O, O' les deux pôles et M le point considéré. Désignons par 2C la distance des deux pôles. Le triangle OO'M nous donnera
(3i) 4c- = /•- — r'- -r- 2/t' cosa,
équation d'où nous pourrons tirer a. Mais auparavant remarquons que, si l'on pose
( r -T- r' = 2 II,
l'expression de l'élément linéaire deviendra
(33) ds^=^^-^^^,
. „ oc „ a
sin^ - cos- -
et l'on déduira de la formule (3i) l'équation
(34) c2 = a2cos2 - -i-v2sin2 -,
qui fera connaître les valeurs de sin -? cos -• En les portant dans la formule (33), nous aurons
Les courbes [jl = const. sont des ellipses homofocales, les courbes v = const. des hyperboles ayant les mêmes foyers. On voit ainsi que le système des coordonnées elliptiques n'est qu'une modification, et une modification avantageuse, du système des coordonnées bipolaires. Gela explique pourquoi ce dernier système est si rarement employé.
Si Ton prenait de même sur la sphère le système de coordonnées bipolaires en désignant toujours par ac Ja distance des pôles, il faudrait substituer à l'équation (3i) la suivante
(36) C0S2C = cosr cos/"' — sin/- sinr' cos a,
que donne immédiatement le triangle sphérique OO'M. On peut
l'écrire
C0S2C = C0S2U C0S2 \- C0S2V Slll^ - ,
et, par conséquent, on aura pour la sphère
d]iP- d'i
(37) ds"^ = {C0'è'i.\l. — C0S2v)
Les courbes coordonnées sont des ellipses et des hyperboles homofocales.
o30. Après ces applications particulières, nous signalerons, comme conséquence générale de la formule (8) relative aune surface quelconque, cette proposition due à M. Liouville : Si l'on a
sur une surface deux systèmes de lignes géodésiques se coupant sous un angle constant, la surface sera plane ou déieloppable. En effet, si nous construisons les courbes parallèles trajectoires orthogonales de ces géodésiques, elles se couperont, elles aussi, sous un angle constant et, par conséquent, l'élément linéaire de la surface pourra être mis sous la forme (26) ou mieux sous la forme (28), l'angle a étant constant. Posons alors
u = X sm -:
V — y cos - :
il restera
ds- = dx- — dj^-,
ce qui montre bien que la surface est applicable sur le plan.
CHAPITRE Y
Méthode générale de recherche des lignes géodésiques. — Définition du paramètre différentiel A9. — Toute fonction dont le paramètre est égal à i fait connaître une famille de courbes parallèles. — Lorsque cette fonction contient une constante arbitraire, on peut déterminer les lignes géodésiques de la surface. — Proposition réciproque; lorsqu'on connaît les lignes géodésiques, on peut intégrer, par une simple quadrature, l'équation A9 = i. — Théorème de Jacobi : Lorsqu'on a obtenu une intégrale première de l'équation diiïérentielle du second ordre des lignes géodésiques, on peut toujours déterminer un facteur de cette intégrale. — Conséquences diverses. — Expression de l'élément linéaire de la surface au moyen de la fonction 9 et de ses dérivées par rapport à la constante arbitraire a. — Équation du troisième ordre à laquelle satisfait la fonction 9. — Indication d'une autre méthode permettant d'établir les résultats précédents. — Distance géodésique de deux points. — Propositions relatives à cette distance.
531. Les propositions établies dans le Chapitre précédent conduisent à une méthode élégante de recherche des lignes géodésiques, que nous allons exposer avec tous les détails nécessaires.
Considérons une géodésique quelconque de la surface; on peut évidemment lui associer une infinité d'autres géodésiques, par exemple toutes celles qui passent en un de ses points, et constituer avec les trajectoires orthogonales de ces lignes un système de coordonnées curvilignes pour lequel l'élément linéaire prendra la forme
On sera donc assuré d'obtenir toutes les lignes géodésiques si l'on sait résoudre dans toute sa généralité le problème d'Analyse suivant :
Etant donné l'élément linéaire d' une surf ace sous sa forme la plus générale
ds^ = E diû -\- iF du dv -i- G dv"^,
déterminer trois fonctions ^. 7,^, de ii et de v, telles que l'on ait identiquement
( ,) E ^«* — 2 F du dv — G dv-^ = dV- — j* f/0 J .
Cette équation se décompose évidemment dans les trois suivantes :
<je ae ^ ^ ^ ae,
~~ du dv du dv
entre lesquelles on pourra éliminer a- — î^ et 3- -— ^ • On est ainsi conduit à la relation
que l'on obtiendrait d'ailleurs immédiatement en écrivant que le polynôme homogène en du, dv
dsi — ^î est un carré parfait. Si l'on pose, pour abréger,
. \du ! du dv ^ dv j
l'équation (3) pourra s'écrire encore
(5) Ae = i.
Nous rencontrerons fréquemment dans la suite la fonction A9, à laquelle nous donnerons, avec M. Beltrami, le nom de paramètre différentiel du premier ordre de 0.
Réciproquement, il est aisé de démontrer qu'à toute solution de l'équation (5) correspond une famille de courbes parallèles, c'est-à-dire de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des lignes géodésiques.
En effet, l'équation (5) exprime, nous l'avons vu, que ds- — d^estun carré parfait; on aura donc, quelles que soient les diffe-
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rentielles du^ dv,
ds^- — d^^ = {m du ~ n dvf,
m et n étant des fonctions de u et de t^. Or on peut toujours ramener la fonction linéaire mdii-\-iidv à la forme ar/O,. On aura donc
9, sera d'ailleurs une fonction distincte de 9, car autrement ds^ serait un carré parfait. Notre proposition réciproque est donc établie, et toute solution de l'équation (5) nous donne une famille de courbes parallèles.
532. Cette équation (5) a, comme on sait, des solutions d'espèces très différentes. On peut en trouver qui ne contiennent aucune constante arbitraire; d'autres qui contiennent une ou plusieurs constantes arbitraires, ou même une fonction arbitraire. Au point de vue de la question qui nous occupe, il est essentiel de considérer successivement ces diverses solutions.
Si l'on a obtenu une solution de l'équation (5) ne contenant aucune arbitraire, l'application de la méthode précédente, qui prescrit de mettre la différentielle mdu-\-ndv sous la forme <7<i9,, exige l'intégration de l'équation
(6) m du -^ n dv = o,
qui est celle des lignes géodésiques trajectoires orthogonales des courbes 9 =: const. On ne connaît aucune proposition qui permette d'effectuer l'intégration de cette équation ou qui la rende plus facile.
Supposons, au contraire, que l'on ait obtenu une solution de l'équation aux dérivées partielles (5) contenant une constante autre que celle qui peut toujours être réunie à 9 par addition, constante qui devra figurer par conséquent dans l'une au moins
des deux dérivées -^ ^ — Nous allons voir que, dans ce cas (au-
OU 0V
quel on peut ramener tous ceux où la fonction contient plusieurs constantes ou une fonction arbitraire), on pourra, par de simples dérivations, obtenir a- et 9| et, par suite, les équations finies
des lignes géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des courbes & = const.
Reprenons, en effet, Tidentité
Cette équation a lieu entre cinq variables : u, t\ du, dv et la constante arbitraire qui entre dans 9 et que nous désignerons par a. Différentions par rapport à « en traitant les quatre autres variables comme des constantes. La différentielle de ^
deviendra
rfO = — du— —dv du dv
du -^ T — — dv — d-— y
da du da dv da
et l'on aura un résultat analogue pour 9,. Nous aurons donc, puisque ds- ne contient pas a,
L'équation précédente nous montre que c?9,, fonction linéaire de du, dv, doit diviser soit c^, soit d[-^j ■ Or rfQ, ne peut diviser c?8, car alors 9, serait fonction de Ô. Ilfaut donc que û?Q, divisée?^; 0, est une fonction de ^5 et l'on peut prendre, par conséquent,
dfi
da
Avant de déduire d'autres conséquences de r4quation(7), nous allons nous arrêter à ce premier résultat. Nous voyons que les lignes géodésiques qui coupent à angle droit les courbes 0 ^= const. ont pour équation
(8) — =const. = a,
et de plus leur arc, compté à partir de l'une de leurs trajectoires, est précisément égal à H.
L'équation (8) contient deux constantes arbitraires dont on pourra disposer de manière à faire passer la ligne géodésique par
un point quelconque et à lui donner en ce point une tangente quelconque. Pour établir en toute rigueur ce point essentiel, nous montrerons qu'on peut faire passer une des courbes
G = const.
par un point quelconque (mqi ^'0) et lui donner en ce point une tangente déterminée.
Remarquons d'abord que le rapport
au ' ôv
ne saurait être indépendant de a. En effet, s'il en était ainsi, si l'on avait
du dv' '
enjoignant cette équation à la suivante
AO
on pourrait déterminer des valeurs de -—> — qui seraient, 1 une et
'^ au ôv '^
l'autre, indépendantes de «, ce qui est contraire à l'hypothèse. Cela posé, considérons la courbe (8) définie par l'équation
Elle passe évidemment par le point (?^o, t^o)? et la direction de
sa tan":cntc en ce point dépend du rapport -- ! t — L-omme ce
" ^ ^ ^^ OU^ OV(i
rapport n'est pas indépendant de a, il pourra prendre toutes les valeurs possibles. Ainsi les courbes 9 = const. peuvent passer en un point quelconque de la surface et y admettre une tangente quelconque; il en sera donc de même des lignes géodésiques représentées par l'équation (8), qui sont leurs trajectoires orthogonales. Comme une ligne géodésique est déterminée par la condition de passer en un point et d'y admettre une tangente donnée, nous pouvons dire que l'équation (8) représente toutes les lignes géodésiques et énoncer le théorème suivant :
Pour déterminer les lignes géodésiques, on considère V équation aux dérivées partielles
Ae = I.
Toute solution de cette équation, égalée à une constante, déterminera une famille de courbes parallèles.
Si l'on a une solution cotnenant une constante arbitraire a, l'équation de la ligne géodésique la plus générale sera
ôa
et Varc compris entre deux points de cette ligne géodésique sera égal à la différence des valeurs de 6 relatives à ces deux points.
Réciproquement, supposons que l'on ait déterminé par un procédé quelconque les lignes géodésiques ; nous allons montrer qu on saura intégrer l'équation
AO=i.
Cherchons, par exemple, la solution Ô de cette équation qui est égale à zéro en tous les points d'une courbe (G) donnée à l'avance. On construira toutes les lignes géodésiques normales à (C). L'arc de Tune de ces lignes, compté à partir de (G), sera une fonction des coordonnées de son extrémité que l'on obtiendra par une quadrature et qui sera la solution cherchée. Gette remarque, convenablement étendue, est très importante pour la théorie des équations aux dérivées partielles; ici, du moins, elle nous permet de reconnaître que la méthode de recherche des lignes géodésiques instituée par le théorème précédent n'introduit aucune difficulté étrangère à la question.
533. Nous signalerons en premier lieu les conséquences suivantes de la théorie générale que nous venons de développer. Imaginons que l'on connaisse une équation différentielle
(9) rfii =*'=?("'*''''
dont toutes les intégrales particulières soient des lignes géodésiques et cherchons l'équation différentielle de leurs trajectoires orthogonales. En appliquant la formule
E duou-i- F (du ov -^ dv ou) ^ G dv ov = o.
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qui exprime l'orthogonalité de deux directions, on obtiendra l'équation cherchée sous la forme
(lo) {E-}-Fv')du-^{F-hGv')dç ^-o,
v' devant être remplacé par sa valeur tirée de l'équation (9).
Or on sait que l'on peut trouver un facteur \ tel que le produit
soit la différentielle d'une fonction Q satisfaisant à l'équation
AO = I
Si donc on pose
ou ^ ' di> ^ '
et si l'on exprime que l'équation aux dérivées partielles précédentes est vérifiée, on obtiendra la valeur de \ qui est
v/E + aFo'-f-Gt''^
On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a d'ailleurs été établi sous une autre forme au n° 523.
Si V équation différentielle
représente des lignes géodésiques, l'expression
{E-\-¥v') du-^{F -+- Qv')dv
\/Eh-2Fp'+Gp'2
est la différentielle exacte d'une fonction 0; l'équation
0 = const.
représente les trajectoires orthogonales des lignes géodésiques satisfaisant à V équation différentielle proposée, et 8 désigne la distance géodésique d'un point ciuelconque de la surface à l'une de ces trajectoires orthogonales.
Cette proposition va nous conduire à un beau théorème de Jacobi :
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Si l'on connaît une intégrale première de V équation différentielle des lignes géodésiques, on pourra obtenir V équation en termes finis de ces lignes par une simple quadrature.
Soit, en effet, (il) v'=o(u,v,a)
rintégrale première, contenant la constante a. La fonction
(E -^ Fp') rfM — ( F -f- Gv') dv
qui, d'après ce que nous venons de démontrer, satisfait à l'équation AÔ = I, contiendra la constante arbitraire a. Donc l'équation des lignes géodésiques sera
^ _ da
En prenant la dérivée par rapport à a sous le signe d'intégration, on trouve
(i3) 5^= / 3_(rfp-p'tfa),
J (E — 2F(''-^Gp")*
ce qui permet d'énoncer le théorème suivant :
Quand on aura obtenu, par un moyen quelconque, une in tégra le preni ière
de l'équation des lignes géodésiques, on en déterminera immédiatement un facteur; de sorte que
(EG-F*)^' , {dv — v' du)
(E^2Ft'-:-Gi''-)*
sera une différentielle exacte après que Von aura remplacé c' par sa valeur z>\^u^ r, a).
534. Nous allons maintenant indiquer quelques conséquences moins importantes des résultats obtenus et, en particu-
pp H . nar
da
lier, de l'équation ('y). Si l'on y remplace 9, par — et si l'on
divise par <i9^, elle prend la forme
oa aa aa^
Cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de du et
de dv, on peut y remplacer du, dv respectivement par - — — -,
— ; si l'on désigne, pour abréger, par (a, ^) le déterminant
fonctionnel
du dv dv du de deux fonctions quelconques a, [i, on aura
et, par suite,
■\ ' àa / \ da^ ' da /
' da
dQ d-^b\ [dâ' dâ^)
L'expression de l'élément linéaire deviendra donc
/'fi ^\
da da-
et, sous cette forme nouvelle, il ne reste aucune tracede V expression primitive de cet élément; la formule ne contient cjue^ et ses dérivées.
Nous signalerons également les formules
da (.7) ,'(e,^^)'=EG-F',
que l'on déduira aisément des relations (2); mais elles se distinguent de la précédente en ce qu'elles contiennent à la fois les coefficients E, F, G et les dérivées de 9.
La combinaison des formules (i 4) et (17) nous donne la relation
nouvelle
le,
\da' da-
et, si l'on prend la dérivée logarithmique des deux membres par rapport à a, on obtient l'équation
qui ne contient plus E, F, G. Cette relation, à laquelle on pourrait parvenir de différentes manières, doit être regardée comme une équation aux dérivées partielles du troisième ordre à laquelle doit satisfaire 9, considérée comme fonction des variables u, v et a. Son intégration complète ferait donc connaître toutes les surfaces sur lesquelles on saura déterminer les lignes géodésiques.
Supposons l'élément linéaire de la surface exprimé en
fonction des variables 0 et 9, = — • Nous avons vu (n" o24) que
l'expression de la courbure totale sera donnée par la formule de Gauss
RK' ^ ~ dp ■
Dans l'élude approfondie du plus court chemin entre deux points d'une surface, nous aurons à considérer l'équation différentielle du second ordre
La formule, précédente nous fait connaître une première intégrale particulière
de cette équation. Une autre intégrale sera donc donnée par la formule
où l'on effectue la quadrature en supposant 9| constant. On aura D. - II. 28
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donc
-T— du -\ — r- dv = 0\ ou ov
si l'on remplace, dans l'expression (i4) de i^ -^ ^ —^ par les quantités proportionnelles — dv, dii^ il vient
ai = —
et, par suite,
rdh r ,d^() à^-^
La deuxième intégrale de l'équation linéaire (20) sera donc
comme on peut le vérifier directement.
536. Les propositions que nous venons d'établir ont été obtenues par la considération des systèmes orthogonaux formés avec une famille de lignes géodésiques. En terminant ce Chapitre, nous indiquerons rapidement une méthode toute différente, qui repose sur le calcul des variations et qui offre l'avantage de bien mettre en évidence un élément très important dans la théorie des lignes géodésiques.
Considérons un segment de ligne géodésique terminé à deux points M, Mo- Si les coordonnées u et v d'un point quelconque de ce segment sont exprimées en fonction d'une autre variable t, la longueur 9 de ce segment sera donnée par la formule
f \/Eu'^-h'iFu'v'-^Gv'^ dt,
u' et v' désignant les dérivées de u et de ç.
Si les points M, Mq se déplacent en décrivant des courbes quelconques, l'application des méthodes du calcul des variations nous donnera immédiatement la variation de 6 par la formule
^„ r(Ett'H-Fp')SM-t-(FM' + Gp')o^1"
(22) oO = , == '
L vEu'^ -+- 'iFu'v' -i- Gv'^ JMo
la notation précédente indiquant qu'il faut prendre la différence des valeurs de l'expression pour les points M et Mo- D'après la relation (lo), déjà donnée [I, p. i54], on peut écrire la valeur de 9 sous la forme
(23) 08 = [o*cos(rf*, 0*)]'',
et l'on retrouve ainsi, par une voie entièrement analytique, la relation déjà établie au n" o2o. Mais nous allons enN-isager d'autres conséquences de l'équation (22).
Soient M, (•; u^, i'o les coordonnées des points M, Mo. La valeur de 6 peut évidemment s'exprimer en fonction de m, s;, Moj ^0 ; ce sera même, d'après les résultats du n" 0I8, une fonction parfaitement déterminée de ces quatre variables tant que les points M et M,, seront suffisamment voisins, si l'on convient de prendre la ligne géodésique la plus courte réunissant les deux points. Nous désignerons dans la suite cette fonction h sous le nom de distance géodésique des deux points M, M^.
Or, si l'on désigne par £„, Fo, Go les valeurs de £, F, G au point Mo, c'est-à-dire pour u = Uo, v = Pq, la formule (22) peut être écrite comme il suit :
_ ( Eo «0 -4- Fq t>'o ) G«o -4- ( Fq u'o -h Gq p'o ) CVq
V Eo «o" — "i Fo «0 *-'o -^ Go Vo'
et elle nous donne, par conséquent, les quatre équations
— = Ea^^Fi>' ^^^ _pd^
— = Fu'^Gv' -Y— —G — ^^ /Ett--^2FaV'-rG4^'- ~ ds ds" <W _ Eott'o H- FoP'o
H"» V^Eo«o^-.-.Foa>; + GoV ^'^^^'^^ ''"(^)o'
1^^ FoMq + GoPq ^ ^ /du\ _^ /dv\
! '^''o /Eotto' + ^Foa'o^-o-^Gov'o* '[ds/o "U*/o'
d'où l'on déduit immédiatement, en éliminant «', v' et a'^, v' les
deux équations
AO
Ao désignant le symbole A où l'on a remplacé «, v par Uq, Çq et
du^ ^^> " duo' ôçq
Telles sont les propriétés de la distance géodésique Q. Lorsqu'on connaîtra cette fonction, les deux équations (26), qui se réduisent à une seule en vertu de la seconde des formules (27), donneront, sous la forme la plus élégante, l'équation de la ligne géodésique qui passe par le point (f^o, ^0) et y admet une tangente
déterminée. L'équation
0 = const.
représentera les trajectoires orthogonales de toutes les lignes géodésiques passant par le point («o; <^o)-
Une fois obtenue l'équation
(•>.8) AO = i,
on pourra traiter le problème des lignes géodésiques comme tout autre problème de Mécanique et lui appliquer, sans aucune modification, les méthodes d'Hamilton et de Jacobi. On retrouvera ainsi tous les résultats précédents. Nous étudierons d'une manière approfondie, dans les Chapitres suivants, les relations qui se présentent ici entre la théorie des lignes géodésiques et les méthodes de la Mécanique analytique; et nous nous contenterons maintenant d'indiquer comment on détermine la distance géodésique lorsqu'on connaît une intégrale complète, d'ailleurs quelconque, de l'équation aux dérivées partielles (28).
Soit
cette solution. Les lignes géodésiques de la surface qui passent par le point (wq, ^'o) seront déterminées par l'équation
et leur arc compris entre les points («o, ^^o), («, ^) aura pour ex-
pression (n° 532)
Il suffira de porter dans cette expression la valeur de a tirée de l'équation (29) pour obtenir la distance géodésique cherchée. Ainsi :
Lorsqu'on connaîtra une intégrale avec constante
de V équation
AO = I
la distance géodésique des deux points (u, v), {uo, t^o) s'obtiendra en éliminant a entre l'équation
8 = f(u,v,a)—/(uo,Vo,a) et sa dérivée par rapport à a.
Cette proposition pourrait aussi être établie par la Géométrie ; car la règle qui y est indiquée revient à prendre l'enveloppe de toutes les courbes parallèles
/(a, r, a) = const.
qui passent à une même distance h du point (uo, Vq).
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CHAPITRE YI
ANALOGIES ENTRE LA DYNAMIQUE DES MOUVEMENTS DANS LE PLAN ET LA THÉORIE DES LIGNES GÉODÉSIQUES.
Équations du mouvement dans le plan. — Définition d'une famille de trajectoires. — Equation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on peut faire d'une solution particulière, d'une solution complète. — Théorèmes fondamentaux de Jacobi. — Détermination des solutions de l'équation aux dérivées partielles par différentes conditions initiales. — Des systèmes orthogonaux formés avec une famille de trajectoires. — Application au mouvement des corps pesants. — Théorème de MM. Thomson et Tait. — Principe de la moindre action pour le cas des mouvements plans. — Principe d'Hamilton. — Correspondance établie entre le plan et une surface de telle manière que les trajectoires du mobile dans le plan correspondent à des lignes géodésiques de la surface. — La solution de tout problème de Mécanique fait connaître une infinité de systèmes orthogonaux dans le plan. — Brachistochrones. — Quelques résultats généraux relatifs aux cas où l'on associe des trajectoires qui ne correspondent pas à une môme valeur de la constante des forces vives. — Généralisation de ces résultats et application à la théorie des surfaces minima.
538. Dans les deux Chapitres précédents, nous avons établi un ensemble de propriétés des lignes géodésiques. Nous les avons définies d'abord par la propriété de leur plan osculateur, ce qui revient à les considérer comme les trajectoires d'un point qui se meut sur la surface sans être soumis à l'action d'aucune force; puis, par des considérations entièrement élémentaires, nous avons rattaché à cette définition les propriétés d'orthogonalité et de minimum. Il nous a paru intéressant d'appliquer la même méthode à l'étude de tous les problèmes de Mécanique dans lesquels il existe une fonction des forces. Pour mettre en évidence la simplicité des raisonnements, nous commencerons par les mouvements qui s'effectuent dans un plan.
On a alors les équations
dont la dernière est l'intégrale des forces vives. Si nous regardons ta constante des forces vues comme donnée, les intégrales des équations précédentes admettent seulement deux constantes arbitraires, en dehors de celle que l'on peut ajouter au temps. En d'autres termes, la trajectoire du point matériel sera déterminée par la condition de passer par un point et d'y avoir une tangente donnée. En effet, si l'on compte le temps à partir du moment où le mobile passe en ce point, la condition énoncée
détermine les valeurs initiales de x, y, ~; et, comme l'équation des forces vives donne les valeurs de ^ , di ^^ fonction de ^» on peut calculer les valeurs initiales de ^j ^ • Le mouvement est donc complètement détermine. Kemarquons que i on a pour^,
— deux svstèmes de valeurs égales et de signes contraires, qui
dt "
correspondent à la même trajectoire, parcourue dans les deux sens. On peut, du reste, obtenir par un calcul facile Féquation différentielle des trajectoires. On trouve, en effet, en combinant les équations (i),
dxd^-y-dyd*-x = (^^da:-^^ dyj dfl,
et, en remplaçant dt- par sa valeur tirée de l'équation des forces vives,
(3) dxd^y-djrd^-ar^i^-dx-^djrj-^^^—^.
Cette relation ne change pas de forme, on le reconnaît aisément, quand le temps cesse d'être la variable indépendante; elle constitue donc l'équation différentielle des trajectoires qui correspondent à une valeur donnée de la constante des forces vives. Comme elle est du second ordre, on voit que les trajectoires dépendront de deux constantes seulement; mais elle est de plus linéaire par rapport aux différentielles du second ordre et, par conséquent, une trajectoire sera pleinement déterminée par la condition de passer en un point et d'y avoir une tangente donnée.
Parmi tous les mouvements correspondants à une même valeur de /i, considérons tous ceux dont les trajectoires satisfont à une
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condition, par exemple passent par un point, sont normales à une courbe, etc. Ces trajectoires formeront une famille de courbes qui dépendra d'un seul paramètre; il en passera un nombre limité par chaque point du plan. Soit
M dx -^-1^ dy = o
l'équation différentielle de cette famille de courbes. En tenant compte de l'équation des forces vives, on pourra exprimer -y-, -Jen fonction de ^ et de jk; on aura
dx _ dy _ dt\Ji{\} -f- h)
On peut donc considérer -t-> -4t comme des fonctions de x et
dejK- En les substituant dans les équations (i) et (2) et en les désignant, pour abréger, par x^ e^y', on aura
dx' dU dt dx
dy' dU ^ dt ~ dy'
ou, en remarquant que x' , y' sont exprimées en fonction de ^ et de j.
dx' , dx' , dU
dx dy dx
dy' , dv' , dV
dx dy "^ dy
L'équation (4) nous fournit, par la différentiation, les valeurs
, d\J d\] suivantes de -r— » 3—
dx dy
,dx'
, ,ày'
dV , dx'
,dv'
dy ~^ dy'
Si nous portons ces valeurs dans les équations (5), nous aurons
, / dx ày' \ _ , / dx' dy' \ _
\dy dx J ' \dy dx J
Ces deux équations, qui se ramènent l'une à l'autre, expriment que oc', y, considérées comme fonctions de x et dejK, sont les dé-
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rivées d'une même fonction. On peut donc poser et 9 devra satisfaire à Vunique équation
Les équations (6) nous montrent que les trajectoires du mobile coupent à angle droit toutes les courbes 9 = const. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Etant donnée une famille quelconque de trajectoires du mobile, les courbes qui les coupent à angle droit sont définies en égalant à une constante une solution de l'équation {']) et les composantes de la vitesse du mobile sont données en chaque point par les formules (6).
Réciproquement, toute solution de l'équation (-) définit une famille de trajectoires qu'on obtiendra par l'intégration de l'équation
539. Si l'on n'a qu'une solution particulière, sans constante arbitraire, de l'équation aux dérivées partielles, on n'obtiendra qu'une famille de trajectoires. Pour trouver toutes les trajectoires du mobile, il faut donc connaître une solution 0 contenant au moins une constante arbitraire. Nous allons montrer ici encore qu'étant donnée une telle solution il n'y aura aucune intégration à faire pour obtenir toutes les trajectoires.
Soit, en effet,
une solution de l'équation (-), contenant une constante arbitraire a qui figure dans l'une au moins des deux dérivées y t-* On aura, en différentiant l'équation (^) par rapport à a,
dx dadx dy da dy
Cette équation exprime que les courbes
dû 0 = const., -r- = const.
oa
se coupent à angle droit. Donc les trajectoires du mobile auront pour équation
(lo) - = a.
On le verrait encore en remarquant que l'identité (9) peut aussi s'écrire
d'-Q dx dn dy d /dO\
da dx dt da dy dt dt \da j
Différentions maintenant l'équation (y) par rapport à A, nous aurons
dh dx dx dh dy dy '
OU encore, en vertu des équations (6),
d''-û dx d^û dy _
dh dx dt dh ôy dt
L'intégration des deux membres nous donne
(II) ^=^ + ^'
T désignant une constante arbitraire. On reconnaît les propositions fondamentales de Jacobi.
En résumé, si l'on veut déterminer le mouvement défini par
les équations
d'^x _ dVi d'-y _ d\]
dt'^ dx dt'^ dy
on considérera l'équation aux dérivées partielles
(dûy /dû Y ^^ ,
Toute intégrale de cette équation, égalée à une constante, donnera une famille de courbes dont les trajectoires orthogonales seront des trajectoires du mobile correspondantes à la valeur h de la constante des forces vives, et que l'on obtiendra en intégrant
les deux équations
dx _ d<i dy _ (?9
'dt ~ dx' dt ~ dy'
Mais, si l'on connaît une intégrale de Téquation aux dérivées partielles contenant une constante «, on aura les équations finies de la trajectoire et le temps par les formules
^ _ ' ^ _ _da ' dh
On obtient ainsi l'interprétation géométrique de la méthode de Jacobi. Elle consiste à former des systèmes orthogonaux dont une des familles est composée de différentes trajectoires du mobile, correspondantes toutes à la même valeur de la constante des forces vives.
340. Nous voyons, d'après ce qui précède, que lorsqu'on aura trouvé une solution, contenant une constante arbitraire, de l'équation aux dérivées partielles en 6, on pourra obtenir la solution complète du problème de Mécanique considéré. Réciproquement, si l'on a obtenu par un moyen quelconque les équations en termes finis de toutes les trajectoires correspondantes à une valeur déterminée de /i, on peut montrer que toutes les solutions de l'équation aux dérivées partielles s'obtiendront par une simple quadrature. Cherchons, par exemple, celle de ces solutions qui s'annule sur une courbe (C) donnée à l'avance. Nous déterminerons toutes les trajectoires du mobile qui sont normales à la courbe (C) et nous exprimerons x' , y' en fonction de x et de j'. L'expression
x' dx -4- y dy
sera, nous l'avons vu, la difierentielle exacte d'une fonction de deux variables et la fonction
(12) . ^^/ i^x'dx-^y'dy).
où Xo, J'o désignent les coordonnées d'un point quelconque de la courbe (C), sera éWdemment la solution cherchée. Comme on peut prendre pour a?', y deux systèmes de valeurs égales et de
signes contraires, on aura deux valeurs de 9 ne différant que par le signe.
On sait que l'on peut, d'une infinité de manières, ramener l'intégration d'une différentielle à plusieurs variables à celle d'une différentielle ordinaire. Appliquons ici cette remarque. Supposons que l'on se déplace sur la trajectoire normale à la courbe (G) passant par le point (x^y); dans ce cas, Xq^ y^ seront les coordonnées du point de départ de cette trajectoire; on aura
x' dx -T- y dy = {^x"'- -\- y"'- ) dt ^= 2 ( U + /i ) dt.
Calculons l'intégrale
2{\J -h h)dt,
en remplaçant x et y en fonction de t. Le résultat sera une fonction de t et du paramètre qui fixe la position du point {xq, y^) sur la courbe (G). Il suffira de l'exprimer en fonction de x et de y seulement pour obtenir la fonction 0. Si l'on suppose que la courbe (G) diminue indéfiniment et se réduise à un point, cette seconde méthode coïncide avec celle qui a été donnée par Jacobi; car alors toutes les trajectoires normales à (G) se transforment dans les trajectoires passant par un point fixe du plan.
541. Les systèmes orthogonaux que nous venons de définir, et dont une des familles est formée d'une série de trajectoires du mobile, jouent un rôle important dans l'étude de certaines questions, comme nous allons le montrer. Mais, auparavant, nous indiquerons comment on peut les obtenir tous sans intégration nouvelle lorsqu'on connaît une solution complète de l'équation aux dérivées partielles (7).
Soit
(i3) (i=fix,y,a) + b
une telle solution. Voici la méthode prescrite par Lagrange pour obtenir la solution la plus générale. On posera
b = cp(a), ^{a) désignant une fonction quelconque de a; le résultat de l'éli-
minalion de a entre les équations
fournira la solution demandée. Nous pouvons ajouter ici la remarque suivante, que Ton vérifiera aisément. Soit
la solution ainsi obtenue ; les trajectoires orthogonales des courbes
6 = const.
seront définies par la seconde des équations (i4) (i5) ^-T-o(a)=o,
où l'on donnera à la constante a toutes les valeurs possibles.
oi2. Ces points étant admis, supposons que l'on veuille déterminer le système orthogonal dont une des familles est composée des trajectoires normales à une courbe donnée (C).
Ce problème est évidemment équivalent au suivant : « Trouver une solution H de l'équation aux dérivées partielles qui prenne une valeur constante donnée, zéro par exemple, en tous les points de la courbe (C). » Soit
Téquation de cette courbe. Proposons-nous, d'une manière plus générale, de déterminer la fonction H qui se réduit à une fonction donnée {a(x) lorsqu'on a
En substituant les valeurs de H ei àe y dans les équations (i4)» on trouvera les équations de condition
qui feront connaître la fonction ç(a). H semble au premier abord que, pour résoudre la question posée, il faudra intégrer une équa-
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tion différentielle; car, si l'on élimine x entre les deux équations (i6), on sera conduit à une équation de la forme
${a, oia), o'{a)) = o.
Mais, si l'on différentie la première des équations (i6), on trouvera, en tenant compte de la seconde,
11 est aisé de montrer qu'au système (i6) on peut substituer le
suivant :
/ f{x, 1, a) -f- o(a) = iiix),
Ces deux systèmes ont, en effet, une équation commune, et la différentiation totale de cette équation nous montre que la seconde équation de chacun d'eux est toujours une conséquence de la seconde équation de l'autre.
Or les deux équations (17) nous donnent, par l'élimination de x^ une relation qui fera connaître o(a) en fonction de a. La question proposée est donc résolue.
Il ne sera pas inutile, pour la suite, de remarquer qu'il y a deux intégrales distinctes, et deux seulement, prenant des valeurs données à l'avance en tous les points d'une courbe (G); car, si l'on veut déterminer, en chaque point de la courbe (G), les dérivées par rapport à ;r de l'intégrale cherchée 0, on devra joindre à l'équation aux dérivées partielles
la relation
qui doit avoir lieu pour tous les points de la courbe (G). Or les deux équations précédentes déterminent deux systèmes
de valeurs différentes pour les dérivées — ? j- prises en un point
quelconque de (G). Gomme. une intégrale est entièrement définie
quand on donne sa valeur et celle de ses dérivées premières en tous les points d'une courbe, on voit que la question proposée admettra bien deux solutions et deux seulement.
Dans le cas, que nous avons en vue, où la fonction 9 doit avoir une valeur constante, zéro par exemple, en tous les points de la courbe cherchée, on a
les deux solutions obtenues sont égales au signe près et ne peuvent pas être regardées comme réellement distinctes.
543. Comme conséquences des propositions précédentes, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Toutes les fois que l'on connaîtra une intégrale complète de V équation aux dérivées partielles {-), on pourra toujours déterminer sans intégration un système orthogonal dont une des familles contiendra une courbe quelconque (C) donnée à l'avance. L'autre famille sera formée des trajectoires du mobile qui coupent à angle droit cette courbe (G) et correspondent à une m.éme valeur de la constante des forces vives.
Dans le cas où la courbe (C) deviendrait infiniment petite et se réduirait à un point, on aurait le svstème orthogonal dont une des familles est composée des trajectoires du mobile qui passent par ce point. Si l'on remarque que, dans ce cas, l'équation (i5), qui représente toutes ces trajectoires, doit être vérifiée quand on V remplace x^ y par les coordonnées Xq, y^ du point considéré, on voit que l'on devra avoir
et, par suite, on pourra prendre
?(«) = — /(a?o,ro, a)- On aura alors
^ ^fi^ij', «) — /(aro, y^, a),
et, d'après la règle donnée au n" 312, il faudra éliminer a entre cette équation et sa dérivée par rapport à a.
Pour donner une application, considérons le mouvement des
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corps pesants, dans lequel la fonction des forces est L'équation en 9 devient ici
Elle admet la solution suivante :
(20) -— - = ax -f- 1 sj y -\- h — a^ cly — ax -^ -^{y -^ h — a'^y -t- b. sj-ig J ^
Pour trouver les courbes coupant à angle droit toutes les trajectoires paraboliques passant par un point fixe, l'origine par exemple, il faudra, d'après la règle précédente, déterminer h par la condition que 0 s'annule en ce point 5 ce qui donne
puis éliminer a entre l'équation ("îo), où l'on a remplacé h par la valeur précédente, et sa dérivée par rapporta a. On trouve ainsi^ après un calcul que nous omettons,
(21) -p- = [ 2 /i + jK -T- yjx'^ ^ y'-\ — [ 2 A + J — sjx- -+- J'^ ] ^ .
Telle est l'équation des trajectoires orthogonales de toutes les paraboles passant par un même point.
544. Considérons d'une manière générale les systèmes orthogonaux que nous venons de définir et dont une des familles est composée de trajectoires du mobile. L'élément linéaire du plan prendra la forme
(22) ds^'=\\^d^f--^\\\d^\.
Si l'on se déplace sur une trajectoire 9| = eonst., on a
D'ailleurs l'équation
■^("+*>-v^-y ' wj
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peut s'écrire
En substituant la valeur de -jz dans la relation (23), nous aurons
vj^ ^ aU -^ 2/i.
rl-
La formule (22) prendra donc la forme
(25) ■i(\]^h)ds'-=d(ii—:!'-dbi.
dont nous allons déduire plusieurs conséquences.
Nous voyons d'abord que, si l'on considère deux des courbes
de paramètre 0
et la portion de lune quelconque des trajectoires du mobile comprise entre ces deux courbes, l'intégrale
f^iiU-^h) ds = fd(i,
prise du commencement à la fin de cet arc, sera constante et égale à la différence ,3 — a des valeurs de 0. PSous donnerons à l'intégrale précédente le nom d' action. Comme la courbe f) = a peut être choisie arbitrairement, nous pouvons énoncer le théorème suivant :
Etant donnée une courbe quelconque (G) et les trajectoires du mobile normales à cette courbe, si l'on porte sur ces trajectoires, à partir de leur point d'incidence, des longueurs pour lesquelles l'action ait une valeur donnée à l'avance mais quelconque, le lieu des extrémités de toutes ces longueurs formera une courbe qui sera encore normale à toutes les trajectoires.
Cette remarquable proposition, qui est due à MM. Thomson et Tait ('), est analogue à celle que nous avons donnée au n° o22
(') Sir William Tiiomsox and Tait, Treatise on natural Philosophy, Vol. I, Part I, p. 353 de la deuxième édition; 1879.
D. — II. ag
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pour les lignes géodésiques. On pourrait, ici encore, la démontrer directement par le calcul des variations et en déduire tous les résultats précédents; on retrouverait ainsi la méthode suivie par Hamilton et par Jacobi.
En particulier, si l'on considère toutes les trajectoires passant par un point A et si l'on détermine sur chacune d'elles un point M, tel que l'action étendue à l'arc AM ait une valeur constante donnée, le lieu des points M sera une courbe normale à toutes les trajectoires.
545. Si l'on rapporte les points du plan au système de coordonnées formé par les trajectoires passant en A et par les courbes qui les coupent à angle droit, l'élément linéaire du plan sera donné parla formule (aS), oii 9 désignera l'action comptée à partir de A. Nous allons déduire de celte remarque une démonstration directe an principe de la moindre action.
Ce principe peut être énoncé comme il suit :
Parmi tous les mouvements qui amènent le mobile d'un point A en un point M, la vitesse sur chaque trajectoire étant réglée par V équation
le mouvement naturelest celui pour lequel V action , c'est-à-dire V intégrale
/ s/'x{\} -H h)cls = / vds,
est un minimum.
La démonstration est identique à celle que nous avons développée dans le cas des lignes géodésiques. Construisons toutes les trajectoires du mobile correspondantes à la valeur donnée de h, passant au point A; elles donnent naissance à un système orthogonal pour lequel on a
2(U 4- A) ds'- = rfô2-4- a2 6?6f.
Cela posé, il est clair que le minimum de l'intégrale fs/^ÂTÎ^i ds = T/^P+'ï^ ,
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prise entre les points A et M, correspondra au cas où dH, sera nul, le chemin suivi étant la trajectoire qui unit ces deux points. Je n'insiste pas sur toutes les conditions qui doivent avoir lieu pour que la démonstration soit valable; elles sont identiques à celles qui ont été énumérées dans le cas des lignes géodésiques.
MQ. Le principe dHamilton se rapporte à des hypothèses toutes différentes de celles qui interviennent dans le principe de la moindre action. Il concerne l'intéorrale
2 at- I
Le mouvement de la nature est celui pour lequel cette inté^Tale est maximum ou minimum. Mais ici le moinement est comparé à tous ceux qui ont lieu entre les mêmes points et dans le même temps, et, de plus, aucune loi n'est imposée à la vitesse. Nous aUons montrer qu'il y a réellement minimum.
Si A et M désignent encore les positions extrêmes et si Ton conserve le système orthogonal dont une des familles est composée des trajectoires passant en A, l'intégrale précédente deviendra
Nous allons la comparer à celle qui correspond au mouvement naturel, pour lequel ^, demeure constant.
Soient 80, Uo les valeurs de h et de U dans le mouvement naturel, H, L, 9o, L'o étant supposées correspondre à la même valeur du temps; posons
6 = 00^ tu, Ur-Uo— U,.
On a, nous l'avons vu,
^26) _»=2(Lo--A).
L'accroissement de l'intégrale d'Hamilton, quand on passe du mouvement naturel à l'autre, est
JUih^h)dt*- ^'~ HUo-^h)dt^-r'-
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Remplaçons 0 par sa valeur 80+ w; puis substituons la valeur
de ^déduite de la formule (26). L'accroissement de l'intégrale dt
d^ dt deviendra
'dÂ^ \}çs-\-hdiM ^, Ui(Uo-»-/î) ,,
0"^4(U + A) U + A dt U-h/i
ou, après quelques réductions,
• , dO\ do^
'^' dt^ ^ dV^ \}\ dLo U, c?w'
4(UH-A) ' U-hA dt V>-\-h dt
dt.
Comme les deux mouvements se font entre les mêmes points et dans le même temps, iù est nul aux deux limites; on peut donc
supprimer le terme -^ et il reste pour l'accroissement de l'intégrale l'expression
d^\ (diM
(^7) J (4(U-hA)^ 4(U4-A)
dt.
Sous cette forme on voit clairement que l'intégrale d'Hamilton a augmenté. Pour que l'intégrale précédente soit nulle, il faut que l'on ait à chaque instant
ou
dt ="'
d^i dto W ~ ""' 'dt
= 2Ui
et ces équations caractérisent le mouvement naturel.
o47. Nous ne nous étendrons pas davantage sur les principes précédents et nous remarquerons, en terminant, que la démonstration du principe de la moindre action peut se rattacher directement à la théorie des lignes géodésiques de la manière suivante.
a; ely étant les coordonnées rectangulaires d'un point du plan, U la fonction des forces et h la constante des forces vives, consi-
dérons la surface dont l'élément linéaire est donné par la formule
ds^-= i(U — k){dx^- — dyi).
Cette surface sera représentée sur le plan avec conseriation des angles; mais de plus la correspondance est telle quVi toute trajectoire dû mobile dans le plan correspond une ligne géodésique de la surface et vice versa.
Cette proposition s'est déjà présentée plusieurs fois dans les raisonnements précédents. Nous aurions pu l'établir, soit en comparant l'équation différentielle (3) des trajectoires à celle (8) des lignes géodésiques (n° ol4), soit en rapprochant l'équation aux dérivées partielles (7) de l'équation (5) (n" o3i) dont dépend la recherche des lignes géodésiques. Nous pouvons maintenant la démontrer immédiatement; car, si l'on rapporte les points du plan à un système de coordonnées dont une des familles est formée de trajectoires du mobile, l'élément linéaire du plan sera donné par la formule (26); celui de la surface correspondante aura donc pour expression
par suite, les lignes 9, = const., c'est-à-dire les trajectoires du mobile dans le plan, correspondront nécessairement à des géodésiques de la surface ; et vice versa.
Comme application, considérons le mouvement d'un point attiré par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance; /• désignant la distance au centre fixe, on aura
La surface dont les lignes géodésiques correspondent aux trajectoires du mobile aura pour élément linéaire
ou, en passant aux coordonnées polaires r, p, (28) ds''-=l^—'^{dri^ridv^).
Les surfaces de révolution admettant cet élément linéaire sont
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définies par les formules
V/]xr{ia — r) / ^ cos — j
/\xr{ia — r) .
j^-xa — /•)
dr
Toutes les fois que ni sera commensurable, à un point du plan correspondront des points de la surface en nombre limité; et, par suite, toutes les lignes géodésiques qui ne Yiendront pas rencontrer la limite de la surface seront fermées, comme les ellipses du plan auxquelles elles correspondent,
548. Cette correspondance, établie entre un plan et une surface de telle manière que les trajectoires du plan correspondent aux lignes géodésiques de la surface, met immédiatement en évidence le principe de la moindre action, qui n'est autre chose que la traduction dans le plan de la propriété de minimum relative aux lignes géodésiques; mais elle conduit sans calcul à un grand nombre d'autres propositions. Nous avons vu, par exemple, que, sur une surface, les courbes lieux des points tels que la somme ou Ja différence de leurs distances géodésiques à deux courbes fixes (C), (C) soit constante forment un système orthogonal. Ce système peut évidemment se déterminer sans intégration toutes les fois que l'on connaît les deux courbes (C), (C) et que l'on a l'expression de la distance géodésique de deux points de la surface. On peut même ajouter que, si l'une des deux courbes (C) est donnée, on peut déterminer l'autre (C) de telle manière que l'une des familles du système orthogonal contienne une courbe (D) donnée à l'avance. En reportant ce résultat dans le plan, nous obtenons la ^proposition suivante :
Toutes les fois que Von aura, dans le plan, la solution complète d'' un problème de Mécanique et la fonction^ relative à ce problème, on pourra déterminer, sans intégration nouvelle, une infinité de systèmes orthogonaux dans le plan, contenant une courbe [T)) donnée à V avance; les équations qui définissent
ces systèmes contiendront une fonction arbitraire d'une variable.
Au reste, cette proposition peut se démontrer directement de la manière la plus simple. Soient en effet 0 et 3- deux solutions quelconques de l'équation aux dérivées partielles (7). On aura
et, par conséquent,
()(6 — j) d(e-^!T) d(b—u) ()(9 — t) _ ôj: dx dy dy
Cette équation exprime que les courbes
6 — j = const.. 6 — 3 = const.
se coupent à angle droit et forment les deux familles d'un système orthogonal. Si l'on veut qu'une certaine courbe (D) fasse partie de l'une de ces familles, il suffira de déterminer deux solutions 0, 3- de l'équation aux dérivées partielles qui aient la même valeur en chaque point de la courbe (D). On prendra s- arbitrairement, ce qui introduira une fonction arbitraire; ^ sera ensuite déterminée par la condition d'avoir la même valeur que 3- en tous les points de la courbe (D)- Nous savons (n° o42) que h sera une fonction distincte de s-.
549. Les propositions générales qui précèdent permettent d'établir que l'on pourra déterminer une infinité de svstèmes orthogonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique quelconque, donnée à l'avance. Remarquons d'abord qu'il y a une infinité de problèmes de Mécanique pour lesquels l'action est une fonction algébrique, c'est-à-dire pour lesquels l'équation
admet une intégrale complète algébrique. Sans parler même du cas où la fonction des forces est nulle, prenons, par exemple,
(3i) L =z Xx'" ~ By,
A et B étant des constantes quelconques et m, n deux entiers. On aura la solution complète
: j Y 2 A j:'" -h h -i- adx +J y '2 By" A- h — a dy,
qui est évidemment algébrique. Si l'on applique les méthodes précédentes en employant cette valeur de 9, on voit que toutes les solutions de l'équation (3o) assujetties à prendre une valeur algébrique en tous les points d'une courbe algébrique seront algébriques. On pouri'a donc obtenir une infinité de systèmes orthogonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique donnée. Ces systèmes sont de deux espèces différentes. Les uns, dont l'une des familles sera formée par les trajectoires du mobile qui coupent à angle droit la courbe donnée, sont analogues aux systèmes orthogonaux formés avec une famille de courbes parallèles et leurs normales communes. Les autres seront analogues au système orthogonal formé par les deux familles de courbes lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs distances géodésiques à deux courbes fixes (G), (C) soit constante. Ils contiendront dans leur définition une fonction algébrique arbitraire, alors même que l'on aura assujetti une courbe donnée à l'avance à faire partie de l'une des deux familles du système orthogonal.
530. Il est aisé de voir que la méthode précédente s'étend à l'étude du mouvement d'un point sur une surface et, en général, à tous les problèmes de Mécanique dans lesquels il y a une fonction des forces, la position du système mobile dépendant de deux variables seulement. Nous ne développerons pas les calculs, qui seront donnés plus loin lorsque nous traiterons du problème le plus général de la Mécanique; et nous nous contenterons d'indiquer ici d'autres questions de Mécanique dans lesquelles on retrouve les propriétés que nous venons d'étudier.
On doit à différents géomètres (') des propriétés des brachisto-
(') Voir, par exemple, Roger, Thèse sur les brachistochrones {Journal de Liouville, i'" série, t. XIII, p. [^l•, i848).
Andoyer, Sur la réduction du problème des brachistochrones aux équations canoniques {Comptes rendus, t. C, p. 1577; i885).
chrones, analogues à celles que Gauss a fait connaître pour les lignes géodésiques. L'explication de ce fait repose sur la remarque suivante.
Proposons-nous de déterminer les brachistochrones sur une surface (S). La vitesse du mobile étant donnée par l'équation des forces vives
les brachistochrones seront les courbes pour lesquelles l'intégrale
'ds r ds
prise entre deux points quelconques de la courbe, sera minimum. Or, si l'on considère la surface (!) pour laquelle l'élément linéaire d^ est déterminé par la formule
ds*-
(33) ds*- =
elle correspondra à la surface (S) avec conservation des angles; et les brachistochrones de (S) correspondront aux lignes géodésiques de (2'), l'arc de chaque géodésique étant égal au temps dans lequel est parcourue la portion correspondante de la brachistochrone. Cette simple remarque permet d'étendre aux brachistochrones toutes les propriétés des lignes géodésiques. On reconnaît ainsi, en particulier, que les brachistochrones satisfont réellement à leur définition et que le temps dans lequel un arc quelconque de ces courbes est parcouru est réellement un minimum, pourvu toutefois que cet arc ne soit pas trop étendu.
On peut aussi assimiler les brachistochrones aux trajectoires dans un mouvement plan; et cette comparaison oflre l'avantage de s'étendre d'elle-même aux brachistochrones dans l'espace.
Supposons l'élément de la surface (2) ramené à la forme
( 34 ) rf*î = À ( rfx* ^ dy* ).
L'intégrale qui doit être minimum est
')/l^dx*--^dy'-
En vertu du principe de la moindre action, on reconnaît immé-
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diatement que lesbrachistoclirones correspondent aux trajectoires d'un mouvement plan dans lequel la fonction des forces U' aurait pour valeur
la vitesse du mobile étant donnée par la formule
où la constante des forces vices a la valeur particulière zéro. Des remarques analogues peuvent être faites aussi en ce qui concerne les figures d'équilibre d'un fil flexible et inextensible. Mais nous laisserons ce point à l'examen du lecteur.
531. Dans les développements précédents, nous avons associé seulement celles des trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives a la même valeur. Cette restriction est bien d'accord avec l'esprit de la Mécanique moderne, qui attache moins d'importance aux forces qu'à Vénergie et qui permet de regarder comme distincts deux problèmes dans lesquels, la fonction des forces étant la même, l'énergie totale est différente. Quoi qu'il en soit, en groupant les trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives prend des valeurs différentes, on obtient les résultats suivants que nous allons rapidement signaler.
Considérons des trajectoires quelconques, formant une famille analogue à celles que nous avons définies au n°538; x' ely' seront encore des fonctions de x et àe y, mais la constante A, variant quand on passe d'une trajectoire à l'autre, devra être considérée ici comme une fonction de a: et àey. On aura encore les équations
Mais la différentiation de l'équation des forces vives donnera des résultats différents; il ne faudra plus y regarder h comme une constante indépendante de x et de y. La différentiation donnera
donc les équations
I , dx' j dy' _ dh d\j \ ^ dx ~^^ dx ~ dx dx' ^^-"^ j ,dx' ,dy _dh ^d\^
\ dy dy ~ dy dy
Si l'on élimine^, t- entre ces équations et les précédentes,
dx dy ^
on trouvera
/dy' dx'\ _ dh
^\ài ~ d^J " di'
Jdy ^'\ _^.
^\dx~'ày)~ dy'
Posons maintenant
dv' àx'
(38) ii--d^="
joo aura d'abord
, \ dh , I dh
(39) y = ld-x' ^=-XÔy'
la substitution de ces valeurs de a/, y dans l'équation des forces vives donnera la relation
A/j = 2Àî(/j — U).
où A/t désigne le paramètre différentiel de Lamé
et qui fera connaître a. On obtient ainsi
V/2(A^U) dh ,_ v/2(A-^U) dh
^''^ ^' = /ÂÂ àx' ^- 7^~et»-'
En portant ces valeurs dans la formule (38), qui sert de définition à A, on trouve l'équation aux dérivées partielles du second ordre
d f^irTh dh\ ± (^Xl^ni àh\^l vg_ ^^^^ ^Vy/IÂ àx)^dy\^ dy) 2^U-a'
qui définit la fonction h. Lorsqu'on aura une solution quelconque
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de cette équation, les courbes
h = const.
seront les trajectoires de la famille correspondante, et les équations (4i) feront connaître en chacun de leurs points les composantes de la vitesse du mobile. Inversement, si l'on sait déterminer les trajectoires, on saura aussi intégrer l'équation aux dérivées partielles (42). Lorsqu'on aura obtenu, avec deux constantes arbitraires a et h, l'équation générale des trajectoires
il suffira d'y remplacer a et b par des fonctions quelconques de h pour obtenir l'intégrale générale de l'équation (42).
Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle : les trajectoires seront des lignes droites représentées par l'équation
y = ax -^ b. I
L'intégrale de l'équation aux dérivées partielles correspondante sera donnée par la formule
y = ^ cp(A) -f- i];(A),
ce qu'il est aisé de vérifier.
Une circonstance particulière donne quelque intérêt aux remarques précédentes. L'équation aux dérivées partielles (42) intervient dans l'étude d'une question de minimum relative à l'intégrale double
qui est d'une forme analogue à celle que Riemann a considérée dans le principe de Dirichlet.
Imaginons que la fonction h soit donnée pour tous les points d'un contour fermé limitant une aire plane A. Si l'on exprime que l'intégrale double précédente étendue à tous les points de cette aire est minimum, on sera conduit, en égalant à zéro la variation première, à une équation aux dérivées partielles qui sera précisément l'équation (42).
Ainsi, à tout problème de Mécanique dans le plan (et plus
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généralement à deux variables indépendantes), on peut rattacher une propriété de minimum relative à une intégrale double.
Quelques considérations de Géométrie auxquelles le lecteur suppléera facilement permettent d'ailleurs de déduire cette propriété de minimum du principe de la moindre action.
5o2. Dans les deux Chapitres suivants, nous associerons seulement des trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives aura la même valeur; nous allons donc indiquer ici sans démonstration l'extension que Ion peut donner aux propriétés précédentes. Pour plus de netteté, nous nous contenterons, dans l'énoncé des propriétés généralisées, de considérer les mouvements dans l'espace.
Si Von cherche à déterminer les fonctions a et ;j. de x et de y de manière à rendre minimum l'intégrale triple
J J J y \dy dz ~ dz à}) ' \dz dx dx dz ) ' \dx dy dx dy] X o{x, y,z,l,'JL)dxdjdz,
étendue à un volume fermé, les fonctions a et u. étant assujetties à prendre des valeurs données en tous les points de la surface ou des surfaces qui limitent ce volume, il suffira d'intégrer les équations du mouvement relatives à un problème de Mécanique oii la fonction des forces serait ç;(ar, >-, z, a, u), la constante des forces vives étant nulle et \ et jx étant traitées comme des constantes, puis de remplacer dans les équations générales de la trajectoire les constantes arbitraires par des fonctions quelconques de A et de ^] on obtiendra ainsi deux équations qui feront connaître "k et ia.
Si l'on cherche la fonction X qui assure le minimum de l'intégrale triple
étendue à un volume fermé, A étant assujettie à prendre des valeurs données en tous les points de la surface qui limite ce volume, les surfaces
const.
devront être celles pour lesquelles r intégrale double suivante, où. d'y désigne Vaire d'un élément de surface,
j h{^^y,^A)drr,
étendue à la portion de la sur/ace comprise dans un contour donné quelconque , sera un minimum.
En considérant, par exemple, l'intégrale
^'^^ ffW^"^^ ^^^'^ "^^^^ ^^"^^"^^
qui correspond à riiypothcse o = i , on reconnaîtra que les surfaces ). = const. devront être des surfaces minima. On est ainsi conduit au résultat suivant :
Si l'équation
X = const.
représente une famille de su/faces minima, \ devra satisfcnre à l'écjuation aux dérivées partielles
oii W est le paramètre dif/'érentiel du premier ordre
Ce résultat est dû à Riemann ('), qui a même montré, comme on le vérifie aisément par un calcul direct, que, si l'on a une seule surface représentée par l'équation
il suffira, pour que la surface soit minima, que l'équation aux dérivées partielles précédentes, au lieu d'être vérifiée identiquement, le soit seulement en vertu de l'équation de la surface.
(') Riemann's Gesammelte Werke, p. 3ii.
La forme précéden le (47) de Téquatlon aux dérivées partielles des surfaces mininia se rattache directement à celle de Lagrange (I, n" 175), que l'on retrouve d'ailleurs immédiatement en supposant l'équation de la surface mise sous la forme
les remarques par lesquelles nous l'avons obtenue montrent que l'on pourra écrire immédiatement, en coordonnées curvilignes quelconques, l'équation aux dérivées partielles des surfaces niinima; car, si l'élément linéaire de l'espace est donné par la formule
(49) dsi=H'-dp^-^Hldpi-i-nldpl,
l'intégrale (4^) prend la forme
yyy/ixHHi H, rf? rf?, rf?î,
et la propriété de minimum, que nous avons signalée sans calcul, conduit à l'équation
HH, r)o, \
qui remplace l'équation (4~). On pourrait suivre la même méthode si l'on eraplovaitdes coordonnées curvilignes obliques.
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CHAPITRE YII
APPLICATION DES MÉTHODES PRÉCÉDENTES A l'ÉTUDE DES MOUVEMENTS DANS l'eSPACE.
Equations différentielles du mouvement. — Toutes les trajectoires qui correspondent à une même valeur de la constante des forces vives et sont normales à une surface sont, par cela même, normales à une famille de surfaces. — Equation aux dérivées partielles d'Hamilton et de Jacobi. — Usage que l'on peut faire d'une intégrale complète. — Conditions auxquelles doit satisfaire cette intégrale. — Définition de l'action. — Considération de certains systèmes orthogonaux. — Formule relative à la variation de l'action. — Généralisation du théorème de Malus et de Dupin.
dU d^y d\} d^z
dV
dt^
ùx ' dt^ dy ' dt^
~ dz
553. Considérons maintenant les mouvements dans l'espace. Si U désigne la fonction des forces, les équations du mouvement seront
x\y ., z' désignant les composantes de la vitesse.
Parmi tous les mouvements correspondants à une valeur donnée de la constante des forces vives, étudions en particulier ceux dont les trajectoires passent par un point, ou sont normales à une surface, ou, en général, satisfont à toute condition cpii ne laissera subsister que deux constantes arbitraires dans les équations de la trajectoire. Nous aurons alors une congruence de courbes représentées par des équations telles que les suivantes :
f{x,y, z, a, h) = o, ts{x, y,z, a,b) = o.
D'ailleurs les composantes de la vitesse en chaque point devront
dx _,_ d\j ' dz" dx
^^x' dx""
dy' , d\j -■ — 3— z — - — > dz dy
dz' ,
dz' , - dy^
dz' , au
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satisfaire aux deux équations
l àf , df , df ,
\ dx dv dz '
^^' \ do , dn , do ,
\ dx ày' dz
qui, jointes à l'équation des forces vives, permettront évidemment de les déterminer, puis de les exprimer, par la substitution des valeurs de a et de 6 déduites des équations (3), uniquement en fonction de x, >', :;.
Supposons que 1 on ait obtenu ces expressions. Les équations du mouvement prendront la forme suivante
qui est analogue à celle que l'on rencontre dans l'étude du mouvement permanent des fluides; a:', y' ^ z' devront aussi satisfaire à l'équation des forces vives.
On peut déduire de cette dernière équation les valeurs de -— -,
— ■ > -— • Un a, par exempJe, Oy dz ^ r 7
d\j _ , dx' , dy' _, dz'
dx dx " dx ' " dx
En portant cette valeur de -— dans la première équation (5), on obtient la relation
, dx' , dx' , dx' , dx' , dy' , dz'
dx dy dz dx "^ dx dx
que l'on peut écrire de la manière suivante :
'^ \dy dxj " \dx dz J'
La deuxième et la troisième équation (5) donneront des for- D. — II. 3o
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mules analogues, d'où l'on déduira le système suivant
ày'
dz'
dz'
ày'
dz
ày
dx
dz
_ày
dx
qui contient toutes les relations indépendantes de la fonction des forces entre x' , y' , z' .
On reconnaît immédiatement que l'on peut satisfaire à ces équations en annulant les numérateurs,, c'est-à-dire en supposant que x', jk', z' soient les dérivées d'une même fonction B. Posons donc
^^ ' dx ^ dy dz
Si l'on porte ces valeurs de x' ^ y\ z' dans les équations (2) et (5), l'équation (2) prendra la forme
et le système (5) se composera des équations que l'on déduit de la précédente en la différentiant par rapport à x^ à y ou à z. Il suffira donc que 9 satisfasse uniquement à V équation aux dérivées partielles ( 8 ) .
Les équations {'j) nous montrent immédiatement quelle est la signification géométrique de la fonction 8. Si l'on considère la famille de surfaces représentée par l'équation 0 = const., 8 étant une intégrale quelconque de l'équation (6), les courbes qui sont les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces sont aussi des trajectoires du mobile, et la vitesse du mobile en chaque
point est égale à la dérivée y- de 9 suivant la normale. En d'autres
termes, il y a un potentiel^ pour les vitesses.
La méthode précédente reposant sur la considération de certaines congruences particulières formées avec les trajectoires du mobile, il est naturel de se demander si elle donnera toutes les solutions du problème de Mécanique, c'est-à-dire toutes les trajectoires possibles. Soit (C) une de ces trajectoires passant au point Mo(^0)JKo> ^0) 6t soient ^'q, y'^, ^j, les composantes de la vitesse du mobile en ce point, composantes qui vérifieront néces-
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sairement l'équalion des forces ^•ives
II 3' a évidemment une infinité de solutions 6 de l'équalion (8)
dont les dérivées premières ^, —, — prennent les valeurs x„,
y'^^. z'q au point Mq. Considérons Tune quelconque h' de ces solutions. Les trajectoires orthogonales des surfaces h' = const. seront des trajectoires du mobile. Celle de ces trajectoires qui passe au point Mo coïncidera éNndemraent avec la courbe (C), les conditions initiales du mouvement étant les mêmes sur l'une et sur 1 autre de ces trajectoires.
oo4. On est encore conduit à la considération des congruences particulières pour lesquelles il y a un potentiel des vitesses par le raisonnement suivant, qui mettra de nouveau en évidence le résultat précédent.
Désignons par a la valeur commune des rapports (6). On a
et^ par suite, en faisant usage d'une identité bien connue,
diKT) . d{\y) d(ljs') _
dy
dz
dz'
ày
= Ix',
dz' dx
dx' dz
dx'
ày
ày'
dx
(lO)
dx dv dz
Cette relation, qui rappelle \ équation de continuité de THydrodvnamique, vient confirmer l'analogie que nous avons déjà signalée plus haut et sur laquelle, d'ailleurs, nous n'insisterons pas. Si l'on effectue les différentiations, elle prend la forme
d\ , à\ dl _,_ , /dx' dy ^ às'\
dx^ dy dz" " \'JJ" ày ' dz )''
le premier membre, que l'on peut écrire ainsi
d\ dx ^d\ d)^ ^dl dz dx dt dv dt "^ dz dt '
468 LIVRE V. — CIIAP. VII.
a une signification très simple; il exprime la dérivée ~ de \
lorsqu'on se déplace sur une Irajectoire du mobile. Si donc on pose, pour abréger,
dx' dy' àz' Ox dy àz
on aura
d'oi!i l'on déduit
dt
)vo désignant la valeur de \ pour t=to. Donc :
Si'kest nul pour un point quelconque d'une trajectoire, il sera nul pour tous les autres points de la même trajectoire.
D'après cela, considérons, parmi les trajectoires du mobile (qui correspondent toujours à une même valeur de la constante des forces vives), celles qui sont normales à une surface (S), et remarquons que, par suite de la définition de X et de l'équation des forces vives, on a
, / dy' àz' \ , / àz' àx'\ , / àx' ày' \
^ \~àz dy) ^ \àx àz 1'^^ \ày~ ~à~x )
Il résulte de cette expression que \ sera nul pour le point où chaque trajectoire rencontre normalement la surface (S). Pour le reconnaître immédiatement, il suffit de remarquer que, les équations difierentielles des courbes de la congruence étant
dx dy dz
x\ y, z' jouent ici le rôle des quantités X, Y, Z du n° 438.
1, étant nul pour un point de chaque trajectoire, sera nul par cela même sur toutes les trajectoires, qui seront, par suite, d'après le théorème du numéro cité, normales à une famille de surfaces. Nous retrouvons ainsi la proposition de MM. Thomson et Tait, que nous établirons, d'ailleurs, d'une autre manière :
Toutes les trajectoires du mobile, correspondantes à une
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même valeur de la constante des forces vives, qui sont normales à une seule surface, sont, par cela même, normales à toute une famille de surfaces.
Il résulte des raisonnements précédents que, pour obtenir toutes ces familles de surfaces normales à des trajectoires, il faudra intégrer l'équation aux dérivées partielles (8). Nous allons examiner les différentes solutions de cette équation.
ooo. Nous n'avons qu'à répéter ici ce qui a été dit dans le cas des mouvements plans. Si la solution 8 ne contient aucune constante, il faudra, pour avoir les trajectoires correspondantes, intégrer les trois équations (5) ou les équations (i4)- Mais je vais montrer que, si la solution h contient, en dehors de la constante qu'on peut toujours lui ajouter, deux autres constantes arbitraires a et Z>, on peut obtenir sans aucune intégration la solution complète du problème de Mécanique.
Substituons, en effet, 9 dans l'équation (8) et prenons la dérivée par rapport à a ; nous aurons
dx da âx dy da dy dz dadz
Si 1 on remplace t- ' 3- ' j- respectivement par x , j' , :; , 1 équation précédente prend la forme
dt \da) ~~ **■ Donc j- est constant sur chaque trajectoire du mobile. En appliquant le même raisonnement à b, on voit que les équations
oîi a', b' désignent deux constantes nouvelles, définissent une trajectoire du mobile. On vérifierait du reste immédiatement que les deux surfaces représentées par chacune des équations précédentes coupent à angle droit toutes les surfaces 9 = const.
En différentiant de même par rapport à h l'équation (8), on
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trouvera
d /rjO
dt \dh ' '' et l'on aura, par suite, en intégrant,
T désignant une nouvelle eonstante.
Les équations (i5) et (16), contenant six constantes arbitraires «, h^ ]i, a' y b\ -, définissent bien la solution la plus générale du problème posé. En essayant de le démontrer d'une manière plus rigoureuse, on reconnaîtra à quelles conditions doit satisfaire la solution 0 qui contient les constantes a, b. Si l'on veut, en effet, déterminer la trajectoire du mobile qui passe au point M(.r,j^, ^), le mobile admettant les vitesses x' , y ^ z', liées nécessairement par l'équation des forces vives, on aura les trois équations
dx "^ dy Oz
qui se réduisent à deux, en vertu des équations (2), (8), et qui devront pouvoir déterminer a et b en fonction des six quantités données x,jk, z, x' , y ^ z' .
Prenons, par exemple, les deux premières. Pour qu'on puisse en déduire généralement des valeurs de a et de ^, il faut et il
suffît que —5 -p soient des fonctions indépendantes l'une de
l'autre des variables a et b. Il faudra donc que le déterminant
\dx ây ) d{a,b)
soit différent de zéro. En raisonnant de même avec -— ' t-j on est
dy ôz
conduit à la conclusion suivante :
La solulion 0 doit être telle que les deux équations
da àx _ da dy _ da dz
àb àx db dy àb dz
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qui se réduisent d'ailleurs à une seule, ne soient pas identiquement vérifiées.
On peut encore énoncer cette condition sous Tune ou l'autre des formes suivantes :
Il ne faut pas que ^, considérée corome fonction de a et de b, satisfasse à une équation du premier ordre
indépendante de x, >', z.
On peut dire encore que 9, considérée comme fonction de x, )', z, ne doit pas satisfaire à une équation du premier ordre
distincte de l'équation (8) et ne dépendant ni de a ni de b.
Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle. L'équation (8) sera
et elle admettra la solution
Cette solution ne conviendra pas, bien qu'elle contienne deux constantes. On le reconnaît immédiatement en appliquant un quelconque des trois critériums que nous venons de signaler.
oo6. Nous vovons ici se présenter un fait nouveau. Dans le plan, toutes les familles possibles de trajectoires du mobile font partie d'un svstème orthogonal, auquel correspond une certaine solution 9 de l'équation aux dérivées partielles de Jacobi. Il n'en est plus de même dans l'espace : on peut certainement associer les trajectoires du mobile en congruences qui admettent des surfaces-les coupant à angle droit, nous venons de le démontrer; mais il existe aussi des familles de trajectoires ne possédant pas cette importante propriété.
Ce résultat pouvait être prévu. Considérons, en effet, le cas où
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il n'y a pas de force. Les trajectoires correspondantes à une même valeur de Ji sont les droites de l'espace, parcourues toutes avec la même vitesse. Or on sait bien qu'un système de rayons rectilignes n'est pas toujours formé des normales à une surface. Mais on sait aussi que, si des droites sont normales à une surface, elles le sont encore à une infinité d'autres surfaces. Cette propriété n'est, on le voit, qu'un cas particulier de celle cjui appartient aux trajectoires d'un mobile et que nous avons démontrée au n° 5o4.
Si on laissait de côté les résultats établis dans ce numéro, on pourrait encore démontrer, comme il suit, le théorème de MM. Thomson et Tait.
Étant donnée une surface (S), on sait toujours déterminer une solution Q de l'équation de Jacobi qui soit nulle pour tous les points de cette surface. Alors les trajectoires du mobile, qui sont normales à toutes les surfaces 0 = const., seront, en particulier, normales à (S). Gomme leur ensemble est déterminé par cette dernière condition, la proposition est démontrée.
En particulier, si la surface (S) devient infiniment petite et se réduit à un point, on aura toutes les trajectoires passant par ce point. On voit donc que :
Toutes les trajectoires du mobile qui passent en un point quelconque sont normales à une famille de surfaces.
Ici encore, on peut introduire une intégrale analogue à celle que nous avons définie au n" 544. On a
Lorsqu'on se déplace sur une trajectoire, l'équation précédente prend la forme
(19) c?0 = 2( U + A) dt = v/a U -1- 2 h cls.
Il suit de là que la différence des valeurs Qj,, Qj,. de 0 relatives à deux points M, M' d'une même trajectoire est exprimée par la
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formule
L'intégrale qui ligure dans le second membre sera appelée, ici encore, Vaction étendue de M' à M. Les développements donnés par MM. Thomson et Tait montrent toute l'importance de cet élément, qui doit être considéré, au même titre que le travail, dans l'étude des problèmes de Mécanique. La formule précédente donne, en particulier, les théorèmes suivants, analogues à ceux du n** o44 :
Si, sur les trajectoires passant par un point Mo ou normales à une surface quelconque, on considère les arcs, comptés à partir du point d'incidence, pour lesquels l'action a une valeur donnée, le lieu des extrémités de tous ces arcs sera normcd à toutes les trajectoires.
557. Nous allons indiquer maintenant comment on pourra employer une intégrale complète
de l'équation aux dérivées partielles de Jacobi pour résoudre les deux problèmes que nous venons de rencontrer.
D'après la règle de Lagrange, la solution la plus générale de l'équation aux dérivées partielles est fournie par les relations
18 = f{x, y,z,a,b)-{-o{a,b), ^ da da'
i df do
entre lesquelles il faudra éliminer a et b.
Si l'on veut que la solution 9 soit nulle ou, plus généralement, ait une valeur donnée jJL(ar,j^), en chaque point d'une surface (S), donnée par son équation
on remplacera 8 par u et :; par a dans les équations précédentes.
ce qui donnera le système
l ix = f{x, y,l,a,b)-\-^{a,b),
^ da da ' ùb ùb
En différen liant la première relation par rapport k x et à r successivement et tenant compte des deux autres, on aura
/ df df d\ dix àx àX ùx dx
dy d\ ày dy
L'élimination de ^ et dey entre ces deux équations et la première des équations (24) fera connaître cp en fonction de a et de b et déterminera, par suite, la solution cliercliée.
Si l'on veut avoir la solution Q correspondante à toutes les trajectoires passant par un point [xq, y^., ^o), il faudra prendre *
(26) o=^—f(xo,yo,^o,a,b);
je me contente d'indiquer ces propositions, qui appartiennent à la théorie des équations aux dérivées partielles et sont analogues à celles qui ont été données plus haut (n"** 541 et 542).
558. Nous sommes conduits par les résultats précédents à envisager les systèmes de coordonnées curvilignes dans lesquels on définirait un point de l'espace par la valeur des trois quantités
^' ^'^Ta' "^'--Tb
Un point est alors déterminé par l'intersection de trois surfaces appartenant à des familles différentes; les surfaces des familles
Oi = const., O2 = const.
sont engendrées par des trajectoires du mobile normales aux surfaces
0 = const.
On aura donc, en considérant x^ y, z comme des fonctions
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idx dx dy dy dz dz _
et, par suite, l'élément linéaire de l'espace sera donné par une équation de la forme '
ds'- = H* dh- -~ M d(ii -^ -2 N rfO, rfOj -f- P rfO*. On trouvera, comme précédemment (n** 544), la valeur de H
Hî
et, par suite, la valeur de cis- pourra s'écrire
.28) ( 2 U ^ 2 ^ ; ds'- = f/fJî -^niddl-i-in dOi rfO, — /> rf6|,
les quantités m, />, mp — n- étant essentiellement positives. On peut déduire de cette formule le principe de la moindre action et celui d'Hamilton par des raisonnements analogues à ceux que nous avons développés dans le cas de deux variables. Au lieu d'insister sur ce sujet, qui sera repris d'une manière générale dans le Chapitre suivant, nous indiquerons en terminant une formule importante relative à V action.
oo9. Reprenons la relation (29) 0]| — 6m- = / ^-xli -7- 1 h ds
i qui donne l'action M'M étendue à Tare M'M d'une trajectoire. Soit
une solution complète de l'équation de Jacobi et soient
les équations mêmes de la trajectoire considérée. Désignons par jc,j-, z les coordonnées de M et par Xo, J'o, ^0 celles de M'. On
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aura, en vertu des équations (3o), (3i) \
Ces deux équations feront connaître a el b en fonction de x,
y, z, ^05 J)'o5 ^0 et permettront, par suite, d'exprimer l'action M' M par une formule
(32) M'M = 0(a',7, ^; ^0, Jo, ^o),
ne contenant que les coordonnées des points M, M'. 11 est important de calculer les dérivées de cette fonction. Or on a
M'M =f{x, jK, z, a,b)—f{xo, jo, Zo, a, b ) et, par suite, en différentiant totalement, •
oa
da db
Comme les coefficients de ort, ob sont nuls en vertu des équations (3i), il reste simplement
ou, en remplaçant les dérivées de fetfo par les vitesses,
( 33 ) 0 M' M = x' ùx -h y oy -i- ^' 8z — x'ç, oxq — j'q oyo — z'^ ozq.
Cette relation, d'où la fonction y a complètement disparu, et que l'on peut établir aussi par le calcul des variations, est analogue à celles que nous avons démontrées aux n°'* 52o et o40. Elle donne la variation de l'action étendue à un segment de trajectoire M'M (Jig- 36) lorsqu'on passe à un segment de trajectoire infiniment voisin PP'. On peut lui donner une forme entièrement géométrique. Si M'MP, MM'P' désignent les angles que fait en M, M' la trajectoire avec les déplacements infiniment petits MP,
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M'P', on a évidemment
ds
— MP — cosM'iMP,
dt '
ar'o oxo -f- y'^ o^-o -^ ^'o S^o = ^^^ \Tt) ^^^ ^^ ^^ ^' '
ds / ds ^ En remplaçant les vitesses ^' ( ^ ) parleurs valeurs déduites
de l'équation des forces vives, on aura
0 M' M = — AIP /a Lu -H 2 A ces M' M P
M' P' v/2U„.+ 2/i cos M xM' P'
Fiiï. 36.
Cette formule comprend, comme cas particulier, celle qui est relative à la différentielle d'un segment de droite, et elle donne naissance à des conséquences analogues. Nous signalerons seulement la suivante, que le lecteur établira en étendant la méthode donnée au n° 430 pour la démonstration du théorème de Malus.
560. Etant donnée une trajectoire quelconque et une surface (D), on peut imaginer que la trajectoire, à son point de rencontre avec la surface (D), se réfléchisse, ou se réfracte d'après la loi du sinus, de la même manière qu'un rayon lumineux. La loi de la réflexion ou de la réfraction détermine la tangente à la trajectoire réfléchie ou réfractée; et, comme une trajectoire correspondante à une valeur donnée de la constante des forces vives est pleinement définie lorsqu'on connaît un de ses points et la tangente en ce point, on voit que Ion pourra toujours déterminer par une construction géométrique ce que nous appelons la trajectoire réfléchie ou réfractée. Celte définition étant admise, les raison-
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nements du n" 450 et l'emploi de la formule (34) nous conduisent au théorème suivant :
Considérons toutes les trajectoires du mobile qui sont normales à une surface (S), et supposons cju elles se réfléchissent ou se réfractent sur une surface (D), les trajectoires réfléchies ou réfractées seront aussi normales à une surface (S,) que Von construira de la manière suivante : Si M est le point oit' la trajectoire est normale à (S), P celui oii elle rencontre (D), on prendra sur la trajectoire réfractée un arc PM' tel que l'action, étendue à Varc PM', soit égale au produit de V action
étendue à l'arc MP par la constante — ? n étant l'indice de réfraction.
561. On peut imaginer des conditions djmamiques qui obligent les trajectoires à se réfléchir ou à se réfracter d'après les lois que nous venons d'indiquer. Supposons, en effet, que, dans le voisinage de la surface (D), la fonction des forces varie brusquement de telle manière qu'elle soit remplacée par
n étant l'indice de réfraction. Après le passage à travers la surface (D), la loi des trajectoires redeviendra la même; les équations du mouvement (i) et (2) changent, il est vrai; mais il suffît, pour
ramener la forme primitive, d'y remplacer dt par — On aura
donc les mêmes trajectoires, mais parcourues avec des vitesses qui seront augmentées dans le rapport de l'indice /i à l'unité. Pour savoir comment les trajectoires se substituent les unes aux autres dans le voisinage de (D), il suffit d'appliquer le théorème de MM. Thomson et Tait. Si les trajectoires incidentes sont normales à une surface (S), elles demeureront normales à toutes les surfaces que l'on obtiendra en prenant à partir de leur point d'incidence sur (S) un arc tel que l'action étendue à cet arc ait une valeur donnée. Soient M le point d'incidence pour une des trajec^ toires, P le point où elle rencontre D, M' un point de la trajectoire
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réfractée. On aura
MP = / s/i{j — ilids,
I ^îl} — ilids.
Si donc on détermine le point M' par l'équation
/ \/i[j -r- 2.hds^ n j v^2U — ihds = const., Jn «^P
on devra obtenir une surface normale aux trajectoires réfractées. Cette condition, combinée avec la formule (34), détermine, on le reconnaîtra aisément, la loi de la réfraction, et l'on retrouve ainsi précisément la loi de Descartes que nous avions admise a priori, dans le numéro précédent.
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CHAPITRE VIII
LE PROBLÈME GÉNÉXlAL DE LA DYNAMIQUE.
Equations de Lagrange. — Transformation d'Hamilton. — Définition d'ane famille de solutions. — Equations aux dérivées partielles qui définissent la famille. — Familles orthogonales. — Équation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on peut faire de ses différentes solutions. — Expression de la force vive due à M. Lipschitz. — Principe de la moindre action. — Formule de M. Liouville. — Définition de Vaciion. — Expression de l'action élémentaire au moyen d'une intégrale complète de l'équation de Jacobi et de ses dérivées par rapport aux constantes. — Autre méthode d'exposition des résultats précédents; élimination du temps à l'aide du principe des forces vives. — Définition des angles par rapport à une forme quadratique, travaux de M. Beltrami. — Définition et propriétés d'invariance des paramètres difi'ércntiels AO, A(0, 6J. — Transformations remarquables de la forme quadratique. — Lignes géodésiques de la forme, extension des théorèmes de Gauss. — Application au problème général de la Dynamique.
562, Les méthodes que nous avons appliquées dans les deux Chapitres qui précèdent s'étendent d'elles-mêmes à l'étude du problème général de la Mécanique. Il ne sera pas inutile de développer ici ce nouveau mode d'exposition des résultats fondamentaux qui sont dus à Hamilton et à Jacobi; car nous serons ainsi conduits à certaines propriétés générales des formes quadratiques qui éclaireront les résultats précédents et nous seront utiles dans la suite.
Envisageons un problème de Mécanique dans lequel il existe une fonction des forces, que nous supposerons indépendante du temps. Soient ^j, ^25 •••, Çn les variables indépendantes dont dépend la position du système mobile, q\, . . ., q'^ leurs dérivées par rapport au temps et 2T la force vive, définie par la formule
(1) 2T = aiiq\^ -i- 2ai2q'iq'.2-^. . .=2^2^ai/,q'ig',.,
OÙ les coefficients rt//f sont des fonctions données de ^j, q-^, ..., q,i.
Le mouvement sera défîni par les équations de Lagrange d dT dT d\j
dt dq'i dqi dqt HamîltOD a montré que, si l'on introduit les variables auxiliaires
Pi
dq
i=2^aikqk, (t = 1,2, ...,«),
on peut transformer ces équations de la manière suivante. Posons
Il == T — U.
On peut exprimer H en fonction des variables /?/, qif\ il suffit, pour cela, de déduire des équations (3) les valeurs de ^',, q\, ..., q'^ et de les porter dans l'expression précédente. Si l'on pose
«Il «II «irt
«711 «/Jî «/in
ou, en adoptant la notation de M. Kronecker,
et si l'on désigne par A,* le coefficient de aïk dans le déterminant précédent, les formules (3) nous donnent
1i = -ÎT /'l -
-Pn-
D ^' ■ ■ D Comme on a, d'après le théorème des fonctions homogènes,
(7) lT =pxq\-^...^pnq'n,
on obtiendra sans difficulté la valeur suivante de T
"^^ = k^^AikPiPk,
que l'on peut encore écrire comme il suit
I «11 •- • «i/t Pi
ann Pn Pn O
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et de là on déduit
Une fois connue cette valeur de H, les équations du mouvement se présentent sous la forme canonique
. , dqi d\\ dpi ()H _
et l'équation des forces vives
s'écrit ainsi
Tel est le premier résultat établi par Hamilton.
563. Considérons maintenant toutes les solutions du problème pour lesquelles la constante des forces vives a une valeur donnée Il et soient
(14) gi=fiiCi.C2,...,C.2n-i,h,t — to), (l = I, 2, . .., n)
les équations qui font connaître les valeurs des variables Çi en fonction du temps.
Les valeurs des variables /?/ définies par les formules (3) seront
àfi dfi dfn
(i5) pi^atx-^^ -\-aii^-\-...-\-aia-^^ (i = i, 2, . . . , n).
Au lieu de conserveries solutions les plus générales, imaginons que l'on établisse, entre les in — i constantes ci et A, n — i relations, d'ailleurs quelconques. Par exemple, on annulera n — i constantes, ou bien l'on considérera l'ensemble des solutions qui correspondent à une même position initiale donnée du système, etc. On obtiendra ainsi des formules contenant seulement n — i constantes
(16) ^,- = cpj(ci, C2, ..., c„_i, A, f — io)> (t = 1, 2, . , ., rt),
qui définiront ce que nous appellerons une famille de solutions. On peut éliminer t — t^ et les constantes ci entre les équations
précédentes et leurs dérivées
On sera ainsi conduit à un système d'équations différentielles ('7) q'i= -^j = ^i{quqî,----,qn,h), (t = i,2..... «),
dont l'intégration permettrait de retrouver les équations (i6)et qui peut être considéré comme définissant la famille de solutions au même titre que le système (i6). Si Ton porte les valeurs précédentes dans les formules (3), on en déduira des expressions de Pi, » • 'T Pn^^ fonction de g, , . . . ^ q„
(l8) pc = Wi{qi,qi,...,q,„h),
qui pourront tenir lieu du système (17)- Nous allons maintenant donner les équations qui déterminent les fonctions T/. Considérons d'abord les n équations suivantes
dpi __àVi^ dt dqi
du système (i i); les pi étant exprimées en fonction des variables qiy elles prennent la forme
dpi , dpi , dpi , _ dH
et, si l'on remplace q\ par sa valeur j- > on trouve
àqk àpk dqi
D'autre part, si l'on porte les expressions de />|, .. .^ pn dans léquation des forces vives
(ao) \i = h,
on doit obtenir une identité. Il faut donc que la dérivée du premier membre par rapport à qi devienne nulle, ce qui donne la relation
àqt ^ J^dpk dqi ~
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En la retranchant de l'équation (19), on trouve
Ainsiles variables/?/, considérées comme fonctions de ^, , ..., ^,,, doivent satisfaire aux équations (20) et (ai).
Considérons maintenant le second groupe des équations différentielles (1 1)
dqi d\\
Lorsqu'on 3^ aura remplacé les/?/ parleurs valeurs, on aura formé un système de n équations différentielles du premier ordre, l'équivalent du système (17), dont l'intégration fera connaître les valeurs àe q^^ q^i ...^ q,i en fonction du temps et de n — i constantes arbitraires qui viendront s'ajouter à la constante des forces vives. Toute la difficulté est donc ramenée, on le voit, à déterminer d'abord les expressions de /»i, p^, • • -, p,i satisfaisant aux équations (20) et (21).
564. Le problème étant ainsi transformé, on n'aperçoit nullement que l'on ait fait un pas vers la solution : l'intégration des équations (20) et (21) constitue, en apparence, une question beaucoup plus difficile que celle qu'il s'agissait de résoudre.
Seulement ce problème a des solutions particulières qui sont mises en évidence. On reconnaît, en effet, immédiatement que les équations (21) seront vérifiées si l'on prend .pour/»,, . . . , /;« les dérivées d'une même fonction quelconque 8
Quant à l'équation (20), si l'on y porte les valeurs précédentes des variables pi, elle se transformera en une équation aux dérivées partielles qui définira la fonction 9. Si l'on pose, pour abréger,
on trouve ainsi
et l'on peut énoncer le théorème suivant :
A chaque intégrale de l'équation aux dérivées partielles (23) correspond une famille de solutions du problème proposé pour lesquelles h est la constante des forces vives et que l'on déterminera complètement en effectuant l'intégration du système d'équations différentielles.
(î6) P'=2é!^''^liJ = ^,' (r=I,2,....«).
D'après les raisonnements que nous venons d'exposer, il est clair que le théorème précédent fournit seulement des famillles particulières de solutions; mais nous verrons, et l'on peut démontrer dès à présent, que ces familles particulières comprendront toutes les solutions possibles du problème proposé. Soit en effet (y) une telle solution; elle est entièrement définie par les valeurs initiales />", q\ des variables /?/, qk-, valeurs qui doivent d'ailleurs satisfaire à l'équation des forces vives
Or il existe une infinité de solutions 0 de l'équation aux dérivées partielles (20) telles que l'on ait
— =/>? pour qi=q\. ...• qa = q%.
Dans chacune des familles correspondantes, la solution (•/) définie par les valeurs initiales q^ des variables qi coïncidera avec la solution ("•'); car, pour les deux solutions, les valeurs initiales ^°, q\ de toutes les variables/?,, q^ seront les mêmes.
060. Nous donnerons le nom de familles orthogonales à toutes celles qui sont définies par l'équation (aS) et le système (26). Lorsqu'on connaîtra la solution 0, la détermination complète de la famille correspondante exigera l'intégration du système (26).
Cette dernière intégration sera facilitée, et pourra même être rendue inutile, si la solution Q contient un certain nombre de con-
stantes arbitraires. C'est ea cela que consiste le théorème fondamental de Jacobi, que nous allons d'abord démontrer. Soit
une solution de l'équation (aS) contenant les constantes arbitraires Cl, ..., c\. En différentiant les deux membres de cette équation par rapport à l'une quelconque Cp des constantes précédentes et remarquant que U + A ne contient pas c^,, on trouve
^^TT (kfi dqk dCp ~ ^'
D'après la formule (6), l'ensemble des coefficients de - — - — est
Oq /c OC p
précisément q',^. On aura donc
ou, plus simplement, et, en intégrant,
Âmidqicàcp k
dt \ de,
-r— = const.
oc„
On démontrerait de la même manière l'équation
Ainsi :
Si la fonction 9 contient dans son expression les constantes arbitraires c,, Co, . . . , cx, les équations
sont autant d'intégrales du système (26); de plus, si Von n'a pas attribué à la constante des forces vives une valeur numérique, l'équation
fera connaître le temps.
Si l'intégrale 0 est complète, c'est-à-dire si elle contient
n — I constantes arbitraires Cpj les équations
donneront V intégration complète du système (26).
La proposition de Jacobi se trouve ainsi établie.
Ici encore, par des raisonnements analogues à ceux du n° 000, on reconnaîtra à quelles conditions doit satisfaire l'intégrale complète. Il faut que, si on la considère comme fonction des constantes Cp, elle ne satisfasse à aucune équation de la forme
'' Oci dc„-i I
Cette condition est d'ailleurs équivalente à la suivante : 9, considérée comme fonction de ^i, . .., ^«5 ne doit vérifier aucune équation aux dérivées partielles indépendante des constantes Cp et distincte de l'équation (24).
066. Les équations (29), auxquelles il faut joindre les suivantes
qui feront connaître les vitesses, définissent la solution la plus générale du problème proposé. Considérons, parmi toutes les solutions, celles qui correspondent à une même position initiale du système mobile. Soient q\^ . . ., y° les valeurs des variables qi qui définissent cette position et soit
^ =/(5'>; ••■^9n, ci....,c,i_,,A) la solution qui figure dans les formules (3o). Nous poserons
/'o=fiqï, ■■■,g%,ci , c„-i, h);
les équations (29) devant être vérifiées quand on y fait ^/ = <^", on aura
et, par suite, ces équations prendront la forme
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En attribuant aux constantes ci toutes les valeurs possibles dans ces équations, on obtient ainsi ce que nous avons appelé une famille de solutions. Cette famille est orthogonale; on peut le montrer de la manière suivante.
D'après la définition même des familles orthogonales, tout revient à établir que l'expression
(32) ^P'^l'^^dqi^^'
est une différentielle exacte après qu'on y a remplacé les constantes Ci par leurs expressions en fonction de q^^ ..., q,i déduites des équations (3i). Or, si l'on considère la fonction
OÙ l'on a remplacé les constantes ci par leurs valeurs déduites des équations (3i), et si on la différentie totalement, on trouve
"^'-liÂ"^^'
dqi ^ AU dcj
de,
Les coefficients des différentielles dcp étant nuls en vertu des équations (3i), ofa devient égal à l'expression (32). La proposition que nous avions en vue est donc établie. Nous la retrouverons plus loin par une voie toute différente.
La solution particulière t que nous venons d'obtenir, solution que l'on peut exprimer en fonction de ^,, . . . , ^,j, ^^, . . . , q^, joue, comme on sait, un rôle fondamental dans la théorie d'Hamilton.
Les raisonnements précédents subsisteraient sans modification si l'on substituait à/o une fonction quelconque
cp(ci, Ci, ...,c„_i, h); de sorte que les équations
de
définissent toujours une famille orthogonale. Cette famille correspond à cette solution 9 de l'équation aux dérivées partielles que l'on obtient, d'après la règle de Lagrange, en éliminant c, , Co, • • • , Cn-\
entre réquation
et ses dérivées par rapport aux constantes arbitraires.
Les remarques précédentes s'appliquent toutes à rhvpo
thèse où la solution 9 contiendrait des constantes arbitraires.
Quand il n'en sera pas ainsi, il faudra, pour déternniner la famille
de solutions correspondante à la solution 0, intégrer le système
(26). Toute intégrale
F = const.
de ce système devra satisfaire à l'équation linéaire
V ^F" ' W A/i- d(i dF Zd^. ^' =ZZ -D d^. ôg-, = ^-
Nous désignerons, pour abréger, par A(0, F) l'expression
L'intégration du système (26) équivaut donc à celle de l'équation linéaire
Remarquons que le symbole précédent se réduit à AO lorsqu'on y suppose F = 0.
La considération des familles orthogonales va nous conduire à une expression remarquable de la force vive du système mobile qui a été signalée par M. Lipschitz (' ). Soient 9 une solution quelconque de l'équation (20) et 9,, Qo, .... ^n-\ les n — i intégrales distinctes de l'équation linéaire correspondante (34);
forment un système de n fonctions indépendantes j car, si 9 pouvait
(') R. Lipschitz, Untersuchung eines Problems der Variations-rechnung in ivelchem das Problem der Mechanik enthalten ist (Journal de C relie, t. LXXIV; 1S71). On pourra consulter aussi une analyse de ce Mémoire rédigée par l'auteur dans le Bulletin des Sciences mathématiques, i" série, t. IV, p. 212;
s'exprimer en fonction de 0,, . . ., 8„_,, on aurait
A(0,0)^AO=o,
ce qui est impossible, A9 étant égal à U -h A. Nous pouvons donc introduire dans la forme quadratique
qui, divisée par dr-, donnerait la force vive, les variables 0, 9/ à la place des variables qi. On obtient ainsi une expression
nous allons chercher d'abord les valeurs des coefficients B, B,-. D'après l'équation précédente, on a
Or, lorsque Q varie seule, les équations du mouvement sont vérifiées; cela résulte de ce que 9,, . . ., 9«_, sont les intégrales du système (26). On a donc
/o^x dgt , dt
^ désignant la dérivée de 9 par rapport au temps dans le mouvement naturel. On déduit de là
àqk /"V '\ '^^t dt
<^ikqi -;tk =Pi
d% ^ ' dd
ou encore
(38) yaJ-^ = ~^'.
Si l'on multiplie cette équation par -^^- et si l'on ajoute toutes les équations semblables, on aura
W« i'J' ^J^ _ / V <^o ^7 A dt
OU, en remarquant que, d'après les formules relatives au changement de variables, le coefficient de -j^ est l'unité,
L'emploi de la formule (Sy) nous permet d'éliminer les dérivées -^ et nous donne
ou, en tenant compte de l'équation des forces vives, (39) ^^=2(U-^A).
Telle est la formule qui fera connaître la dérivée de Q dans le mouvement naturel. On en déduit la valeur suivante de B :
dh'- 2(U — A)
Calculons maintenant la valeur de Bp. Si l'on multiplie les deux membres de l'équation (38) par -r^, on aura, en ajoutant toutes les équations semblables,
'p-^j^"ik ^Q ^ft - ^fj
et, comme le second membre est évidemment nul d'après les formules relatives au changement de variables, on aura
En portant les valeurs de B et de Bp dans l'équation (35), on sera donc conduit à l'identité fondamentale
(4o) {i\:-^h)^^aikdqidqk = dfi*-~-f{d^i, ...,rf9„-,).
f désignant une forme quadratique des n — i différentielles <f9i, . . ., dhn-\ qui sera nécessairement définie positive.
o68. Telle est la formule établie par M. Lipschitz. On peut en
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déduire une démonstration nette et précise du principe de la moindre action. Sous la forme qui lui a été donnée par Jacobi ('), ce principe peut s'énoncer comme il suit :
Étant données deux positions (Po) et (P,) du système mobile, imaginons tous les déplacements continus qui amènent le système de la première position à la seconde, les vitesses satisfaisant à chaque instant à l'équation des forces vives
Si l'on considère l'intégrale
(40 / > m^2^^= / ^'lU -i- ■2hi/ yyaa-dqtdq,,,
relative à chacun de ces déplacements, elle sera moindre pour le mouvement naturel que pour tous les autres déplacements.
Nous verrons plus loin, en effet (n" 571), que la variation première de l'intégrale précédente est toujours nulle lorsqu'on passe du mouvement naturel à tout autre mouvement infiniment peu différent amenant le système de (Po) en (P,). Nous allons démontrer ici une proposition plus précise et prouver que l'intégrale sera réellement un minimum lorsque la position (P<) sera suffisamment voisine de (Po)-
Soit, en effet, (y) un des mouvements naturels; considérons une famille orthogonale de solutions (F) à laquelle appartiendra le mouvement (y). On peut, par exemple, choisir toutes les solutions correspondantes à une position initiale (P') qui soit l'une de celles que prend le système dans le mouvement naturel. Constituons un domaine continu de positions, caractérisé, par exemple, par certaines inégalités auxquelles doivent satisfaire ^,, ^2) •••? qni assujetti à l'unique condition que la solution 9 de l'équation (aS), qui caractérise la famille orthogonale, y reste finie et uniforme, ainsi que ses dérivées premières, sauf peut-être pour une certaine position déterminée (P"). Supposons, de plus, que
(') Vorlesungen uber Dynamik, sixième Leçon.
ce domaine comprenne dans son intérieur une partie des positions qu'occupe le système mobile dans le mouvement (y). Si (Po) et (P, ) désignent deux de ces positions, nous allons montrer que
rintégrale
à laquelle nous donnerons le nom d^action, sera plus petite dans le mouvement naturel que pour tout autre mouvement s'accomplissant, entre les mêmes positions, à l'intérieur du domaine défini plus haut. En effet, il est impossible que deux positions différentes (Pq)) (P«)' comprises à l'intérieur du domaine défini, appartiennent à deux solutions distinctes de la famille orthogonale, correspondantes à la détermination de 0 que nous avons choisie. S'il en était ainsi, une des deux positions (Pq), (Pi ) serait distincte de (P) et, comme les vitesses relatives à cette position
sont déterminées par les équations (26), où les dérivées - — ne
sont, d'après l'hypothèse, ni infinies, ni indéterminées, il en résulterait que les deux solutions distinctes correspondraient à la même position initiale et aux mêmes vitesses initiales, ce qui est évidemment impossible.
D'après cela, évaluons l'action ^ en nous servant de la formule (4o). Nous aurons
p.) '(P«) Dans le mouvement naturel on a
f/Oi = f/6i = ...= rfe„_, =0;
et, d'autre part, — étant toujours positive d'après la formule (Sg), 0 est une fonction croissante. On aura donc
Si Ton considère maintenant tout autre mouvement s'accomplissant dans le domaine défini, il ne peut, d'après la démonstration précédente, réunir les deux positions (Pq), (P.) et constituer
une solution de la famille orthogonale correspondante à la détermination de Q que nous avons choisie. Par suite, les différentielles d^,, ..., d^n_i ne seront pas toujours nulles dans ce second mouvement; et, comme / est une forme définie positive, l'intégrale ^, évaluée dans le nouveau mouvement, sera supérieure à
et a fortiori à
^(Pi)
Or, la fonction 0 étant bien déterminée à l'intérieur du domaine, celte dernière intégrale est toujours Q,p^) — 0,p^). La proposition que nous avions en vue est donc établie.
Supposons, en particulier, que la famille orthogonale considérée soit celle qui est formée par toutes les solutions qui ont en commun la position initiale (Po). Soit 9 l'intégrale correspondante de l'équation aux dérivées partielles, à laquelle on pourra toujours ajouter une constante, de telle manière qu'elle s'annule pour la position (Pq). Le domaine continu pourra être ici caractérisé par l'inégalité (^)
A étant une constante positive choisie par l'unique condition que 0 et ses dérivées ne deviennent ni infinies, ni indéterminées à l'intérieur du domaine. Alors l'action, dans le mouvement naturel qui s'effectue à l'intérieur du domaine entre la position (Po) et une autre position (Pi) comprise dans le domaine, sera un minimum absolu. Car, d'après la démonstration précédente, elle est plus petite que celle qui est relative à tout autre mouvement s'accomplissant dans le domaine; mais elle est aussi inférieure à celle qui se rapporte à tout mouvement sortant des limites, puisque déjà l'action dans ce mouvement, étendue sevilement jusqu'à la première position pour laquelle il sort du domaine, est au moins égale à A et, par suite, supérieure à O(p^). Ce raisonnement ne diffère
(') La définition complète et précise de ce domaine exigerait quelques développements qui sont analogues à ceux que nous avons donnés aux n°" 518 et 521 relativement aux lignes géodésiques.
que par le nombre des variables de celui que nous avons présenté au n° o21.
569. La démonstration précédente établit donc, sans l'intervention du calcul des variations et par des méthodes purement algébriques, le principe de la moindre action ; sous ce point de vue, elle doit être rapprochée de celle que M. Liouville a fait connaître dans un article inséré en i856 aux Comptes j'endus ('). Nous allons indiquer rapidement une méthode nouvelle qui conduit aux résultats obtenus par l'illustre géomètre.
Désignons par tjsï les expressions
mi = «a dcji -^ «,0 dq-i
Oin dqn-
qui sont égales aux quantités /?, multipliées par dt^ et considérons la forme quadratique
«Il
«/Il agi
«in
àqi
àqn
TS
de
àqn
On reconnaîtra aisément qu'elle est toujours positive ou nulle et qu'elle ne peut s'annuler que si 1 on a
dqi
àqi
de
àqn
Cela posé, désignons par les notations 6h> ^«2» ^2t» ^22 les quatre éléments qui sont des zéros et qui appartiennent aux deux dernières lignes et aux deux dernières colonnes. Une formule
(') J. Liouville, Expression remarquable de la quantité qui, dans le mouvement d'un système de points matériels à liaisons quelconques, est un minimum en vertu du principe de la moindre action {Comptes rendus, t. XLII, p. 1146, et Journal de Liouville, 1' série, t. I, p. 297; i856).
déjà rappelée (p. 124) nous donnera la relation
On établit immédiatement, ou par des combinaisons faciles de colonnes, que l'on a
d^K ^ dK
àbii db^i
= D> J^ = - ^^^a^k dqt dq,,
0612 db<i2
D et AQ étant les expressions déjà définies par les formules (5) et (24). En portant ces valeurs dans l'équation (46), on trouvera
AO^^a,/- dqt dq/, = d%^' -h ~.
Si l'on suppose maintenant que 9 satisfasse à l'équation
AO =2(U4-/i), on aura
(47) 2(U + h)^^^aii,dqidqk = c^O^ + ^ .
Cette équation, qui doime, comme la formule (4o), une expression de l'action élémentaire, peut remplacer cette identité et jouerait le même rôle dans la démonstration que nous avons donnée du principe de la moindre action. Au reste, on peut déduire très aisément la première formule de la seconde.
En effet, d'après l'expression (45)5 on reconnaît immédiatement que K est une fonction quadratique des binômes
àqic àqi
Toutes ces quantités, s'annulant lorsqu'on se déplace sur une trajectoire, en vertu des équations différentielles (26), seront nécessairement de la forme
-^ sera donc une forme quadratique des différentielles <i8i, dh^, ...,
d^ii-\ • Cette remarque suffît à montrer que l'équation (4o) est une conséquence de la formule (47)'
oTO. Xous négligerons ici ce qui concerne le principe d'Hamilton. Il suffirait, pour établir ce principe et reconnaître qu'il j a réellement un minimum de l'intégrale correspondante, de répéter la démonstration du n" 546, en substituant partout au terme 3-2 c^; la fonction /(û^,, ...,</9„_,) qui figure dans la formule (4o). Nous insisterons, au contraire, sur la généralisation suivante d'un résultat établi au n** o34.
Lorsqu'on connaîtra une intégrale complète 6 de l'équation (20), on pourra prendre pour les fonctions S,, ..., 0„_, les dérivées de H par rapport aux constantes c,. Posons
d6 dci
dci dck '
nous allons voir que l'on peut exprimer entièrement le second membre de la formule (4o) en fonction de 8 et de ses dérivées.
Remplaçons partout dans cette formule la caractéristique d par </— Ao et égalons les coefficients de A dans les deux membres; nous aurons la relation
(48) 1{\J -^ h)^^^aikdqilqk = d(il^ ~ '-^-^l^i.
qui est équivalente à léqualion d'où on l'a déduite, mais qui contient deux systèmes de différentielles. Les deux membres peuvent être considérés comme dépendant des 4/i — i variables 9ii dqkt ^qk', O.- Laissant toutes les autres variables constantes, différentions par rapport à c>.. En remarquant que le premier membre ne contient pas o. et que l'on a, généralement,
d , ^ du
-r—du = d ,
dc\ oci^
nous trouverons le résultat suivant
Gela posé, choisissons pour les différenlielles o^,, valeurs annulant 88,, ô9o, . . ., û9„_,. Si l'on pose
. , o<7/i des
àqi
()0 àqn
dOi
^Oi
dqi
àqn
àq\
àqn
les valeurs de 8^,, ..., oqn seront proportionnelles aux coefficients
de —, • • ., -— dans le déterminant précédent. Si l'on désigne par
dqi àqn
la notation {ik) ce que devient ce déterminant lorsqu'on y remplace 6 par 0/A, l'équation précédente nous donnera
tous les autres termes disparaissant en vertu de l'hypothèse faite sur 6^, , . . . , oq,,. Si l'on joint aux équations précédentes l'identité
JL
àd^.
dOi,
on pourra éliminer toutes les dérivées i j^ et obtenir l'équation
ner toutes
les aerivees - -r-^ et •2 à d^i
(i,n-i) c/Oi
qui fera connaître /.On trouve ainsi
ddn-i o
D' désignant le déterminant
Ainsi la forme quadratique 2{{j -i- /i)\\aikdqidqk, qui représente ce que l'on peut appeler le carré de V action élémentaire ^ sera entièrement exprimée en fonction de ^ et de ses dérivées par une formule où ne subsistera plus rien d'inconnu. Ce résultat comprend, comme nous l'avons annoncé, celui qui a été démontré au n° o34.
571. La variable i joue un rôle très effacé et disparaît presque complètement dans les raisonnements précédents. On aurait pu l'éliminer dès le début et retrouver ainsi, d'une autre manière, les résultats que nous venons d'établir. La question est assez importante pour que nous indiquions rapidement ce nouveau mode d'exposition.
On peut, en employant le principe des forces vives, faire disparaître le temps des équations de Lagrange. Si l'on pose, eu effet,
^ ( T ) = 22 «a- dqt dqk,
les équations de Lagrange s'écrivent comme il suit :
a , ■ -7- r -i — - — dt - — = o.
\^oaqi dt J dt dqt dqi
Or on a, d'après le principe des forces vives.
Si l'on porte cette valeur de dt dans les équations de Lagrange, elles prennent la forme
djl) y/U-^A _ v/(T) d^ ^^i ^{T) U-i-h àqi
ou, plus simplement,
(^^> ^^-rf^v/(U-^A)(T)-^-yCU-^/i)(T) = o.
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Ce sont celles auxquelles on serait conduit en égalant à zéro Ja variation première de l'intégrale
(53) f \{{r~hj{T) = '- f \/'i{V + h)yyaadqidq,. .
Posons ( ^4 ) (^^^ = (2U -i-'ih) ^^ «/A- <^(7i dq//,
ds désignera ce que nous avons appelé Vaction élémentaire , et l'on voit que la solution du problème général de la Mécanique est ainsi ramenée à la recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale
/ ds,
où ds- désigne une forme quadratique assujettie à la seule condition d'être définie positive. C'est en cela que consiste le principe de la moindre action; et l'on reconnaît immédiatement, grâce à ce principe, que le problème général de la Mécanique n'est qu'une extension à un nombre quelconque de variables du problème de la recherche des lignes géodésiques. C'est à ce point de vue que nous allons nous placer maintenant en prenant pour guide un beau Mémoire de M, Beltrami (' ).
572. Etant donnée la forme quadratique ( 55 ) ds"' =2d^u^''' ^^^ ^^'^■'
si l'on fait un changement de variables qui donne y]^«/A- dqi dqi; =^^^/A- dri dr^, on aura aussi, en introduisant deux systèmes de différentielles,
(') E. Beltrami, Sulla teorica générale dei parametri differenziali {Memorie dell' Accademia délie Scienze dell' Istiluto diBologna, série 2', t. VIIF, p. 549; 1869).
LE PROBLÈUE GÉNÉRAL DE LA DYNAMIQUE. 5oi
Par suite, l'angle (ds, os), défini par l'équation ( 56 ) ds os cos{ds, o*) = ^ 7 a a- dqi Zqt,
sera un invariant. Dans le cas où la forme est définie, on s'assure aisément, par l'emploi dune identité deLagrange, quecos(c^5, Zs) est en valeur absolue inférieur à Tunité. Nous dirons que 1 élément (ds, os) est V angle des deux directions définies par les deux systèmes de différentielles </ et 0. Deux directions seronl perpendiculaires lorsqu'on aura
icqt, = o.
Étant donnée une relation quelconque
(58) o(qi,gî-,-.qn) = o.
elle définira ce que nous appellerons une sur/ace. Supposons que Çti ••'} Çn varient sans cesser de satisfaire à cette équation; leurs différentielles de\Tont, à chaque instant, vérifier la relation
Nous réserverons le nom de ligne à l'ensemble des valeurs de <7i, ..., q„ qui sont des fonctions données d'un paramètre variable t. Nous ne considérerons dans ce Chapitre que des lignes et des surfaces. Une ligne et une surface ont, en général, un nombre limité d'éléments communs. La condition d'orthogonalilé de deux lignes avant un élément commun sera exprimée par la formule (d-), où les caractéristiques c? et o se rapportent respectivement aux déplacements effectués sur les deux lignes.
Si une ligne et une surface ont un élément commun, nous dirons que la ligne est normale à la surface lorsqu'elle sera normale à toutes les liçnes de la surface contenant l'élément commun. Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que louait
( 60 ) S2 "'* dqiOqk = o.
5o>, LIVRE V. — Cil A P. VI II.
la dilTérenlielle d se rapportant à un déplacement sur la ligne et la différentielle o à un déplacement sur la surface. Si la surface est représentée par l'équalion (58), les différentielles tiqi satisfont à la seule condition (ap). Il faudra donc que les coefficients des différentielles ùqi dans les deux équations (57) et (09) soient proportionnels. On est ainsi conduit au système
où X est un facteur de proportionnalité.
Si on le résout par rapport aux dérivées -— , on obtient les valeurs suivantes
les sjmboles A//, et D désignant les quantités déjà définies, c'està-dire le déterminant | ain \ et ses mineurs du premier ordre. Gomme on a
x^yy^- i? i? -r
la multiplication des équations (61) et (62) donnera En posant ici encore
(6/i) Ao=yy^^ii^-^,
on trouvera
Aci
Si l'on remarque maintenant que l'ensemble des termes qui multiplient --|^' dans l'équation (63) est égal, d'après la for-
mule (Oij, a A— ^, on peut encore écrire cette équation sous la lorme suivante
.^^dqi as
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ce qui donne
la différentielle d-:^ se rapportant à un déplacement qui s'effectue sur la courbe normale à la surface. La comparaison des formules (65) et (66) nous donne donc
et cette expression montre immédiatement que Ai est un invariant (*).
o73. Ce fait essentiel peut aussi être établi de la manière suivante. Considérons la forme quadratique ds- et cherchons la fonction m, telle que la différence
as >
considérée comme fonction de dcji, ..., dqn, se réduise à une somme de n — i carrés. Si l'on prend les dérivées de la différence précédente par rapport à dq\^ dq^^ ...,dq„^ on obtient les n équations
^aikdqk -r- d(i = o, (£=1.2 ni.
^mà m aqi
dont le déterminant devra être nul. On peut leur adjoindre l'équation
qui définit </0. En éliminant cfS, c?^i, . . . , dqn-. on est conduit à une équation qui donne précisément
m = AO.
La fonction m étant, d'après sa définition même, un invariant, il en sera de même de AQ.
(') E. Beltrami, Mémoire cité.
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57i. Puisque la différence
se réduit à une somme de n~i carrés, qui sont même positifs quand la forme est définie positive, on est conduit à introduire l'élément (8, ds) défini par l'équation
(68) -fi =^^sin(e,^*).
\/ao .
L'élément (Q, ds) sera dit Y angle àe la surface (6) et de la courbe à laquelle se rapportent les différentielles dqi. Cette définition est d'accord avec celle que nous avons déjà donnée plus haut pour l'orthogonalité, puisque alors on aura, d'après la relation (67),
sin2(6, <^5) = 1.
De l'invariant AQ on déduit immédiatement le suivant (*)
qui est le coefficient de il dans le développement de A(8 + X8,), ordonné suivant les puissances de la constante \.
Cela nous conduit à introduire encore l'élément (9, Q,) défini par la formule
A(o,ei)
(70) cos(0, Oi)
qui sera V angle des deux sui^faces (9), (9,).
En résumé, nous avons défini, au moyen des invariants qui se sont présentés successivement, l'angle de deux lignes, de deux surfaces, d'une ligne et d'une surface. On vérifiera aisément que
(') On peut donner pour A(0, 6J une formule analogue à l'équation (67). On a, en effet,
A(0,9,)=v/Â9^i', la différentielle d se rapportant à un déplacement normal à la surface (6).
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ces angles ne changent pas lorsque la forme est multipliée par une fonction quelconque des variables indépendantes. Si l'on considère des lignes et des surfaces avant un élément commun, l'angle dune ligne et d'une surface est le complément de l'angle que fait la ligne avec la direction normale à la surface; l'angle de deux surfaces est égal à celui des lignes qui leur sont normales. Des calculs élémentaires établissent ces propositions, qu'il était aisé de prévoir et que le lecteur vérifiera sans peine.
o7o. Nous allons maintenant indiquer une conséquence intéressante de lun des résultats précédents. Nous avons vu que la différence
M*- (70 ds^-^
est toujours réductible à une somme àe n — i carrés
Égalons à zéro chacun de ces carrés; nous aurons un système d'équations différentielles
B,i dqi -h ...-;- B/„ dqn == o,
au nombre de n — i . Désignons par 0|, Ôo. ..., ^h-\ les n — i intégrales de ce svslème, c'est-à-dire les fonctions qui, égalées à des constantes, donnent les relations les plus générales entre les valeurs de gr,, ..., q„ qui satisfont à ces équations. On aura évidemment n — I identités de la forme suivante :
P, = C/,c^O,— C/2^i — ...— C,,„_icffl„-i (t = 1,2 n — i);
et, par suite, la différence (71) prendra la forme
ds^—^^fy{d^, d^n-^),
/, désignant une forme quadratique des n — i différentielles d^i. Celte égalité ne peut exister que si les fonctions 0, Q, , . . • , ^n-% sont indépendantes les unes des autres; et, par suite, en les substituant aux variables primitives, on pourra exprimer Aô et les coefficients de/, en fonction de Q, Oi, . . ., ^n-i-
[ïïiri7BRSIT7]
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Ainsi, par un changement de variables qui exige seulement V intégration de n — i équations différentielles ordinaires, on peut toujours ramener la fonction quadratique ds- à la forme suivante
^72) ds^^= — -:-/i(^0, t/0„_O.
oi( 0 est une fonction arbitrairement clioisie, assujettie à l'unique condition que A9 ne soit pas nul.
lin particulier, si l'on a
AO = 1, on trouvera
(73) f/52= rf02 + /i(f/0i,...,t^0„_i).
Cette remarquable proposition, à laquelle on pourrait aisément ramener la précédente, est due à M. Beltrami. Elle joue dans la théorie des formes à n variables le même rôle que la proposition de Gauss relative aux lignes géodésiques (n°^ 519 et o31).
On peut définir d'une manière élégante le système des équations différentielles dont l'intégration fera connaître les n — i fonctions 0,- lorsqu'on aura choisi la fonction 9. Il suffit, pour cela, de s'ajipuyer sur les propriétés d'invariance du symbole A(9, ^^).
Si l'on cherche, en effet, les fonctions u satisfaisant à l'équation
on trouve aisément, en calculant A(0, u) avec le second membre de l'équation (73), que l'équation précédente se réduit à la forme
simple
du
Par suite, elle admet les n — i intégrales indépendantes 0,, O2, • . . , 9/i_). Il suffira donc d'écrire avec les variables primitives l'équation linéaire
les n — I intégrales indépendantes de cette équation linéaire se-
ronl les fonctions que 1 on devra associer à h pour obtenir le nouveau système de variables.
Si la fonction quadratique c/s- est telle qu'il existe une équation aux dérivées partielles
AO = U
que l'on puisse intégrer complètement, U étant d'ailleurs une fonction de q,, ..., Çn choisie comme on le voudra, on pourra lui donner sans intégration et d'une infinité de manières la forme
(76) ds^-=^ -^/yidH^,....db„-i).
Car soit 0 une intégrale complète de l'équation (73 »; en différentiant les deux membres de cette équation par rapport à l'une quelconque a des constantes qui entrent dans B, on trouvera
et, par suite, -r—, •••' ^ seront les différentes intégrales de
' r ^ dci oc„_,
l'équation linéaire (74)- Ce sont là, sous une forme un peu différente, les résultats fondamentaux de Jacobi.
o76. Les transformations que nous venons de signaler vont nous permettre de traiter le problème déjà posé plus haut relativement au minimum de l'intégrale
prise entre deux svstèmes de valeurs extrêmes donnés. Pour conserver l'analogie, nous donnerons le nom de géodésiques à toutes les bgnes qui nous donneront une des solutions de ce problème. Il est clair d'ailleurs que ces solutions sont invariantes, c'est-à-dire qu'elles subsistent lorsqu'on change les variables indépendantes. D'après cela, nous supposerons d'abord que l'on ait choisi ces variables de la manière suivante : n — i des variables, j'|, ..., yn-% seront telles que les équations
(77) ri=Ci, .... x„_i = c„_i
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défînissenl, quelles que soient les constantes C/, une solution du problème, c'est-à-dire une ligne géodésique. La dernière variable 9 sera simplement une fonction indépendante des précédentes. Pour plus de simplicité on peut supposer que 0 soit la valeur de
l'intégrale l ds comptée sur chacune des lignes géodésiques (77)
à partir d'une origine fixe, mais quelconque. Alors ds- prendra la forme
( 78) f/52 = f/02 ^- 2(^1 û(xi -^ ... ^ aa-^ dy„^,) M +22^''^' ^^^''^^'>'^'-
Prenons 9 comme variable indépendante et posons
, _ ds
' ^ di)'
•^' dd
En égalant à zéro la variation première de l'intégrale
j ds = I s' dQ,
nous aurons les équations
d ds' ds'
d-Qdyr~^ = o, (. = i,^,...,n-i).
Si nous écrivons qu'elles sont vérifiées par l'hjpothèse dji = dy.2 = --. = dfn-i = o,
nous trouverons les équations
dcii .
qui s'intègrent immédiatement et donnent
C79) <^i = ^iiri,r-2r'--,rn-i), (t = i, 2,...,/i — i).
Ainsi, il faut et il suffit que tous les coefficients ai soient indépendants de 6.
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D'après cela, considérons sur le lieu, défini par Téqualion H = o, qui conlient les points de départ de toutes les géodésiques
^/=const.. (i=i,-2 .n — i).
une Qourbe quelconque; et cherchons l'angle de cette courbe avec lagéodésique qui passe en un de ses points. On a, pour la o-éodésique,
dd = ds,
dyi. = dy .= ,..= dyn-i = o,
et pour la courbe
?,''m ^^y-ij '•', V^n-t étant quelconques. L'angle w de ces deux lignes, qui est défini en général par la formule (56), aura donc ici la valeur donnée par l'équation
(80) cos.o=^'^^^'-^^^-^^-^'-----^-^zlir^.
Pour que les lignes géodésiques soient normales au lieu géométrique (h = o) qui leur sert de point de départ, il faut et il suffit que l'expression précédente de coso) soit nulle pour toutes les valeurs des diJQférentielles 5//, c'est-à-dire que l'on ait, pour H = o,
ai = «2 = • • ■ = <^/i— 1 = o.
Mais, comme ces coefficients ne contiennent pas h, ils seront alors identiquement nuls.
Ainsi, si des lignes géodésiques sont normales à une surface quelconque (9 = o), tous les coefficients ai disparaissent dans [^expression (78); ds^ prend la forme suivante
(81) ds^- = d^^- -/, ( c?^,, . . . , rf^-„-i ),
et, par suite, les lignes géodésiques sont aussi normales à toutes les surfaces
6 = const.
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que l'on obtient en portant su/' cliacune d'elles à partir de son point d' incidence une longueur donnée.
Telle est la proposition démontrée par M. Beltrami. Elle s'applique aussi au cas où l'on considère toutes les lignes géodésiques passant par un même point5 car, si l'on prend ce point pour origine des arcs, on doit avoir, d'après la définition même de Q,
ds = f/O, pour 0 = o,
quelles que soient les variables yi. Par suite, les coefficients «/ et bik doivent s'annuler pour 0= o. Mais, comme les premiers ai ne contiennent pas 0, ils seront identiquement nuls. Ainsi :
Si, sur toutes les géodésiques passant par un point, on porte des longueurs égales, à partir de ce point, le lieu géomélricjue de V extrémité de ces longueurs est normal à toutes les géodésiques.
^n . Les théorèmes précédents, qui constituent une généralisalion de la théorie de Gauss, mettent immédiatement en évidence le résultat suivant, déjà établi aux n°^ 531 et 532 pour le cas de deux variables.
La détermination des lignes géodésiques de la forme quadratique et l'intégration de l'équation aux dérivées partielles
AO = I
constituent deux problèmes équivalents. La résolution de l'un entraîne nécessairement celle de l'autre.
Tl ne nous reste plus qu'un mot à ajouter en ce qui concerne le problème le plus général de la Mécanique. Il revient, nous l'avons déjà remarqué, à la détermination des lignes géodésiques de la forme
(82) ^S2 = (U + h)^^aik dqt dqk = (U 4- h) ds\
Si l'on remarque maintenant que le paramètre différentiel A6 évalué relativement à ofS^ est égal au quotient par U + A du même
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paramètre différentiel relativement à ds-, on reconnaîtra immédiatement que la solution du problème de Mécanique se ramène à l'intégration de l'équation
A étant le paramètre différentiel par rapport à ds'-.
D'après la remarque que nous avons déjà faite (n" o7i), les angles des lignes et des surfaces sont les mêmes par rapport aux deux formes dS- et ds-. En tenant compte de ce résultat, on peut étendre au problème général de la Mécanique les deux propositions relatives à lorlbogonalité que nous avons démontrées d'après M. Beltrami dans le numéro précédent. On retrouvera ainsi deux théorèmes que M. Lipschitz a énoncés dans le Mémoire que nous avons déjà signalé plus haut et auquel nous renverrons le lecteur.
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