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PRÉFACE
En publiant cette nouvelle édition des Leçons d'Algèbre de Ch. Briotyje me suis efforcé de me conformer, non seulement à la lettre, mais surtout à V esprit des nouveaux programmes : c'est dire que, sans sacrifier la rigueur, j'ai recherché surtout la simplicité des démonstrations, plutôt que ï extrême généralité. Les ouvrages classiques de Ch. Briot sont à cet égard de véritables modèles. Aussi ai-je respecté le texte primitif de mon ancien maître toutes les fois que j'ai pu le faire sans inconvénient.
J'ai conservé de même le plus grand nombre possible des excellentes additions dont M. Lacour avait enrichi les éditions précédentes. Quelques-unes de ces additions portaient sur des matières en dehors du programme de la classe de Mathématiques Spéciales ; fai diï me résoudre à quelques suppressions, dont je dois m' excuser par le souci de ne pas grossir outre mesure un livre destiné à l'enseignement.
DÉFINITIONS
1 . — Rappelons d'abord quelques définitions relatives à la mesure des grandeurs ; pour fixer les idées, nous raisonnerons toujours en prenant comme exemples des segments de droite.
Sur une droite indéfinie X'X, considérons un segment OA, qu'il s'agit de mesurer avec un segment BC, choisi pour unité de longueur.
O aj «^ A^ a^ A a,
Fig. I.
Portons la longueur BG un nombre quelconque de fois,, à partir du point 0, sur la demi-droite OX, et soient a,, a^, ..., a„, ... les points que l'on obtient après avoir porté une fois, deux fois, ..., /?. fois, ... la longueur BG. Si le point a» coïncide avec le point A, le segment OA est formé de n segments égaux à BG, portés bout à bout sur OX, à partir du point 0. Le
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nombre entier n est la mesure du segment OA cjuand on prend le segment BG pour unité.
Si le point A ne coïncide avec aucun des points «i, «a» ... a,,,... il est compris entre deux points consécutifs. Dans le cas de la figure, il est compris entre a^ et a.^ ; le segment OA est plus grand que le segment Oag, formé de trois segments égaux à BC, et plus petit que le segment Oa^^ formé de quatre segments égaux à BG. Mais il peut se faire qu'en divisant le segment BG en un certain nombre de segments égaux, q par exemple, le segment OA soit formé de/9 de ces segments portés bout à bout sur OX, à partir du point 0, en marchant vers la droite. On
dit alors que le nombre fractionnaire - est la mesure du segment
OA quand on prend BG pour unité de longueur.
Nous désignerons dans la suite par nombre rationnel tout nombre entier ou fractionnaire. Tout nombre rationnel est de la
forme -, p et q étant deux nombres entiers positifs, q pouvant
être égal à un. Dans les deux cas que nous venons d'examiner, les deux grandeurs OA et BG sont commensurables ; en d'autres termes, il existe alors un troisième segment qui est contenu un nombre exact de fois dans OA et un nombre exact de fois dans BG ; c'est leur commune mesure. Mais il peut aussi arriver qu'il n'existe aucun segment de droite, aussi petit qu'on le suppose, qui soit contenu un nombre exact de fois dans BG et dans OA. On dit alors que les deux grandeurs OA et BG sont incommensurables entre elles ; par exemple, on démontre que la diagonale et le côté d'un carré sont deux longueurs incommensurables entre elles. .'
Si les deux longueurs OA et BG sont incommensurables, il n'existe aucun nombre rationnel, exprimant la mesure du segment OA quand on prend le segment BG pour unité de longueur. Mais on peut déterminer deux segments commensurables avec BC, l'un plus petit, l'autre plus grand que OA, et dont la difl'érence soit aussi petite que l'on veut. Par exemple, n désignant un nombre entier positif^ si l'on divise BG en n segments égaux, si l'on porte comme tout-à-l'heure un nombre quel-
conque de fois un segment égal à -BG sur la demi-droite OX^ à partir du point 0, on obtient une suite de points /3p 5^, 63, ..., le segment OjS„i étant égal à m fois la n' partie du segment BG. Le point A ne peut coïncider avec aucun des points /B^, fi^, ... ; il est donc compris entre deux points consécutifs /3,„ et ^j^.^ ,. Le segment 0 A est plus grand que le segment 0/3,n dont
la mesure est le nombre rationnel , et plus petit que le segment
O^'B,,,^. j dont la mesure est le nombre rationnel ^^^-tJ^ Qn dit que les deux nombres
™ et "-^±2
sont deux valeurs approchées de OA à moins de - , la première par défaut, la seconde par excès.
Si on prend pour n une jouissance de 10, la valeur approchée par défcmt est une fraction décimale et la valeur approchée par excès s'en déduit en augmentant d'une unité la dernière décimale. Quand on considère des puissances de 10 de plus en plus grandes, la valeur approchée par défaut va en croissant (ou plutôt ne décroît jamais); en effet, si 0,7, par exemple, est la valeur approchée par défaut à moins de 0,1, 0,70 est la mesure d'un segment plus petit que A et, par suite, la valeur approchée par défaut à moins de 0,01 est 0,70 ou un nombre plus grand. De même, la valeur approchée par excès va en décroissant (ou du moins ne croît jamais). Si l'expression de la puissance de 10 augmente indéfmiment, le nombre des décimales communes aux deux valeurs approchées augmente lui-même indéfiniment et la différence de ces deux valeurs tend vers zéro.
Dans les calculs que l'on peut avoir à effectuer, on prend
pour mesure du segment OA sa valeur approchée à -- près, par excès ou par défaut, n étant un nombre entier plus ou moins grand suivant le degré d'approximation que l'on veut obtenir dans les résultats (^).
(1) Il est clair que la longueur d'un segment donné physiquement n'est dé-
L'existence de grandeurs incommensurables entre elles
conduit à introduire en Arithmétique une nouvelle classe de nombres, les nombres incommensurables ou nombres irrationnels. Supposons que le segment OA [n'ait pas de commune mesure avec le segment BC choisi pour unité. Nous pouvons alors partager les nombres rationnels en deux catégories, en comparant les segments que mesurent ces nombres rationnels
avec le segment OA. Soit ^^ un nombre rationnel; le segment
do droite dont la mesure est le nombre || ne peut être égal au segment OA; il est plus petit ou plus] grand que OA. Dans le premier cas, nous dirons que le nombre |j appartient à la première catégorie (a) ; dans le second cas, il appartient à la seconde catégorie {fl>). Ces deux catégories de nombres rationnels possèdent les propriétés suivantes :
Un nombre quelconque de la catégorie (a) est plus petit quun nombre quelconque de la catégorie {f:j).
Soient en effet ^' , ^V deux nombres rationnels, appartenant respectivement aux deux catégories (a) et (fi). Si le nombre est de la première catégorie, le segment ^^ BC est plus petit que le segment OA; de même, si Jt est de la seconde catégorie, le
segment (^ BC est plus grand que le segment OA. Par consé-
P' quent, le segment^- BC est plus petit que le segment ^-, BC, et
le nombre rationnel |- est plus petit que le nombre rationnel ^j • Parmi les nombres de la catégorie (a), // n'en est aucun qui
soit plus grand que tous les autres.
Supposons en effet qu'il existe un nombre ^-^ de la catégorie
finie qu'avec le degré de précision que comportent les Instruments de mesure; il ne saurait donc être question de reconnaitre pratiquement si ce segment est ou non commensurable avec le segment choisi pour unité.
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(a), qui soit plus grand que tous les autres nombres rationnels de la môme catégorie. Le segment OA^ dont |la mesure est le
nombre rationnel q est plus petit que le segment OA, et si on
le porte sur la demi-droite OX, l'origine étant en 0, l'extrémité Aj de ce segment sera à gauche du point A {fig. i). Supposer
que le nombre q est plus grand que tous les autres nombres de
la même catégorie, cela revient à supposer que, si l'on prend un point quelconque D sur OX entre A, et A, le segment OD est incommensurable avec BG. Or cela est impossible ; car l'on peut toujours trouver un nombre entier n assez grand pour que la n" partie du segment BG soit plus petite que le segment AiA. Si l'on a choisi le nombre n de façon à^satisfaire à cette condition, parmi les segments comptés JsurOX^ à partir du point 0, et
qui sont mtesurés par les nombres ^^ , ^^ » ^ , . . . il y en a donc au moins un dont l'extrémité est entre les ["points k^ et A, et la mesure de ce segment est un nombre rationnel plus grand que
^ . On prouvera de même que parmi les nombres de la catégorie (|5), Un en est aucun qui soit plus petit que tous les autres nombres de la même catégorie.
Toutes les fois que, par un moyen quelconque, on est parvenu à décomposer l'ensemble des nombres rationnels en deux catégories (a) et {^), satisfaisant aux trois conditions précédentes, on dit que l'on a défini un nombre incommensurable ou irrationnel. Un nombre de cette espèce n est donc au fond qu une coupure établie dans l'ensemble des nombres rationnels. Un nombre rationnel de la catégorie (a) est dit plus petit que le nombre irrationnel /, défini par la décomposition précédente, et tout nombre rationnel de la catégorie (fi) est dit plus grand que i.
A toute 2:randeur incommensurable avec la grandeur
de même nature choisie pour unité correspond ainsi un nombre irrationnel. Inversement à tout nombre irrationnel correspond une grandeur incommensurable. Si nous continuons à raisonner
sur les longueurs comme nous l'avons fait jusqu'ici, cet énoncé signifie que si l'on a décomposé l'ensemble des nombres rationnels en deux catégories (a) et (|5), jouissant des propriétés précédentes, il existe un segment OL n'ayant pas de commune mesure avec le segment BC, et tel que tout nombre rationnel de la catégorie (a) mesure un segment plus petit que le segment OL, tandis que tout nombre rationnel de la catégorie (^j) mesure un segment plus grand que OL.
Avant d'établir ce point, nous énoncerons d'abord une propriété des segments portés par une droite, que nous appliquerons plusieurs fois. Considérons sur une droite indéfinie X'X un segment AB, ayant pour extrémités les deux points A et B, le point B étant à droite du point A. Prenons sur ce segment deux points Aj et B^, le point A^ étant à gauche du point Bj ; nous dirons que le segment A,Bi est intérieur au segment AB. On n'exclut pas le cas où l'une des extrémités Aj, Bj du nouveau segment coïnciderait avec l'une des extrémités A, B du premier; Al peut coïncider avec A, ou B^ avec B, mais nous supposerons que les deux coïncidences n'ont pas lieu à la fois. Soient A^B^ un nouveau segment intérieur au segment AjB^, A3B.3 un segment intérieur au segment AgBg, et ainsi de suite, chaque segment étant intérieur au précédent, et s'en déduisant d'après une loi absolument arbitraire. Nous avons ainsi une suite indéfinie de segments sur la droite X'X,
(i) AB, A,B„ A,B,, ..., AA. -.•
dont chacun est intérieur à tous ceux qui le précèdent et renferme tous ceux qui le suivent; A„ désigne toujours L'extrémité du segment A„B« la plus rapprochée du point A.
Supposons maintenant que la longueur du segment A„B« diminue indéfiniment lorsque le nombre n augmente indéfiniment, c'est-à-dire que l'on puisse toujours trouver un nombre n tel que le segment A„B„ soit plus petit qu'un segment donné à l'avance, aussi petit qu'on le prenne. Il ne peut alors exister deux points de la droite X'X appartenant à la fois à tous les segments de la suite (i); en effet, s'il y avait deux points dis-
tincts L, L' satisfaisant à cette condition, le segment A,ïB„ serait plus grand que le segment LL', quel que soit n, ce qui est contraire à l'hypothèse. Il y a donc un seul point (*) L du segment AB appartenant à tous les segments successifs A^Bj, AgB^, ..., A,jB»--- Chacun des segments A„L, LB,,, étant au plus égal au segment AnBn, diminue indéfiniment lorsque le nombre ji augmente indéfiniment. Nous dirons pour cette raison que ce point L est \e point-limite de la suite de segments (i) ou des deux suites de points
A, A^, Aj, ... A„, ...
Bemarque. — Le point L est en général intérieur à chacun des segments. Si le point L coïncidait avec l'extrémité A,i du segment A«B„, comme ce point L doit appartenir à tous les segments suivants A,,^.^ B„^ j, Xn + ^^n + i^ •-•> il faudrait qu<e tous les points A„_^ j, A„^ 2, ... coïncident avec A„. Cette condition est évidemment suffisante. De même si tous les points l^n + i» B„^2, ... coïncident avec B„, le point L est le point Bn lui-même.
4. — Cela posé, revenons à nos deux catégories de nombres rationnels (a) et (|^). Nous emploierons pour abréger la locution suivante : M étant un point de la demi-droite OX tel que le segment OM ait pour mesure le nombre rationnel r-, nous
dirons que ce nombre -- est l'abscisse du -point M. Nous désignerons par A un quelconque des points de OX dont l'abscisse est un nombre rationnel de la catégorie (a), et par Bun quelconque des points de OX dont l'abscisse est un nombre rationnel de la catégorie (^). D'après les propriétés de ces deux catégories de nombres, un quelconque des points A est à gauche de l'un quelconque des points B.
Soit AB un segment dont les extrémités A et B sont deux points appartenant respectivement à ces deux catégories ; C étant
(i) Noti? admettons comme évident l'existence de ce point L. C'est là un postulat conforme à notre intuition de la ligne droite.
le milieu du segment AB, la longueur OC est égale — »
et par conséquent est commensurable avec le segment choisi pour unité. L'abscisse du point G est donc un nombre rationnel qui peut appartenir à la classe (a) ou à la classe (^3). Nous remplacerons le segment AB par le segment GB si l'abscisse du point G est de la classe (a), et par le segment AG si l'abscisse du point G est de la classe [fj). Dans les deux cas on a déduit du segment AB un nouveau segment AjB^ intérieur à AB, qui est la moitié du segment AB. En opérant de même sur le segment A,Bi, et ainsi de suite indéfiniment, nous obtenons une suite indéfinie de segments
AB, ... A,B„ A„B
dont chacun est intérieur au précédent, et la moitié du précédent. Les abscisses des points A, Aj, Ag, ... sont des nombres rationnels de la classe (a), et les abscisses des poinls B, Bj, B^, ... sont des nombres rationnels de la classe (i^). D'ailleurs la longueur de A„B,i diminue indéfiniment, puisque chaque segment est la moitié du précédent.
Soit L le point de OX qui appartient à tous les segments de la suite précédente. Il ne peut y avoir à droite de L aucun point dont l'abscisse soit un nombre rationnel de la classe (a) ; en elTet, s'il y avait un point a de cette espèce à droite de L, on pourrait prendre le nombre n assez grand pour que le point B« soit à gauche du point a, puisque le segment LB« est plus petit que le segment La lorsque n est assez grand. L'abscisse de B„ serait donc inférieure à l'abscisse de a ; ce qui est impossible. On voit de même qu'il ne peut y avoir à g^-uche de L aucun point dont l'abscisse soit un nombre rationnel de la catégorie (,3).
Le segment OL ne peut avoir de commune mesure avec le segment choisi pour unité ; en effet, si l'abscisse du point L était un nombre rationnel de la classe (a) par exemple, ce nombre serait plus grand que tout autre nombre rationnel de la même classe ; ce qui est en contradiction avec l'une des propriétés que nous avons supposées aux deux classes de nombres
(a) et (|S). Pour la même raison, le point L ne peut être un point d'abscisse rationnelle de la classe (/3). Au segment OL correspond par conséquent un nombre irrationnel i qui est précisément défini par la division des nombres rationnels entre les deux catégories (a) et (^B) dont nous sommes partis.
En résumé, à tout point A de la demi-droite OX correspond un nombre rationnel ou irrationnel, que l'on appelle l'abscisse de ce point ; et inversement tout nombre rationnel ou irrationnel est l'abscisse d'un point déterminé de OX.
Plus généralement, un nombre irrationnel définit une grandeur parfaitement déterminée quand on a choisi une grandeur de même espèce pour unité. Etant donnés deux nombres irrationnels f, /', il est naturel de dire que i est plus petit que /' si le segment qui correspond au nombre / est plus petit que le segment qui correspond au nombre i' . Il y a alors une infmité de nombres rationnels plus grands que i et plus petits que /'.
5. — On est aussi conduit à la décomposition des nombres rationnels en deux catégories par des théories purement arith- ^ métiques. Soit N un nombre entier non carré parfait, par exemple le nombre 3 ; il n'existe, comme on le démontre en arithmétique, aucun nombre rationnel dont le carré soit égal à 3. Nous pouvons donc partager les nombres rationnels en deux catégories (a) et (p), la première comprenant les nombres rationnels - dont le carré est plus petit que 3, la seconde comprenant les nombres rationnels ^ dont le carré est supérieur à 3.
Cette décomposition satisfait bien aux conditions voulues pour définir un nombre irrationnel. D'abord un nombre quelconque
^^ de la catégorie (a) est plus petit qu'un nombre quelconque -7
de la catégorie {[j) ; en effet, des inégalités
on déduit (^) < (l^y, et par suite ^~<^~r
En second lieu, étant donne un nombre - de la première catégorie, on peut toujours trouver un nombre de la même catégorie galité
gorie plus grand que - . Soit n un nombre entier positif, l'iné-
<-3, ou A + Hi'o-e;
^- ' n- qn q-
sera certainement satisfaite si l'on a
n- qn q-
car le nombre entier positif 3ry- — p- est au moins égal à un. L'inégalité précédente peut encore s'écrire, en cbassant les dénominateurs,
q- -h 2pqn -< 7i*
ou
{n-pqy->f{i-+-p%
Soit A^ un nombre entier carré parfait plus grand que H- p-. La condition sera certainement satisfaite, si Ton a
{n — pqf > r/2A2, ou n > pq -\- qK
et il suffira de prendre pour n un nombre entier plus grand que pq H- ^A pour que le carré de - -+- - soit inférieur à 3. On verrait de même que, parmi les nombres rationnels dont le carré est plus grand que 3, il n'en est aucun qui soit plus petit que tous les autres.
Le nombre irrationnel ainsi défini est désigné par la notation \/3. Ce symbole y/S représente une longueur incommensurable parfaitement définie, quand on a adopté une unité de longueur. On verrait de même que si ^ est un nombre rationnel, qui n'est pas la puissance n^ d'un nombre rationnel, on définit un nombre irrationnel en rangeant dans une catégorie
les nombres rationnels dont la puissance n'' est inférieure à -, et
dans une autre catégorie ceux dont la puissance n" est supérieure à ^- . On représente ce nombre irrationnel par le symbole y ^- •
CALCUL DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
6. — On a défmi jusqu'ici un nombre incommensurable / en disant quels sont les nombres rationnels plus petits que i, et quels sont les nombres rationnels plus grands que i. Mais il suffit, pour qu'un nombre irrationnel soit complètement défini, de connaître une suite de nombres rationnels plus petits que lui, ou une suite de nombres rationnels plus grands que lui, ces deux suites satisfaisant à certaines conditions. Nous nous appuierons pour cela sur une propriété des suites croissantes ou décroissantes, que nous aurons souvent l'occasion d'appliquer. Soit
(l) «1, a.,, ... Qn, ...
une suite indéfinie de nombres positifs rationnels, allant en croissant (ou du moins ne décroissant jamais) quand l'indice n augmente, cliaque nombre de cette suite étant plus petit qu'un nombre positif donné b. Considérons sur une demi-droite OX les points Aj, A^, ... A,j, ... d'abscisses a,, a.^, ... <2„, ... et le point B d'abscisse b. Tous les points A^ sont à gauche du point B, et le point An se déplace toujours dans le même sens, de gauche à droite, lorsque l'indice n augmente. Ce point An se rapproche donc de plus en plus d'un point-limite L, qu'il ne peut dépasser, mais qui est tel que le segment A^L finit par rester plus petit que tout segment donné à l'avance (^). L'abscisse de ce point L peut être un nombre rationnel ou irrationnel ; dans les deux cas, ce nombre est complètement défini par la suite (i). Si
l'abscisse du point L est un nombre rationnel q , la différence
Q — «,i finit par devenir et rester plus petite que tout nombre
(*) Ce postulat n'est pas distinct de celui qui a été admis au n'' 3.
rationnel donné; on dit que le nombre rationnel a„ a pour
P limite le nombre rationnel ç^ . S'il n'existe pas de nombre
rationnel q jouissant de la propriété précédente, l'abscisse du
point L est forcément un nombre irrationnel /. Nous continuerons à dire que ce nombre i est la limite du nombre rationnel a„, lorsque n augmente indéfiniment ; mais ce n'est là qu'une locution abrégée, employée pour la commodité du langage, et non une définition.
De même une suite de nombres positifs rationnels
(9) bi, b,^ ••• h^, ...
allant en décroissant (ou du moins n'allant jamais en croissant) lorsque n augmente, définit un nombre rationnel ou irrationnel, que nous appellerons la limite du nombre rationnel 6„ lorsque tt augmente indéfiniment.
Si l'on a à la fois deux suites telles que les suites (i) et (*_>), l'une croissante, l'autre décroissante, et telles en outre que la "valeur absolue de la différence 6„ — an finisse par rester plus petite que tout nombre positif donné à l'avance s, les deux suites (i) et (2) définissent le même nombre rationnel ou irrationnel. Soit en effet L' le point vers lequel tend le point B^^ d'abscisse h lorsque n augmente indéfiniment. Ce point L' ne peut être différent du point L ; car autrement la distance des deux points A„ et B;, qui tendent respectivement vers les points L et L' ne pourrait tendre vers zéro. Si l'abscisse du point L est un nombre irrationnel /, nous dirons que ce nombre /est la limite commune des nombres a„ et h,^ des deux suites (i) et (2) lorsque n augmente indéfiniment.
Tout nombre irrationnel peut être défini d'une infinité de manières au moyen de deux suites de nombres rationnels telles que les suites (i) et (2). Prenons par exemple le nombre irrationnel V^3. Si l'on considère les valeurs approchées par défaut puis par excès de la racine de 3 à moins de ~_ ' - _ , ~qq~ » **" les premières forment une suite croissante
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les dernières une suite décroissante
de plus, la différence entre les termes correspondants des deux suites tend vers zéro quand leur rang croît indéfiniment.
Mais on pourrait remplacer ces deux suites par une infinité d'autres pour définir v/3, par exemple considérer les valeurs approchées de la racine de 3, par défaut et par excès, à moins
de fyr' \T.2' >J3, -•> N étaut uu nombre entier quelconque autre
que 10.
Quelle que soit la façon dont on prenne une suite croissante de nombres rationnels, telle que la suite (1), définissant un nombre irrationnel i, et une autre suite de nombres rationnels décroissants, telle que la suite (2), définissant le même nombre irrationnel, la différence entre les termes de même rang des deux suites tend vers zéro lorsque le rang n augmente indéfiniment. En effet, les deux points A„ et B« dont les abscisses sont an et bn tendent vers le point L dont fabscisse est le nombre irrationnel / ; le segment AnB„ devient donc plus petit que tout segment donné lorsque le rang n augmente indéfiniment, et par suite la différence bn — «n tend vers zéro.
7. — La définition des nombres irrationnels par des suites croissantes ou des suites décroissantes dénombres rationnels permet d'étendre facilement à ces nombres les opérations fondamentales de l'Arithmétique. Le résultat de ces opérations est toujours un nombre de même espèce que les nombres déjà définis, c'est-à-dire un nombre rationnel ou irrationnel. Pour donner une idée de la méthode que l'on emploie, nous prendrons par exemple la multiplication.
Soient /' et i' deux nombres irrationnels, dont le premier / est défini par les suites (i) et (2), tandis que le second i' est défini par une suite croissante de nombres rationnels positifs. (3) a'j, a'2, , a'n,
tous plus petits qu'un nombre 6', et une suite de nombres ra-
l4 LIVRE I.
CHAPITRE I
tionncls positifs décroissants,
les deux suites étant telles que la différence h\^ — a'^ tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Considérons les deux suites de nombres rationnels
dont la première est formée de nombres rationnels croissants (ou du moins ne décroissant jamais), et tous plus petits que 66', tandis que la seconde est formée de nombres rationnels décroissants (ou n'allant jamais en croissant). Ces deux suites définissent un nombre j_, rationnel ou irrationnel, car la différence bnK — «««« tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Nous
avons en effet
b^b',, — ana'n — 6,^ (6;^ — a,) -+- a',, (bn — a„).
Soit iS un nombre supérieur à tous les nombres 6;^ et a'„ ; si les différences 6^ — rin et b'u — a'^ sont plus petites qu'un nombre positifs, on a aussi
bnb'n — anOn < ^Ns,
et par conséquent la différence considérée tend bien voi*s zéro. Ce nombre J, qui est défini par fune ou l'autre des deux suites (5) ou (6) est le produit des deux nombres irrationnels / et /' ; remarquons que ce n'est pas nécessairement un nombre irrationnel.
Comme chacun des deux nombres / et l' peut être défini d'une infinité de manières par une suite de nombres rationnels, soit croissante, soit décroissante, il est nécessaire, pour justifier la définition précédente, de montrer que le nombre / est indépendant des deux suites choisies pour définir les nombres / et /'. La démonstration est bien facile. Nous pouvons en effet, sans changer les deux suites décroissantes (2) et (4), remplacer les suites croissantes (i) et (3) par deux autres suites croissantes
(l)^'* q, C2, ..., Cn,
LIMITES
définissant les deux mêmes nombres i et i'. La suite croissante
définit le même nombre j que la suite (6), car les différences (j^^ — Cn, h'n — c'n teudcut vcrs zéro lorsque n augmente indéfiniment, puisque les suites (i)'"' et (2) définissent le même nombre irrationnel, et de même pour les suites (4) et (3)''"'.
Les autres opérations arithmétiques, addition, soustraction, division, extraction de racines, etc., se définissent d'une façon analogue pour les nombres irrationnels. La somme de deux nombres a et |3, rationnels ou irrationnels, est un autre nombre rationnel ou irrationnel qui correspond à un segment de droite obtenu en portant bout à bout les deux segments de droite mesurés par les deux nombres a et ^j. On peut faire une remarque analogue pour la différence.
8. — Nous n'avons considéré jusqu'ici que les points de la droite XX' à droite de l'origine 0. Soit M un point de cette droite à gauche du point 0 ; si le segment OM n'a pas de commune mesure avec le segment choisi pour unité, à ce segment correspond un nombre irrationnel i. Nous dirons que le point M a pour abscisse le nombre irrationnel négatif — /, A tout nombre rationnel ou irrationnel, positif ou négatif, correspond ainsi un point M de la droite XX', et inversement.
Tout nombre irrationnel négatif peut encore être défini d'une infinité de manières par une suite croissante ou décroissante de nombres rationnels négatifs. Les règles établies pour le calcul des nombres rationnels négatifs s'étendent aussi aux nombres irrationnels négatifs.
LIMITES
9. — La valeur absolue d'un nombre algébrique a s'appelle aussi le modale de ce nombre et se représente par la notalion \a\. Ainsi l'on a
I a I = a, si a est positif,
1 a I = — a, si a est négatif,
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et, dans les deux cas,
Quand on ajoute deux nombres algébriques a et 6, le module de leur somme | a + 6 | est égal à la somme de leurs modules I G I -h I 6 |, lorsque ces deux nombres sont tous les deux positifs ou tous les deux négatifs. Lorsque l'un des deux nombres est positif, l'autre négatif, le module de la somme est au contraire égal à la différence des modules des deux nombres. On a donc toujours \ a\ — i^I<ia-Hfci<|a|-f-|t|.
En raisonnant de proche en proche, on en déduit bien aisément que le modale d'une somme algébrique aH-6-hc -+-...-+-/ est inférieur ou au plus égala la somme des modules de ses différents termes \ a\ ~\- \ b \ -^ ... ^ \ l\.
10. — On dit qu'un nombre variable x a pour limite un nombre fixe a, ou tend vers a, lorsque la valeur absolue de la différence x — a finit par devenir et rester plus petite que tout nombre positif donné. Ainsi on démontre en trigonométrie que
le rapport tend vers l'unité lorsque l'arc x tend vers zéro. Cet
énoncé signifie qu'étant donné un nombre positif s, aussi petit qu'on le voudra, la différence
est plus petite que c pour toutes les valeurs de x dont la valeur absolue est plus petite qu'un nombre positif a choisi convenablement.
La limite de la somme d\m nombre fini de grandeurs variables est égale à la somme de leurs limites.
Considérons p grandeurs variables A, J3, C, ... L, qui tendent simultanément vers les limites a, />, c, — /. Si l'on appelle a, [^, y, .... ). les différences des grandeurs proposées
avec leurs limites, on a :
LIMITES I n
En additionnant ces égalités et désignant par S la somme des grandeurs variables par s celle de leurs limites, il vient :
Soit c la valeur absolue de celle des différences a, ^ X,
qui est la plus grande en valeur absolue, la somme
sera moindre que pi. Or, le nombre p restant fini et la quantité c devenant plus petite que toute quantité donnée, puisque toutes les différences tendent vers zéro, le produit pi deviendra aussi plus petit que toute quantité donnée ; donc la somme S a une limite et cette limite est s.
Mais on ne peut appliquer cette proposition que si le nombre des parties de la somme est fini. Soit, par exemple, la somme des y) quantités
Chacune d'elles tend vers zéro, quand p augmente indéfmi-
ment ; mais le nombre des parties devenant infiniment grand^
on ne peut plus dire que la limite de la somme soit la somme
des limites, ce qui donnerait zéro ; et, en effet la somme étant
constamment égale à i ne peut avoir pour limite zéro.
11. — La limite (liin produit d'im nombre fini de facteurs variables est égale au produit de leurs limites.
En conservant les mômes notations que précédemment, on a :
Multiplions les deux termes de la première égalité par BC ... L, ceux de la seconde par aC ... L, ceux de la troisième abT) ... L, ..,, enfin ceux de la dernière par abc ... k, ce qui donne
ABC... L — aBC ... L = aBC ... L, rdîC ... L — abC ... L = ?aC ... L, abC ... L — abc .., L = -^ah ... L,
ahc ... /iL — abc ... Id = \ab ... A:;
Briot — Leçons d'Algèbre
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Si Ton ajoute toutes ces égalités, les quantités intermédiaires se détruisent, et il vient
ABC ... L — abc ... / = «BG ... L -h ?aG ... L + ...
Les valeurs absolues des quantités variables A, B, C, ... et celles des quantités fixes a, b, c, ... étant moindres qu'un nombre positif fixe M, la valeur absolue de chacun des termes du second membre est plus petite que sM^' ^ \ £ étant la valeur absolue de celle des différences a, j'S, ... )., qui est la plus grande en valeur absolue. La valeur absolue du second membre est donc moindre que pM^"', c'est-à-dire que le produit du nombre fini }M^ ' % par le facteur c qui tend vers zéro. On en conclut que le produit ABC ... L tend vers la limité abc ... L
La démonstration suppose essentiellement que le nombre des
(I \'" ' "^ m) ' ^^"^ laquelle m est
un nombre entier, désigne le produit de jn facteurs ayant tous pour limite l'unité quand m augmente indéfiniment. Le produit des limites des facteurs est donc aussi égal à i ; or nous démontrerons plus loin que le produit considéré tend vers une limite plus grande que i .
La limite du (/uotient de deux nombres variables est
éifale au quotient de leurs limites, pourvu que la limite du diviseur soit différente de zéro.
Supposons d'abord que les deux nombres variables aient pour limites des nombres positifs.
Désignons ces limites par a et 6 et le quotient considéré par
on a
a -4- a a Oa -— «p
Par hypothèse a et jS tendent vers zéro, on pourra donc toujours satisfaire aux inégalités
lai <£ lM<^
dans lesquelles s désigne un nombre positif donné, aussi petit que Ton veut, et b' un nombre positif fixe, inférieur à b.
LIMITES jq
Quand ces conditions sont remplies, on a :
et, comme le second membre peut être pris aussi petit que l'on veut, cette inégalité exprime que 1-3^3 a pour limite ?•
Nous avons supposé a et 6 positifs; si cela n'avait pas lieu, on modifierait le raisonnement de la manière suivante :
Soit b' un nombre positif inférieur à | 6 | ; à partir du moment où l'on aura
et
on aura aussi
et la proposition à démontrer se conclut immédiatement de là,
13. — Pour démontrer qu'un nombre variable x tend vers une limite, on s'appuie souvent sur les propositions suivantes, qui sont des conséquences d'un postulat déjà admis (n° 6).
Si un nombre variable x va constamment en croissant (ou du moins ne décroît jamais), et si ce nombre x reste plus petit au un nombre fixe A, // tend vers une limite.
De même, si un nombre variable x va constamment en décroissant (ou du moins ne va jamais en croissant), et si ce nombre x reste plus grand quun nombre fixe B, il tend vers une limite.
Prenons par exemple le premier énoncé. Si l'on fait correspondre h chaque valeur de x un point M d'abscisse x sur une droite indéfinie X'X, ce point M se déplace constamment de gauche adroite, puisque x ne peut diminuer. D'ailleurs ce point M reste toujours à gauche du point d'abscisse A. Il tend donc vers un point limite L; si a est l'abscisse de L, la différence a — X tend vers zéro, puisque ce nombre a — x est la mesure du segment ML.
CALCUL DES RADICAUX
14. — On appelle en général racine /f d'un nonribre positif a, un nombre positif, commensurable ou incommensurable, qui, élevé à la /i" puissance, reproduit le nombre proposé. C'est là ce qu'on entend par ua/<?urarf7/i//?i'7/ry«c d'un radical ; on la désigne par le symbole \/a. Le nombre n est l'indice du radical. On est convenu de ne pas écrire l'indice quand il s'agit d'une racine carrée; dans ce cas, on sous-entend l'indice 2.
Avant d'aborder le calcul des radicaux, nous établirons quelques lemmes sur les puissances :
Lemme I. — On élevé un produit à une certaine puissance, en élevant chaque facteur séparément à cette puissance.
On a, en eflct,
[a'jcY = abc X abc X abc X -•■ ==-- r<"t"c".
Lemme II. — On élève une fraction à une certaine puissance, en élevant les deux termes séparément à cette puissance. On a, en effet,
Lemme III. — Elever un nombre à deux puissances successives revient à élever ce nombre à une puissance ayant pour exposant le produit des exposants.
On a, en effet,
CALCUL DES RADICAUX
Corollaire I. — On élève un monôme à une certaine puissance en élevant son coefficient à cette puissance et multipliant tous les exposants par l'indice de la puissance.
Soit à élever à la n° puissance le monôme oa^b-c. En vertu des lemmes I et III, on aura
Corollaire II. — Un monôme est une puissance n" parfaite, lorsque son coefficient est une puissance n" parfaite et que tous ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas, on obtient la racine n" du monôme proposé, en extrayant la racine n^ de son coefficient et divisant par n tous ses exposants. Venons maintenant au calcul des radicaux.
15. Théorème I. — Le produit de plusieurs radicaux de même indice est égal à la racine du produit des quantités placées sous les radicaux.
Je dis, par exemple, que
\/a \/b {/c = s/abc.
Car, si l'on élève le premier membre à la n^ puissance, ce que l'on fait en élevant chaque facteur à cette puissance, on reproduit la quantité abc ; donc le premier membre est la racine n" de abc.
16. Théorème II. — Le quotient de deux radicaux de même indice est égal à la racine du quotient des deux quantités placées sous les radicaux.
Je dis que
Car, si l'on élève le premier membre à la n" puissance, ce que l'on fait en élevant séparément le numérateur et le dénominateur
à cette puissance, on reproduit la fraction r-
Théorème III. — On élève un radical à une certaine
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puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le radical.
On a, en eiïet, en vertu du théorème I,
[ya^ z=\Ja\/a\/a
Remarque. — L'expression \/a"' indique qu'il faut élever le nombre a à la m" puissance et extraire la racine n" du résultat. Lorsque l'exposant m de la quantité placée sous le radical est divisible par l'indice n du radical, on peut extraire la racine ; il suffit de diviser l'exposant par l'indice du radical. En effet, soit m = np, on aura
car, si l'on élève la quantité ai' à la puissance n, on reproduit a" p.
18. Théorème IV. — On extrait la racine d'un radical en multipliant l'indice du radical par l'indice de la racine que Von veut extraire.
Je dis que
\J\Ja= 'Va- En effets si on élève le premier membre à la puissance m, on trouve \Ja ; si l'on élève ensuite ce résultat à la puissance n, on obtient a : mais ceci revient à élever le premier membre à la puissance mn. Ainsi, le premier membre est une quantité qui, élevée à la puissance mn, reproduit a ; c'est donc la racine mn'' de a.
19. Théorème V. — On ne change pas la valeur d\m radical quand on multiplie ou quand on divise par un même nombre l'indice du radical et l'exposant de la quantité placée sous le radical.
Soit le radical
Je dis qu'en multipliant par un même nombre entier p l'in-
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dice n et l'exposant m, on obtient un second radical
égal au premier. En effet, d'après le théorème précédent, le second radical peut s'écrire
Mais on a (n° 17).
donc
np / ■ n/-
Corollaire I. — On simplifie un radical en divisant l'indice et l'exposant par leur plus grand commun diviseur. Ainsi
Corollaire II. — On réduit plusieurs radicaux au même indice en prenant pour indice commun le produit des indices ou plus simplement leur plus petit multiple. Cette réduction est nécessaire quand on veut multiplier ou diviser deux radicaux d'indices différents. Ainsi
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES
20. — On a vu (n° 17) que, pour extraire la racine d'une quantité affectée d'un certain exposant, il suffit de diviser l'exposant par l'indice de la racine, lorsque cette division est possible. Ainsi
Si, par extension, on applique la même règle dans le cas oii l'exposant n'est pas divisible par l'indice de la racine, on obtient
un exposant fractionnaire. Soit le radical \/a' ; l'exposant 7 n'étant pas divisible par l'indice 5, il est impossible d'extraire la racine ; mais, si l'on applique la règle énoncée plus haut, on
est conduit au symbole a% que Ton adoptera pour représenter le radical proposé.
En général, on est convenu de représenter un radical quelconque {/a'" par le symbole a'n , Le dénominateur de l'exposant fractionnaire remplace ainsi le signe y/ , et les expressions irrationnelles prennent la forme d'expressions rationnelles.
D'après cette convention, les radicaux
y a s écriront a-,
Va a\
7 {/'a^ lab^ c\
21. — L'emploi des exposants fractionnaires ne sera vraiment iilile que s'il est permis de remplacer un exposant fractionnaire par un autie égal au premier. C'est ce qui a lieu effectivement ; car multiplier ou diviser par un même nombre les deux termes d'un exposant fractionnaire revient à multiplier ou diviser par un même nombre l'indice d'un radical et l'exposant de la quantité placée sous le radical, ce qui, comme on l'a vu (n" 19), ne change pas la valeur du radical.
On pourra donc, si l'on veut, réduire un exposant fractionnaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, le radical y ^2%
qui s écrit symboliquement ai-^ ; en simplifiant l'exposant fractionnaire*2^ on obtient le symbole aS qui représente le radical \/a^ égal au premier.
Nous ferons voir maintenant que les règles du calcul des exposants entiers s'appliquent aux exposants fractionnaires.
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES
puissances entières a'" et a" d'un même noml)re a, il suffît d'ajouter les exposants, ce qui donne a'" '^ ". La même règle s'applique aux exposants fractionnaires.
Soient en efïet m = -, n =|/; les deux puissances fractionnaires «^ et a? représentent les radicaux {/a^' et '{/ai''; pour multiplier ces deux radicaux, on les réduira d'abord au même indice, ce qui donne
qr / — - '11'/ — — 'J'i' / — ; ;- ^^, -.—_-- _-
\/ai"i X Yai'''^= \/ai"i' X ni''i = \^/ ai"i + i" 'i .
Or, ce dernier radical, produit des deux premiers, est représenté par le symbole
rq-^
piq
ou
on a donc
rt'" X «" = «'" + ",
quels que soient les exposants m et n, entiers ou fractionnaires.
Exemples ;
a'^ = ci-,
23. Division. — La règle de la multiplication étant étendue aux exposants fractionnaires, celle de la division l'est par là même. On a, en effet.
m et n étant des exposants entiers ou fractionnaires, dont le premier est plus grand que le second ; car, si l'on multiplie le quotient par le diviseur, ce que l'on fait en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende a'". Ainsi, pour diviser l'une par l'autre deux puissances quelconques d'un même nombre, il suf-
fira de retrancher l'exposant du diviseur de celui du dividende.
Exemples : i° — = a%
24. Puissance. — Nous avons démontré que l'on élève un nombre a h deux puissances entières successives m et n en élevant ce nombre à une puissance ayant pour exposant le produit mn des exposants (n° 14). La même règle s'applique aux exposants fractionnaires.
Soient en effet //i = ^^ , n r= ^, ; l'expression
(a'»)" ou [a'ij'i' ■
signifie
m" ou {/({/«.)'".
Il faut élever le radical {/^^ à la puissance ;/ et prendre la racine c/' du résultat. On sait (n« 17) que l'on élève un radical à une puissance en élevant à cette puissance la quantité i)lacée sous le radical ; on a donc
{if^-Y=i/^'>
et par suite
v(v/-)"' = Vi/-"'
On sait d'autre part (n" 18) que Ton extrait la racine d'un radical en multipliant l'indice du radical par l'indice de la racine ce qui donne
Mais ce dernier radical est représenté par le symbole a m' ou
EXPOSANTS NÉGATIFS
25. — Nous savons que pour diviser l'une par l'autre deux puissances d'un même nombre, il suffît de retrancher l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende, lorsque l'exposant du diviseur est plus petit que celui du dividende.
Si l'on applique la même règle, lorsque l'exposant du diviseur est plus grand que celui du dividende, on obtient un expo-
. a* , sant négatif. Soit le quotient -7 ; l'exposant du diviseur étant
plus grand que celui du dividende, la division est impossible ;
mais, si l'on applique la règle énoncée plus haut, on est conduit
au symbole a '' ; le quotient proposé-^, simplifié, devient -3 ;
ainsi le symbole a"~ ' peut être adopté comme représentant le
quotient -3 .
En général, on est convenu de représenter le quotient -^ , dans
lequel l'exposant m est quelconque, entier ou fractionnaire, par le symbole a~"\ L'exposant négatif remplace ainsi le signe de la division.
Nous ferons voir que les règles étabhes précédemment pour le calcul des exposants positifs s'étendent aux exposants négatifs.
26. Multiplication, — Pour multiplier deux puissances a'» et a" d'un même nombre, il suffit de faire la somme algébrique
des exposants, quels que soient ces exposants, positifs ou négatifs.
1° Considérons d'abord le cas où l'un des exposants m est positif, l'autre n négatif. Posons n — — /i', les nombres positifs m et n' étant quelconques, entiers ou fractionnaires. Puisque
le symbole a"""' représente -^, , on a
mais le quotient —, est représenté, dans tous les cas, que m soit
plus grand ou plus petit que n' , par le symbole a'"""', on a donc
L'exposant du produit est la somme algébrique des deux exposants.
2° Supposons maintenant les deux exposants négatifs, et soient m = — m', n = — n' . Puisque les symboles a""""' et
a-"' désignent les quotients "157/ et ^, on a
Mais cette dernière expression est représentée par a-(»''+"'> ou ^-mi-n'^ On a donc
rt'" X a" r= a -'"'-"' = «"' + ".
L'exposant du produit est encore la somme algébrique des exposants.
Exemples : i" a"^ x «~^ = «%
27. Division. — La règle de la multiplication étant étendue aux exposants négatifs, celle de la division l'est par là même. Pour diviser l'une par l'autre deux puissances quelconques d'un
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même nombre, il suffit de retrancher algébriquement l'exposant du diviseur de celui du dividende ; car en multipliant le quotient ainsi obtenu par le diviseur, on reproduit le dividende. Remarquons que ceci revient à transformer le diviseur en multiplicateur par le changement de signe de son exposant.
Exemples :
28. Puissance. — Pour élever un nombre à deux puissances successives, il suffit de multiplier entre eux les deux exposants, quels que soient leurs signes.
i^ Considérons d'abord le cas où le premier exposant m est négatif, le second n positif, et soit m = — m' ; on a
mais ce résultat peut être représenté par a ~'"'" ou par a'"''; ainsi
2° Supposons le premier exposant m positif, le second n négatif, et soit n == — n' . L'expression (a'")~"' représente le quotient
qui est égal à -7;^, et qui peut être représenté par a~'""', ou par a'"". On a donc
3^ Supposons enfin les deux exposants négatifs et soient m = — m', n = — n' . L'expression (a""'')""' représente le quotient
et l'on a toujours
Ainsi, dans tous les cas, l'exposant du résultat est le produit algébrique des deux exposants, conformément à la règle des signes.
Exemples: 1° («~^)" = a~^,
Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants fractionnaires et négatifs peut se résumer en deux règles fondamentales
m et n désignant des exposants quelconques, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs.
Avant de définir le symbole a^, lorsque l'exposant x est un nombre incommensurable, nous établirons quelques propositions auxiliaires.
29. Lemme I. — Les puissances entières successives d'un nombre plus grand que l'unité vont en croissant et deviennent plus grandes que toute quantité donnée.
Soit a un nombre positif supérieur à l'unité. On voit d'abord que les puissances successives vont en croissant ; car on obtient a'" "^^ en multipliant a'" par a; le multiplicateur a étant plus grand que l'unité, le produit (z"' + ^ est plus grand que le multiplicande a'". Je dis maintenant que les puissances de a augmentent au delà de toute limite. Posons a = 1 -f- a ; on a d'une façon générale,
(l -{- a)'« > I + ma.
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En effet, cette inégalité est exacte pour m = 2, puisque (i -+- a)^ = i -h 27. -h a'". Pour démontrer qu'elle est générale, il suffit de vérifier que, si elle est vraie pour une certaine valeur entière de m, elle est encore vraie quand on augmente cet exposant d'une unité. Or on a, en supposant
(i -h a)'« > I + mx,
et par suite
Pour rendre la quantité a'" plus grande qu'une quantité donnée A, il suffit évidemment de rendre la quantité i + ma plus grande que cette quantité ; on déterminera donc l'exposant m de manière à satisfaire à l'inégalité
I -t- nn ;> A ; d'où
Ainsi, lorsque l'exposant m surpassera , il est certain que
la puissance a'" sera supérieure à la quantité A, si grande qu'elle soit. Donc les puissances successives du nombre a plus grand que l'unité augmentent à l'infini.
Soit, par exemple, a = 1,1 ; on peut affirmer que œ" surpassera I 000 si m est plus grand que '--' ou que 9990. Mais
on n'a pas ainsi les plus petites puissances de a supérieures à I 000.
30. Lemme il — Les puissances entières successives d'un nombre plus petit que l'unité vont en décroissant et tendent vers zéro.
Un nombre a plus petit que i peut être représenté par ^ ,
le nombre a' étant plus grand que i , et l'on a «'" = ,„^ . Quand
l'exposant m croît indéfiniment, le dénominateur augmentant à l'infini, la fraction diminue et tend vers zéro.
31. Lemme III. — Les racines d'un nombre plus grand que r unité sont pins grandes que limité ; elles diminuent à mesure que l'indice du radical augmente et tendent vers Punifé.
Nous remarquons d'abord que, lorsqu'un nombre positif a est plus grand que l'unité, sa racine b = y/a est aussi plus grande que l'unité ; car si le nombre b était plus petit que un, sa puissance b" serait plus petite que un, et, par conséquent, ne serait pas égale à a.
Considérons maintenant deux racines consécutives
je dis que la racine 6' est plus petite que b. On a, en effet,
et, par suite,
Puisque la racine b' est plus grande que un, le rapport ., est
aussi plus grand que un, et, par conséquent, b' est plus petit que b.
Nous allons démontrer maintenant que l'on peut rendre l'indice du radical assez grand pour que la valeur de la racine surpasse l'unité d'une quantité moindre qu'une quantité donnée a, aussi petite qu'on voudra. Il s'agit de déterminer n de manière que l'on ait
ou
Or, d'après le lemme I, on peut toujours déterminer l'exposant n de manière que la puissance (i -+- a)" surpasse le nombre donné a. Par exemple, si l'on veut que yA^ diffère de l'unité de
moins de o,ooi, il suffira de rendre n i)lus g-rand que———,
^ ^ ^ o,ooi
c'est-à-dire plus grand que i ooo. Ainsi, quand n augmente à rinfini, y/a tend vers un.
32. — Lemme IV. — Les racines d'un nombre plus petit que r unité sont plus petites que F unité; elles augmentent avec T indice du radical et tendent vers l'unité.
Si l'on pose a = -, , a' étant plus grand que l'unité, on a
\/a = — — ; quand n augmente indéfiniment, le dénominateur
diminue, et, par conséquent, la fraction augmente et tend vers l'unité.
Corollaire I. — Toute puissance fractionnaire d'un nombre plus grand que un est plus grande que un ; toute puissance fraC" tionnaire diin nombre plus petit que un est plus petite que un.
Car a" signifie ya'" ; si a est plus grand que un, a"' est plus grand que un et par conséquent ^a'" l'est aussi.
CoROLLAHiE II. — Toutc puissaucc fr actionnaire d'un nombre positif a tend vers l unité, lorsque l'exposant tend vers zéro.
Soit ^ une fraction > o qui tend vers zéro ; son inverse ^ grandit indéfiniment, et par suite finit par rester supérieur à tout
nombre entier donné. On peut donc écrire - <^ - , n étant un
nombre entier qui augmente indéfiniment. Si a est >> i, on a d'une part a ^ > i ; d'autre part on peut écrire
al = a. X a
l'exposant étant négatif, a'^ " est plus petit que l'unité, et
l'on a la double inégalité.
i <ai <: Sja,
et par suite aî tend vers un, puisque {/a tend vers un. On raisonnerait de la même façon si a était plus petit que un, ou
1 exposant - negatii.
33. — Supposons, pour fixer les idées, a;>i, et soit /un nombre irrationnel positif. Ce nombre /peut être défini d'une infinité
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de manières au moyen de deux suites de nombres rationnels
l'une croissante, l'autre décroissante, et telles que la différence Sn — c/.n tende vers zéro quand n augmente indéfiniment. Considérons les deux suites de nombres.
(II) a^i, a^-' a?^-
la première est une suite croissante, la seconde est une suite décroissante. En effet, on peut écrire par exemple
l'exposant a^ — «i est positif, et d'après Je corollaire I du Icmme IV, le facteur a^^— «i est plus grand que un. D'ailleurs si N désigne un nombre entier plus grand que tous les nombres 7.^, a^, «n, on a
quel que soit n, et par conséquent les nombres de la suite (I) tendent vers une limite / (n" 13). On démontrerait de même que les nombres de la suite (II) tendent vers une limite /'. D'ailleurs la différence
tend vers zéro quand n grandit indéfiniment car la différence fi^ — a„ tend vers zéro, et le facteur a^^ est plus petit qu'un
nombre fixe a^. On a donc l' =: l.
Cette limite est la même, quelle que soit la suite de nombres rationnels dont on parte pour définir le nombre irrationnel /. En effet, supposons par exemple que l'on remplace les nombres de la première suite par une nouvelle suite croissante de nombres rationnels
Les nombres de la suite croissante
ont encore pour limite /, car la différence
J'"=.a^" icc"'^-^"
tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, la différence a,', — [ti,^ tendant elle-même vers zéro.
C'est cette limite / que l'on représente par le symbole a'.
Si l'on a un nombre irrationnel négatif — /, on définira de môme le symbole a"' par l'égalité
Il résulte de la définition même que toutes les propriétés établies pour les exposants entiers ou fractionnaires s'étendent aux exposants incommensurables. Ainsi, a étant un nombre /jo^////, a et [-j deux nombres quelconques, positifs ou négatifs, rationnels ou irrationnels, on a toujours les deux égalités
Si a est plus grand que un, on a
a > I , si a est positif, et ,
a* <; I, si a est négatif.
C'est l'inverse, lorsque le nombre a est plus petit que i.
CHAPITRE III
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34. Remarques préliminaires. — On appelle polynôme entier en X une somme de termes de la forme Ax^ /> désignant un nombre entier et positif et A une quantilc indtîpendante de x. Les quantités telles que A, par lesquelles sont multipliées les puissances de x, se nomment les coefficients du polynôme.
Le dc^ré d'un polynôme entier en x est l'exposant de la plus haute puissance de x contenue dans ce polynôme.
On dit que deux polynômes entiers en x sont identiques si dans ces deux polynômes les coefficients des mêmes puissances de X sont égaux.
Ordonner un polynôme entier en x suivant les puissances croissantes ou décroissantes de x, c'est ranger les termes du polynôme dans un ordre tel que les exposants de ;/; aillent constamment en croissant, ou constamment en décroissant.
Étant donnés deux polynômes entiers en x ordonnés suivant les puissances décroissantes de x, si on elTectue le produit de ces deux polynômes et si on l'ordonne suivant les puissances décroissantes de x, le premier terme du produit provient, sans réduction, du produit du premier terme de l'un des facteurs par le premier terme de l'autre facteur.
En elTet le produit des deux polynômes est la somme de tous les produits que l'on peut obtenir en multipliant un terme de l'un des facteurs par un terme de l'autre facteur.
Celui de ces produits que l'on obtient en multipliant le pre-
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mier terme de l'un des facteurs par le premier terme de l'autre facteur, contient x à une puissance plus élevée que tous les autres, et ne peut par suite se réduire avec aucun autre.
Le dernier terme du produit donne lieu à une remarque analogue.
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35. — Etant donné le produit de deux polynômes entiers en x et l'un des facteurs de ce produit, on peut trouver l'autre facteur : l'opération à effectuer se nomme division ; le produit donné, le facteur connu et le facteur qu'il s'agit de déterminer se nomment respectivement dividende, diviseur et quotient.
Division de polynômes ordonnés suivant les puissances décroissantes de X. — Supposons le dividende, le diviseur et le quotient ordonnés suivant les puissances décroissantes de ^.
Le dividende étant, par définition, le produit du diviseur par le quotient, le premier terme du dividende provient sans réduction du produit du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient.
D'après cela, le premier terme du quotient s'obtient en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
Le dividende peut être considéré comme la somme des pro-*" duits obtenus en multipliant le diviseur successivement par les différents termes du quotient. Si donc on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, le reste est le produit du diviseur par le quotient diminué de son premier terme.
En répétant le même raisonnement, on pourra déterminer I le second terme du quotient, puis le produit du diviseur par le quotient diminué de ses deux premiers termes.
36. — On est conduit ainsi à la règle suivante : On ordonne le dividende et le diviseur par rapport aux puissances décroissantes de x :
CHAPITRE III
On divise le premier ternie du dividende par le premier ternie du diviseur, ce qui donne le premier terme du quotient, et on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient.
On divise le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, ce qui donne le second terme du quotient, et fon retranche du premier reste le produit du diviseur par le second terme du quotient.
On continue de la sorte jusqu'à ce que l'on arrive à un reste nul.
Exemple. — Diviser x' — ox' -+- lox' — lox^ -4- ôx- — i par x'^ — 2x -h I.
On dispose ainsi les calculs :
— bx' -f-
lOX^
lo.r- -H 5j- — I
— Sx' -h
lo.'-^ --h 5.x — I 3.r-^
ou, en écrivant seulement les restes successifs et en ne répétant pas les termes non employés du dividende,
Sx' —
'àx-^
Sx
37. — ^Tous avons supposé que l'un des deux polynômes A. était le produit de l'autre, B, par un polynôme entier en x. Supposons maintenant que A et B soient deux polynômes entiers en X, quelconques, le degré de B ne dépassant pas celui de A ; nous pouvons encore appliquer à ces deux polynômes la règle précédente, c'est-à-dire ordonner ces polynômes par rapport
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aux puissances décroissantes de x, diviser le premier terme de A par le premier terme de B, multiplier B par le terme ainsi obtenu et retrancher le produit de A ; puis diviser le premier terme du reste parle premier terme de B, etc. La suite des opérations se nomme encore division de A par B, A se nomme dividende, B diviseur ; la somme des termes obtenus en divisant le premier terme de chaque reste par le premier terme du diviseur se nomme quotient.
Les degrés des restes successifs vont en diminuant. En effet, pour obtenir un reste quelconque, on retranche du reste précédent le produit du diviseur par un facteur choisi de façon que, dans la différence, les termes de plus haut degré se réduisent. Si on arrête la suite des opérations après avoir obtenu l'un des restes, le dividende est égal au produit du diviseur par le polynôme trouvé au quotient, augmenté du dernier reste ; car, pour retrancher du dividende le produit du diviseur par le quotient, on peut retrancher du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, puis retrancher de ce premier reste le produit du diviseur par le second terme du quotient, et ainsi de suite. Or, c'est précisément cette suite de soustractions qui a conduit au reste considéré.
Gomme les degrés des restes successifs vont en décroissant, on parviendra nécessairement à un reste nul ou à un reste de degré inférieur au degré du diviseur.
Si l'on parvient à un reste nul, il existe un polynôme qui, multiplié par le diviseur, reproduit le dividende ; c'est le polynôme trouvé au quotient.
Si l'on parvient à un reste de degré inférieur au degré du diviseur, on peut affirmer que le dividende n'est pas le produit du diviseur par un polynôme entier en x. Mais la suite des opérations qu'on vient d'effectuer a permis de décor?! poser le dividende en deux parties, dont Tune est le produit du diviseur par un polynôme entier en x et l'autre un polynôme entier en x de degré inférieur au degré du diviseur.
Théorème. — Étant donnés deux polynômes ketB entiers
en X, tels que le degré de B est inférieur ou égal au degré de A , on peut décomposer A en deux parties, dont Fune est le produit de B par un polynôme entier en x et l'autre un polynôme entier en X de degré inférieur au degré de B, et cette décomposition nest possible que d'une seule manière.
Pour obtenir une décomposition repondant à la question, il suffit d'ordonner A et B par rapport aux puissances décroissantes de X, de diviser A par B et de pousser l'opération jusqu'à nn reste de degré inférieur au degré de B ; A est égal au produit de B par le polynôme Q trouvé au quotient, augmenté du dernier reste R de degré inférieur au degré de B, c'est-à-dire que l'on a :
A = BQ H- R.
Pour montrer que la décomposition n'est possible que d'une seule manière, supposons que l'on ait trouvé les deux décompositions indiquées par les identités.
A = BQ -+- R A :=r BQ' + IV
Q, Q', R, R' désignant des polynômes entiers en x, et le degré de chacun des polynômes R, R' étant inférieur au degré de B. De ces deux identités on déduit successivement les suivantes :
BQ H- R = BQ' -+- R' et
Si les deux membres de cette dernière égalité ne sont pas nuls identiquement, on est conduit à une absurdité puisque le degré du second membre est inférieur au degré de B et le degré du premier membre supérieur ou égal au degré de B.
Il faut donc que Q et Q' d'une part, R et R' d'autre part, soient d^s polynômes identiques. Donc la décomposition de A en deux parties de la forme considérée n'est possible que d'une seule manière.
Division d'un polynôme entier en x par x — a. 39. Théorème. — Le reste de la division d'un polynôme en-
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tler en x par x — a s obtient en remplaçant x par a dans le polynôme proposé.
Soit X le polynôme proposé ; ordonnons-le par rapport aux puissances décroissantes de x et divisons-le par x — a. Comme le diviseur est du premier degré, nous pouvons pousser la division jusqu'à un reste indépendant de x, soit R ce reste, Q le quotient.
On a :
Si Ton fait x =z a dans les deux membres de cette identité, on obtiendra le même résultat. Désignons par A ce que devient X quand on y remplace x par a, il vient
C'est ce qu'il fallait démontrer.
Application. — [x''' — a'"] {m entier) est toujours divisible par X — a. En effet si on remplace x par a dans x'" — a"', on trouve pour reste o.
On peut retrouver ainsi ce résultat : — On sait qu'on a :
Dans cette égalité remplaçons x par - et multiplions ensuite
les deux membres par a"% nous obtenons en changeant l'ordre des termes :
^m — ^Hi __ (^ _ ^^ [x'"-* -f- ax"'-'^ H- a'"- 2 X + a'"-^].
40. — Loi de succession des coefficients du quotient d'un polynôme entier en x par x — a.
Soit
Aa?'" + Bj*'«-^ h- Cx'"- 2 4- _f. Kx H- L
le polynôme proposé, supposé ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x. Effectuons, d'après la règle ordinaire, la division de ce polynôme par x — a :
Ax'" -h B X'»-* -i-- G x'«-2 4- ... X — a
-h Aa tL?!" Ax'»-^ -i- B'x'»-- -h C'x'>'-K,.
Le premier coefficient du quotient est A. Dans le premier reste, le premier coefficient est Aa + B. Posons
le second coefficient du quotient est B'. Dans le reste correspondant, le premier coefficient est B'a -f- G. Posons
C' =^ }Va + G,
C'est le troisième coefficient du quotient, etc.
Ainsi : le premier coefficient du qiiolienl est A ; et, si l'on suppose écrits au quotient un certain nombre de termes, pour obtenir le coefficient d\in nouveau terme, on multiplie par a le coefficient du dernier terme écrit au quotient, et on ajoute le premier des coefficients non encore employés du dividende.
Si l'on applique cette règle quand on a obtenu le dernier terme du quotient, on trouve le reste.
Dans l'application de cette règle, il est commode de disposer les calculs comme nous allons l'expliquer sur un exemple. Soit à diviser x^ — 5^' -^ 'jx -{- lo par x — 2 :
Le premier coefficient du quotient est i ; i multiplié par 2 donne 2 qui, ajouté à — 5, donne — 3 ; — 3 multiplié par 2 donne — G qui, ajouté à o, donne — 6 ; — G multiplié par 2 donne\2 qui, ajouté à -h 7, donne — 5 ; — 5 multiplié par 2 donne — 10 qui, ajouté à -i- 10, donne o. -
Le reste de la division est nul et le quotient est :
x^ — Sx- — 6x — 5.
Remarque. — On peut parvenir autrement à la loi dé succession des termes du quotient d'un polynôme entier en x par X — a.
Nous le montrerons seulement sur un exemple :
Soit
X = \x' -h Bx^ 4- Gj- -f- Dx -h E.
Posons
K = \a* + \Sa^ -+- Ga2 + Da -f- E,
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on aura, en remarquant que a:'" — a'" admet en facteur x — a :
X — R = (j- — a) \ A(.r3 + a:v^ + d'x + a^) -+- \\x^ -H ax -\- a^) + C(j.- + a) -i- 1) I '.
Cette identité met en évidence le quotient et le reste de la division de X par x — a.
Le quotient peut s'écrire
A.r^^ -h (An + B)x2 H- (Aa2 + B« + C)x + Aa^ -i- Ba^ .+- Ca + D,
et le reste est
Aa^ 4- Ba-* -h Ca- + Da + E.
On retrouve ainsi, par une méthode bien simple, les résultats que nous avait déjà fournis l'application de la règle relative à la division des polynômes entiers.
41. — Cas oh les polynômes sont ordonnes suivant les puissances croissantes de x.
On peut répéter les raisonnements précédents, en supposant les deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances croissantes de X.
Soit, par exemple, à diviser
lOX'
I — ox .-+- lox"-
Nous disposerons ainsi les calculs :
par
I — DX -f- lOJ'
. — Sx -\- (jx- . Sx'-
lOX
bx'
I — 'Sx 4- 'Sx'"
Mais dans le cas actuel, s'il n'existe pas de polynôme entier en X qui, multiplié par le diviseur, reproduise le dividende, on n'est pas arrêté dans l'application de la règle, comme cela a lieu lorsqu'on effectue la division de polynômes entiers ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable.
La remarque suivante permet de reconnaître si la division peut se faire exactement.
Eu divisant le dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur, on obtient un monôme qui doit être le dernier terme du quotient, s'il existe un polynôme entier en x qui, multiplié par le diviseur, reproduise le dividende.
Si donc on est conduit, dans la suite des opérations, à écrire au quotient un terme de degré supérieur au degré de ce monôme, ou un terme de même degré, mais affecté d'un coefficient différent, la division ne peut se faire exactement.
42. — Etant donnés deux polynômes entiers en x, A et B, si B renferme un terme indépendant de x, on peut décomposer A en deux parties, dont l'une est un polynôme entier en x, contenant x"" en facteur, et l'autre, le produit de U par un polynôme entier en x de degré inférieur à n, et cette décomposition n'est possible que d'une seule manière.
Nous avons à montrer qu'on peut trouver des polynômes entiers en x, Q et R, le premier de degré inférieur à n, tels que l'on ait
A = BQ -H 3^»R
et que cela n'est possible que d'une seule manière.
Pour trouver ces polynômes, il suffît d'ordonner A et B par rapport aux puissances croissantes de x de diviser A par B et de s'arrêter quand on est arrivé à un reste contenant x» en facteur.
Pour démontrer que la décomposition précédente n'est possible que d'une seule manière, supposons qu'on ai't à la fois
A =r BQ 4- x"K A = BQ' + j:"R',
Q, Q', R, R' étant des polynômes entiers en x dont les deux premiers sont de degré inférieur à n.
De ces deux identités on déduit :
BQ -h j-«R = BQ' -H x"lV, puis
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Cette dernière identité est absurde, si l'on a pas identiquement
Q =.= Q' et R' = R.
Dans le second membre, le terme de moindre degré a en effet un degré au moins égal à n, et, dans le premier, il y a certainement un terme de degré inférieur à n.
On arrive donc à un résultat absurde en suppost^nt qu'il est possible d'obtenir pour A deux décompositions distinctes de la forme précédente.
Division d'un polynôme entier en x, ordonné suivant
les puissances croissantes de x, par a — x.
Soit
Ah-Bx 4- Cx"- -h
le polynôme donné, supposé ordonné suivant les puissances croissantes de x. Effectuons d'après la règle ordinaire le quotient de ce polynôme par a — x.
a — X A'ITBV
Le premier terme du quotient s'obtient en divisant A par a. Posons :
Le premier terme du reste correspondant a pour coefficient
A' -h B. Posons :
B' est le coefficient du deuxième terme du quotient. Le premier terme du reste correspondant est B' -+- G. Posons :
G' est le coefficient du troisième terme du quotient.
On trouve ainsi la règle suivante :
Le premier terme du quotient s obtient en divisant par a le premier terme du dividende.
Si ton suppose obtenus un certain nombre de termes du quotient, pour obtenir le coefficient d'un nouveau terme, on ajoute au coefficient du dernier terme écrit au quotient le premier des coefficients non encore employés du dividende, et on divise la somme par a.
Dans rapplicalion de cette règle, il est commode de disposer les calculs comme dans l'exemple suivant :
X'' DX^ -^ r^x -\- lO
lo divise par 2 donne 5, 5 et 7 font 12 qui, divisé par 2, donne 6; 6 et o font 6 qui, divisé par 2, donne 3 ; 3 el — 5 font — 2 qui, divisé par 2, donne — i ; — 1 et -h i font o. La division se fait exactement et le quotient par 2 — x est :
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45. — Étant donnés deux polynômes entiers en x, A et B, on dit que A est divisible par B s'il existe un polynôme entier en X qui, multiplié par B, reproduise A.
Si B est un diviseur de A, le produit de B par un facteur numérique quelconque est aussi un diviseur de A.
Car si, entre les polynômes A, B, Q entiers en .t, on a l'identité
A = BQ,
m désignant un facteur numérique quelconque, on aura aussi
A r= (mB)
et il est évident que — est un polynôme entier en x. ^ m ^ "
46. — Si un polynôme divise l'un des facteurs d'un produit, il divise le produit.
En effet, supposons que l'on ait entre des polynômes A, B, Q, entiers en x l'identité
A :== BQ,
multiplions les deux membres par un polynôme C entier en x et remarquons que pour multiplier par C un produit de deux fecteurs, il suffit de multiplier par C l'un des facteurs du produit. Nous trouvons
AC = B ;qg).
Donc, si B divise A, B divise le produit AC.
47. — Si un polynôme divise les deux parties d'une somme, il divise la somme.
Car si l'on a entre des polynômes A, A^, B, Q, Q^ les iden^ lités
A =BQ, A, -BQ,,
en ajoutant les identités membre à membre, on obtient
Les diviseurs communs au dividende et au diviseur d'une division sont les mêmes que les diviseurs communs au diviseur et au reste de cette division.
Car si l'on a l'identité
A = BQ -f- R
entre des polynômes A, B, Q, R entiers en x, tout diviseur commun à A et à B divisant à la fois les deux polynômes A et BQ, divise leur différence R ; et tout diviseur commun à B et àR divisant à la fois les deux polynômes BQ et R divise leur somme A.
48. Remarque. — Si on multiplie par un facteur numérique le dividende dune division^ le reste se trouve multiplié par ce facteur.
A et B étant deux polynômes entiers en x, supposons qu'on ait effectué la division de A par 13 après avoir ordonné les deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes de x et qu'on ait poussé l'opération jusqu'à un reste de degré inférieur au degré du diviseur. Soit Q le quotient et R le reste, on a
A = BQ + R.
Soit m un facteur numérique, multiplions par m les deux membres de l'égalité précédente, nous obtenons une nouvelle égalité que nous pourrons écrire
mA = B(mQ)-hmR.
Si maintenant on divise mX par B, qu'on pousse l'opération
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jusqu'à un reste de degré inférieur au degré de B, on sera con-
duit à l'ésfalité
mA == BQ' 4- R',
Q' et R' étant des polynômes entiers en x et le degré de R' étant inférieur au degré de B. Gomme la décomposition, sous cette forme, du polynôme mk. n'est possible que d'une seule manière, les polynômes mQ et Q' d'une part, mR et R' d'autre part, sont identiques. En particulier
C'est en cela que consiste le théorème.
Le théorème s'étend au cas où c'est un des dividendes partiels qui a été multiplié par un facteur numérique m : le quotient est altéré, mais le reste est simplement multiplié par m. Cela résulte de ce que le reste de la première division est aussi le reste de la division de l'un quelconque des dividendes partiels par le diviseur.
49. — 81 on miiltipUe ou si on divise par un niêrae polynôme le dividende et le diviseur d'une division, le quotient ne change pas et le reste se trouve multiplié ou divisé par ce polynôme.
Supposons qu'on ait effectué la division de deux polynômes entiers en x ordonnés suivant les puissances décroissantes de x et qu'on ait poussé l'opération jusqu'à un reste de degré inférieur au degré du diviseur. Soient A, B, Q, R, le dividende, le diviseur, le quotient et le reste de cette division, on a, entre ces polynômes, l'identité
A = BQ 4- R.
Si nous multiplions les deux membres de cette identité par C, nous obtenons une nouvelle identité qui peut s'écrire :
(AC) = (13C) Q -+- (RG),
(AG), (BG), (RG) représentant les polynômes entiers en x obtenus en effectuant les produits de A, B, R par G, et comme le degré de R était inférieur au degré de B, le degré de (RG) est inférieur au degré de (BG).
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La nouvelle identité montre donc que si on divise (AC) par (BG), les polynômes étant ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x, et si on pousse l'opération jusqu'à un reste de degré inférieur au degré du diviseur, on trouvera comme quotient Q et comme reste (RC), et c'est en cela que consiste le théorème.
Pour démontrer la seconde partie de l'énoncé, supposons que A et \\ admettent un diviseur commun G, R admettra aussi ce diviseur.
Nous pouvons diviser par G les deux membres de l'identité
A = BQ -t- R.
Gela donne une nouvelle identité qui peut s'écrire
A', B', R' désignant les quotients obtenus en divisant par G les polynômes A,B et R. La démonstration s'achève comme la précédente.
PLUS GRAND COMMUN DIMSEUR ALGÉBRIQUE
50. — Étant donnés deux polynômes entiers en .t, A et B, on appelle plus grand commun diviseur de A et de B le polynôme entier en x de plus haut degré qui divise à la fois A et B.
De même, on appelle plus petit multiple commun de deux polynômes A et B le polynôme de degré le moins élevé qui soit divisible par A et par B.
Cherchons à déterminer le plus grand commun diviseur de A et de B. Nous allons voir qu'il est défini à un facteur numérique près.
Supposons que le degré de B soit inférieur ou égal au degré de A ; il ne peut y avoir un diviseur commun dont le degré dépasse le degré de B, et s'il y a un diviseur commun du même degré que B, il ne peut différer de B que par un facteur numé-
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rique. Si donc B divise A, B est le plus grand commun diviseur cherché.
Effectuons la division de A par B, les polynômes étant ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x, et poussons l'opération jusqu'à un reste R de degré inférieur au degré du diviseur. Si ce reste est nul, B est le plus grand commun diviseur cherché. Si le reste R n'est pas nul, comme les diviseurs communs à A et à 1^ sont les mêmes que les diviseurs communs à B et à R, on est ramené à chercher le plus grand commun diviseur entre B et R.
On est ainsi conduit à diviser B par R et à pousser l'opération jusqu'à un reste R, de degré inférieur au degré de R, puis à diviser R par Ri et à pousser l'opération jusqu'à un reste R., de degré inférieur au degré de Rj.
En continuant de la sorte, on arrive nécessairement à une constante ou à un reste nul, puisque les degrés des restes successifs vont en diminuant.
Si l'on arrive à un reste nul, le reste précédent est le plus grand commun diviseur cherché.
Si l'on arrive à une constante, il n'existe aucun polynôme entier en X qui divise à la fois les deux polynômes donnés : on dit qu'ils %oni premiers entre eux, On dit aussi, dans ce cas, que le plus grand commun diviseur des deux polynômes est une constante. On est ainsi conduit à la règle suivante :
Règle. — Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes, après avoir ordonné ces deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes de x, on divise celui qui est du degré le plus élevé par l'autre, celui-ci par le reste de la division, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul. Le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur cherché.
Remarque. — Dans la pratique, afin d'éviter les coefficients fractionnaires, on peut multiplier tous les termes de l'un quelconque des polynômes par une quantité indépendante de x, pourvu que cette quantité soit finie et différente de zéro. De mêuKî, si l'on aperçoit un facteur commun aux coefficients de tous les termes d'un certain reste, on peut le supprimer.
CHAPITRE IV
Car si l'on multiplie par un facteur numérique le dividende d'une division, le reste se reproduit multiplié par ce facteur et la proposition reste vraie si, au lieu du dividende donné, on considère l'un des dividendes partiels (n° 48).
Exemple. — Trouver le plus grand commun diviseur des polynômes
a;* — Sx^ H- 3x'- — 3.r -f- 3 2x^ — bx- H- x -f- 2.
Voilà le détail des opérations :
Sx^ H- 3x2 — 3x H- 2 6x^ -i- 6x'- — C)x -+- l[
2X* ~{- bx^ X^ 2X
2X^ -+- lOX^ — i6x -\-
'.ix^ — bx- -\- X -h
T^ — bx^ ~{- X -+■ 2\x'^ — 3x-f
X' — Sx o
DX
On a multiplié deux fois le premier dividende par 2, afin d'éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le divisant par 5. Le plus grand commun diviseur des deux polynômes est ^2 — 3a? + 2.
51. — Si un polynôme entier en x divise deux autres polynômes entiers en Xy il divise leur plus (jrand commun diviseur.
Car il divise les restes des divisions sucèessives qui conduisent au plus grand commun diviseur, et par suite le plus grand commun diviseur qui est le dernier de ces restes.
52. — Si on multiplie deux polynômes entiers en x par un même polynôme, on multiplie par ce polynôme leur plus grand commun diviseur.
Soient A et B deux polynômes entiers en x, D leur plus grand commun diviseur, si M représente un autre polynôme en X, je dis que MA et MB auront pour plus grand commun diviseur MD.
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En effet, si on multiplie A et B par M, tous les restes des divisions successives qui conduisent au plus grand commun diviseur se trouvent multipliés par M ; il en est donc de même pour le plus grand commun diviseur qui est le dernier de ces restes.
Si on divise deux polynômes k etB par leur plus grand commun diviseur D, les quotients obtenus Q et Q' sont premiers entre eux.
En effet, si Q et Q' avaient un diviseur commun r/, autre qu'une constante, on aurait Q = dq, Q' == dq' , A = Y)dq, B = Y)dq\ Dr/ serait un diviseur de A et de B, et D ne serait pas le diviseur commun du degré le plus élevé.
53. Théorème. — SI un polynôme entier en x divise un produit de deux fadeurs et est premier avec l'un deux, il divise l'autre.
Soient A, B, G des polynômes entiers en x, si G divise AB et est premier avec A, G doit diviser B.
En effet G et A étant premiers entre eux ont pour plus grand commun diviseur une constante h; GB et AB, d'après un théorème précédent, ont pour plus grand' commun diviseur /iB.
Mais G divise AB par hypothèse, il divise évidemment GB, donc il divise le plus grand commun diviseur de ces deux polynômes /iB, et par suite B, qui n'en diffère que par un facteur constant.
54. Théorème. — Si deux polynômes entiers en x, A et B, sont prenners entre eux, on peut déterminer des polynômes entiers en X, A' et B', tels que l'on ait identiquement :
AB'-+-BA = i.
En effet, soient :
A = BQ -hR
les identités correspondant aux divisions successives qui condui- ^sent au plus grand commun diviseur de A et de B ; chacun des
restes R, R^ peut s'exprimer en fonction linéaire et homogène de A et de B, par exemple :
R ..= A — BQ
R, = B — RQ, _ B - Q, (A - BQ)
Il en sera de même du plus grand couuiiun diviseur D, qui est le dernier de ces restes, et l'on aura l'identité
AB, + liAj = D
Aj et Bj représentant des polynômes entiers en x.
D étant une constante différente de zéro, on peut diviser par D les deux membres de l'identité précédente, et l'on aura, en
désignant par A' et B' les quotients j^* et W^, qui sont des polynômes entiers en x,
AB' + BA'=i.
55. — Théorème. — Si deux polynômes entiers en x, A et B, de degrés p et q respectivement, ont un diviseur commun de degré n, on peut trouver deux autres polynômes A, et J3i, de degrés p — n et q — n respectivement j tels que l'on ait identiquement
AB, -f-BAj =0.
Soit D le diviseur commun de degré n des deux polynômes A et B. On a identiquement
A = DQ, B = DO,,
Q étant un polynôme de degré p — n, et Q, un polynôme de degré q — n. On en déduit
AQ, = i)QQ,, BQ = DQ,Q.
et par suite
AQ, — BQ =z o.
Cette dernière égalité est de la forme voulue ; si l'on pose en effet Q == — A,, Q, ^.^ B,, elle s'écrit AB, -\- BA, =z o, Ai étant un polynôme de degré/) — n, et B, un polynôme de degré q — n.
La proposition réciproque peut être énoncée comme il suit :
PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGEBRIQUE
Théorème. — Soient A etB deux polynômes entiers en x, de
degrés p et q respectivement. S'il existe deux autres polynonies
Al et B^ de degrés respectifs p — n et q — /z, tels que Ion ait
Identiquement
AB, -I- BA, = o,
le plus grand commun diviseur des deux polynômes A et B est de degré n, ou de degré supérieur à n.
Soient D le plus grand commun diviseur des deux polynômes A et B, Q le quotient de A par D, Q' le quotient de B par D. Bemplaçons A par QD, B par Q'D dans l'identité
ABi M- BA, == o :
il vient
QDB, 4- Q'DA, =r. D (QB, -f- Q'A J = o.
Le polynôme D n'étant pas nul, il faut donc que l'on ait identiquement
QB, -f- Q'A, = o, ou Q]\ = (— Q') A,.
Le polynôme Q divisant le produit QBj divise aussi le produit Q'Aj ; or il est premier avec Q', il doit donc diviser Aj (n^ 52). Ce polynôme Ai étant de degré p — n, il s'ensuit que Q est au plus du même degré p — n, ou de degré inférieur hp — n. D'ailleurs, le degré yj du polynôme A est égal à la somme des degrés des deux polynômes D et Q. Le degré de Q étant au plus égal à p — n, il s'ensuit que le degré de D est au moins égal à la différence yj — {p — n), c'est-à-dire au moins égal à n.
ARRANGEMENTS
56. — Je suppose que l'on ait m objets distincts. On appelle arrangements de ces m objets n Ix n les diflerentes dispositions que l'on peut former avec ces m objets, en les prenant n à n de toutes les manières possibles, et les plaçant les uns à cAté des autres sur une ligne droite. Deux arrangements dilïcrent, par la nature des objets qui les composent, ou seulement par l'ordre dans lequel ils sont placés.
Par exemple, avec les trois lettres a, h, c, prises deux à deux de toutes les manières, on peut former les six arrangements suivants :
ah, ac, ba, hc, ca, ch.
Le premier et le troisième ne diffèrent que par l'ordre des lettres ; de môme le second et le cinquième, le quatrième et le sixième.
Nous représenterons en général les m objets par les premières lettres de l'alphabet ■^<'^'
et nous désignerons par le symbole A;;, le nombre des arrangements que l'on peut former avec ces ni objets pris n à n de toutes les manières possibles.
On obtient évidemment les arrangements des ni lettres une à
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une en prenant chacune d'elles séparément, ce qui donne m a, h, c k.
arrangen^ents
Ainsi
Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux àdeux^ en mettant à la suite de la première lettre a successivement chacune des autres lettres, à la suite de la seconde lettre b successivement chacune des autres, et ainsi de suite, ce qui donne le tableau suivant :
ab, ac^ ad , ak,
ha, bc, bd, , bk,
ca, cb, rd, ck,
ka, kb, kc, , kh.
La première ligne horizontale contenant tous les arrangements qui commencent par la lettre a, la deuxième tous ceux qui commencent par la lettre 6, etc., nous avons ainsi formé tous les arrangements des m lettres deux à deux. Puisque chaque ligne horizontale renferme //? — i arrangements, et qu'il y a m lignes, le nombre des arrangements contenus dans le tableau
est 7/1 (m — i) ; on a donc
Al, = m [m — I
De même, si, à la suite de chacun des arrangements deux à deux, on place chacune des m — 2 autres lettres, on forme
les arrangements trois à trois
abc, abd, ahk,
acby acd, ack,
bac, bad, bak,
A la suite du premier arrangement ah de deux lettres, nous
avons écrit chacune des autres lettres c, f/, , k; de même,
à la suite du second ac, chacune des autres lettres 6, r/, ,
k, etc. Nous avons formé ainsi tous les arrangements trois à trois ; car un arrangement de trois lettres se compose nécessairement d'un arrangement de deux lettres suivi d'une autre lettre. Le même arrangement n'est pas répété deux fois, car les arrangements d'une même hgne horizontale diffèrent par la troisième lettre, et deux arrangements de deux lignes dilTérentes par l'arrangement des deux premières lettres. Chaque ligne horizontale contient m — 2 arrangements ; il y a m [m — i) lignes horizontales, autant que d'arrangements deux h deux ; donc le nombre des arrangements des m lettres trois à trois est
AJ„ =- m (m — i) (m — 2).
En continuant le même raisonnement, on arrive à la formule générale
Le nombre des arraïKjements de m objets n à n est éijal aa produit de n nombres entiers consécutifs décroissants à commencer par m.
Il est bon de s'assurer que cette formule, écrite par induction, est générale. Supposons que Ton ait formé les arrangements des m lettres n — i an — i , et que l'on veuille former les arrangements n h n. A la suite de chacun des arrangements n — i à n — I , on écrira successivement chacune des m — n-\- 1 autres lettres. On obtiendra de la sorte tous les arrangements nkn; car un arrangement de n lettres se compose d'un arrangement tle n — I lettres suivi d'une autre lettre. Le même arrangement ne se trouve pas répété deux fois ; car deux quelconques des arrangements ainsi obtenus diffèrent, soit par la dernière lettre, soit par l'arrangement des n — i premières lettres. Chacun des arrangements précédents donnant m — /i -h i arrangements nouveaux, on a la relation générale
A;^==Ar* X [ni — n + i).
PERMUTATIONS Ôg
On en déduit, en donnant successivement à n les valeurs 2, 3, 4, ....,, /î.
Al = Al X (m — 2), a:. = Al X (m - 3). ^
Si l'on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteurs iniGrmédiaires disparaissent, et Ton obtient la formule
Kn = "^ ('" — i) ("^ — 2) (m — 71 H- l).
Applications. — 1° Quel est le nombre des arrangements de sept lettres trois à trois? C'est le produit de trois nombres entiers consécutifs décroissants, à commencer par 7,
Aï = 7.6.5 = 210.
2^" Combien y a-t-il de nombres composés de deux chiffres significatifs différents ? Autant qu'on peut former d'arrangements avec les neufs chiffres significatifs deux à deux,
Ar^=:.9.8=72.
3* Combien y a-t-il de nombres composés de cinq chiffres significatifs différents ? Autant qu'on peut former d'arrangements cinq à cinq avec les neuf chiflVes significatifs,
PERMUTATIONS
57. — On dippeWe permutations de m objets les différentes dispositions que l'on peut donner à ces m objets, en les plaçant les uns à coté des autres sur une ligne droite. Chaque permutalion contient tous les objets, et deux permutations ne diffèrent que par l'ordre des objets.
Ainsi, avec deux lettres a et 6, on peut former deux permutalions
ab, ha.
Nous désignerons en général par P^ le nombre des permutalions de m objets. Il résulte de la définition que les permutations de m objets ne sont autre chose que les arrangements de ces m objets pris tous ensemble, c'est-à-dire m k m ; on a donc, suivant la notation habituelle,
ou, si Ton change l'ordre des facteurs,
Le nombre des permutations de m objets égale le produit des m premiers nombres entiers..
Applications. — i° Combien peut-on former de mots de trois lettres différentes avec trois lettres données ? C'est le nombre des permutations de trois lettres :
2" De combien de manières peut-on disposer dix soldats en ligne ? C'est le nombre des permutations de dix objets :
Remarque. — Nous avons déduit la formule des permutations de celle des arrangements comme cas particulier. Voici comment on peut établir cette formule directement.
On ne peut évidemment donner qu'une disposition à une lettre a ; ainsi
Avec deux lettres a et />, on peut former deuf permutations
ab, ba, et l'on a
Si, dans chacune des permutations précédentes, on introduit la lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, au commencement, on obtient les permutations de trois lettres a, 6, c,
fl6c, ad), cab, bac, bca, cba.
On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres ; car
une permutation de trois lettres se compose d'une permutation des deux premières lettres a et b k laquelle on ajoute la troisième lettre c à une place déterminée. La même permutation ne se trouve pas répétée deux fois ; car deux permutations quelconques diffèrent, soit par la place de la lettre c, soit par la disposition des deux autres lettres. Chacune des permutations précédentes donnant trois permutations nouvelles, on a
De même, si, dans chacune des permutations des trois lettres a, 6, c, on introduit la lettre d à toutes les places, et il y a quatre places, deux intermédiaires et deux extrêmes, on obtient les permutations des quatre lettres a, b, c, d ; chacune des permutations précédentes donnant quatre permutations nouvelles, on a
En continuant le même raisonnement, on arrive à la formule générale
58. — On appelle combinaisons de m objets n h n les différents groupes que l'on peut former avec ces ni objets, en les prenant n k n de toutes les manières possibles, de façon que deux groupes diffèrent au moins par la nature d'un objet.
Dans les combinaisons on n'a pas égard k la disposition des objets.
Par exemple, avec les trois lettres a, b, c, prises deux à deux, on ne peut former que trois combinaisons
«6, ac, cb,
tandis que l'on a six arrangements.
Nous désignerons en général par C'^, le nombre des combinaisons de m objets n k n. La formule des combinaisons se déduit de celle des arrangements et de celle des permutations.
Imaginons, en effet, les combinaisons de m lettres n h n formées. Si nous donnons aux n lettres qui composent chacune de ces combinaisons toutes les dispositions possibles, c'est-à-dire si nous formons les permutations de ces n lettres, nous obtiendrons les arrangements des m lettres n an. Nous aurons ainsi tous les arrangements ; car un arrangement quelconque est une combinaison dans laquelle les n lettres qui composent cette combinaison sont disposées dans un certain ordre ; et nous n'aurons pas deux fois le même arrangement ; car les arrangements fournis par une même combinaison diffèrent par l'ordre des lettres, et ceux qui sont fournis par des combinaisons différentes diffèrent au moins par la nature d'une lettre. Chaque combinaison donnant un nombre de permutations égal à P„, on a
A". = Cl X l'„ ; d où
An
et, en remplaçant par les valeurs connues,
Applications. — Pour appliquer la formule, on écrit d'abord au dénominateur les n premiers nombres entiers, puis on écrit au numérateur autant de nombres entiers décroissants, à commencer par ni.
1° Nombre des combinaisons de 5 objets 2 à 2 ;
Ci = ^^''=10. ■■
2" Nombre des combinaisons de lo lettres ^ h. ^ ; ^, io.q.8.7
3° Nombre des combinaisons de 10 lettres 6 à 6 ;
Nous démontrerons sur les combinaisons deux théorèmes qui nous seront utiles par la suite.
59. Théorème I. — Le nombre des combinaisons de m objets n à n est égal aa nombre des combinaisons de m objets m — n à m — n.
Supposons, en effet, que l'on ait m numéros dans une urne ; si l'on en tire n, il en restera m — n dans l'urne ; ainsi, à chaque combinaison de n numéros tirés correspond une combinaisijn de m — n numéros restants, et réciproquement.
' m — Il
On peut d'ailleurs vérifier aisément l'égalité des deux nombres
çn m (m — i) ....^(m — n -j- i)
'"■ ^r . 2.3 Il
car^ si l'on multiplie les deux termes de la première fraction par le produit i. 2 (ni — n), les deux termes de la seconde par I. 9 n, les dénominateurs deviennent égaux et
l'on a au numérateur le produit des nombres entiers consécutifs de I à f)i ; il vient de la sorte
çn Ç'».n __ ^ • ^ • 3 m ^
Par exemple, le nombre des combinaisons de 5 objets zi à /j est égal au nombre des com]3inaisons de 5 objets i à i, le nombre des combinaisons de 5 objets 3 à 3 est égal au nombre des combinaisons de 5 objets 2 à 2.
Théorème II. — Le nombre des combinaisons de m objets n à n est égal aa nombre des combinaisons de m — i objets n à n, plus le nombre des combinaisons de m — i objets n — i an — I .
En effet, les combinaisons de m lettres a, b, c, , /c, prises
n à n, peuvent être distinguées en deux catégories, celles qui ne contiennent pas une certaine lettre k, et celles qui la contiennent. La première catégorie se compose évidemment des combinaisons des m — i premières lettres n à /z. On obtiendra
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celles de la seconde catégorie en formant les combinaisons des m — I premières lettres n — i h n — i, et ajoutant à chacune d'elles la lettre /.-. On a donc :
On peut aussi vérifier facilement cette égalité au moyen de la formule des combinaisons.
Par exemple, le nombre des combinaisons de 7 objets 3 à 3 est égal au nombre des combinaisons de 6 objets 3 à 3, plus le nombre des combinaisons de G objets 2 à 2.
PROBABILITÉS
60. — On appelle probabilité d'un événement le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des cas possibles, lorsque tous ces cas sont 'également possibles. Je suppose qu'une urne renferme 12 boules d'égale grandeur, 7 blanches et 5 noires. On tire une boule au hasard, et l'on demande la probabilité pour chaque couleur. Il y a 12 cas possibles et également possibles ; 7 pour les blanches, 5 pour les noires. La
probabilité est donc ^(^ pour la sortie d'une blanche, ' pour la sortie d'une noire.
La loterie se composait de (jo numéros ; à chaque tirage il en sortait 5 au hasard. Une personne désigne un numéro, par exemple le numéro 20; si le numéro désigné se trouve parmi les 5 numéros sortants, la personne a gagné, sinon elle a perdu. C'est là ce qu'on appelait un extrait . Il est facile d'évaluer la probabilité. Puisqu'on tire 5 numéros à chaque fois, le nombre des cas possibles est le nombre des combinaisons de 90 numéros 5 à 5,
Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent le Buméro désigné 20 ; pour les former, imaginons que l'on ote ce
PROBABILITÉS
numéro 20 et que l'on combine les 89 autres numéros 4 à 4, puis que l'on ajoute à chacune de ces combinaisons le numéro 20 ; on aura de cette manière toutes les combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi, le nombre des cas favorables est le nombre des combinaisons de 89 numéros 4 à 4,
La probabilité de la sortie du numéro désigné, ou le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des cas possibles,
est le quotient de G^g par G^^, soit — ou ^g. Ainsi, sur 18 cas
possibles, il y en a un favorable à la personne qui prend l'extrait, et 17 pour la loterie. Il faudrait donc parier i contre 17. La loterie, au lieu de 17 fois, ne donnait que i5 fois la mise.
Lorsqu'on désigne deux numéros, on prend ce qu'on appelle un ambe ; si les deux numéros désignés sont tous deux parmi les cinq numéros sortants, on a gagné; sinon on a perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent les deux numéros désignés ; on les formerait en combinant les 88 autres numéros 3 à 3, et ajoutant à chacune des combinaisons les deux numéros désignés. Ainsi, la probabihté de la sortie d'un ambe
est le rapport de Ggg à GJ^^, soit — —g- ou 0 — . Il faudrait donc
parier 2 contre 799, ou i contre 399 -h -; la loterie ne donnait que 270 fois la mise.
On trouvera de même que la probabilité du terne est — ■;:j^,
celle du qiiaterne r 00 . La loterie ne donnait que 5 5oo fois la mise pour le terne, 76 000 fois pour le quaterne.
Briot — Leçons d'Algèbre
CHAPITRE VI
61. — On sait que le produit de deux polynômes est égal à la somme des produits que l'on obtient en multipliant chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur. En général, le produit de plusieurs polynômes est la somme des produits que l'on obtient en prenant de toutes les manières possibles un terme dans chacun des polynômes proposés.
Proposons-nous d'abord d'effectuer le produit des m facteurs binômes
{x + a) (ce -h b) [x -h c) {x 4- h) (x -h k),
en l'ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de x. D'après la loi que nous venons de rappeler, le produit de ces m facteurs binômes est la somme des produits que l'on obtient en prenant de toutes les manières possibles un terme dans chacun d'eux. Si l'on prend les m premiers termes, on obtient le premier terme se*" du produit. Si l'on prend le second terme a dans le premier facteur binôme, et le premier terme x dans tous les autres, on obtient le produit ax''''^ qui est du degré jYi — I par rapport à a:; ; en prenant de même le second terme b dans le second facteur binôme, et le premier terme x dans tous les autres, on a bx'^~^ ; le second terme de l'un quelconque des facteurs binômes, combiné avec les premiers termes de tous les autres, donne au produit un terme en a:'"~* ; si l'on réunit tous ces termes du degré m — i , on reconnaît que le coefficient de
rc"'"^ est la somme des m quantités a, 6, c, A-, somme que,
pour abréger, nous désignerons par S^. Ainsi, le second terme du produit est Sia;'"""^
Prenons maintenant les seconds termes dans deux quelconques des facteurs binômes, et les premiers dans tous les autres, nous formerons les termes du degré m — 2, tels que abx'''~^f acjc"'~'S 6cx"'~-, etc. ; en réunissant tous ces termes nous voyons que le coefficient de a:"' ~'- est la somme S^ des
produits des m quantités a, 6, k deux à deux, de sorte que
le troisième terme du produit est S^sc"" ~ ^.
En prenant de même les seconds termes dans trois quelconques des facteurs binômes et les premiers dans tous les autres, on formera les termes du degré m — 3, tels que abcx''^"^, abdx''^~\ etc. Réunissant ces termes en un seul, et appelant S3
la somme des produits des quantités a, 6, A trois à trois,
on obtient le quatrième terme Sg^?'"""^ du produit.
En général, si l'on prend les seconds termes dans n quelconques des facteurs binômes et les premiers dans les m — n autres, on forme les termes du degré m — n; réunissant ces termes et représentant par Sn la somme des produits des m
quantités a, 6, k prises n à n, on a le terme général SnX'"^'"-
du produit.
On obtient les termes du premier degré en prenant les seconds termes dans tous les facteurs binômes, excepté un, et le premier dans cet autre ; ces termes réunis donnent l'avant-der-
nier terme du produit, S,„_ia;. Enfin le produit abc k des
seconds termes de tous les facteurs binômes, produit que nous désignerons par S„j, donne le dernier terme du produit demandé.
Ainsi, le produit des m facteurs binômes se développe de la manière suivante ; a:'" -h SjX'»-^ -f- S^x"^-^ H- S„x'»-" -h S„j_irr -h S^.
Supposons maintenant que les quantités a,b, c, k
soient égales entre elles, le produit des m facteurs binômes
devient (x 4- a)'". Voyons à quoi se réduit le développement :
la somme Si des quantités a, 6, c, , k est ma^ puisque
chacune de ces quantités devient égale à a et qu'il y en a m. La lettre 83 désigne la somme des produits de ces mêmes quantités deux à deux ; chacun de ces produits est égal à a% et il y en a un nombre marqué par le nombre des combinaisons de m lettres deux à deux, soit -^ — - — ^ ; leur somme 83
est donc égale à — a-. De même, 83 désigne la somme
des produits trois à trois ; chacun d'eux étant égal à a^ et leur nombre étant — o , leur somme est égale à
mjm — i) (m — 2)
En général, Sn désigne la somme des produits des m quantités a, h y c, , h prises /i à /i ; ces quantités devenant égales
à a, chacun des produits est égal à a"; leur nombre étant le nombre des combinaisons de m lettres n à n, on a
Enfin, le dernier terme, ou le produit des m quantités égales
a, 6, , /c, se réduit à a'".
On a ainsi la formule
connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très fréquemment employée ; elle sert à former le développement d'une puissance quelconque d'un binôme. Le terme général, celui qui occupe le /i -h i® rang dans le développement, est, comme nous l'avons dit,
^^^ I. 2. 3 Al
Si, dans la formule (i), on remplace a par — a, on obtient le développement de {x — a)"%
(x — a)'" = x^'' — "^ a:c»^-* m(m— i)^^ x'« -2 — db a"" ;
les signes alternent.
63. Remarque I. — Dans la formule du binôme, les exposants de X vont en diminuant graduellement d'une unité ; ceux de a vont, au contraire, en augmentant ; la somme des exposants de [a et de x dans chaque terme est constamment égale à m.
Le nombre des termes du développement est m h- i ; car les exposants de x forment la suite des m premiers nombres entiers, plus l'exposant zéro du dernier terme,
en tout m ~h I termes.
64. Remarque II. — Les coefficients des termes également distants des extrêmes sont égaux. Si l'on écrit la formule du binôme en laissant les lettres qui marquent les nombres de combinai-
(x + a)'» = X'" -h Cl ax'"-' -t- Cl é- ^'"-2 -1-
H- G;;^-2 a'"-2 ^2 4- CZ"^ a'»-i x -h a»'.
Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coefficients Tunité, le second terme et l'avant-dernier ont pour coefficients C^ et G;;*-^ ; mais, en vertu d'un théorème démontré (n^ 5^), \ ^ on sait que ces deux nombres sont égaux. De même les troisièmes termes, à partir des extrêmes, ont pour coefficients les nombres égaux G^ et G^-^ etc.
65. Remarque III. — Les coefficients se déduisent les uns des autres par une loi très simple : multipliez le coefficient du dernier terme obtenu par l'exposant de x dans ce terme et divisez par le rang de ce terme, vous aurez le coefficient du terme suivant.
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En effet, le n -4- i" terme du développement est
n — i] Il
le terme précédent
On déduit le /i H- i" terme du précédent en augmentant d'une unité l'exposant de a et diminuant d'une unité celui dex. Quant au coefficient, on le forme en multipliant le coefficient précédent par l'exposant m — n -h i de x dans ce terme précédent, et divisant par /î, rang de ce terme.
Exemples. — Il importe de s'exercer à développer rapidement la puissance d'un binôme. La règle que nous venons d'indiquer facilite beaucoup le calcul.
1° (x H- a)' = x' -{- '^ax^ -h 2ja'^x"' -+- Soa^x^
-+- Sba'^x^ -h 2ia''x^' -+- ^ja^'x -H «^
Pour passer du second terme au troisième, il faut multiplier par 6 et diviser par 2, ce qui revient à multiplier par 3. Pour passer du troisième terme au quatrième, il faut multiplier par 5 et diviser par 3 ; on divisera d'abord 21 par 3, ce qui donne 7, et l'on multipliera par 5, ce qui fait 35. Le développement contenant 7 H- I ou 8 termes, et les coefficients des termes également distants des extrêmes étant égaux, il suffit de trouver les quatre premiers ; les quatre autres sont les mêmes en ordre inverse.
30 (;^ 4_ af = x" -h Hax"^ -h 28rt2j'« -h ■ô(Sa'x^
-h 70«*x* -H 5Ga^a-=^ H- 28aV^ -t- 8a V h- a^
Le développement contient 9 termes ; il est nécessaire de calculer les cinq premiers ; arrivé au terme 7oa'*x*, on remarque que les coefficients se reproduisent.
30 (^ _ rt)»i rzr: x'^ — I io-t'^ H" 55aV' — i65a'^a^»
-h SSoa^j-^ — 402a^x« + k(S2a''x' — 33o«lx^ 4- i^ha^x' — 55a^x2 _^ iiai°x — «'^
Le nombre des termes étant pair, le dernier terme a le signe
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— , et les termes égalements distants des extrêmes sont affectés de signes contraires.
40 1^^ — ^^2 ^= x*^ — i2ax^^ -h 66a^x^^ — 2 2oa'x* -f- ^gba^x^ — 792a^x' H- çi2^a^x^ — 792a'^rr^ -h ^g^a^x'* — 22oa^x* -+- Ù6a^^x'^ — I2a^^x -f- a^^.
Le développement contenant un nombre impair de termes, le dernier a le signe +, et les termes également distants des extrêmes sont affectés du même signe.
66. Remarque IV. — Les coefficients vont en augmentant du commencement jus qu au milieu du développement et en diminuant du milieu à la fin. En effet, le rapport du coefficient du /i 4- i** terme à celui du terme précédent est, comme nous l'avons dit,
C'est par ce rapport que l'on multiplie le coefficient du n" terme pour former celui du ai -h i" terme. Les coefficients vont en croissant tant que le multiplicateur reste supérieur à l'unité ; ils vont, au contraire, en décroissant quand ce multiplicateur devient inférieur à l'unité. Posons donc
et résolvons cette inégalité par rapport à n, nous aurons
La fraction désie:ne la moitié du nombre des termes
du développement : ainsi les coefFicients vont en croissant jusqu'au milieu. A partir du milieu, l'inégalité change de sens et les coefficients décroissent.
Il y a deux cas à distinguer : 1° lorsque m est pair, le nombre des termes m + i est impair : il y a, au milieu, un coefficient plus grand que tous les autres. Ainsi, dans le développement de (x -\- i)% dont nous n'écrivons ici que les coefficients
le coefficient 70 est le plus grand : 2° lorsque m est impair, le nombre des termes est pair ; il y a, au milieu, deux coefficients égaux plus grands que tous les autres. Ainsi, dans le développement de [x 4- a)'', dont les coefficients sont
les deux coefficients 35 du milieu sont les plus grands.
Ce qui précède donne une propriété des combinaisons qu'il est bon de remarquer. On demande, par exemple, de quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir le plus grand nombre de combinaisons. Il est clair qu'il faut les combiner 4 à /i ; car les coefficients du développement de {x -h a)% à partir du second, sont le nombre de combinaisons que l'on peut former avec 8 objets, en les prenant i à i, 2 à 2, 3 à 3, etc. ; le plus grand coefficient étant le cinquième, il en résulte que le nombre des combinaisons des 8 objets 4 à /i surpasse les autres nombres de combinaisons. De même, avec 7 objets, on obtient, le plus grand nombre de combinaisons en les prenant 3 à 3 ou
67. Remarque V. — Si, dans le développement de {x -h a)'», on fait X = 1 et a = i , chaque terme se réduit à son coefficient, et l'on a
Ainsi, la somme des coefficients du développement est égale à 2'".
En retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas un nombre de combinaisons, on en conclut que le nombre total des combinaisons qu'on peut faire avec m objets^ en les prenant de toutes les manières possibles, soit i à i, soit 2 à 2, etc., est
G', + Cl H- Cl -f- -f- a^ = 2-- 1.
68. Remarque VI. — Si, dans le développement de {x — a)»", on fait X = 1 et a = ] , on a
^m ^,u -T~ -I- '-'JM»
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d'où l'on déduit
G^ -4- Cf„ -4- == i-H Q„ + Gf„ -h
Ainsi, quand on forme toutes les combinaisons possibles avec m objets, le nombre des combinaisons qui renferment un nombre impair d'objets surpasse d'une unité le nombre des combinaisons qui renferment un nombre pair d'objets. Si donc on appelle u et v ces deux nombres de combinaisons, on a
On en déduit
Par exemple, avec lo objets, on peut former en tout 2'" — i, c'est-à-dire 1028 combinaisons. Parmi ces combinaisons, 5i2 contiennent un nombre impair d'objets, 5i i un nombre pair.
69. Somme des carrés des coefficients du binôme. — Dans le produit du développement de (x -h i)" par lui-même, le coefficient du terme en x^ est égal à la somme des carrés des coefficients du binôme. On le voit simplement en écrivant
(x4- i)" = ^"-i-Gia:«-i -+- G2x"-2-h -|-C;Î
(i-+-j-)«=i -^Clx -h 02^2 H- -+-G>»
et en multipliant membre à membre; dans le produit des seconds membres, le coefiicient du terme en x^ est
1 + (C,)' + (qy^ + ^-(c;)^
Mais le produit des premiers membres est évidemment identique di[x -\- i)'-^". La somme cherchée s'obtient donc en prenant le coefficient du terme en ^" dans le développement de {x -f- i)2".
Elle est donc égale à C"„, c'est-à-dire à
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70. — Nous avons désigné par P^ le nombre des permutations que l'on peut former avec m lettres, quand toutes les^ lettres sont différentes. Supposons maintenant que, parmi ces-
m lettres, il y en ait a égales à a, les lettres b, c, d^ étant
différentes ; voyons à quoi se réduit le nombre des permutations. Appelons x le nombre des permutations différentes que l'on peut former avec les m lettres proposées, parmi lesquelles a sont égales à a. Si, dans chacun de ces arrangements, on laisse 6, c,
(/, à leurs places, et si l'on permute entre elles les a lettres
a, on n'apportera aucun changement apparent dans l'arrangement ; mais, si on affecte les lettres a d'indices, si on les désigne par
afin de les distinguer les unes des autres, chacun des x arrangements précédents produira Pa arrangements distincts. Gomme on a maintenant m lettres différentes, on a formé de la sorte les P„i permutations des m lettres différentes. On a ainsi
d'où
Par exemple, avec les lettres a, a, b, dont deux sont égales
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à a, on ne peut former que p^ , c'est-à-dire 3 permutations différentes.
aab, aba, haa.
Pour reprendre le raisonnement sur cet exemple, afin de le rendre plus sensible, affectons d'indices les deux lettres a et permutons les deux lettres a^ et a^ ; le premier arrangement aah fournira deux arrangements distincts a^a^b, a^afi ; le second aba fournira de même aiba^, a^bai ; le troisième donnera 6aia2' ^^2^1 î on aura formé ainsi les six permutations
a^a^b^ «i6«2, ba^a^^ CL^a^b, ci-iba^, ba^a^^
des trois lettres différentes a^, a->, h.
Supposons maintenant que, parmi les m lettres, il y en ait oc égales à a et jS égales à 6, les autres étant différentes, et appelons X le nombre des permutations que Ton peut former avec ces m lettres. Si l'on affecte d'indices les |5 lettres 6, afin de les distinguer les unes des autres, et que, dans chacun des arrangements précédents, on permute ces j3 lettres, chacun de ces x arrangements fournira Pp arrangements distincts, et l'on aura en tout a; X Pp arrangements ; ce sont les permutations de m lettres, parmi lesquelles a sont égales à a, les autres étant diffé-
Pm
rentes ; le nombre de ces permutations étant égal à p^' , on a
X X Pp = pf;
d'où
On peut continuer le même raisonnement. Si, parmi les m lettres, a sont égales k a, ^ h h, y h c, les autres étant différentes, le nombre des permutations que l'on peut former avec ces m lettres sera exprimé par la formule
^^^ ivpypy'
et ainsi de suite.
Par exemple, si l'on a cinq lettres a, trois lettres 6, deux lettres c et une lettre (/, avec onze lettres on peut former un nombre de permutations marqué par
^\^s^-2^i ~ I-2.3.A.5 x~i72:s^xi::^x~i = ^^t^o.
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71 . — Nous avons désigné par G;|, le nombre des combinaisons que l'on peut faire avec m lettres différentes, en les prenant ^ à 71 de toutes les manières possibles, chaque lettre n'entrant qu'une fois au plus dans chaque combinaison. Supposons maintenant que l'on puisse répéter une même lettre autant de fois qu'on le voudra, et nommons D"n le nombre des combinaisons que l'on formera de cette manière. Par exemple, avec quatre lettres différentes a, b, c, d, quand une même lettre n'entre qu'une fois dans chaque combinaison, on peut former quatre combinaisons trois à trois,
06c, abd, acd, bcd;
ce sont les combinaisons telles que nous les avons considérées jusqu'à présent. Mais, si l'on peut répéter une même lettre, outre les combinaisons précédentes, on en aura d'autres
aab, bba, cca, dda, aaa, bbb, ccc, ddd,
dans lesquelles une même lettre entre deux ou trois fois. Dans cet exemple, on a donc G^ r=: 4, DJ =z 20.
Yoici comment on peut trouver le nombre des combinaisons avec répétition. Imaginons qu'on ait formé un tableau contenant toutes les combinaisons des m lettres n à n avec répétition, et comptons le nombre des lettres écrites dans le tableau j
aac,
aad,
bbc,
bbd,
ccb,
ccd,
ddb,
ddc,
bbb.
ccc,
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chaque combinaison contient n lettres, différentes ou non ; le nombre des combinaisons étant représenté par D'^, le nombre total des lettres écrites dans le tableau est /i x D^ ; les m lettres y entrant toutes le même nombre de fois, l'une d'elles, par exemple la lettre a, y entre un nombre de fois marqué par
~, Mais on peut trouver ce nombre d'une autre manière ;
mettons à part les combinaisons qui contiennent la lettre a, et de chacune d'elles ôtons la lettre a une fois, il nous restera évidemment les combinaisons des m lettres n — i à n — i avec répétition, combinaisons dont le nombre est D,,^~* ; en vertu du raisonnement précédent, la lettre a entre dans ces combinai-
sons un nombre de fois marqué par
(^— i) X D,Jî-
si l'on
ajoute maintenant à chacune d'elles la lettre a supprimée, pour rétablir les combinaisons primitives, on voit que la lettre a entrera dans le tableau un nombre de fois marque par
(n_OxD,r'^D„_,_ <,^
{pi -H n _ i) X D,;;-^
n a donc
OU
On en déduit, en donnant successivement à n les valeurs
2, 3 , Ry
D^ = Dl X DL = Di X
T\n rv n
Si l'on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteurs in-
termédiaires disparaissent, et l'on obtient la formule //.^ Vit __ m(m -h i) (m -4- a) (m -j- n — i)
Dans les combinaisons ordinaires, dont le nombre est designé par G",, le nombre 11 des lettres qui entrent dans chaque combinaison ne peut surpasser le nombre m des lettres données. Mais, quand on répète une même lettre autant de fois qu'on le veut, rien n'empêche que n ne soit plus grand que m.
PUISSANCE D'UN POLYNOME
72. — Proposons-nous actuellement d'eflectuer le développement de la puissance d'un polynôme,
[a -^ h -\- c -h- ky,
c'est-à-dire d'effectuer le produit de m polynômes égaux entre €ux. On sait que le produit de plusieurs polynômes est la somme des produits que l'on obtient en prenant un terme dans chacun d'eux, de toutes les manières possibles. Si nous prenons la lettre a dans a facteurs, la lettre h dans ^6 autres, la lettre c dans y autres, etc., nous aurons un terme de la forme
aV^J ;
la somme des exposants, ou le degré du terme, est constamment égale à m. Il est évident que l'on obtient plusieurs fois ce même terme, autant de fois que l'on peut former d'arrangements avec a lettres égales k a, fj lettres égales à b, y égales à c, etc. ; car à chacun de ces arrangements correspond une manière particulière d'obtenir le terme a'b^c^ ; en réunissant ces termes
égaux, on aura
Le développement peut donc être représenté par la formule
(5) (a + 6 + c + .. -^ kyn ^^ __ J^-^ ^a^^,j ^
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le signe 1 indiquant une somme de termes de la même forme.
Toutefois, si l'un des exposants a, jS, 7 , devient égal à
zéro, il faut convenir que le symbole Pq, qui n'a aucun sens par lui-même, sera remplacé par l'unité. Supposons, par exemple, a = o; on prend la lettre b dans ^ facteurs, la lettre c
dans y facteurs, etc. ; le terme b^^ct , dans lequel la somme
jS -4- y H- des exposants est égale à m, est répété un nombre
de fois marqué par le nombre des permutations que l'on peut
former avec j3 lettres 6, y lettres c ; ce nombre est p~^
la formule générale conviendra, si l'on remplace Pa ou P^ par l'unité.
73. — Il est facile de trouver le nombre des termes du développement. Désignons par p le nombre des termes du polynôme que Ton élève à la m*'. puissance. Chaque terme du développement, abstraction faite du coefficient, est de la forme
ra%^c^ , ou
aaa bbb ce ;
il contient m lettres en tout ; c'est une combinaison m h m des
p lettres a, b, c, k, avec répétition ; le nombre des termes
I du développement est donc égal au nombre des combinaisons de p lettres m k m avec répétition, c'est-à-dire à
Ce nombre est égal au nombre des combinaisons dep -h m — i lettres m km sans répétition ; mais on sait que Cp^^-i = Gjj:pJn-i ; on aura donc /^^ n'" — (m -\- i) (m -^ 2) (m -\- p — i)
^'^ ^~ 1.2 (T^^^nô •
On appliquera l'une ou l'autre de ces formules, suivant les cas.
74. — Considérons en particulier le carré (a d'un polynôme, ou le produit
de deux polynômes égaux. Si l'on prend la même lettre a dans les deux polynômes, on a le terme a^ ; comme on ne peut obtenir ce terme que de cette manière, son coefficient est l'unité. Si l'on prend une lettre a dans l'un des polynômes, et une autre lettre b dans l'autre, on a le terme ab ; il est évident que ce terme peut être obtenu de deux manières, soit qu'on prenne la lettre a dans le premier polynôme et la lettre b dans le second, ou la lettre a dans le second et la lettre b dans le premier ; ces deux manières correspondent aux deux arrangements ab et ba ; le coefficient de ce terme sera donc égal à 2, et l'on aura 2ab. On conclut de là que le carré d'un polynôme est égal à la somme des carrés de tous ses termes, plus deux fois la somme des produits des termes deux à deux.
Considérons encore le cube (a H- 6 -h c y d'un polynôme. D'après la formule générale (5), le développement contiendra trois sortes de termes : i" des termes de la forme a^ ayant
pour coefficients l'unité ; 2° des termes de la forme a^b ayant
p pour coefficients p-p- ou 3 ; 3° des termes de la forme abc,
ayant pour coefficients p-rner ou 6. On en conclut que le cube
d'un polynôme est égal à la somme des cubes de ses différents termes, plus trois fois la somme des produits que l'on obtient en multipliant le carré d'un terme quelconque par un autre terme, plus six fois la somme des produits des termes trois à trois.
Si l'on appliquait la formule générale (5)^ au développement de la puissance d'un binôme, on aurait
(a + 6)'» =2 FÎT «'''^-
Cette formule est la même que celle trouvée précédemment n° 62), puisque a -h /5 = m, et que (n° 59)
^ m fa fm — a
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75. — Proposons-nous d'abord d'extraire la racine carrée d'un polynôme entier P, ordonné suivant les puissances décroissantes d'une lettre x ; nous supposerons qu'il existe un polynôme entier qui, élevé au carré, reproduise exactement le
polynôme proposé. Représentons par les lettres a, 6, c les
différents termes de ce polynôme racine, ordonné aussi suivant les puissances décroissantes de x. Nous aurons
P=:(a + 6-Hc-H Y
Le terme a^ étant d'un degré plus élevé que tous les autres termes du développement, et ne se réduisant par conséquent avec aucun autre, est égal au premier terme du polynôme P ; on obtiendra donc le premier terme a de la racine, en extrayant la racine carrée du premier terme du polynôme proposé. Si du polynôme on retranche le carré du premier terme de la racine, et si Ton appelle R le reste, il vient
Dans le second membre, le terme de degré le plus élevé est lab ; il doit être égal au premier terme du reste R. On obtiendra donc le second terme b de la racine en divisant le premier terme du reste R par 2a, c'est-à-dire par le double du premier terme de la racine.
Si l'on groupe maintenant les deux premiers termes de la racine, qui sont connus, on a
= (a-^by -h 2(a-+-6)(c + fiH- ) -+- (c -+- c/ H- y.
En retranchant du polynôme proposé le carré de la somme des deux premiers termes de la racine et appelant R' le nouveau reste, on a .
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Dans le second membre, le terme de degré le plus élevé est 2ac ; il doit être égal au premier terme du polynôme R' ; on obtiendra donc le troisième terme c de la racine en divisant le premier terme du second reste R' par 2a, c'est-à-dire par le double du premier terme de la racine.
Si l'on groupe actuellement les trois premiers termes de la racine, qui sont connus, on a
Retranchons du polynôme proposé le carré de la somme des trois premiers termes de la racine, et appelons R" le nouveau reste, nous aurons
ir = 2 (a + ^ H- c) (ci -f- e -i- ) + (f/ -f- ^ + )'-,
Le premier terme de ce reste est égal a 2a(l ; si on le divise par 2a, on obtiendra le quatrième terme d de la racine.
On continuera de cette manière jusqu'à ce qu'on arrive au dernier terme de la racine. Ce dernier terme de la racine peut être obtenu en extrayant la racine du dernier terme de P.
Il est clair qu'on peut changer les signes de tous les termes de la racine, ce qui ne change pas le carré.
On peut simplifier un peu le calcul des restes, comme on le fait en arithmétique. Quand on a trouvé les deux premiers termes de la racine, il faut, du polynôme proposé, retrancher {a -i- b)\ c'est-à-dire a" -\- 2ab -+- 6- ; comme on a déjà retranché à-, il suffit de retrancher du reste la quantité 2ab H- b^ ou (2a -h b)b. De même, quand on a trouvé le troisième' terme c, il faut, du polynôme proposé, retrancher (a + 6 -h c)^ c'est-à-dire (a -h b)' _^ 2 (a -4- t) c -i- c2 ; comme on a déjà retranché [a -h by, il suffit de retrancher du second reste R' la quantité 2 (a -\- b) c -^ c- ou (2a -h 26 H- c) c. En général, quand on aura trouvé un nouveau terme de la racine, à la droite du double de la partie précédemment obtenue, on écrira ce nouveau terme, on multipliera par ce terme, et l'on retranchera le produit du reste précédent. Considérons par exemple, le polynôme
r« — 'lox^ -+- 89.T* — 860:^ -I- 58.t2 _ 2/,^. _^ f
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Pour que ce polynôme soit le carré d'un polynôme entier, il faut d'abord que le premier et le dernier terme soient des carrés parfaits : c'est ce qui a lieu ici. Si le polynôme racine existe, son premier terme sera ^x^, son dernier terme ± 3. En effectuant l'opération comme nous l'avons dit, on arrive au dernier terme — 3, et à un reste nul. La racine cherchée est ^x^ — ']x'^ -^ [\x — 3.
25aî^ — 70x^ H- ^(^x'' — 86x^ -h 58x'^ — 34^4-9
4ox* — 86a;^-f- 58j:^ — i[\x — 9 lox^ — i4x^+ t\x ■4ox*H-56a:^ — \Çix^ lox^ — i4a?^H-8x — 3
dtOX^ -h 4 3X'^ 24^-1-9
3oiC^ [\2X^ -h 24a? 9
76. — On suivra une marche analogue pour l'extraction de la racine m" d'un polynôme. Supposons toujours le polynôme P ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x, et appelons encore a, h, c, les différents termes de la racine. On a
rrrr «'" -|_ ma»»-! (6 -f- C -H . . .) + ^^ (^~ 0 ^m -2 (^ _|_ ^ 4_ , . .)2 _^ . .^
Le premier terme du polynôme proposé est égal à a'" ; en extrayant la racine m" de ce premier terme, on obtiendra le premier terme de la racine. Si du polynôme on retranche a'", on a
R = ma^-' (6 + c 4- ...) + 'M^LZli) a^n-2 (6 + c + ...f -+- ...
le premier terme du reste R est égal à ma''^"^ h : en divisant ce premier terme par mà"'~~^, on obtiendra le second terme h delà racine. Considérons maintenant l'expression
et retranchons (a 4- 6)"% nous aurons un reste :
dont le premier terme est ma''' — ^c ; en divisant ce premier terme par ma"'~~\ on obtiendra le troisième terme c de la racine et ainsi de suite.
APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME
77. — Somme des puissances semblables des n premiers nombres.
Soit :
Sj^ = iP -\- 2P -i- -^nP.
Proposons-nous de calculer S^, n et p étant supposés connus.
Considérons l'égalité fournie par le développement de la puissance (p -^ lyde k -^ i
(A: -H i)p-i-^ = kP+' + G>+i kP -+- GJ+i kP-' -+- + Cj;+, k + i
dans cette égalité remplaçons successivement A: par i, 2, /i — i, n nous obtenons :
22^+1 = iP+i -H GJ+, i^ -h G?+i i^-' -t- -+- C^+i I + I
3P+1 ^ 3^+1 ^ GJ+i 2P + GJ+, 22»-' -h -h Gj:+, 2 -h I
(n 4- i)î>+^ = 7iP+* -i- Gi+i /i^' -+- GJ+i n?'-^ -h -h GJ+j /i H- I
et ajoutons membre à membre ces égalités : 2^+^ /2^+^ disparaissent et il vient
(^ H_ i)P+i = I + Gi+, S, + G^+, S,_, + -h G|;+, S, -+- n.
Cette formule permet de calculer Sp quand on connaît S^, S^ Sp_i et comme on connaît Sj = " a ^^ ^n pourra
calculer de proche en proche Sj, S3 Sp.
Comme application calculons la somme des carrés des n premiers nombres. Partons de l'égalité
remplaçons-y successivement ai par i, 2 ...., n et ajoutons les égalités ainsi obtenues, il vient
(n -\- ly = 1 -H 3S, -t- 3S, -h n
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OU
ou
jj 2M^ + 3n^ -+- n n(n -h i) (an -h i)
Pour calculer la somme des cubes des n premiers nombres, nous modifierons un peu le procédé pour montrer comment le calcul précédent peut être simplifié.
Partons de l'égalité
I I (/,■ + 1)4 __ (A:— i)* I := Zi/,3 .^ 4/,,
remplaçons -y successivement k par i, 2, ... /i ; il vient
i I (71 -+- ly — (n—iyl = liii' H- 4n.
Si nous ajoutons membre à membre ces égalités, 2^, 3*
(n — i)* disparaissent et il vient
n* H- 2/1^ -h 3/1^ -h 2n — 211 (n -\- i) =^ 4S3. D'où :
Remarque. — S^, s'exprime par un polynôme entier en n s'annulant pour ai = o et tel que si l'on considère les valeurs de ce polynôme pour n et pour n — i , l'excès de la première valeur sur la seconde est n^'. On le vérifie pour Si, Sj, S3, et on le démontre aisément de proche en proche.
C'est une propriété caractéristique des polynômes qui se présentent ici, et qu'on nomme quelquefois polynômes de Bernouilli.
SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES D'UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE
Considérons une progression arithmétique
formée de n termes ; appelons r la raison et désignons par S„, la somme des rti^^ puissances de tous les termes. On a, d'après la formule du binôme,
JYÈ [_ T
( A+ r)'«+i= /i»'+^ -h '—- h'" r -h C"l±_l)_!!! /i>»-i ^2 + '^±^ hr'
Ajoutons ces n égalités membre à membre ; supprimons les
termes égaux (a + /•)"'+' et 6"'+*, (/> H- r)'"+' et c"'+S
(/i H- /')'"+* et /t"'+S qui se trouvent dans les deux membres, . puis remplaçons k H- r par a -\- nr ; nous aurons
/ox / N .< I m -h I c- (m-Hi)m ç,^
(3) (a -h nr)»H-i = a^n+i ^ ^__ rS„, H- ^ p^ r^ S,„_i-h ...
-H "i-±- r'" S, -h nr'"+^
En faisant //i = i , on retrouve la somme connue S, des termes de la progression. En faisant m = 2, on obtient Sa au
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moyen de S j. En faisant 771 = 3, on obtient S3 au moyen de Si et S2, et ainsi de suite.
Par exemple, si l'on demande la somme des puissances semblables des n premiers nombres entiers, on fera a =:= i, 7' = i dans la relation (3), et, en procédant comme nous l'avons dit, on trouvera successivement
g n{n + i) g n{n -f- i) (2/1 H- i) <;. f^l'^ + OV
EXERCICES
i*" De combien de manières peut-on partager en triangles par X des diagonales un polygone convexe de n côtés ?
2° Etant donnés dans un plan n points, quel est le nombre des points d'intersection des droites qui passent par ces points deux à deux ?
3" Trouver le nombre des boulets sphériques formant une pyramide à base carrée ou triangulaire, ou une pile à base rectangle ?
k"" Trouver le plus grand terme du développement de (a + 6)'", ou de (a -h 6 -4- c...)"' et déterminer les limites des exposants de a, 6,..., dans ce terme, quand m augmente indéfiniment.
Jrrrt^wC-'
T^t^c^ry
fn-^U
CHAPITRE PREMIER
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79. — La notion de déterminant se présente quand on cherche à résoudre un système de n équations du premier degré à n inconnues.
Supposons qu'on sache résoudre un système de deux équations du premier degré à deux inconnues et proposons-nous de résoudre par la méthode des coefficients indéterminés les 3 équations à 3 inconnues
ax -h hy -i- cz -}- d = o, a'x H- h'y -h c'z -H d! =^o, a!'x -h 6''j-f- c"z-^d!'\=^o.
Ajoutons les premiers membres de ces équations après les avoir multipliés respectivement par des coefficients indéterminés, X, /x, V. Si dans l'expression ainsi obtenue
{dk -t- aV + «"v) X -f- {h\ -H h' Il -4- ^/v) J -f- (cX -h cV H- c"v)c -h (dk H- d'il -+- (/"v) =z û .
on pouvait annuler deux des coefficients, ceux de a; et de j par exemple, l'inconnue z resterait seule et pourrait ainsi être déterminée.
Mais les deux équations en )., \x, v que nous avons ainsi à
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considérer se ramènent à deux équations à deux inconnues. En résolvant ces dernières, on sera conduit aux deux identités :
a{a'b" — b'a") + a'{a"b — b"a) -^ a!'{ab' — ba') = o h[a'b" — b'c^') -f- b\d'b — b"a) -H b"{ab' — ba') ^ o
dont la vérification directe se fait immédiatement. Multiplions donc les premiers membres des équations données respectivement, par
(a'b" — b'a!') {a"b — b"a) {ab' — ba')
et ajoutons : dans la somme, les coefficients de a; et de y seront nuls d'après les identités précédentes, le coefficient de z sera
A = c{a'b" — b'a") -h c'{a"b — b"a) + d'{ab' — ba').
80. — Nous formerons de même une combinaison des équations données ne contenant plus que x en ajoutant les premiers membres après les avoir multipliés respectivement par
h'c" — c'b" b"c — c"b bc' — cb' et dans la combinaison le coefficient de x :
a[b'c" — c'b") -{- a'(b"c — c"b) H- a"{bc' — cb')
sera encore A, comme on le vérifie sans peine.
Enfin si nous ajoutons les premiers membres des équations données après les avoir multipliés respectivement par
c'a" — a'c" d'à — d'c ca' — ac'
la combinaison ne contiendra que y et le coefficient de y
b[c'a" — a'c") + b'(c"a — a"c) -h b"{ca' — ac')
sera encore A.
C'est cette fonction A des coefficients des inconnues dans les équations données qui se nomme le déterminant de ces coefficients.
Cherchons une règle qui donne le développement de A quand on connaît le tableau des coefficients des inconnues et qui puisse se généraliser pour un système de n équations à n inconnues. Nous avons besoin pour cela des remarques et des définitions suivantes.
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81. — Etant donné un tableau de n- éléments rangés suivant n lignes horizontales et suivant n colonnes verticales, on fait correspondre à chaque élément de ce tableau deux indices rappelant le rang de la ligne et le rang de la colonne à laquelle il appartient.
Par exemple dans le tableau
abc a' h' c'
c' se trouvant dans la 2^ ligne et la 3" colonne aura pour indices 2 et 3. Nous écrirons ces indices l'un au-dessous de l'autre en mettant en bas l'indice de la ligne ; à c correspondent donc les indices l.
D'après cela, si l'on écrit dans un ordre déterminé n éléments <lu tableau, on aura une suite de n indices de lignes et une suite de n indices de colonnes rangés dans un ordre déterminé. Par
exemple aux éléments
du tableau précédent correspondent les deux suites d'indices
82. — On dit que deux indices présentent une inversion quand le plus grand est placé le premier : ils sont alors rangés dans un ordre inverse de celui qui leur correspond dans la suite des nombres naturels. On dit de même que deux lettres présentent une inversion quand elles sont rangées dans l'ordre inverse de l'ordre alphabétique.
Pour compter le nombre total des inversions de la suite de
lettres
ctjafedh^
on compare l'une des lettres / par exemple successivement à
chacune de celles qui viennent après elle dans la suite et on écrit
au-dessous de /le nombre 3 des inversions correspondantes, un
répète la même opération pour chaque lettre ; on obtient ainsi
la suite :
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puis on ajoute les nombres ainsi obtenus ; on trouve ainsi, pour l'exemple choisi, i3 inversions.
On dit que deux permutations sont de même classe si pour -ces deux permutations les nombres totaux d'inversions sont de même parité. — On dit qu'elles sont de classes différentes si ces deux nombres sont de parité différente.
83. — Une permutation, change déclasse quand on y échange deux éléments.
Supposons d'abord que les éléments échangés soient deux éléments consécutifs. Prenons comme exemple la permutation
cgafedb ; •échangeons les éléments a et /, ce qui donne la nouvelle permutation
cgfaedb.
Quand on passe de la première permutation à la seconde, l'ordre dans lequel sont rangées deux lettres quelconques ne change pas, un seul cas excepté, celui oii les deux lettres sont précisément les deux lettres échangées ; le nombre total des inversions varie donc exactement d'une unité, la parité de ce nombre change. Les deux permutations sont de classes différentes.
Supposons maintenant que les deux éléments ne soient pas •consécutifs.
Soient a le premier de ces deux éléments, |3 le dernier des deux etp le nombre des éléments compris entre a et |3. Pour échanger a et jS nous pouvons faire passer ^j successivement devant chacun des p éléments intermédiaires, puis faire passer a successivement derrière p, et derrière chacun des p éléments intermédiaires. Gela donne en tout p H- (p + i) ou 2/? H- i échanges de deux éléments consécutifs. A chacun de ces échanges la permutation change de classe ; il y a un nombre impair d'échanges. Donc en définitive la classe de la permutation est changée.
84. — Nous pouvons maintenant donner la définition d'un déterminant :
Etant donnés n^ éléments rangés suivant n lignes et suivant n colonnes, on appelle déterminant de ces n- éléments la somme algébrique de tous les termes qu'on peut obtenir en prenant un élément et un seul dans chaque ligne et dans chaque colonne, les multipliant l'un par l'autre et faisant précéder le produit d'un signe choisi d'après la règle suivante :
On écrit dans un ordre quelconque les éléments qui figurent comme facteurs dans le terme considéré du déterminant, et à côté de chacun d'eux l'indice de la ligne et l'indice de la colonne correspondante. On forme ainsi deux permutations d'indices. Si les deux permutations sont de même classe, on choisit le signe -h ; si elles sont de classes différentes, on choisit le signe — .
85. — Pour défmir le signe d'un terme du déterminant, on a supposé rangés dans un certain ordre les éléments qui figurent comme facteurs dans ce terme ; nous allons montrer qu'on obtient le même signe quand on considère les mêmes éléments rangés dans un autre ordre.
Pour le prouver, il suffit de faire voir qu'on peut, sans changer le signe, échanger deux éléments.
Supposons donc les n éléments rangés dans un certain ordre et soient :
Colonnes ol' ^' y' V
Lignes a p y X
la suite des indices de colonne et la suite dès indices de ligne correspondantes. Si nous échangeons deux éléments arbitraires, le premier et le troisième par exemple, nous devrons en même temps échanger le premier et le troisième indice dans chacune des deux permutations. La classe de chaque permutation se trouve changée. Si donc les deux permutations étaient de même classe, elles seront encore de même classe ; si elles étaient de classes différentes, elles seront encore de classes différentes, et le signe à choisir restera le même.
On déduit de la un premier procédé pour obtenir tous les termes du déterminant. On supposera pour chaque terme les n
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éléments rangés dans un ordre tel que les indices de lignes soient rangés dans l'ordre naturel, et par suite ne présentent pas d'inversion. Alors la suite des indices de colonne sera une des permutations des n premiers nombres, et suivant que le nombre des inversions présentées par cette permutation sera pair ou impair, on devra faire précéder du signe -+- ou du signe — le produit des n éléments considérés. En prenant pour suite des indices de colonnes successivement chacune des permutations des n premiers nombres, on aura tous les termes du déterminant.
Notation. — Le déterminant se représente en écrivant entre deux barres verticales le tableau de lï^ éléments qui a servi à sa définition. L'ordre du déterminant est égal au nombre des lignes ou des colonnes de ce tableau.
Exemples :
= ab'
^ba'.
= ab'c"
a"bc'
— a'bc" -h a'b"c — a"b'
86. — Etant donné un tableau de n^ éléments rangés suivant n lignes et suivant n colonnes, changer dans ce tableau les lignes en colonnes et les colonnes en lignes, c'est former un nouveau tableau en écrivant à la ligne p et à la colonne q de ce nouveau tableau l'élément qui se trouvait à la ligne ^ et à la colonne p dans le tableau donné.
Théorème. — Un déterminant ne change pas quand on y change les lignes en colonnes et les colonnes en lignes.
Par exemple :
soit D le déterminant donné et D' le déterminant obtenu en changeant dans D les lignes en colonnes et les colonnes en lignes. Nous allons démontrer que tout terme de D se trouve dans D' avec le même signe. Considérons donc un terme de D et supposons rangés dans un ordre quelconque les éléments qui
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figurent comme facteurs dans ce terme ; soient :
(Colonnes) a.' ^' ^ X'
(Lignes) a ^ y X
la suite des indices de colonnes et la suite des indices de lignesde ces cléments.
Considérons dans le déterminant D' le terme qui est défini par les deux suites :
(Colonnes) a 6 ., X
(Lignes) cc^ [3' f X'
la première donnant les indices des colonnes, la seconde lesindices des lignes : ces deux suites définissent bien un terme de D', puisque chacune d'elles doit contenir dans un certain ordre les nombres i, 2, n.
On voit de suite que les deux termes considérés sont formés des mêmes éléments ; de plus, le signe dont il faut faire précéder le produit de ces éléments est le même dans les deux cas, puisque les deux suites à comparer sont les mêmes.
Donc, D et D' sont composés des mômes termes et par suite sont égaux.
87. — Etant donné un tableau de n^ éléments rangés suivant n lignes et suivant n colonnes, échanger dans ce tableau les colonnes /) et </, c'est former un nouveau tableau tel qu'une colonne de ce tableau dont l'indice n'est ni p ni q est composée de la même manière que la colonne de même^ândice du tableau donné et de plus que la colonne p et la colonne q du nouveau tableau sont composées respectivement comme la colonne q et la colonne p du tableau donné.
Théorème. — Un déterminant chamje de signe quand on y échange deux lignes ou deux colonnes.
Par exemple :
Soit D le déterminant donné et D' celui qu'on' en déduit en
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échangeant les colonnes p et q. Je dis que tout terme de D se trouve dans D' avec un signe contraire.
Considérons un terme de D et supposons les éléments qui figurent dans ce terme rangés dans un ordre tel que ceux qui appartiennent aux colonnes/) et q se trouvent les premiers. Soient :
(Colonnes) p q y' V
(Lignes) =« ^ ï ^
la suite des indices des colonnes et la suite des indices des lignes correspondantes.
Dans la suite des indices de colonnes, échangeons les indices p et q et récrivons la suite des indices de lignes, les deux suites ainsi obtenues : ^
[Colonnes) q p y' V
[Lignes) '^ P Y ^
considérées, la première comme donnant les indices de colonnes,, la seconde comme donnant les indices de lignes, définissent un terme de D', puisque chacune d'elles doit contenir les n premiers nombres rangés dans un certain ordre.
Le terme de D' ainsi défini est formé des mêmes éléments que le terme considéré de D.
En eflet, les éléments
de D' sont égaux respectivement aux éléments de D situés dans les mêmes lignes et les mêmes colonnes ; les éléments
de D' sont égaux respectivement aux éléments
ai co
de D, puisque les colonnes /) et q ont été échangées.
Les deux termes considérés dans D et dans D' sont donc formés des mêmes éléments. Il reste à voir que le signe dont on doit faire précéder le produit de ces éléments n'est pas le même dans les deux cas.
En effet, quand on passe du terme de D au terme correspondant de D', on ne change pas la permutation des indices de lignes ; au contraire, on échange les deux premiers indices dans la permutation des indices de colonnes. Si donc ces deux permutations étaient de même classe, elles seront de classes différentes et inversement. Les signes à choisir ne sont donc pas les mêmes dans les deux cas.
Ainsi, tout terme D se trouve dans D' avec un signe contraire ; on démontrerait de même que tout terme de D' se trouve dans D avec un signe contraire. Donc, D et D' sont égaux et de signes contraires : c'est ce qu'on voulait démontrer.
88. Corollaire. — Si un déterminant a deux colonnes (ou deux lignes) identiques, ce déterminant est nul.
En effet, soit D un déterminant dans lequel les colonnes d'indices p et q sont composées de la même manière, et soit D' le déterminant obtenu en échangeant les colonnes p et q. D'après le théorème précédent,
Mais, comme les colonnes jo et q sont identiques, on n'a pas changé D en échangeant ces deux colonnes ; on a donc
D:=rD'.
De ces deux égalités, on déduit
En raisonnant comme dans la démonstration du théorème précédent, on ferait voir directement qu'à tout terme du déterminant correspond dans le même déterminant un autre terme égal et de signe contraire. La somme de tous ces termes est donc nulle.
Par exemple :
89. — On appelle fonction linéaire et homogène des quantités X, y, z, une somme de termes dont chacun contient au
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premier degré une des quantités x, y, z; telle est l'expression : kx -i-By -h Cz,
A, B, G étant indépendants de x, y, z.
Un déterminant est une fonction linéaire et homogène des éléments d'une même ligne ou dune même colonne.
Car un terme quelconque du déterminant contient un élément et un seul d'une ligne ou d'une colonne déterminée.
Par exemple, le déterminant
pourra être mis sous la forme
kx-\-V>y-\- Gr,
A, B, G, étant indépendants de x, y, z : kx est la somme des termes qui contiennent x, Bj la somme des termes contenant y, Cz la somme des termes contenant z.
90. — En écrivant d'après la règle déduite de la définition même d'un déterminant tous les termes de A, on trouve que A
est le déterminant
qui peut se déduire du déterminant proposé en supprimant la ligne et la colonne qui contiennent x. Nous allons généraliser ce résultat.
On appelle mineur d'un déterminant, un déterminant obtenu en supprimant, en nombre égal, des lignes et des colonnes dans le déterminant proposé, et plus particulièrement mineur d'ordre p d'un déterminant, le déterminant obtenu en supprimant p lignes et/> colonnes dans le déterminant proposé.
Théorème. — Si dans un déterminant tous les éléments d'une même ligne sont nuls excepté un, le déterminant est égal au produit de l'élément différent de zéro par le mineur obtenu en supprimant la ligne et la colonne qui correspondent à cet élément, le produit étant précédé du signe -h, quand les indices de la ligne et
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de la colonne supprimées sont de même parité, da signe — dans le cas contraire.
ler (^^^ — Supposons que les éléments de la i'^ ligne sont tous nuls, sauf le premier, soit
Ca
et soit Aie mineur obtenu en supprimant la V' ligne et la i'' colonne,
Nous allons démontrer que Ton a A = a, A.
On voit de suite que si dans un terme de A on supprime le facteur a,, le produit qui reste est égal au signe près à un terme de A, puisque ce produit contient comme facteur un élément et un seul de chaque ligne et de chaque colonne de A. Il reste h montrer que l'égalité subsiste quand on tient compte des signes.
Remarquons d'abord que nous pouvons conserver aux lignes et aux colonnes successives de A les indices 2,3, 4, puisque la définition d'un déterminant suppose seulement que les indices attribués aux lignes et aux colonnes successives sont des nombres croissants. Cela posé, soient
les éléments correspondant au terme considéré de A, le signe dont il faut faire précéder leur produit se détermine en considérant les deux suites :
(Colonnes) [Lignes)
Pour le terme considéré de A, les éléments sont :
Kd,
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et les deux suites :
(Colonnes) (Lignes)
Elles se déduisent des deux premières en supprimant dans chacune d'elles l'indice i à la première place. Mais en opérant ainsi, on ne supprime aucune inversion. Donc, les nouvelles suites conduisent au même signe que les deux premières. Donc, si dans un terme de A on supprime le facteur ai, on obtient en grandeur et en signe un terme de A. De même, en multipliant par Gj un terme de A, on obtient en grandeur et en signe un terme de A. De ces deux propositions résulte l'égalité :
qu'il s'agissait de démontrer.
2" Cas. — Supposons que les éléments de la i*" ligne sont tous nuls, sauf celui qui appartient à la colonne k. Par exemple, soit :
elk= 4.
Ce cas se ramène au précédent, car nous pouvons amener la 4° colonne au i*"'" rang au moyen de 4 — i échanges de colonnes, soit A' le déterminant ainsi obtenu
On sait que l'on a
Mais
Donc,
xd,.
En général, si a est l'élément de la V^ ligne appartenant à la colonne A:, on a
A étant le mineur obtenu en supprimant la i- ligne et la k^ co-
lonne.
30 Qas. — Nous supposons que les éléments de la ligne / sont nuls, sauf celui qui appartient à la colonne k.
Soit A le déterminant donné, a l'élément situé à la ligne ?, et à la colonne /v, et A le mineur obtenu en supprimant la ligne et la colonne à laquelle appartient a.
On peut amener la ligne / au V' rang au moyen de / — i écbanges de lignes, soit A' le déterminant ainsi obtenu. Dans A' tous les éléments de la i^ ligne sont nuls sauf l'élément a qui appartient à la colonne k, et le mineur obtenu en supprimant la ligne et la colonne de a est encore A. On a donc
Mais d'après la façon dont A' a été déduit de A,
A' = (-iy-'A.
ou, ce qui revient au même
A =(— i)'"^''' Aa.
Le théorème est donc démontré dans tous les cas.
91. _ Développement diiii déterminant suivant les éléments dune même li(jne ou dune même colonne.
Soit ;
DETERMINANTS
lOI
On sait que A est une fonction linéaire et homogène des éléments d'une même ligne, la 3% par exemple. Posons :
A = Agfl^ 4- B363 H- C3C3 + Dgdg,
et proposons-nous de calculer A3, B3, C3. D3.
Pour avoir D3, par exemple, remplaçons dans A les éléments
de la 3" ligne par
comme A3, B3. C3, D3 ne dépendent pas des éléments de la
3" ligne, le résultat obtenu sera présisément Dg.
ais d'après un théorème connu :
En général, si on développe le déterminant suivant les éléments de la ligne i et si a est l'élément de cette ligne situé dans la colonne k, le coefficient de a est égal à
A étant le mineur obtenu en supprimant la ligne et la colonne à laquelle appartient l'élément a.
Il est facile de voir que la règle donnée pour développer un déterminant suivant les éléments d'une même ligne permet d'obtenir tous les termes du déterminant.
Si le déterminant proposé est du 3" ordre, les coefficients du développement sont des déterminants du 2" ordre dont on a immédiatement l'expreêsion. Par exemple :
[hc' — ch') — y [ac' — ca') -h z {ah'
ha'
Si le déterminant proposé est du 4° ordre, les coefficients du développement sont des déterminants du 3" ordre. On pourra traiter chacun d'eux comme le précédent et ainsi de suite.
92. — La proposition : Un déterminant est une fonction linéaire des éléments d'une même ligne ou d'une môme colonne (proposition qui, nous l'avons vu, résulte immédiatement de la définition), conduit aux remarques suivantes : ^ Si on multiplie par im même facteur les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, le déterminant est multiplié par ce Jacteur.
En effet, si x, y, z sont les éléments d'une même ligne d'un déterminant A, on peut mettre A sous la forme
A = Ax -h Bj H- C-,
A, B, G étant indépendants de x, y, z, et si on remplace x, y, z, par lix, Kj, Kc on trouvera
AKj- -f- BKj -f CK' ou KA.
D'après cela, on peut supprimer un facteur commun à tous les éléments d'une même colonne, à condition de multiplier le déterminant par ce facteur. Ainsi
Kj- a a'
Kj h h'
Kc c c'
Il résulte de là que si les éléments correspondants de deux colonnes sont proportionnels le déterminant est nul.
ADDITIOx^ DE DEUX DÉTERMINANTS DE MÊME ORDRE
Théorème. — On peut toujours, en décomposant en deux
parties les éléments dune même colonne, mettre un déterminant sous la forme d'une somme de deux déterminants de même ordre.
Soit A le déterminant proposé, X, Y, Z, les éléments de la colonne considérée ; on a
A = AX -h GY -h BZ A, B, G étant indépendants de X, Y, Z.
DÉTERMINANTS
io3
Si maintenant on pose
\ = x^x' Y on obtient
A = (Ace + Bj -h Cz) -h {Kx' + Bj' + Cz') ;
. kx -\- l^y -\- Cz est le développement d'un déterminant qui se déduit de A en remplaçant X, Y, Z par ce, j, z ; kx' -h Bj' -h Gz' est le développement d'un déterminant qui se déduit de A en remplaçant X, Y, Z par x' y y' , z' ; le théorème est donc démontré. Par exemple
La proposition s'étend immédiatement au cas où l'on aurait décomposé tous les éléments d'une même colonne en une somme de p parties.
94. Théorème. — On peut ajouter aux éléments d'une colonne d'un déterminant les éléments d'une autre colonne multipliés par un même facteur, sans changer la valeur du déterminant.
a -h Aa
c -\- le'
Car le déterminant du second membre peut être décomposé en une somme de deux autres dont l'un est le déterminant proposé et dont l'autre ne diffère que par le facteur X d'un déterminant ayant deux colonnes identiques.
tU^
tZ-Zç
nr^J
fyy
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95. — La résolution et la discui^sion d'un système d'équations du premier degré à un nombre quelconque d'inconnues peuvent commodément s'effectuer à l'aide de la théorie des déterminants.
Yoici d'abord une conséquence de ce fait qu'un déterminant où deux lignes sont identiques est nul. Considérons le déterminant
ordonné par rapport aux éléments de la première ligne :
'A = Aa 4- Bjî + Cy 4- D8.
Si dans ce développement on remplace lôs éléments de la première ligne par ceux d'une autre ligne, la deuxième par exemple,
le résultat obtenu
Aa + B6 -+- Ce -f- Jyd
est le développement d'un déterminant qui se déduit de A en y remplaçant a^ ft, y, â, par a, b, c, d, et qui, par suite, est nul comme ayant deux lignes identiques. On obtient de cette façon
les égalités
\a -hBb -h Ce -h De/ = o Aai + B6^ -4- Ce, H- De/, = o
Aa^ H- B6^ -h Cej -f- Dd^ = o.
EQUATIO^S LINEAIRES
lOt)
Cette remarque permet de résoudre immédiatement la question suivante : étant données les 3 équations homogènes et du premier degré à 4 inconnues,
ax -^ hy -\- cz -\- dl = o, a^x H- 6jj -\- CjC -f- dyt == o, a.^x -h h.^y H- c^z -\- d.^t = o,
telles que l'un des déterminants formés avec les coefficients de 3 des inconnues dans les 3 équations, par exemple :
est différent de zéro, on demande de trouver une solution de ce système, l'une au moins des inconnues devant être différente de zéro.
Pour cela, considérons le déterminant
formé avec les coefficients des équations données et avec des indéterminées a, l'S, y, (^. Développons A par rapport aux éléments de la première ligne, nous obtenons :
A = Aa -+- B^ -4- Gy + Do
A étant le déterminant qu'on a supposé différent de zéro.
Dans ce développement, remplaçons a, fj, y, â' successivement par a, b, c, d; a^, 6^, Cj, d^ ; a^, h^, c^, d^ ; nous obtiendrons ainsi, d'après ce qui précède, les 3 égalités :
Aa + B6 + Ce 4- Dt/ = o
Aa^ H- B6j -h Gcj + Dc/^ = o
Aa^ H- B62 + Cc^ -h Dcig = o»
qui montrent que A, B, G, D, forment un système de solutions dont l'une au moins, A, est différente de zéro.
Système de n équations du premier degré à n incon
nues. Cas oà le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro.
Prenons comme exemple le système formé des équations
Sj = a^x H- bj -+- Ci^z H- d^ = o, S 2 = a^x -h hj H- CgC + dg = o,
S., = a^X H- h.J -f- C.,Z H- C^3 =rr o,
et supposons le déterminant
j «1 ^1 Cl
Ik
différent de zéro.
Il est facile de former une combinaison des équations don^ nées qui ne contienne plus que l'une des inconnues, x, par exemple. Pour cela, ordonnons le déterminant A par rapport aux éléments de la première colonne, soit :
Multiplons les premiers membres S,, S2, S3 des équations données respectivement par A,, Ag, A3, et ajoutons-les ensuite. Dans l'expression ainsi obtenue, le coefficient de x
est égal à A, le coeflicient de y
kfi, + A36, -I- k.fi.,
est nul comme développement d'un déterminant ayant deux colonnes identiques, le coefficient de z est nul pour la même raison. On a donc
A, Si -H A^S, -^ A3S3 = Ax 4- k,d, + k^d., 4- k^d., et de même
B,S, 4- B,S, 4- B3S3 = Ar 4- B,r/, -h ^,d, 4- ^A C^Si + G,S, 4- G3S3 = A- + Cirfi H- C,d, 4- CA
B,, B,, B„ étant les coefficients du développement du déterminant A ordonné suivant les éléments de la seconde colonne ; G,, C^, C3, étant les quantités analogues pour la troisième colonne.
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Cela posé, s'il existe des valeurs de x, y, z annulant Sj, S^, S3, ces valeurs doivent annuler les seconds membres des identités précédentes. Donc, A étant supposé différent de zéro, ces valeurs ne pourront être que :
A r = _ Bif/i -I- Vy,d, H- B,d, ^' A
^ G,C?1 + Cgf/o -h C3C/3
97. — Il reste à voir si ces trois nombres vérifient les équations données. Pour cela, substituons-les aux variables dans Sj. Nous trouvons, après avoir multiplié par A :
— «i (Aif/i -+- Agc/g -h A3C/3)
— ^1 (Bi^^i -+- B,d, + B^d,)
— Cl (Cic/i -f- ^G^f/^ -h G3C/3) + ^d,.
Dans cette exj)ression, le coefficient ded^ est nul, puisque A, développé suivant les éléments de la première ligne, donne
A = Aifli + Bibi -f- Gi^i ;
le coefficient de d.^ est nul comme développement d'un déterminant ayant deux lignes identiques, le coefficient de d.^ est nul pour la même raison.
La première équation est donc vérifiée ; il en est de même des deux autres.
Ainsi, les équations données ne peuvent être vérifiées que par un seul système de valeurs de x, y, r, et sont effectivement vérifiées parce système.
La valeur de x, par exemple, est donnée par la formule :
le numérateur de cette fraction se déduit de A en y remplaçant a„ a,, a, par d^, d„ dg, c'est-à-dire les coefficients de x par les termes tous connus correspondants.
io8
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On est ainsi conduit à la proposition suivante connue sous le nom de rc(jle de Cramer ;
Étant donné un système de n équations du premier degré à n inconnues tel que le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, il y a un système et un seul de valeurs des inconnues qni vérifient ces équations. La valeur de l'une des inconnues, changée de signe, est égale à une fraction ayant pour dénominateur le déterminant des coefficients des inconnues et pour numérateur un déterminant qui se déduit du précédent en y remplaçant les coefficients de l'inconnue considérée par les termes tout connus correspondants.
98. Problème. — Étant données n équations linéaires à n inconnues telles que le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, trouver la condition pour que les valeurs des inconnues tirées de ces n équations satisfassent à une {n H- i)" équation linéaire.
Soient, d'une part.
Si = ttix H- b^y -+- Ci^z -+- c/i = o, S^ = a^x H- h^y + cf -{- d.^ = o, S3 = a^x + h.j + c^z -\- d.^ =z o,
et d'autre part,
S = ax H- />j -h cz -h d r=z o,
3 équations à 3 inconnues dans lesquelles le déterminant des coefficients des inconnues
est différent de zéro, et une quatrième équation aux mêmes inconnues X, y, z. Considérons le déterminant du quatrième ordre formé avec les coefficients de ces quatre équations ,
ch
fh
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et développons ce déterminant suivant les éléments de la colonne formée des termes tout connus
A = ù^di -+- ô^fL -h S.jC?3 -h oc? ;
0" est précisément le déterminant du Z" ordre supposé différent de zéro.
Gela posé, multiplions les premiers membres des équations données S^, S., Sg, et S respectivement par o\, (^\, o\, r}^ et ajoutons. Dans la combinaison ainsi formée, les coefficients de X, de r, de 2: sont nuls comme développements de déterminants ayant deux colonnes identiques, le terme tout connu est égal à A. On obtient donc l'identité
ôiSi + S,S, -h 0383-+- SS= A
et l'on en déduit aisément la condition cherchée.
En effet, pour que les valeurs des inconnues tirées des trois premières équations annulent le premier membre de la dernière, il est nécessaire que l'on ait
Inversement, si on suppose A = o, l'identité devient OjS^ -f- 02^2 "+" S^3 H- 08 ^ o.
Les valeurs des inconnues qui annulent S,, 83 et 8;^ annulent donc âS et par suite S, puisque â' est différent de zéro ; ou encore S peut s'exprimer en fonction linéaire et homogène des premiers metnbres des trois équations données. Donc, étant données n équations à n inconnues pour lesquelles le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, pour que les valeurs des inconnues tirées de ces n équations satisfassent à une {n -+- ly équation, il faut et il suffit que le déterminant d'ordre /i -+- i formé avec tous les coefficients des équations considérées soit égal à zéro.
Lorsque ce déterminant d'ordre ai -h i est égal à zéro, le premier membre de la (n -h i)" équation s'exprime en fonction linéaire et homogène des premiers membres des n équations données.
IIO
Remarque . — La condition précédente a été obtenue en considérant la combinaison
OjSj -h o^S^ -h O3S3 H- oS
des premiers membres des équations considérées. Cette combinaison n'est autre chose que le déterminant
Si S, S.,
que l'on obtient en bordant le déterminant supposé différent de zéro, horizontalement avec les coefficients des inconnues dans la dernière équation, verticalement avec les premiers membres des équations données.
SYSTÈME DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES A m INCONNUES
Prenons comme exemple les /i équations à 5 inconnues
Sj = «^x -h bj -h c^z + d^t -h e^ll -4-/1 =: o, S^ = a.^x -4- b.j -h c^z -1- d^t + e.-^u -\-f.2 = o, S-i = a.^x -h bj -^ c^z -h d,^t + e.,u -4-/3 = o, S^ = a^x -+- bj -h c^z H- (/,/ + e^u -h J\ = o.
Supposons que les déterminants du 3" ordre, tels que
"2 ^2 bo c.
formés avec les coefficients de 3 des inconnues dans 3 des équations soient nuls, mais que Tun au moins des déterminants du 2" ordre formés avec les coefficients de 2 des inconnues dans 2 des équations données, par exemple
soit différent de zéro : c? correspond aux équations Si S^ = o et aux inconnues x et y.
STSTEME DE n EQUATIONS LINEAIRES A m INCONNUES III
Considérons les équations
et l'une quelconque des autres, par exemple
On peut former une combinaison linéaire des premiers membres de ces équations qui ne contienne plus ni x ni y. Pour cela, bordons le déterminant & horizontalement avec les coefficients des inconnues x et y dans S.^ et verticalement avec les premiers membres des équations considérées
Le déterminant ainsi obtenu est une fonction linéaire et homogène de Sj, 80,83, comme on le voit, en le développant suivant les éléments de la dernière colonne, soit :
Dans ce développement, X^ est précisément égal à o".
D'autre part, si l'on remplace S^, 82, 83 par les sommes correspondantes, le déterminant peut être décomposé en une somme de 5 déterminants, dont chacun contient en facteur l'une des variables, sauf le dernier qui est tout connu. Dans ce développement, le coefficient de x est nul comme déterminant ayant deux colonnes identiques, le coefficient de y est nul pour la même raison ; les coefficients de z, t, u sont des déterminants de S'' ordre qui sont nuls par hypothèse. Donc si on pose
on a l'identité
De même en posant
et en désignant par /j.^, a^» IM> les coefficients du développement de A^ suivant les éléments de la dernière colonne, on trouverait l'identité
l^iSj + i^oS^ -h ^t^S, = A4.
Si l'on remarque que chacun des coefficients 1.^ et a^ est égal au déterminant â, on peut écrire les identités précédentes
XjSj -+■ l,S, -h 0S3 = A3 [AjSi + ix.^S.-^ -+- 8S^ = A4.
Comme 0' a été supposé différent de zéro, ces deux identités peuvent être résolues par rapport à S3 et à S^^, nous allons montrer qu'elles donnent toute la discussion dans le cas que nous considérons.
Si l'on a pas à la fois A3 := o et A, =0, S^, S.,, S3, S4 ne peuvent s'annuler en même temps ; on dit qu'il y a i/npossihilité.
Si l'on a en même temps A3 = o et A4 = o, les identités deviennent
XjS^ -h X2S2 + 3S3 ^ o, î^jSj -h 1JI2S2 -f- oS^ ^ o.
Comme r) est différent de zéro, on voit que si Si et S^ sont nuls, S3 puis S^ doivent s'annuler. Donc, pour trouver une solution du système proposé, il suffit de satisfaire aux équations :
Sj = a^x -i- bj -h c,3 H- d^t -f- e^u -\- fi =0, Sj = a.^x -h b.j -\- c^z -t- d.^t + e^u -{- f^ = o.
Mais dans ces équations, le déterminant des coefficients des inconnues x et y est le déterminant supposé difl'érent de zéro, on peut donc prendre arbitrairement les valeurs des inconnues Zy t, u et on obtiendra ensuite pour a:; et j des valeurs bien déterminées.
On dit dans ce cas qu'il y a indeter/nination et que les équations données se réduisent aux deux premières.
100. — Résumé de la discussion d'un système de n équations à m inconnues.
Pour simplifier ce résumé, nous laisserons de côté le cas 011 les équations peuvent être résolues par rapport à n des incon-
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nues, c'est à-dire où le déterminant forme avec les coefficients de n des inconnues dans les n équations est différent de zéro. La règle de Cramer suffit pour ce cas.
Nous supposerons aussi que les coefficients ne sont pas tous nuls : Dans ce dernier cas, si les termes tout connus ne sont pas tous nuls, il y a impossibilité, et si les termes connus sont tous nuls on peut prendre arbitrairement toutes les inconnues.
Ces deux cas écartés, envisageons (^) le tableau rectangulaire T formé avec les coefficients des inconnues, et considérons les déterminants qu'on peut en déduire en prenant les éléments communs à un certain nombre de lignes et à un nombre égal de colonnes. Comme les éléments du tableau ne sont pas tous nuls, il existera toujours parmi les déterminants déduits du tableau ï au moins un déterminant qui soit différent de zéro et dont l'ordre soit supérieur ou égal à celui de tout autre déterminant non nul. S'il en existe plusieurs jouissant de cette double propriété, on choisira l'un d'eux à volonté.
Nous donnerons au déterminant r} ainsi choisi le nom de déterminant principal du système : l'ordre du déterminant principal ne peut dépasser le nombre des inconnues ni le nombre des équations.
Nous appellerons déterminant caractéristique l'un des déterminants obtenus en bordant le déterminant prijicipal horizontalement avec les éléments homologues de l'une des lignes non employées du tableau ï et verticalement avec les termes tout connus correspondants.
Cela posé, nous pouvons énoncer la proposition suivante ;
Pour que n équations linéaires à ni inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que les déterminants caractéristiques soient tous nuls.
Si les déterminants caractéristiques sont tous nuls, le système a une solution unique ou est indéterminé, suivant que l'ordre du
(i) Voir la note de M. E. Rouché u Sur les Equations linéaires », Journal de l'Ecole polytechnique, XLVIlJc cahier, 1880. E'cnoncé suivant est copié à peu près textuellement clans cette note.
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déterminant principal est égal ou inférieur au nombre des inconnues.
Remarque. — Si Tordre /) du déterminant principal est inférieur au nombre n des équations, le premier membre de l'une quelconque des n — /) équations dont les coellicients ne figurent pas dans le déterminant principal peut s'exprimer linéairement en fonction des premiers membres des p équations correspondant à ce déterminant principal : on dit que les équations se réduisent il p.
Dans le même cas, on peut prendre arbitrairement la valeur de n — p inconnues, celles dont les coellicients ne figurent pas dans le déterminant principal.
101. Équations linéaires et homogènes. — Les équations sont toujours vérifiées au moins par un système de valeurs des inconnues, celui que l'on obtient en prenant cbacune des inconnues égale à zéro.
D'ailleurs les déterminants caractéristiques sont tous nuls, l'un quelconque d'entre eux ayant une colonne composée de termes tous nuls.
Théorème. — Pour rjuun système de n équations linéaires et homogènes à m inconnues admette une solution telle que la valeur de F une au moins des inconnues soit différente de zéro, il faut et il suffit que l'ordre p du déterminant principal soit inférieur au nombre des inconnues.
Car si;) = m, il y a une seule solution,' 'celle que l'on obtient en prenant zéro pour la valeur de chaque inconnue, et si p < m, on peut prendre arbitrairement la valeur de l'une au moins des inconnues.
En particulier, un système de n équations linéaires et homogènes à /i + I inconnues admet toujours une solution telle que l'une au moins des valeurs des inconnues soit différente do zéro.
FORMES LINÉAIRES 102. — On appelle forme linéaire des variables x, y, z, un
FORMES LIINE AIRES
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polynôme entier homogène et du premier degré par rapport à ces variables x, y, z.
On dit que plusieurs formes P, Q, R des mêmes variables x, y, z sont dépendantes, si l'on peut déterminer des constantes )., a, V dont l'une au moins soit différente de zéro et telles que l'on ait, quels que soient x, y, z, l'égalité
).P -h tJiQ-H vR + =o.
Dans le cas contraire, on dit que les formes sont indépendantes.
Théorème. — Etant données n formes et le nombre des variables étant supposé supérieur ou éfjal à n, les formes données .sont indépendantes si l'un des déterminants formés avec les coefficients de n des variables dans les n formes est différent de zéro.
Par exemple, les formes
S = ax -\- by -i- cz -+- dt
Si =:: a^X -+- 6jJ -h CiZ + dit
S^ = a.,x -+- b.,y -fsont indépendantes si le déterminant
dj
lest différent de zéro.
En effet, si l'on écrit que l'on a identiquement
>S -+- AiSi -h ^^S^ ^o,
on a 4 équations en )^, li, X^, parmi lesquelles se trouvent les suivantes :
al bl
6jAi H- /^^Xg = o,
Mais l'on sait que, étant données 3 équations linéaires et homogènes à 3 inconnues, si le déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, les inconnues doivent toutes être nulles. Donc, on ne peut supposer l'une des constantes différente de zéro ; S, Si, Sa sont des formes indépendantes.
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103. Théorème. — Des formes linéaires sont nécessairement dépendantes quand le nombre des formes est supérieur au nombre des variables.
Considérons 3 formes à 2 variables
S = ax -H by.
Si = a^x -h />,y, S^ = «2^ + bj;
essayons de déterminer des constantes 1, X^, /^, dont l'une au moins soit différente de zéro et telles que l'expression
soit identiquement nulle ; il suffit pour cela de satisfaire aux équations linéaires et homogènes
aX H- ajXi -f- a.,!.^ = o, bl -h 6iXi -f- b.^l.^ = o,
et comme le nombre des inconnues est supérieur au nombre des équations, on peut toujours trouver des constantes /, Xj, À^, satisfaisant aux conditions précédentes. Donc S, Si, S^, sont des formes dépendantes.
On démontre de môme la proposition suivante : Des formes linéaires sont nécessairement dépendantes si elles s'expriment en fonction linéaire et homogène d'un nombre moindre de formes des mêmes variables.
MULTIPLIGITION DES DÉTERMLXANTS
Considérons les 3 fonctions linéaires et homogènes
P z= ax -I- I>y -4- cz Q = ciiX -h biY H- CiZ [{ = a.^x -+- }).j -H c^r.
Si nous y remplaçons x, y, z par les valeurs tirées des formules
a? = aX -h «lY -f- a.^Z
z = fX + Y,Y -)- Y,Z
MULTIPLICATION DES DETERMINANTS
nous obtenons V = {aoc -i- 6^ -h cy ) X -t- (aai -+- b^y + cyi ) Y -+■ (aa^ -f- 6^^ -{-
E^==(«2^4- ^2P+ Vr) ^^ H- («2«1-+- ^2^ + V/l) Y4-(a2«2+ ^2^2 +
Désignons par D, â et A les déterminants ci-dessous
CYa) Z CiT,)Z
a ^ Y «1 Pi Ti
CY aa, 4- 6^^ + C,Y «!«! + 6ip^ +
CTl «^2 -^- ^?2 -i- CY2 VCl «2«2 + ^2^2 -+- C2Y2
Si D = G, on peut déterminer des constantes )., rjL, v, dont l'une au moins soit différente de zéro et telles que dans l'expression
XP -mjlQ + vR
les coefficients de x, y, z, soient tous nuls. Si, dans cette expression, on remplace x, j, z par leurs \aleurs en fonction de X, \, Z, dans le résultat de cette substitution les coefficients de X, Y, Z seront tous nuls ; mais le résultat de cette substitution est
XP -f- {jiQ 4- vR.
Cette fonction linéaire et homogène en X, Y, Z devant être identiquement nulle, le déterminant A doit être nul. Donc, si D = o, on a A = o.
Si nous échangeons
abc «1 6j Cj «2 6^ c^ respectivement avec
« P T «1 Pi Ti ^2 P2 T2
D et 0^ s'échangent entre eux et A ne change pas. On en conclut que si & = o, on doit avoir A = o, et l'on est conduit à penser que A contient en facteur D et r), c'est-à-dire que l'on a
A = mDo,
m étant une fonction entière des éléments de D et de c?. Mais le
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