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DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
Définition.
1. Lorsqu'on veut mesurer une grandeur, on cherche une commune mesure entre cette grandeur et Funité. Si, par exemple, la commune mesure est contenue 7 fois dans Tunité et 4 fois dans la grandeur que Ton veut mesurer, cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de l'unité, sera représentée par la fraction *.
Maïs il peut arriver que la grandeur et Tunité n'admettent pas de commune mesure, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de grandeur, si petite qu'elle soit, contenue cxac-
tement dans la grandeur et T unité. Dans ce cas, on dit que la grandeur Bsiincommemurable, et» comme il est im* possible de la mesurer exactement, on se borne à une évaluation approximative. Imaginons T unité partagée en un grand nombre de parties égales, par exemple en mille parties égales, et cherchons combien la grandeur à mesurer contient de ces parties ; elle en contient, je suppose, 728, plus un reste plus petit que Tune des parties ; la grandeur à mesurer, étant plus grande que j~^ mais plus petite que Y^i sera représentée par Tune ou l'autre de ces deux fractions, avec une erreur moindre que 1 millième.
Si Ton avait partagé Tunité en un million de parties égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec une erreur moindre que 1 millionième.
Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incommensurable, avec une approximation aussi grande qu'on veut, s'appelle un nombre incommensurable.
2. Les racines des quantités qui ne sont pas puissances parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incommensurables. Appelons A un nombre entier non puissance n* parfaite, et plus généralement une fraction ordinaire irréductible dont les termes ne sont pas des puissances n'"
parfaites ; je dis qu'il n'existe pas de nombre fractionnaire ^
qui, élevé à la n' puissance, reproduise exactement A. En
CL fl*
effet, la n' puissance de la fraction t est r;^ ; comme on
peut supposer la fraction - irréductible, c'est-à-dire les
deux nombres a et 6 premiers entre eux, les deux puissances a* et 6" seront aussi premières entre elles et la frac-
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tien — irréductible. On voit d* abord que cette fraction
irréductible ne peut être égale à un nombre entier A. Elle ne peut non plus être égale à une fraction irréductible dont les termes ne sont pas des puissances parfaites; car deux fractions irréductibles ne sont égales que si elles ont leurs deux termes égaux respectivement; la fraction proposée aurait ainsi ses deux termes puissances parfaites» ce qui est contraire à Thypothëse.
Mais on peut trouver des nombres fractionnaires j- et
a -4— 1 l' ' » qui ne diffèrent entre eux que d^une quantité aussi
petite qu*on veut - ( 6 étant très-grand ) , et dont les
n" puissances comprennent A. Écrivons en effet la quantité proposée A sous la forme
Axé"
et désignons par a le plus grand nombre entier dont la
n' puissance soit contenue dans A x 6"; la quantité A X 6**
Axft** étant comprise entre a** et {a + i)**, la quantité — j^ —
bu A sera évidemment comprise entre
Chacun de ces nombres fractionnaires -r et — ~ , dont la
différence est aussi petite qu'on veut, et dont les puissances comprennent la quantité proposée A, est ce que Ton ap-
h LlVfiE J, CHAP. 1.
pelle la racine approchée de A ; on la désigne par le symbole \/T.
Il est aisé (ïe voir que ce nombre fractionnaire -z ou
représente, avec une approximation aussi grande qu'on veut, une certaine grandeur incommensurable. Considérons en effet, .4' une part, les nombres dont les n'* puissances sont inférieures à A ; d'autre part, ceux dont les puissances sont supérieures à A, et imaginons les deux séries de grandeurs commensurables de même espèce représentées par ces nombres. Les grandeurs de la première série sont plus petites que celles de la seconde ; la différence
j- entre une grandeur - de la première série et une grandeur "T de la seconde série peut être rendue aussi
petite qu'on veut. On conçoit donc qu'entre ces deux séries de grandeurs commensurables, il existe une grandeur incommensurable unique et déterminée qui en est la limite commune; c'est cette grandeur incommensurable que représente le symbole {/a.
3. On a vu, en géométrie, plusieurs exemples de grandeurs incommensurables. Ainsi, on a démontré que la diagonale d'un carré est incommensurable par rapport au côté
pris pour unité : elle est représentée par le symbole v/2. De même, la circonférence d'un cercle est incommensurable par rapport au diamètre pris pour unité; mais le nombre incommensurable qui mesure la circonférence ne peut, comme le précédent, être obtenu par des extractions de racines; on le désigne par la lettre tc.
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Calcul des nombres incommensurables.
à. Le calcul des nombres incommensurables n'offre aucune difficulté. Les nombres incommensurables n'étant autre chose que des nombres fractionnaires approchés, il est clair que les opérations portent sur ces nombres fractionnaires ; le résultat sera lui-même um nombre fractionnaire approché, qui représentera, avec une erreur •infiniment petite, une grandeur déterminée, en général incommensurable.
Addition. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'additionner deux nombres incommensurables. Si Ton prend les deux nombres par défaut, puis par excès, on a une première somme plus petite que la seconde; d'ailleurs ces deux sommes diffèrent entre elles aussi peu qu'on veut ; donc elles comprennent une grandeur déterminée qu'elles représentent avec une approximation indéfinie. Cette grandeur est la somme des deux grandeurs incommensurables représentées par les nombres incommensurables proposés.
Soustraction. 11 en est de même de la soustraction : si Ton prend le plus grand nombre par défaut, le second par excès, ou, réciproquement, le premier par excès, le second par défaut, on a une première différence plus petite que la seconde, et ces deux différences diffèrent entre elles d'une quantité aussi petite qu'on veut ; donc elles comprennent une grandeur qu'elles représentent avec une approximation indéfinie. Cette grandeur est la différence des grandeurs incommensurables que représentent les deux nombres incommensurables proposés.
Mutiplication. Soit à faire le produit de deux nombres
incommensurables, par exemple V/7XV 5. Si l'on prend
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les deux nombres par défaut, puis par excès, on a un premier produit plus petit que le second ; d'ailleurs ces deux produits^ diffèrent entre eux d'une quantité aussi petite qu'on veut; donc ils comprennent une grandeur qu'ils représentent avec une approximation indéfinie.
Il est clair que le produit de plusieurs nombres incommensurables ne change pas quand on intervertit l'ordre des^ facteurs f car le produit des nombres fractionnaires approchés ne change pas. Ce théorème fondamental étendu aux nombres incommensurables, toutes ses conséquences le sont par là même; ainsi on peut grouper deux facteurs en un seul, décomposer au contraire un facteur en deux, etc.
Division. Si Ton prend le dividende par défaut, le diviseur par excès, ou, réciproquement, le dividende par excès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera plus petit que le second, et comme leur différence est infiniment petite, ils comprennent entre eux une grandeur déterminée qu'ils représentent avec une approximation indéfinie.
Les propriétés des fractions algébriques, et en général toutes les règles de calcul algébrique, subsistent évidemment quand les lettres désignent des nombres incommensurables. (Voyez YAlgèbre^ première partie, livre I.)
CALCUL DES RADICAUX
qui, élevé à la n* puissance, reproduit le nombre proposé. C'est là ce qu'on entend par valeur arithmitique d'un radical ; on la désigne par le symbole \a. Le nombre n est rindice du radical. On est convenu de ne pas écrire ^indice quand il s'agit d'une racine carrée : dans ce cas, on sous* entend l'indice 2.
Avant d'aborder le calcul des radicaux, nous établirons quelques lemmes sur les puissances :
7. LemmeI. On élève un produit aune certaine puissance en élevant chaque facteur séparément à cette puissance. En effet,
{abcy = abcxabc'X,abcX = a'^é V,
Lëmme il On élève une fraction àjune certaine puissance en élevant les deux termes séparément à cette puissance. En effet,
Lemme III . Élever un nombre à deux puissances successives revient à V élever aune puissance ayant pour exposant leprO' duit des exposants.
En effet,
G0ROLLAILE 1 . On élève un monôme à une certaine puissance en élevant son coefficient à cette puissance et multipliant tous les exposants par Vindice de la puissance»
Soit à élever à la n' puissance le monôme 5a'6*c. En vertu des lemmes I et III, on aura
Corollaire II. Un monôme est une puissance n^ parfaite, lorsque son coefficient est une puissance n* parfaite et que tous ses exposants sont divisibles par n. Dans ce cas, on obtient la racine n' du monôme proposé, en extrayant la racine^ n de son coefficient et divisant par n tous ses exposants.
Venons maintenant au calcul des radicaux.
8. Théorème L Le produit de plusieurs radicaux de mime indice égale la racine du produit des quantités placées sous les radicaux.
Je dis, par exemple, que
\/a yjb yjc = \jabc.
Car si Ton élàîsre le premier membre à la n' puissance, ce que l'on fait en élevant chaque facteur à cette puissance, on reproduit la quantité ahc; donc ce premier membre est la racine n" de ahc.
g. Théorème IL Le quotient de deux radicaux de même indice égale la racine du quotient des deux quantités placées sous les radicaux.
Je dis que
Car si Ton élève le premier membre à la n* puissance , ce que Ton fait en élevant séparément le numérateur et le dénominateur à cette puissance, on reproduit la fraction -.
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puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le radical.
On a, en effet, en vertu du théorème I,
/ n .— \ tn n.— w-- n,— «,—
[\/a) =yja ,)Ja,yJa = y/a*.
1 1 . Théorème IV, On extrait la racine d^un radical en multipliant Vindice du radical par Vindice de la racine que Von veut extraire.
Je dis que
/ n f^ tnn .—
En effet, si Ton élève le premier membre à la puissance m,
on trouve ^a'; si Ton élève ensuite ce résultat à la puissance n, on obtient a; mais ceci revient à élever le premier membre à la puissance mn. Ainsi, le premier membre est une quantité qui, élevée à la puissance mn , reproduit a; c'est donc la racine mn" de a.
12. Théorème V. On ne change pas la valeur d'un radical quand on multiplie ou quand on divise par un même nombre Vindice du radical et Vexposant de la quantité placée sous le radical
Soit le radical
Je dis qu'en multipliant par un même nombre entier p l'indice n et l'exposant m, on obtient un second radical
égal au premier. ]Sn effet, d'après le théorème précédent, le
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l»econd radical peut s'écrire
Mais donc
np I n.
i3. GoBOLLAiRE I. On simplifie un radical en divisant rindice et l'exposant par leur plus grand commun diviseur. Ainsi
14. Corollaire IL On réduit plusieurs radicaux au même indice en prenant pour indice commun le produit des indices, ou plus simplement leur plus petit multiple. Cette réduction est nécessaire quand on veut multiplier ou diviser deux radicaux d'indices différents. Ainsi
^ax ^b= sjoT X y/6"* = yjarb"^.
y/a X y/* = V «' X v/6» = \JaW.
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES. — EXPOSANTS NÉGATIFS
Exposants fractionnaires.
i5. On a vu que, pour extraire la racine d'une quantité affectée d'un certain exposant, il suffit de diviser l'exposant par l'indioe de la racine ^lorsque cette division est possible.
EXPOSANTS FRAGTIOimAlRES. ii
Ainsi
SI, par extension, on applique la même règle dans le cas où l'exposant n'est pas divisible par l'indice de la racine, on
obtient un exposant fractionnaire. Soit le radical y a^ l'exposant 7 n'étant pas divisible par l'indice 5, il est impossible d'extraire la racine ; mais si l'on applique la règle énoncée
plus haut, on est conduit au symbole a % qvi0 Von adop-* tera comme représentant le radical proposé.
En général, on est convenu de représenter un radical
quelconque ya^ par le symbole a». Le dénominateur de
l'exposant fractionnaire remplace ainsi le signe y ^ et les expressions irrationnelles prennent la forme d'expressions rationnelles.
D'après cette convention, les radicaux
fi
s'écriront
vC»
i6. L'emploi des exposants fractionnaires ne sera vraiment utile que s'il est permis de remplacer un exposant fractionnaire par un autre égal au premier. C'est ce qui a lieu effectivement ; car multiplier ou diviser par un même nombre les deux termes d'un exposaht fractionnaire, revient à multiplier ou diviser par un même nombre l'indice d'un
radical et l'exposant de la quantité placée sous le radical, ce qui, comme on Ta vu plus haut, ne change pas la valeur du radical.
On pourra donc, si Ton veut, réduire un exposant fractionnaire à sa plus simple expression. Soit, par exemple, le
radical y a*% qui s'écrit symboliquement a«; en simplifiant
l'exposant fractionnaire f|, on obtient le symbole a', qui
représente le radical y a*, égal au premier.
Nous ferons voir maintenant que les règles du calcul des exposants entiers s'appliquent aux exposants fractionnaires.
17. Multiplication. On sait que, pour multiplier deux puissances entières d'un même nombre, il suffit d'ajouter les exposants. La même règle s'applique aux exposants fractionnaires.
Je dis, par exemple, que
m p »»_lP
En effet, les deux puissances fractionnaires a* et a« représentent par convention les deux radicaux y a** et \/a^\ pour multiplier ces deux radicaux, on les réduira d'abord au même indice, ce qui donne
nqj nqj nq/ nqi
Or ce dernier radical, produit des deux premiers, s'écrit
mq+np
ou
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES
en remarquant que l'exposant ^ ^ est la somme des
deux fractions— et-. On a donc n q
Exemples,
« . 1 V a^xa^ = a,
18. Dimston. La règle de la multiplication étant étendue aux exposants fractionnaires , celle de la division Test par là même. Ainsi, pour diviser l'une par l'autre deux puissances quelconques d'un même nombre , il suffira de retrancher l'exposant du diviseur de celui du dividende.
Je dis que
- = or «;
car, si l'on iiyiltîplie le quotient par le diviseur, ce que l'on fait en ajoutant les exposants, on reproduit le. dividende
Exemples.
là LIVRE 1, CHAP. III.
19. Pwwsancc. Nous avons démontré que Ton élève un nombre à deux puissances entières successives en Télevant à une puissance ayant pour exposant le produit des exposants. La même règle s* applique aux exposants fractionnaires.
Considérons Texpressîon
Cette expression signifie
ou
Il faut élever la quantité Va" à la puissance p et prendre la racine q' du résultat. On sait (n" lo) que l'on élève un radical à une puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le radical ; on a donc
(v/a~7=v/a«P, et par suite
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES
On sait (n° 1 1) d'autre part que Ton extrait la racine d'un radical en multipliant l'indiqe du radical par l'indice de la racine, ce qui donne
On arrive ainsi à l'égalité
Le radical y a'"'' pouvant être représenté par a'*% on a finalement
L'exposant du résultat est le produit des deux exposants
Exemples.
Ea^posanU incommensurables.
Prenons comme exemple l'expression aV^^ Soient
— et deux nombres fractionnaires dont les carrés
comprennent 2 ; l'expression av * désignera la limite com-
1» m-fi
mune des deux quantités a^ et a *" , quand la différence
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- devient âe plus en plus petite. Mais, pour compléter cette définition , il faut démontrer que les deux quantités
a ** et a ** tendent effectivement vers une limite commune : c'est ce que nous ferons voir plus tard, quand nous aurons établi quelques propriétés des puissances servant à la définition des logarithmes.
Admettant pour le moment Texistence de cette limite , nous remarquerons que toutes les règles démontrées pour le calcul des exposants fractionnaires s'étendent évidemment aux exposants incommensurables.
Ainsi
Exposants négatifs.
21. Nous savons que pouç diviser. Tune par l'autre deux puissances d'un même nombre, il «uflSt de retrancher l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende, lorsque l'exposant du diviseur est plus petit que celui du dividende.
Si l'on applique la même règle lorsque l'exposant du diviseur est plus grand que celui du dividende, on obtient
un exposant négatif. Soit le quotient-^ ; l'exposant du di-
viseur étant plus grand que celui du dividende, la division
est impossible ; mais , si l'on applique la règle énoncée
plus haut, on est conduit au symbole a"' ; le quotient pro-
EXPOSANTS NÉGATIFS
posé, simplifié, devient -5; ainsi le symbole o"* peat être
adopté comme représentant le quotient—,-.
En général, on est convenu de représenter le quotient
--, dans lequel l'exposant m est quelconque, entier ou
fractionnaire, par le symbole a^\ L'exposant négatif remplace ainsi le signe de la division.
Nous ferons voir que les règles établies précédemment pour le calcul des exposants positifs s'étendent aux exposants négatifs.
22. Multiplication, Pourmultiplier deux puissances d'un même nombre, il suffit d'ajouter algébriquement les exposants , quels que soient ces exposants, positifs ou négatifs.
!• Considérons d'abord le cas où l'un des exposants est positif, l'autre négatif. Soit à multiplier a"* par a'** (m et n étant deux nombres positifs quelconques , entiers ou fractionnaires , ou même incommensurables) ; puisque a'*" par
convention représente — , on a
Cl**
mais le quotient-^ est représenté dans tous les cas, que
m soit plus grand ou plus petit que n, par le symbole a*^"; donc
L'exposant du produit est la somme algébrique des deux exposants.
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2*" Supposons maintenant les deux exposants négatifs. Soit à multiplier a"""* par ar\ Puisque les symboles a""*" et
a"* désignent les quotients ~ et — , on a
a'^>Ca~^^= — X — = =—■ — .
Mais cette dernière expression est représentée par o'^"*+~ ou a***^. On a donc
L'exposant du produit est encore la somme algébrique des exposants.
<*• a* xa'* = a^,
3* a* xa-*=a*=:i, 4Q a"»Xa^' = a^'.
23. Division. La règle de la multiplication étant étendue aux exposants négatifs, celle de la division Test par là même. Pour diviser Tune par l'autre deux puissances quelconques d'un même nombre, il suffit de retrancher algébriquement l'exposant du diviseur de celui du dividende; car, en multipliant le quotient ainsi obtenu par le diviseur, on reproduit le dividende. Remarquons que ceci revient à transformer le diviseur en multiplicateur par le changement de signe de son exposant.
Exemples.
!• --=flr*x«-'=û~^
Or
EXPOSANTS NÉGATIFS
30 f--=:a-^xa* =a-S a '
2&. Puî^^ance. Pour élever un nombre à deux puissances successives 9 il suffit de multiplier entre eux les deux exposants, quels que soient leurs signes.
!• Considérons d'abord le cas où le premier exposant est négatif, le second positif* Soit l'expression (a'**)*.
Puisque o~*" représente-^ , on a
tnaift ce résultat peut être représenté par ar*^; donc
2* Supposons le premier exposant positif, le second négatif. Soit l'expression (a**)"*» par convention , cette expression représente le quotient
qui est égal à 4s; j et qui peut être représenté par oT^. Donc
3* Supposons enfin les deux exposants négatifs. L'ex-
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pression (a""*)"** représente le quotient 1 1 1
donc
\ay Wv
Ainsi y dans tous les cas, l'exposant du résultat est le produit algébrique des deux exposants , conformément à la règle des signes.
Exemples, i- (a-»)« =:a-«,
Tout ce que nous avons dit sur le calcul des exposants fractionnaires et négatifs , peut se résumer en deux règles fondamentales :
m et n désignant des exposants quelconques, entiers ou fractionnaires , positifs ou négatifs.
CHAPITRE PREMIER
Arrangements.
25. Je suppose que Ton ait m objets distincts. On appelle arrangements de ces m objets n à n les différentes dispositions que Ton peut former avec ces m objets; en les prenant n à n de toutes les manières possibles, et les plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. Deux arrangements diffèrent, par la nature des objets qui les composent, ou seulement par l'ordre dans lequel ils sont placés.
Par exemple, avec les trois lettres a, 6, c, prises deux à deux de toutes les manières, on peut former les six arrangements suivants
ai, ac, ba, bc, ca, cb.
Le premier et le troisième ne diffèrent que par Tordre des lettres; de môme le second est le cinquième, le quatrième et le sixième.
U\RE II, CHAP. I
Nous représenterons en général les m objets par les premières lettres de T alphabet
et nous désignerons par le symbole A* le nombre des arrangements que l'on peut former avec ces m objets pris n à n de toutes les manières possibles.
On obtient évidemment los arrangements des m lettres une à une, en prenant chacune d'elles séparément, ce qui donne m arrangements,
Ainsi
Nous obtiendrons les arrangements des m lettres deux à deux en mettant à la suite de la première lettre a successivement chacune des autres lettres, à la suite de la seconde lettre h successivement chacune des autres, et ainsi de suite, ce qui donne le tableau suivant :
abf acy adj , aky
ba, bc, bd, , bk,
cafCbjCdf.».,*yCk^ r
ka, kb, kCy , kh,
La première ligne horizontale contenant tous les arrangements qui commencent par la lettre a, la deuxième tous ceux qui commencent par la lettre 6, etc., nous avons ainsi formé tous les arrangements des m lettres deux 4 deux. Puisque chaque ligne horizontale renferme m — i arrangements, et qu*il y a m lignes, le nombre des arrangements
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COQteDu dans le tableau est m (m — i) ; on a donc
Aj[=m(m — i).
De môme , si à la suite de chacun des arrangements deux à deux on place chacune des m — 2 autres lettres, on forme les arrangements trois à trois :
abCy abdy , abk,
acb, acd^ , ack,
bacy hady , bàky
A la suite du premier arrangement ah de deux lettres, nous
avons écrit chacune des autres lettres c, d, fc; de
même, à la suite du second ac^ chacune des autres lettres
6, d, ft, etc. On a formé ainsi tous les arrangements
trois à trois ; car un arrangement de trois lettres se compose nécessairement d*un arrangement de deux lettres suivi d'une autre lettre. Le même arrangement n'est pas répété deux fois ; car les .arrangements d'une même ligne horizontale diffèrent par la troisième lettre, et deux arrangements de deux lignes différentes par l'arrangement des deux premières lettres. Glîaque ligne horizontale contient m — 2 arrangements ; il y am (m—* 1) lignes horizontales, autant que d'arrangements deux à deux; donc le nombre des arrangements des m lettres trois à trois est
on a donc
En continuant le même raisonnement, on arrive à la formule générale
A"=:wi(m — \)[rit — 2) {m — « + i)ï
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Le nombre des arrangements de m objets nànesl égal au produit de n nombres entiers consécutifs décroissants à commencer par m.
26. Il est bon de s'assurer que la formule précédente, écrite par induction, est générale. Supposons que Ton ait formé les arrangements des m lettres n — i à « — i , et que Ton veuille former les arrangements n à n. A la suite de chacun des arrangements n — làn — i, on écrira successivement chacune des m — n+ i autres lettres. On obtiendra de là sorte tous les arrangements n à n; car un arrangement de n lettres se compose d'un arrangement de n — 1 lettres suivi d'une autre lettre. Le même arrangement ne se trouve pas répété deux fois; car deux quelconques des arrangements ainsi obtenus diffèrent par la dernière lettre ou par l'arrangement desn— i premières lettres. Chaque arrangement ancien donnant m — n -[- 1 arrangements nouveaux, on a la relation générale
On en déduit, en donnant successivement à n les valeurs 2,5,4» w,
Kn=KnXi^--h
Si l'on multiplie toutes ces égalités entre elles, les facteurs intermédiaires disparaissent, et Ton obtient la formule
AI
2*» Combien y a-t-îl de nombres composés de deux chiffres significatifs différents? Autant qu'on peut former d'arrangements avec les neuf chiffres significatifs deux à deux,
Aj = 9.8 = 72.
3' Combien y a-t-il de nombres composés de cinq chiffres significatifs différents? Autant qu'on peut former d'arrangements cinq à cinq avec les neuf chiffres significatifs.
AJ =9.8.7.6.5 = i5iao.
Permutations.
27. On appelle permulalims de m objets les différentes dispositions que Ton peut donner à ces m objets, en les plaçant les uns à côté des autres sur une ligne droite. Chaque permutation contient tous les objets, et deux permutations ne diffèrent que par l'ordre des objets.
Ainsi, avec deux lettres a et &, on peut former deux permutations
ab, ba.
Nous désignerons en général par P^ le nombre des permutations dç m objets. Il résulte de la définition que les permutations de m objets ne sont autre chose que les arrangements de ces m objets pris tous ensemble, c'est-à-dire m h m; on a donc, suivant la notation habituelle,
OU, si Ton change Tordre des facteurs, P,„=i.2.3.4 m-
liB nombre des permutations de m objets égale le produit des m premiers nombres entiers.
Applications. 1"* Combien peut-on former de mots de trois lettres avec trois lettres données? C'est le nombre des permutations de trois lettres
2* De combien de manières peut*>on diàposer dix soldats en ligne? C'est le nombre des permutations de dix objets
Pj^ s= 1 .a.5.4.5.6.7.8.9. 10 = 36a88oo.
28. Nous avons déduit la formule des permutations de celle des arrangements comme cas particulier. Voici comment on peut établir cette formule directement.
On ne peut évidemment donner qu'une disposition à une lettre a; ainsi
Aveo deux lettres a et b, on peut former deux permutations
et l'on a
Pj=1.2.
Si, dans chacune des permutations précédentes, on introduit la lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, au commencement, on obtient les permutations de trois lettres a, 6, c,
«ic, acby cab^
bac, bca, cba.
On a formé ainsi toutes les permutations de trois lettres ;
car ime permutation de trois lettres se compose d'une per^ mutation des deux premières lettres a et b à laquelle on ajoute la troisième lettre c. La même permutation ne se trouve pas répétée deux fois ; car deux permutations quelconques diffèrent, soit par la place de la lettre c, soit par la disposition des deux autres lettres. Chacune des permutations précédentes donnant trois permutations nouvelles, on a
De même, si dans chacune des permutations des trois lettres a, 6, c, on introduit la lettre d à toutes les places, et il y a quatre places, deux intermédiaires et deux extrêmes, on obtient les permutations des quatre lettres a, 6, e, d; chacune des permutations précédentes donnant quatre permutations nouvelles, on a
En continuant le même raisonnement, on arrive à la for* mule générale
Combinaiêonê.
20. On appelle combinaisons de m objets n à n les différents groupes que l'on peut former avec ces m objets en les prenant n à n, de toutes les manières possibles, de façon que deux groupes diffèrent au moins par la nature d'un objet. Dans les combinaisons on n'a pas égard à la disposition des objets.
Si l'on a m lettres et que Ton imagine qu'elles représentent des quantités différentes, on peut concevoir les combinaisons de ces m lettres nkn comme les différents
produits que Ton peut former avec ces m lettres, en les prenant n à n de toutes les manières possibles.
Par exemple, avec les trois lettres a^ b^ c, prises deux à deux, on ne peut former que trois combinaisons
aô, aCy bcy
tandis que Ton a six arrangements.
Nous désignerons en général par C* le nombre des combinaisons de m objets n à n. La formule des combinaisons se déduit de celle des arrangements et de celle des permutations. Imaginons en effet les combinaisons de m lettres. n k n formées. Si nous donnons aux n lettres qui composent chacune de ces combinaisons toutes les dispositions possibles, c'est-à-dire si nous permutons ces n lettres, nous obtiendrons les arrangements des m lettres n kn. Nous aurons ainsi tous les arrangements ; car un arrangement quelconque est une combinaison dans laquelle les n lettres qui composent cette combinaison sont disposées dans un certain ordre; et nous n'aurons pas deux fois le même arrangement 5 car les arrangements fournis par une même combinaison diffèrent par l'ordre des lettres, et ceux qui sont fournis par des combinaisons différentes diffèrent au moins par la nature d'une lettre. Chaque combinaison donnant un nombre d'arrangements marqué par P^, on a
A;=c;xPn;
d'où
et, en remplaçant par les valeurs connues,
Applications. Pour appliquer la formule, on écrit d'a« bord au dénominateur les n premiers nombres entiers, puis on écrit au numérateur autant de nombres entiers décroissants , à commencer par m.
l*" Nombre des combinaisons de 5 objets 2 à 2.
^ Nombre des combinaisons de 10 lettres 4^4-
3"* Nombre des combinaisons de 10 lettres 6 à 6.
4° Le nombre des combinaisons de m lettres une à une est m , ce qui est évident à priori.
5° Le nombre des combinaisons de m lettres m à m est
11 est évident en effet que si Ton prend toutes les lettres, on ne peut former qu'une seule combinaison.
Nous démontrerons sur les combinaisons deux théorèmes qui nous seront utiles par la suite.
30. Théorème L Le nombre des combinaisons de m oftjets n au est égal au nombre des combinaisons de ces m objets m — n à m-^n.
Supposons en effet que Ton ait m numéros dans une urne; si Ton en tire n, il en restera m— n dans l'urne; ainsi à chaque combinaison de n numéros correspond une
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combiDMson de m— n, et réciproquement On a donc
On peut d'ailleurs vérifier aisément r^gatUté des àm% nombres
ij _^ _
car si Ton multiplie les deux termes de la première fraction par le produit 1.2 {m-^-n)^ les deux termes de la
seconde par 1.9 n» les dtoominatetirs deviennent
égaux et l'on a au numérateur le produit des nombres entiers consécutifs de 1 à m; il vient de la sorte
"* "* 1.2 nXi.a (m — n)'
Par exemple, le nombre des combinaisons de 5 objets 4 à 4 6st égal au nombre des combinaisons de 5 objets 1 à 1 , le nombre des combinaisons de 5 objets 3 à 3 est égal au nombre des combinaisons 2 à 2.
31. Théorème II. Le nombre des combinaisons de m objets n à n est égal au nombre des combinaisons de m — 1 objets n à n, plus le nombre des combinaisons de m — 1 objets n— 1 an — 1;
En effet, les combinaisoQs de m lettres a^ by e,....r fc, prises n à n , peuvent être distinguées en deux catégories, celles qui ne contiennent pas une certaine lettre it, et celles qui la contiennent. La première catégorie se compose évi* demment des bombioaisous des m— 1 premières lettres n à n; On obtiendra celles de la seconde eatégwie sd formaM
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les CQQibmaisons des m — i premières lettres n^-*i à n-«-i , et ajoutant à chacune d'elles la lettre k. On a donc
in-J
On peut aussi yérifier facilement cette égalité au moyen de la formule des ciaubinaisons*
Par exemple ^ le nombre des combinaisons de 7 objets 3 à 3 est égal au nombre des combinaisons de 6 objets 3 à 3 , plus le nombre des combinaisons de 6 objets 2 à 2.
Probabilité.
3:^. On appelle probabilité d'un événement te rapport du nombre des cas favorables au nombre total des cas pos* sibles, lorsque tous ces cas sont également possibles. Je suppose qu'une urne renferme 12 boules d'égale grandeur, 7 blanches et 5 noires. On tire une boule au hasard, et I^on demande la probabilité pour chaque couteun II y a 12 cas possibles et également possibles : 7 pour les blanches^ 5 pour
les noires. La probabilité est donc — pour la sortie d'une
blanche, —^pour la sortie d'une noire.
La loterie se composait de 90 numéros; à chaque tirage il en sortait 5 au hasard. Une personne désâgne un ni»iér9, par exemple, le numéro 20 ; si le nuimi^o dés^iié m tirouve parmi les & numéros sortants, la pers^ine a gagné ; sinon elle a perdu. C'est là ce qu'on appelait prendre un eûitfuit 11 est facile d'évaluer là probabilité. Puisqu'on tire & numéros à chaque fois, le nombre de» e«s possibles est le nombre des combinaisons de go numéros de 5 à S,.
Les cas favorables sont tes combinaisons qui contiennent le numéro désigné 20; pour les former, imaginons que Ton ôte ce numéro 20 et que l'on combine les 89 autres numéros 4^4» puis que Ton ajoute à chacune de ces combinaisons le numéro 20; on aura de cette manière toutes les combinaisons qui contiennent le numéro 20. Ainsi, lo nombre des cas favorables est le nombre des combinaisons de 89 numéros 4 à. 4»
La probabilité de la sortie du numéro désigné, ou le rapport du nombre des cas favorables au nombre total des
cas possibles, est le quotient de Cj, par Cj^^, soit — ou -^.
Ainsi, sur 18 cas possibles, il y en a 1 favorable à la personne qui prend l'extrait, et 17 pour la loterie. Il faudrait donc parier 1 contre 17. La loterie, au lieu de 17 fois, ne donnait que 1 5 fois la mise.
Lorsqu'on désigne deux numéros, on prend ce qu'on appelle un ambe; si les deux numéros désignés sont tous deux parmi les cinq numéros sortants, on a gagné ; sinon on a perdu. Les cas favorables sont les combinaisons qui contiennent les deux numéros désignés ; on les formerait en combinant les 88 autres numéros 3 à 3, et ajoutant à chacune des combinaisons les deux numéros désignés. Ainsi, la probabilité de la sortie d'un ambe est le rapport
de CJa à C' , soit -~^^ ou •^. Il faudrait donc parier 2 ^ ^ 90.89 801
contre 799, ou 1 contre 899 + -; 1^ loterie ne donnait que
270 fois la mise«
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On trouvera de même que la probabilité du terne est
— ^-7^, celle du qtiaterne^ =^. La loterie ne donnait
11748 ^ 5iio38
que 55oo fois la mise pour le terne» 76000 fois pour le
quaterne.
FORMULE DU BINOME
33. On sait que le produit de deux polynômes est égal à la somme des produits que l'on obtient en multipliant chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur. En général, le produit de plusieurs polynômes est la somme des produits que Ton obtient en prenant de toutes les manières possibles un terme dans chacun des polynômes proposés.
Proposons -nous d'abord d'efifectuer le produit des m facteurs binômes
en l'ordonnant par rapport aux puissances décroissantes dex. *
Le produit de ces m facteurs binômes est la somme des produits obtenus en prenant de toutes les manières possibles un terme dans chacun d'eux. Si l'on prend les m premiers termes, on obtient le premier terme ou"* du produit. Si l'on prend le second terme a dans le premier facteur binôme» et le premier terme x dans tous les autres, on ob-
tient le produit ax"^"^ qui est du degré m — i; prenaat de même le second terme 6 dans le second facteur binômç et le premier terme x dans tous les autres, on a bx"^^; en un mot, le second terme de l'an quelconque des facteurs binômes, combiné avec les premiers termes de tous les autres, donne au produit un terme en x'^^K Réunissant tous ces termes du degré m — i , on voit que o?*^* a pour multiplicateur la somme des m quantités a, b, ç, fc, somme
que pour abréger nous désignerons par S^. Ainsi le second terme du produit est S^x'^K
Prenons maintenant les seconds termes dans deux quelconques des factjpurs binômes^ et les premiers dans tous les autres, nous formerons les termes du degré m — 2, tels que abx"^"*, acx'^^^ bcx"^^^ etc. Si nous réunissons tous ces termes, nous voyons que a?**"*, mis en facteur commun, sera multiplié par la somme des combinaisons deux à deux des m lettres a, 6. ,. . . . . h. Désignons par S, la somme de ces combinaisons, le troisième terme du produit sera Sj»**-**
En prenant de même les seconds termes dans trois quelconques des facteurs binômes et les premiers dans tous les autres, on formera les termes du degré m — 5^ tels que aftca;"*""', abdx^^^ etc. Réunissant ces termes en un seul, et appelant S, la somme des combinaisons trois à trois des
lettres a, 6, fc, on obtient le quatrième terme Saâ?"*""' du
produit.
En général, si Ton prend les seconds termes dansn quelconques des facteurs binômes et les premiers dans les, m — n autres, on forme les termes du degré m — n; réunissant ces termes et représentant par S» la somme des
combinaisons w à n des m lettres a, 6, fc, on a le terme
général S^a?"*"* du produit.
On obtient les termes du premier degré en prenant
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les seconds termes dans tous les facteurs binômes, excepté un, et le premier dans cet autre; ces termes réunis don^ nent T avant-dernier terme du produit S^^iX. Enfin le produit abc k des seconds termes de tous les facteurs binômes, produit que nous désignerons par S^, donne le dernier terme du produit demandé.
Ainsi le produit des m facteurs binômes se développe de la manière suivante :
a.m + S,x«-» + S,ar*"' +S,a?-- +S^.,x + S^.
34* Supposons maintenant que les quantités a, 6, c....k soient égales entre elles, le produit det m facteurs binômes
devient (a? + a)*".' Voyons à quoi se réduit le développement : la somme S^ des quantités a, 6, c....ft se réduit à ma, puisque chacune de ces quantités devient égale à a et qu'il y en a m. La lettre S, désigne la somme des combinaisons deux à deux de ces mêmes quantités; chacune de ces combinaisons devient égale à a* -, et il y en a un nombre marqué par le nombre des combinaisons de m lettres deux
à deux , soit — - — — — -; leur somme S, ^st dQ»c ég;sile à -J — ^^^^1^ a*. De môme S, désigne la somme des combi-
naisons trois à trois; chacune de ces combinaisons devenant égale 4 û* et leur nombre étant ^ v^~ ^) ^ — Zli/ leur
somme égale — ^ ^ ^a'.
En général, Sn désigne la somme des cçmbinaisQns nkn
des m quantités a^b^c k; ces quantités devenant égales
à a, chacune des combinaisons se réduit à a* ; leur nonabre étant le nombre des combinaisons de m lettres n à n, on a
j5 zrz • ■■ ■ ■• - ■ — — a •
Enfin, le dernier terme, ou le produit des m quantités
égales a, 6, fc, se réduit à à^.
On a ainsi la formule
, mlm—i){m — Q) , ^ . , , ^ « i • m
connue sous le nom de formule du binôme. Elle est très-fréquemment employée ; elle sert à former le développement d'une puissance quelconque d' un binôme. Le terme général , celui qui occupe le n + i ' rang dans le développement, est, comme nous l'avons dit,
Si dans la formule (i) on remplace a par — a, on obtient le développement de (x — a )*",
te — ar=i(xf^ oc*"** -I — i a'x"*"' — ±a^\
les signes alternent.
35. Remarque I. Dans la formule du binôme, les exposants de X vont en diminuant graduellement d'une unité, ceux de a vont au contraire en augmentant ; la somme des exposants de a et de a; dans chaque terme est constamment égale & m.
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Le nombre des termes du développement est m + 1 4 car les exposants de x forment la suite des m premiers nombres entiers, plus l'exposant zéro du dernier terme,
en tout m + 1 termes.
36. Remarque II. Les coefficients des termes également distants des extrêmes sont égaux. Si l'on écrit la formule du binôme en laissajal les lettres qui marquent les nombres de combinaisons, on a
Le premier terme et le dernier ont tous deux pour coefficients l'unité, le sqpond terme et l'avant- dernier ont pour coefficient Cj^ et C^-^ mais, en vertu d'un théorème démontré (n"" 3o) , on sait que ces deux nombres sont égaux. De même les troisièmes termes, à partir des deux extrêmes, ont pour coefficients les nombres égaux C]^ et C^""', etc.
57. Remarque III. Les coefficients se déduisent les uns des autres par une loi très-simple : Multipliez le coefficient du dernier terme obtenu par X exposant de x dans ce terme et divisez par le rang de ce terme^ vous aurez le coefficient du terme suivant.
En effet, nous avons trouvé pour le n + i* terme du développement
le tçrme précédent est
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Oâ déduit le fi 4^ 1* têriiie du précédent m augmentant d'uûe Uûîté l'exposant de a et diminuant d'une unité celui de X. Quant au coefficient, on le forme en multipliant le coefficient précédent par l'exposant m — n + i de a? dans ce terme précédent, et divisant par n, rang de ce terme.
Exemples.
11 importe de s'exercer à développer rapidement la puissance d'un binôme. La règle que nous tenons d'indiquer facilite beaucoup le calcul.
-J-35aV+ 2iaV + 70*0?+ a'.
Pour passer du second terme au troisième, il faut multiplier par 6 et diviser par 2 ^ ce qui revient à multiplier par 5. Potir passer du troisième terme au quatrième, il faut mul^ tiplier par 6 et diviser par 5 ; on divisera d'abord s 1 par 3; ce qui donne 7, et l'on multipliera par 5, ce qui donne 35. Le développement contenant 7 + i ou 8 termes, et les termes également distants des extrêmes étant égaux, une fois trouvés les quatre premiers, on écrira les quatre autres immédiatement.
*» (x + af = a?* + Sax"^ + 28a V + 56a^x^
-f 7oa*ar* + 56« V + aSa V + 8a'â? + a\
Le développement contient 9 termes; il est nécessaire de calculer les cinq premiers; arrivé au terme 70a*»*, on remarque que les coeflScients se reproduisent.
30 (x_ 0)11 = ^11 _ 1 lû^^io ^ 55^V _ ,65afe^8
+ 33oaV — 462(1 V + 462(t«;r» — 33oaV + i65aV
— 55rAx*+ iirt^^r->fl^*.
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Le nombre des termes étant pair, le dernier terme a le signe — t et les termes qui ont même coefficient sont affectés de signes contraires.
— 792a*x'' + 924a'a?^ — 7920*^0?^ -f 495a®^* — aaoaV + 66a* V — 1 2a"ar + a*^
Le développement contenant un nombre impair de termes, le dernier a le signe + et les termes qui ont même coeffi* cient sont affectés du même signe.
58. Remarque IV, Les coefficients ^ont en augmentant du commencement jusqu'au milieu du développement et en diminuant du milieu à la fin. En effet, le rapport du coefficient du n + 1* terme à celui du terme précédent est, comme nous Tavons dit ,
C'est par ce rapport que l'on multiplie le coefficient du n* terme pour former celui du n + i* terme. Les coefficients vont en croissant tant que ce multiplicateur reste supérieur à Tunité ; ils vont au contraire en décroissant quand ce multiplicateur devient inférieur à l'unité. Posons donc
et résolvons cette inégalité par rapport à n, nous aurons
La fraction — 3L>. désigne la moitié du nombre des termes
du développement; ainsi les coefficients vont en croissant jusqu'au milieu. A partir du milieu, l'inégalité change de sens et les coefficients décroissent.
Il y a deux cas à distinguer : i° lorsque m est pair, le nombre des termes m + i est impair; il y a au milieu un coeflacient plus grand que tous les autres. Ainsi dans le développement àe(x + a)% dont nous n'écrivons ici que les coefficients
le coeflScient 70 est le plus grand; 2* lorsque m est impair, le nombre des termes est pair, il y a au milieu deux coefficients égaux plus grands que tous les autres. Ainsi dans le développement de {x + o)\ dont les coefficients sont
les deux coefficients 55 du milieu sont les plus grands.
Ce qui précède donne une propriété des combinaisons qu'il est bon de remarquer. On demande, par exemple, de quelle manière il faut combiner huit objets pour avoir le plus grand nombre de combinaisons. Il est clair qu'il faut les combiner 4 à 4 ; car les coefficients du développement de {x + a)% à partir du second, sont les nombres de combinaisons que Ton peut former avec 8 objets, en les prenant 1 à 1 , 2 à 2, 3 à 3, etc.. .; le plus grand coefficient étant le cinquième, il en résulte que le nombre des combinaisons des 8 objets A à 4 surpasse les autres nombres de combinaisons. De même, avec 7 objets, on obtient le plus grand nombre de combinaisons en les prenant 3 à 3 ou 4 ^ 4-
3g. Remarque V. Si dans le développement de {x -f a)"* on fait a; = 1 et a = 1 , chaque terme se réduit à son coeffi-
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cient» et Ton a
Ainsi la somme des coeiGcients du développement est égale à 2"*.
Eu retranchant le premier coefficient qui ne désigne pas un nombre de combinaisons, on en conclut que le nombre total des combinaisons qu'on peut faire avec m objets, en les prenant de toutes les manières possibles, soit i à i, soit 3 à â, etc., est 2"* — i,
4o. Remarque VI. Si dans le développement de (a;— a)*" on fait a; = 1 et a = i , on a
o=.-.ci,+c;-G::.+ ±c
d'où l'on déduit
Ainsi» quand on forme toutes les combinaisons possibles avecmobjets, le nombredescombinaisonsqui renferment un nombre impair d'objets surpasse d'une unité le nombre des combinaisons qui renferment un nombre pair d'objets. Si donc on appelle u et v ces deux nombres de combinaisons,
On en déduit
Par exemple, avec lo objets on peut former en tout 2** — 1, c'est-à-dire 102 5 combinaisons. Parmi ces combinaisons 5 12 contiennent un nombre impair d'objets, 5ii un nombre pair, .
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CHAPITRE IIL
fïOMBttÊS FIGURÉS, PILES DE BOULETS.
Pyramide à basé came.
H* Considérons une pyramide ayant pour base un ciuré de m boulets au côté ; sur la base est placé un autre ci^ré ayant m—i boulets au côté, et ainsi de suite jusqu'au sommet formé d'un seul boulet. Le nombre des boulets contenus dans chaque tranche étant un carré parfait , le nombre total des boulets contenus dans la pyramide est la somme des carrés des m premiers nombres entiers.
Voici une ihanière très-simple d'obtenir cette somme. Si dans l'égalité
on donne à m successivement les m valeurs i , 2 , 3. w,
on a
(m + 1)' nsm'^ + 3.m* + 3m -f- 1 ;
en faisant la somme et supprimant les nombres 2' , 3%. . . . . , m% qui se trouvent dans les deux membres ^ on obtient l'égalité.
+ 3(,_|.2-(.5 4. ^wî) + m.
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8i, pour simplifier, on désigne par Sj la somme des m premiers nombres entiers, et par S, la somme de leurs carrés , cette égalité s'écrit
(m+l)« = l + 5(S,+ S,)^.m} d'où
3(S. + S,) = (m+i)»-(m + i)=(m + i)(m« + am) = wî(m+ i)(m4-a).
La somme des m premiers nombres entiers étant la somme des termes d'une progression arithmétique , on a
Si Ton remplace S^ par sa valeur, il vient
3Sj = m(m + i)(m + 2) — — ^ — ' — -£= > » ■ ■ ^^ ■ — ^;
d'où
Telle est la formule qui donne le nombre des boulets contenus dans la pyramide à base carrée. Par exemple , si m = 10 , on trouve S, = 385.
Pyramide triangulaire.
A2. Une pile de boulets triangulaire & pour base un triangle équilatéral ayant m boulets au côté ; sur la base est placé un autre triangle ayant m — i boulets au côté; sur celui-ci un triangle ayant m — s boulets au côté, et ainsi de suite jusqu'au sommet qui est formé d'un seul boulet.
Chaque triangle est formé de lignes de boulets disposées
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comme l'indique la figure; la première ligne contient i boulet, la seconde 2, la troisième 3 , etc. ; de sorte que le nombre des boulets contenus dans un triangle ayant m boulets de côté est la somme des m premiers nombres entiers, c'est-à-dire
' K Mais on a
Il en résulte que le nombre total des boulets, contenus dans la pile triangulaire qui a m boulets au côté de la base, est égal à la moitié de la somme des carrés des m premiers nombres, plus la moitié de la somme de ces m premiers nombres. On a donc en désignant par x le nombre cherché
Nous avons trouvé dans le numéro précédent
3(Sj + SJ==m(m+i)(m + 2).
On en déduit
Par exemple, si la pyramide a 8 boulets de côté à la base, elle renferme \ ou 120 boulets.
Pile à base rectangulaire.
Aâ. Imaginons une pile ayant pour base un rectangle de m boulets d'un côté sur n de l'autre , m étant plus
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grand que n; sur la base est placé un second rectangle de m — 1 boulets sur n — i ; sur celui-ci un troisième rectangle de m — 2 boulets sur n— 2 ; et ainsi de suite. On arrive enfin au n' rectangle qui a m — (n — 1) boulets à Tun de ses côtés sur n — (n — i) à l'autre, c'est-à-dire m — n + 1 sur 1 ; c'est une ligne ou arête de m— w+ 1 boulets qui forme le sommet de la pile.
Si Ton redescend du sommet à la base , on trouve d'à* bord la file supérieure de m — n + 1 boulets 5 au-dessous est un rectangle composé de 2 files renfermant chacune m — n + 2 boulets; au-dessous un troisième rectangle renfermant 3 (m — n + 3 ) boulets et ainsi de suite. En général le rectangle de rang /c, à partir du sommet, contient k(m — n+fc) boulets ; mais on a
Si dans cette égalité on donne à h successivement les n valeurs 1,2,3, ,n, afin d'obtenir les n rectangles dont
se compose la pile , on a
i(m — n+ i)=ri(m — w)-f- 1*, 2{m — n -|- 2) = 2(?/f — n) 4" 2*, 3(m — n + 5) = 3(m — n)-}-3%
En faisant la somme , on voit que le nombre total des boulets contenus dans la pile rectangulaire est égal à la somme (les carrés des n premiers nombres, plus la somme de ces nombres multipliée par m—n» On a donc , en appelant x h nombre cherché ,
ar=S2 + (m-n)Si OU , plus simplement,
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«(n-f- i)(2W-f- 1) .{in — n)H{n'\' i)
w(n+ i)(Zm — n + i)
Par exemple , si U rectaugle de base a ^ 5 boulets d'uo
lO 11 oO
côté sur 10 de Tautre, la pile contiendra — '—^ — ou
66o boulets.
hd> méthode que nous avons employée revient à décom^ poser un rectaogle quelconque fc(m — n+i)envxi carré k* et up rectangle {m — n) k comme Tindique la figuret ^ il est à remarquer que ce second rectangle a pu côté çm^stant m — n, ce qui permet de faire la somme.
Triangle de Pascal.
44. On appelle triangle arithmétique, ou triangle de Pascal , le tableau suivant qui renferme les coefficients des puissances successives du binôme :
ai
ai
ia6
ia6
lao
aïo
aSa
lao « • •
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La première ligne horizontale renferme les coefficients de la première puissance du binôme xr-f a, la deuxième les coefficients du développement de (x + a) ' , la troisième ceux de (a5+ a) • ; en général la m* ligne horizontale renferme les coefficients du développement de (» + «)* » c'està-dire en mettant à part le premier coefficient i , les nombres de combinaisons de m objets , pris i à i , 2 à s , etc.
En faisant abstraction de la colonne des unités , on voit que la première colonne verticale contient les nombres de combinaisons une à une de 1 , 2 , 3 ,.,..* objets, la seconde les nombres de combinaisons deux à deux de 2 , 3i 4«'*««« objets ; en géoéral la n* colonne (toujours abstraction faite de celle des unités que Ton ne compte pas) contient les nombres de combinaisons n à n de n , n + ^ » n + 2 « ••• • objets.
En un mot la m' ligne horizontale renferme les nombres de combinaisons de m objets , la n' colonne verticale les nombres de combinaisons n à «. Ainsi le nombre placé à l'intersection de la m* ligne horizontale et dia la n' colonne verticale est C^.
Chaque nombre Au triangle arithmétique égale le nombre placé au-dessus de lui ^ plus le nombre placé à gauche de ce dernier. Ainsi le nombre 35 de la 7* ligne égale le nombre 20 placé au-dessus de lui, plus le nombre i5 placé à gauche de ao. Ceci résulte de la relation
que nous avons démontré n^ ^2 ; G^^ est effectivement placé au-dessus de G^ dans la môme colonne verticale, et G^^ est placé à gauche de C^^^ dans la même ligne horizontale«
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Cette propriété sert à la formation du tableau : supposons écrites les trois premières lignes, on dira 3 et i font 4> 3 et 3 font 6 , i et 3 font 4 ; écrivant à la suite l'unité, on aura la quatrième ligne. On dira de même 4 et i font 5 , 6 et 4font 10, 4 et 6 font lo , i et 4 font 5, et Ton écrira à la suite T unité, ce qui donne la cinquième ligne, et ainsi de suite. Chaque ligne horizontale se déduit de la ligne précédente.
45. Théorème. La somme des m premiers nombres d'une colonne verticale quelconque ept le m" nombre de la colonne suivante.
En d'autres termes, le m* nombre d'une colonne verticale quelconque est la somme des m premiers nombres de la colonne précédente ; ceci résulte de la loi de formation du tableau. Considérons, par exemple , le nombre 56, sixième nombre de la troisième colonne (on fait toujours abstraction de la colonne des unités) ; ce nombre égale 2 1 plus 35, mais 35 égale i5 plus 20, 20 égale 10 plus 10, 10 égale 6 plus 4 > 4 égale 5 plus 1 ^ on a donc
56= ai + 15 + 10 + 6 + 3 + ij
donc ce nombre 56 est la somme des six premiers nombres de la deuxième colonne.
A l'inspection du tableau on voit que le premier nombre de la n* colonne verticale se trouve dans la n" ligne 'horizontale; le second dans la n+i% le troisième dans la n + 2*. En général le m* nombre de la n' colonne verticale se trouve dans la m+n — 1 ligne horizontale ; c'est donc
ou
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46. Les propriétés du triangle de Pascal permettent de trouver immédiatement le nombre des boulets contenus dans une pile triangulabe, nombre que nous avons déjà obtenu par un autre procédé. La première colonne verticale comprend les nombres entiers consécutifs , ou les nombres figurés du premier ordre. Un triangle de m boulets au côté étant formé de m files successives, le nombre des boulets contenus dans ce triangle est la somme des m premiers nombres de la première colonne verticale; c'est le m* nombre de la seconde colonne, soit , en faisant n=: s dans la formule (4) ,
m(tn -}- 1)
Ainsi les nombres i , 3 , 6, , de la deuxième colonne
verticale du triangle arithmétique sont les nombres trian-gulaires^ où les nombres figurés du second ordre. Ces
nombres sont représentés par la formule générale — .
Une pile triangulaire de m boulets au côté de base est formée de m triangles successifs; si Ton descend du sommet à la base, on voit que la pyramide est la somme des m premiers nombres triangulaires, c'est-à-dire des m premiers nombres de la deuxième colonne verticale du triangle arithmétique; c'est le m*' nombre de la troisième colonne, soit, en faisant n=:3 dans la formule (4)»
ni[m-\' i)(m4-a)
Ainsi les nombres i, 4» lo, 20, 35, , inscrits dans la
troisième colonne verticale sont les nombres pyramidaux,
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OU les nombres figurés du troisième ordre. Les nombres de la colonne suivante expriment des sommes de pyramides, et ainsi de suite.
Après avoir évalué de cette manière la pyramide triangulaire, on obiient aisément la pyramide à base carrée. On peut décomposer le carré de base en deux triangles équilatéraux ayant, le premier m boulets au côté, le second m — i; si l'on imagine chaque carré décomposé de la même manière, on voit que la pyramide carrée est la réunion de deux pyramides triafaguiaires ayant, la première m boulets au côté de base, la seconde m — i . Le nombre dès boulets contenus dans la pyramide carrée est donc la somme des nombres de boulets
contenus dans les deux pyramides triangulaires, soit, en simplifiant,
A7* Gomme dernière application du triangle arithmétique, cherchons la somme des cubes des m premiers nombres
Un cube quelconque m' peut s'ébrire
m' = m(fn} — 1 ) -f m = (m — 1 ) m{m -f- 1 ) + wi
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Le nombre ^ ^^ — ^ "^^^ est le m— i* nombre de la
tiroisiëme colontie verticale du triangle arithmétique. La somme des cubes des m premiers nombres égale donc six fois la somme des m — i premiers nombres de la troisième colonne, plus la somme dès m premiers nombres. La sommé des m — i premiers nombres de la troisième colonne est le m — i* nombre de la quatrième colonne, soit, en remplaçant m par m— i et n par 4 dans la formule (4)»
On a ainsi pour la somme des cubes des tn premiers nombres
Il en résulte que la somme des cubes des m premiers nombres égale le carré de la somme de ces m premiers nombres.
CHAPITRE IV
PUISSANCE D'TO POITNÔME.
Permutations avec répétition.
48. Nous avons désigné par P^ le nombre des permutations que Ton peut former avec m lettres, quand toutes les lettres sont différentes. Supposons maintenant que, parmi
ces m lettres, il y en ait a égales à a, les autres, 6, c, d,...<. étant différentes ; voyons à quoi se réduit le nombre des permutations. Appelons x le nombre des permutations différentes que Ton peut former avec les m lettres proposées, parmi lesquelles a sont égales à a. Si, dans chacun de ces arrangements, on laisse les lettres 6, c, d à leurs places,
et qu'on permute entre elles les a lettres a, on n'apportera aucun changement apparent dans T arrangement; mais si Ton affecte les lettres a d'indices.
afin de les distinguer les unes>des autres, chacun des X arrangements précédents produira P^ arrangements distincts. Gomme on a maintenant m lettres différentes, on a formé de la sorte les P„» permutations de m lettres différentes. On a ainsi
Par exemple, avec les trois lettres a, a, 6, dont deux sont
p égales à a, on ne peut former que p^, c'est-à-dire 3 permu-
tations différentes :
aah, aba, baa.
Pour reprendre le raisonnement sur cet exemple, afin de le rendre plus sensible, affectons d'indices les deux lettres a et permutons les deux lettres a^ et a, ; le premier arrangement aab fournira deux arrangements distincts, a^aj)^ a^a^b; le second aba fournira de même a^b^a^y ^tMi» ^^
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troisième donnera ba^a^^ ba^a^ ^ on aura formé ainsi les six permutations
' a^aj^y ^i^^t» ^^1^2)
des trois lettres différentes a^, a,, b.
à9. Supposons que, parmi les m lettres, il y en ait a égales à a et ^ égales à 6, les autres étant différentes, et appelons x le nombre des permutations que Ton peut former avec ces m lettres. Si l'on affecte d'indices les P lettres 6, afin de les distinguer les uns des autres, et que, dans chacun des arrangements précédents, on permute ces P lettres, chacun de ces x arrangements fournira P» arrangements distincts , et l'on aura en tout a: x Pq arrangements; ce sont les permutations de m lettres, parmi lesquelles a sont égales à a, les autres étant diffé-
rentes; le nombre de ces permutations étant égal à ^j
on a
d'où
On peut continuer le même raisonnement indéfiniment. Si, parmi les m lettres, a sont égales à a, ^ à 6, y à c, les autres étant différentes, le nombre des permutations que Ton peut former avec ces m lettres sera exprimé par la formule
Pa'Pp»Py
et ainsi de suite.
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Par exemple, si l'on a cinq lettres a, trois lettres è, deu lettres c, et une lettre d, avec ces onze lettres on peut former un nombre de permutations marqué par
Pli _ i.a.5.4.5.6.7.8.9.10.11 _^„„^^
Pg.Pg.Pj.Pj i.a.3.4.5Xi.a.3Xi.aXi
Puissance d'un pohfnômê»
60. Proposons-nous actuellement d'effécluer le développement de la puissance d'un polynôme,
(a+b+c+ +ftr,
c^est-à-dire d'effectuer le produit de m polynômes égaux entre eux ; on sait que le produit de plusieurs polynômes est la somme des produits que l'on obtient en prenant un terme dans chacun d'eux. ^ nous preBOiis la lettre a dans a facteurs, la lettre b dans ^ autres, la lettrée dans y autres, etc., nous aurons un terme de la forme
a^bhr ;
la somme des exposants, où le degré du terme est constamment égale à m. Il est évident que Ton obtient plusieurs fois ce même terme, autant de fois que Top peut former d'arrangements avec a lettrei^ égales à a, ^ lettres égales ài 6, Y égales à c, etc.; car à chacun de& arrangements correspond une manière particulière 4' obtenir le terme a*6^c^.... ; en réunissant ces termes égaux, on aura
^"^ a^l^cT
P,.Pp.P,
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Le â^elopp^ent peut donc ô^re représenté par lu for-* mule
Poi-PP'Py
la signQ il indiquant une Bomme de termes de la même forme.
Toutefois, si Tun des exposants a, p, y,.,... , devient égal à zéro, il faut convenir que le symbole P^, qui n'a aucun sens par lui-même , sera remplacé par l'unité. Supposons, par exemple, a = o ; on prend la lettre h dans p facteurs, la lettre c dans y facteurs ; le terme 6^ c^ ...... ,
dant lequel la somme P4- y + des exposants est égal
à m , est répété un nombre de fois marqué par le nombre des permutations que Ton peut former avec p lettres ft, 7
lettres c, Ce nombre est p p*" — ; la formule générale
conviendra, si Ton remplace P^ ou P^ par Tunité.
51. Considérons en particulier le carré (a+ fr-f c^-,.,)* d'un polynôme, ou le produit
de deux polynômes égaux. Si l'on prend la mêm^ lettre a dans les deux golynôroes, on a le terme a' : comme on ne peut obtenir ce terme que de cette manière , son coefficient est l'unité. Si l'an prend une lettre a dans l'un des polynômes, et une autre lettre b dans l'autre, on a le terme ab; il est évident que ce terme peut être obtenu de deux maniées, soit qu'on prenne la lettre a dans le premier polynôme 9 la lettre b dans le second , ou la lettre a dans le second , la lettre b dans le premier ; ces deux manières correspondent aux deux arrangements ah et ba; le coefficient
de ce tentae sera donc égal à 2 , et Ton aura 2à6. On conclut de là, que le carré d'un polynôme est égal à la somme des carrés de tous les termes ^ plus deux fois la somm^ des produits de ces termes deux à deux.
Si l'on applique! la formule générale au développement de la puissance d'un binôme, on a
(a+*r=2fe«"*^
Cette formule est la même que celle trouvée précdemment, puisque a+p=:m, et que (n* 30)
Pp m f»
52. Il est facile d'évaluer le nombre des termes contenus dans le développement de la puissance m* d'un polynôme. Et d'abord, quand le polynôme n'a que deux termes, le développement en contient m + 1. Supposons que le polynôme ait trois termes, on écrira, en groupant les deux derniers
+ (à + cr;
puis on développera les puissances successives du binôme b-\-c;le nombre total des termes est
c'est la somme de m+ 1 premiers nombres figurés du premier ordre , c'est-à-dire le m -f 1 "" nombre figuré du second
ordre, ou -^ — ! — ^— ■ — \
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Si le polynôme a quatre termes , on écrira
puis on développera les puissances successives dn trinôme 6 + ^ + ^' 1® nombre total des termes sera la somme des in+ 1 premiers nombres figurés du second ordre, c'està-dire le m+i* nombre figuré du troisième ordre, ou
^ — ' — — — ^ ^ — ■ — '. En général, si le polynôme pro-
posé a n termes, le nombre des termes du développement sera égal au m+ 1* nombre figuré de Tordre n — i, c'està-dire à
Dans la pratique , au lieu d'appliquer la formule (i) , on préfère ordinairement procéder comme nous venons de le faire. "" '* j
PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES SÉRIES
53. Oïl appelle série , en mathématique , une suite indéfinie de quantités qui se déduisent les unes diss autres, suivant une loi déterminée. Ces quantités sont les termes de la série. -^
Lorsque la somme des termes de la série tend vers une limite finie et déterminée, on dit que la série est convergente. Dans le cas contraire, on dit qu'elle est divergente.
Nous désignerons les termes si^cessifs d'une série par
et par S^ la somme des n premiers termes :
Si la somme des n premiers termes tend vers une limite finie S , lorsqu'on prend un nombre de termes de plus en
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plus grand , la série est convergente; sinon , elle est divergente.
Il importe de bien préciser la définition des séries convergentes. Quand on dit que la somme des termes de la série tend vers une limite finie et déterminée S, cela signifie que l'on peut prendre n assez grand pour que la somme S„ des n premiers termes « et chacune des sommes
suivantes S^^ , S^^., , , diffère de la limite S d'ime
quantité moindre qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit.
La progression géométrique, prolongée à l'infini, nous donne un premier exemple de série. Soit a le premier terme, r la raison ; la série s'écrit
a, ar, ar', ar''
La loi de formation da la série est très-simple ; on déduii chaque terme du précédent en le multipliant par un nombre constant r.
Si la raison r, en valeur absolue , est plus grande que l'unité, les termes de la série vont en augmentant indéfiniment ; il est clair que, dans ce cas , la somme des termes ne peut tendre vers une limite déterminée; la série est divergente.
S* la raison , en valeur absolue , est plus petite que l'unité,' les termes de la série diminuent indéfiniment, de manière à devenir plus petits que toute q\iantité donnée. Nous avons trouvé pour la somme des n premiers termes (I" partie , livre iv , chaiP. II) , •
Si Pon prend un nombre de termes de plus en plus grand,
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la quantité devenant plus petite que toute quantité
donnée, on voit que la somme des termes tend vers une limite finie et déterminée,
1 — r Ainsi, dans ce cas, la série est convergente ; cette limite
est ce que Ton appelle la somme des termes de la
série.
Quand la raison rest positive, ainsi que le premier terme a, tous les termes étant positifs, la somme des termes va constamment en augmentant,àmesure qu'on en prend un nombre plus grand, et elle se rapproche de plus en plus de la limite S. Quand la raison est négative, la somme est alternativement plus grande et plus petite que la limite S, dont elle se rap- ^proche en oscillant de part et d'autre.
54. Une première condition nécessaire pour qu'une série soit convergente, c'est que ses termes tendentvers zéro. Nous ferons voir, en efifet, que, dans toute série convergente, on peut prendre n assez grand pour que le terme u^ et chacun
des termes suivants w^^.^. m„+, soit^plus petit qu'une
quantité donnée^a, si petite qu'elle soit. Puisque la série est convergente, on peut prendre n assez grand pour que èîiacune des sommes t
Sn^ S^l> ^nri-fy
diffère de la limite S d'une quantité moindre que -. Les deux sommes S^ et S^^^ , différant de la limite S d'une quantité moindre que -, difiTèrent entre elles d'une quantité moindre
que a ; mais la dîflFérence de ces deux sommes est le terme u^ de la série ; on en conclut que ce terme m» est plus petit que a. De même, les deux sommes S^^ et S„^.,, différant de la limite S
d'une quantité moindre que -, leur diflFérence, c'est-à-dire
le terme u^^ de la série, est moindre que a, et ainsi de suite. Ainsi chacun des termes
est moindre que la quantité donnée a, ce qu'on exprime en disant que les termes de la série tendent vers zérol
C'est ce qui a lieu dans la progression géométique décroissante^ ses termes deviennent en effet plus petits que toute quantité donnée.
55. Mais cette condition n'est pas suffisante; les termes d'une série peuvent tendre vers zéro sans que la série soit convergente. Dn exemple très-simple mettra cette proposition en évidence. Considérons la série
formée de fractions ayant pour numérateurs l'unité, et pour dénominateurs les nombres entiers consécutifs ; le terme
général - tend vers zéro, et cependant la série est ^ver-
gente.
Prenons, en effet, le troisième et le quatrième terme
3+4' et remplaçons ^ par la quantité plus petite ^ , nous aurons
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plus simplement
Prenons maintenant les quatre termes suivants
et remplaçons chacun des trois premiers par la quantité plus petite g, nous aurons
En prenant de même les huit termes suivants, et remplaçant chacun d'eux par -g, on aurait
et ainsi de suite indéfiniment. Nous formons ainsi une infinité de groupes dont chacun est plus grand que - ; donc la
somme des termes augmente au delà de toute limite, et par conséquent la série est divergente.
56. Quand nous disons que les termes d'une série con^ vergente tendent vers zéro, cela ne signifie pas qu'ils dimi^ nuent coi^nuellement» de manière que chacun d'eux soit plus petit que le précédent» Écrivons, par exemple, la progression décroissante
SÉRIES. 6â
dans l'oràrë SUitant
la série reste évidemment convergente ; les termes tendent Vers zéro, mais avec ,des alternatives de croissance et de décroissance.
Après ces considérations préliminaires, nous distinguerons detix sortes de séries, celles dont tous les termes sont positifs, et celles dont les termes sont, les uns positifs, les autres négatifs.
Séries dont tous les termè$ sofU positifSé,
57. Théorème I. Une série dont tous les termes sont positifs y et dont la somme des n premiers termes conserve une valeur finie^ quand n alimente indéfiniment, est convergente.
On dit qu'une grandeur variable conserve une valeur finie, lorsqu'elle reste constamment inférieure à une grandeur déterminée A que Ton peut assigner* Puisque les termes de la série proposée sont tous positifs, la somme des n premiers termes va en augmentant à mesure que n augmente. Si elle conserve une valeur finies la somme Qrois» santé t^d évidemment vers une certaine limite qu'elle ne peut dépasser; cette limite est la plus petite des quantités auxquelles'la somme variable reste constamment inférieure* Ponc la série est convergente*
684 Remâfque, Ce théorème, doit être borné aux séries dottt tous tes tetmêd sont positifs; lorsque Jes termes sont affectés de signes différents, de ce que la somme conserve une valeur finie, on ne peut plus conclure la convergence de la série. Soit^ par exemple, la série
si Ton prend un nombre de termes de plus en plus grand, la somme est alternativement i et o ; quoique restant finie, elle ne tend pas vers une limite déterminée et la série est divergente.
Ceci fait voir qu'une série peut être divergente de deux manières; soit que la somme des n premiers termes augmente à rinfîni, soit que la somme, conservant une valeur finie, ne tende pas vers une limite déterminée. Dans les séries dont tous les termes sont positifs, le premier mode de divergence se présente seul, puisque la série est convergente, toutes les fois que la somme reste finie ; mais, dans les séries dont les termes sont affectés de signes différents, les deux modes de divergence peuvent se présenter suivant les cas,
69. Théorème IL Lorsqu'une série a tous ses termes posù tifs et respeclivement moindres que les termes correspondants d'une série convergente^ dont tous les termes sont positifs^ cette première série est aussi convergente.
Il est clair en effet que la somme des n premiers termes de la première série est moindre que la somme des n premiers termes de la seconde série; mais cette seconde somme conserve une valeur finie, puisque la seconde série est convergente; la première somme conserve donc à plus forte raison une valeur fipie et, en vertu du théorème précédent, la première série est convergente,
fe théorème nous ii#que le moyen que Ton emploie pour reconnaître si une série est convergente ^ on compare la série proposée à une autre déjà connue et que Ton sait être convergente. La progression géométrique décroissante étant la seule série convergente que nous connaissions jusqu'à présent, c'est aux progressions géométriques que nous comparerons les séries.
60. Théorème III. Lorsqu'à partir d'un éèrtain rang le rapport d'un terme au précédent est constamment égal ou inférieur à un nombre déterminé plus petit que Vunité, la série est convergente.
Supposons qu'à partir du terme de rang n le rapport d'un terme au précédent reste constamment égal ou inférfe^r à un nombre déterminé fc plus petit que l'unité ; je dis que la série est convergente. Faisons abstraction des n premiers termes dont la somme a une valeur finie et bien déterminée, et considérons la série
formée par les termes suivants.
On a «
De la première inégalité on déduit
La seconde donne
et, si l'on remplace le terme «„+! par la quantité plus grande ku^ , on a à fortiori
On déduit de même de la troisième
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et, en remplaçant ti^^, par là quaiitité plus gratide fc*Wn ,
et ainsi de sdite. Il résulte de là que les termes dé la série
sont respectivement moindres que les termes correspondants de la progression géométrique décroissante
(2) . u^^ka^-^khi^J^. . : . .
dont la raison k est ihférieùfè à l'unité. En vertu du théorème précédent, on en coiicltit que là sérié est convergente. • Soit , par exemple , la série
Le rapport du second térine au premier est - , du troisième au second ■= , du quatrième au troisième 7 , et ainsi
de suite ; ce rapport étant constainmeiit égal bu inférieur à
- , la série est convergente.
Quand on prend les n premiers termes de la série proposée et qu'on néglige les suivants, Terreur commise, ou la limite dé la sommé deè termes de là série {\ ) est moindre que la limite de la somme des termes de là progression (2j,
c'est-à-dire moindre que — ^.
61. Corollaire. On facilite beaucoup l'application dé ce théorème par les considérations suivantes. Ordinairement
le rapport -=^* d'un terme au précédent tend vers une limite déterminée, que nous désignerons par 1^ lorsque n augmente indéfiniment. II y a trois cas à distinguer, suivant que cette limite X du rapport est inférieure, supérieure, ou égale à Tunité,
1** X < 1. Choisissons un nombre arbitraire mais déterminé fc, compris entre i et X , c'est-à-dire plus petit que
u l'unité, mais plus graûd que h^e rapport -^^ , se rappro-
chant indéfiniment de sa limite 'k , restera, à partir d'un
certain rang, constammeitt iriTérieur au nombre fc; donc,
en vertu du théorème démontré, la série est coiivergente.
2° )^ > 1 . Choisirons un nombre arbitraire k entre i et X.
Af
Le rapport -^\ se rapprochant indéfiniment de s'a limite X, restera, k partir d'un certain rang, constamment supérieur à ft, et l'ôii aura
bri eii dédiiu
<^i>kK^ Wn4-2>^*Wn, W^-f3>*X^
Les termes de la àérie, étant plus grands que les ternies d'une progression géométrique croissante, augmentent à l'infini. Donc la série est divergente.
â* X==i. Quand le rapport d'un terme au précédent tend vers une limite égale à l'unité, il y a ambiguïté: la série est tantôt convergente, tantôt divergente. Le théorème précédent est insuffisant pour décider la convergence de la série; il faut alors recourir à des moyens particuliers.
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Exemples. V Soit la série
doift le terme de rang n est
le rapport de ce terme au précédent est
ce rapport a pour limite zéro, quand n augmente indéfiniment ; donc la série est convergente , quelle que soit la valeur de 0?, • ^
Quand la valeur de i est plus grande que Tunité, les termes commencent par augmenter; mais, à partir d'un certain rang plus ou moins éloigné, ils vont en diiginuant. Par
exemple, si a? = lo + — ^ les termes augmentent jusqu'au
dixième terme; mais au delà, le rapport devenant plus petit que l'unité, les termes diminuent. A partir, du vingtième terme, les termes décroissent plus rapidement que les
termes d'une progression géométrique dont la raison est -.
S*» Considérons la série
SÉRUBS.
qui a pour terme général
Le rapport de ce terme au
précédent est
ou '
et a pour limite x^ quand n augmente indéfiniment. Ainâi, la série est convergente, quand la vàleur^de x est- plus petite que Tunité; divergente , quand elle est plus grande que l'unité.
Quand a? = i , on a la série divergente étudiée au n*» 55.
S'» Soit la série
Le rapport d*un terme au précédent
a pour limite l'unité, et la question de convergence reste indécise. Mais on peut démontrer aisément que la série est convergente , en groupant les termes d'une manière analogue à celle que nous avons employée dans l'exemple du n* 55. Prenons d'abord le second et le troisième termes, et remplaçons le troisième -=^ par une quantité plus
grande— j- , nous aurons
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Formons un second groupe avec les quatre termes suivants et remplaçons chacun d'eux par une quantité plus
grande -7^ , nous aurons de même
On formera le' troisième groupe avec les huit termes suivants, en remplaçant chacun par le premier d'entre eux , ce qui donne '-^
et ainsi de suite indéfininaent. Qn voit par là que la somme des termes de la 'série est plus petite que la somme des termes de la progression décroissante
Donc la série est convergente.
3° Soit la série
i + J- + -i.+ JL+
Les termes de cette série étant respectivement plus grands que ceux de la série divergente
'+rf-3+-4+ ' .
la somme augmente à l'infini, et la série est divergente.
62. Remarques. Le rapport d'un terme au précédent ne tend pas toujours vers une limite déterminée. Considérons,
Ç^RIBS. 7i
par ^xepiple, la série
2 î a.3 ' a«.5^ a?.3* ' a*. 3? ! a'.Sî' ' • . •
le rapport d'un terme au précédent est ici alternativement
— et ^ ; il ne tend pas vers une limite déterminée; mais;
cpfnme il nç surpasse pas la quantité — qui est plus petite
que Tunité, la série est convergente.
Il n'est pas nécessaire pour la convergence des séries qu'à partir d'un certain rang te Vapport d'un terme au précédent reste constamment inférieuif à un nombre fixe plus petit que l'unité. Prenons comme exemple la progression décroissante
dont nous permutons les termes deux à deux, ce qui donne la série
Le rapport d'un terme au précédent est ici alternativement 2 et -^ ; il ne reste pas , à partir d'un certain rang ,
inférieur à une ^antîté moindre que l'unité , et cependant la série est convergente.
63. Théorème IV. Lopqu' à partir 4'ffn certain rançi V expression \u^ a une valeur constamment égale ou inférieure à un nombre déterminé plus petit que Vunité^ la série eff çofifergenfg.
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Supposons qu'à partir d'un certain rang l'expression \Un reste constamment égale ou inférieure à un nombre déterminé k plus petit que l'unité ^ on aura
ei par suite
Les termes de la série sont respectivement moindres que les termes de la progression géométrique décroissante
et, par conséquent,^la série est convergente.
Corjollaire, On applique ce théorème comme le précédent. Ordinairement l'expression \Un tend vers une limite déterminée X, quand n augmente indéfiniment. Si la limite X est inférieure à l'unité, la série est convergente; si elle est supérieure à l'unité , la série est divergente ; si elle est égale à Tunité , il y a ambiguïté.
Il est aisé de reconnaître que lesjlimites des deux ex-
pressions — et Ju^ sont égales. Appelons en effet X et \
••il
ces deux limites et supposons \ plus petite que X,. Si l'on considère la série
les limites pour cette série seront Ix et \x ; en vertu des théorèmes précédents , la série sera) convergente
pour toutes les valeurs de x inférieures à s- ^^ divergente
pour toutes les valeurs de x supérieures à ^ ; elle serait en même temps convergente et divergente pour les valeurs
de X comprises entre ^ ^^ y ^ f^^^ ^^^^ ^^^ l^s deux quantités X et \ soient égales.
Séries dont les termes sont affectés de signes différenls.
64. Théorème V. Lorsqu'une série dont tous les termes sont positifs est convergente^ si Von affecte les termes de signes quelconques^ la série reste convergente.
Jusqu'à présent nous n'avons considéré que des séries dont tous les termes sont positifs. Quand les termes sont affectés de signes différents, on examine si la série que Ton obtient en prenant tous les termes positivement est convergente ; alors on peut affirmer que la série proposée est aussi convergente. Parmi les n premiers termes de la série proposée, les uns sont positifs, les autres négatifs ; appelons P» la somme des termes positifs, Q^ celle des termes négatifs > nous aurons
Mais, si Ton prend tous les term'es avec le signe +, la somme des n premiers termes devient égal^ àP,i + Qn; cette somme totale <;onservant une valeur finie, les sommes partielles P^ et Q» conserverai: aussi des valeurs finies et tendent vers des limites déterminées P et Q ; il est clair que leur différence S^ tend vers une limite égale à P — Q. Donc la série proposée est convergente.
Corollaire. Le théorème III peut être étendu aux séries dont les termes sont affectés de signes quelconques. Si, à partir d'un certain rang, la valeur absolue du rapport d*un terme au précédent reste constamment inférieure à un nombre déterminé moindre que l'unité, la série est convergente. Et, en effet, nous savons que, dans ce cas, la série
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formée de tous les termes pris positivement est convergente; donc la série proposée est ellç-mên^e convergente.
Séries à termes alternativement positifs et négatifs.
65. Théorème VI. Lorsque les termes d'une série décroissent indé!finiment ef sont alternativement po$itifs et négatifs^ Içi série est convergente.
Parmi les séries dont les termes sont alTectés de signçs différents, il faut remarquer en particulier celles dont les termes sont alteruativement positifs et négatifs. Soif;
une série de cette sorte; lorsque les termes tendent vers zéro et en outre diminuent continuellement, de manière que chacun soit plus petit que le précédent, on peut affirmer la convergence de la série.
Si Ton prend un, deux, trois, quatre, termes, on
obtient les sommes successives '^
^i = '^o — ^iy
S8 = Wo — «i + W,,
Considérons d'abord les sommes composées d'un nombre pair de termes; on peut les écrire sous la forme
S8 = K — Wi),
S* = (Wo — «*i) + K — «s)»
Se = («0 — Wi) + (Wj — Wj) + (w* - U^)y
en groupant les termes deux à deux par des parenthèses:
\m tenp!^ quelconque étant plus petit que le précédent, chacune des parenthèses a une valeur positive ; ces diverses sommes ont donc des valeurs positive? de plus en plus grandes.
Considérons maintenant les sommes composées d'un nombre impair de termes; elles ont aussi des valeurs positives; car on a
S, = S, + Wj, 85 = 8, + w,,
Si on les écrit sous la forme suivante
^3 = ^0— («1— Wj),
S5 = «o — K—Ws) — K— W4),
on voit qu'elles vont en diminuant de plus en plus. On a ainsi deux séries de sommes, qui vont, les premières en augmentant, les secondes en diminuant.
Chaque somme de la seconde série est plus grande que Tune quelconque de celles de la première série ; comparons par exemple les sommes S^, et S^, on a S^, = S,, + w^, ; la somme S^j est plus grande que S^, ; cette dernière étant plus grande que Sg, on en conclut que la somme S,, est plus grande que Sg. Comparons de même les sommes S^g et S^g; on a Sj7 = Sjg + tijg ; la somme S^^ est plus grande que S^^; l^omme S^, , étant plus grande que S^^, est elle-même plus grande que S^,.
Les sommes formées d'un nombre pair de termes, allant en augmentant et restant inférieures à l'une quelconque des sommes de la seconde série, tendent vers une limite déterminée. Les sommes formées d'un nombre impair de termes, allant en diminuant et restant supérieures à l'une
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quelconque des sommes de la première série, tendent aussi vers une limite. La différence entre deux sommes consécutives S„, S^+j, ou le terme m„ de la série, devenant aussi petit qu'on veut, on en conclut que les deux limites sont les mêmes ; donc la série est convergente.
Les sommes successives, formées d'un nombre de termes de plus en plus grand, sont alternalivement trop grandes et trop petites, et tendent vers la limite en oscillant en quelque sorte de part et d'autre.
La limite S étant toujours comprise entre deux sommes consécutives S» et S„^, la différence entre la somme S^ et la limite S est moindre que la différence entre les deux sommes consécutives S„ et S„^.i, c'est-à-dire moindre que le terme u^. Ainsi, quand on prend les n premiers termes de la série, Terreur commise est moindre que le terme suivant Un*9 la somme des termes négligés est une fraction de ce terme dz u» et a même signe que ce terme.
Exemples.
1* La série
dont les signes sont alternés, et dont les termes diminuent indéfiniment est convergente. Les semmes '
II
sont alternativement trop grandes et trop petites. Mais la série converge très-lentement; car si Ton prend les dix premiers termes, Terreur étant moindre que le terme suivant ou que j^, on n'a qu'un chiffre décimal exact; si Ton prend les cent premiers termes, on a une approximation de 7^, ou deux chiffres exacts, etc.
Nous avons vu (n* ^4) que, lorsque les termes d'une série sont affectés de signes différents, si la série que l'on obtient en prenant tous les termes positivement est convergente, la série proposée est aussi convergente. Mais cetti condition n'est pas nécessaire. Ainsi la série
Il 1
est convergente, tandis que la série
■ + J + 5 + 4-+----formée des même* terratps pris positivement, n'est pas convergente.
16* La série
converge beaucoup plus rapidement.
Si Ton prend les dix premiers termes, l'erreur commise étant moind]^ que le terme suivant
.^^ 2 — =o,o<lbooooo3:
on a la somme par défaut avec huit décimales exactes. Théoriifie généml.
Tous les théorème? que nous avons démontrés sur la
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Cbnvergetice des séries sont compris dans un tHëorèiiie géiiéiral qu'il est bon de connaître.
Théorème Vil. Pour quuné sérié soit convergente^ il est nécessaire et il suffit que Von puisse rendre n usiez grand pàûr que la somihe d'un nombre quelconque de termes^ même infini, à la suite des n premiers^ soit moindre qu*ûii<e quantité donnée.
Soit la série
Nous avons désigné par Sn la somme des n premiers termes,
prenons à la suite un nombre quelconque m dé termes et appelons s leur somme
en ajoutant cette somme s à la première somme Sn, nous obtiendrons la somme S„^„ des n + m premiers termes dé la série. Or, si la série est convergente, on peut prendre n as^ez grand pour que la somme S^ et la somme S^^ diflé-
rent de la limite S d'une quantité moindre que -, et par
conséquent diffèrent entre elles d'une quantité moindre 'que a; la somme s des m termes pris à la suite d^ n premiers •est doncmoindre^que cl, et cela esfevrai si grand que soitm. Ainsi, ^gms uqf série ^pnvergente, on p^at prendrem ^ssez grand pour qu'un nombre quelconque de termes^ »iême infini, pris à^la suite des n premiers, aient lîne SQ^4uiemoindrequ',une<juantitédonnée,sipetitfequ'ellesoit. La* réciproque est vraie : lorsque cette concMtion est rem- )[)lie, la série est convergente. Eh effet, prehbiis li tel tîue
la somme d'un nombre quelconque de termes à la suite des n premiers soit moindre que a en valeur absolue ; il est clair que toutes les sommes
qui se composent des n premiers termes, plus un, deux, trois, ..., termes à la suite, seront comprises entre S„ — a etSn + a. Prenons maintenant un nombre plus grand n', tel que la somme d'un nombre quelconque de termes à la suite des rJ premiers soit moindre que la quantité a' plils petite que a; les sommes
seront de même comprises entre S^, — a' et S„, + a'. En général, la quantité S„'— a' sera plus grande que S„ — a, là quantité S„, + a! plus petite que S» + a, et Ton aura aitisi tesseiré l'intervalle qui comprend toutes les sommes suivantes. On pourra ehcorë le resserrer davantage et autant qu'on voudra, ce qui montre bien claiteilnent l'existeilce de limite vers laquelle tend la somme des termes de la sérié. Il pourrait arriver cependant que la quantité S„; + ^ fût plus gtandë que Sn + â; mais, comme on sait que les somme]^. S„r+i, Sn/^.2, ..... sont plus petites qile S^ + a, on conserveiràit cette dernière quantité et l'on dirait que les âommôi $ont comprises entre S„, — a' et Sn + à. Il pourrait ' arriv^We même que la quantité S^/ — a' fût plus petite qtle *S„ — a : dans ce cas, on dirait que les sommes sont comprises entre Sn — a et S^» + a'/Bans|ous les casfon aura fcff- «né, dans le premier intervalle ^a, un second lotervalle 2a' plus petit (jiie le premier et comprenant toutes ks sommes suivantes. Dans lé secoad, on en fortnera^ un troisième encore plus petit, et ainsi de suite, ce qui conduit nécessairement à une limite.
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Considérons la série
Les deux premiers termes donnent une somme égale à 2. Les termes suivants sont respectivement moindres que les termes de la progression géométrique
que Ton obtient en remplaçant chacun des facteurs, 3, 4» 5....... par un facteur plus petit 2, ce qui augmente les
fractions; ainsi, d'après le théorème II, la série est convergente, et la somme des n premier^ termes, abstraction faite des deux premiers, tend vers une limite toçindre que la limite de l»somme des termes de la progression, c'est-à-dir(f moindre que l'unité. La somme totale tend vers une limite comprise entre 2 et 3.
Cette limite est un nombre incommensurable. Supposons, en effet, qu'elle soit égale à une fractiou ordinaire
—, on aurait
Si nous écrivons d'abord les n + i premiers termes, et si nous mettons les suivants sous la forme
n l.iH^ "^ (n+ 1) (n + 2) "^ J
nous aurons
Multiplions ensuite tous les termes de l'égalité par le produit 1 • 2 • 3 • . • . . n, le premier membre devient un nombre entier i • s • 3 . . • . . (n — i ) m; les n + i premiers termes du second membre deviennent aussi des nombres entiers, dont, pour abréger, nous désignerons la somme par N; on obtient de la sorte Tégalité
La quantité entre parenthèse est une fraction moindre ^e l'unité ; car ses termes sont respectivement moindres que ceux de la progression
que Ton obtient en remplaçant chacun des facteurs n + s, n+ 3, . . . par le facteur plus petit n+ 1 , ce qui augmente chacune des fractions; la somme des termes de cette progression
étant égale à ~, la quantité entre parenthèse est moindre
que - ; c'est donc une fraction proprement dite. On aurait
donc, dans l'égalité précédente, un nombre entier égal à un nombre fractionnaire, ce qui est impossible. Ainsi, la limite vers laquelle tend la somme des termes de la série proposée est un nombre incommensurable compris entre 2 et 3;ce nombre joue un grand rôle en mathématiques ; on le désigne par la lettre e.
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68. Appelons R le reste de la série, ou Terreur cotnniise quand on prend les n + i preqaiers tçrmes,
la parenthèse étant moindre que -, d'après oe qui vient d'être dit, on a
Ainsi» quand on prend n+i ternes* Verrour eemmiie est moindre que la n'' partie du dernier terme oaleulé. Voici le calcul dç e avec sept chiffres décimaux.
-- — r-^ S??. q,oo8iS 3353 i.a 5
- ■ !" ■ ' ■ ??P O5OÛOI ^4i
-..m- g =; o^ooQo a4$e
" Œ o«oooo oayÔ 1.2 9
:tss 0^0000 QpaR
=: Q.QOOO ooo3
Les termes se déduisent les uns des autres par divisions successives. Nous avons pris les douze premiers termes; les trois premiers sont exacts, et nous avons calculé les autres avec huit décimales, par défaut ou par excès, de manière que Terreur commise sur chacun d'eux soit moindre qu'une demi*unité du huitième ordre décimal ; six ont été calculées par excès, trois par défaut. D'ailleurs la somme des termes négligés est moindre que la 1 1* partie du dernier terme calculé, et par conséquent moindre aussi qu'une demi -unité du huitième ordre décimal. Pour corriger la somme obtenue, il faudrait donc la diminuer d'une quantité plus petite que 3 unités du huitième ordre décimal, et l'augmenter d'une quantité plus petite que deux unités du même ordre, ce qui donne
On a ainsi, par défaut, avec sept décimales exactes^
Limite de (\ -{ — j , quand m augmente indéfiniment.
69. Nous démontrero.ns d'abord deux lemmes qui nous serviront dans la question proposée.
Lemme I. La limite de la somme d'un nombre fini de grandeurs variables est égale à la somme de leurs limites. Soient A, B, C, L, m grandeurs variables qui tendent simultanément vers les limites a, 6, c, /. Si l'on appelle
a, p, y, .....X les différences des grandeurs proposées à
leurs limites, on a
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En additionnant ces égalités et désignant par S la somme des grandeurs variables et par 8 celle des limites, il vient
Appelons p la plus grande des différences a, ^, . . . . ,X en valeur absolue ; leur somme sera moindre que mp. Or le nombre m restant fini, et la quantité p devenant plus petite que toute quantité donnée, puisque toutes les différences tendent vers zéro, le produit mp deviendra aussi plus petit que toute quantité donnée; donc la somme S tend vers la limite 5.
70. Lemme II. La limite du produit d*un nombre fini de facteurs variables eut égal au produit' de leurs limites.
En conservant les mêmes notations que précédemment, nous avons les différences
Multiplions les deux membres de la première égalité par
BC L, ceux de la seconde par aC L, la troisième
par a6D....L, , enfin de la dernière par bc Jk, ce
qui donne
ABC L— aBC L = aBC L,
aBC L — a* C L = PûC.....L,
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abC L — abcD L = yû*D L,
cJh: kh — abc A:/ = Xûé A.
1^ l'ou ajoute toutes ces égalités, on voit que les quantités intermédiaires se détruisent; il vient
ABC L—abc / = aBG h+'^aC......L + .
Chacun des produits BG L, aC L, , conservant
une valeur finie, on voit que le second membre est la somme de m quantités qui tendent vers zéro; donc leur somme tend
vers zéro» et le produit ABC L a pour limite abc {.
Mais il est nécessaire, pour que ces propriétés subsistent, que le nombre des parties de la somme, ou le nombre des facteurs du produit, soit fini. Soit, par exemple, la somme des m quantités
mm • • • • ^9
chacune d'elles tend vers zéro quand m augmente indéfiniment; mais le nombre des parties devenant infiniment grand, on ne peut plus dire que la limite de la somme soit la somme des limites, ce qui donnerait ici zéro ; et en eflet cette somme est égaie à a.
De même l'expression u H — j désigne le produit de
m facteurs égaux à i H ; chacun de ces facteurs devient
égal à l'unité quand m augmente indéfiniment ; la limite du
produit n'est pas égale au produit des limites, c'est-à-dire à l'unité, parce que le nombre des facteurs devient infini. C'est cette limite que nous nous proposons de déterminer.
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71. Si Ton. développe (^ + "• ) par la formule du binôme, il vient
/ 1 \ ** i_ ^ * _i M^ — *) * 1 ^yy^— ^)^— ^a) 1
\'^m) ^l'^Tm- Ta n?'^'^ i.2.5 w?"*
^ans chaque terme l'eJcposaQt m est égal au nombre des facteurs du numérateur ; on divisera donc par cette puissance de m, en divisant par m chaque facteur du numérateur; on ainsi
\ nj 1 i.a ' 1.2.S
\ m/ \ fn) \^ m /
Nous remarquons d'abord que, quand m augmente, les
facteurs i , i , , qui composent les numéra-
m fn
teurs des différents termes du développement^ vont en
croissant; chaque terme augmente, ainsi que le nombre
des termes; on en conclut que la valeur de Texpresâon
(i 4--^\ augmente ^ mesure que m augmente. D'un
autre côté» si Von compare ce développement à la série connue (n® 67) ,
on voit que les termes du développement sont moindres
qa» las termes correspondants de la série» puisque les dénominateurs sont les mêmes de part et d'autre, et que les numérateurs des premiers sont inférieurs à l'unité ; la va*
leur de f I H — j est donc plus petite que là limite de là
somme des termes de la série, c'est-à-dire plus petite que le nombre e. Ainsi, quand m augmente indéfiniment, la valeur de f i + ^j va sans cesse en croissant, tout en restant inférieure à e ; elle tend donc vers une limite finie et déterminée qui ne peut Stlrpasser lé nôrtbre é. Nous alloiis démontrer que cette limite est le nombre e lui-même.
Dans les deux expressions (1) et (2) prenons les n + i premiers termes et considérons les deux sommes
• + 7+-Tr + 7:^5 — +
E = '+7 + ri + rT-? + +
Nous pouvons rendre n assez grand pour que la somme 8 diffère de sa limité é d*iine quantité ïnoîndre qu'une quantité dOÈnée — . Ayant choisi le nombte n de cette manière,
laissons-le fixe, et donnons à m deâ valeurs plus grandes que n et de plus èh plus grandes. Là somme A augmente; comme elle contient un nombre fini de t^mes, savoir » + 1 , la limite de cette somme, en vertu du lemme I, est égale à la âonme des limites de ses différents termes^ Le nuniéra-
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teur du troisième terme a évidemment pour limite Tu&ité; de même celui du quatrième. Eu général, le numérateur d'un terme quelconque étant le produit d'un nombre fini de facteurs dont chacun se réduit à l'unité, a pour limite, en vertu du lemme II , le produit des limites de ces différents facteurs, c'est-à-dire l'unité. Ainsi , quand m augmente indéfiniment, la somme A tend vers une limite égale à la somme £. On conçoit donc que l'on puisse prendre m assez grand pour que la somme A difière de sa limite E
d'une quantité moindre que — . On a alors e — E<-, E— A<-,
et par suite, en ajoutant,
La quantité li-\ — j étant plus petite que e, mais plus grande que A, on a, à plus forte raison ,
Puisque l'on peut rendre m assez grand pour que la valeur
de ( 1 + —) diifère du nombre e d'une quantité moindre
qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle soit, il est clair que ce nombre e est la limite vers laquelle tend la valeur
de ( 1 H — j quand m augmente indéfiniment.
L'expression (i + a)" tend vers la même limite
quand a tend vers zéro. Ceci est évident, si la quantité
très-petite a est une fraction de la forme— , m étant un .
nombre entier très-grand ; car, ûb^s ce cas , l'expression
(i + a)« devient (i+j^)".
En général la quantité très-petite a sera comprise entre
deux fractions de la forme — et — ; — , et l'on aura
L'exposant - très-grand sera alors compris entre les deux
nombres entiers consécutifs m et m+ 1 , de manière que Ton ait
Si dans l'expression proposée {i + o-^ on remplace la
quantité i + a par la quantité plus grande i + — et l'exposant— par l'exposant plus grand m+i, on augmente la valeur de l'expression, et l'on a
Au contraire, si l'on remplace la quantité i +a par la quantité plus petite i -| — -r— et l'exposant — par l'exposant plus petit m, on diminue la valeur de l'expression, et
90 LIVRE Uli CMAP. II.
On ôMient altisi les inégalités ou, par des transformations convenables,
Lorsque k quantité « tend vero zéro^ le nombre mtier i* augmeaie iadéfiniment i chacune des quantités M 4* JL \ ^
tend vers la limite e; d'ailleurs le divi-
seur 1 -| ; — . de même que le multiplicateur i-\ — ,
devient égal à l^ùnlté. Leà deux quantités extrêmes tènâeiit
ainsi vers la même limite e; donc la quantité ( 1 + *)* » q^î est comprise entre elles, tend aussi nécessairement vers cette même limite.
Nous avons supposé dans C0 qtii précède la quantité a po^ sitive, supposons-la maintenant négative; en mettant le
_ JL
signe en évidence, ona iconëidêrei*rexpyession (1 — a) * . La quantité 1 — a moindre que Funité peut se mettre sous
la forme — ; — -, , a' étant une quantité positive. De l'égalité
on déduit
et, en substituant,
(i-ar«===(-^y==(i+çt')*+5^==(.+a)5^X'(i+a').
Quand a' tend vers zéro, la quantité (i + a')*' tend vers e, tandis que le multiplicateur i + a' tend vers Tunité ; donc
la quantité (i — a) <* a pour limite e. '
Ainsi, quel que soit le signe de a, l'expression (i + ^) * tend vers une limite égide à e, cpiand o; tend vers zéro.
ÉTUDE DE LU FONCTION EXPONENTIELLE
73. Lemme I. Les puissances successives d*un nombre plus grand que T unité vont en croissant et deviennent plus grandes que toute quantité donnée.
Soit a une quantité positive supérieure à T unité. On voit d'abord que ses puissances successives vont en croissant ; car on obtient a"*^* en multipliant a"* par a; le multiplicateur a étant plus grand que l'unité, le produit a*^^ est plus grand que le multiplicande a"". Je dis maintenant que les puissances de a augmentent au delà de toute limite. Posons a = I + a; en développant (i + ^)"* suivant la loi du binôme, nous aurons
a*'= 1 -4-tt)~ = i4- — a-^ ^ '^ +
Tous les termes du développement sont positifs ; si donc
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on néglige le troisième terme et les termes suivants, on diminue le second membre, et Ton a
€r> i-\- ma.
Pour rendre la quantité a^ plus grande qu'une quantité donnée A, il suflSt évidemment de rendre la quantité i + ma plus grande que cette quantité ; on déterminera donc l'exposant m de manière à satisfaire à l'inégalité
Ainsi, lorsque l'exposant m surpasse , il est certain
que la puissance a*" devient supérieure à la quantité A, si grande qu'elle soit. Donc les puissances successives du nombre a plus grand que l'unité augmentent à l'infini.
Soit, par exemple, a = i , i ; on peut affirmer que a** surpassera 1 000 si m est plus grand que 529 ou que 9990. Mais
on n'a pas ainsi les plus petites puissances de a supérieures à 1000.
7 à. Lemme il Les puissances successives d'un nombre plus petit que Tunité vont en décroissant et devietment plus petites que toute quantité donnée >
Le nombre a, étant inférieur à l'unité, peut être représenté par — ; — , et l'on a
M U?B8 !▼( 0H4ir« l«
Qoand réimposant m croit indéfiniment, le âQûominftieur augmentant indéfiniment^ II. fraotioa dUninue et tend vers zéro.
75. Lemme III. La racine d*un nombre supérieur à V unité êêt êupMeure à funké^ tt Vonpeuî prmdrt t indicé du radicai asêez grand pour que la raoine diffère de ï unité d^une quan*' tiîi moindre que to^M quantité do$mie,
Soit a un nombm supérieur à runité. Je dis d'abord
que ya surpasse l'unité} car un nombre plus petit que l'unité, élevé à la n* puissance, ne pourrait reproduire le
nombre a plus grand que l'unité. Nous voulons rendre ya inférieure à i + a, a étant une quantité donnée très-petite; il s'agit donc de satisfaire à l'inégalité
OU k la suivante
Or, en vertu du lemme 1, si petite que soit a, on peut toujours pfemdre l'exposant ti aaete grand pour que (i + (tf surpasse a.
On veut, par exemple, que y ^ diffère de l'unité de moins
dei 0,001 . On prendra n plus grand que ~ , c'est-à-diro
plus grand que loob.
GoROLLAiKE. Toute puissance fractionnaire à^un nombre pïùè grand que Tuniié est plus grande que Vunitê. Car
o^ signifie y a*"; le nombre a étaçt supérieur à l'unité » sa puissance a*" est supérieure à l'unité, et la racine de cette dernière quantité est aussi supérieure à l'unité.
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76. Lemme IV. Les racines d'un nombre inférieur à Vuntti sùfit inférieures à Vunité^ et Von peut prendre Vindice du radical assez grand pour que la racine diffère de Vunité âimè quantiU imindre que toute quantité donnée.
Sî le nombre a est inférieur à l'unité, \a sera aussi inférieure à Tunité ; car un nombre supérieur à l'unité, élevé à la n" puissance, ne pourrait reproduire le nombre a inférieur à l'unité; d'autre part, le nombre a, inférieur à l'unité,
peut s'écrire sous la forme -7 , a' étant supérieur à l'unité,
et l'on a
Le dénominateur tendant vers J'imite, quand l'indice n du radical augmœte indéfinimrat^ la fractioB tend •Ife^mtaid vers, l'unité.
Corollaire. Toute puissance fractionnaire d'un nonére plus petit qute Vunité est plus petite qm Vu/nité*
77, Théorème. La fonction ^"^ varie d'um manière cmtir nuej quand x croît d'une manière continue.
On appelle fonction en mathématiques une expression qui contient une lettre désignant une quantité variable, ^expression 2 a;' — A^r + 5 est une fbnctîon entière de la variable Xi L'expression a"" est une fonction exponentiénB de x; on la nomme ainsi parce que la vaHable a? est en exposant.
Nous supposons le nombre a positif et plus grand que l'ùnitô. Je dis d'abord que lorsque la variable x croit, la fonction a* croit. En effet, si l'on donne à la variable x un accroissement fc, la fonction devient a***, et éprouve une
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variation marquée par
Mais a^ est supérieure à l'unité, parce que toute puissance d'un nombre a supérieur à l'unité est elle-même supérieure à l'unité ; donc la différence a*^'* — a' est positive, et par suite a"^^ est plus grande que a*. Ainsi, quand a est plus grand que l'unité, la fonction a' croît en même temps que la variable x.
Je dis maintenant que l'on peut donner à la variable x
un accroissement lé assez petit pour que la fonction a*
éprouve un accroissement plus petit qu'une quantité don-
. née a. En effet, supposons h plus petit qu'une fraction
de la forme -, n étant un entier très-grand ; en vertu du n
lemme III, on peut prendre n assez grand pour que w ou
«y — ot .
Va diffère de l'unité d'une quantité plus petite que — * la
quantité a\ étant moindre que a*", puisque h est inférieure à -, différera de l'unité d'une quantité encore plus petite,
et la différence a'^'* — a* sera moindre que a' x — ou que a.
Ainsi l'accroissement de la fonction peut être rendu plus petit qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit; en d'autres termes, lorsque T accroissement de la variable tend vers zéro, celui de Iq^fonction tend aussi vers zéro.
On dit qu'une grandeur varie d'une manière continue lorsqu'elle ne peut aller d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction est continue lorsqu'à une variation infiniment petite de la
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variable correspond une variation infiniment petite de la fonction ; car si la fonction sautait brusquement d'une valeur à une autre 9 elle éprouverait une variation finie pour une variation infiniment petite de la variable.
II résulte de ce qui précède que, lorsque la variable x croit d'une manière continue, la fonction exponentielle a* croit aussi d'une manière continue.
Nous avons supposé le nombre positif a plus grand que l'unité. Supposons-le maintenant plus petit, et posons
a = -,f<^^ étant supérieur à l'unité. On a
Lorsque x croît d'une manière continue, a'' croît, et par conséquent a* décroit d'une manière continue.
78. Corollaire. Voyons maintenant les valeurs par les^ quelles passe la fonction exponentielle a' quand on fait croître x d'une manière continue de — oo à + ^« Supposons d'abord a supérieur à l'unité, et faisons croître x de o à + oo ; pour a: = o, on a a® = i ; quand x est infiniment grand, en vertu du lemme I, a' est aussi infiniment grand; ainsi, quand x croît de o à + oo, la fonction a' croit de 1 à + ^* Faisons maintenant décroître o; de o à — co, et pour cela posons x = — a/9x' étant positive; on a
quand xf croît de o à + c», o*' croît de i à + ~» et par conséquent o' décroît de i à o. En résumé, lorsque la valeur o; croit d'une manière continue de — co à + ^9 a étant supé-
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rieur à Tunité, la fonction a"" croit d'une manière continue de à -{- Qo. Il est à remarquer que la fonction pa^se par toutes lesvaleurs positives et qu'elle ne passe qu'une fois par chacune d'elles puisqu'elle va constiunment en augmentant* Considérons maintenant le cas où le nombre a çat inférieur à l'unité, et posons a q -,, a* étant supérieur à Tunité, ce qui donne
On voit que lorsque x croît de o à + oo, a'* croissant de 1 à + c», a* décroit de i à o, et que, lorsque x décroît de o à — oo, a'* décroissant de i à o, a* croit de i à + oo. Ainsi, quand x croît d' une manière contique de — c» à + <>:>, a étant inférieur à l'unité, la fonction a* décroit d'une mar nière continue de -f oo à o, La fonction passe encore par toutes les valeurs positives et une seule fois par chacune d'elles.
79. Remarque. Nous pouvons maintenant donner d'une manière très-nette la signification de T exposant incommen* surable dont nous avons déjà dit quelques mots (q"" so).
Soit a^S et, pour préciser, supposons a supérieur h l'unité ; le nombre incommensurable y/s est la limite com<*
mune de deux nombres fractionnaires —et "^ , qui
diffèrent entre eux d'une quantité aussi petite qu'on veut,
et dont les carrés comprennent 2; en remplaçant y 2 par ces nombres approchés, on obtiendra deux séries de puis-»
sances fractionnaires a" et a *" » les premiër^isi plus petite»
que les secondes, et telles que leur différence peut être rendue plus petite qu'une quantité donnée; il existe donc entre ces deux séries de grandeurs une grandeur déter nniinée qui en est la limite commune; c'est cette limite que
désigne ci!^.
CHAPITRE IL
Définition par la fonction exponentielle.
80. On appelle logarithme d'un nombre Texposant de Ia puissance à laquelle il faut élever un nombre positif con^ stant a pour reproduire le nombre proposé.
Nous avons vu que, lorsque a? croît d'une manière continue de -—T go à + *=^f la fonction a* passe par toutes les valeurs positives et ne pa^se qu'une fois par chacune d'elles ; il en résulte que tous Us nombres positifs opt de^ log$h rithmes, et que chacun d'eux n'a qu'un logarithme. Si le nombre constant a est supérieur à l'unité, les nombres plus grands que l'unité ont des logarithmes positifs, les nombres plus petits que l'unité des logarithmes négatifs. Si a était inférieur à l'unité, les nombres plus grands que l'unité auraient au contraire des logarithmes négatifs, les nombres plus petits que l'unité des logarithmes positifs. Les nombrtâ négatifs n'ont pas de logarithmes réels.
Nous désignerons le logarithme d'un nombre par la notstioà hg.
Propriétés des logarithmes.
Les logarithmes jouissent de propriétés très-remarquables que nous allons démontrer.
81. Théorème I. Le logarithme du produit de plusieurs facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs*
Soient deux nombres y et j/\ dont nous appellerons x etx' les logarithmes ; d'après la définition même des logarithmes, on a
Multiplions ces deux égalités membre à membre, il vient
L'exposant x + x^ est le logarithme du produit yy'; on a donc
^og(yt/) = logy + logy'.
La même démonstration s'applique à un nombre quelconque de facteurs. Soient trois nombres y, y\ y", ayant pour logarithmes x^ xf, x" ; on a de même
et, en multipliant
donc , 82. Théorème IL Le logarithme d'un quotient égale le
le logarithme du dwidende moins le logarithme du diviseur. En divisant membre à membre les deux égalités
on a
L'exposant x — a! est le logarithme du quotient ^. Donc log^=logy — logy'.
83. Théorème IIL Le logarithme de la puissance d'un nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par Vindice de la puissance.
Si Ton élève à la m' puissance (m étant un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif) , les deux membres de l'égalité
f = yy il vient
Donc
log(îr) = wlogy.
84. Théorème IV. Le logarithme delà racine Sun nombre égale le logarithme de ce nombre^ divisé par V indice de la racine.
Ce théorème n'est qu'un cas particulier du théorème pré-
cèdent; cary y s'écrit y*, et l'on a
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L'emploi des logarithmes simpUiie beaucoup les calculs numériques $ car la multiplication est remplacée par une addition, la division par une soustraction, l'élévation à une puissance par une multiplication, l'extraction d'une racine par une division.
Définition des logarithmes par des progressions'
• 86. Si l'on prend les logarithmes des termes d'une progression géométrique
aiariar^tar^: ,
dont la ra^on est r, on forme évidemment une progression arithmétique
; a . log a + log r . log a + 2 log r . log a + 3 log r •
ayant pour raison log r.
En arithmétique, on a coutume de définir les logarithmes par deux progressions, l'une géométrique commençant par l'unité, l'autre arithmétique commençant par zéro,
o • 6 • ai • 3& •
et l'on appelle logarithme d'un terme quelcooque de la progression géométrique le terme correspondant de la progression arithmétique. Afin d'avoir les logarithmes de tous les nombres avec une grande approximation, on insère un grand nombre de moyens entre deux termes consécutifs de la progression géométrique, et le même nombre de moyens entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique. Il est aisé de voir que cette définition des logarithmes
par les progressions revient à la définition que nous avons donnée par les exponentielles.
Considérons les deux progressions
Si l'on insère n-— i moyens entre deux termes consécutifs des deux pi^ogressiôns, la raison de la progression géométrique devient y a ou a**, celle de la progression arithmétique - , en sorte que les deux progressions ainsi développées s'écrivent
Sous cette fornie, on voit qu'un tiombre quelconque a" de
la progression géométrique a pour logarithme l'exposant
de la puissance à laquelle il faut élever le nombre constant a pour avoir le nombre proposé. La base a d'un système de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme Funité.
Changement de la base,
86. La base d'un système de logarithmes est un nombre positif constant, que Ton peut choisir à volonté. Supposons que Ton ait calculé les logarithmes des nombres dans le systètne dont la base est a, et que l'on veuille les calculer dans un autre système ayant pour base a\ Appelons x le
logarithme d'un nombre quelconque y dans le premi^ système, x' le logarithme du même nombre dans le second système, on aura
(f' — y, a'" = y; d'où
Prenons les logarithmes des deux membres de cette égalité dans le premier système, en remarquant que le logarithme de a est l'unité, il vient
a? = a?' logo',
loga'
Ainsi les logarithmes des mêmes nombres dans les deux systèmes sont proportionnels, et l'on a la règle suivante : pour passer Sun système de logarithmes à un autre, il suffit de multiplier les logarithm£s du premier système par Tinverse du logarithme de la nouvelle base pris dans le premier système.
Logarithmes népériens.
87. Les logarithmes ont été inventés au commencement du XVII* siècle par l'Écossais Néper, qui prit pour base le nombre incommensurable « = 2,7182818 ; les logarithmes de ce système ont été appelés logarithmes hyperboliques, ou, du nom de l'inventeur, logarithmes népériens. Ce sont ceux-là qui se présentent naturellement dans l'analyse mathématique; on les désigne ordinairement par la lettre L
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Mais les logarithmes népériens ne sont pas c&mmodes pour les calculs numériques, parce qu'ils ne sont pas en harmonie avec notre numération décimale. C'est pourquoi BriggSf contemporain de Néper, proposa de remplacer la base e par la base dix de notre système de numération. Ce sont les logarithmes de Briggs dont on fait habituellement usage dans les calculs numériques; on les a nommés pour cette raison logarithmes vulgaires; nous les désignerons par le signe log.
On appelle module d'un système de logarithmes le nombre constant par lequel il faut multiplier les logarithmes népériens pour avoir les logarithmes du système considéré. Soit a la base d'un système de logarithmes; d'après ce qui a été dit précédemment, son module M sera
c'est4-dire l'inverse du logarithme népérien de la base. Le
modale des logarithmes vulgaires est M = o,434'^9448i g...
Lorsqu'on passe d'un système dont la base est a à un
système dont la base est a\ le multiplicateur constant
^j j s'appelle module relatif du premier système au second.
88* Il est bon de faire voir pourquoi Néper a choisi le nombre incommensurable e pour base de son système de logarithmes. Considérons les deux progressions
dans lesquelles a et ^ sont des quantités très-petites, afin
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qiie les terméd des deux t>rogressions croissent par degrés très-petits, et que Tod ait ainsi les logarithmes de tous les nombréd avec une grande approximation. Néper appelait module dès logarithmes définis par ces deux progressions
le rapport-, ou plutôt la limite de ce rapport, quand a et^
tendent simultanément vers zéro, et il distinguait chaque système de logarithmes par son module. L'idée lui vint alors d'adopter le système dont le module est l'unité, celui qu'il regardait comme le plus simple. Si Ton fait p = a, les deux progressions deviennent
Telles sont les deux progressions par lesquelles Néper définissait son système de logarithmes. Calculons la base de ce système, c'est-à-dire le nombre qui a pour logarithme l'unité ; soit met. le terme de la progression arithmétique qui est égal k l'unité, oii à peu près, le terme correspondant de là progressioxi géométrique est (i + a)"^; puisque ma = i ,
on a a = — et (i 4- a)*" = ( 1 H — ) ; lorsquea tend vers
zéro, m augmente indéfiniment, et le nombre ( i H )
tend vers la limite ^, qui est la base des logarithmes népériens.
Logarithmes tmlgaires.
89. Dans un système quelconque les puissances de la base a\ a*, a^...i* ont évidemment pour logarithmes les
nombres entiers i, 2, 3 Dans le système vulgaire, ce
sont les puissances de 10, savoir 10, 100, 1000, qui
ont pcmr logarithiâe» lèê mmbreê entiers fettecèsédfs. Les logarithmes ont été calculés en décimales; la partie entière d'un logarithme s'appelle caractérisîiqm.
Les nombres plus petits que l'unité ont leurs logarithmes négatifs ; les logarithmes négatifs étant incommodes dans la pratique, on leur substitue des logarithmes qui ont leur partie décimale positive et leur caractéristique seulement négative. Soit le nombre o,o5564 plus petit que l'unité; son logarithme est négatif et a pour valeur
Écrivons ce logarithme de la manière suivante
ou plus simplement ^
Sous cette forme, le logarithme a sa partie décimale positive; le signe — , placé au-dessus de la partie entière, indique que la caractéristique seule est négative. La ear0^ téristique négative du logarithme d'un nombre décimal plus petit que ï unité renferme un nombre d'unités marqttépar le rang du premier chiffre significatifs à partir de la virgule. En effet, soit m le rang du premier chiffre significatif à partir de la virgule dans le nombre proposé y; le produit y X 10** étant compris entre 1 et 10, son logarithme a zéro pour caractéristique, avec une partie décimale positive; pour revenir au nombre y, il faut diviser par 10**, c'est-àdire retrancher m du logarithme; le logarithme de y aura donc une caractéristique négative m, suivie d'une partia décimale positive.
Dans la première partie de cet ouvrage (livre IV, cb. 5) ,
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nous avons expliqué Tusage des tables de Gallet. Nous nous sommes occupés aussi des questions relatives aux intérêts composés et aux annuités. Nous y renvoyons le lecteur.
Bésolution des équations exponeniielles.
90. On appelle équation exponentielle une équation de la forme
dans laquelle a et & sont deux quantités positives données, l'exposant x l'inconnue qui doit vérifier l'égalité. Il est facile de résoudre une semblable équation au moyen des logarithmes. Si l'on prend les logarithmes des deux membres de l'équation, on a
afloga = log6; d'où
loga On obtient ainsi la valeur de l'inconnue.
Exemples.
log».54 _ 5.098^975 ^ 3 ggei97.
log7 0,84509804 ^^'^*»7.
logo46a
log3
On peut encore résoudre des équations exponentielles plus compliquées que la précédente. Soit l'équation
dans laquelle le premier membre signifie que le nombre a est élevé à une puissance marquée par If , les trois lettres a, 6, c désignant d'ailleurs des nombres donnés positifs. En prenant les logarithmes des deux membres, on a
é*xloga = logc, d'où
loga
On est ramené ainsi à l'exponentielle ordinaire. Pour que la question soit possible, il faut que a et c soient tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs à l'unité, afin que le second membre ait une valeui' positive. Si l'on prend une seconde fois les logarithmes, on a
a? log 6 = log log c — I og log a ;
log loge — log log a log*
CHAPITRE PREMIER
DÉRIYÊESé
91. Lorsque deux quantités variables a; et y sont liées Tune à l'autre, de telle sorte que la variation de Tune entraîne la variation de l'autre, on dit que ces deux quantités sont fonctions l'une de l'autre. Si l'on regarde y comme une fonction de a;, on indique cette liaison par le sym-^ boley = f {x). Nous supposerons dans ce qui suit que^ lorsque la variable x varie d'une manière continue entre certaines limites, la fonction y varie aussi d'une manière continuée A un accroissement très-petit h de la variable, correspond une variation ou accroissement très-petit k de la fonction. Quand le premier accroissement tend vers zéro,
lé second tend aussi vers zéro; en général, le rapport r
de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable tend vers une limite finie et déterminée. Cette limite est ce qu'on appelle la dérivée de la fonction propo-
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sée. La dérivée est une nouvelle fonction de x que nous représentons par le symbole y' ou f(œ).
Considérons, par exemple, la fonction y = a;'. Si Ton donne à la variable x Taccroissement A, la fonction devient
(a: + A)« = x« + aa:A + A«;
elle éprouve raccroissement
k = [x + hf — x^ = !ixh + h\
On e» déduit
Quand on fait tendre h vers zéro, le rapport de raccroissement de la fonction à l'accroissement de la variable tend vers la limite ^x. Telle est la dérivée de la fonction X*. On écrira y'= 2X.
02. Considérons encore ]a fonction plus générale y=ax'", dans laquelle l'exposant m est entier et positif, et le coefficient a constant. Si Ton donne à la variable x Faccroissèment A, la fonction devient
a{x+hY'=ùx'^A — ao?*"" ^ A + ^ "" ^' œxf^'^h? + ....* + aA**; XI/ I j • i.a '
elle éprouve l'accroissement
ir=a(a:-l-A)**-=-aa^=max**'*A-{-— ^ — '■ — ^âx"*-'A*+«**««4"^A**i
On en déduit
^^max^' + 'll^^l^^^^ax^^^ h i.a
Quand on fait tendre h vers zéro, tous 1^ termes du secoiid
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membre» à partir du second, tendent vers zéro. Gomme ils sont en nombre fini, leur somme tend aussi vers zéro. Le
k rapport - tend donc vers la limite maa;*"""*. Telle est la dérivée de la fonction ax"^ ; on écrira y' = mcw?"*""* . Ainsi, on obtient la dérivée de la fonction ax"" en multipliant cette fonction par Vexposant de x, et diminuant ensuite Xexposant d'une unité.
93. Ces exemples montrent bien l'existence de la dérivée. On peut ramener ce fait analytique à l'existence de la tangente à une courbe.
Soit y = / (a?) la fonction proposée. Traçons dans un plan
deux droites fixes OX et OY, Tune horizontale, l'autre verticale ; à .partir du point portons sur la première une longueur OP égale à une valeur quelconque de la variable Xy au point P élevons une perpendiculaire sur laquelle nous prendrons une longueur PM égale h la valeur correspondante de la fonction y, et opérons de même pour chaque valeur de x. La fonction étant continue, le lieu des points M ainsi obtenus formera une courbe qui représentera la marche de la fonction, Afin d'étendre ce mode de représentation à toutes les valeurs, on convient de porter les valeurs positives de a; à droite du point 0, les valeurs négatives à gauche ; et de même on porte la valeur de y sur la perpendiculaire, au-dessus si elle est positive, au-dessous si elle est négative. Cela posé, donnons à a; un accroissement PF -= A, la
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fonction épiouveiâ un accroissement k représenté par la dijBFérence M'D entre les deux perpendiculaires ou ordonnées voisines MPetMT'. Traçons la sécante MM'; dans le
k triangle rectangle MM'D, le rapport -est égal à la tangente de l'angle M'MD ou de Tangle ^ que fait cette sécante avec l'axe horizontal OX. Faisons maintenant diminuer Taccroisseraent h jusqu'à zéro, le point M' se rapprochera indéfiniment du point M; la sécante, tournant autour du point M, tendra en général vers une position limite MT qui est la tangente à la courbe au point M ; l'angle p tendra vers l'angle a, que fait la tangente MT avec l'horizontale, et le
k rapport ~ , qui est égal à tang §, tendra vers la limite
tang a.
Ainsi, quand la courbe qui représente la fonction a une tangente, et c'est ce qui a lieu en général, la fonction admet une dérivée,
Ô4. Nous avons appelé dérivée d'une fonction continue y = f{x) la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable, quand ces deux accroissements tendent vers zéro. Cette dérivée y = f{x) est une nouvelle fonction de x; si l'on en prend la dérivée, on aura la dérivée de la première dérivée^ ou la seconde dérivée de la fonction proposée ; nous la représenterons par le symbole y" ou f'Xx). Cette seconde dérivée y'^ = f'{x) est une nouvelle fonction dex; si l'on en prend la dérivée, on aura la dérivée de la seconde dérivée ou la troisième dérivée de la fonction proposée ; nous la représenterons par y'" ou f"(x). En continuant de cette manière, on obtient les dérivées des différents ordres de la fonction proposée.
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Dérivée d'une somme,
96, Soient Ui, Vr,w div^rseê fonctions cotititm«d de la variable x^ y leur somme algébrique
Désignons par le symbole Aa? raccroissement que Ton donne à la variable x, par Aw, Av, Ato, Ay les variations ou accroissements qui en résultent pour les fonctions w, v» to, y (la lettre A indique en général une variation ou une différence). Nous convenons aussi de représenter les dérivées de ces fonctions par les notations u\ v\ w\ y\ accentuant simplement les lettres qui désignent les fonctions. On a évidemment
A^ = Aw -|- Aï; — àw.
Si l'on divise tous les termes par ax, il vient
Ay Aw Av ^w AX àX AX Ax'
Supposons m aintenant que l'accroissement Lx de la variable tende vers zéro, les accroissements correspondants Aw, Av, Ato» Ay des fonctions tendront aussi vers zéro; le rap- Afx
port — tendra vers une limite qui, par défitiition, est la
dérivée de la fonction Uy dérivée que nous représentons
' , , Av Ato Aw , * ^
pwri*'; l€a rapports —, —, ^ tendront de même vers
des limites qui sont les dérivées des fonctions v, ti?, y, et Ton aura
y' z=iu' ■\- v' — w\
Ainsi, la dérivée â! une somme algébrique est la sximme des dérivées des diverses fonctions qui la composent.
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Dérivée d*une fùHctien entière.
Toute fonction entière du degré m est de la forme
C'est îa sotnïfae algébrique des termes qui la composent. D'après le théorème précédent, sa dérivée est égale à la somme des dérivées de ses différents termes» Nôtis avons vu (n** 92) que pour trouver la dérivée d'tine fonction entière simple ax"^^ il faut la multiplier par Vexposaût de x et diminuer ensuite cet exposant d'une unité*, en appliquant cette règle à chacun des termes du polynôme, on a
Le degré de chaque terme s' abaissant d'une unité, la dérivée est une fonction entière du degré m — i- Le Vëtiùè cùûstant A^ ne donne rien dans la dérivée, et, en effet, qfuând x varie, l'accroissement k de la constante étant nul, on a
- = o, et la dérivée est nulle.
En prenant la dérivée de cette première dérive, m
obtient k seconde dérivée du polynôme proposé
n^)=m(m— i)A,ar-'+(m— i)(m— 2)A,â:«-»+ + A^,;
p'est une fonction entière du degré m — 2.
La troisième dérivée, ou la dérivée de la seconde dérivée,
est du degré m — 3, et ainsi de suite, chaque dérivation diminuant le degré d'une unité.
La dérivée de l'ordre m est du degré zéro; c'est u»e
constante. Les dérivées suivantes sont nulles. Ainsi un polynôme du degré m a m dérivées.
Exemple.
En appliquant la règle énoncée plus haut, on obtient les dérivées successives :
f'(x) = Zx^+ loa? — 7, r(x) = 6x+io,
Il est à remarquer que le terme constant du ploynôme proposé n'entre pas dans la dérivée ; que les deux derniers termes n'entrent pas dans la seconde dérivée, etc. Le premier terme entre seul dans la dernière dérivée.
Développement d'une fonction entière f(x) suivant les puissances croissantes de h qtmnd on remplace x par x+h.
Si dans ta fonction entière
f(x) = A,x^ + A,x^' + A,oir'* + A^,x + A^,
on remplace la variable x par a? + A, il vient
nx + h) = A,{x+kr + A,{x + hr' + A,{x + h)^*+
et, en développant chaque terme suivant la loi du binôme,
+A,ir«-*-{-(ni— 2)Asa;«^»
+Am^lX
+Ai»^
j-24-...+m(m-l)...2.1.AojxS
Dans la première colonie verticale nous retrouvons le polynôme proposé f{x) . Dans la seconde colqnne, qui contient h en facteur, nous trouvons la première dérivée f[x) ; et en effet on voit que Ton obtient ce second polynôme en multipliant chacun des termes du polynôme proposé par l'exposant de x et diminuant cet exposant d'une unité. Le polynôme écrit dans la troisième colonne, et qui contient
— en facteur, se déduit du précédent suivant la même
loi ; c'est la dérivée de la première dérivée, ou la seconde dérivée f{x) du polynôme proposé. Le polynôme suivant,
coefficient de ^, est la troisième dérivée f\x) , et ainsi
de suite. Enfin, dans le dernier terme, le coeflScient de
est la dérivée d'ordre m. Le développement de
f{x-\'h) suivant les puissances croissantes de h s'écrira
donc
Dérivée d'un produit.
Considérons d'abord un produit de deux fonctions
Si Ton donne à la variable x l'accroissement Aa;, les fonctions ti, t?, y éprouvent des accroissement correspondants Ali, Av, Ay, et l'on a
y+Ay=(w + Att)(t; + At;),
OQ, en effectuâQt )a muHiplicatioa et supprimant dans les deux membres les quantités égales y et uv,
Divisons tous les termes par Ax, il vient
Av At; . ^u , àiU
Aa: Aa? Ax Ax
Si raccroissement Aa? de la variable x tend vers zéro, les rapports —, —, -p tendent vers des limites qui sont les
dérivées u\ v\ y' des fonctions w, v, y; le troisième terme du second membre devient nul, parce que le premier facteur 7- tend vers une valeur finie u', tandis que le second
facteur tend vers zéro. On a donc
y' = Wt/ -|- vu'.
La dérivée d'un produit de deux facteurs égale l^ premier facteur multiplié par la dérivée du second^ plus le second multiplié par la dérivée du premier.
Considérons maintenant un produit de trois fonctions
y == uvuu
Si Ton regarde le produit uv des deux premières comme ne formant qu'un seul facteur, et si Ton applique la règle précédente, on a
en développant la dérivée (uvj du produit uv, il vieqt }f' = vwi/ -|- w[uv' 4- vv!).
OU
Ainsi, la dérivée d'un produit de plusieurs facteurs est égale à la somme des produits que fan obtient en multipliant la
dérivée de chaque facteur par le produit de tous les autres.
Exemples.
, Dérivée d'ww quotient.
Soit le quotient de deux fonctions
La fonction u est le produit des deux fonctions v et y; si l'on prend la dérivée du produit u=vy, d'après la règle précédente, il vient
v/ = v!/+yv'; d'où. l'on déduit .
u — yv'
et, en remplaçant dans le numérateur y par-,
vw' — uv'
y = — zTt — ^
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Ainsi, la dérivée d'un quotient égale le dénominateur multiplié par la dérivée du numérateur^ moins le numérateur multiplié par la dérivée du dénominateur^ celte différence étant divisée par le carré du dénominateur.
Exemples.
5x* — Sx -}- 4
or' — 1
"" [x^—if {x' — iY '
_ — !ix{a^ + a*j?* + a?*) — (a* — a?*) (2a'x + 4^^)
aar{a?* — 2a*a?* — 2a*)
Dérivée d'une puissance.
Une puissance entière
d'une fonction u de la variable a? est te produit de m facteurs égaux entre eux
y = uuu
Si l'on prend la dérivée de ce produit d'après la règle ordinaire, il vient
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OU plus simplement
On obtient la dérivée de la puissance d'une fonction en multipliant par V exposant^ diminuant cet exposant d'une unités et multipliant le résultat par la dérivée de la fonction.
Ce théorème est vrai pour un exposant quelconque^ Considérons une puissance fractionnaire
en élevant à la n' puissance, on a
Si l'on prend les dérivées des deux membres» d* après la règle précédente, il vient
d'où
et, en remplaçant y par sa valeur u" ,
Considérons maintenant une puissance négative quelconque
En prenant la dérivée du quotient— , on a
— mtC^^u* _
y'= — — = — mtr**"V.
C'est encore la même règle que pour les exposants positifs. Corollaire. La dérivée d'une racine carrée égale la déri^ vée de la fonction placée sous le signe radical divisée par deux fois le radical. Car, en appliquant la règle précédenle à la fonction
on a
Exemples.
4^» y = \Jx — x^, i/ = Ç^ * = ~v=-
aV^aa?' — 4^*+ 5
Va«— a?* ya^-^x^
y = n(a + to'*)""*»»^^?**^* = mnta?"*f* (« + ô^)'*"^ 8**y = a+—: 3 — + ^ = a + ô:z^ »-c^ ' + dx-\
\X^ ÛC\X
a , -^ . 4 -^ , , 2Ô , 4c arf y' = — -ôa? *47=ca? '— 2rfar' = jTzzi ^ 5--
^ . '^ 3.2V a;» 3:rY.r ^
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Dérivée S une fonction de fonction.
101. Soit y une fonction f{u) de la quantité « qui est ellemême une fonction de la variable x; par l'intermédiaire de la variable u, y pourra être considérée comme une fonction àex; c'est ce que Ton nomme une fonction de fonction.
Si Ton donne à la variable x l'accroissement Ax, il en résulte pour u un accroissement Aw, et pour y un accroissement Ay . On a évidemment
Ay A^ au ^x Aw tix'
Lorsque l'accroissement Ao; de la variable tend vers zéro, raccrois3ei»eQt Aw, et pj^r suite l'aççroissemept Ay, teudeot
At/
aussi vers zéro; la limite du rapport -^ est la dérivée y*
Aa3
de y considérée comme fonction de x; la limite du rapport ~ est la dérivée f{u) de la fonction /'(m) , c'est-à-dire de y
considérée comme fonction de la variable t«; enfin la limite
Au
du rapport-^ est la dérivée w' de la fonction « de x. On a
donc
i/ = f'{u)xu'.
Ainsi la dérivée d*une fonction de fonction est égale au produit des dérivées dfis fonctions qui ta oomposenL Ce principe peut être généralisé. Soit y une fonction f{v)
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de là quantité t), qui est une fonction f (u) de la quantité u, qui est elle-même une fonction de x; par l'intermédiaire des quantités vetu^y est finalement une fonction de x dont nous cherchons la dérivée* On a
Av Av Lv au
Aj; At; Au Ax'
et en prenant les limites,
y' = f(v)X<f\u)Xn'.
La règle établie plus haut, pour trouver la dérivée d'une fonction t*"», est un cas particulier du théorème que nous venons de démontrer sur les fonctions des fonctions.
Dérivée du sinus.
Soit la fonction
y = sin a?.
Si l'on donne à la variable x l'accroissement A, il en résulte pour la fonction l'accroissement
A = sin (a? + A) — sîna?.
En prenant le rapport des deux accroissements et transfor^ mant la dififérence des sinus en produit, il vient
*__sin{a? + *) — sinx '"* a
ou
. h sm-
asin-cos|a? + -)
*=_lcos(x + ^).
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Quand l'accroissement h de la vaxîable tend vers zéro,
sm-
le rapport— T— du sinus à Tare -tend vers Tunité, tandis
que le second facteur se réduit à cos x; le rapport -tend donc vers une limite égale à cos x^ et Ton a
y' = cos X.
Ainsi la dérivée du sinus est le cosinus.
Dérivée du cosinus.
Soit la fonction
y = cosx.
On a de la même manière
. h -sm -
k cos (^ + A) — cos X ^ a
— a sin - sin ( a? + - )
sm -
sm
in(ar + -),
et, en prenant les limites,
y' = — sin X,
Ainsi la dérivée du cosinus est le sinus pris en signe contraire.
Au moyen de ce qui précède, on obient aisément les dérivées successives du sinus et du cosinus.
f^ — ànx, f=: — cmx,
y'" = —■ cos Xy . y"' = sin a? ,
On voit que les dérivées se reproduisent périodiquement de quatre en quatre.
Dérivées dé la tangente et de la sécante.
On obtient la dérivée de k fonction y=i^ngx
sin 'Y*
en prenant la dérivée du quotient , ce qui donne
cos iC
, cos* X 4- sin* x t
cos* X cos' X '
De même la cotangente
cos a:
v = cota;=ï= -: —
a pour dérivée
sin* X La sécante pouvant se mettre sous la forme
y = secx = ,
coso:^
on obtiendra sa dérivée par la règle des quotients
sinx cos' a?'
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De même la cosécante
y =COSécar :
a pour dérivée
Soit la fonction inverse
y = sivcsinx.
On en déduit
sin y = X.
Prenons les dérivées des deux membres ; y étant une fonction de X, le premier membre sin y est une fonction de fonction, qui a pour dérivée cos yxy'; la dérivée do ieooiid membre X est l'unité ; on a donc
cosyxy= i; d'où
"^ cosy* *
Puisque sin y = a;, on a côsg=±v^i — x*\ en remplaçant cos y par sa valeur, il vient
Il faut mettre devant le radical le signe de cos y; si l'arc ee termine dans le premier ou dan& le quatrième quadrant,
on. prendra le signe +; s'il se termine dans le second ou dans le troisième, on prendra le signe — .
106, La dérivée de la fonction inverse
y == arccosj;
s'obtient de la même manière. On a, en effet,
cosy = X,
et, en prenant les dérivées des deux membres,
— sinyxy'= i; d'où l'on déduit
On mettra devant le radical le signe de sin y. 107. Gonsidéroifô enfin la fonction inverse
y = ûrctangj;.
On a
tangy=:ar,
et, en prenant les dérivées des deux membres,
cos*y ' d'où
y' = cos'y.
Mais on sait que
cos v = = ;
donc
Dérivée de la fonction exponentielle.
Soit la fonction exponentielle y = a
Si Ton donne à la variable x l'accroissement ft, la fonction éprouve un accroissement
et le rapport des deux accroissements est k ^a^ — 1
On sait que, lorsque h est très-peiit, la différence a* — i est très-petite; posons donc
a^ — 1 == a , d'où
et, en prenant les logarithmes népériens des deux membres,
ALfl = L(i+a),
La
Remplaçons h par sa valeur, l'expression du rapport devient
k a. La a*La a'^La
iL(. + a) L(i+a)«
Lorsque h tend vers zéro, a tend aussi vers zéro, et la
quantité (i + a) «devient égale à e (n» 72); mais Le = i; donc
k xf = lim T = a^La.
Ainsi, pour avoir la dérivée d'une fonction exponentielle^ il suffit de multiplier cette fonction par le logarithme népérien de la base.
Considérons en particulier la fonction exponentielle y = e"'; puisque Le = i , on a j/' = e"". Ainsi, la dérivée de la fonction e* est cette fonction elle-même. La fonction e* jouit de la propriété caractéristique de se reproduire elle-même par la dérivation.
Dérivée de la fonction logarithmique.
La fonction logarithmique
y = loga:
est rinverse de la fonction exponentielle. Si a désigne la base du système de logarithmes, on a
ay = X.
Prenons les dérivées des deux membres d'après la loi que nous venons de démontrer, en regardant a* comme une fonction de fonction ; il vient
flVLaxy' = i,
d'où
a^La
En remplaçant a* par x, et remarquant que la quantité j-
est le module M du système de logarithmes (n"" 87), on a enfin
^ xLa X '
Telle est la dérivée de la fonction logarithmique.
Considérons comme cas particulier la fonction logarithmique népérienne
y = hx;
le module étant Tunité, on a
Résutné.
110. Nous avons trouvé les dérivées des fonctions simples que Ton considère orâinait^ment en mathémàtiqueit ; il est nécessaire de les apprendre par cœur; le tableau âuivai^t permet de les embrasser d'un coup d'oeil :
y = smxj y == cosar,
y = tanga:, y = arcsîna?,
y = arccosar,
y =s arctangâ?^
y s=i mx^^j m étant quelconque , y == cosx,
y' = — smar,
cos'a:?'
] en supposant Tare X compris entre o
et -, a
î/'ssi
y- = a'La,
y = logar.
y'-sU^
y = Lx,
111. Les fonctions complexes pouvant être considérées comme des fonctions de fonctions^ on calculera leurs dérivées d'après la loi connue. En voici quelques exemples ;
1* y = sina;*. Si Ton pose w=ic', on a y = sinu et Ton voit que y est une fonction de fonction. L'application du théorème donne
y' = cos w X v! = 2a?cosa?*.
2* y = «•*"*. j5i Ton pose u = sin a?, on a encore une fonction de fonction y = e"*, qui admet pour dérivée
y' = e** X tt' = e»"»* X cosar.
8*» y = e»>»**. Si l'on pose w = a?*, t? = sin «, on a une fonction de fonction y =: e" plus compliquée que les précédentes; le même théorème donne
y' = e, cos w . 20? = aa:e«>n»'cosa?*.
A*» y = L (a? + \J\ + x% En posant w = a; + ^i + x', on a la fonction de fonction y = Lu, qui admet pour dérivée
,1 , sJ\+x^ 1
«. x + sfx+x* v/i+o?*
5* y = rc*. En remarquant que, d'après la définition même des logarithmes népériens, on a identiquement a; =e^, on pourra écrire cettte fonction sous la forme y = c*^; si Ton
pose u = xLx^ on a la fonction de fonction y = e"*, qui admet pour dérivée
y' = cV = c«{i +Lx)=x'[i+ Lx).
Par l'habitude, on arrive à décomposer les fonctions complexes par la pensée, sans employer les lettres auxiliaires u etv.
Exercices.
Trouver les dérivées des fonctions suivantes :
V y z=z arc sina: — v^i — a;*. Bép. : y' =
â* y = tanga? — cota;. w' = -r-z r-.
^ ^ ^ sm*a;cos*x
y y=:x{Lx—i), y'='Lx,
5' y = xsin x + cosar, y' = x cosar.
6' y = — arcosa? + sina;, y = arsina?.
^ \ X ) x\li — x^
/cl ~ ' îîa?\ 1
ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS
112. Soit /"(a?) une fonction continue, /"'(a?) sa dérivée. Nous avons appelé dérivée d'une fonction la limite du rapport de r accroissement fc de la fonction à T accroissement A de la variable, quand ces accroissements tendent vers zéro.
Lorsque h est très-petit, le rapport r diffère très-peu de
sa limite; on a donc d'où
e étant une quantité très-petite qui s'annule avec h. Quand la dérivée f'{x) n'est pas nulle, on peut rendre h assez petite pour que la quantité e soit înoindre que f'{x) en valeur absolue; alors c'est la quantité f{x) qui donne son signe à la parenthèse. Si l'on suppose h positive, c'est-àdire la variable x croissante, on voit que la variation fc de la fonction aura le signe de la dérivée f'{x); quand la dérivée sera positive , k sera positive et la fonction ira en croissant; quand la dérivée sera négative, k sera négative et la fonction ira en décroissant.
On déduit de là les tliéorèmes suivants : 1" Si la dérivée d'une fonction reste positive pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 6, la fonction va en croissant quand x
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croît de a à 6; 2° si la dérivée reste négative, la fonction va en décroissant.
118. Lorsqu'une fraction , après avoir augmenté, décroît ensuite, elle passe par un maximum, c'est-à-dire par une valeur plus grande que les valeurs voisines. Au contraire, lorsque la fonction, après avoir diminué, croît ensuite, elle passe par un minimtcm, c'est-à-dire par une valeur plus petite que les valeurs voisines.
Dans le premier cas, la fonction commençant par croître, la dérivée est d'abord positive; la fonction décroissant ensuite, la dérivée devient négative. Ainsi, quand la fonction passe par un maximum, la dérivée change de signe; de positivedeveaant négative.
Dans le second cas, la fonction commençant i5ar décroître, la dérivée est d'abord négative; la fonction croissant en* suite, la dérivée devient positive. Ainsi, quand la fonctioa passe par un minimum, la dérivée change de signe, de négative devenant positive.
Les réciproques sont vraies : lorsque la dérivée change de signe, la fonction passe par uxi maximum ou par un minimum. Si la dérivée de positive devient négative, la fonction, croissant d'abord pour décroître ensuite, passe par un maximum;, si ladéiivée de négative devient positive, la fonction, décroissant d'abord pour croître ensuite, passe par un minimum.
Ordinairement la dérivée d'une fonction continue est aussi finie et continue ; elle change de signe en passant par la valeur intermédiaire zéro. On obtiendra donc les valeurs àb 9 qin rendent la fonction maximum ou minimum en cherckant les valeurs de x qui annulent la dérivée, et qui en outre lui font éprouver un changement de signe.
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Exemples,
IIA. Question I. Étudier la variation du volume d'un cylindre circulaire droit dont la surface totale est constante.
Appelons x le rayon de la base, y la hauteur, et représentons la surface totale donnée par 2ica*; nous avons la relation
ou plus simplement
x^ + xy =i a*.
Le volume V du cylindre a pour expression
et si Ton remplace y par sa valeur y = tirée de
la relation précédente,
V = ira:(a' — ar') = T:(à^x — x^);
e'est une fonction de la variable indépendante x.
Les valeurs de â? et de y devant rester positives, le rayon x de la base ne pourra varier que de o à a. Quand x varie de o à a, on voit que le volume part de zéro pour revenir à zéro, en passant par une suite de valeurs finies. Pour étudier la variation de cette fonction, prenons sa dérivée
Y = n(a' - 3^«) = 3t: (^ - xA .
La dérivée est positive pour les valeurs de x inférieures
à -— , négative pour les valeurs de x supérieures à ~. Si
donc on fait croître a? de o à — , le volume ira en augmentant de zéro à une certaine valeur maximum ; x crois* sant ensuite de --=: à a, le volume ira en diminuant de cette valeur maximum à o.
Pour a; = — , on a y = — . Amsi, parmi tous les cy-
lindres qui ont même surface totale, le plus grand est celui dont la hauteur est égale au diamètre de la base.
115. Question II. Étant donnée une feuille de carton rectangulaire ABGD, si, après avoir mené des parallèles aux quatre côtes à la même distance^ on enlève les petits carrés dans les angles , et qu'on relève les portions rectangulaires telles que EKLF, on forme une boite à fond rectangulaire EFGH. Étudier la variation du volume de celte boîte.
Appelons 2a et 26 les côtés AB et AD de la feuille de carton, x la distance variable AK à laquelle on mène les parallèles ; le fond de la boîte est un rectangle ayant pour côtés EF = 2 (a — x) et EH = 2 (6 — a?) , et pour surface 4(a — a?) {b — x); la hauteur de la boîte est x; le volume a donc pour expression
\ = [ix[a -^ x)[b — x).
Si Ton suppose a>b, x peut varier de à 6; le volume part de zéro pour revenir à zéro , en conservant des valeurs finies. La dérivée de cette fonction est
r = 4[3ar«— 2{a + b)x + ab.]
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La pareuthèse est ua polynôme entiei: du seccmd dQgré, Si dans ce polynôme on remplace x par zéro, on a un résultat poâtîf + «fr ; si l'oïï remplace x par ft, on a un réauUat négatif — 46(a — b) \ ainsi le polynôme a ses demç racines réelles , la plus petite x' comprise entre o et 6, la plus grande a?" supérieure à 6, et Ton écrira
Quand x croit de o à a?', la dérivée étant positive, le VQlume augmente de zéro à une certaine valeur maximum; x croissant ensuite de x' k b^ la dérivée devient négative et le volume diminue de cette valeur maximum jusqu'à zéro.
Le volume acquiert sa valeur maximum pour la valeur
a + *■«• Ja^rh 6* — ab
U6. Question liï. Étudier la variation de la surface totale dtun cylindre circulaire droit inscrit dans une sphère donnée.
Si Ton appelle x le rayon de la base et sy la hauteur du cylindre, on a
S == 2710;- -f- ^{'Kxy ;
Le rayon x peut varier de o à r. Lji fonction S, (jw Von veut étudier, a pour dérivée
_, 4« [^ s/r^ — x* + fr» — fix^)]
Qu^pd X croît. (Je à -p , la dérivée est positive et la fopc-
tion croît de zéro à Sur". Faisons maintenant varier x de — : à r 5 on a
4^ [^ y/r' — x^ — {'iX^ — r*)]
La parenthèse est la différence de deux quantités; si Ton multiplie et si Ton divise par la somme, il vient
4it [x^{r^ — x^) -- (23:-^ — r* )^] fa?v/r* -rt- ^* -i- (2^* — r*)J y/r* — ;2,*^ ^, 47c{— 5;r* + 5r*^- — r*)
Le dénominateur étant positif, il suffit d'examiner le sigue du numérateur, qui est un polynôme entier du second degré en çç*. Quand, dans, ce polynôme pris sous sa pre-^
mièFe f(Mrme, on remplace x* par — , on obtient un ré-
sultat positif; quand on remplace x^ par r*, on obtient
un résultat négatif; on en conclut que les deux racines du
trinôme sont réelles , que la plus petite a?" est inférieure
à — et la plus grande a?"* comprise enti'e — et r^ On a
donc
[x 0^' -— x^ + {fix^ — r^ )] v^r^— x'^
Quand x varie de ~p 4 x'\ la dérivée est positive, et la
fonction continue à croître de S^rr* jusqu'à une valeur
maximum ; x variant ensuite de cd' à r, la dérivée est négative, et la fonction décroît de la valeur maximum à 2îcr*. Le maximum de la surface est donné par la valeur
a? = ar" :
117. Question IV. Soil GH la ligne de séparation de deux milieux ; la lumière se meut dans ces deux milieux avec des vitesses différentes v et \\ Quel chemin doit suivre le rayon lumineux pour aller du poiiit A au point B dans le temps le plus court ?
Nous pouvons déterminer la position des points A et B par leurs distances AP et BQ à la droite GH, et par la distance PQ; nous désignerons ces trois longueurs connues par ayb.c. Si la vitesse était la même dans les deux milieux, il est clair que la lumière suivrait le chemin le plus court, c'est-à-dire la droite AB ; mais la vitesse v dans le milieu supérieur étant plus grande que la vitesse v' dans le milieu inférieur, il yia avantage à ce que la lumière parcoure une plus grande longueur dans le premier milieu et une moindre dans le second ; elle suivra donc une ligne brisée telle que AMB. Appelons a? la distance cherchée PM; la lumière parcourt dans les deux milieux les longueurs
AM = v/a« + x^, MB = v/6« + (c — xY ; elle emploie à les parcourir les temps
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sla}-{-x^ ^é«+(e — a:)2
elle met donc, pour aller de A à B, en suivant le chemin AMB, le temps
Ce temps est une fonction de a?, considérée comme variable indépendante ; elle a pour dérivée •
vv/«'+^' v's/b^ + {c — x^y
Au point M menons une perpendiculaire NN' à GH; l'angle AMN est l'angle d'incidence i, l'angle BMN' l'angle de réfraction a. Gomme a
PM X
smt
AM ^flî _[_ a;«
... QM c — X
smz = --7 =
BM y^i^^^i^c — xy' il en résulte cette expression de la dérivée sint sint'
Quand le point M se déplace de P à Q, l'angle t augmente de zéro à une certaine valeur, tandis que l'angle i' diminue au contraire d*une certaine valeur à zéro. Il y a donc un point, et un seul, pour lequel la dérivée s'annùUe : avant, elle est négative; au delà, elle devient positive. La fonction que Ton étudie diminue jusque-là pour augmenter
ensuite. Le minimum aUeu, quand on a sint sini'
ou
sini V
sine* î^''
C'est par cette considération du temps minimum que Fermât a trouvé pour la première fois la loi de la réfraction de la lumière.
118. Question V. Étudier la variation de la surface d'un secteur sphérique de volume constant.
Appelons x le rayon du secteur, y là hauteur de la calotte qui lui sert de base, et supposons que le volume soit égal à celui d'une sphère de rayon donné a; nous aurons la relation
ou plus simplement
La surface du secteur a pour expression
S = ira? s/y(2X -— y) -f- ài^yx . et, si Ton remplace y par sa valeur,
La hauteur y de la c&lotte étant plus petite quô le di»* mètre sâ?i le rayon 30 est plus grand (}ue a/ ainsi la i^
riable x peut croître à partir de a indéfiniment. La surface a pour dérivée
Le numérateur est la différence de deux quantités ; si Ton multiplie les deux termes de la fraction par la somme» m a
a?* v/a(a;^ — a«) [^' + aa^ + 4a v/a(^' — a^)] *
Le dénominateur étant positif, il suffit d'examiner le signe du trinôme
qui est du mtortû degré par rapport à âc)% et qui, déeoffipo8é en facteurs, s'écrit
(x* — 2a^) (x^ — loa').
Quand as varie de a àâya^ la dérivée étant positive^ la
surface croît i œ variant de a^k a\/Tôs la dérivée est négative et la surface décroît; x Croissant ensuite indéfiniment au delà de ayio, la dérivée est positive, et la surface augmente.
Examinons maintenant les formes successives par lesquelles passe le secteur. Lorsque a? =c a< on a y = sa, S = 4^«* ; le secteur se réduit à une sphère de rayon
a. Le rayon x croissant de a à av/2, y décroît de
Ê(3t â a V 2 , le secteur, qui est plus grand qu'un hémisphère, s'ouvre de plus en plus, jusqu'à ce qu'il arrive à la forme d'un hémisphère; la surface augmente de la valeur înî-
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tiale l\Tza^ au maximum Sira^ \Jl\, Le rayon croissant ensuite de ay^ à ay lo, y décroît de a ya à -^ — , le secteur , qui^ est maintenant moindre qu'un hémisphère , s'allonge jusqu'à ce que la hauteur de la calotte ne soit que le cinquième du rayon ; sa surface diminue du maximum Sica* v^4 au mimmum ita^ yioo. Le rayon x croîssuite au delà de ay lo indéfiniment, y diminue et tend vers zéro; le secteur continue à s'allonger, et sa surface augmente indéfiniment.
On peut remarquer que la valeur minimum TcaV^oo,
par laquelle passe la surface pour aî = av/io, est plus grande que la valeur initiale 4^a*. Ainsi, c'est quand le secteur a la forme d'une sphère que sa surface est la plus petite possible. Nous remarquerons encore que la surface passe une seule fois par toute» valeur comprise entre la
valeur initiale l\tza^ et le minimum ica* v^ioo, trois fois par toute valeur comprise entre ce minimum et le maximum
Sica'v/ÂTet enfin une seule fois par toute valeur plus grande que ce maximum.
119. Question IV. Étudier la variation du volume du secteur sphèrique dont la surface totale est constante.
On peut déduire cette question de la précédente. Il sera plus commode de prendre pourvariable, non pas le rayon x
du secteur ou la hauteur y de la calotte, mais le rapport —
de ces deux longueurs, rapport que nous désignerons par z. Cette nouvelle variable caractérisera la forme du solide et aura la même valeur pour tous les solides semblables.
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Quand x croît de a à co , y décroît de aa à o et par conséquent js croît de - à oo. Donnons à la nouvelle variable deux
valeurs js et V; soient S et S' les surfaces totales des solides correspondants, quand le volume V reste constant ; imaginons que Ton change les dimensions du second solide en le laissant semblable à lui-même, de manière que sa surface, qui était S', devienne égale à S ; son volume , qui était V, acquerra la valeur V donnée par la relation
Ainsi, quand on passe d'une forme à une autre en laissant constant, soit le volume, soit la surface, on voit que la surface dans le premier cas, le volume dans le second cas, varient en «ans contraires ; si la surface augmente, le volume diminue ou inversement. A un minimum de la surface correspondra un maximum du volume et à un maximum de la surface un minimum de volume.
La variable z croissant de - à i , le secteur passe de la
forme d'une sphère entière à celle d'un hémisphère et le volume diminue; z croissant de i à 5, le volume augmente ; z croissant à partir de 5 indéfiniment , le volume diminue et tend vers zéro. Le volume a passé d'abord par un minimum, puis par un maximum.
La plupart des questions géométriques se correspondent ainsi deux à deux.
Exercices.
Question L Étudier la variation de la surface d'un trapèze inscrit dans un demi-cercle.
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Question IL Étudier la variation de la surface totale d'un cône circulaire droit inscrit dans une sphère donnée.
QuESTiOiN lîl. Étudier la variation du volume d'un parallélipipède rectangle à base carrée dont la surface totale est donnée.
Question IV. Étudier la variation du volume d'une niche de surface donnée.
Question V. On fait mouvoir une lumière sur une droite verticale; étudier la variation de la quantité de lumière reçue par une portion très-petite du plan horizontal.
Question VI. -Sur les faces d'un cube on place six pyramides régulières de même hauteur; la surface totale étant donnée, étudier la variation du volume du solide ainsi formé.
Question VII. Sur les faces d'un tétraèdre régulier on place quatre pyramides composées chacune de ti^ois triangles isolés égaux. La surface totale étant donnée, étudier la variation du volume du solide ainsi formé.
Question VUL Un aéromètre est formé d'un cylindre de rayon donné terminé par deux cônes égaux. La surface totale étant donnée, étudier la variation du volume.
Question IX. Un triangle est formé par trois arcs de cercle égaux entre eux et de longueur donnée; étudier la variation de la surface.
CHAPITRE III
DÉRIVÉES d'une FONCTÏON DÉ PLUSIEURS VARIABtBS.
120. Jusqu'ici nous n'avons considéré que des fonctions d'une seule variable; nous allons dire quelques mots des
fonctions de plusieurs variables. Soit /"(a;, y) une fonction de deux variables indépendantes a; et y (on nomme variables indépendantes des quantités qui varient d'une manière tout à fait arbitraire et indépendamment Tune de l'autre). Si, regardant y comme une constante, nous prenons la dérivée de la fonction par rapport à la variable a?, nous aurons ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonction par rapport à œ. De même, si regardant x comme une constante, nous prenons la dérivée par rapport à la variable y, nous aurons la dérivée partielle par rapport à y. Telles sont les deux dérivées partielles du premier ordre de la fonction proposée ; nous les désignerons par les notations f'^ et fy , l'indice indiquant la lettre par rapport à laquelle on dérive.
Si l'on dérive deux fois successivement, soit deux fois par rapport à Xf soit une fois rapport k x et une seconde fois par rapport à y, soit deux fois par rapport à y, on obtient trois dérivées partielles du second ordre que nous désignerons par les notations f!^^ , f^^ , fy». Et ainsi de suite.
Par exemple, soit la fonction
f{^9 y) = 3j?' — 5a:y + y^ — 5a? + 4y -|- a . En dérivant par rapport à a; ou par rapport à y, on a les deux dérivées partielles du premier ordre f'„:^6x^5y^5, i7i = — 5^ + ay + 4.
En dérivant une seconde fois, soit par rapport à a?, soit par rapport à y, on forme les trois dérivées partielles du second ordre
Les dérivées suivantes sont nulles^
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Théorème sur les fonctions homogènes.
121. On dît qu'une fonction entière de x^y^z,... est homogène et du degré w, lorsque la somme des exposants de ces lettres dans chacun des termes est constante et égale à m. Afin de préciser , nous supposerons que la fonction contient trois lettres x, y, z. Chacun des termes est de la forme AxV^» ^t ^*on peut écrire
f{x, y, z) = SAa?ys'.
En prenant la dérivée par rapport à chacune des lettres, on a
f^ = l.nAx^'yz^,
Si Ton multiplie ces dérivées respectivement par a?, y, js, il vient
y/; = S/>Aa?yzS zfg = rjAa?**yPj5'.
On en déduit
^f. + yf'y + ^f. = ^riJrP + q)kx^y'z%
La somme des exposants m-^-n-^-p étant constante et égale à Y?7, on a
xfl-^ryfy+^n = nCùkxyz:^, ou
^fx + yfy + zfz = ^f{^^ y^ z\
Dérivées des fonctions composées.
122. Soit une fonction f{u, v) de deux quantités ti et d qui sont elles-mêmes des fonctions de la variable x; il est clair que y est en définitive une fonction de la variable x. On demande sa dérivée. Si Ton donne à la variable x l'accroissement Aa?, il en résulte pour a et v les accroissements Au et Av, et pour y Taccroisseraent Ay, et Ton a
ou
Ay = /"{w + Aw, V -{- Av) — f{uy V + Aï;) -f /"(w, u + Av) — f{u, v).
En divisant par Ao?, on a
Ay f{u + au, v+ Ai;) — f{u, v -{' ^v) Au ,
De ^u Ax
, f[u, v + ^v) — f[u, v) ^^ Ai; Av , ^x
Supposons maintenant que Aa? tende vers zéro, les rap-
ports T- 6<^ T- tendent vers les dérivées u' et t' des fonc- ^ Aa? Aa?
tiens u et t?. Dans le rapport
f[u,v+Av)'-f[u,v)
Au '
on voit que le numérateur est l'accroissement qu'éprouve la fonction /"(u, v) quand on donne à la variable v Taccroîssement Av, u restant constante ; la limite de ce rapport est donc la dérivée partielle f^u, v) de la fonction /(w, v) par rapport à u, et le second terme a pour limite
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Considérons maintenant le rapport
le numérateur est Taccroissement qu'éprouve la fonction /(m, v+Av), quand on donne à la variable u Taccroissement Am; ce rapport, en vertu du principe établi au n** 112, est donc égal à
fi (w, v + ^v) + e,
la quantité s s* évanouissant avec Au. D'autre part, la fonction fit (w, v) étant continue, on a
la quantité e' s'évanouissant avec Av; il en résulte que le rapport considéré est égal à
Si maintenaot on fait tendre Ao; vers zéro, Au et Av tendent aussi vers zéro., ainsi que e et e', et le rapport a pour limite fû{u^ v). La limite du premier terme est donc
On a de la sorte ,
7/ = /; (u, V) Xu' + fM v)Xv'.
Ainsi la dérivée d'une fonction de deux fonctions m et t) d'une même variable x égale la dérivée partielle de la fonction proposée par rapport à u multipliée par la dérivée de u, plus la dérivée partielle par rapport à v multipliée par la dérivée de v.
llxempks.
1** Prenons comme exemple la fonction y = x*, dont nous avons déjà trouvé la dérivée (n°lll). Si Ton pose u = x, tj = x, on a y = M*; d'où, en appliquant le théorème précédent,
2* y = (sin xy. Posant u = sin x, v = 4^, on aura de de même y = u''; d'où
i/=zvur*u* 4-î**Lw.t;' = 4a?cosjp(sina?)**"* + 4{sina7)**L(sinar). Dérivées des fonctions implicites.
123. On dit qu'une fonction est implicite lorsqu'elle est liée à la variable par une équation non résolue. Ainsi l'équation
dans laquelle le premier membre est une fonction quelconque des deux variables x et y, définit une fonction implicite y de X. Si l'on pouvait résoudre l'équation, on en déduirait y =^(x) et la fonction deviendrait explicite.
On obtient aisément la dérivée d'une fonction implicite. En effet, prenons la dérivée de la fonction f{x^ y), dans laquelle nous regardons x comme la variable indépendante, et y comme une fonction de a?; cette dérivée, d'après le théorème précédent, est égale à
f. + f'yXy'- Comme la fonction f{Xi y) est constamment nulle, sa dé-
rivée est aussi constamment nulle, et l'on a Téquation
/'; + /;xy' = o, d'où l'on déduit
Telle est l'expression de la dérivée de la fonction implicite î/.
Exemples.
1** Considérons la fonction implicite y définie par l'équation
On a, d'après la formule que nous venons d'établir,
, aa: — 4.y + 2 2^ — x — i
L'équation proposée, étant du second degré par rapport à y, peut être résolue, ce qui donne
y = 2ar ± \/3a?' —
7iX*
La fonction devenant ainsi explicite, on trouve directement sa dérivée,
Zx — 1
En remplaçant y par sa valeur dans la première expression de y\ on obtient la seconde.
— /\x + Zif
CHAPITRE IV
12&. On appelle fonction primitive d'une fonction donnée une fonction dont la fonction proposée est la dérivée. Nous démontrerons d'abord l'existence de la fonction primitive, qu'on puisse ou non l'exprimer au moyen des signes de l'algèbre.
Soit yz=zf{x) la fonction proposée; représentons cette fonction par une courbe, comme nous l'avons expliqué au n"" 93, en portant sur la ligne horizontale OX, à partir
du point 0, des longueurs égales aux diverses valeurs de la variable X, et élevant des perpendiculaires ou ordonnées égales aux valeurs correspondantes de y» Considérons l'aire ABMP comptée à partir d'une ordonnée fixe AB jusqu'à une ordonnée mobile MF; cette aire est une fonction de x; car, si l'on fait croître o?, l'ordonnée MF s'éloignant, l'aire augmente ; nous désignerons cette fonction par F (a?). Je vais démontrer que la fonction F (a;), ainsi définie, est la fonction primitive de la fonction proposée f{x). Concevons, en efiet, que l'on donne k x un accroissement PF' = A; raccroissement * de la fonction ¥{x) sera l'aire du trapèze curviligne MFF'M'; par les points M Qt M' menons les horizontales MD et M'E ; on voit que l'aire du tra-
yf
pèze curviligne est comprise entre celles des rectangles MPP'D et EPPW; ces rectangles ont pour mesure MP x /i, M'P' xh;on a donc
M?xh<:k<UV'xh, et, en divisant par ft,
MP
MT
Quand h tend vers zéro, l'ordonnée M'P' devient égale à MP;
k donc la limite de -, ou la dérivée F\x)^ est égale à l'ordonnée MP, c'est-à-dire à f{x). Ainsi la fonction proposée f{x) est la dérivée de la fonction F(a?) ; et, réciproqueipent, la fonction F{x) est la fonction primitive de f{x).
Il résulte de là qu une fonction continue quelconque a une fonction primitive, que l'on peut représenter p^r une aire plane. Si à la fonction primitive F{x) on ajoute une coûStMte arbitraire C, on aura encore une fonction primitive ¥ix) + C ; car la constante ne donne rien dans la dérivée.
Nous verrons, par ce qui suivra, que Taddition de cette constante c^rbitraire donne toutes les fonctions priipitives de la fonction proposée,
125. Démontrons d'abord que, lorsqu'une fonction a sa dérivée constamment nulle, celte fonction est constante. Im&ginons la fonction figurée par une ligne. Si Ton désigne par a l'angle que fait la tangente à la ligne en un point quelconque avec l'horizontale OX,nous savons (n° 93) que la dérivée de la fonction représente tang a. Puisque la dérivée est constamment
nulle, r^Qgle a est lui-même coustamment nul. Ainsi la ligne en chacun de ses points a sa tangente borizoutale ; ce ne peut êtrq qu'une ligne droite horizontale AB. L'ordonnée HP de chacun des points de cette ligne droite est constante ; on en conclut que la fonction proposée a une valeur constante.
Mais il est bon de démontrer algébriquement cette proposition importante.
5oit f{x) une fonction; en donnant à x F accroissement h, nous avons (n° 112) la relation
e s' évanouissant avec A. Si la dérivée est constamment nuUjS, cette relation se réduit à
f[X'\-h) — f[x)=hz,
Je considère deux valeurs quelconques x^ et X de la variable ar, X étant supposée plus grande que x^ ; je partage rintervu-lte X— ^^^ en » parties égales, et j'appelle A cbaeune da c^s parties. En appliquant la relation précédente à ces divers éléments, on a
f(x^ + ^à)--f[x^ + h) =hz,,
chacune des quantités e^ , s^, Sn-i s' évanouissant
avec h.
Si Ton ajoute toutes ces égalités, les quantités intermédiaires disparaissent et Ton trouve
Appelons e la plus grande des quantités ^o» ^i» ©^
valeur absolue; leur somme sera évidemment moindre que ne , et le second membre plus petit que nfce ou que (X — oîje, puisque nh égale X—x^; on aura donc
Imaginons maintenant que Ton partage Tintervalle constant X — Xq en un nombre de parties de plus en plus grand 5 la grandeur h des parties diminuera indéfiniment ;
toutes les quantités e^ , e^ , , et par conséquent la plus
grande d'entre elles e, tendront simultanément vers zéro, et le produit (X — a? Je s'évanouira.. Il en résulte que la différence f(X) — f{x^) est nulle, c'est-à-dire que les valeurs f(X) et f{x^) de la fonction pour deux valeurs quelconques de la variable sont égales; ainsi la fonction conserve toujours la même valeur : c'est une constante.
126. Soient maintenant deux fonctions F{x) et (p(x), ayant même dérivée f{x) , je dis que ces deux fonctions ne peuvent différer que par une constante. En effet, on a, par hypothèse ,
si l'on retranche ces deux égalités l'une de l'autre, il vient
Mais (f{x) — F'{x) est la dérivée de la fonction (f{x) —F{x) ; puisque cette dérivée est constamment nulle, la fonction est constante ; donc
cp(ar) -- F(x) = C.
Nous avons dit (n** 124) que, lorsqu'on a trouvé une
fonction primitive F (a;) de la fonction proposée, et que Ton y ajoute une constante arbitraire, on obtient une nouvelle fonction primitive F (a:) + C. Il résulte de ce qui précède que Ton forme ainsi toutes les fonctions primitives de la fonction proposée, puisque toute autre fonction primitive ne diffère de la première que par une constante. Cette fonction primitive F(x) + C, renfermant une constante arbitraire, s'appelle, pour cette raison, fonction primitive générale de la fonction proposée.
On peut déterminer la constante de manière que la fonction primitive ait une valeur donnée A pour une valeur donnée a de ^ ; on posera
F(a) + C = A, d'où
Si Ton veut, par exemple, que la fonction primitive s'annule pour a: == a, on posera
F(a)+-C==o; d'où
et la fonction primitive devient F{x) — F (a).
La représentation géométrique de la fonction primitive montre bien que cette fonction renferme une constante arbitraire; car on peut compter l'aire à partir d'une ordonnée initiale AB quelconque (n<»12â), et quand on change la position de cette ordonnée initiale, on modifie évidemment Taire d'une quantité constante. Déterminer la constante de manière que la fonction primitive s'annule pour a; = a, c'est compter Taire à partir de Tordonnée initiale qui correspond à x=za.
127. La recherche des fonctions primitive^ est une opération très-compliquée ; nous nous bornerons aux cas les plus simples. Considérons d'abord une fonction entière
Ao^- + k,x^'' + A,^-* + + A^,^ + K ;
sa fonction primitive est
^?^ + M- + ^^!L-_ + ^^nizl^^A^x + C;
car, en prenant la dérivée de ce polynôme, on retrouve le polynôme proposé. Ainsi, pour avoir la fonction primitive d'une fonction entière, on augmente tous les exposants Xurte unité et on divise chaque terme par ï exposant ainsi augmenté. Cette opération élève le degré d'une unité. Par exemple, le polynôme
a?' — 5^ + 7 a pour fonction primitive générale
Si l'on veut que la fonction primitive s'annule pour xi=ô, on fera C = o. ,.
La même règle s'applique aux exposants quelconques*
Exemples.
P(*) = g ar^ + C.
F[x) = ax"^ -- boT' -f- dx'-^- -j- G.
128. Voici encore d'autres cas où Ton peut trouver immédiatement la fonction primitive :
io
Qo
/(a?) = sina?,
.. . _ cosg
F(x) = Lx + G,
P(a;) = arctangar + C,
F(x) = arcsina.- -|- G,
F(à) = arccosaj-f-G,
F(a;) = sin;r -f C, F(x) = — cosa; + G ,
F{x) == tangx + G, F(x) = — cota? + G, F{x) = sécj? -I-G, F(x) = -— coséco? + G.
Souvent le théorème sur les fonctions de fonctions per« met de trouver la fonction positive.
a? -fa*
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' + («) -^•/^-) = ?T^ = ^^- F(x) = lL(a« + x«) + C.
On voit ici que, le numérateur 2X étant la dérivée du dénominàteur a* + as», la fonction -^—, — » est la dérivée de L{a* + x*).
7' /ïx) = cosax, F(«) = ?î^^+C,
La fonction L(i+^) ^ po^r dérivée ■ • En
effectuant la division de i par i -f- ^9 6t ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de x^ on trouve
d'où
Le premier membre admet pour fonction primitive
Si Ton désigne cette fonction par ±7(0?), on a
jttp'(a:) = -î (i_a?-|.a:«— a:»+ rpx'''')z=z±~,
ou plus simplement
Nous remarquons d'ailleurs que la fonction <p(x), comme les deux fonctions dont elle est la différence, s'annule avec la variable x.
Supposons (V abord la variable x positive ; la quantité- .
l 'p on
étant positive et inférieure à jj", on aura
Ces deux expressions admettent respectivement pour fonctions primitives
'f(x) et ç(ar).
La fonction ^(ic), ayant sa dérivée positive, va en croissant avec x; comme elle s'évanouit pour a? = o, elle prend des valeurs positives croissantes, quand x croît à partir de o.
La fonction cpfo:;) ; — , ayant sa dérivée név'irative, va
au contraire en décroissant quand x croit; comme elle s'évanouit aussi avec x^ elle prend des valeurs négatives, quand x croit à partir de o ; on a donc
ou
cp(a7)<
Ainsi, pour toutes les valeurs positives de la variable x^
la fonction (p(a;) aune valeur positive inférieure à- , -
Si Ton désigne par 8 une certaine fraction moindre que r unité, on pourra représenter la valeur de ç(a?) par
— ; — , et Ion aura n + 1
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- , , . a? ar* , a?' x* , a?* . Oar"^*
Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur positive * attribuée kx. Supposons maintenant que la valeur de a: soit inférieure ou au plus égale à l'unité ; si Ton fait augmenter n
indéfiniment, le terme complémentaire — -j- — tend vers
zéro ; on en conclut que la somme des n premiers termes de la série
tend vers la limite L(i+^) ; on obtient ainsi le développement de L(i 4- 0^) en série convergente
/*» /yt» /f»w n%h
pour toutes les valeurs positives de x inférieures ou égales à l'unité.
130, Donnons maintenant à la variable une valeur négative — X comprise entre o et — i , et proposons-nous de développer la fonction — L(i — x), dans laquelle x a une valeur positive inférieure à l'unité. Cette fonction a pour dérivée
• , expression qui se développe de la manière suivante
1— -a? III 11 j — ^»
on en déduit
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Le premier membre admet pour fonction primitive
Si Ton désigne cette fonction par tf(ai), on a
OU plus simplement
Nous remarquons d'ailleurs que la fonction (f(x) s'annulle avec la variable x.
Désignons par a une quantité très-petite, mais déterminée, et supposons que x varie de o à i — a ; la valeur
de la fonction sera positive et inférieure à —(car le
dénominateur i — a: est plus grand que a), et Ton aura
cp'(x) > O,
Ces deux expressions admettent respectivement pour fonctions primitives
*(x) et ç(x)-^jj-p^.
En raisonnant comme précédemment, on voit que la fonction y (a?), ayant sa dérivée positive et s' évanouissant avec ar, prend des valeurs positives croissantes quand x croit de
o à 1 — a, et que la fonction ©(a?) — ; — ; — r- • ayant sa dé-
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rivée négative et s'évanouissaDt avec x prend des valeurs négatives. Ainsi la fonction (f{x) a une valeur positive infé-
rieure k-r-r-, — t-\ on peut la représenter par 7 — ; — ?-,
en désignant par une fraction, et Ton a
pour toutes les valeurs de x inférieures ai — a. Si Ton fait augmenter n indéfiniment, le terme complémentaire tend vers zéro; d'où Ton conclut que la somme des n premiers termes de la série
tend vers la limite — L(i — x). On obtient de cette manière le développement de la fonction — L(i — x) en série convergente
pour toutes les valeurs de x inférieures à 1 — a. Comme la quantité a, dont nous avons fait usage dans la démonstration, peut être prise aussi petite que Ton veut, le développement a lieu pour toutes les valeurs de x inférieures à l'unité. On a ainsi
pour toutes les valeurs de x inférieures à l'unité.
Remarquons que Ton déduit Tégalité (2) de l'égalité (1), en changeante» en — x. La série (l) r^eprésente donc la fonction L(i + ^)» quand x varie de — 1 exclusivement à -f 1 inclusivement.
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Calcul des logarithmes népériens.
131. De la série précédente, on déduit des séries qui servent au calcul des tables de logarithmes. Proposonsnous de trouver une série donnant la différence entre les logarithmes de deux nombres entiers consécutifs n et n + 1 . Puisque
si dans la série (1) on remplace x par la fraction -, on a
Lin 4- 1) — Ln=: r
Mais cette série ne converge pas assez rapidement, et il faudrait prendre un grand nombre de termes pour avoir les logarithmes avec une certaine approximation.
On arrive à une série beaucoup plus rapidement convergente de la manière suivante : Si Ton retranche Tune de l'autre les deux séries obtenues précédemment
les termes de degré pair se retranchent, ceux de degré impair s'ajoutent, et Ton a
L(.+.)_L(.-.)=Li±|=.(î+f+^+ ).
Posons maintenant
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d'où
et remplaçons x par sa valeur, nous obtiendrons la série
(3) LÎii^ = L(n+i) — Lw
~^\2n + i + 3(2/1+ if "*" 5[2n+ if "^ J'
qui converge d'autant plus rapidement que le nombre n est plus grand.
132. C'est au moyen de la série (3) que Ton calcule les logarithmes népériens.
En faisant n = i dans cette série , on a
On commencera par réduire en décimales les fractions %9 ¥â » z6 » ' ®° divisant successivement par 9 ; puis
on les divisera par les nombres impairs 1, 3, 5, 7, ».».. Les dix premiers termes donnent, avec dix décimales exactes ,
Si dans la série (3) on fait n = 2, on a
On abrège le calcul en remarquant que diviser par 2 5 revient à diviser par 100 et à multiplier par h. Les sept premiers termes donnent, avec dix décimales exactes,
L3= 1,09861 aaSSj.
On obtient L& en doublant L2, d'où
On calculera ensuite L5 par la série
on obtient les fractions -, -^ , -^ , , en divisant
par 3 les fractions déjà calculées ;r , ^5 j ^, Les cinq
premiers termes donnent, avec dix décimales exactes,
On obtiendra L6 en ajoutant L3 et La. On calculera L7 par la série en faisant n= 6, et ainsi de suite indéfiniment.
Calcul des logarithmes vulgaires.
133. Quand on veut calculer les logarithmes vulgaires, il faut d'abord chercher le module. Pour cela, on calcule le logarithme népérien de 2, au moyen de la série
comme nous l'avons expliqué dans le numéro précédent , ce qui donne
En doublant ce logarithme , on obtienj le logarithme népérien de 4»
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On détennine ensuite le logarithme népérien de 5 au moyen de la série
en remarquant que ces nouvelles fractions se déduisent de celles qui ont servi au calcul de Ls, comme nous l'avons expliqué.
Une fois qu'on a trouvé L2 et L5, Taddition de ces deux logarithmes donne
Lio = 3,3o258 SoqSo.
On sait que le module M des logarithmes vulgaires est ^al à ç — (n* 87) ; divisant j par Lio, on aura la valeur de ce module
M = 0^439 44s 19* En le doublant, on a
On obtient les logarithmes vulgaires en multipliant par le module les logarithmes népériens. La série (4) devient ainsi
(4) log(n-l-i) — logn ^ ^^ [ârT+l ^ 3(2n + I )' "^ 5(2n + 1 )* "*" J*
C'est cette série que l'on emploiera pour calculer les logarithmes vulgaires , en séparant les termes et l'écrivant sous la forme
/tx I / I \ 1 2M , 2M , 2M ,
(5) iog(„+.)-iog«=^j^+5^^j^:p^.+^^^^:p^+
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On obtiendra le logarithme vulgaire de 2, en multipliant
par M le logarithme népérien de 2 qui a servi à trouver le module. On calculera log 3 par la série
log3-log. = -g- + ^ + 5y.+
On calculera d'abord les fractions -?-, ^, -^g- »••••• ^^
divisant successivement par 2 5, plus simplement en multipliant par 4 et divisant par 1 00 ; on divisera ces fractions
respectivement par 1, 3, 5 ; en ajoutant les résultats,
on aura log 3. On aura log 4 en doublant log 2. On obtiendra log 5, et en multipliant par M le logarithme népérien de 5 qui a servi à trouver le module. On trouvera log 6 en ajoutant log 2 et log 3. On calculera log 7 par la série
On aura log 8 en ajoutant log 4 et log « , log 9 en doublant logo; on sait d'ailleurs que log 10 = 1. On calculera log 1 1 par la série, et ainsi de suite indéfiniment.
La sérié (5) convergeant de plus en plus à mesure que l'on s'élève dans l'échelle des nombres entiers , les calculs deviendront bientôt extrêmement rapides. On aura, par exemple, le logarithme de 101 avec huit décimales exactes au moyen de deux termes seulement
2M . aM log 101 — 2 =
On calculera d'abord le premier terme en divisant le nombre connu sM par 201 ; puis on déduira le second
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terme du premier en divisant celui-ci par 3.201' ou par i2iso3.
Le premier terme de la série suffira pour le logarithme de 1001,
logiooi —3 = ,
et à plus forte raison au delà.
Développement de la fonction arctangx.
134. Afin de préciser le sens de la fonction arctangx, nous supposerons qu'elle s'évanouit avec x et qu'elle varie ensuite d'une manière continue avec cette variable. La méthode qui nous a donné le développement de L(i + ^) ^ous conduira aussi au développement de la fonction arctangx»
La fonction arc tangx a pour dérivée . , . Par la di-
vision, cette dérivée se développe de la manière suivante,
1=1 — x^ + x^ — a;^+ qpx^^'-^dz-
d'où
Le premier membre admet pour fonction primitive
arctanga? — ( ir + "F — — + ^ )•
^ Vi 3 ' 5 7 ^an — 1/
En désignant cette fonction par ±(q[x)^ on a
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±:ç'(a:)=--j|-^— (i— a:»+a;*— «'+ qra;"^») = ±
i+ar* ^ ' I -r- / j^^t»
OU plus simplement
D'ailleurs , la fonction (f{x) s'annule avec la variable x.
La quantité — r- — 5 étant positive et inférieure àa?% on a les inégalités
La fonction (p(aj), ayant sa dérivée positive, croit avec a;; comme elle s'évanouit pour a? = o, elle prend des valeurs positives croissantes , quand x croit à partir de zéro, la,
fonction (f{x) -7—, ayant sa dérivée négative, décroît au contraire quand x croît ; comme elle s'évanouit aussi avec Xf elle prend des valeurs négatives quand x croit à partir de zéro. On a donc, pour toutes les valeurs positives de ar,
ou
Ainsi la fonction <f{x) a une valeur positive înférieu re -^ — ; — , et l'on pourra écrire
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en désignant par une quantité positive plus petite que l'unité. On en déduit
arctaDgx=--- + y- ^ ^;r:rT =^ ^ÏT+T '
Supposons maintenant que la variable x soit inférieure ou au plus égale à Tuuité*; si Ton fait augmenter n indéfi-
niment, le terme complémentaire — ; — tend vers zéro;
on en conclut que la somme des n premiers termes de la série
tend vers la limite arctangx; on obtient ainsi le développement de arc tang x en série convergente
(6) arctang=: - — ^ + ^_
pour toutes les valeurs de x inférieures ou égales à l'unité.
Cette série convient aussi aux valeurs négatives de x comprises entre o et — i , puisque les deux membres changent de signe avec x , en conservant la même valeur absolue. Ainsi la série (6) est convergente et représente la fonction arctangx^ quand x varie de — et + i inclusivement.
Calcul du rapport de la circonférence au diamètre.
Iâ5. Nous avons obtenu le développement de la fonction arc tang x en série convergente
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(6) arc tang x=^ iT'^'i —
pour toutes les valeurs de x inférieures ou égales à Tunité. Cette série permet de calculer la longueur d'un arc dont on connaît la tangente ; il en résulte plusieurs manières de déterminer le rapport de la circonférence au diamètre.
l"" L'arci qui a pour tangente l'unité , est la moitié du
qu^raot on 7* £0 faisant ic = 1 dans la sérioi» on a 4odc
Mais cette série ne converge pas assez rapidement et il faudrait un trop grand nombre de termes pour obtenir ir avec quelque approximation. On a recours à d'autres procédés.
2^» En appelant a l'arc qui a pour tangente -, on a la
série
qui converge plus rapidement que la précédente , et qui àonm une portion a du demi-qu^rant j. Pour avoir la
partie complémentaire, je pose 6 = 7 — a > d'où tang- — tang a i_
tang b = = = - .
i + tang j tang a i + -
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Ainsi Tare b a pour tangente = , et se développe de la manière suivante
En ajoutant les deux arcs a et 6, on a
De cette manière , l'arc j est donné par la somme de deux séries.
S"" Partons maintenant de l'arc qui a pour teogieute -s^
et appelons a cet arc,
En doublant cet arc, on a
2tanga 3 tang aa = ^ ; = 7.
L'arc 2a est encore plus petit que j; j'appelle 6 la différence 7 — 2a, d'où
, 1 — tangaa 1 tang = — 7~- — - — = -.
^ 1 + tang aa 7
L'arc 6 qui a pour tangente - est donné par la série
On a donc
&<" On obtient des séries très-rapidement convergentes en partant de Tare a qui a pour tangente •? ,
Si Ton double cet arc, on a
tang aa = = — .
En doublant encore une fois , on a
la lao
tang4a= = — .
'~T44 Cette dernière tangente étant un peu plus grande que Tunité, Tare i^a est un peu plus grand que j; appelons b
la dififérence 4a — 7,
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,et calculons lajLaogeule de cet arc, ■ . * . ' ' * 7 X*I
,_ii9 1
tangi = ^^^^ — -— .
.1 TTT + >
L'arc très-petit 6 , dont la tangente est -^ , sera donné par la série ^
aSg 5.239' ' 5.239*
et Ton aura
Ces deux séries convergent très-rapidement, surtout la seconde. Aussi cette dernière formule est-elle de beaucoup préférable à celles que nous avons données précédemment.
136, Voici le calcul de n avec 16 décimales exactes, au moyen de la formule (11).
Calcul de 16 a.
—rr — 0,00000 00000 01200 03
-rr r=£ 0,00000 00000 OOOOl 00
0,00000 ooi3i 072
0,00000 oooo5 24288
: 0,00000 OOtDOO ooo55 55
— -— rr 0,00000 00000 3495i 53 '
— TTô =0^00000 00000 00044 i5
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Calcul d^ 4b.
— — ssi0,iK^poo o«9a9 eg^QJ 44 g— j-t = 0,00000 ooooo oioa5 89
--— - = o,ppoQo ooooo o5i?9 45 0,01673 64016 74666 06
Calcul de n,
«= 3, 14159 26535 89793 28 Il faut prendre onze termes dans la première série, trois dans la seconde* Lq9 puissances ia)p9,îres de 7 se dédui-
t les imed d^ aptwes ea divisant par ?5, c'est-à-^îre çn multipliant par 4 et divisant par loo* Nous avons fait le calcul avec 17 décimales 1 mais on ne peut pas compter sur la dernière décimale que Ton supprimera; on aura donc u avec seize déeimales exactes
tt=3,i4i59 26555 89793 2.
Développement des fonctions en séries.
137. Nous avons effectué (n* 97) le développement de f{x^-^h) suivant les puissances entières et croissantes de ft, quand la fonction est entière et nous avons trouvé
^0+ A) =/i^o) +rM 7 + n^o) ^ +
m étant le degré de la fonction. Le développeiJient s'arrête à la dérivée d'ordre m ; les dérivées suivantes sont nulles. La même forme de développement s'applique à une fonction continue quelconque ; mais alors la suite se prolonge indéfiniment et constitue une série.
Supposons que la fonction f{x) reste finie et continue, ainsi que ses n+ i premières dérivées, quand x varie de x^hx^ + h. Considérons le polynôme
fM+rMr+rM^+ +rw *"
du degré n par rapport à A, et représentons par
la différence qui existe entre f{x^ + h) et ce polynôme, nous aurons
Si l'on pose J?4 = a?j, + A, d'où x^^x^ = hi et si l'on fait passer tous les termes dans le premier membre, on écrira
(a) fxQ - A^.) - ^^ r w - ^^^F^* n^.) +
DÉVELOPPEUENT DES FONCTIONS EN SÉRIES
La quantité inconnue R dépend des deux- quantités x^ eix^. ..; . . .
Considérons la fonction
(3) f (X) = f(x,) ^m _ îLzif) nx) - .^^jp^ nx) - ...
Pour former cette fonction nous avons remplacé a?^, parla variable x dans l'expression (2) , excepté dans la quantité R que nous laissons constante. Pour abréger, nous désignerons cette fonction par <p(a?); si Ton en prend la dérivée, on remarque que les termes se détruisent deux à deux ; les deux derniers termes subsistent seuls, et Ton a
^'(^) = — [^,-xY [x,-xY ^
ou plus simplement
D'après les hypothèses faites, la fonction (f{x) et sa dérivée (f{x) restent finies et continues quand x varie de x^ à a;,. Pour x=x^^ la fonction (f[x) se réduit à l'expression (2), qui est égale à zéro; pour a? == a?,, les deux premiers termes se détruisent, les suivants deviennent nuls, et la fonction est aussi égale à zéro. Ainsi, quand x varie de x^i^x^, la fonction <p(a?) part de zéro pour revenir à zéro; comme elle reste finie et continue, elle passe par un maximum en valeur absolue; la dérivée ç'(a?) change donc de signe, et comme elle reste elle-même finie et continue, elle change de signe en passant par zéi*o. On en conclut que la dérivée
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s'annule pourtine valeur de x comprise entre «j^ et a?j, c'est* à-dire entre x^ et 0?^, + ft ; cette valeur de x, qui annule la dérivée, peut être représentée par aÎQ+Oft, 8 étant une fraction plus petite que Tunité, et Ton a (f^{x^ + ^h)=(x. On en déduit, en vertu de Téquation (4),
L'égalité (i) devient ainsi (5) f(x, + h)^f{x,)+f\x,)-^+rM^ +
Lorsque le ternie complémentaire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, la formule donne naissance à une série convergente ; c'est la série de Taylor.
138, On peut obtenir le terme compléitientaire sous une forme plus générale. Si Ton représente le terme complémentaire par
p étant un nombre entier qùekmiqiie^ od a^ comme précédemment^
-<-^^^^r(xo) — ^"'"^Y" R=o.
La fonction
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES
s'annule epçûife pour x =^ x^^i x= x^'^so. dérivée
s'annuje par conséquent pour une Y^Ieyr intermédiaire x^ + ^h; on en déduit
• aî=;A«-p(i~e)«-p/''^*(a:^ + W),
et par suite le terme complémentaire
(i_e)-p/^*(a:o + aA).
Le nombre entier p est arbitraire. Si l'on fait p = n, on retrouve la première forme ; si Ton fait p = o, on obtient une seconde forme
Ln+l
qui est souvent utile dans les applications *.
139. De la formule (5) , dans laquelle on remplace x^ par o et à par x^ on déduit
(6) f{x)=no) + fio) \ + r\o) f^ +
rpH ftî^^^
+ /^(o) 1 + —-^ /^»(eaj).
On peut aussi mettre le terme complémentaire sous la forme
(i — e)Y'»^»(ear),
* L'ingénieuse démonstration que nous ayons donnée de la série de Taylor est due à M. Todhunter. M. Rouché Ta perfectionnée de QUinière à obtenir à la fois les deux formes du reste.
184 ' LIVRB V» CHAP. V.
Lorsque le terme complémentaire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment, la fonction est développée en série convergente, suivant les puissances entières et croissantes de a?.
Appliquons cette formule au développement de la fonction e. Toutes les dérivées de cette fonction sont égales à la fonction elle-même e"" et se réduisent par conséquent à Tunité pour â? = o; on a donc
+ Î^V^Xe»^.
La série étant convergente, quelle que soit la valeur attribuée à ar, comme nous l'avons remarqué au n* 6i , la frac-
tion — ; — - — ; — - tend vers zéro , quand n augmente 1,2. .. (n-f i) ^ °
indéfiniment; d'ailleurs c®^ conserve une valeur finie ^ le terme complémentaire tend donc vers zéro, et Ton a le développement de 6* en série convergente pour toutes les valeurs de X positives ou négatives, \» ' , * - ' X . x^ * a;* (7) e-=i + - + — + — v + . .
On obtient de la même manière le développement des fonctions %\nx et to%x en séries convergentes pour toutes les valeurs de x
sma:=: -^ ^-rr ~
CHAPITRE PREMIER
Définition.
140. Nous avons expliqué, dans la première partie de Y Algèbre (liy. III, chap. ii), comment la résolution de l'équation du second degré conduit à des expressions de la forme a + b sj — i» auxquelles on a donné le nom de quantités imaginaires. Si Ton représente par la lettre i le symbole v/— i; les quantités imaginaires s'écriront sous la ibrme a + 6i> les lettres a et 6 désignant des quantités réelles positives ou négatives.
Soit r un nombre positif, a un angle, on peut toujours poser
a=:rcosa, 6 = rsina.
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Ed ajoutant les carrés, on en déduit
(1) et par suite
COSa;^-^, smac=-.
De cette manière, la quantité imaginaire a+6i se met sous la forme
r(cosa4-tsina).
Le nombre positif r s'appelle le module, l'angle a l'argfument de la quantité imaginaire. Le module r donné par l'équation (1) a une valeur parfaitement déterminée. Mais l'argument a peut recevoir une infinité de valeurs. L'angle a étant donné par son sinus et son cosinus, d'après les équations (2), a une valeur et une seule de o à stc; on peut ensuite augmenter ou diminuer cet angle d'un multiple quelconque de 2TC-, de sorte que si l'on représente par a^ la première valeur de a, et par h un nombre entier quelconque, positif ou négatif, toutes les valeurs de a seront comprises dans la formule a =a^ + 2fc^.
lÂl. Dans un plan, marquons un point fixe et traçons une droite fixe OX passant par ce point. On peut figurer la quantité imaginaire par une longueur OA égale à son module r portée dans une direction qui fasse avec la droite fixe OX un angle égal à son argument a. On compteTangle a à partir de OX en tournant dans un sens convenu, par ex^npie, de OX vers OY.
Cette représentation des quantités imaginaires a une grande importatice en mathématique. Elle permet de suivre la variation de ces grandeurs et constitue un instrument puissant pour l'étude des propriétés des fonctions.
Si Ton fait varierTangleadeo à 27c, la droite OA tourne autour du point 0, à partir de la portion OX, et décrit tout le plan»
Les quantités réelles sont des cas particuliers des quantités imaginaires. Quand a=o» la quantité imaginaire f(oo8 a + 1 fiina) devient une quantité réelle positive r; elle est figurée par une longueur égale à r portée sur Taxe OX dans le sens OX, Quand a =7:, la quantité imaginaire devient une quantité réelle négative — r ; elle est figurée par une longueur égale à son module r portée sur Taxe fixe, dans le sens inverse OX'.
Quâtid di= -, la quantité imaginaire, qui se réduit à n,
est figuréa par une longueur égale à r, portée sur la per-
pcndiculaire OY àl'ate OX. Qnand at= — , la quantité
imaginaire, qui se réduit à — ri, est figurée par une longueur égale à r portée sur la perpendiculaire, mais dans le sens inverse OY'.
En général, quand on ajoute it à l'argument, cosa et sina changeant de signe , la quantité imaginaire r(cosa + f sin a) change de signe. Ainsi deux quantités imaginaires égales et de signes contraires sont figurées par deux longueurs égales OA et OA' portées en sens inverse Tune de l'autre. •
Du point A abaissons une perpendiculaire AP sur l'axe X'X, on a
û =3: r cos « =0P, b = rsin «=: PA.
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On voit par là que la partie réelle a de la quantité maginaire OA est égale à sa projection OP sur Taxe fixe OX et le coefficient 6 de f à sa projection PA sur l'axe perpendiculaire OY. Écrire la quantité imaginaire sous la forme a+ U revient à remplacer la ligne droite OA par la ligne brisée OPA.
142. On estime la grandeur d'une quantité imaginaire par la longueur de la droite OA qui la représente, c'est-à-dire parle modul/de la quantité imaginaire, Lorsque le module est petit, on dit que la quantité imaginaire est petite. Lorsque le module devient nul , on dit que la quantité imaginaire ellemême devient nulle. Puisque le module r est égal à ^a* + ft*, pour que le module soit nul, il est nécessaire et il suffit que les deux quantités réelles a et 6 soient nulles séparément.
Deux quantités imaginaires égales sont dites égales, lorsqu'elles sont représentées par la môme droite OA dans la même direction, c'est-à-dire lorsque leurs modules sont égaux et que leurs arguments sont égaux ou diffèrent d'un nombre entier de circonférences. Il est clair que si deux quantités imaginaires a + 6t, ci + bH sont égales, on a séparément a=ia\hz=z b\
Addition.
143.' On a étendu aux quantités imaginaires les règles ordinaires du calcul algébrique, comme si la lettre % désignait une quantité réelle, en convenant de remplacer en* suite dans le résultat i* par — i.
Proposons-nous d'^ord d'additionner deux quantités imaginaires a+ 6i, a! + ft't. On a, en groupant les parties réelles et les parties imaginaires,
(a .f-W) + (a'+éï) = (a + a') -!-(* + *>•
Si Ton figure les deux quantités imaginaires proposées par des grandeurs géométriques OA, OA', comme nous l'avons expliqué, il est facile de voir que l'addition consiste à porter ces T deux longueurs l'une à la suite de l'autre, chacune dans sa direction. A partir du point A, extrémité de la grandeur OA, menons une droite AB égale et parallèle à OA', et joignons OB ; la droite OB représentera la somme des deux quantités imaginaires. Car la projection de la ligne droite OB sur chacun des axes OX et OY étant égale à la somme des projections des deux parties de la ligne brisée OAB, les deux projections de la ligne OB sont égales à a + a' et à b + b\ Cette droite figure donc la quantité imaginaire
Nous remarquons que dans le triangle OAB la longueur du côté OB est plus petite que la somme des deux autres côtés OA et AB, et plus grande que leur différence. Il en résulte que le module de la somme de deux quantités imaginaires est plus petit que la somme des modules de ces deux quantités et plus grand que leur différence.
Ce que nous venons de- dire s'étend à l'addition d'un nombre quelconque de quantités imaginaires. Soit à additionner trois quantités imaginaires figurées par les grandeurs géométriques OA, OA, OA"; à partir du point A menons une droite AB égale et parallèle à OA', et, à partir du pomt B, une droite BC égale et parallèle à OA"; la
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droite OB étant la somme des deux premières quantités, la droite OC sera la somme déè deux quantités OB et OA", et par conséquent la somme dés trois quantités proposées. La droite OC étant moindre que la ligne brisée OABC, il est évident que le module de la somme de plusieurs quantités imaginaires est plus petit que la somme des mqdules de ces quantités.
Souêtraçtionf
144. La soustmctioii n'offra aucune difiipultéf D'u»e q^a^tité im^aginaire a -fit ratrmçhur une quaPlité m^naire a' + b'i, c'est trouver u^e troisième qualité iw^uaire qui, ajoutée à la seconde, reproduise la pr^^QdièW' La différence aHerché^ ^^t
Soient OA et OA' les deux grandeurs géométriques qui figurent les quantités géométriques proposées. A la droite OA ajoutons une droite AB égale et parallèle à OA, mais de sens contraire*, la «droite OB
figurera la différence cherchée ^ car si à cette quantité OB
on ajoute OA ou BA, on reproduit OA.
Multiplication.
146. En effectuant le produit de deux quantités imaginaires a + bU a^ + b'ij d'après la règle ordinaire delà multiplication des polynômes, on a
(a + bi) (a' + b'i) = aa' + Wï* + {ab' + àa')i;
si l'on remplace ensuite i* par — i, il vient
Lp produit est une quaotité imaginaire de la même forme que les qdiuilités proposées. Si Ton a à effectuer le produit d'un nombne quiconque de facteurs imaginaires, on calculera le produit des deux premiers facteurs, comme nous fanons de l'indiquer ', on multipliera ce produit par le troisième facteur, et ainsi de suites le produit final sera de la oièiie forme.
Supposons les deux facteurs mis sous U forme
r(cos Gt + ** sin a), r'(cos a! + i sin a');
le produit sera
n^{(cos(xcosa'-^ siaKSina')-{-t(sin«oôs«'-hcos»sin«')î,
ou plus simplement
rr'[C0S (a -|- a') -)- i sîn (a + a')] .
On voit que le produit de deux quantités imaginaires est une quantité imaginaire qui a pour module le produit des modules et pour argument la somme des arguments.
La même règle s'étend à un nombre quelconque de facteurs, et il est clair que le produit ne change pas quand on change Tordre des facteurs.
Il est facile de donner à cette opération un sens géométrique. Pour multiplier la grandeur géométrique OA par la grandeur géométrique OA', il faut d'abord multiplier la longueur OA par le nombre __ abstrait qui mesure la longueur OA', puis faire tourner la droite OC ainsi obtenue d'un angle COB égal h l'angle XOA'. On voit en
effet que la grandeur géométrique OB a son module égal
au produit des modules et son argument égal à la somme
des arguments/ • * ^ * -* .
^ Si Ton applique cette règle au produit ixi, on remarque
^ ' A que la quantité imaginaire i est
figurée par une longueur OA ___2l__ égale à l'unité portée sur la
*' ^ ^ ^ perpendiculaire à Taxe fixeX'X;
il faut multiplier cette longueur par l'unité, puis la faire tourner d'un angle droit autour du point O, ce qui donne une longueur OB portée sur OX'; ce résultat est égal à — i. Ceci est bien d'accord avec la convention fondamentale <» = — 1.
Deux quantités imaginaires a+&^ ^ — ^h <iP^ ^^ àUSèrent que par le signe de t, sont dites conjuguiez. On a
Le produit de ces quantités est réel.
Il est évident que le produit de plusieurs facteurs réels et positifs ne peut devenir nul que si l'un des facteurs au moins devient nul. La même propriété a lieu quand les facteurs sont imaginaires; car le module du produit étant égal au produit des modules des facteurs, pour que ce module devienne nul, il est nécessaire et il suffit que le module de l'un des facteurs devienne nul.
Dwision.
146. Diviser une quantité imaginaire a-^-bi par une quantité imaginaire a^ + h'i^ c'est chercher une quantité imaginaire x+yi qui, multipliée par le diviseur, repro-
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duise le dividende. Ou doit donc avoir
a + W=(a'+6'i)(a! + yt), ou, en effectuant le produit,
a 4- W = [clx - b'y) + (i'ar + cfy)i,
et par suite, en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires,
On déduit de là
ac^ + bb- ba'-^ab'
On a ainsi
o + ii _ <ia' + t6' ba' — aK .
ihl. On ne change pas la valeur d'une fraction ^ formée
de quantités imaginaires A et B, quand on multiplie ses deux termes par une même quantité imaginaire G ; car en désignant par Q le quotient que nous venons de trouver, on a
A = BxQ;
si l'on multiplie par G ces deux quantités égales, il vient
AC«BXQXC=BCXQ, d'où
BC"""~B
Il en résulte une manière commode d'eflfectuer le calcul
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du quotient de deux quantités imaginaires; car si Ton multiplie les àeijix termes de la fraction
a + bi
par la quantité a! — Vi conjuguée du dénominateur, on a
a + bi _ {a^bi){a'—b't) a! + b'i "" a'« + 6'« ' '
le dénominateur devient réel et la question est ramenée à une multiplication; on retrouve ainsi le résultat obtenu précédemment
a + bi _ (aa'+bb') + {ba!^ab')i a' + b'i"^ a'« + 6'«
Quand on met les deux quantités imaginaires sous la forme r (cos <x. + i sin a) , f '(cos a' + » sin a'), on peut écrire immédiatement le quotient de ces deux quantités
-7 [cos (a — a') + i sin (a — ûc')];
ear, en multipliant ce quotient par le diviseur, on retrouve le «dividende. Ainsi, le quotient a pour module le quotient des modules et pour argimient la différence des argumeniê.
Puissances.
1 AS. Commençons par former les puissances succesâves de t. On a d'abord i* = — i. La troisième puissance •• étant égale à la deuxième i* multipliée par i, il vient
La quatrième étant égale à la troisième multipliée par i,
on a de même et ainsi de tuite
t»=:i*Xî=t,
On obtient de la sorte la série des puissances
La quatrième puissanoe î^ étant égale à i^, il est clair que le3 mêmes résultats se reproduisent périodiquement de quatre en quatre, et Ton a en général
Les puissances paires sont réelles, les puissances impaires imaginaires.
Ces résultats sont évidents géométriquement. Les Ion- T gueurs OA et OB, égales à l'unité,
B portées sur OX et OY, représen-
tent la première + 1 , la seconde t.
Multiplier une grandeur géonié- A î trique par f, c'est la faire tourner d'un angle droit autour d'un peint O. En multipliant ainsi plusieurs fois successivement la grandeurs OA par t, on obtient les quatre grandeurs OB, OC, OD, OA, ou t, — 1 , — t, + ï > qui se reproduisent périodiquement,
li9. Si, d'après la convention générale sur le calcul des
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quantités imaginaires, on applique la formule du binôme (n** Si) au développement de (a + fti)**, on a
En remplaçant les puissances successives de î par les valeurs trouvées précédemment, il vient
la + bi)^ = a-» + ~ a^'bi^ m{m^i) ^„.,^, ^ ' 1 i.a
les termes sont alternativement réels et imaginaires. Réunissons enfin les termes réels et les termes imaginaires, nous aurons
^ ^ ' L la 1 2.34 J
Dans chaque parenthèse les termes sont alternativement positifs et négatifs. Si Ton désigne par A et B les valeurs de ces deux parenthèses, on voit que le développement de- (a + ^'^ ^^ une quantité imaginaire de la forme ordinaire A + Bt.
Il est clair que le développement de (a — 6t)** ne diffère de celui de {a+bi)"^ qu'en ce que le signe de iest changé. Nous avons trouvé
on aura donc
(û— 6i)~ = A — Bî.
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Applications.
V (i+»7=*+5t—io— ioi+5 + t = — 4— 4t.
r (i-iy=~4+4»*.
3** (3+at')«==3« + 6.5».at — i5.3\2* — ao.3».an-f i5.3V
Lorsque la quantité a + M est mise sous la forme r(cosa4-tsiûa), on peut écrire immédiatement
(a 4" ài)*^ = r"*(cosma -j- 1 sin wia);
car la puissance m* d'une quantité est le produit de mfac* leurs égaux à cette quantité, et Ton sait que le module du produit est le produit des modules des facteurs et son ar* gument la somme des arguments.
Supposons que dans un polynôme entier
à coefficients réels ou imaginaires, on donne à la variable x une valeur imaginaire a + bi. Une puissance (a + 6f)*, comme nous l'avons expliqué, prenant une valeur de la forme A + Bt, un terme quelconque du polynôme, qui est le produit d'une puissance de x par un coefficient réel ou imaginaire, prend une valeur de la même forme. £n réunissant les parties réelles fournies par les différents termes du polynôme, ainsi que les parties imaginaires, on obtiendra finalement un résultat de la forme A+ Bê.
Rmnes.
150. Proposons-nous d'abord d'extraire la racine carrée de la quantité a + bi; il s'agit de trouver une quantité de la
forme x + yi qui, élevée au carré, reproduise la quantité proposée. On doit donc avoir
ou, en développant le carré,
(ar* — y') + aa?yt = a + 6t j
^ par suite
a?* — y*=sa, 2xy=sib.
On remplacera le système de ces deux équations par le système équivalent
Les inconnues â? ety devant avoir des valeurs réelles, on en déduit
x=±yj'
On a ainsi
/ /. /s/a^ + b' + a ^ /v^a* + ft*-«\
On a, par exemple,
/l'rid:
Proposons -nous maintenant d'extraire la. rs^e m
de a +6t, c*est-à-dire de trouver une quantité imaginaire de la même former qui, élevée à la puissatice m, reproduise la quantité proposée. Posons
a + bi=z R(co8a -|~ • sin a),
et représentons Tinconnue par r(cosu)-|-tsin<o), on doit avoir
r**(cos mw 4- îsin mw) = R(cos a + mn a).
Pour que ces deux quantités imaginaires soient égales, il est nécessaire que leurs modules soient égaux et que leurs arguments sôieiit égaux ou diffèrent d'un multiple quelconque de 217. On aura donc
*»•*»== R, t7ftû = a-|- 2Ait, d'où
et les diverses valeurs de Tinoonnue sont données par la formule
R^fcos \ +tsm--!^),
dans laquelle la lettre k désigne un nombre entier quel-* conque, positif ou négatif.
162. Il est aisé de voir, d'après cette formule , que Fin-connue admet m radnes distinctes. En effets si Ton donne à fc les m valeurs consécutives
on obtient m valeurs qui ont même module R"* et pour argument les arcs
a a ait a aw a ' ait " . / \ ^'^
mmmm mm m m m
Gomme ces arguments sont plus petits que sic et qu'ils diffèrent entre eux, les m quantités qui leur correspondent sont distinctes. Si Ton donnait à k les valeurs m, m + 1 ,
m -f 2 , en négligeant un multiple de aie, on retrouverait
les arguments déjà obtenus et les mêmes racines se reproduiraient dans le même ordre. Si Ton donnait à h les valeurs
négatives — i, — a, —3 , on retrouverait encore les
mêmes racines, mais dans un ordre inverse. Ainsi, la ra« cine m' d'une quantité donnée admet m valeurs distinctes et n'en admet que m.
Du point comme centre avec un rayon égal à R*, dé- . crivons un cercle; prenons l'angle XOAç égal à — et, à partir
du point A^, divisons la circon* férence en m parties égales ; les m valeurs de la racine seront
figurées par les rayons OA^, OA^, OA, , qui vont du
centre aux différents points ou divisions de la circonférence. Ces m quantités forment une étoile régulière à m rayons.
L'extraction de la racine revient à la résolution de l'équation binôme 5?""= A. Nous étudierons avec plus de détails en trigonométrie les propriétés des racines de cette équa* tion.
PAOPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
Êltide des fonctions entières»
153. Lemme I. Quand un polynôme entier en x ne contient pas de terme constant^ on peul donner à x une valeur assez petite pour le polynôme ait une valeur plm petite que toute quantité donnée.
Soit
ax+bx*'{'Cx^ + . . . .-f *^"*
un polynôme entier en a? , à coefficients réels , ne renfermant pas de terme constant , et ordonné suivant les puissances croissantes de x. Je dis qu'on peut donner à x une valeur réelle assez petite, abstraction faite du signe, pour que la valeur absolue y du polynôme soit plus petite qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle soit. En effet, si Ton désigne par M le plus grand coefficient en valeur absolue du polynôme, on a évidemment
puisqu'on remplace tous les coefficients par le plus grand d'entre eux et qu'on a pris tous les termes positivement ; on peut aussi prolonger la série à l'infmi, en supposant x inférieure à l'unité, afin de rendre la série convergente. Faisons la somme des termes, il vient
^ Mx
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La question sera satisfaite si l'on rend le second membre plus petit que a ; posons donc
d'où
Ainsi, pour toutes les valeurs de x comprises entre — ^^
et + jjTT^ ♦ '® polynôme aura une valeur comprise entre
— - a et + ^* Par exemple, la valeur du polynôme
sera comprise entre — o,i et + o,i quand la vaiiable i»
3era comprise entre r-et H , ou plus simplement
entre — 0,01 et -f o,oi.
Ibà. Leuue il Otiand un polynôme entier à coefflcienU réels est ordonné par rapport au>x puièsances croissantes dex^ on peut donner à la variable une valeur réelle assez pelile pour que le premier terme soit plus grand que la somme de tous les autres^ et par conséquei^ donne son signe au polynôme»
Soit
y^aar + b3r^^ + eixr**+
le polynôme proposé; je le mets sous la forme
Nous venons de démontrer que Ton peut donner à x une valeur assez petite numériquement pour que la valeur absolue du polynôme
éar + ^^' +
soit inférieure à celle de a. Pour ces valeurs de a? , le premier terme du polynôme proposé sera plus grand que la somme de tous les autres et donnera son signe au poly- Bdme.
Par exemple, le premier terme du polynôme
sera plus grand que la somme de tous les autres pour les valeurs de x comprises entre et H .
155. LSMME III. Qmnd un polynôme entier à coefficients rielê Ht ordonné par rapport aux puissances dieroissantes de X, on peut donner à x une valeur réelle assez grande pour que le premier terme soit plus grand que la somme de tous les autres i et, par conséqusni^ donne son signe au polynôme.
Soit le polynôme
y = ax'^ -j- *^"*"* + car'*'* -|-
Mettant x"*" en facteur, je Técris sous la forme
Le polynôme entre parenthèse est ordonné par rapport aux puissantes croissantes de la variable - ; en vertu du lemme
précédent, on peut prendre- assez petit, c'est-à-dire x
assez grand en valeur absolue, pour que le premier terme soit plus grand que la somme de tous les autres, et, par conséquent , donne son signe au polynôme.
Par exemple, le premier terme du polynôme
2X^ ^ Sx'' — aa?* -f ^' — 5a:r + 7 surpassera la somme de tous les autres pour toutes les va-
leurs de - plus petites que ^ ■■ == - , et par conséquent
pour toutes les valeurs de x plus grandes que 5, en valeur absolue.
156. Thorème I. Une fonction entière varie d'une maniére continue.
Désignons par /"(a?) un polynôme entier à coefficients réels et supposons que Ton n'attribue à la variable x que des valeurs réelles. Si Ton donne à la variable x un accroissement A, la fonction éprouve Taccroissement (n*97).
f[x+h)^f{x)==f\x)k+Ç^h^ + ÇQh^+ '
Le second membre étant un polynôme entier en h qui ne renferme pas de terme constant, on peut donner à h une valeur numérique assez petite pour que ce polynôme ait une valeur absolue plus petite que toute quantité donnée. Ainsi , à un accroissement infiniment petit de la variable correspond un accroissement infiniment petit de la fonction, et, par conséquent, lorsque la variable x varie d une manière continue, la fonction varie aussi d'une manière continue.
Remarque. Il est aisé de voir que si la variable .r
augmente indéfininient en yalear absolue, la fonction augmente aussi indéfiniment. En effet, mettons le polynôme
sous la forme .
Quand x est très-grand ou - très-petit, la valeur de la
parenthèse di£fère très-peu de la quantité fixe a ; le premier facteur x"^ augmente indéfiniment ; donc le produit devient plus grand que toute quantité donnée.
Supposons , pour fixer les idées, le premier coefficient positif; lorsque x tend vers + oo, le polynôme tend aussi vers + oc ; lorsque x tend vers — oo, le polynôme tend vers — oo s'il est de degré impair, et vers + ^ s'il est de degré psdr. Ainsi, lorsque x croît de — o^ à + t«, la fonction varie de — q» à + oo, si m est impair; si m est pair, elle part de + q» pour revenir à + qo. Dans l'intervalle , elle peut éprouver des alternatives de croissance et de décroissance.
Le signe de la dérivée f{x) indique si la fonction croit ou décroît ; cette dérivée , étant un polynôme entier en x conserve toujours le signe de son premier terme au delà d'une certaine limite , à partir de laquelle la fonction n'é^ prouvera plus aucune alternative d'augmentation et de diminution. En supposant comme précédemment le premier coefficient positif , la dérivée restera constamment positive et la fonction ira en augmentant indéfiniment, à partir d'une certaine valeur de x.
Théobème II. Lorsque deux nombres réels substi
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tués dans un polynôme entier à coefficients réels donnent des résultats de signes contraires , le polynôme a au moins une racine réelle comprise entre ces deux nombres.
Ceci résulte de la continuité de la fonction. Soit Xq plus petit que a?j, et supposons, par exemple, que le polynôme f{x) ait une valeur négative pour x=zx^y une valeur positive X = x^. Si Ton imagine que x croisse d'une manière continue de 0?^ à â?^, la fonction variera d'une «lanière continue, allant d'une valeur négative à une valeur positive; eomme elle reste finie, elle devra oécessairemest âansl'ui^ taFvalle passer par ia valeur intermédiaire ^éro. Aind, la fonction /'(a;) s' annule pour une vaieor deœoofmprifieâr^el «^; cette valeur de m çat raeioe de Féquatiaii f {x) es 04
Il est possible que la fencticm passe plusieurs fais p«r sèro dans Tin^ervalle de m^ k x^i dans ce cas, l'équi^dee admet plusieurs raeinea réelles entre x^ et x^.
Toute fonction finie et eontinue jouit ëvidemmeqt de b mèoae propriété.
l&O. Théorème IIL Vm équation algébrique 4ê dsgfi impair à coefficients réels a au moins une racine ré^lUi*
On appelle équation algébrique l'équation que Toq f^btiept eu égalant k zéro une fonction eotiâpe f{x). On peut to^}ours supposer le premier coeificieBt positif; s'il était uégatif , 9Xk changerait tous les signes. Si l'ou donne à x une valeur négative très^-gr^uide en valeur absolue, le polypômB prend une valeur de mêuie signe que celle de son premier terme, c'est-à-dire une valeur négative, puisque ce dernier terme Qst de degré impç^r. Au contraire, si Y on donne à x une valeur positive très-grande, le polyu6a^ prend une valeur positive. Ainsi , quand x varie de — <» à + 00 , le polynôme f(x) change de signe et s*annule au
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moins une fois; donc Téquation f{x) = o a au moins une racine réelle.
Cette racine réelle a un signe contraire à celui du dernier tenne de Péquatioa. Supposons d'abord que le dernier terme, c'est-à-dire le terme indépendant de x^ soit négatif; pour xsso^le polynAme, se réduisant à son dernier terme» a une valeur négative ; pour une valeur très-grande positive, il a une valeur positive; donc le polynôme change d€i signe quand x varie de o à -f- ex» et , par conséqu^t , Téquatien admet uue racine positive. Supposons maintenant que le dernier terme soit positif; pour a? ?= — q», Je polynômeest négatif, pour ^ = o, il gst positif; il change donc de signe quand x varie de — qo à o et, par conséquent, Téquation admet une racine négative.
On peut affirmer, ^^ exeiuplQ, gue Téquation
a au moins une racine réelle positive, et que l'équation
a au moins une racine réelle négative.
160. Théorème IV, Une équation algébrique de degré patr, à coefficients réeh^ dont le dernier terme est négatifs a au moins deux racines réelles.
Pour a; == o, le polynôme , se réduisant à son dernier tenpe, a une valeur négative. D'ailleurs , une valeur de x très-grande, soit positive, soit négative, rend le polynôme positif, puisque sou premier terme, qui est de degré pair, re^tp. toujours positif. Ainsi le polynôme change deux fois de signe , une fois de o à + ^ ? une seconde fois de o à — c^; donc, l'équation admet au moins deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative.
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Par eiemplct Téquation
admet au moins deux racines réelles, Tune positive, l'autre négative.
Il est un cas où Ton ne sait pas si Téquation admet des racines réelles : c'est celui où l'équation, étant de degré pair, a son dernier terme positif; car, dans ce cas , le polynôme a des valeurs positives pour j? = o et pour des var leurs de x très-grandes, positives ou négatives. Ainsi, on ne sait pas si l'équation
5?* — 5a?' — 70?* + 3a? -f" ^ = admet des racines réelles.
161. Théorème V. Si a est racine Xune équation algibrique^ le premier membre est divisible par x — a.
Soit f{x) un polynôme entier du degré m, à coefficients quelconques, réels ou imaginaires, et ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x; on peut diviser ce polynôme par X — a et pousser l'opération jusqu'à ce qu'on arrive à un reste indépendant de x. Si l'on appelle <p(a?) le quotient qui est un polynôme entier du m — i* degré, et R le reste constant, on aura
f(x) = {x-a)ff(x) + R.
Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de x. Donnons kxU valeur particulière a, le premier terme du second membre s'évanouit, puisque le facteur x — a devient nul et que l'autre facteur <p(a) conserve une valeur finie; il vient donc
Ainsi, qtMnd on divise unpolynùme entier par un binôme de la forme x — a, /« reste de la division est le résultat que Von obtient en remplaçant x par a dans ce polynôme.
Supposons maintenant que a soit racine du polynôme f{x); cela signifie que, si Ton remplace x par a dans le polynôme, on obtient un résultat f{a) égal à zéro. Donc le reste R est nul, et Ton a
Ainsi, lorsque a est racine d'un polynôme entier^ ce polynôme est divisible par x — a.
Réciproquement , si un polynôme est divisible par un binôme de la forme x — a , la quantité a est racine du polynôme. En effet, dire que le polynôme f{x) est divisible par X — a, c'est dire que le reste constant R auquel on arrive en effectuant la division est nul ; donc la quantité f{a) est égale à zéro et a est racine.
162. Nous indiquerons maintenant une règle très-simple pour calculer le quotient.
Soit
le polynôme proposé.
Divisons ce polynôme par x — a.
A««*+ Aiar«-*+A,a?«-*+ AjiT*-'. . .+A«-ia?+ A«»
(A,a+Ai>i^*+A^-»+A8a^-« +A«
(Bia+AJar-^'+Aga:^-» +A«
(Bîa+A,)a;«-8 ^^m
Aoar«-*+B,a?*--«+B,af-*...+B„
(Bm-sa+A«-.i)aî+Aw Reste Bm-ia+A»
iU
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Le premier ternae du quotient est A^o?*^* ; multiplioBS ce terme par le diviseur x — a, et retranchons du dividende; le produit par x détruit le premier terme du dividende» le produit par — a donne la quantité A^aaf^* qui s'ajoute au second terme ; ainsi le premier reste ou second dividende a pour premier terme {k^a + Aj)«**"S les termes suivants étant les mêmes que dans le dividende proposé. Si Ton divise ce premier terme par x , on aura le second terme BiO?**"* du quotient, en représentant pour abréger A««+ Aj par B^; multiplions ce second terme par x — a, le produit par x détruit le premier terme du second dividende, te produit par — a donne la quantité B^aa?*"' qui s'ajoute au second terme ; ainsi le troisième dividende a pour premier terme (B^a + A,)aî'^% les termes suivants restant les mèmep que dans le dividende proposé. Si Ton divise ce premier terme par a?, on aura le troisième terme B,aî"*""* du quotient, en représentant B ^0+ A, par B, , et ainsi de suite.
Cette loi est générale : on obtient un coefficimt quelconque du quotient en multipliant le coefficient précédent par a et ajoutant le coefficient du terme qui dans le polynôme proposé occupe le même rang que le terme cherché du quotient
On arrivera ainsi au dernier dividende
(B«.sa + A-«»_i)^ + A.,
qui donnera le dernier terme B^,.^ du quotient, B^.^ représentant la quantité B^_,a + A^.^ ; en multipliant ce dernier terme par a: — a et retranchant du dernier dividende, on aura le reste de la division B^^^a + A^. On voit pai là que le reste de la division se forme au moyen du dernier terme du quotient suivant la même loi, en multipliant le dernier terme du quotient par a et ajoutant le dernier terme du dividende.
Les cœfllcients du quotient, formés d'après cette loi, ont pour valeurs
B^, = Aoa-»4- A,a«-* + + A«,.j,
et le reste de la division
R = B«.,a + A«=Aoa« + A,a*-*+ +A^.
Exemples.
!• Diviser par a? — - 3 le polynôme
L'application de la règle précédente donne le quotient 20?* — 2a?**f-a:* — 3or— ►4*
Après avoir écrit le premier coefBcient 2 , on dira : 2 multiplié par S 6 et — 8 — 2 ; — 2 multiplié par
3 — 6et + 7 + * ; + 1 multiplié par 3....é +3
et — 6.,...— 5; — 3 multiplié par 5 —9 et + 5...». — 4*
Si Ton multiplie le dernier terme du quotient par 5 et que Ton ajoute le dernier terme 12 du dividende, on trouve le reste'o ; donc 5 est racine du polynôme.
2« Diviser par ^ + 2 le polynôme
En opérant de la même manière, on trouve le quotient ao?^— 5or* — 4d? + ^*
Ici a = — S , on dira donc : a multiplié par -^ «... .. — 4
et+ 1 — 3; — 5 multiplié par — 2 + 6 et — 10
— 4; — 4 ïûultiplié par — 2.,... + Set — 2 + 6. En
multipliant le dernier terme du quotient par — 9 et ajoutant + 5, on obtient le reste — 7 de la division^ Donc — « n'est pas racine.
3* Diviser par a?— 2 le polynôme
x^ — i3ar* + 7^* + i3x' + 25? — 8.
Le polynôme n'est pas complet; il ne contient pas de termes en a?% en x^ et en a?' ; on imaginera le polynôme complété au moyen de coefficients nuls et écrit sous la forme
x^ 4" ^^^ + ^^^ — i^*^* + 7^* + oar' + i5ar* -f- 2;r — 8 ;
puis on appliquera la règle ordinaire. Le quotient est
et le reste nul. Donc 2 est racine.
163. Théorèue VL Tout polynùme entier du degré m peut être décomposé en un produit de m facteurs du premier degré.
On démontre qu'un polynôme entier du degré m a m racines; nous admettrons pour le moment ce théorème fondamental, renvoyant la démonstration à la fm du volume*
Désignons par f{x) un polynôme entier du degré m, et appelons a une racine réelle ou imaginaire ; le polynôme f{x) est divisible par x- a; en appelant X^ le quotient, qui est un polynôme entier du degré m— i , on a
Appelons de même b une racine du polynôme X^ ; ce poly-
ndme sera divisible par x — 6, et Ton aura
X, = (ar-6)X,,
le quotient X, étant un polynôme entier du degré m — «. Appelons c une racine du polynôme X, ; ce polynôme sera divisible par x — c, et Ton aura
le quotient Xj étant un polynôme du degré w— 3. En continuant de la même manière, on arrivera à un polynôme Xi^^i du premier degré, qui admet une racine ft, et s'écrit
le dernier quotient A étant indépendant de x. Si Ton multiplie entre elles toutes ces égalités, les polynômes inter** médiaires disparaissent, et l'on a
f[x) = k[x-^a){x — b)[x — c) (ar — A).
Ainsi tout polynôme entier du degré m peut être décomposé en un produit de m facteurs du premier degré.
Le facteur constant A est égal au premier coeflQcient du polynôme, parce que si Ton fait la multiplication, le premier terme du produit est kx^.
16i. Théorème YII. Un polynôme entier ne peut être décomposé quen un seul système de facteurs du premier degré.
En effet, supposons qu'un autre mode de décomposition ait donné
f{x) = A'{x — (^)[x - b'){x—c') (or— k).
Nous remarquons d'abord que les deux coefficients A et A' sont égaux, comme étant tous deux égaux au premier coefficient du polynôme. Les deux produits sont égaux pour
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toutes les valeurs de x ; donnons à âs la valeur particulière a; le premier produit contenant le facteur x — a, s'annule; le second, qui est égal au premier, doit s'annuler aussi -, pour cela il est nécessaire que l'un des facteurs s'annule, c'est-à-dire que la quantité a soit égale à l'une des quan^
tités a', y , ; supposons tt=ra'; il en résulte que les
deux produits contiennent tous deux le même facteur x—a. Si l'on divise ces deux produits égaux par x — a, on aura deux quotients
égaux pour toutes les valeurs de x. En donnant à a; la valeur particulière 6, on démontrera de même que le facteur âî~ 6 du premier membre se trouve dans le second. On divisera parce facteur commun et l'on continuera delà même manière jusqu'au dernier facteur. Ainsi les deux produits égaux sont composés identiquement des mêmes facteurs.
165. Remarque L Nous avons démontré qu'un polynôme du degré m peut être décomposé en un produit de»i facteurs du premier degré
Si fon remplace x par l'une quelconque des m quantités a, &, c, .M.., ftji l'un des facteurs du second membre s'annule ; les autres facteurs conservant des valeurs finies, le produit s'annule aussi. Les m quantités a,b^c^..*.,yk ^nt donc les m racines de l'équation f{x) ~ o.
L'équation n'admet pas d'autres racines que celles-là; car toute valeur de x^ autre que a, 6, c, ..... ft, n'annulera aucun des facteurs, et, par conséquent, n'annulera pas le produit /"(a?).
166. Remarque IL Nous pouvons luainteuant préciser davantage le sens du théorème démontré au n"" 158. Nous avous dit que, lorsque deux nombres réels, que nous appellerons çû^ et x^^ mis à la place de x dans un polynôme f{x) & coefficients réels, donnent des résultats de signes contraires, ces deux nombres comprennent au moins une racine réelle du polynôme. Nous pouvons ajouter que, si ces deux nombres comprennent plus d'une racine ^ ils en comprennent un nombre impair, et que, en outre, lorsque les deux nombres x^ et x^ donnent des résultats dé même signe, ils ne comprennent aucune racine, ou en comprennent un nombre pain
Désignons par a, 6, ..... , c les diverses racines comprises entre x^ et x^ , et écrivons le polynôme f{x) sous la forme
(p(a?) représentant le produit des facteurs qui correspondent aux autres racines. En remplaçant x successivement par x^ et a:^ , on a
f(x^) = (x^ — a)[x, — b) (or^ — e)<p(a?,).
Nous remarquerons d'abord que (p(a?J et ^{x^ sont dçs quantités de même signe ; autrement, les deux nombres x^^ix^ comprendraient encore une autre raôine, ce qui est contraire à l'hypothèse. Supposons x^ plus petit que x^\ le nombre x^ étant plus grand que les racines a, 6, ...... e,
chacun des facteurs a?, — a, x^^ — 6, , x^ — e, est positif; donc {[x^ a le signe de ^[x^. Le nombre o?^ étant
plus petit que les racines a, 6, , «, chacun des facteurs
x^— a> «^ — 6, ..♦.., x^ — «f est négatif. Si le nombre de ces {Mteurs est pair, f{x^ aura le même signe que <t{x^i
et, par conséquent, que f[x^ ^ si le nombre des facteurs est impair, f[x^ aura un signe contraire à celui de (p(a?J, et par conséquent contraire à celui de f{x^. Ainsi les deux résultats f[x^ et f{x^ ont le même signe ou des signes contraires, selon que le nombre des racines réelles comprises entre x^ et a?, est pair ou impair.
Des considérations géométriques très-simples font bien comprendre cette proposition. Imaginons que l'on représente par une courbe la fonction f{x)i comme nous l'avons expliqué au n* 93, en portant sur un axe horizontal OX, à partir d'un point fixe O les valeurs de a?, et élevant des perpendiculaires ou ordonnées égales aux valeurs corres-
pondantes de la fonction, dans un sens ou dans l'autre, suivant le signe. Les racines réelles de l'équation f[x) =o correspondeftt aux points où l'ordonnée devient nulle, c'est-à-dire où la courbe coupe l'axe OX. Si la courbe coupe l'axe au point M, la longueur OM est une racine de l'équation.
Supposons que deux valeurs OA et OC de la variable x donnent au polynôme des valeurs de signes contraires — AB et + CD ; pour aller du point B au point D, la courbe devra nécessairement couper l'axe OX en un certain point M, et
réquation admettra une racine OM comprise entre OA et OC. Mais la courbe peut couper Taxe en plusieurs points, comme le montre la ligne ponctuée; dans ce cas elle le coupe en un nombre impair de points P, M, Q.
Supposons maintenant que les deux valeurs OA et OC de la variable u donnent à la fonction des valeurs -f AB et 4- CD de même signe. La courbe pourra aller du point
B au point D sans rencontrer Taxe OX, et l'équation n'aura pas de racine dans l'intervalle 5 si elle coupe l'axe, elle le coupera en un nombre pair de points M, P, et l'équation aura un nombre pair de racines dans l'intervalle.
Relations entre les coefficients d'une équation algébrique et les racines.
167. Supposons que l'on ait divisé tous les termes de l'équation par le premier coefficient, afin de la ramener à la forme
0?"* + A^ar*^*.-}" AjX*^-^ + -J- A« = 0.
Cette équation a m racines a, 6, c, ...... ft, et nous avons
démontré que le premier membre f{x) peut être décomposé en un produit de m facteurs binâmes
Si l'on effectue ce produit, il est clair que l'on reproduira
identiquement le polynôme proposé. Or si Ton appelle S, la somme des racines, S, la somme des produits des ntcines deux à deux. S, la somme des produits trois à
trois, , le produit des m facteurs binômes, d'après la
formule établie au n*" 33, se développera de la manière suivant» :
ar — B.ar'*-* + S^x"^-* — S^x"^'^ + d= S«.
En égalant les coefficients des deux polynômes, on a donc
Al = — Sj , . Aj = -f- Sj , Ag = — Sj ,
On en conclut ;
Théorème VIII. Quand le premier coefficient de V équation est T unités i* la somme des racines égale le second coefficient ehangé de signe; 2* la somme des produits des racines deux à deux égale le troisième coefficient ; 5* ta somme des produits des racines trois à trois égale le quatrième coefficient changé de signe f et ainsi de suite. Enfin le produit des racines égale le dernier terme pris avec son signe ou un signe contraire, suivant que m est pair ou impair.
Exemples.
i"" Nous avons déjà reconnu ces relations dans réquation du second degré.( impartie, n*» 145). Si l'on appelle a, 6, e les trois racines d'une équation du troisième degré
x^ + AiX* + A,a; -|- Aj = o,
a-{-b'\'C= — Aj, a6-f-a?4-fc = Aj, flfcss — A,.
2" Résoudre une équation du troisième degré, sachant que l'une des racines est égale à la somme des deux autres*
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Supposons que ia racine a soit égale à la somme b^û des deux autres. De la première relation a + b + cszz-^A^ on
tire 2a = — A, , d'où a= -. La seconde relation s'é-
crivant a(6 + c) + ''c=:Aj donne 6c = Aj — a*=A,— —;
donc les deux autres racines sont fournies par Téquation du second degré
La troisième relation donne 6c = ^ =:= -r-^.
a Aj
Pour que les racines de l'équation du troisième degré jouissent de la propriété énoncée, il faut donc que les coefficients de l'équation satisfassent à la relation
aAj _ a;
168. Théorème IX. Une iqualion algébrique à coefficients réels a ses racines imaginaires conjuguées deux à deux.
Nous avons dit (n* 149> que,lorsque dans le polynôme /"(a?) on remplace a? par a +6», le polynôme acquiert une valeur de la forme A + Bt. Remplaçons maintenant x par la quantité imaginaire conjuguée a — M; si tous les coefficients sont réels, il est clair que la valeur du polynôme ne différera de la précédente qu'en ce que i aura été changé en — i; on aura donc la quantité conjuguée A— B«.
Si a + W est racine de l'équation f{x)=^o^ le premier résultat est nul, et Ton a séparément A = o, B = o; donc le second résultat est également nul, et la quantité a — bi est aussi racine de l'équation. Ainsi, dans une équation
algébrique dont les coefficients sont réels, les racines ima^naires sont conjuguées deux à deux, et par conséquent leur nombre est toujours pair.
Cette proposition n'est vraie que si tous les coefficients de l'équation sont réels; car s'il y a des coefficients imaginaires, quand on remplace a + bi par a — 6i, on change le signe i dans la valeur de x^ mais non dans les coefficients qui restent constants ; on ne peut plus dire alors que le second résultat sera conjugué du premier.
Nous avons démontré qu'un polynôme du degré m se décompose en m facteurs du premier degré ; mais, parmi ces facteurs, les uns sont réels, les autres imaginaires. Supposons les coefficients réels et considérons les deux facteurs
qui correspondent à deux racines imaginaires conjuguées; le produit de ces deux facteurs
est un polynôme réel du second degré. Ainsi un polynôme à coefficients réels se décomposé en facteurs réels du premier ou du second degré.
169. Remarque. Dans ce qui précède, nous avons supposé les coefficients réels; supposons-les, non-seulement réels, mais encore commensurables ; dans ce cas, si l'équation admet une raison incommensurable de la forme a + s/b, a et b étant des nombres commensurables, elle admettra la racine conjuguée a — \/b. Concevez, en effet, que Ton remplace dans le polynôme x par a+ \/b et que l'on développe les diverses puissances de a + s/^9 suivant
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la loi du binôme ; comme les puissances paires de v^ sont rationnelles et les puissances impaires de la forme By/ô, B étant une quantité rationnelle, il est clair que l'on arrivera à une expression de la forme P+ Qy^ft, en désignant par P et Q des quantités commensurables. Remplaçons maintenant x par a — v/6 ; si tous les coefficients sont commensurables, la valeur du polynôme ne différera de la précédente que par le signe de ^6, et Ton obtiendra la quantité conjuguée P — Qy^. Pour que a + v^^ soit racine de l'équation, c'est-à-dire pour que la quantité P + Qv^& soit nulle, il faut que l'on ait séparément P = o, Q = o ; donc a — v'^^est aussi racine de l'équation.
Cette propriété, qui a de l'analogie avec la précédente, est beaucoup moins générale ; il arrive rarement que l'équation admette une racine de la forme a+^b; lorsque cela a lieu, le premier membre admet un facteur du second degré
(x — a — v^") (j: — a + v^6) = (or — a)' — i
à coefficients commensurables.
Règle des signes de Descartes.
170. Lorsqu'un polynôme à coefficients réels est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de Xj deux termes consécutifs affectés de signes contraires présentent ce qu'on nomme une varicUion. Par exemple, l'équation
a?' — 3ar* — 20?^ + ^' + 7^ •~" S =
a trois variations : une du premier au second terme, une du troisième au quatrième, une du cinquième au sixième. Nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
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Lemme. Lorsqu'on muUiplie un polynùme par x — a, a étant un nombre positifs on introduit au moins une variation nouvelle dans le polynôme.
Un polynôme quelconque, ordonné par rapport aux puissances décroissantes de oî, peut être écrit sous la forme
A >»•** -L À r*+* — ^ A T» — A 'tP+^-J- A tP ± K+i^^ =F A«^' =P A^.
Le polynôme commence par un groupe de termes positifs, puis vient un groupe de termes négatifs, puis un groupe de termes positifs, et ainsi de suite jusqu'au dernier groupe qui commence au terme rp A^x', à partir duquel il n'y a plus de changement de signes. Chaque groupe contient un nombre quelconque de termes et même un seul terme. Les variations se présentent quand on passe du dernier terme d'un groupe au premier du groupe suivant.
En multipliant ce polynôme par x — a, nous aurons
— An+i«
^* 4- Ap
x^* qrA,
qik^,a
zhAffl.
La multiplication par x conserve à chaque terme son signe et donne la première ligne; la multiplication par — a change tous les signes et donne la seconde ligne. Le premier terme Aw»*^* du produit a le signe +5 le terme du degré n + 1, provenant de l'addition de deux termes négatifs, a le signe — ; quels que soient les signes des termes intermédiaires, il est certain qu'entre ces deux termes de signes contraires, il y a au moins une variation ; on retrouve ainsi au produit la première variation du multiplicande, celle qui a lieu de a;*" à x\ De même le terme du degré p+ 19 provenant de l'addition de deux termes po-
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silife, a le signe +; entre les deux termes en a!^^ et en s^\ qui sont de signes contraires, il y a au moins une variation, et l'on retrouve ainsi au produit la seconde variation du multiplicande, celle qui a lieu de a^ à x*. Pour simplifier le raisonnement, nous pouvons réduire le multiplicande aux premiers termes des différents groupes, et ne considérer dans le produit que les termes correspon* dants, c'èst-à-dire ceux dont le degré est supérieur d'une unité} ces termes du produit étant affectés dqs mêmes signes que les termes correspondants du multiplicande, il edt clair que Ton retrouve au produit toutes les variations du multiplicande. Ainsi, quand on sera arrivé au terme en x^S on aura retrouvé au produit toutes les variations du multiplicande. A partir du terme en a;% le multiplicande ne présente plus aucune variation; mais le terme constant ^A^dtt multiplicande, multiplié par — a, donne le dernier terme ±:A^a du produit; ce dernier terme ayant un signe contraire à celui du terme en o^'^S le dernier groupe du produit contiendra encore au moins une variation. On en conclut que le produit contient au moins une variation de plus que le multiplicande.
Il peut arriver que la multiplication par a^*^a introduiae plus d'une variation nouvelle ; dans ce cas elle en introduit
ou S, ou 5, , en général un nombre impair. En effet,
dans chacun des groupes du produit, nous avons retrouvé la variation correspondante du multiplicande ; mais, dans ce groupe, il peut y avoir plus d'une variation ; car les termes intermédiaires, provenant de l'addition de deux termes de signes contraires, ont des signes quelconques; mais, lorsqu'il y en a plus d'une, il y a un nombre impair, c'est-à-dire une, plus un nombre pair, parce que entre deux termes de signes contraires il y a nécessairement un nombre
impair de changements de signes; ainsi chaque groupe du produit pourra introduire un nombre pair de yarialions nouvelles. Le dernier groupe en introduit un nombre impsdr, en tout un nombre impair de variations nouvelles.
171 . Théorème X. Dans une équation algébrique à coeffi-' cienU' réelSi le nombre des racines positivés ne peut surpasser le nombre des variations.
Soit f{x)=^o une équation à coefficients réels ayant un certain nombre de racines positives a, 5, c,.... g. Supposons le polynôme f{x) décomposé en facteurs et désignons par f{x) le produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines négatives et aux racines imaginaires conjuguées, nous aurons
D'après une remarque faite au n* 168, le polynôme ç(x) a aussi ses coefficients réels. Or, si nous multiplions ce polynôme successivement par chacun des facteurs binômes x ^a, X — 6,....., a?— g, qui correspondent aux racines positives, chaque multiplication introduisant au moins une variation nouvelle, le produit final f{x) contiendra au moins autant de variations qu'il y a de racines positives.
172. Remarque. Si le nombre des racines positives n^est pas égal au nombre des variations^ il en diffère d'un nombre pair. Nous remarquons d'abord que le polynôme (f{x) a son dernier terme positif, sans quoi il aurait une racine positive, ce qui est contraire à l'hypothèse; ce polynôme contient donc un nombre pair de variations, s'il en contient. D'autre part, nous avons vu que la multiplication par chacun des facteurs x — a introduit un nombre impair de variations, c'est-à-dire une, plus un nombre pair; on aura ainsi
finalement dans le polynôme {{x) autant de variations qu'il y a de racines positives, plus une somme de nombres pairs, c'est-à-dire plus un nombre pair de variations. Par exemple, l'équation
présente trois variations. Elle ne peut admettre plus de trois racines positives ; elle en aura trois ou une. L'équation
ar' — 5ar* + 8a?' — 4'*? + 6 = o
présente quatre variations; elle ne peut admettre plus de quatre racines positives; elle en aura quatre, ou deux, ou pas du tout.
L'équation
présente une seule variation. Elle ne peut avoir plus d'une racine positive, et elle en a certainement une.
\1%. Corollaire. Si dans l'équation f (a?) = 0, on change X en — x^ on obtient une nouvelle équation qui a évidemment pour racines celles de Téquation proposée changées de signes ; ainsi, les racines négatives de la première deviennent positives dans la seconde. Si donc on applique le théorème précédent à Téquation transformée, on aura une limite supérieure du nombre des racines négatives de l'équation proposée.
Soit, par exemple, l'équation
a?* — 3x* — aa?' 4- ^* + 7^ "• ^ = o
en remplaçant x par — a?, on obtient la transformée
— a?* — 3af* + ax' -f a?* — 7X — 8 =; o ,
qui prés^te deux variations. Cette dernière équation admet au plus deux racines positives, et par conséquent la proposée a au plus deux racines négatives. Si elle n'en a pas deux, elle n'en a pas du tout.
De même l'équation
a?'— 5a?« + &c»— 4zr -J- 6 = o
ayant pour transformée l'équation
qui présente une seule variation, a une racine négative et une seule. Nous avons vu déjà que cette équation a au plus quatre racines positives; elle admet donc au plus cinq rarcines réelles ; comme elle a sept racines, puisqu'elle est du septième degré, il s'ensuit qu'elle a au moins deux racines imaginaires.
L'équation
ayant pour transformée
a une racine négative, et une seule. Nous avons vu déjà qu'elle a une racine positive ; donc, elle a en tout deux racines réelles, et, par conséquent, quatre racines imaginaires.
Plus grand commun diviseur algébrique»
174. Supposons que deux fonctions entières de x aient été décomposées en facteurs du premier degré, le produit des facteurs du premier degré communs à ces deux poly-
DÔmes s'appelle leur plus grand commun diviseur algè^ briqtAe.
Je désigne par X et X^ ces deux polynômes, ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de a;, en supposant que X soit d'un degré supérieur ou égal à X, . Je divise X par Xj 5 j'appelle Q le quotient et X, le reste, ce qu donne
Je dis que le plus grand commun diviseur entre X et X^ est le même qu'entre X^ et Xj * En effet, soit {x — a)* un facteur commun à'X et à X^; si l'on pose X=: {x — a)*X', X,= (a? — arx;,ona
le polynôme X,, étant égal au produit de {x — a)" par un polynôme entier, admet aussi le facteur (x — a)\ Ainsi tout facteur de la forme (« — a)** commun à Xet X^ est aussi commun à X^ et à X,. On démontrerait de même que, réciproquement, tout facteur de cette forme commun à X^ et à X, est aussi commun à X et X^. Les facteurs premiers communs étant les mêmes de part et d'autre, les produits de ces facteurs communs, ou les plus grands communs di-* viseurs, sont les mêmes*
Ainsi la question est ramenée à la recherche du plus grand commun diviseur entre X^ et X,. On procédera de la même manière : en divisant X^ par X,, et appelant X, le reste, on aura
Le plus grand commun diviseur entre X^et X, est le même qu'entre X, et X,.
Divisons X, par X,, et supposons que ron trouve un
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reste nul ; il est clair que Xg , divisant exactement X, , est le produit des facteurs du premier degré communs à X, et à X3 ; c'est donc le plus grand commun diviseur cherché.
Ainsi, pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes^ après avoir ordonné ces deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes de x, on divise celui qui est du degré le plus élevé par Vautre^ celui-ci par le reste de la division, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un reste nul. Le dernier diviseur est le plus grand commun diviseur cherché.
Dfitfjs ces opérations, les restes, et par suite les diviseurs successifs, vont en diminuant de degré; on arrivera donc à un reste nul ou à un reste indépendant de x. Dans le premier cas, les deux polynômes admettent un plus grand commun diviseur algébrique d'un certain degré. Dans le second cas, ils nlen admettent pas, et sont dits premiers entre eux.
175. Remarque. Dans la pratique, afin d'éviter les coefficients fractionnaires, on peut multiplier tous les termes de l'un quelconque des polynômes par une quantité quelconque indépendante de x. De même, si l'on aperçoit un facteur commun aux coeflicients de tous les termes d'un certain reste, on peut le supprimer. Je suppose, par exemple, que pour effectuer la première division on ait multiplié le dividende par un nombre A, et qu'ensuite on ait divisé tous les termes du reste par le nombre B, on aura
AX=X,Q + BXj.
On démontrera comme précédemment que tout facteur de
la forme >^x — ay commun à X et à X^ est aussi commun àXj et à X,, et réciproquement. Ainsi rien n'est changé dans la recherche du plus grand commun diviseur.
Racines communes à detix équations.
Si les deux équations
X = o , Xj = o
ont n racines communes, les deux polynômes X et X^ admettent n facteurs du premier degré communs, et, par conséquent, ils ont un plus grand commun diviseur du de* gré n. Pour trouver les racines communes à deux équations, on cherchera donc le plus grand commun diviseur des deux premiers membres de ces équations; soit D ce plus grand commun diviseur, T équation
donnera les racines communes aux deux équations.
Si les deux polynômes n'ont pas de plus grand commun diviseur algébrique, les deux équations n'ont pas de racine commune. Si le plus grand commun diviseur est du premier degré, il y a une racine commune; s'il est du second degré, il y a deux racines communes, etc.
Exemples.
!• Trouver les racines communes aux deux équations
Voici le détail des opérations :
■ aa?*— 5ar*+ ^+2
ax+i
a^r'^— 6:r»+ Or*— Qx+ 4
— aa?'+6a?*— 4j:
— aa?*4-5a^'^ — a?-— aa?
— aa?'+ioa?' — i6x-\- 8
+ao?' — 5o!:'+ 0?+ a
5o?' — i5o;+io x^ — 5x-\- a
On a multiplié deux fois le premier dividende par 2 afin d'éviter les fractions, et on a simplifié le reste en le divisant par 5. Le plus grand commun diviseur des deux polynômes est 55* — 3 a? +2. Il y a donc deux racines communes qui seront données par l'équation
ces deux racines communes sont 1 et 3.
2* Résoudre Téquation
sachant que Tune des racines surpasse une autre racine de 2. Posons ic = a;'-{- 2, et remplaçons x par cette valeur dans l'équation proposée, nous formerons la nouvelle équation
OU, en développant et supprimant l'accent,
a:* + 4a?^ -|- 4a?' — 4ar — 5 = 0.
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De la relation iip=aj'4-2, on déduit ^=5= a? — 2; lea valeurs de a/, ou les racines de la nouvelle équation, sont inférieures de deux unités aux valeurs de 00^ c*est-à-dire aux racines de l'équation proposée; celle-ci ayant deux racines telles que a et a +2, la seconde admettra les racines a — a et a; il en résulte que les deux équations ont une racine commune a, et par suite, les deux polynômes un plus grand commun diviseur du premier degré. En cherchant ce plus grand commun diviseur, on trouve a?— i. Ainsi l'équation proposée admet la racine 1, et, par conséquent, la racine 1 + ^ ^^ ^ ; connaissant deux racines, là division par 27 — 1 et par x — 3 ramènera l'équation à une équation du second degré a?* + 1 = o, qui donnera les deux autres racines.
CHAPITRE IIL
177. Nous avons expliqué (n* 103) comment on décompose un polynôme entier f{ûc) du degré m en un produit de m facteurs du premier degré
Cette décomposition ne suppose pas que les quantités
a, 6, c, , k, soient différentes les unes des autres. Si
parmi ces quantités plusieurs sont égales entre elles, on dit que l'équation a des racines égales.
Supposons 6 =a; le polynôme contient le facteur (âs— a)%
et la racine a est dite racine double. De même, si a=6=c, le polynôme contient le facteur (^ — a)* et la racine a est racine triple. En général, lorsque le polynôme contient le facteur (x — a)**, on dit que l'équation a n racines égales à a, ou que la racine a est du degré n de multiplicité. De cette manière, les théorèmes généraux sur les équations subsistent : ainsi, en tenant compte du degré de multiplicité des «racines 9 une équation du degré m a toujours m racines, etc.
Quand x, variant d'une manière continue, passe par une racine a, le polynôme s'annule, mais il ne change pas toujours de signe. Appelons n le degré de multiplicité de la racine; posons
f(x)=:{x — aYx^[x),
et attribuons successivement à x les valeurs a — h et a+ft, h étant une quantité positive très-petite, on a
f[a-h) = (-hrx^{a-h),
On peut supposer la quantité h assez petite pour que le polynôme ç(a?) n'ait aucune racine comprise entre a — fc et a + ft; les deux quantités (p(a — h) et ç(a + ft) ont donc le même signe; on voit par là que les quantités f{a — h) et f{a + ft) ont le même signe si n est un nombre pair, des signes contraires si n est un nombre impair. Ainsi, U polynôme change de signe quand x passe par une racine simple ou d*un degré impair de multiplicité; il ne change pas de signe quand x passe par une racine d'un degré pair de multiplicité.
On peut remarquer que, dans ce dernier cas, la valeur zéro, que prend le polynôme pour a? = a, est un maximum ou un minimum.
178. Théorème. Une racine d'ordre n annule le polynùme et ses n — i premières dérivées^ et réciproquement.
Soit f{x)=o l'équation proposée. Nous pouvons écrire f{x) = f{a+x — o), et, regardant x — a comme un accroissement, développer suivant la loi connue ; nous aurons
(i) fix) = f{a)+l^{x-a)+C^(x^aY +
Le premier terme f{a) étant nul, puisque a est racine, on peut diviser par x — a, ce qui donne
fK^fM + m(,^a) + rMi,_aY +
Si a est racine double, le quotient, devant contenir encore une fois le facteur x — a, s'annulera pour x=:^a; mais poura?=o, il se réduit à f{a); on a donc f{a)=o, et la racine double vérifie l'équation f{x) = o. En divisant par x— a, on obtient le nouveau quotient
Si a est racine triple, ce dernier quotient, devant contenir encore le facteur x — a, s'annulera pour a; = a, et l'on aura f"{a) =o. Ainsi une racine triple annule le polynôme f{x) et ses deux premières dérivées. En effectuant la division, on a
Si a est racine quadruple, ce dernier quotient, devant contenir encore le facteur x — a, s'annulera pour a; = a, et Ton aura f"{a)z=.o. Ainsi une racine quadruple annule le
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polynôme et ses trois premières dérivées. En continuant' ainsi de proche en proche, on voit qu'une racine du degré» de multiplicité annule le polynôme f(x) et ses n — i premières dérivées.
La réciproque est vraie : si a annule le polynôme f(x) et ses n — 1 premières dérivées, elle est racine du degré » de multiplicité de l'équation f{x) == o. Car le développement (1) se réduit alors à
f[x)=J^^^[x^a)- + C!^l^^L—[x-ar' + ,
OU, en mettant {x—aY en facteur, à
Li.2 n ' 1.2 (n-j-i) J
Le polynôme f{x) contenant le factenr (a?— a)**, a est X9r dne d'ordre n*
Il résulte de ces deux propositions qu'une racine d'ordre n annule le polynôme et ses n — i premières dérivées, mais n'annule pas la dérivée suivante.
179. GoROLi;,AiRE L Les racines simples de l'équation f(x):=o ne vérifient pas l'équation f\x) =o.
Les racines doubles de l'équation /'(x)=o sont racines simples de l'équation f{x)=o; car elles annulent le polynôme f'{x)^ et n'annulent pas sa dérivée /"'(x).
Les racines triples de l'équation f{x)=o sont racines doubles de l'équation f\x) == o ; car elles annulent le polynôme f{x) et sa première dérivée f'ix)^ et n'annulent pas la dérivée suivante.
En général, une racine d'ordre n de l'équation f{x) =o est racine d'ordre n— i de l'équation f'Ç^) = o.
180. Corollaire H. Il résulte de là que le plus grand commun diviseur entre un polynôme et sa dérivée est le produit des facteurs multiples qui composent le polynôme proposé^ T exposant de chacun S eux étant diminué d'une unité. En efiet, les racines simples de l'équation f{x)i=^o ne vérifiant pas l'équation f{x) =o, les facteurs simples du polynôme f{x) n'entrent pas dans la dérivée {\x). Les racines doubles de l'équation f(x)'=o étant racines simples de l'équation f{x) = o, les facteurs doubles entrent au premier degré dans la dérivée. En général, soit (a? — a)* un facteur multiple du polynôme proposé f{x) , la racine a d'ordre n étant racine d'ordre n — i de la dérivée, le polynôme f{x) contiendra le facteur (x — a )**'*.
On peut démontrer directement cette proposition en prenant la dérivée du polynôme proposé f{x). Supposons que ce polynôme admette les facteurs multiples (x — a)", (x — by, (a?— c)*, et les facteurs simples (a?— d), {x — c),... de telle sorte que
f{x) = A[x — a)* {x — by [x — c)« [x — d) (x—e)....
En prenant la dérivée de ce produit, suivant la loi connue, on a
/•'(a?) = nA(ar— a)'^*(ar— 6)p [x—c^ (a?— rf)(aî— e)
+ pA(a7— o)" (x—bY'\X'-cY (a:— rf) (ar--e)
+ qk{x—ay [x—by {x--cy-\x—d) [x-^e)
-f Pi{x — a)** (x — by [x—cy [x—e)
+ AiX'-ay [x—by (x~cy (x-d) ,
Tous les termes contenant le facteur
(x — a)*^* (x — 6)"'^ (x — cy-^y
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on peut écrire
f'{x) = k[x — af-"^ [x — by-' (X — c)«-*
+/>(x — û) (:r — c) [x — d) (x — e), +q{x—a) [x—b] (x— rfj {x — é), + (x — a) (x — b) (x — c) [x — e).
+ {X — a)[x — ô){a?— c) (j?— rf).
On voit déjà que le polynôme f{x) et sa dérivée f\x) admettent le diviseur commun
[x — af-^ [x — J)P-* [x — e^-K
C'est le plus grand commun diviseur. En effet, dans l'expression de f{x)y tous les termes de la parenthèse, excepté le premier, contiennent le facteur x — a; si Ton fait x=a dans cette parenthèse, tous les termes s' annulant excepté le premier, la parenthèse ne devient pas nulle; elle n'admet donc pas le facteur x — a. De même, tous les termes de la parenthèse contenant le facteur x — 6, excepté le second, la parenthèse n'est pas divisible par x — 6, et ainsi de suite. La parenthèse n'admet donc aucun des facteurs premiers rc — a^x — 6, a? — c, a? — à^ x — «, , qui composent le polynôme proposé. On en conclut que le plus gi'and commun diviseur entre les deux polynômes /"(x) et f{x) est bien
(a — xf-^ [x — 6)p-* [x — c)«-* .
181. D'après cela, pour voir si une équation f(x) = o a des racines égales, on cherchera le plus grand commun diviseur algébrique entre le polynôme f{x) et sa dérivée fXx). Si ces deux polynômes n'ont pas de plus grand com-
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mun diviseur, on en conclura que Téquation proposée n'a pas de racines égales. Si ces deux polynômes ont un plus grand commun diviseur du premier degré, l'équation proposée a deux racines égales. Si le plus grand commun diviseur est du second degré, l'équation admet deux racines doubles ou une racine triple ; deux racines doubles, lorsque le plus grand commun diviseur a ses deux racines inégales ; une racine triple, lorsque le plus grand commun diviseur a ses deux racines égales. En général, si k désigne le nombre des facteurs difiérents |qui composent le polynôme proposé, l'exposant de chacun de ces facteurs étant diminué d'une unité, le plus grand commun diviseur est du degré m — ifc.
Comme application, nous chercherons la condition à laquelle doivent satisfaire les coefficients de l'équation du troisième degré
pour que cette équation ait deux racines égales. Le polynôme x'+par+g et sa dérivée 5a?* + p doivent admettre un commun diviseur du premier degré; si l'on effectue l'opération du plus grand commun diviseur, quand on sera arrivé à un diviseur du premier degré, on devra trouver un reste nul.
a?^+ px-^- q
3a?* + 5px + Zq • 5a?' — px
6px^ + ^P* 6px* — gqx
2px-\-5q
2px + 3 j — 9ja? 4" ^P*
— iSpqx + Up^
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Ainsi la condition demandée est Ap' + a 7qf* = o, ou
L'équation 2pa?+5g = o, que Ton obtient en égalant le plus grand commun diviseur à zéro, donne la racine double
x= -. La somme des racines étant nulle, la troisième
racme est — .
Par exemple, les co^cients de Téquation
vérifiant la condition précédente, Téquation a deux racines égales à -f 3 ; la troisième racine est — 6.
182. Expliquons maintenant comment on ramène la résolution d'une équation qui a des racines égales à celle d'autres équations de degrés moindres dont les racines soQt inégales. Soit X=o une équation qui admet des racines de différents ordres, par exemple, des racines simples, des racines doubles, triples ou quadruples. Si Ton désigne par Xj le produit des facteurs simples, par X, le produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines doubles, chacun étant pris seulement au premier degré, et de même par X3 et X^ les produits des facteurs binômes qui correspondent aux racines triples ou quadruples, on écrira le polynôme X sous la forme
x=x,xîxjxî.
Cherchons le plus grand commun diviseur D entre le polynôme X et sa dérivée; ce plus grand commun divi-
seur étant égal au produit des facteurs multiples dont on diminue les exposants d'une unité, on aura
D=x,x;xî.
De même, le plus grand commun diviseur entre le polynôme D et sa dérivée sera
D, = X,XÎ,
et enfin le plus grand commun diviseur entre le polynôme Dj et sa dérivée sera
En divisant deux à deux les polynômes précédents, on obtient les quotients
:XjXjXjX4,
: AjXjA^,
Divisant chacun de
ces nouveaux polynômes
par
le
sui-
vant,
on a enfin
Une fois trouvés ces polynômes Xj, X,, X,, X^, la
résolution de l'équation proposée est ramenée à celle des équations
Xj=0, X,=:o, X5 = o, X^ = o,
qui n'ont plus déracines égales; la première donne les racines simples de l'équation proposée, la seconde les racines doubles, la troisième les racines triples, etc.
Ainsi, powr ramener la résolution dCune équation qui a des racines égales à celles d'autres équations de degrés moindres ayant leurs racines inégales, on cherche le plus grand commun diviseur entre le premier nombre de Véquaiion et sa dérivée^ le plus grand commun diviseur entre ce premier plus grand commun diviseur et sa dérivée^ et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à un polynôme premier avec sa dérivée; on divise ensuite le polynôme proposé par le premier plus grand commun diviseur ^ le premier par le second^ et ainsi de suite ; on divise, enfin, chacun de ces quotients par le suivant, et l'on égale à zéro ces nouveaux quotients. On obtient de la sorte des équations donnant, la première les racines simples^ la seconde les racines doubles, la troisième les racines triples, ,de V équation proposée.
Exemple.
Soit Téquation du septième degré
En cherchant le plus grand commun diviseur enti'e le polynôme X et sa dérivée, on trouve
en cherchant le plus grand commun diviseur entre le polynôme D et sa dérivée, on trouve
ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. Divisant CCS polynômes Tun par l'autre, on aies quotients
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De nouvelles divisions donnent
D4 = a: — i; et Ton arrive aux trois équations
x^'\'X-\-\-=^Of ar + 1 = o, x — i = o.
La première donne deux racines simples imaginaires, la seconde une racine double — i, la troisième une racine triple +!•
Soit
Téquation proposée, dont nous supposons tous les coefficients commensurables et même entiers ; car s'ils n'étaient pas entiers, on les rendrait tels en multipliant tous les termes de l'équation par un nombre convenable. Nous avons expliqué (n* 162) comment on effectue la division par a? — a du
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polynôme f{x) ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x; le premier coefTicient du quotient est égal au premier coefficient du dividende, et Ton forme chacun des autres coefficients en multipliant le coefficient précédent par a et ajoutant le coefficient correspondant du dividende. Si tous les coefficients du dividende sont entiers, si, déplus, a est un nombre entier, positif ou négatif, il est clair que le quotient ainsi formé aura aussi tous ses coefficients entiers, puisqu'on les obtient en combinant des nombres entiers par multiplication et par addition .
Imaginons niaintenant qu'ayant ordonné le polynôme par rapport aux puissances croissantes de Xy
f[x) = A« + A^,^ + k^^x^ + + t^i^' + Aoar%
on le divise par a — x; le diviseur étant seulement changé de signe, le quotient changera simplement de signe, et par conséquent aura toujours ses coefficients entiers. Effectuons cette division
(Cin-i +Am.i)a?+Am-sa;«4- A«..8a?»« .. -f A<^
(Cm-»+A«-4)a?*-f Am-ja?'.... ^k^
(Cm-8+ Am-a)^^- • •• + ^v^
C«-i-i- Cm-sa?+C«-8a^'- +Cia?*-HC,«-
(C,-fAOa;~-*+Aofl?^ (Co+Ao)a?-
A^ Le premier coefficient est — ; ce nombre doit être entier;
ainsi, une première condition à laquelle doit satisfaire une racine entière, c'est de diviser exactement le dernier terme km de l'équation. Pour abréger, représentons par C^^ le premier terme du quotient; multiplions-le par le diviseur a— X et retranchons du dividende; le produit par a
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détruira le premier terme A„ du dividende, le produit par — X s'ajoutera au second terme; de sorte que le second dividende aura pour premier terme (C^^^ -j- A^J ar, les termes suivants* restant les mêmes que dans le dividende proposé. Si Ton divise ce premier terme par a, on aura le
C + A second terme ^-i ~ *^i ^ du quotient : ce second coefficient doit être entier; appelons-le C,^,. Multiplions le second terme C^jO? du quotient par a — xtt retranchons du dividende ; le produit par a détruit le premier terme du second dividende, le produit par — x s'ajoute au second terme; de sorte que le troisième dividende aura pour premier terme (C^_, + A^^,)^?*, les termes suivants restant les mêmes que dans le dividende proposé. Si Ton divise ce premier terme par a, on aura le troisième terme
C 4-A *^»T , r^* a;' du quotient; ce troisième coeflScient, que
nous représenterons par C^,, doit être entier, etc.
La loi est générale : on obtient un coefficient quelconque du quotient en ajoutant au précédent le coefficient du terme qui occupe dans le dividende le même rang que le terme que l'on veut former, et divisant la somme par a.
On arrivera ainsi au dernier dividende
c +A qui donnera le dernier terme ^~ ^af^^ du quotient; le
C +A dernier coefficient * * , que nous représenteronsjpar C^,
doit aussi être entier. En multipliant le diviseur par le dernier terme C^x'^^ du quotient et retranchant du dividende, on obtient le reste de la division (C^+ A^)aî**. Si a est ra-
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cîne de Téquation, le reste est nul, et Ton a C^^ + A<j=o.
ISA. 11 résulte de ce qui précède que si l'on veut trouver les racines entières d'une équation à coeflScients entiers ordonnée suivant les puissances décroissantes de j?, on n'essayera que les diviseurs du dernier terme, et l'on procédera de la manière suivante :
Règle. Pour voir si un nombre entier a est racine de Téquation^ on divisera le dernier terme par ce nombre; on ajoutera au quotient le coefficient de Vavant-demier termes et Von divisera la somme par a; on ajoutera au quotient le coefficient du terme précédent ^ et fon divisera la somme par ^^ et ainsi de suite. Toutes ces divisions doivent se faire exactement, et quand ^on aura ajouté le coefficient du premier terme de téquationi on devra trouver un résultat égal à zéro.
Lorsqu'un nombre entier a satisfait à toutes ces conditions, il est évidemment racine de l'équation ; c'est ce qu'indique spéciarlement la dernière condition, qui exprime qae le reste de la division du premier membre de l'équation par a — œ ou par x-^a est nul. On abaissera alors le degré de l'équation proposée en divisant son premier membre par œ — a; mais il est à remarquer que le quotient est tout calculé; les coefficients de ce quotient sont précisément les quotients entiers obtenus dans les opérations précédentes cbangés de signes. On continuera les essais, non plus sur l'équation proposée, mais sur l'équation simplifiée.
Exemples.
!• Trouver les racines entières de l'équation
jr« — a:* -* &r* — ar* + ar + 6 = o.
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On commencera par essayer i ; pour que i soit racine, il faut que la somme des coefficients positifs égale celle des coefiScients négatifs : c'est ce qui a lieu : doue j est racine. On divisera le premier membre de l'équation par X — 1 , d'après la règle du n* 162, et l'on aura à considérer l'équation
a?' — dr' — ^x^ — 7a? — 6 = 0.
Cette équation n'admet plus la racine 1 ; on essayera — 1 : si l'on remplace x par — i , on a un résultat nul
donc — 1 est racine. On divisera l'équation par a?+ 1 , d'aprèd la même règle, et l'on aura l'équation ar* — ic« — 5a;* — X — 6 = 0.
Après s'être assuré que cette équation n'admet plus pour racine — 1 , on essayera les diviseurs du dernier terme 6, pris avec le signe + ou le signe — . Essayons d'abord le diviseur le plus simple +2 , et pour cela procédons d'après la règle formulée plus baut; parcourant le polynôme de droite à gauche, nous dirons : le dernier terme — 6 divisé par 2 donne — 3; ajoutons le coeflScient suivant — 1, on a
— 4 qni, divisé par 2, donne — 2 : ajoutant le coefficient suivant — 5, on a —7, qui n'est pas divisible par 2 : ainsi 2 n'est pas racine.
Essayons maintenant — 2, et écrivons les quotients successifs de droite à gauche,
Le dernier terme — 6 divisé par — 2 donne + 3 ; ajoutant
— 1-, on a + 2 qui, divisé par — 2, donne —1; ajoutant
— 5, on a— 6 qui, divisé par — 2, donne +3; ajoutant
— 1, on a +2 qui, divisé par — 2, donne —1; ajoutant le premier coefficient + 1 , on obtient pour résultat zéro. Ainsi — 2 est racine. Les nombres écrits plus haut, changés de signes, sont les coefficients du quotient de la division du premier membre de l'équation par a: + 2;. on écrira donc immédiatement l'équation
a?' — Zx* + â? — 5 = 0.
Le nombre — 2 ne peut être une seconde fois racine, puisqu'il ne divise plus le dernier terme. Les seuls nombres à essayer sont maintenant les diviseurs de 5, savoir + 3 et
— 3. Si l'on essaye + 3, on a les quotients
donc +3 est racine, et, en divisant par a?— 3, on arrive à l'équation du second degré
qui a deux racines imaginaires + i et — i.
L'équation proposée est complètement résolue : ses six racines sont +1» — »» — 2, +d^ +i, — 1.
2® Déterminer les racines entières de l'équation
2X^ — laar' + iZx — i5 = o.
La transformée en — x ne présentant pas de variation , l'équation proposée n'a pas de racine négative. On n'essayera donc que des nombres positifs. Après avoir reconnu que — 1 n'est pas racine, on essayera les diviseurs de 1 5. Voici le tableau des opérations :
ax^ — 122?*+ iZx — i5=
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Le nombre 5 est racine. Divisant par ic — 5, on aura à résoudre l'équation du second degré
2x' — ax+3 — o-
3* Trouver ke racines entières de Téquation
a?* — 4^*— ioia?"+ i4î?* + 5o4a?+ 576=0.
Après avoir reconnu que +1 et — 1 ne sont pas racines, o& essayera les diviseurs de 576, en commençant par les plus faibles.
aj»__4a:*_
ioia^ +
ao5 + 596
ar* -
lia.
la
Cette dernière équation n'a plus de racines entières. Ainsi l'équation proposée admet deux racines entières —8 et -^ 12.
Remarque. Souvent on diminue beaucoup le nombre
des essais en cherchant des limites qui comprennent toutes les racines de l'équation proposée. On appelle limite supérieure des racines positives d'une équation un nombre plus grand que la plus grande racine positive.
Considérons d'abord une équation qui ne présente qu'une seule variation
Cette équation, n'ayaht qu'une variation, n'admet qu'une seule racine positive a. Imaginons que Ton fasse croître a; de zéro à + <=« ; tant que x reste inférieur à la racine a, le polynôme conserve une valeur négative. Dès que x dépasse a, le polynôme devient positif; l'équation n'ayant pas d'autre racine positive , le polynôme . ne change plus de signe et par conséquent reste constamment positif au delà de a. On en conclut que toute quantité qui rend le polynôme positif est plus grande que a, ce qui donne une limite supérieure de la racine positive. Dans l'exemple actuel, 4 est une limite supérieure.
Soit maintenant une équation quelconque
Partageons-la en groupes de termes ordonnés suivant les puissances décroissantes de^?, et ne renfermant chacun qu'une variation ,
x*(a?' — &zr — 5) + (58;r' — 144) = o.
En substituant des nombres entiers consécutifs, on voit que 0? = 7 rend positif le premier groupe ainsi que le second ; pour toutes les valeurs de x supérieures à 7 les deux groupes ayant des valeurs positives , le polynôme a
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aussi une valeur positive; donc 7 est une limite supérieure des racines positives de l'équation.
On obtient de la même manière une limite supérieure des racines négatives. Si l'on change le signe de or, l'équation devient
a?* + 6a?* — 5a:* — 58x* + §44= 0; on -l'écrira
x»(a?» + 6ar« — 5a: — 58) 4- 144 = o.
Le nombre 5, rendant positif le premier groupe, est une limite supérieure des racines positives de cette équation. Ainsi toutes les racines réelles de l'équation proposée sont comprises entre — 3 et + 7.
D'après cela, si l'on veut chercher les racines entières de l'équation
ar'— 6a;* — 5x' + 5ar'~ i44=o,
il suffira d'essayer les diviseurs de i44 qui sont compris entre — 3 et +7. On trouve d'abord les racines —a et +3, ce qui réduit l'équation à
Les nombres 4- A et -f ^ ^^ sont pas racines ; il est inutile de pousser les essais au delà ; il est certain que cette dernière équation n'a plus de racine entière.
Recherche des racines commensurables fractionnaires.
Nous supposons toujours que l'équation
a ses coefficients entiers. Une racine commensurable quel-
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conque pourra être mise sous la forme d'une fraction irréductible r t et Ton aura
Si Ton multiplie par 6*""S cette relation devient
^=_(A,a-^ + A,ôa-« + +A^é«-^);
le second membre étant entier, le premier doit l'être aussi ; mais 6 est premier avec a et par suite avec a** ; donc 6 divise A^. Ainsi , toute racine commensuràble a pouf déiumtfnateur un diviseur du premier coefficient de V équation. En multipliant par b^ et divisant par a , on a de même
^=-(A,a-^ + A,ôa-* + +A^**^*)î
le second membre étant entier, le premier Test aussi ; or a est premier avec 6"*; donc a divise A^. Ainsi te numérateur est un diviseur du dernier coefficient de Véquation.
Il résulte de là qu'une équation à coefficients mtier$t dmt le premier coefficient est Tunité^ n'a pas de radf^ commet!^ siirable fractionnaire* En effet , le dénominateur d'une racine commensuràble , devant diviser le premier coeflScient qui efit Tunité, est lui-même égal à ua, et par conséquent la racine est entière. Ainsi, dans ce cas, toutes les racines commensurables sont entières.
Ceci nous donne un moyen facile de ramener la recherche des racines commensurables fractionnaires à celle des racines entières. On conçoit, en eÎQfet, que si l'on multiplie
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par un nombre entier convenable les racines de Téquation proposée, on rendra entières toutes les racines commensu-*
râbles fractionnaires. Posons donc oê = fco?, d'où a? = v- , et
dans l'équation. proposée remplaçons â? par -r-, nous obtiendnms la nouvelle équation
Déterminons maintenant le nombre entier fc de manière qu'en chassant les dénominateurs pour rendre les coefficients entiers, on réduise en même temps le premier coefficient à l'unité. Cette opération réussira toujours quand on prendra fc = A^^ ; en effet, si l'on multiplie par fc*"""\ on met l'équation sous la forme
si fc = Aç , cette équation devient, l'accent étant supprimé,
(2) a?^4-Aia?*^*4.A,Aoa?*^« + +A^Ao'^* = o.
Cette dernière équation, dont les coefficients sont entiers et le premier coefficient égal à l'unité, a toutes ses racines com-
mensurables entières. Nous avons posé a? = y , c'est-àdire que les racines de l'équation (1) sont égales à celles de l'équation (2) divisées par fc; ainsi, quand on aura trouvé les racines entières de Téquation transformée (2) , en les divisant par fc, on obtiendra toutes les racines commensurâbles de l'équation proposée.
On comprend pourquoi l'opération réussit toujours quand on prend ft = A^ ; les racines commensurables ayant pour
dénominateur des diviseurs de A^ , il est clair que ces racines, multipliées par A^, deviennent toutes entières.
Lorsqu'il s'agit de trouver les racines commensurables d'une équation, on commence par chercher les racines entières, et, s'il y en a, on divise l'équation par les facteurs binômes correspondants. On détermine ensuite les racines fractionnaires à l'aide des racines entières de l'équation (2) ; mais , dans la recherche des racines entières de cette dernière équation , il est inutile de pousser les essais jusqu'au dernier terme ; car la plus grande racine de l'équation proposée étant au plus égale à A^ divisé par le plus petit diviviseur de A^ , la plus grande racine entière de l'équation (2) sera au plus égale à k fois celle-ci ; on s'arrêtera à cette limite.
Exemples.
l"" Trouver les racines commensurables de l'équation
(i) 2a:* 4" ^' — 10^' — 257+ ia = o.
On trouve d'abord la racine entière — 2 ; divisant par 0? + 2, l'équation se réduit à
(sj) 2a?' — 5ar' — 4^+ 6 = o.
Cette équation n'ayant plus de racine entière, on la traos-
forme en remplaçant x par - , ce qui donne
(3> a?"— 5a?" — 8ar+24 = o.
Les racines fractionnsdres de l'équation (2) ne pouvant être
queqi-et±-, on cherchera les racines entières de
l'équation (3) seulement parmi les nombres] + 1 et d=5;
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on trouve que + 5 est racine; ainsi l'équation proposée
admet la racine fractionnaire -.La dernière équation divisée
para? — S conduit à Téquation du second degré
qui a deux racines incommensurables ±âv^^ d'où résultent pour l'équation proposée les racines incommensurables =1= ^. Ainsi les quatre racines de l'équation proposée sont
2^ L'équation (i) 4a:*— a8a?' + 45x'— &c— i8 = o
n'a pas de racine entière. Si l'on remplace x par r, et si l'on multiplie par fc% elle devient
•p— -T — h45^ — 6Aa:— i8A« = o;
pour opérer la transformation , il suffit de prendre k = s , ce qui donne
(a) a:* — i4a:'4-45a:*— laa? — 73 = 0.
Les racines fractionnaires de l'équation proposée, devenant entières quand on les multiplie par a, ne peuvent être que
± - , di - , ± ^ ; on essayera donc dt 1, =t 5, db 9. a a a
L'équation (2) admet la racine — 1 ; la divisionpar » + 1 donne l'équation
a* — i5ar' + 6oa: — 7a = 0.
Cette dernière admet la racine S; la division par a:— 3
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conduit à Féquation du second degré
x^ — iaa? + 24 = o,
dont les racines a? = 6 zfc y/îâ sont incommensurables. Ainsi les quatre racines de Téquation proposée sont
187. Deuxième méthode. Il est à remarquer que lorsqu'une équation
Aoi'» + A,ar'^* + +A^jar + A«»==o
a ses coefficients entiers et que Ton divise le premier membre par le facteur binôme x — ^ , qui correspond à une
racine commensurable fractionnaire ^t le quotient a aussi
ses coefficients entiers. Supposons que l'on effectue la division en ordonnant , par rapport aux puissances décroissantes de a?, comme nous l'avons expliqué au n'*162. Le premier coefficient du quotient est A^,; on obtient le second en multipliant le premier par ^ et ajoutant A^ ; le
troisième en multipliant le second par j- et ajoutant A,, et
ainsi de suite. Si les coefficients du quotient ne sont pas entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs que les facteurs premiers de 6. '^
Supposons maintenant que Ton divise le polynôme par
- — X, en ordonnant par rapport aux puissantes croissantes de X. On obtient le premier coefficient du quotient en divisant A« par - , ce qui revient à multiplier par -. Si à ce
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premier coefficient on ajoute Â^.i et si l'on multiplie par
-, on a le second coeflîcient du quotient, et ainsi de suite.
On en conclut que , si les coefficients du quotient ne sont pas entiers, ils ne pourront contenir à leurs dénominateurs que les facteurs premiers de a. Mais nous avons déjà vu que ces mêmes dénominateurs ne peuvent contenir que les facteurs premiers de bt comme a et 6 sont premiers entre eux, tous ces dénominateurs se réduisent à l'unité, et par conséquent les coefficients du quotient sont entiers.
Non-seulement les coeflBicients du quotient sont entiers, mais encore ils sont tous divisibles par 6. Car, si Ton désigne par A^ , Bj , B, , les coefficients du quotient ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x^ on a
Pour que B^ soit entier, il faut que b divise A^ , ce que Ton sait déjà. Pour que B, soit entier, il faut que 6 divise Jft^ , et ainsi de suite.
Les deux manières d'eflfectuer la division peuvent être appliquées pour l'essai direct des racines commensurables fractionnaires. On choisira l'une ou l'autre, suivant les cas.
Exmnples* !• Reprenons l'équation
S56 LivBB n, ghàp. iy.
dont il a déjà été question. Après avoir reconnu que cette
équation n'a pas de racine entière» cherchons les racines
fractionndres. Essayons d'abord -5 si nous calculons le
quotient de droite à gauche, comme pour les racines entières,
il faudrait diviser successivement par-, ce qui revient à
multiplier par 2; toutes les opérations seraient possibles, et il faudrait aller jusqu'au bout pour voir si le reste est nul. Au contraire, en calculant de gauche à droite, il faut multiplier successivement par -ce qui revient à diviser par » ; nous emploierons donc de préférence ce second procédé : 4multiplié par-donne 2, et — 28.,f— 26^ — 26 multiplié
par-donne— i3et + 45 +52; + 52 multiplié par-
donne + 16 et— 6 + 10; +10 multiplié par - donne
+ 5 et — 18 — 13. Il arrive ici que l'opération se prolonge jusqu'à la fin ; mais le reste— 1 3 n'est pas nul; donc n'est pas racine.
Essayant de la même manière, toutes les opérations
sont possibles, et l'on arrive à un reste nul; donc est
racine, et l'on a le quotient
4r' — Zox* + 6ox — Z6=:o, ou, en divisant tous les termes par 2,
ax* — \Sa^ + Zox —18 = 0.
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Après avoir essayé encore une fois , on essayera - ,
mais en allant de droite à gauche : — 18 divisé par -
donne — 12 j ajoutant -f 3o on a + 18 qui, divisé par-,
donne +12; ajoutant — 15 on a — 3 qui, divisé par-,
donne — 2 ; ajoutant le premier coefficient + 2, on obtient
un résultat égal à zéro. Donc - est racine, et le quotient
de la division par x est
aa?' — laa: -j- 12 = 0, ou
Cette équation du second degré donne deux racines incommensurables.
2* Trouver les racines commensurables de l'équation
Après avoir reconnu que cette équation n'a pas de racine entière, on essayera la fraction - en allant de gauche
à droite, et l'on verra que cette fraction est racine. Dans
l'équation simplifiée, on essayera les factions dz-^, iJz -r,
et l'on verra que — ^ est racine. L'équation à laquelle on o
arrive, ayant son premier coefficient égal à l'unité, n'a plur.
de racine comiuensurable. Voici le tableau des calculs :
i5, + ai, -39, —18,
ic* + x — 3=0.
1 88. Remarque h Nous avons expliqué (n^ 182) par quelle suite d'opérations, étant donné un polynôme X, on peut trouver des polynômes X^, X^^X,,..... formés, le premier des facteurs simples du polynôme proposé, le second des facteurs doubles, le troisième des facteurs triples, etc. Ces opérations consistant en divisions, il est clair que si le po* lynôme proposé X a ses coefficients commensurables, les
polynômes X,, X,, , qu'on en déduit, auront aussi leurs
coefficients commensurables. Supposons que le polynôme X n'ait qu'une racine a d'un môme degré n de multiplicité; le polynôme X„ sera du premier degré, et par
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conséquent la racine a fournie par l'équation du premier degré X„ = o , à coefficients commensurables, sera commensurable. Ainsi» quand une équation à coefficients commensu^ râbles a une seule racine d'un mime degré de multiplicité^ cette racine est commensurable.
189. Remarque IL Lorsqu'une équation de troisième de* gré admet des racines égales, elle a, ou une racine double et une simple, ou une racine triple; dans les deux cas, d'après ce qui a été dit précédemment, les racines sont commensurables.
Lorsqu'une équation du quatrième degré admet des racines égales, elle a, ou une racine double et deux racines simples, ou deux racines doubles, ou une racine triple et une racine simple, ou une racine quadruple. Dans le premier cas la racine double est commensurable , dans le troisième cas la racine triple et la racine simple le sont également, et de même dans le quatrième cas la racine quadruple. Mais, dans le second cas, les deux racines doubles, étant données par une équation du second degré, sont en général incommensurables.
Lorsqu'une équation du cinquième degré admet des racines égales, elle a ou une racine double et trois simples, ou deux racines doubles et une simple, ou une racine d'un degré égal ou supérieur à trois; dans tous ces cas, l'une au moins des racines est commensurable.
Ainsi, quand une équation^ à coefficients commensurables et d'un degré égal ou inférieur à cinq^ a des racines égales, cette équation a au moins une racine commensurable^ ex^ ceptc quand le polynôme est du quatrième degré et carré parfait.
Tant que le degré de Téquation ne surpasse pas cinq, on
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peut donc se dispenser d'appliquer à l'équation la méthode des racines égales, qui exige en général de longs calculs. Après avoir reconnu que le polynôme n'est pas carré parfait, on appliquera à Téquation la méthode des racines commensurables; mais, quand l'équation est d'un degré plus élevé, elle peut avoir des racines égales sans avoir des racines commensurables.
Exercices.
!•* Appliquer la méthode des racines égales aux équations
x^ — 70?'' — 2X*+ 1 1 8a:* — aSgo?*— 83a?*4 6 1 ax'— i o8^ — ^433 = o a?'-f 2X^-^x'^ -)-6a?®+7^' — 2X*+3^'+3*'— * ^^ — 8=o,
2» Chercher les racines commensurables des équations
x^ + Sx'^ + x^ — i6a;* — aoa? — i6=o, %jc^ — 53x+ io5 = o,
6x^ — igr' + i3a?* — aoar* -f-48x' — i6 = o, i5a?* + i(k'* — 46jc'— 507 -f- 6 == o.
THÉORÈME DE ROLLE
Soient a et 6 deux racines réelles consécutives du polynôme entier f{x); supposons a plus petite que 6 et imaginons que Ton fasse varier a? de a à 6; pour x=a la fonction f{x) est nulle; elle s'annule de nouveau pour a?= 6. Ainsi, quan J x varie de a à 6, la fonction f{x) part de zéro pour revenir à zéro; comme elle reste finie et continue, elle passe par un maximum en valeur absolue ; la dérivée f(x) change donc de signe, et, comme elle reste elle-même finie et continue, elle passe par zéro. La dérivée, peut s'annuler plusieurs fois, parce que dans l'intervalle de a à 6, la fonction f{x) peut éprouver plusieurs alternatives d'augmentation et de diminution. Ce théorème est vrai pour les fonctions continues quelconques, quand la dérivée est elle-même finie et continue. Nous nous sommes servi de cette propriété au n^ 137 pour la démonstration de la série de Taylor.
I9i. Corollaire. Deux racines réelles consécutives de la dérivée ne comprennent pas plus d'une racine réelle du polynôme proposé. Car si deux racines réelles consécutives a' et V de la dérivée comprenaient deux racines réelles a et 6 du polynôme proposé, ces deux racines réelles a et 6 comprendraient elles-mêmes une racine de la dérivée, ce qui est impossible.
Mais il n'est pas certain qu'entre les deux racines consécutives o' et y de la dérivée, il y ait une racine du polynôme proposé. Pour décider la question, il suffira de substituer a' et fc' à la place de x dans le polynôme; si l'on obtient deux résultats de même signe, il n'y a aucune racine dans l'intervalle ; si l'on obtient deux résultats de signes contraires, îl y a une racine. Soient a', 6', c',... hl les racines réelles de la dérivée f{x) rangées par ordre de gran-
deur croissante. Dans le polynôme /(a;) substituons la suite des quantités
— OÎ>, dy Vy c\ A', -f" ^^
et examinons les signes des résultats. Chacun des intervalles comprendra zéro ou une racine du polynôme /*(^), suivant que les résultats seront de môme signe ou de signes contraires. Ainsi, qaanà on sait résoudre ladérivéct on peut Prouver le nombre des racines réelles de Véquation proposée. Si n est le nombre des racines réelles de la dérivée, le nombre des intervalles étant n+i, on en conclut que l'équation proposée admet au plus n + 1 racines réelles.
Équations du troisième degré.
Considérons l'équation du troisième degré
Si Ton égale à zéro la dérivée, on obtient une équation du second degré
dx^ + ^K^ + A, = o.
Pour que l'équation proposée ait ses trois racines réelles, il faut d'abord que la dérivée ait ses racines réelles. Appelons a' la plus petite racine de la dérivée, b' la plus grande, et substituons dans le polynôme du troisième degré la suite des quantités
Pour xt=z — oo, on a un résultat négatif, pour a? t= oo un résultat positif; si a' donne un résultat positif, V un résultat égatif, chacun des intervalles, présentant un changement
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de signe, comprendra une racine réelle, et T équation du troisième degré aura ses trois racines réelles.
193. Mais nous réduirons d'abord l'équation à une forme plus simple. On peut toujburs, par une transformation facile , faire disparaître le second terme d'une équation. Soit Téquation
Posons x=y + 1c; l'équation devient
(y+*r+A,(y+Ar-*+ =0,
ou
r+(»wfc+A,)r"' + =0.
Si Ton faitfcrs: — — *^, le coefficient du second terme s'évam
nouit, et l'équation prend la forme
Il était aisé de prévoir ce résultat. La relation y =a? — fc signifie que les racines de la nouvelle équation sont égales respectivement aux racines de l'équation proposée diminuées de la quantité constante k; la somme des racines de la seconde équation est égale à la somme des racines de la première, c'est-à-dire à — Aj, moins twfc; si donc on fait
ft = ^, cette somme est nulle, et par conséquent le
coefficient du second terme est nul.
Pour réduire l'équation du troisième degré, on posera
a? = y — -^, et l'on ramènera ainsi l'équation à la forme
plus simple
Par cette transformation, les racines réelles restent réelles, les racines imaginaires restent imaginaires.
Cherchons maintenant la condition pour que l'équation
ait ses trois racines réelles. L'équation
devant avoir ses deux racines réelles, il faut que le coefficient p soit négatif; supposons cette condition remplie; nous aurons
On doit avoir en outre f{al) > o, c'est-à-dire
ou
La condition f{b') <o se déduira de la précédente en changeant le signe du radical et le sens de l'inégalité, ce qui donne
ou
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Le coefficient p étant négatif, les premiers membres cte ces inégalités sont des quantités positives. Supposons 9 > o ; rinégalité (1), ayant son second membre négatif, sera toujours satisfaite ; l'inégalité (2) ayant ses deux membres positifs, on peut les élever au carré, et Ton en déduit
>iiy
ou
Supposons maintenant q<o; c'est l'inégalité (2) qui est toujours vérifiée, et l'inégalité (I) conduit à la même inégalité (3). D'ailleurs, l'inégalité (3) ne peut être satisfaite que si le coefficient p est négatif.
Ainsi, pour que Véquation
a?' + po? -j- 5^ = o
ait ses trois racines réelles^ il est nécessaire et il suffit que ses coefficients satisfassent à Vinègalité
Quand le premier membre de cette inégalité est une quantité positive, Téquation n'a qu'une racine réelle^ Quand cette quantité est nulle, l'équation a deux racines égales, comme nous l'avons vu au n** 181.
Exemples.
!• L'équation
266 UVBE VI, CHAP. V,
dans laquelle le coef&cieot du second terme est positif, iVa qu'une racine réelle; cette racine est positive. 2» L'équation
a?» — 6ar -|- 4 = <> a ses trois racines réelles. La transformation en —x n'ayant qu'une variation, une seule racine est négative, les deux autres sont positives.
3* L'équation
n'a qu'une racine réelle. Cette racine est négative.
4' Déterminer les dimensions d'un cylindre circulaire droit, dont on connaît la surface totale et le volume.
Désignons la surface par l^ita* et le volume par-—-;
appelons x le rayon de la base et y la hauteur. On a les deux équations
L'équation (2) admet toujours une racine négative, qui ne convient pas à la question. Pour que le problème soit possible, il faut que l'équation ait une racine positive, et par conséquent ses trois racines réelles; la condition est
Quand cette condition est remplie, l'équation ayant deux racines positives auxquelles correspondent des valeurs pc» sitives de y, le problème admet deux solutions. Quand
^•=«'Vî'
6'=a'\/-, ces deux solutions se confondent en une seule.
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Équations du quatrième de^ré.
195. Si Ton fait disparaître le second terme, Téquation du quatrième degré se ramène à la forme
(J) x' + Ax^ + Bx + G — o.
Posons x—-\ l'équation devient
(4) Cy* + By«+Ay«+i=o.
En égalant à zéro la dérivée, on obtient l'équation
4Cy»+5By* + aAy=:o, ou
y(4Cy» + 5By + flA)*=ô,
que l'on peut résoudre. On saura donc reconnaître combien l'équation (2) , et par suite combien l'équation proposée, admet de racines réelles. Soit, par exemple, Téquation
(3) X*— 20?' — aa? + i = o, que Ton ramène à l'équation
(4) y* — ay« — ay* +- * = <>>
en posant a? === ~. La dérivée
ay(ay* — 5y— a)=o a ses trois racines réelles -- - ^ o, + a« Les quantités
substituées dUns le polynôme (il), donnent les signes
On en conclut que l'équation (à) a deux racines réelles et comprises, Tune entre o et 2, l'autre entre â et +^- L'équation proposée admet aussi deux racines réelles et
comprises, Tune entre o et- , l'autre - et -J-Q^*
190. On peut ramener la résolution d'une équation du quatrième degré à celle d'une équation du troisième degré.
Un polynôme du quatrième degré est le produit de quatre facteurs du premier degré (x—a) {x — 6) {x — c) {x^d). Le produit (a? — a) {x - 6) de deux facteurs quelconques du premier degré donne un facteur du second degré x^ + px + q\lG polynôme du quatrième degré admet donc six facteurs du second degré, et par conséquent les coefficients p et g ont six valeurs ; la recherche de ces coefficients dépend donc d'une équation du sixième degré* Mais, si l'on met l'équation proposée sous la forme
(1) aî* + Aa?» + Ba: + C=:o,
on a a + 6 + c + d = o, d'où a + b=—(c+d); les valeurs de p sont égales deux à deux et de signes contraires; l'équation du sixième degré, qui donne l'inconnue p, ne contiendra donc que des puissances paires de p, et par conséquent s'abaissera au troisième degré.
Quand on divise le polynôme a?* + Ax* + Ba?+C par x'^+px+qt on obtient un quotient du second degré x*—px+ (A+p* — g), et un reste du premier degré
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Ce reste devant être identiquement nul, on a les deux équations
De la première on déduit
cette valeur substituée dans la seconde donne l'équation
(3) p^(A + py — 4Cp« — B* = 0.
Si Ton pose p' = z, cette équation s'abaisse au troisième degré
(A) z(z + Af — 4Gz — B» r= 0.
Lorsque l'équation (1) a ses quatre racines réelles, l'équation (A) a ses trois racines réelles et positives. Lorsque l'équation (1) a deux racines réelles et inégales et deux imaginaires, ou ses quatre racine imaginaires, l'équation (à) a une racine réelle positive et deux imaginaires. Pour résoudre complètement l'équation (1), il suffit de calculer l'une des racines de l'équation (A) ; à cette valeur de jp correspond une valeur de q donnée par l'équation (2); on connaît alors deux facteurs du second degré, le diviseur et le quotient. On résoudra donc les deux équations du second degré
a?* -j- px + g =
x^ — px -|- (A + ;)' — j) = .
Équations trinômes.
197. La méthode dont nous avons fait usage pour trouver le nombre des racines réelles de l'équation du troisième
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degré s'applique à Téquation trinôme (i) xr + kx'' + B=o.
Si Ton prend la dérivéei ou obtient l'équation
ou
(2) x''-^{mx'^ + nk) = o.
dont on sait trouver les racines réelles.
On peut aussi l'appliquer à l'équation
(3) «"» + Aa?'^** + Bar-« + C = o,
Car si l'on prend la dérivée, on obtient l'équation mx*^'^ + (m — i)Aar**-' + (m — 3)Ba;"*"' == o, ou
que l'on peut résoudre.
On ramène l'équation
a'^+Aaj'+ftp + CrriO
à la forme précédente, en posant a?= -.
Étant donnée une suite de m + i quantités
«0^ ^i9 ^%9 ^if «m,
si Ton retranche chacune d'elles de celle qui la suit, on a les différences premières de ces quantités. On est convenu de désigner ces différences par la lettre A. Ainsi Ton représente par Au^la différence u^ — w^^, par Am^ la différence m, — i/^, etc. Les différences premières forment une suite de m quantités
^u^y ^u^, ^u^, , Att«_,;
si Ton retranche de même chacune d'elles de celle qui la suit, on aies différences des différences premières, ou les différences secondes des quantités proposées. On les désigne par le symbole AA ou plus simplement A*. Ainsi Ton représente par ii\ la différence Ati^ — Am^, par A*w, la différence Atij — Aw, , etCé
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Les différences secondes forment une suite de m— i
quantités
aX, ^\, AX, ^*W«-î,
dont on peut prendre les différences premières, ce qui donnera les différences troisièmes des quantités proposées ; on désignera ces différences troisièmes par le symbole AA* ou plus simplement A\ En continuant de la même manière, on obtiendra les différences des divers ordres des quantités proposées.
199. Les m + 1 quantités proposées ont m différences premières, et par suite m — i différences secondes,, m — 2 différences troisièmes, et enfin une seule différence de l'ordre m. On ne peut pas aller au delà. Nous disposerons le tableau des différences de la manière suivante :
Aw,
AUj
Am,
Au,
AMj
mettant dans la première colonne verticale les nombres proposés, dansla seconde colonne les différences premières, dans la troisième les différences secondes, et ainsi de suite. On remarque que Tindice de A reste le même dans une même colonne verticale, et l'indice de u dans une même ligne horizontale. Pour former ce tableau, on retranche chaque nombre de celui qui est placé au-dessous de lui^ et on écrit le résultat à droite du premier. Ainsi on obtient Au^ en retranchant u^ de u,, Au^ en retranchant Uj de t*^ , ... ; de
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même A\ en retranchant Ati^ de àu^ , à\ en retranchant AUj de Au,, On a, en général, par définition
si Ton retranche A^ au nombre A u^^^ placé au-dessous de lui, on obtient le nombre A'^^^u^ placé à droite du premier. Soient, par exemple, les six nombres i, lo, 25, 44^ 70, 98. En appliquant la règle précédente, on formera le tableau des différences jusqu'au cinquième ordre ;
On commence par écrire les six nombres proposés dans une colonne verticale. Retranchant chacun d'eux du suivant, on a les différences premières 9, i5, 19, 26, 38, que l'on écrit dans une seconde colonne; retranchant chacun des nombres de cette seconde colonne du suivant, on a les différences secondes 6, 4* 7>2> qne l'on écrit dans une troisième colonne, et ainsi de suite jusqu'à la différence cinquième à laquelle s'an'ète le calcul.
Réciproquement, si l'on donne le premier nombre
u, et ses m différences successives Au,, A*u,, 1 A^u,, on
peut reconstituer le tableau et reproduire les m autres
nombres»,, u,, , u„. En effet, puisque Au, ssu,— w^,
on a tij s w, -{- Att,. De môme, puisque A'Uj = Au, — Au,,
is
01» a AUj =z: Au^ -f A'i«Q ; connaissant Au^ ^ on obtient Wj =3? Mj 4- Aw, * On a âe la môme manière A*îij = A*m^ + A'tt„ , AWj = AMj + A'Mj , ti^ = Mg + AUj , et ainsi de suite. On remarque que chaque nombre du tableau égale le nombre placé au'-dessus de luî, plus celui qui est à droite de ee dernier; car on a, en général, par définition
d'où l'on dé4uit
le nombre A^u^^^ égale le nombre A^Un placé au-dessus de lui, plus le nombre A^'^^i*,» placé à droite de ce dernier.
On procède par lignes obliques, comme l'indique le tableau précédent; nous avons déjà calculé les trois premières lignes obliques ; on continuera de la même manière : le nombre A^t*^ ajouté à A'w^ donne A'm^ ; celui-ci ajouté à A*Wj donne A'w^; celui-ci ajouté à AWj donne Aw,; enfin, ce dernier ajouté à u^ donne u^. Recommençant à partie de AX , on forn>era successivement les nombres A*Uj , A't*, , A^i ^^4» ^<s ^^ 1^ ^igQ® oblique suiva&te^ et ainsi de suite. En poussant l'opération de proche ea proebe jusqu'à A*"t*o i on arrivera finaiemead à w^.
Soient, par exemple, le nombre i et ses cinq différences successives 9, 6, — 2,5, — i3. On appliquera la règle
pi*écédente et l'on dira: 9 et 1 10; 6 et 9...., i5
et 10 25; — 2 et 6 k et i5 19 et â5..«.. 44;
6 et — 2 3 et 4 7 6t 19 26 et 44**". 70;
— i3et5 — 8 et 3 —5 et 7 2 et 26 28 et
2M. Nous avons vu que, lorsqu'on donne le nombre u^ (Bt ses m dîlférences sueceôsives Aw^^ A'u^, •. ,., A^a^^ on
BlFrÉR£NG£S. • 275
peut, par un caloil de proche en proche, trouver les nombres u^ , ti,, ,11^* Cherchons maintenant une formule
algébrique donnant l'expression d'un terme qudconque Un de la suite en fonction des quantités données. Puisqu'on a par définition Au^ = ti^ — u^, on en déduit
Ona demème w,=Mj4-Au,. Delà relation A\=Aiij— Aw^ on déduit ^u^=^u^ + ^\; si dans l'expression de u, on remplace u^ et Au^ parleurs valeurs, il vient
«1 = («0 + Awo) + (Att<> + AX), ou plus simplement
On a de même
w, = tt, + Aw,.
Nous connaissons u^; on en déduit facilement Ati,. Imaginons en effet que, dans le tableau des différences (n^ 199) , on supprime la première colonne verticale, les différences premières constitueront les nombres proposés, les différences secondes deviendront les différences premières, et ainsi de suite. C'est comme si l'on augmentait d'une unité findice de la lettre A dans chaque terme. Or il est clair que le tableau ainsi modifié jouira des mêmes propriétés que le tableau primitif; nous avons trouvé la relation
nous aurons maintenant
Aw, = AMo + aAX + AX- Si dans la relation w, = w, + Au, on remplace u, et Au,
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par leurs valeurs, il vient
Le même raisonnement peut être répété indéfiniment.
w^ = W3 + Aw,.
Nous connaissons u^ ; on en déduit facilement Aw,. Si l'on imagine comme précédemment la première colonne verticale supprimée, ce qui revient à augmenter d'une unité l'indice de la lettre A dans chaque terme, la relation
^8 = ^0 + 3AW<^ 4- 3à\ + Ùl\
deviendra
AM3 = A^/, + 3A«Wo + 3A^Wo + A^.
En remplaçant w, et Awj par leurs valeurs, on a
+ AWo+5AX+3A»Wo-f AX
On reconnaît les coefficients du développement de la puissance d'un binôme; l'expression de w, a pour coefficients ceux du carré d'un binôme; l'expression de t*, ceux du cube; Texpression de u^ ceux de la quatrième puissance. Nous ferons voir que cette loi est générale. Pour cela, nous démontrerons que, si elle est vraie pour u^ , elle l'est aussi pour m^^^ , c'est-à-dire que si l'expression de u^ a mêmes coefficients que la n" puissance du binôme, l'expression de u^^^ aura mêmes coefficients que la n + i* puissance. Soit donc (n° 36)
K = v, + Clè^u, + CrAP-^e/, + C>w, + AX.
U = »» + ^«H. on a
»+! = «« + cl
AX-
+cr
Si l'on iraaglne la première colonne verticale supprimée, ce qui revient, comme nous l'avons dit, à augmenter d'une unité l'indice de la lettre A dans chaque terme, cette relation devient
En substituant ces valeurs de u^ et de Aii„ dans la relation
Mais on sait que C\+ i =Ci_^i, Cj;+C/=:Ci^j, , et
que, en général, CJ + CJ""* = C^^^; la relation précédente se réduit donc h
On voit que, si la loi est vraie pour w„ , elle l'est aussi pour t#^^j. Comme elle est démontrée pour w, , w, , ti^ , elle l'est pourWjtWg, , et par conséquent pour un terme quelconque.
Ainsi nous avons la formule générale
(a) w^= t«o + Y Aw^ ^^V^^:^ AX+ + AX-
Au moyen de cette formule, on obtient chacun des nombres M^^ , tij , «j ,....., Vm , en donnant à n Tune quelconque
des valeurs©, 1,2, tn. On peut écrire cette formule
sous la forme symbolique
en convenant de développer (i + A)* suivant la loi du binôme, comme si la lettre A désignait une quantité, et de regarder ensuite les exposants comme des indices.
Où donne, par exemple, le nombre u^ et ses cinq diffé*. rences successives
Wo=i, Aw^=9, aX=6, aX=— a, AX = 5, aX= — i3.
Si dans la formule (a) on fait n=49 on a
On obtient ainsi directement le nombre 70 que l'on a trouvé précédemment par un calcul de pf oche en proche.
202. Nous avons vu aussi (n*" 199) que, lorsqu'on donne les m + ï nombres
*09 ^if ^8> **«>
on peut, par un calcul de proche en proche^ trouver les m différences successives du premier de ces nombres, savoir,
Cherchons de taême une formule algébrique donnant l'expression de Tune quelconque de ces différences en fonction des nombres donnés.
On a d'abord
On a aussi par définition
aX = ^^1 — ^^0-
Mais AUj = w, — u^ ; si dans Texpression de ù^u^ on remplace AUq et Au^ par leurs valeurs, il vient
à,\ = (W, — t/i) — (Wi — Wo) = W, — 2Mi -f- «0-
On a de même
Nous coQBaissoDs A'ti/, il est facile d'en déduire àV^.
Imaginons que dans le tableau des différences on supprime la première ligne horizontale, la seconde ligne deviendra la première, la troisième la seconde, etc. ; c'est comme si Ton mettait u^ à la place de u^,u^k la place de u^ , etc. ; en un mot, c'est comme si Ton augmentait d'une unité l'indice de la lettre u dans chaque terme. Il est clair que le tableau ainsi modifié jouira des mêmes propriétés que le tableau primitif. Nous avons trouvé la relation
nous aurons maintenant
Si dans la relation AX = ^*Wi — ^X ^^ remplace A*Wo et A"w, par leurs valeurs. Il vient
Le même raisonnement peut être répété indéfiniment* On a
Nous connaissons à\. Si l'on imagine encore la première ligne horizontale supprimée, ce qui revient à augmenter d'une unité l'indice de la lettre m dans chaque terme, la» relation
AX = ^3 — 5w, + 5^1 — ^0
devient
A'Mj = w^ — 3W3 + 3w, — Wj.
En remplaçant ^\ et A't*, par leurs valeurs, on a
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— «s + SWa— 5Wl+Wo
On reconnaît encore les coefficients du développement de la puissance du binôme. L'expression de A'u^ a pour coefficients ceux de (a— 6)% l'expression de AX ^^^^ ^® (a — 6)% l'expression de A*t*^, ceux de (a — 6)*. Démontrons que la loi est générale : admettons-la pour ùru^ et soit
A'*Wo = «n— Clttn-i q=crV
'tt-p^-l ■
.. . db tt^>.
Si l'on imagine la première ligne horizontale supprimée, ce qui revient, comme nous l'avons dit, à augmenter d'une unité tous les indices de la lettre u, cette relation devient
Dans la relation ÙJ'^\ = A**Uj — A*»u^ remplaçons Ani^, et A*Hi^ par leurs valeurs, nous aurons
t^^-^\ = nn^r
K + Cn
ou, en simplifiant,
A"^X=«nH— Cln^n + C'^.iw'»-» ihCjW^^,^ ±w,.
On voit par là que, si la loi est vraie pour A^^ti^ , elle l'est aussi pour A"^*ti^. Comme elle a été démontrée pour
A"w^ , iL\ , A*M^ , elle est vraie pour A'w^ , ^\ , , et par
conséquent pour une différence d'ordre quelconque. On a donc la formule générale
=tt<«
Au moyen de cette formule on obtiendra chacune des m différences successives de u^, en donnant à n Tune quelconque des valeurs 1,2, m. On peut écrire cette formule sous la forme symbolique à^'u^ = {u — 1)*, en rem* plaçant dans le développement les exposants par des indices et le dernier terme 1 ou u^ par u^.
On donne, par exemple, les six nombres 1, 10, 25, 44t 70 et 98. Si l'on fait 11 = 4 dans la formule (P), on aura directement la différence
obtenue précédemment par une valeur de proche en proche.
Différences d'une fonction.
203. Soit u = f{x) une fonction quelconque de la variable x; si Ton donne à la variable m + i valeurs
^0> *^i9 ^8* ••••• •^mï
la fonction prendra une suite de valeurs correspondantes Wo> ^l> Wj, u^,
dont nous pourrons prendre les différences des divers ordres, comme nous Tavons expliqué précédemment. Ordinairement les valeurs données à la variable forment une progression arithmétique dont on appelle h la raison. Supposons que X représente l'un quelconque des termes de la progression, x + h étant le terme suivant; les valeurs correspondantes f(x) et f{x -f- ft) de la fonction auront pour différence première f{x + h) — f{x) ; c'est une nouvelle fonction de x que Ton nomme différence première de la fonction proposée et que Ton désigne par lif{x) . Si dans cette
fonction ^f(x) on remplace successivement x par chacun des termes de la progression, on obtiendra les m différences premières que fournissent les- m-f- 1 valeurs de la fonction*
De même, si Ton donne à x deux valeurs consécutives X etx + hy les valeurs correspondantes de la fonction \f{x) auront une différence ^f(x + ft) — A/(a?) ; c'est une nouvelle fonction de x que Ton nomme différence secmde de la fonction proposée et que l'on désigne par A*/(.t). Et ainsi de suite.
Prenons comme exemple la fonction
nous aurons
Aw = a*"*-^ — 0" = a'ia^ — i) .
Ainsi on forme la différence première de la fonction a' en multipliant cette fonction par la quantité constante a^— i. On aura de même
Considérons encore la fonction
» 5=3 aî(a? + A) (a? 4" 2 A) [a? -|- (n -^ i )fc] ;
nous aurons
Aw= (a? + k) [x -|- ah) [x 4- nh)
= nh{x + h){x + ah) [x + (n -r i)A].
La fonction proposée est du degré n; pour former la dît
férence Ati, on a multiplié par le nombre des facteurs et par U raison h et Ton a supprimé le premier facteur. En appliquant la môme règle, on écrira de suite
A**w = n(n— i)[n — 2) 5.2. lA^
On trouve de la même manière
A sin 5? = 2 sin - cos (
A cos ar = — 2 sm - sm |
et par suite
A' sin a? = — 2* sin* - sin {x + h),
A* cos a? = — 2* sin* - cos (x + h),
A' sin a? = — 2* sin' - cos
A' cos ar=: 2' sin' -sin
A* sin a? = 2* sin* - sîn (x + 2A),
A* cos X = 2* sin* - cos (ar -f 2A),
Différences d'une fonction entière.
204* Considérons en particulier la fonction entière du degré m. On a, en développant d'après la loi connue,
OU
t^=h^fxœ)+nx)±+r\x)^+ ].
On voit que la différence première est un polynôme entier en X du degré m — i , et qu'elle contient en facteur la raison h de la progression arithmétique. Si Ton représente cette différence première par hf^{x)^ on a de même
A»« = AE/.Ca; + A) - f,{x)] = h [/{(xî* :(x) il + ....] ,
La différence seconde du polynôme proposé est un poly* nôme entier en x du degré m— 2, et contient ft* en facteur. Si on représente cette différence par ftY,(ic), on a de même
La différence troisième est du degré m — 3 par rapport à x et contient h* en facteur, et ainsi de suite. En général la différence d'ordre n est du degré m — n par rapport à a: et contient ft^en facteur. Enfin la différence d'ordre m sera du degré zéro par rapport hx; ce sera donc une constante, et par conséquent les différences d'un ordre plus élevé seront nulles. Ainsi une fonction entière du degré m admet m différences successives.
Soit ' « = A,,2?* + A,T'»-*-f- ^A^^,x + A^
la fonction entière proposée, ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x. Cette fonction étant la somme des termes qui la composent, sa difiërence d'un ordre quelconque est égale à la somme des diiférences du même ordre de ses différents termes. Il en résulte que la différence première ne dépendra pas du terme constant A^, puisque la différence de ce terme est nulle ; la différence seconde ne dépendra pas des deux derniers termes A,»_i X + Am, puisque la différence seconde de cette partie est nulle ; en général, la différence d'ordre n ne dépendra que des termes dont le degré est égal ou supérieur à n; enfin la différence d'ordre m ne dépendra que du premier terme A^a;»». Nous nous proposons de calculer cette différence d'ordre m.
Dans le polynôme ^^x) , la partie du degré le plus élevé est/*'(x); son premier terme est iwA^^x**-*. Dans le polynôme /f(^)» '* partie du degré le plus élevé est//(x) ; le premier terme de f^{x) étant wA^a?"*"*, le premier terme de f[{x^ ou de i^ipc) est m(m7-i)A^ja?**"*. De même le premier terme de f[{x) ou de \^{x) est m{:m — i) (w— 2)A^jX*"-% et ainsi de suite. En continuant la même loi, on a enfin
U{x)=m[m — \) 3.a.tAo,
et par suite
A*^M:i= i.a.5 mAoA*\
Nous avons dit que les différences successives Au, A'u, A'u, .•., A*"!* contiennent en facteurs ft, fc%ft% .•., ft"*. H en résulte que lorsque la raison A de la progression arithmétique est très-petite, les différences de la fonction sont elles-mêmes très-petites. Les différences premières sont des quantités petites du premier ordre; les différences secondes des quantités petites du second ordre, etc.
Exemples.
1** Former les carrés des nombres entiers. Considérons la fonction u = a?*, et supposons que Ton donne à x les valeurs o, i, 2, 3, ....... en progression arithmétique. La
fonction étant dû second degré, la différence seconde A*tt est constante et égale à 1.2. h*, c'est-à-dire à 2, puisque la raison h est l'unité; les différences d'un ordre plus élevé sont nulles. Pour commencer le tableau, il suffit d'écrire les deux premiers carrés et 1 avec leur différence première i et la différence seconde 2 trouvée directement.
On répétera la différence seconde constante 2 dans la troisième colonne autant que l'on voudra, et Ton dira, en calculant par lignes obliques, d'après la règle établie au n* 200: 2 et i..,3 et i../4; 2 et 5.. .5 et 4.. .9; 2 et 5.. .7 et 9. ..l'a; on continuant de cette manière on formera les carrés de& nombres entiers consécutifs,
2* Former les cubes des nombres entiers. Considérons la fonction « = aj' et donnons encore à a? les valeurs succès^ siveso, 1,2, 5... en progression arithmétique. La fonction étant du troisième degré, la différence troi^ème sera cen-
siante et égale à i.^.Zh^ ou 6. Pour comcneucer le tableau BOUS éerkona les trois preuûers cubes o, 1,8, d'où nous déduirons lès différeoces premières 1 et 7, et la différence seconde 6 ; mettant ensuite à la droite la différence troisième consfante 6 trouvée directement, on pourra effectuer le calcul des lignes obliques et obtenir les cubes de^ nombres entiers consécutifs.
la
3<» Trouver la somme des carrés des n premiers nombres. Considérons la suite des quantités
les différences premières sont les carrés consécutifs 1', 2%
5', ; il résulte de ce qui a été dit précédemment que
les différences secondes des différences premières, ou les différences troisièmes des nombres proposés, sont constantes et égales à 2 ; et par suite que les différences d'un ordre plus élevé sont nulles. Écrivons le commencement du tableau avec les trois premiers nombres ii^ , Wj , Uj ;
Att, = 1
^hl^z= 2.
Servons-nous maintenant de la formule (a) démontrée
au û» 201, formule qui exprime un terme quelconque u^ de la suite des nombres proposés au moyen du premier d'entre eux et de ses différences successives; ici les différences d'un ordre supérieur au troisième sont nulles ; le développement se réduira donc à ses quatre premiers termes, et Foiï aura
«^n==Wo + WAw^,4-
AX
et, en remplaçant les différences par leurs valeurs,
' 1.2 ' 1.2.3 6 à* Trouver la somme des cubes des n premiers nombres. Considérons la suite des quantités w*=o', u, = o'+i% Uj=o'*+i'+2',ti3=o' + i'+2'+3% .....; les différences premières sont les cubes consécutifs 1', 2', 3', , les différences troisièmes de ces différences premières, ou les différences quatrièmes des quantités proposées, sont constantes et égales à 6 ; les différences d'un ordre plus élevé sont nulles. On écrira le commencement du tableau avec les quatre premiers nombres
Wo = o^ Am^= 1 A*w^= 7 A*w^=i2 A*Wo=6.
Les différences d'un ordre supérieur au quatrième étant nulles, la formule se réduit à ses cinq premiers termes, et Ton a
AMj= 1
AX=ia
Ak,= 8
:1)as,
AX
A'tfo
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et, en remplaçaot les différences par leurs valears,
n^= n -I \- an(n— i)(n— a) H 7
On retrouve ainsi les formules déjà obtenues par d'autres moyens (n" 41 et 47) . Cette méthode permet de trouver avec la même facilité la somme des puissances quatrièmes, ou des puissances cinquièmes, ...^.9 des nombres entiers consécutifs.
Calcul des valeurs d'une fonction entière quand on donne à la variable des valeurs en progression arithmétique.
Gonirîdérons d'abord un polynôme du troisième degré
ti = ar^ -|- 3a?* — i7J? + 5.
Nous nous proposons de calculer les valeurs que prend ce polynôme pour les valeurs entières
positives ou négatives, données à la variable x. En substituant directement les trois nombres simples — i, o, + i, on obtient les trois résultats 24, 5, et — 8. Avec ces trois valeurs, on forme deux différences premières — i g et — 1 3, et une différence seconde 6. La fonction étant entière et du troisième degré, on sait que la différence troisième est constante et égale à i.a. S. A^^fc% c'est-à-dire à 6 dans l'exemple actuel; les différences d'ordre supérieur sont nulles. On peut donc prolonger le tableau indéfiniment par lignes obliques d'après la règle du n** 200, et obtenir les
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La prettùère colonue verticale contient les vateara de la variable x, la seconde les valeurs correspondantes de la fonction, et les suivantes les différences, comme à Fordinaire. La dernière colonne contient la différence troisième constante 6 que Ton répète indéfiniment. On calcule en
disant : 6 et 6 12 et — 13 — 1 et — 8,...« —9,
valeur de la tonction pour x==2. Recommençant alors une
nouvelle ligne oblique, on dit : 6 et 12 i8et — 1 17
et —9 8, valeur du polynôme pour 0?= 3, etc.
On peut aussi prolonger le tableau vers le haut et trouver les valeurs de la fonction pour a? ==5— 2, aî==— 5, etc. On remarque, en effet, que tout nombre du tableau est égal au nombre placé au-dessous de Jui^ moins celui qui est à ifoii$ du premier; car, de la relation générale
iHv déduU
le nombre ^»u^ égale le nombre A«*w«+i placé au-dessous de kii, moins le nombre A^*ifn qm est à sa droite.
valeurs du polynâiM pwr â^s:»,
iP=5, ete. Voici la du- |
position du tableau :
lao
On procédera donc de la manière suivante :
— la
La ligne horizontale inférieure contient la valeur de la fonction et ses différences successives pour a? =— 1, valeurs trouvées piécédemment, et Ton a répété la différence troisième constante 6. Si de la différence seconde 6 on retranche la différence troisième 6, on a la différence seconde qui correspond 4 x= — a ; si de la différence première — 19 on retranche la différence seconde o, on a la différence première — 1 9 qui correspond kx= — 2 ; enfin, si du nombre 24 on retranche cette différence première — 1 g, on obtient la valeur 43 du polynôme pour a?= — 2. On a formé de la sorte la seconde ligne horizontale au moyen de la première. De la seconde on déduira de même la troisième; on dira : o moins 6 donne — &;^ -* 19 moins
— 6 — ï3; 45 moins — 13 56; telle est la valeur du
polynôme pour 0? = — 3. Continuons encore : — 6 moins
6 — 12; — 13 moins — la.,... — i-, 56 moins— -1
57, valeur du polynôme pour a?= ^—4> et ainsi de suite. Le calcul se fait ici par lignes horizontales successives. Ordinairement ces deux tableaux sont réunis quand la place le permet, et constituent un seul et même tableau que Ton
202 IIYRS nh GHAP. I.
peut prolonger à volonté vers le bas par additions successives, vers le haut par soustractions.
Soit maintenant un polynôme du quatrième degré
On subsistuera directement à la place de x les quatre nombres — 1, 0, 1, 2, ce qui donne les quatre valeurs correspondantes — 13, 3, 7 — 19, avec lesquelles on forme trois différences premières 16, 4» —26, deux différences secondes — 12, — 3o,et une différence troisième —18; on connaît d'ailleurs la différence quatrième, qui est constante et égale à i.2.3.4*A0/i^ ou 24, puisque la fonction est du quatrième degré ; les différences suivantes sont nulles. Ou a ainsi tout ce qu'il faut pour pouvoir effectuer le calcul et le prolonger dans un sens ou dans l'autre.
— la
— ii3
207. Considérons, en général, une fonction entière u=f{x) du degré m; supposons que l'on donne à la va-
rîable m valeurs en progression arithmétique
^0^ ^o+*> ^o + aAi 7 x^+(m—i)h,
et que Ton connaisse les m valeurs correspondantes v
«0» ^i> Wj, , w«,j
de la fonction. Avec ces m valeurs, on formera m — i différences premières, m — 2 différences secondes, , et
enfin une différence de Tordre m— 1 . La fonction étant en- , tîère et du degré m, on sait que la différence d'ordre m est constante et égale à i. 2...,.wA<jft**, et que les différences suivantes sont nulles. On a ainsi tout ce qu'il faut pour calculer le tableau des différences; si Ton effectue le calcul par lignes obliques en descendant» on obtiendra les va<leurs de la fonction qui correspondent aux termes suivants x^ + m/t, a?o + (m + 1 ) fc,. . . , de la progression arithmétique ; si, au contraire, on remonte par lignes horizontales, on trouvera les valeurs qui correspondent aux termes précédents aj^—ft, x^ — 2ft, En résumé, le calcul de m valeurs par substitution directe suffit pour que Ton puisse trouver toutes les autres.
Il est à remarquer que la substitution directe d'un nombre a à la place de x s'effectue assez simplement d'après le procédé du n" 162. On opérera sans rien écrire comme si Ton voulait diviser le polynôme par x — a: le reste est le résultat cherché.
Signification géomélrique des différences du premier et du second ordre.
208. Suj>posons que Ton porte sur la ligne horizontale OX, à partir du point fixe 0, des longueurs OP^,, OP,, OP, , , égales aux valeurs a?^^ o^, , or,, . • • . . , que l'on donne
NLJij
Po Pi
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à la variable x et que Ton élëye des perpendiculaires ou ordonnées PoM^^, PiMj, P,M,,.., égales aux valeurs correspondantes w^^, u^ u,. . .
de la fonction. Si par les
points M^ , M, , on mène
des horizontales M^No^Mj^N^,..» jusqu'à la rencontre des ordonnées précédentes, on voit que les différences premières Ate^, Au^ ...... seront représentées par les longueurs
MoN<>, M^N^, affectées du signe + ou du signe — , suivant que les ordonnées vont en augmentant ou en diminuante Dans le cas où les valeurs de x sont en progression arithmétique, par les deux points M,, M^, faisons passer une droite jusqu'à hi rencontre de la première ordonnée en G^,; par les deux points M,, M,, une droite jusqu'à la rencontre de la seconde ordonnée en G^, et ainsi de suite; les longueurs M^Gq , MjGj , prises avec le signe + ou le signe —, représenteront les différences secondes A'wo» A*Wiv En effet, les triangles M^N^^G^, , M^N^M, sont égaux, et l'on a N,G,=M,N,=Aw,;doncM,G,=N,G,^MA=A«,-Au,= A'w^j , etc. Lorsque la différence seconde est positive, le point Gj^ est au-dessous de M^^ et la courbe tourne sa concavité vers le haut; c'est ce qui a lieu dans la première figure. Lorsque la différence seconde est négative» le point G^> est au-dessus de H^t et la courbe tourne sa concavité vers ]e bas ; c'est le cas de la seconde figure.
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Interpolation.
209. Supposons que Ton ait trouvé par un moyen quelconque les m+ 1 valeurs
que prend une fonction lorsqu'on donne à la variable m + » valeurs
Interpoler^ c'est trouver les valeurs de la fonction pour les valeurs intermédiaires de la variable.
Par exemple, on a calculé les logarithmes des nombres entiers de loooo à looooo. Interpoler, c'est trouver le logarithme d'un nombre fractionnaire compris dans l'un des intervalles.
Autre exemple : par des expériences directes, on a mesuré la tension maximum de la vapeur d'eau pour des températures de 10. en 10 degrés, depuis loo jusqu'à 200 degrés. Interpoler, c'est trouver la tension de la vapeur pour une température intermédiaire.
Le problème de l'interpolation n'est pas déterminé, parce qu'on ne connaît pas en général la nature de la fonction, mais seulement certaines valeurs particulières, et qu'il est imposible d'en déduire rigoureusement les autres valeurs; on conçoit, en effet, qu'il existe une infinité de fonctions qui prennent des valeurs données pour m + 1 valeurs de la variable, sans qu'elles se confondent pour cela dans les intervalles. Afin de bien mettre ceci en évidence, iinagi-
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nons que Ton représente les valeurs données de la fonction
par des ordonnées, et supposons que Von trace une courbe passant par les m+ i points M,,, Mj, M, ,...., ainsi ob* tenus ; l'ordonnée de cette courbe représentera une certaine fonction u = f{x) admettant les m + i valeurs données; si maintenant l'on donne à x une valeur inter^ médiaire OP quelconque et que Ton mesure la longueur de l'ordonnée correspondante MP, on aura la valeur cherchée de la fonction; la courbe tracée résout donc le problème de l'interpolation. Mais il est évident que par les m + 1 points donnés, on peut faire passer une infinité de courbes. Ces diverses courbes donneront pour la même valeur OP de X des valeurs différentes MP, M'P. Ainsi il y a indétermination. Si l'on emploie une courbe pour effectuer rinterpolation, ce qui est un moyen très-commode dans la pratique, on aura soin de la tracer aussi unie que possible, en évitant les sinuosités inutiles.
En algèbre, on effectue l'interpolation en cherchant une fonction entière du degré m qui admette les m + i valeurs données. Alors la question est complètement déterminée; nous démontrerons, en effet, qu'il existe toujours une fonction entière du degré m jouissant de ces propriétés, et qu'il n'en existe qu'une. Une fois cette fonction trouvée, on pourra calculer les valeurs qu'elle prend pour des va.
leurs intermédiaires quelconques de œ; maïs ces valeurs calculées ne doivent être considérées que comme des valeurs approchées de la fonction inconnue. On conçoit que les erreurs commises seront d'autant plus petites que le nombre des valeurs données sera plus grand et surtout que les intervalles seront plus petits.
Formule de Lagrange. *
210. La question que nous avons à résoudre est la suivante : trouver une fonction entière du degré m qui admette m+ 1 valeurs données
«o> ^iJ "«> > «-
pour m + 1 valeurs données
de la variable x.
Proposons-nous d'abord de déterminer une fonction entière du degré m qui prenne la valeur u^ pour x=x^i et
s'annule pour les m valeurs a?, , a?, , rc» de la variable x.
Ce polynôme entier du degré m, que nous désignerons par
X^, , devant admettre les m racines x^ , a?, , a?« , sera de
la forme
X^=: A^(X — X,)[X'-X^) (X — Xj.
On déterminera la constante A^ par la condition que le polynôme prenne la valeur u^ pour a;=a;^, ce qui donne la relation
Uq = Aq (Xq — x^i [Xq — x^j (Xç^ x^j ;
d'où
• (a?,— ar,)(x,— a?,) ..... (x, — x„)'
on aura donc
X _ {œ^x,){x—x,) (a?~arj ^
Proposons de même de déterminer une fonction entière du d(^ré m prenant la valeur u^ pour a? =0?^ et s' annulant pour les m valeurs x^^x^^x^^ a?», de la variable a?. Ce polynôme, que nous désignerons par X^, devant admettre les m racines a?^^ , a?, , a?j , x„,^ sera de la forme
et Ton déterminera la constante A^ par la condition que le polynôme prenne la valeur ti^ pour x == a?^, ce qui donne la relation
d'où
et par suite
* {^1 — ^o)(^i — ^sX^i— ^a) ••••■• (^i — ^fn) **
Nous formerons, suivant la même loi, une fonction entière Xj du degré m qui prenne la valeur w, pour x=x^ei
s'annule pour les m autres valeurs x^^x^^ a?,, x,„ de
la variable a:, etc. ; enfin une fonction entière X« du degré m prenant la valeur Wm pour M=:a:m et s'annulant pour les m autres valeurs x^j x^^ x^^ x^_^ de la variable x.
Revenons maintenant à la question proposée. Il s'agit de trouver une fonction entière du degré m qui admette les m + 1 valeurs données
pour Içs m+ 1 valeurs
de la variable x. Il est clair que la fonction
somme des m+ 1 fonctions précédentes, jouit des propriétés énoncées; car si Ton fait a; =0?^, la fonction X^ prenant ja
valeur u^ et chacune des autres X^ , X, , X,» s' annulant,
on aura u=Uq. De même si Ton fait ^=a?, , la fonction X^
prenant la valeur m, et chacune des autres X^, X, , .Xm
s' annulant, on a w = Mj; et ainsi de suite. Enfin, si Ton fait x=x„,, la fonction X^ prenant la valeur u„^ et chacune des autres s' annulant, on aura U£= u«,.
Ainsi la fonction cherchée u est donnée par la formule suivante, trouvée par Lagrange,
(x—x^){x-^x;\ (x-^-xJ ^^
211. Nous avons trouvé une fonction entière du* degré m jouissant des propriétés énoncées. On démontre aisément qu'il n'en existe qu'une, c'est-à-dire que si deux polynômes entiers du degré m sont égaux pour m + 1 valeurs de a?, ils sont identiques. Soient en effet,
Ax** + Bx*^' + H,
ces deux polynômes; en les retranchant l'un de l'autre, on aurait une équation du degré m
ayant m + i racines, ce qui est impossible. Il faut donc que les coefficients soient respectivement égaux, et alors les deux polynômes sont identiques.
Formule de Newton.
212. La formule de Lagrange est générale ; elle est vraie quelles que soient les m-f- 1 valeurs données à la variable; celle de Newton se rapporte spécialement au cas où ces valeurs sont en progression arithmétique.
Soient
a?oi ar^ + *i ^o^^^f a?o + wA, ir<j+ mh
les m + 1 valeurs données à la variable x;
«0, Wi, U^, ..... Wn, W«
les valeurs correspondantes de la fonction u. Avec ces wi+ 1 valeurs on peut former les m différences successives
Reprenons la formule (a) du n® 201 «n==«o+-K+-7;;- A u,+....+ ^—^ A II,,
qui exprime un terme quelconque de la suite proposée au moyen du premier et de ses n différences successives. Le second membre s'arrête à AX ; mais on peut, sans inconvénient, le prolonger jusqu'à A*"tiç et récrire de la manière suivante
(1) „, = a;. + -A«,+ -l^AX+
car les termes ajoutés ainsi, contenant le facteur n — n, sont nuls. Appelons a; un terme quelconque x^+nh de la progression arithmétique, et t* la valeur correspondante w^ de la fonction. Nous posons x=Xf^ + nh; il en résulte
n = — j--^. Si l'on remplace n par sa valeur dans l'équation (!}, il vient
On voit d'abord que le second membre de l'équation (B) est une fonction entière du degré m par rapport kx; carie second terme est du premier degré, le troisième du second,
; le dernier, étant un produit de m facteurs du
premier degré, est du degré m; ce terme du degré m, ne pouvant se réduire avec aucun autre, subsistera nécessairement dans le polynôme qui sera ainsi du degré m. On voit ensuite que cette fonction prend les m+ 1 valeurs données u^, Wj, u^ pour les m+i valeurs données
de x; car si dans cette fonction on remplace x par un terme quelconque x^+nh de la progression arithmétique,
ou — 7— ^parn, elle devient évidemment égale au second
membre de l'équation (l), c'est-à-dire à la quantité u».
Ainsi la formule (B) nous donne bien la fonction entière du degré m, qui, pour m -|- 1 valeurs données de x en progression arithmétique, prend les m+i valeurs données M^ , w^ ........ Mtn. C'est la formule d'interpolation de
Newton. Elle contient, non pas précisément les valeurs
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données de la fonction, noais les différences successives qu'on en déduit» et ceci est un grand avantage, parce que, ces différences diminuant très-rapidement, on se bornera dans la pratique aux premiers termes, et on négligera tous les autres.
213. Afin de simplifier, posons — 7—^=2» la formule (B) devient
Si Ton interpole dans le premier intervalle, c'est-àdire de x^kx^+ h, z est une fraction moindre que Funité.
Lorsque les différences d*un ordre supérieur au premier sont assez petites pour qu'on puisse les négliger, la formule se réduit à ses deux premiers termes
L'accroissement w—w^j d6 la fonction est proportionnel à Taccroîssement zde la variable ; on dit dans ce cas que l'on interpole par parties proportionnelles. C'est le mode trèssimple d'interpolation que l'on emploie quand, au moyen des tables de logarithmes, on cherche les logarithmes des nombres fractionnaires. Réciproquement, sî Ton veut trouver la valeur de la variable qui rend la fonction égale à une
quantité donnée 1*, on a z= — — ^.
Quand on conserve les deux premières différences, la
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formule d'interpolation devient
, z(js— i) .
Alors la question inverse se résout au moyen d'une équation du second degré» dont on calculera la racine comprise entre o et i , l'autre racine étant en général très-grande à cause de la petitesse du coefficient de jï' (i" partie, n* 160).
Exemples.
!• Trouver la fonction entière du troisième degré, qui admet les valeurs 5,-8^ — 9, 8, pour les quatre valeurs o, 1, 2, 3 de la variable. Le tableau des différences donne w^, = 5, AMç= — 13, AX=**^» ^X=6^ substituant dans la formule (B) , on a la fonction cherchée
t« = 5 — i3j; + 6a?(^— 1) -f-^^ — i)(a: — 2), ou, en ordonnant,
2* Trouver la fonction entière du quatrième degré qui admet les valeurs 1, — 13, 3, 7,-19, pour les cinq valeurs — », — 1 , o, 1 , 2 de j?. On formera les différences
u^= 1, Aw^=— 14, AX=3o, AX=— '4aj aX— a4,
que Ton substituera dans la formule (B) , ce qui donne
w== 1 — 14(0; + 2) + i5[x + 2)[X'\- 1) — 7{x+ 2)(x-f- ij-c + (x+2J(x+i)j;(a?— 1),
ou, eo ordonnant,
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S^* La fonction u=\ogx a pour différences successives
A'M=log(a?-f-2A) — alog{x-f-A)+loga:=log(i -] j — alog( i +-)
A'M = log(a(r+3A) — 3log{a: + 2A) + 3Iog(j: + A) — loga?
Pour/i=i etx=iooo, on a
A u = o,oooo4 34270 76863, A'w = — 0,00000 00043 42076 , ùk^u 1= 0^00000 00000 00868.
On voit que les différences décroissent très-rapidement; la différence seconde étant moindre que Tunité du huitième ordre décimal, on peut la négliger lorsqu'on prend les logarithmes avec sept décimales, comme cela a lieu avec les tables de Gallet, et interpoler par parties proportionnelles.
Limite des racines d'une équation algébrique.
214. Nous avons déjà indiqué (n* 185) une manière de trouver une limite supérieure des racines d'une équation algébrique. La méthode des différences fournit aussi une limite. Imaginons que. la fonction entière u=^f(x) du degré m soit représentée par la formule (B)
comme nous venoDS de l'expliquer, et supposons que toutes les quantité^
soient positives, la raison h de la progression élant aussi positive. Si Ton donne à la variable x une valeur supérieure h,x^ + (m — i)ft, tous les facteurs binômes que renferme le second membre deviendront positifs; car le dernier
qui est le plus petit d'entre eux, acquiert alors une valeur positive; la fonction étant une somme de termes positifs, a nécessairement une valeur positive. Il en est de même si l'on donne à a? la valeur x^ + {m — i)hi car cette valeur, annulant le dernier facteur binôme et par conséquent le dernier terme, mais laissant positifs tous les autres, le polynôme sera encore une somme de termes positifs. Ainsi, X croissant indéfiniment à partir de x^'{'{m — i)fc, la fonction conservera toujours une valeur positive sans devenir nulle; donc Téquation /'(a;)=o n'a pas de racine positive égale ou supérieure à la quantité a?j,+ (^ — 0'*- Omette quantité est une limite supérieure des racines positives de l'équation; on donne en général ce nom à toute quantité positive plus grande que la plus grande raison positive.
Dans l'exemple du n* 205, nous voyons que, pour a?= 5, le polynôme a une valeur positive 8 et que les différences correspondantes 4 1 9 3o, 6 sont aussi positives. En faisant fc = 1 et ûpQ = 3 dans la foi*mule x^ + (m — i)ft, on en condut que 5 est une limite supérieure des racines de Téquation
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De Blême, dans Fcxempïe du n* 206, nous voyons que pour 07=6 le polynôme a une valeur positive 5;, et que toutes les différences correspondantes sont aussi positives; car, pour les former» on n'ai^rait à additionner que des quantités positives. Le degré m étant ici égal à 4» on en conclut que 6 + 3 ou 9 est une limite supérieure des racines de Téquatioa
Mais le groupement des termes fournit en général une limite moins élevée. Si Ton écrit les deux équations précédentes sous la forme
it [x^ -{-Sx — 17) 4- S^ = 0, ^
on reconnaît que 5 est une limite supérieiu^e des raciœsde la pçemière, 7 une limite supérieure des racines de la seconde.
215. Le tableau des différences donne aussi une limite inférieure des racines. Supposons que, pour la valeur x^ attribuée à la variable a?, la suite des quantités
présente des signes alternés; je dis que x^ est une linaîte inférieure des racines de l'équation. Car si Ton donne à x une valeur plus petite que x^ en valeur relative, chacun des facteurs
X --— Xr. X — *• Xq X *'— • Xq
ayant une valeur négative, tous les termes de la formule (B)
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Dût le natoie signe ; donc le polyodme conserre toi»joer» le même sîgûe quand x tarie de d?,, à — o», et par eoMéquem x^ est une limite inférieure des racines. Dans les exemples précédents» — 6 et — a sont des limites inférieures.
CHAPITRE IIL
CALCUL DE^ RACINES HfCOftfMENSURABLES DE» ÉQUATIONS AEGÉBRIQUEé.
Équation iu troisième degré. '
216. Nous avons indiqué (liv. VI, ch. 4) la manière de ttoufer les racines commensurables d'une équation algébrique. Occupons-nous tnaintenant du calcul des raciues încommensurables. La première chose à faire est de séparer les racines, c'est-à-dire de former des intervalles Comprenant le» racines'réelles de Téquation, de manière qu'il r'v ait qu'une racine dans chaque intervalle. Pour effectuer la séparation des racines, on sub^itue ordinairement des nombres équidistanls, et quand il s'agit d'une équation algébrique, on abrège beaucoup les calculs par le moyen des différences.
Reprenons T équation du troisième degré
x^ + ou:* — lyx -j- 5 = o.
La règle de Bescartes montre* que cefté équation a une ràdue réelle négative, et 2éro ou deux racines posi(ives. Kn
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substituant âiréctenient les trois nombres — i, o, + ii et continuant le calcul par les différences, comme nous TavoDs expliqué au n* 205, on obtient le tabletiu suivant :
Lepolynôme ayant des valeurs de signes contraires pour a? =0 et a: =1, on en conclut qu'une première racine réelle positive est comprise entre o et i ; la seconde racine positive est comprise entre 2 et 5; la racine négative entre — 6 et — 5. L'équation proposée a ses trois racines réelles, et ces racines sont séparées.
On a ainsi les racines à moins d*une unité près. Pour avoir Tune d'elles à un dixième près, on substituera des nombres équidistants d'un dixième dans Tintervalle qui la comprend. Par exemple, pour trouver la racine comprise entre 2 et 3, on substituera des nombres équidistants d'un dixième entre 2 à 3. On pourrait substituer directement trois nombres 2 ; 2 , i ; 2 , 2 ^ puis continuer par les différences ; mais on évite la substitution directe des deux nombres 2,1 et 2,2 qui entraînerait à des calculs assez longs, en
RACINES mCOMMENSCBABLES. S09
cherchant les différences successives qui se rapportent à âT=2 quand la racine de la progression arithmétique devient égale à — et déduisant ces nouvelles différences des
premières.
217. Voici une manière simple d'effectuer ce calcul pour le cas spécial du troisième degré.
Soit f(x) un polynôme du troisième degré. On a, d'après ce qui a été dit au n® 204 ,
Uf[x) = h^f\x) + fix) ^ + r"W j;^] = hax), A»/(*) = A«[/;'(*)+/',"(x) j^] = AY,(*),
Le polynôme f^{x) est ici du second degré, et le polynôme f^{x) du premier degré. Si l'on remplace les dérivées de ces polynômes par leurs valeurs,
m=mx)=r{x).
il vient
A f{x) = f'(x)h -f -ffl- A* + ffl h\
La différence troisième est constante. La seconde exprès^ sion peut êti'e remplacée par une autre plus simple; car on a par définition
AY(^ - A) = AY(x) - aY(x - A) ,
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d'où Y(m déduit
AY(x — A) = AY (x) — AY(a^ — À) = /"'(^r)**.
n en résulte finalement les relations suivantes :
AAW = A W^ + • 1 r '^'Y^*
Nous femarquons que f"'(x)h^ égale la différence troisième, que /'"(^)fc* égale la différence seconde antérieure, c'est-à-dire celle -qui correspond kx — ft, et que, pour trouver f(x)h^ il faut de la différence première retrancher la moitié de la différence seconde antérieure, et le sixième de la différence troisième.
Supposons maintenant que la raison de la progression arithmétique devienne dix fois plus petite, c'est-à-dire égale
à — , et désignons par 8 les différences qui correspondent
à cette nouvelle progression; pour trouver ces nouvelles différences, il sufllra, dans les expressions précédentes, de
remplacer la lettre A par 8 et h par — , ce qui donne
lOOO 1000
f''[x}h* AYt-^ - h]
00 JOO
La comparaison de ces formules avec les précédentes nous donne les règles suivantes ? 1» On obtient la nouvelle diffé-
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rence troisième en divisûtu par i ooq Ï ancienne différence troi^ sième. 2"" On obtient la nomelle différence seconde antérieure en divisant par loo t ancienne différence seconde antérieure. 3** Pour trouer la nouvelle différence première^ de Vancienné différence première retranchez la moitié de Vancienné dif-* férence seconde antérieure et le sixième de la différence troi^ sième^ divisez le résultat par lo et ajoutez^y la moitié de la nouvelle différence seconde antérieure et le sixième de la dif^ férence troisième*
Exemple I. Appliquons cette méthode à Téquation
Cette équation a une racine comprise entre et 1 ; pour calculer cette racine à un dixième près, nous supposerons que la raison de la progression arithmétique, qui était
l'unité, devienne égale à — , et nous formerons le tableau
suivant :
Nous supposons ici que, dans lés formules de transformation, a? = o. En divisaiU par 1000 l'ancienne différence troisième 6, on a la nouvelle 0,006; l'ancienne différence seconde antérieure 6, celle qui correspond à a? = — i, di-
visée par loo, donne la nouvelle différence seconde antérieure 0,06, celle qui correspond à — 0,1. Si de l'ancienne différence première — iS, on retranche 3 + i=4, c'està-dire la moitié de la différence seconde antérieure 6 et le sixième de la différence troisième 6, on a —17, valeur de f(o); divisant ce résultat par 10 et à - i»7» ajoutant o,o5 + 0,001 =o,o3i , c'est-à-dire la moitié de la nouvelle différence seconde cintérieure 0,06 et le sixième de la différence troisième 0,006, on a la nouvelle différence première — 1,669. Avec cela on peut continuer le tableau. On voit que la racine est comprise entre o,5 et o4*
Si l'on veut obtenir cette racine à un centième près, oii partagera l'iulervalle de 0, 5 à 0,4 en dix parties égales;
la raison de la progression arithmétique, qui était —, de-
vient égale à ; on déduira donc les nouvelles dîffé-
rencês des précédentes d'après la règle énoncée.
-o,iooo52
-148909 -i48iâ3
Les nouvelles différences renferment six chiffres décimaux; pour abréger, nous les écrivons en transportant la virgule de six rangs vers la droite. La racine est comprise entre o,3i eto»32.
Pour avoir la racine à un millième près, on partagera en dix parties égales l'intervalle de o,3i à o,39, et des der*
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nières différences on déduira les nouvelles d'après le même procédé.
o,5io
— i483ao3i
— o,oiia5a8o6
La racine est comprise entre o,3i S et o,Si4*
219. Exemple IL Dans l'exemple précédent, les racines ont été séparées par la substitution des nombres entiers ; mais il n'en est pas toujours ainsi. Dans ce cas, on examine dans quel intervalle sont situées les racines qui n'ont pas été «séparées, et l'oir partage cet intervalle en dix parties égales. Soit l'équation
Le tableau de substitution des nombres entiers
ta
— la
la
la
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ne présente qu'un changement de signe, de —Sa— -4; il y a une racine négative dans cet intervalle; d'ailleurs, l'équation transformée en— a; n'ayant qu'une variation, l'équation proposée n'admet pas d'autre racine négative. La condition de réalité des racines (n° 194) étant ici satisfaite, il en résulte que l'équation a deux racines positivesi mais elles ne sont pas encore séparées. Tous les nombres entiers positifs donnent en effet au polynôme des valeurs positives; on le reconnaît dès que a? = i; car lorsqu'on arrive à une ligne oblique composée de nombres positifs, les calculs suivants, consistant à ajouter les uns aux autres des nombres positifs, conduiront toujours à des résultats positifs. D'ailleurs la valeur du polynôme pour a;=i, et les différences correspondantes étant positives, le nombre 3 est une limite supérieure des racines ; ainsi les deux racines positives sont comprises entre o et 3, et elles sont toutes les deux situées dans le même intervalle; il s'agit de voir dans lequel. Considérons pour cela l'équation
que Ton obtient en égalant à zérq la dérivée du premier membre de l'équation proposée; nous savons (n* 190) qu'entre les deux racines positives de l'équation proposée, il y a une racine de la dérivée-, cette racine est la racine
positive l/i, supérieure à i, mais. inférieure à 2. L'intervalle qui comprend les deux racines cherchées, devant comprendre aussi la quantité 4/7 est celui de 1 à 2. Afln
de séparer les racines, nous partagerons cet intervalle en dix parties égales.
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+ ai
+ o,oi3
0,ft32
On voit que Tune des racines est comprise entre 1 ,3 et 1 ,4i Tautre entre 1 ,6 et i ,7.
Voici le calcul de ces deux racines à un centième près :
— i8ia3
La première racine est comprise entre i,S5 et 1,06.
Comme la seconde racine est beaucoup plus près de 1,7 que de 1,6, parce que la première valeur donne au polynôme une valeur absolue beaucoup plus petite que la seconde, on abrégera les calculs en partant de 1,7 et rétro* gradant
— 0,003191 -]-o,oi3ooo
La seconde racine est comprise entre 1,69 et 1,70.
Exemple III. Soit Téquation
f[x) =x^ — aa?* +, 5«^ — 7 =^ o.
La substitution des nombres entiers ne donne qu'un changement de signe, de 1 à a. L'équaiion
ayant ses racines imaginaires, réquation proposée n'a qu'une racine r^eUe, et elle est comprise eatre 1 et a. Exemple IV. L'équation
f[x) = x' -^ 4"^^ + 5jî — 7 =
n*a pas de racine négative ^ la substitution des nombres entiers positifs ne donne qu'un changement de signe, de 3 à 4» L'équation
f (a?) = 5a:» — 8ir -f- 5 =
a ses racines réelles 1 et -=. Si l'équation proposée avait ses o
trois racines réelles, la plus petite racine 1 de la dérivée
devrait donner un résultat positif, la plus grande -= un
résultat négatif; la valeur du polynôme pourx=i étant
négative, on en conclut que l'équation proposée n'a qu'une
raQine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et 4.
Exemple Y. La substitution des nombres entiers dans le
premier membre de l'équation
/"(x) =0 ayanUses deux racines, ^':
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ne donue qu'un changeaient de signe de i à 2. L'équation
- 4 ''^— 4""' réelles et comprises entre o et 1. Si Véquation proposée avait ses trois racines réelles, deux racines seraient comprises entre o et 1. Mais on peut écrire
Le polynôme du second degré 4^* — 3^ + 1 ayant ses racines imaginaires, est toujours positif; on voit donc que, quand x varie de o à 1 , le polynôme proposé reste constamment négatif. Ce polynôme n'admet donc qu'une racine réelle, et cette racine est comprise entre 1 et 3 .
ExEUBLE VL Considérons encore l'équation
f[x) = ar* + I la?* — 102a; + i8i = o.
Substituons d'abord les nombres entiers :
L'équation transformée en — x n'ayant qu'une variation, l'équation proposée a une racine négative et une seule; en prolongeant le tableau vers le haut, on verrait qu'elle est comprise entre — 17 et — 18. Les deux autres racines seront réelles et positives, ou imaginaires. Les npmbres entiers positifs donnent tous des résultats positifs ; car, dès a;=9, on n'a que des nombres positifs à ajouter. Ainsi les
aa
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deux racines positives, si elles existent, seront comprises dans le même intervalle. Pour reconnaître cet intervalle , on examinera les racines de l'équation
fi^x) = 3j?* + 22a? — 102 = o ,
qui sont réelles, Tune positive, l'autre négative* La racine
positive (t =
— ii + v/4i7_
5,22.». devant être com-
prise entre les deux racines positives de V équation proposée, on en conclut quoi^ si féquation proposée admet des racines positives, elles seront comprises entre 5- et 4* PaJ^tageons cet intervalle en dix parties égales :
o>3ai
Il est inutile de prolonger le tableau; car, arrivé à 3,2, on n'a que des nombres positifs à ajouter; ainsi il n'y a pas de changement de signe, et les deux racines sont encore renfermées dans le même intervalle. D'après la valeur de x' cet intervalle est celui de 3,i à 3,3; nous le partageons en dix parties égales :
— o,ooi352
Il existe effectivement deux racines réelles et positives, Tune comprise entre 3,21 et 5,22, l'autre entre 5,22 et 3,23.
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Êqualiom d'un degré quelconque.
222* La Ddétlïode dont nous avons fait usage pour séparer les racines d'une équation du troisième degré et les calculer avec une approxiaiation aussi grande qu'on veut, s'applique aux équations d'un degré quelconque. Après avoir isubstitué les nombres entiers, on partagera en dix parties égales les intervalles qui peuvent comprendre des racines, puis en dix parties égales les nouveaux intervalles, et ainsi de suite.
Établissons d'abord les formules générales au moyen desquelles on peut des anciennes différences déduire les nouvelles. Soient ft et h* les racines des deux progressions
arithmétiques, fc leur rapport — ; nousdé&îgneronspar A les
différences qui se rapportent à la première raison ft, par S celles qui se rapportent à la nouvelle raison ft'. La fonction entière du degré m peut être considérée comme déterminée, soit par les valeurs qui correspondent à m + 1 termes
x^y x^+ A, x^ + aA, , x^-^-mh.
de la première progression, soit par celf^ qui correspondent k m + \ termes
^of ^a + A'» ^o + ^'r > x^ + mh'
de la seconde; elle sera donc représentée par l'une ou l'autre des deux formules
Si Ton pose pour abréger — r— ^ = 5 , d'où — -n-^ = i » ces deux formules deviennent
(I) W= Wo+ 2AW, + 2(Z^ 07-^+
Ces deux expressions représentant le même polynôme, si on les ordonne par rapport aux puissances de la variable z, les coefficients des mêmes puissances de z doivent être égaux de part et d'autres ; en égalant ces coefficients, on obtiendra des relations entre les anciennes différences et les nouvelles, qui permettront de calculer ces dernières au moyen des premières.
223, Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une équation du quatrième degré; les formules (i) et (2) se réduisent à
M === tt, + zAw, + z(a — 1) --^ + 2(2 -- i)(z — a) — î^
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L'identification donne les relations
8«_S»-f-~8*=A;»/'A« — A« + — aA,
Ces équations sont du premier degré; la première donnera 8*, la seconde 8*, la troisième 8S la quatrième 8.
22â. Exemple VU. Considérons l'équation du quatrième degré (n» 206)
Le tableau de substitution des nombres entiers
— aC
— ii3
ia6
montre que l'équation a deux racines^positiyes : une entre
asâ LivftË^H, tiHAt>. m.
1 et 2, une autre eutrfe 5 et 6; comme elle ne présente que deux variations, elle n'a pas d'autre racine positive.
Pour obtedir ces deux racines à naoins d'Un dixième, nous partagerons chacun des deux intervalles en dix parties égales, et nous calculerons les nôUVèlles différences au moyen des formules précédentes
Q,4oi6
La première racine est comprise entre 1,4 et i^â^
La seconde étant plus près de 6 que de 5^ nous effectuerons le calcul en remontant.
Il52
Oette sedonde racine est comprise entre 5,7 et 5,8.
L'èquatiotl proposée a d'ailleurs deux racines négatives : une comprise entre et — i, ratitre entre — 1 et — 2, On les calculerait de la même manière.
Exemple VIIL Soit l'équation
La transformée en *-^îi*afant pas de variation, Téqua-
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tioQ n'ft pas d^ racip§ négative; elle pçut avoir o ou 2, ou 4 racines positives, La substitatiop des nombres entiers positifs
ne présente pas de variation. L'équation
f\x) p? gaa?' — » 1 205?* + * 14^ "- 40 = Q n'a qu'une racine réelle, et elle est comprise entre 2 et 3. On en conclut que Téquation proposée ne poui:;ra avoir au plus que deux racines réelles positives; si elles existent, elles seront comprises entre 2 et 3. On partagera donc cet intervalle entre dix partie.8 égales.
fi»
-6,2 i§a ■^9,a6oo ^7j»39a
-3,485(1 .3,i5Qa »e,^2^ ^1,9420
rt^Q30i
5,1 lOQ
yOOQ
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Ainsi Téquation a deux racines réelles positives, et comprises, Tune entre 2,1 et 2,2, Tautre entre 2,8 et 2,9.
226, Exemple IX. Soit T équation A Tinspection du tableau des différences
— la
on voit que l'équation admet deux racines positives, et comprises, l'une entre 1 et 2, l'autre entre 3 et 4; elle n'admet pas d'autres racines positives, puisque son premier membre ne présente que deux variations. La transformée en — X présentant deux variations, l'équation peut avoir deux racines négatives ; mais comme — 1 est une linjite inférieure des racines réelles, les racines négatives devraient être comprises entre et —1 5 or, dans cet intervalle, les deux premiers termes étant positifs, ainsi que la partie ic+4, le polynôme reste constamment positif; l'équation n'admet donc pas de racines négatives,
227. Exemple X. Considérons comme dernier exemple l'équation du cinquième degré
x^ — Sa:' -f a' — Sx— 10 == o.
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Le tableau des différences
— lO
montre que Téquation a deux racines négatives et comprises, Tune entre o et —1, l'autre entre —-2 et — 5; la transfor* mée en — a? ne présentant que deux variations, l'équation n'a pas d'autre racine négative. Quant aux racines positives, il y en a une entre 2 et 3 ; comme le premier membre de l'équation présente trois variations, il peut y avoir deux autres racines positives. D'après le tableau des différences, 3 + 4 ou 7 est une limite supérieure; mais si nous groupons les termes de cette manière
(x* — ix^ — 8;zr— io)4-^' = o,
nous trouvons une limite supérieure 3 beaucoup moins élevée. En mettant l'équation sous la forme
.— ar»{4 — a?*)— a?(8
•û?*) — io=p,
nous voyons que le premier membre reste constamment négatif, quand x varie de à 2. Il est donc à* examiner si l'équation peut avoir trois racines entre 2 et 5. Si Ton écrit la dérivée
èâ6 tivhE m, CMAP, lîi.
sous là forme
(5a;* *— gx* ~ 8) + M?,
on voit que s est une limite supérieure des racines de cette dérivée. Ainsi l'équation proposée n'admet qu'une racine positive,
228, Dans les exemples précédents, nous avons réussi à séparer les racines en substituant des valeurs équidistantes et nous aidant de la considération de la dérivée. Nous supposons que l'on s'est assuré d'avance que le polyliôme proposé et sa dérivée n* admettent pas de racines égales. On arrivera toujours avec certitude à la séparation d^ racines Bi Vou poussa a«sei loin les «ubdiviflioo8« Poor 1^ faire voir, nous nous «erviroas de la formule
que Ton déduit de la formule générale (5) démontrée au fi"" 137^ en s'arrëtant aux deux premiers termes»
De quelque mapière que «oient distribuées les racines réelles du polynôme f{x) et celles de sa dérivée /"(a^» nous pouvons imaginer des intervalles
tels que chacun d'eux ne comprenne aucune racine du polynôme proposé, ou bien en comprenne une sans en comprendre aucune de la dérivée. Considérons d'abord un intervalle ne comprenant aucune racine du polynôme proposé, par (exemple l'intervalle de a:' à a?". Appelons m une quantité positive inférieure à la plus petite valeur absolue du polynôme ^(ic) , quand x varie de x* à aT, et M' une quantité supérieure à la plus grande valeur absolue de la dérivée f{x) dans le même intervalle. Subdivisons Tinter-
vâlle oé^—x^ en parties égales à A, et plus petites que ^,
Déftignonf par a^ et ^o+A deax terme» consécutifs d^ ia progf^auiioa mtbmétiquef et posonsa;s:a;o+o^; on ^
• A^) = fi^, + 4= /I^o) + «A^o + Q«)-
Qnftfid j» varie de x^kx^+h^ a varie de 6 à ft ; le seeond terme «^'(a?o4"^<^) ^^^ plus petit que AM' ou que m» et par suite plu« petit que f[x^^ en valeur absolue. Ainsi, dans ctaaoun des intervalles partiels, le premier terme f{x>i est plus grand que le second en valeur absolue.
Réciproquement, si la valeur absolue de f{x^ est plus grande que la plus grande valeur absolue de hf\x)^ quand « varie de x^kx^^ fc, il est clair que de â?^ à a?^ + ft le polynôme f{x) conservera le signe de son premier terme /(a?^), et que par conséquent il n'y aura aucune racine dans cet in* tervalle,
'Considérons, maintenant un intervalle comprenant une
racine du polynôme, et une seule, et de plus ne eompre-
fMmt aueune racine de la dérivée, par exemple Tintervalie
éeaf kaf". On appliquera à la dérivée ce que nous avons
dit du polynôme proposé. Appelons m' une quantité positive
inférieure à la plus petite valeur absolue de la dérivée ^' {x) ,
quand x varie de xf' à x"\ et M" une quantité supérieure à la
plus grande valeur absolue de la seconde dérivée f"{x)
dans le même intervalle. Subdivisons l'intervalle a^" — aî"
m' 0u parties égate» à A et fhs prîtes que irp. Soient iU)u*^
jours Xq et 37^ + li deux termes consécutifs de la progression arithmétique, et posons a;=a*o + a, on a
Quand x varie de x^b, x^-^h^a varie de o à ft; le second terme ^fix^ + ^cf) est plus petit que hU" ou que m', et par suite plus petit que fXx^) en valeur absolue. Ainsi, dans chacun des intervalles partiels, le premier terme fix^) est plus grand que le second en valeur absolue.
Réciproquement, si la valeur absolue de f{x^) est plus grande que la plus grande valeur de hfXx)^ quand a? varie de x^ à aî^j+.ft, la dérivée f{x) n'a aucune racine dans cet intervalle. Si les deux quantités f[x^^ A^o + '^) ^^^ ^^ même signe, le polynôme proposé f{x) n'admet aucune racine entre x^ et x^-^h; si ces deux quantités ont des signes contraires, le polynôme admet une racine, et une seule.
On conclut de ce qui précède que Ton arrivera à une progression arithmétique ayant Une raison h assez petite pour que, dans chaque intervalle partiel, f{x^ soit plus grand que hf[x)^ ou f{x^ plus grand queft/'"(ir) en valeur absolue. Les intervalles qui présentent le premier caractère ne comprennent aucune racine du polynôme proposé. Les intervalles qui présentent le second caractère comprennent zéro ou une racine, suivant que f{x^ et/(a?^ + A) oi^t te même signe ou des signes contraires. De cette manière, les racines du polynôme proposé seront certainement séparées.
229. On procédera donc de la manière suivante : après avoir substitué des nombres équidistants (par exemple les nombres entiers consécutifs) , depuis la limite inférieure à la limite supérieure des racines réelles, on examinera séparément chacun des intervalles. Considérons un intervalle présentant un changement de signe ; si l'on reconnaît que la valeur absolue de f'[x^ est plus grande que celle de
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hf"{x)y quand x varie de x^^kx^^ + h, on en conclura que l'intervalle ne comprend qu'une racine. Si cette condition n'est pas remplie, ou du moins si Ton ne peut pas reconnaître qu'elle est remplie > il faudra subdiviser l'intervalle en dix parties égales. Considérons maintenant un intervalle qui ne présente pas de changement de signe ; si Ton reconnaît que la valeur absolue de [{x^) est plus grande que celle de hf'{x), on en conclura qu'il n'y a aucune racine dans l'intervalle; ce caractère échappant, on examinera si la valeur absolue de f'{x^) est plus grande que celle de hf{x)^ ce qui permettra encore de conclure qu'il n'y a aucune racine dans l'intervalle. Quand aucun de ces deux caractères ne se manifestera, ou du moins quand on ne pourra en reconnaître aucun, il faudra subdiviser l'intervalle en dix parties égales.
Pour appliquer la méthode précédente, il faut savoir trouver un nombre égal ou supérieur à la plus grande valeur absolue du polynôme f{x) ovLf{x)^ quand x varie de x^ à a?o + ^« Ceci n'offre aucune difficulté dans la pratique; au reste, voici un moyen qui réussit toujours : que l'on prenne tous les termes positivement, et que l'on remplace a? par le plus grand des deux nombres x^ eix^ + h en valeur absolue, on obtiendra une quantité positive plus grande que la valeur absolue du polynôme dans l'intervalle considéré.
Les remarques précédentes, qui permettent d'opérer avec certitude la séparation des racines par des substitutions dans le polynôme proposé et sa dérivée, m'ont été communiquées par M. Bouquet,
980 UY«£ vu 4 cnuf. iv.
CHAPlTfiE IV.
MÉTHODES d'approximation.
Mithode pat interpolation,
280. Quand on a obtenu une racirfé d'une équation avee tin certain degré d' approximation, par exemple à un dixième ou à un centième près, on peut en déduire aisément une iraleur beaucoup plus approchée. La naéthode la plus dîmple est celle d'interpolation. Soit u=f{x) le premier membre de l'équation ; on a trouvé deux valeurs x^ ei x^-^-h qui comprennent une racine et une seule. Reprenons la fofibule (n* 213)
jj z{i — z)
Nous cherchons la valeur de xonà^ z qui annule la fgaïQ'o ^n ; nous aiuons donc pour détern2ii»<eF p r<^iiatiail
que Ton résoudra par approximations successives. En effet, la raison h étant très-petite, les différences successives diminuent très-rapidement; si l'on néglige les différences d'un ordre supérieur au premier, on a Téquatiou du premier degré
d'où l'on déduit la valeur approchée
Lu
MÉTHODES d'aPHIOXIMATION. S81
On peut mettre l'équation (1) sous la forme
L'erreur commise quand on prend pour z la valeur
approchée — -t-^ est exprimée par la parenthèse ; pour se
rendre compte de Terreur, on évaluera rapidement et par excès cette parenthèse.
Si Ton voulait une approximation plus grande, on remplacerait dans la parenthèse z par la première valeur appro-
u chée — T-j-*, ce qui donnerait une eecotide valeur plus
approchée tjût la précédente, et ainsi de suite.
231. Quand il s!agit d'une équation du troisième degré. Terreur commise e a pour expression
i.a AWq 1.2.3 AWq*
Si les deux difTérences ^\ et A'm^ ont le même signe, les deux termes ayant des sîgnçs contraires, on négligera le second terme, qui est en général beaucoup plus petit que le preiniiet-, et on dira que f erreur, en valeur absolue, est inoindre-
qjae ~. — - -r— 5. Le produit 2(1 — z) ayant sa valeur maximum pour z=—, est plus petit que-, ce qui donne
pour limite supérieure de Terreur- -j— ^.
Si les deux différences H^u, et A^l*^ ont des signes contraires, les deux termes ayant le ifiéme signe et le facteur 2 — z étant plus petit que «^ T^erreur en valeur absolue
est moindre que
AWo\ 2 3 /•
4^Wo
Pour une équation du degré m, Terreur est moindre que la somme des valeurs absolues des termes de l'expression
4Aw,V a "^ 3
Considérons Téquation du troisième degré,
dont nous avons calculé la plus petite racine positive à un millième près (n^ 218). Supposons d'abord que nous n'ayons pas été plus loin que les dixièmes par les différences^ la racine est comprise entre o,3 et 0,4.
Nous avons la correction approchée
L'erreur est négative et moindre en valeur absolue que
Ainsi la valeur de z est comprise entre o^iSi et 0,1 36. Comme nous avons pris dans le calcul de z le dixième pour unité, la correction sera 0,01 3, et Ton aura la première racine 6,313 avec trois chiffres décimaux exacts, par défaut.
Nous avons poussé le calcul de cette première racine jusqu'aux millièmes par les différences. La formule de correction approchée donne
MÉTHODES d'approximation. 833
L'erreur est négative et moindre en valeur absolue que
On prendra donc « = 0,2409, ce qui donne la racine 0,3 132409 avec sept décimales exactes, par défaut.
Considérons maintenant l'équation du quatrième degré
ar* — 5a:' r— 7a?* + i5a: + 3=o,
dont nous avons calculé les racines positives à un dixième près (n* 224). Pour la première racine, la méthode d'interpolation nous donne la correction
o,&oi6 __
L'erreur commise est
jg(i--z)(2 — z)(5 — z) 24 '
négligeant le dernier terme, qui est négatif, on voit qu'elle est positive et moindre que
Ainsi la valeur de z est comprise entre 0,1 63 et 0,180. On prendra 0,17, ce qui donne la racine a? =1,4 17 à moins d'un millième près.
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Méthode de Newton.
233. Voici une autre méthode d'approximation, connue sous le nom de méthode de Newton. Supposons toyjour» qu'une racine, et une seule, soit cgraprise entre iP^ et a?^+ A. Représentons cette racine par «^ + *» ^ étant plus petit que A, et développons fix^^a) suivant la loi eoncufi»
A^o + «)=/'W+r(iPo)7+r(^.)— + ;
DOUA auroos pour déterminer Tipconnue «( Téqu^tiQ»
(3) o=f{x,)+r{x,)a^rM^^. , . , ,
L'inconnue a étant une quantité très-petite, on pourra négliger les puissances supérieures à la première, et Ton aura Téquation du premier degré
d'où l'on déduit la valeur approchée
On peut écrire l'équation (3) sow la forme
L'erreur commise quand çn prend h valeur appro-
dée ~ i jr-^ est exprimée p^r la parenthèse ; pour m
rendre compte de Terreur, on évaluera rapidement et p«f excès cette parenthèse.
MitHObK DE NEWTON. SS5
28ft. Mftia on peut obtenir une expression beaucoup plus simple du reste. La formule générale démontrée att n» 187» si Ton s'arrête à la seconde dérivée, donne
Où aura donc pour âéterminer l'iDconaue a l'équation
qu« l'on p«at écnre sotui 1« foroi«
rK) » A*.)
Si Ton prend la valeur approchée otap^^^ W)^ TeîTWr commise a pour expression
Pour évaluer cette erreur, on remplacera f'\x^+^(i) par la plus grande valeur absolue de la seconde dérivée f^'(x) ? quand x varie de x^hx^ + h.
f"(T \ ^rt\
La qyantite ^-^. V , ^ est ordinairement plus petite que
ruoiti, et par conséquent Terreur commise mcHndre que «^. Ainsi l'application de cette méthode double en général le nombre des chiffres décimaux exacts ^ par exemple, si h est moindre que o,ooi, Terreur commise sera en général moindre que o,oooooi; on connaissait la racine avec troia chiffres décimaux exacts ; on Ta maintenant avec six chiffres décimaux. On peut répéter Topération plusieurs fois, en se servant de la valeur donnée par une première opération pour en déduire une valeur plus approchée, etc.
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Nous avons supposé, dans ce qui précède, la valeur x^ approchée par défaut; les mêmes raisonnements et les mêmes formules s'appliquent au cas où elle est approchée par excès; il suffit de rendre h négative.
235. Les deux méthodes d'approximation précédentes ont une signification géométrique très-simple. Représentons par deux ordonnées AG et BD les valeurs de signes contraires du polynôme pour 55= â?^ et a;=a?j=aî^ + ft, et traçons la courbe du point G au point D. Gette courbe coupe Taxe OX en un point M qu'il s'agit de déterminer. Il est aisé de voir que la méthode d'interpolation par parties proportionnelles consiste à remplacer Tare de courbe GMD par la corde GD, tandis que la méthode de Newton revient à mener 1% tangente GQ au point G, ,
Fig. 1.
Fig. 2.
En effet , par le point D traçons une parallèle DE à l'axe OX ; on a Aw, = =h(BD + AG) = itGE; les triangles semblables AGP, GED, donnent
AQ
fKY
286, L'emploi de la méthode de Newton exige quelques précautions particulières. Nous avons supposé que Tintervalle de x^ à x^ ne comprend qu'une racine du polynôme f{x); nous supposerons, en outre, que la première dérivée ainsi que la seconde dérivée ne changent pas de signe dans cet intervalle. L'arc de courbe GMD est convexe et le signe de la seconde dérivée indique de quel côté cet arc tourne sa concavité ; la concavité est tournée vers le haut ou vers le bas, suivant que la seconde déri* vée est positive ou négative. Afin d'être sûr d'approcher davantage de la racine , on mènera la tangente au point G quand f(x^) et f"{x^) auront le même signe; au point D quand /"(a? J et f'{x^) auront des signes contraires. Dans le premier cas, posant a? = a?^>+a, on aura la formule de cor-
rection approchée a = — ^^-^y Dans le second cas, po-
i(x ) sant 0? = X, + * » on aura a = — [;. *; ( a est positif
dans le premier cas, négatif dans le second).
Pour se convaincre de cette règle, il suffit de tracer la figure dans les diverses dispositions qu'elle peut affecter. La figure 1 du numéro précédent se rapporte au cas où /(^o) ®^ f\^ù on* ^®s valeurs positives; la figure 2 au cas où f{x^) et f"{x^) ont des valeurs négatives; la tangente au
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point C étant placée entre la courbe et rordonnéé CA, rencontre Taxe horizontal en un point Q situé entre A et B ; on voit d'ailleurs que le point M est compris entre les points P et Q; là méthode d'interpolation par parties proportionnelles donne une correction trop forte ; la méthode de Newton une correction trop faible, et par conséquent, la vraie valeur de la racine est comprise entre les quantités calculées OQ et OP.
Les figures 8 et 4 se rapportent au cas où fix^) et f{x^) ont des signes contraires ; la tangente au point D, étant placée entre la courbe et l'ordonnée DB, rencontre Taxe en un point Q situé entre A et B ) le point M est encore com-<* pris entre les points P et Q ; la première correction donne un résultat trop faible, la seconde un résultat trop fort ; de sorte que la vraie valeur de la racine est toujours comprise entre les quantités calculées OP et OQ. Si Ton mensdt la tangente au point G, oette tangente pourrait rencontrer Vm« ftin delà du point B« et Ton s'éloignerait de la racine ÉXk lieu de s'en rapprocher.
Fig. 3
Pig. 4.
MQ
Quand on emploie ainsi simultanément les deux iiiéthodeif ou est dispensé d'évaluer les erreurs; l'un deé ré^ eultats étant trop fort , l'autre trop faibie, la vraie valent de la racine est comprise entre eux, et l'on sait d'une ma* niëre précise l'approximation sur laquelle on peut craiptef»
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81 Ton appliquait plusieurs fois successiveiueut l'une et l'autre méthode^ on mènerait une série de cordes CD, CD', . i .. I et une série de tangentes telles que CQ, C'Q, . .• • ;
On obtîénàraît aîiisi deux séries de points P, P, ,
0, Q\ qui se rapproctieraient très-rapidement dtt
point M où la courbe coupe Taxe.
Exemples^ 237. Reprenons réqiltttiofl
dont la plus petite racine est comprise entre o^S et o4 (to* 218). La fonction étant positive pour a^o^^i afaîsi que la secdnde dérivée, la courbe a la dispot^ition de la figure 1> On mènera la tangente au point G, et la méthodd de Newton donnera 1» eorreetioa approchée par dtfaut
so,oi3ig.
Pour êralaer Terreur d'après la formule (7), comme f^'{x) crdll avec Wi^ on aura
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Ainsi, la quantité a est comprise entre o^oiSiget o,oi396. On prendra a = 0,01 32 et Ton aura la racine o,3i3*2 avec quatre décimales exactes. La méthode d'interpolation ne donnait que trois décimales (n"" 231).
Quand il s'agit d'une équation du troisième degré , la quantité hf[x^y et par suite f{x^ se déduit d'une manière très-simple du tableau des différences, comme nous l'avons remarqué au n" 217.
Nous avons vu (n* 224) que l'équation
a sa plus grande racine comprise entre 5,7 et 5,8. Pour
X = 5,7 la fonction étant négative et la seconde dérivée
positive, la courbe a la disposition indiquée par la figure 3 \
on mènera la tangente au point D et l'on aura la correction
approchée
io,6oq6 ^ ^
ao9,648
L'erreur commise a pour expression
a« na:,-6«) a»na?,)
X < TT, — X
La valeur de a est donc comprise entre — o,o5o et — o,o55 ; on prendra a = — o,o5, et l'on aura la racine x = 5,75 par excès, à moins d'un demi-centième près. La première méthode d'approximation donne
Si l'on emploie simultanément les deux méthodes; on voit
que X est compris entre 5,7466, et 5,7483, .»... ; on
prendra 5,75 par excès, à moins d'un demi-centième près, comme précédemment.
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239. Jusqu'ici dous n'avons considéré que des équations algébnques. On procède d'une manière analogue pour les équations transcendantes. Soit Téquaiion f{x) = o, dont le premier membre est une fonction continue de a?. On substituera des valeurs équidistantes de x et Ton aura re* coursa la dérivée /"(a?) . Si la dérivée conserve le même signe dans un intervalle, cet intervalle comprendra zéro ou une racine de l'équation proposée, suivant que les résultats de la substitution seront de même signe ou de signes contraires. On subdivisera ensuite les intervalles qui laissent de l'incertitude. Les explications que nous avons données au n'' 228 s'appliquent aux équations transcendantes comme aux équations algébriques ; car la formule (i) , dont nous nous sommes servis, a été démontrée pour les fonctions continues quelconques •(n'' 137). Ainsi, on pourra pousser les subdivisions assez loin pour que les racines soient séparées avec certitude; ceci suppose toutefois que la fonction f(x) et sa dérivée ^'(o?) n'ont pas de racines communes.
Une fois qu'on aura séparé les racines et qu'on les aura obtenues avec un ou deux chiffres décimaux, on appliquera les méthodes d'approximation dont il a été question dans le chapitre précédent; mais ici quelques observations sont nécessaires. La méthode de Newton s'applique sans difficulté ; mais la formule (C) du n^ 213, d'où nous déduisons l'expression de l'erreur dans l'interpolation par parties proportionnelles, n'a été établie que pour les fonctions entières, A la vérité, les considérations géométriques dont nous
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avons fait usage dans le chapitre précédent sont vraies pour les fonctions continuer quelconques ; de sorte que si Ton emploie simultanément les deux méthodes de correction, on aura deux valeurs comprenant la racine, et par conséquent on connaîtra l'approximation sur laquelle on peut compter. Quelques exemples feront biep comprendre la manière de procéder.
2A0. £xEMPL]& I. Soit l'équation
Si Ton prend les logarithmes vulgaires des deux membres, cette équation devient
/(^) » «tf-{loga; + log257)gç= a? -- {\ç^op. + a,4oQ33^î4) =^f .
Substituons d^ abord à la variable x les nombres entiers 0, I, a, 5, ..., eu nous bornant à reconnaître le signe de f{œ) sans faire de calcul. Pour a5== o, log a? = — 00 ; donc, f(x) = 4-00. Pour J5 =^ 1» logï = o, f(ï) < 0. Ainsi, il y a une première racine comprise entre o et 1 . Pour «?=:», la parenthèse étant supérieure à s, on aura encore évidemment f[^) < 0. Si Ton ajoute le logarithme de 8, qui est 0,477» ^^ nombre constant 2,409, on voit de suite que Ton aura un résultat plus petit que 5 ; donc ^(3) > o. Ainsi, il y a une seconde racine entre s et 3. 1/ équation proposée
b'ç^ pfts d'autre racine réelle ; car la dérivée /'(^p) =; i
n*a qu'une racine a; = M« (M désigne ici le module des logarithmes vulgaires.)
Proposons-nous de calculer la racine comprise entre t et 3, d'abord à un dixième. On substituera à â? les valeurs «uccessivesa,! ; 2, s; Mais on peut diminuer beaucoup le nombre des substitutions. Le logarithme de s,i est
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0^329 ; ajouté à •»4o9, il donne 9,73; il e|i résulte que |P =^ i,7 doanera encore un résultat négatif. Il «uffil 4# lire \m deux premiei'R chiffres des logarithmes de e,8 ei de »,^
pourvoir que x=2,8 donnera un résultai négatif ^ a,9 un résultat positif. Ainsi, la racine est comprise entre 9,8 et 2,9.
Cherchons-la maintenant à un centième. Le logarithme de 2,81 ajouté à 2,409 donne 2,85 ; il en résulte que 2,85 donnera encore un résultat négatif. Essayons 2 ,86 \ le lo«* garithme de 2,86 ajouté à 2,409 donne 1,866} le résultat est négatif. Le logarithme de 2,87 ajouté à 2,409 donne 2,867; le résultat est positif. Ainsi la racine est comprise entre 2,86 et 2,87.
Calculons-la à un millième. Le logarithme de 2,861 ajouté à 2,4099 donne 2,866 : on en conclut que 2,86 donne encore un résultat négatif. On essayera 2,967 et 2,868 ; I4 premier donne un résultat négatif , le second un résultat positif. Ainsi, la racine est comprise entre 2,867 ^^ s,868.
Le logarithme de 2,8671 ajouté à 2,40993 donne 2,86737; on en conclut que la racine est plus grande que 2,8673. En remplaçant dans le premier membre de Téquation X successivement par 2,8674 et 2,8676, on obtient deux résultats de signes 'contraires , — 0,0000214 et -f o,oooo635. Ainsi, la racine est comprise entre 2,8674 et 8,8675.
On fbra ensuite une interpolation par parties propon» tionnelles. Quand on passe d'une valeur à l'autre, lavar nation de la fonction est 0,0000849 s on a donc
X s»--— îr=t o,a$a
Lm dsttk tenues de la fraotion étant apiproebés« à wAm
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d'une unité près , Terreur commise sur le quotient est moindre que 0,007; ^^ prendra donc js=:o,35 et 07 = 2,867425. On ne peut pas aller plus loin avec les tables de Gallet.
2il, Exemple III. Considérons l'équation
ar«= 100,
qui été traitée par Euler. Si l'on prend les logarithmes vul* gaires , l'équation s'écrit
f(x) = arlog^ — 2 = 0, et l'on a
r(x)=\ogx + U; r(^) = ^.
Quand x varie de o à 1 , f{x) reste négative et il n'y a pas de racine dans cet intervalle. Substituons les nombres en* tiers consécutifs
j? = 2, log a = o,5oi, 2log 2 = 0,60, f{x) = — 1 40, T = 3, log 3 = 0,477» 3iog3 = 1,43, /*(a?) =— 0,57, 0? = 4^ log4 = 0,602, 4 log 4 = 2,41, f(x) == -f- 0,41.
La dérivée s'annule pour a? = -, et reste positive pom*
toutes les valeurs de x supérieures à cette valeur; on en conclut q}xef{x) va en croissant constamment quand x varie
de - à + 00 ; cette fonction passe donc une fois et une seule
fols par zéro. Ainsi, Téquation proposée n'admet qu'une racine réelle, et cette racine est comprise entre 3 et /|.
Afm de diminuer le nombre des substitutions, effectuons rapidement une interpolation par parties proportionnelles
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entre 3 et 4* sifin d'avoir une indication du chiffre des dixièmes. On a
Essayons 5,5.
X = 3,5, loga: = 0^54406804^ f(x) = — 0^09576186^ X = 3;6, logâ? = o,5563oa5o^ f(x) = + O;00268goo.
La racine est comprise entre 3,5 et 3,6 et trës-rapprocbée de ce dernier nombre.
En appliquant la méthode de Newton et partant de la limite supérieure, on a la correction
L'erreur commise est moindre que
La valeur a est donc comprise entre — 0,0027145 et *-o. 0027152; on prendra a= — 0,002715 et l'on aura la racine a; = 3,597285 avec six décimales exactes.
2A2. Exemple IIL Soit l'équation
/(j?) = a? -7 cosoî = o,
traitée aussi par Euler. On a
f[x) =2 1 + sin Xy f'\x) = cos a;.
Pour a?=o, on z,f(x) = — 1 ; pour rc = — , on a f{x)~ + -. L'équation admet une racine dans cet intervalle, et elle n'en
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ndmet qu'une, puisque la dôiivée m s'âuâule pae. Au dalà
de -, a? étant plus grand que i , il n'y a plus de racine.
Il n'y a pas non plus de racine négative. Ainsi l'équation proposée n'admet qu'une racine réelle, et elle est compris^ entre o et i .
Pour faire les substitutions, noua bous servirons de la partie des tables de Callet qui donne les sinus naturels suivant la nouvelle division de la circonférence et de la partie qui donne les longueurs mêmes de ces arcs. L'arc égal à i vaut à peu près 64 degrés modernes. En suivant de l'œil les deux tables, on yoit que le changement de si^e ^ lieu de /^^ ^ 48'. .
â? = 47° =: Qjf38j cosx s= o,74o> f{^) =«p= — o,ooa, a: == 48° = 0,754, cosa? = 0,729, f{x) = -|- 0,026.
La racine est comprise entre 47* et 48' et très-râpprochêe du premier de ces nombres.. L'interpolation par parties
proportionnelles donne z = — ^ < o^u Ainsi il est probable
que la racine est comprise entre 47"* et 47% »• Voici le nouveau calcul de substitution :
a; = 47** = 0,73827 427 cosa?= 0,73963109
X = 47**, 1 = 0,73984 507 cosaîœ 0,75357 3oa
flxl^s^i-^o^ooiay ao5
La racine est comprise entre 47"* et 47°»i»
La méthode de Newton donne la correction
Si l'on retranche cette valeur de a de la longueur de l*arc
de 47%ii on a une vâdeur t|op gri^ude a)739Q8&a7«à..«
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L'err«ar commise est moindre que
o,oooS*Xo,74 ^ ^
En retranchant cette correction de la valeur précédente, où a une valeur trop petite 0,75908512.,... On a aiosi la racine a?=o, 7390862 avec sept décimales exactes.
2i3. Exemple IV. Soit Téquation
f[x) = a; — ? tanga? = q«
On voit d'abord que les racines de l'équation sont deux à deux égales et de signes contraires. Quand x varie de à
- , l'arc étant plus petit que la tangente, la fonction est néga-
tive ; de - ait, la tangente étant^négative,la fonction est poflitive ; ainsi il n'y a pas de racine de à tc. Quand ay varie de Tc à —, la fonction passe d'une valeur positive à une valeur négative ; il y a donc une racine réelle dans cet intervalle, et il n'y en a qu'une, puisque la dérivée ne s'annule
pas; de — à 27;, la tangente étant négative, la fonction
reste positive. Si Ton continue à faire croître ,t, on tro^ji-
vera d^ piôme une racine réelle à chaque tour de circQû-
férence , dans le troisième quadrant , c'est-à-dire 4e
(2ft + '^ ^ (2fc -|- 1 ) 7Î + -. Ainsi l'équation admet une
ÎD/mtté de racines réelles.
Proposons-nous de calculer la plus petite racine positive; pour X =:ic-f y , la tangente est égale à i et la fonction est
encore positive; la racine est donc comprise entre — -
3ir et — , c'est-à-dire entre 3,0 et 5. Essayons le nombre ins
termédiaire 4>5- Posons j? = 7c+x'; pouraî = 4»5, l'arc ai est égal à i ,5584 et vaut à peu près 77*» 5o' en degrés anciens. On cherchera dans les tables le logarithme de la tangente, puis la valeur même de la tangente :
a? = 4,5, a?' = 77'5o', logtangx' = o,6663537 ; tang x' = 4,0384, f[x) = — o, 1 384,
Le résultat étant négatif, le nombre 4»^ ^st trop grand. Essayons 4i4 :
a? = 4,4, d= 7a*»6', logtanga?'= 0,4908093, tango?' = 3,0960, f[;x) = + i,3o4o.
Ainsi la racine est comprise entre 4)4 et 4)^ 6t très-rapprochée de ce dernier nombre.
L'interpolation par parties proportionnelles donne la correction 0,09. Nous essayerons donc 4,49 •
^ = 4>49* a?'=77^i5'3o", tangx'= 4,4233, /•(x) = + 0,0677 X = 4,5o , 5/= 77»49'5o", tauga?'= 4,6372, f(x) = — o, 137a
La racine est comprise entre 4»49 et 4,5o. L'interpolation par parties proportionnelles donne 2=0, 53 par défaut ; on essayera donc 4>4934-
jr=r44934> â?'=77'27'io"3, tanga?'=4>493aio, /l[x)=+ 0,000190 0? ==4,5935, a7'=77''37'3o"9, tanga?'= 4,49533a, f(x)= — 0,00 i83a
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La racine est comprise entre 4)4934 6t 4»4935 et trësrapprochée du premier de ces nombres. L'interpolation donne
z = = 0,094. On aura donc
2A4. Exemple V. Soit l'équation c«— e =ax y
que Ton a à résoudre dans le problème de la cbainette, c'est-à-dire lorsqu'on cherche la forme d'équilibre d'une chaîne pesante. Prenons a = 12,54, on a
On calculera e* et c"* par les formules
loge* = Ma? = 0,434294482 X X , logc*= — loge*.
L'équation est vérifiée pour a;= 0; mais elle admet en outre une racine positive que nous nous proposons de déterminer. La valeur a:= 1 donne évidemment un résultat négatif, et de même x=^2. Substituons les nombres suivants :
a? = 5, c*=2o, f{x) = — 17, x = ^y e*t=55, flx) = + 5.
La racine est comprise entre 3 et 4* L'interpolation donne j5r=:o,8. Essayons 3,8 :
X = 5,8, c" = 44>7oi 2, e' = 0,0224, f{x) = — 2,9782, X = 5,9, e* = 49, 1 025, e* = 0,0202, f(x) = + o,4752. La racine est comprise entre 3,8 et 3,9.
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La méthède d'c^roximation de Newton donne
L'erreur commise est moindre que 0,00012; ainsi la valeur de a est comprise entre — 0,01291 et— o,oi3o4. Qn prendra a = — o,oi3o et l'on aura la i^acine J?=:i:8,887* P^r excès avec quatre décimales exactes,
2A54 EiempleVL La détermination du mouvement d'uM planète ou d'une comète autour du aoleil se ramàuQ à l» résolution de Téquatioa
u — esinw = Ç,
dans laquelle la lettre Ç dêdigne un angle donné, u un angle cherché, e Texcentricité de Torbite divisée par sin 1".
Quand on obtient cette équation, ^^Çitu désignent des longueurs d'arcs, e Texcentricité; on la transforme en changeant les arcâ eu angles. Soit x le nombre qui mesure la longueur d'un arc, le rayon étant pris pour unité; on sait quOi dans la construction des tables trigonométrîquesi la longttwr de Tare d'une seconde a été prise pour le sinue
de l'angle d'une seconde ; le quotient îxf i= -. — rt exprîmèi*
donc combien l'angle qui correspond à l'arc x contient de fois l'angle d'une seconde. Ainsi, pour transformer un arc en angle, l'angle de 1" étant pris pour unité, il suffit de le diviser parsm 1*'. Si donc on divise î)ar êin i^toui les termes de l'équation u — c sin w = Ç, on obtient l'équ»»
tiontt' ; — j^sinw'sasîi'. Quand il s'agit des planètes
dont les orbites ont, en général, des excentricités très-petites» on peut résoudre l'équation par la méthode des ap<-
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proximations successives. Écrivons, en effet, Têquatlon dous la forme
En négligeant le second terme du âecoôd membre, on à une première valeur approchée u^ = Ç. Substituant cette valeur dans le second membre, on a une seconde valeur u^ = ^-\- esin^ plus rapprochée que la première. Substituant cette seconde valeur approchée dans le second membre» on a une troisième valeur encore plus approchée 11^ = 1^ -|- e sin Wj , et ainsi de suite.
Prenons !^=63''28'54",6 et l'excentricité 0101679826 de Torbite terrestre. On cherche d'abord
logo,o.6,9«»6 ^
^ lOgSmi' :7 cr -t 7
qui servira dans tout le cours du calcul. Calculons par logli* rtthm«A la premiire oorreoiion e sin ^ :
log e = 5,5395345 logsinC = 1,9478572
3,4873915 ésinÇ = o*8t'ii%8; î/, = 63*2o'6^4.
Calculons de même la seconde correction e sin u^ — e sin Ç:
loge = 3,5395343 log sin u^ = 1,95 1 1658
logo'5i'35",5 ... = 3,4907001 € sin tij — c sin Ç = 25%6 ; Wj = 63° 20' 29^,9 ,
Calculons ensuite la troisième correction e sin m, — e sin u^:
loge = 3,5395543 log sin Wj == r,95 1 1906
logo*5i'35",5 ... = 3,4907249 esinw, — esin Wj = o%2 ; w, = 63*'2o'3o'';K
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On voit que les corrections deviennent de plus en plus petites; la correction suivante n'aurait pas d'influence sur les dixièmes de seconde. Le calcul se fait très-rapidement, parce qu'on se sert toujours de la même partie des tables.
Exercices.
!• Partager un hémisphère en deux parties équivalentes par un plan parallèle à la base.
^ Déterminer les dimensions d'un prisme droit à base carrée, connaissant la surface totale et le volume.
8* Déterminer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant la somme des deux côtés de l'angle droit et le volume qu'engendre le triangle tournant autour de l'hypoténuse.
4° Partager un demi-cercle en deux parties équivalentes par une droite parallèle au diamètre.
b"" On a trouvé, pour l'écoulement de Teau dans les tuyaux de conduite, la formule empirique
Q = 2i,o45v/ÏÏV — 0,01960%
dans laquelle D représente le diamètre du tuyau en mètre, j la pente par mètre, Q la dépense par seconde en mètres cubes. Calculer le diamètre qu'il faut donner à un tuyau pour que sous une pente donnée il fournisse une quantité d'eau déterminée. — On emploiera la méthode des approximations successives à cause de la petitesse du second coef« ficient.
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DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS SIMPLES
246. On appelle fraction rationnelle une fraction algébrique dont les deux termes sont des polynômes entiers
d'une même lettre x. Soit •—-— une fraction de cette forme.
Nous pouvons toujours supposer cette fraction irréductible; car, si les deux polynômes avaient des facteurs binômes communs, on les supprimerait. Lorsque le numérateur est d'un degré plus élevé que le dénominateur, on effectue la division en ordonnant par rapport aux puissances décroissantes de a?, ce qui donne un quotient entier et une fraction ayant son numérateur d'un degré moins élevé que le dénominateur. Laissant de côté cette partie entière, nous
avons à considérer une fraction irréductible -— -• dont le
numérateur est d'un degré moins élevé que le dénominateur. Nous désignerons par m le degré du dénominateur, le numérateur étant au plus du degré m— i.
Cas des racines inégales.
247. Supposons d'abord que l'équation f(x) = o n'ait pas de racines égales. J'appelle a, 6, c, fc, * les m racines de cette équation, et je pose
Je remplace a? par a + (a;— a) , et, regardant x—a comme
un accroissement, je développe les deux polynômes F^x) eXf^{x) suivant lespui^swcê^ croissantes de a; — a,
Je divise le premier polynôme par le second, en ordonnant le quotient par rapport aux puissances croissantes de x — a;
le premier terme du quotient est —^ ; j'appelle A ce premier terme ; en multipliant le diviseur par A et retranchant le produit du dividende, on a un reste qui ne contient plus de terme constant; si Ton met x — a en facteur commun, ce reste peut être représenté par {x — ayP^{x), Du dividende, qui est au plus du degré m — i, on retranche le produit Kf^{x) qui est du degré m— i, et Ton met x-^a en facteur, le polynôme F^(x) est donc au plus du degré m — 2. J'arrête la division à ce premier terme; le dividQfiâQ étant égal ftu proiiait du diviseur par le quotient, plus le reste, on a
En divisant les deux membres par f{x) ou par {pô—a)f^{x\ il vient
AÎMÎ la friK^tioQ proposée e»t égale à u»e preoiiëfe frac-
tion simple , plus une fraction rationnelle '; : de
même forme que la première, mais d'un degré moins
étevÀ Le âéoomifMteur f^[x) est en effet du degré im— i,
oÉGOMPOsiTioir m» ^|iaci:m)«$ i^tionnelles. 4#^
le Quœérateur Fj(a;)>au plus du degré $n — 2« Cette nouvelle fraciioa est d'ailleurs irréductible comme la proposée; car ai les deux termes avaient uo facteur binôme commun^ ce ne pourrait être que l'un des facteurs de f^(x)y par exemple a? — 6; ce facteur, divisant les deux parties qui composent le second membre de l'équation (1) , diviserait leur somme ¥{tx^ , ce qtii est impossible, puisqu'on a supposé qu'aucun des facteurs de f{x) ne divise F(x).
Les mêm£S xai&onnement3 s'appliquent à la fraction
' /) \ . Si Ton pose f^{x) =(x—b)f^(x), on aura
F (x) la nouvelle fraction -:2 — {• est aussi irréductible, son dé-
Dominateur du degré m^-a, «k^ luumérateur au plus du degré m^3.
De môme
en continuant dç cette manière, on arrivera enfin & une fraction du premier degré
An-i(^) a? — A:*
Si l'on jajoute toutes 4:68 égalités^ les fractions intermé- , diairep disparaissent, ^t l'on a
Ainsi te fraction rationnelle e»t déoomposaôle ^m une
somme de fractions simples^ ayant respectivement pour dénominateurs les facteurs simples qui composent le dénominateur de la fraction proposée et pour numérateurs des constantes.
2&8. Je dis maintenant que la fraction proposée n'est
décomj^osahle qu'en un seul système de fractions simples.
On démontre, en effet, que deux systèmes de fractions
simples
X'^of X— .6' X — A'
égaux pour toutes les valeurs de â?, sont identiques. Multiplions par X — a, il vient
Donnons maintenant à a? la valeur particulière a; le premier membre se réduit à A; si aucun des dénominateurs des fractions du second système n'était égal à x — a, le second membre s'évanouirait quand on fait a;=a; il faut donc que l'un de ces dénominateurs soit égal à x — a* Supposons, par exemple, a^=a; alors on a
et si Ton fait x=ay on en déduit A'= A. Ainsi la fraction
du premier système fait partie du second. Suppri-
Calcul des numékateuks. Nous ayons trouvé
Le premier numérateur A est la valeur de la fraction
\x — aj
quand on y fait x=a.
De même le second numérateur B est la valeur de la fraction
quand on y fait a; =6, etc.
On peut aussi calculer ces constantes au moyen de la dérivée de la fonction f{x). En effet, nous avons posé
si Ton prend les dérivées des deux membres, il vient
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fia):
On
eo déduit
On
atir& de même
F(*) r fW ^
Amai les wtmiTiU^mrs iê$ fraetiom simples iont les difi^rses
Y(x) valeurs que prend la fraeliam jTf y » quand on y remplace
successivement x par chacune des racines a, b, k de
Téquai9Ênt{t)s:=:ù*
Exemples.
1" Soit à décomposer 1« fraction
F{x) !àx^ + 5x^~û
f[x] «* + »*' — *' — *^ En résolvant l'équation
on obtient les quatre racine» simples o, i, — i, — 2. Ainsi la fraction rationnelle se décomposera en (juatre^ fractions simples de la forme
f(x) x'^ X — ia?+i'x+a'
Pour calculer les numérateurs, nous nous servirons de la dérivée
^'(o?) =4ar' -f 6a?« — sjp — 2,
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ce qui donne
ni) 6
N(m9 âfoiid donc
a?* 4" 2^' — ^* — ^^ ^ ^ — 1 ar+i^ + 2 2" Soit à décomposer la fraction
La fraction proposée se décomposera de la manière suivante :
[x+i] (x— i) (x— 2) (^—3) a:+i "^x— 1 "*"iC— a ' af— -5'
On peut déteroûoer les constantes immédiatement et sans l'aide d'aucune formule par la méthode des coefficients mdéterminés. Si Ton multiplie par le dénominateur, l'égalité précédente devient
Cette égalité doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x. Faisotis X succe»3Îvement égal à chacttire d«» racines «fitîpte»— ^1, i^y 9t ^, tous les termes du second membre s'éva»
nouissent, excepté un, et Ton a les relations
a= — 24A, 2 = 4B, 5 = --3C, io = 8D; d'où Ton déduit les valeurs constantes
Cas des racines égales.
250. Supposons que a soit une racine de Féquation f{x)=Q d'un ordre n de multiplicité. Nous poserons
et après avoir développé comme précédemment les deux polynômes F (a;) etf^{x) suivant les puissances croissantes Aex — a,
nous effectuerons la division du premier par le second, ordonnant le quotient suivant les puissances croissantes de x—aet poussant l'opération jusqu'au terme du degré n — 1 ; représentons ce quotient par
le reste de la division contenant à tous ses termes le facteur {x-^ay peut être mis sous la forme (a?— a)'' Fj(x), On a aiosi
F(^)=[A,+A,(^-û) +A^^[x-ar^]f,{x)+[x^a)-F,{x).
Le diviseur étant du degré m — n, et le quotient du degré
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n — 1, le produit du diviseur par le quotient est du degré m — I, et comme le dividende est au plus du degré m — i, la différence ou le reste de la division sera au plus du degré m — i; puisqu'on a mis {x — a)» en facteur, il en résulte que le polynôme F/x) est au plus du degré m — n — 1 • Il est évident, d'ailleurs, que les deux polynômes f^{x) etF^{x) sont premiers entre eux; car s'ils avaient un facteur commun, ce facteur diviserait f{x) et F(aî), ce qui est contraire à l'hypothèse. Divisons maintenant par f{x) ou (a? — a)* f^{x) les deux membres de l'égalité précédente, il vient
f{x) (a;— <'^(x — a)*^^ "T" ar— a "^ /;(x)* ■
Ainsi le facteur multiple {x — a)** donne lieu à une série
de n fractions simples, et nous avons encore à décomposer
F (x) la fraction irréductible -tV-t^ dont le dénominateur est du
degré m — n, le numérateur au plus du degrém— n— i. Supposons que l'équation f{x) = o contienne une seconde racine 6 d'un degré p de multiplicité; nous poserons f^ (x) = {x — by /*, {x) , et nous aurons de même
f,{x)^(X':-bY'^ (x — by-''^ '^X'^b'^ f,(xy
S'il y a une troisième racine c d'ordre ç, on aura encore
f,[x)-{x-cY'^(x^eY-^'^ '^x-c'^f,[xy
S'il n'y a pas d'autre racine multiple, le polynôme f^{x) ne contenant plus que des facteurs simples, on aura, d'après ce qui a été dit plus haut,
sot UYRE m 9 OHAF. YL
En ajoutant toutes ces égalités, on trouve enfin
/'(ar)"" (« — a)*"^ (a: — a)*-* ' "^ar — a
T^iP — rf^' ^x — k
A chaque racine multiple correspond un groupe de fractions simples* La première fraction de chaque groupe existe nécessairement, mais les autres peuvent matiquef; en effet, quand on effectue la division des polynômes F{x) et /, (x) ordonnés comme noua l'avons dit, les premiers termes F(a) et f^(a) ne sont pas nuls, et par conséquent le pre-
roier terme Aq= j±J-d\x quotient n'est ni nul ni infini;
mais parmi les termes suivants, quelqueft-uns peuvent avoir des coefficients nuls.
251. Je dis mainteBant qne la fraeiion proposée n*e$t décomposable qu'en un seul système de fractions simples. Sment
S- -u ^< a- y ^^ JL ^*
{x^ar ^{x — a)--' • • • • • ^ (x^by ^ [x - ô)""* *'
deux »yislèmes égaux entre eux, efuelle que soit U valeur ée âr. MuUiplkms les deux expfessrion» par {x~qY et faisons a? = a; la première se réduit à A^; » aucuoedes frae-
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tiens du second système n'avait pcwr dénominàteor une puissance de a?— a, le second menibre s'évanouirait quand on fait jî=«; il faut donc que certaines fractions du second système aient pour dénominateurs des puissances de x — a. Soit a^=a; je dis que n'=n; car si les deux exposants différaient, si, par exemple, n était plus grand que n', en multipliant par (x — a)**, on verrait que pour x==ale premier membre se réduirait à A^ , tandis que le second s'évanouirait ; on a donc aussi n'=n. Mais alors Tégalité devient, mptès la mulliplkatioii par {x — ay^
si l'on fait a5=a, on en déduit A^ = A'^* Ainsi la première fraction du premier système se retrouve dans le second. En supprimant ces deux fractions égales et recommençant le même raisonnement, on verrait que la seconde s'y trouve également, et ainsi de suite. Donc les deux systèmes sont identiques.
Exemple^
Soit à décomposer la fraction rationnelle
'f[x) "" x^ — ÛS^ — X* + x'*
Le dénominateur
f{x) = x^{x^iY[x+i)
contenant un facteur triple, un facteui* double et un facteur simple, la fraction propasée se développera en fractions
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simples de la forme suivante
F(^)_Ao A A B, B, C
f{x) x^'^ x^'^ X "^{a?— i)*'^x— i"^ar+i*
Calculons les trois constantes qui se rapportent au facteur triple X. Nous ordonnons par rapport aux puissances croissantes de a;,
et nous effectuons la division jusqu'à ce que nous arrivions au terme du second degré , en remarquant que dans ce calcul il est inutile d'écrire les termes d'un degré supérieur au second, ce qui abrège l'opération,
— Sa? + aa?*
Puisque le quotient a été représenté par A^ + Aja;+ A,a?% on a
Ao = a, Ai= — 5, A, = — i.
Calculons maintenant les coei&cients qui se rapportent au facteur double x — i. On peut supposer que l'on commence la décomposition par ce facteur. Nous développerons jusqu'au premier degré en négligeant les termes suivants
et nous effectuerons la division
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Ce quotient a été représenté par B^+B^Çx—i); on a donc
Quant au coefficient G gui se rapporte au facteur simple (a?+ 1), on l'obtient par la règle ordinaire
On a ainsi
Ux^ — 5j?4-a a 3 1 2 , 4 4
a?* — ar' — ^ar*-}-^' ^' ar' a? * (ar — 1)* ' x^i a?+i
On peut employer aussi la méthode des coefScients indéterminés. On a posé
lix^^Sx+!^ ^Aq A, A, Bq B, C ^
«• — x^ — x^-^a^ ar* ' a:' x (x — i)*"^x— 1 a?-|-**
Si Ton chasse les dénominateurs, cette égalité devient
4a?' — 5a? + a = (A^ + A^a? + A,a;*) (a?— i)*(a? + 1) + [Bo + B,(a?- i)]a?»{a? + 1) + C^'(a?- 1)\
En donnant successivement à x les valeurs o, i > — 1 1 on a
d'où
Ao=2, Bo==^» 4'
Prenons les dérivées des deux membres de l'égalité précé-
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deate, ce ^ui dôQiie
i2^'-5=(A,+aA,x)(x--i)*(x+i)+(Ao+A,a^+A,x«)[2{x-i){x+i)+(x-i)l
ft ddos cette deriûère égalité, faisoas ^x; s? o et a; = i j iw>us aurons
_5 = Ai — Ao, ? = aBi + 7Bo, d'où
Il ne reste plus que la constante A, à déterminer ; pour cela fkwts pfen4{-0&6 e^^core une (oi» k dérivée et nous y ferons a; =0. Il su£Git d'écrire les ternies qui ne contiennent
a^r = 'iA^{x — i)*{x + i) + aA^ [^{x — Ot*^ + ^) + 1*"— if ] + Ao[a{^+i)+4{^-i}] + , ....
Si Ton fait «=o, îl \îent
d'où
Cas (ks rofiiws imafimifes^
La décomposition de la fraction rationnelle ^^r-f
est vraie d'une manière générale,- quelles que soient Jes racines de l'équation f(x)=Oj réelles ou imaginaires. Supposons que les 4eux polyuôfl9ie& qui composent la fraction proposée aient tous leurs coeflBcients réels ; dans ce cas, si VétfBLstàw admet une racine ima^a^« 4-^^ eUe «ydioet-
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. tra la racine conjuguée a— ^t. A ces deux racine» correspondent dans le développement des fractions simples de la foraie
A + B^' A — Bi
X — a — ^V X — a + pi'
les numérateurs de ces deux fractions sont des quantités imaginaires conjuguées ; car la seconde se déduit évidemment de la première par le changement du signe de L Si Ton veut éviter les imaginaires dans la décomposition, il suflit d'ajouter ces deux fractions simples, ce qui donne
Ainsi, à un couple de racines simples imaginaires conjuguées correspond une fraction réelle de la forme
ayant son dénominateur du second degré et son numérateur du premier degré.
263. Nous avons supposé dans ce qui précède que les racines imaginaires conjuguées sont simples; supposons maintenant qu'elles soient d'un degré n de multiplicité, et, pour abréger, représentons par x^+px+q le prodtdt (flc— oi)'+p* des deux facteurs binômes du premier degré. Nous allons démontrer que la partie qui, dans le développement, correspond à ces deux racines imaginaires conjuguées d'ordre n, peut être ramenée à une somme de n fractions de la forme
(x^+px + q)''^ {x^ + px-^q)"^^ '^ x* + px + q'
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dont les numérateurs sont réels et du premier degré. Posons f{x)={x*+px-\'qyf,(x). On peut disposer des deux constantes M^ et N^^ de manière que le polynôme
soit divisible par x* + px + q. Il suffit pour cela que ce polynôme s'annule pour a? = a + ^t et pour x = a — ^i; si nous remplaçons x par chacune de ces deux valeurs et si nous appelons A=hBt et GdzDt les valeurs correspondantes des fonctions F(x) et A(^)» i^ous obtiendrons les deux relations
(A + BO - [MJoc + PO + Nol (G + De) = o,
(A-Bil-[Mo(âc-pe) + NJ(G-Di)=:o.
On en déduit, en égalant séparément à zéro la partie réelle et la partie imaginaire,
(PD — aC)Mo-CN, = — A,
Ces équations entre M^ et N^ sont du premier degré; le dénominateur commun des inconnues p(C* + D*) n'est pas nul ; car si ^ était nulle, les racines ne seraient pas imaginaires; si C* + D* était nulle, le polynôme f^{x) contiendrait encore le facteur x*+px + q. On trouve ainsi pour Mq et Nq des valeurs réelles finies et déterminées.
Le polynôme (2) devenant de cette manière divisible par x^+px^q^ si l'on appelle ff{x) le quotient entier, on aura
F(x) - {M,x + NJA W = [x' + px + q)^{x),
d'où l'on déduit
F{x)^ Mo3? + No cp(x)
A^) (x* + px + qY "*■ [x' +px + qrVAx) *
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Ou aurait de même
(x*+px+gr''f,(x) [x^+px^qr^ ^ ix'+px+qr'f,{xy et ainsi de suite
Exemples.
1« Décomposer la fraction
Flx) g» + 5 _ ar» + 5
On a deux racines réelles o et — i et deux racines imaginaires + 1 et —I. Si l'on ne veut pas de quantités imaginaires dans le développement, on écrira
F(£)_A _B Cx + h
Pour calculer les numérateurs, on emploiera de préférence dans ce cas la méthode des coefficients indéterminés. Si Von multiplie par fÇx)^ l'égalité précédente devient
x^ + S = A(x + i)(x'.+ i) + Bx(x' + i) + (Cx + î))x{x + i).
Si Ton y fût successivement ^soetx=: — i, on trouve
Il reste à déterminer les deux constantes G et D qui correspondent aux racines imaginaires. On égalera les coefficients de X* et de x* dans les deux membres de l'égalité, ce qui donne les relations
d'où l'on déduit
C = — %, ûr=— 3.
AiQStt
X* + ^* + ^' + ^ -^ x + 1 X* + 1 * S"" Décomposer la fraction
On ^ .Uli0 raciofi gi^pple o et deux raeipes ipuaginaires conjuguées doubles ±L La fraction se décomposera donc 'doûs la forme suivante
ar(a:*+i)*"'a?"^(ar«+i)*"*" x* + i ' Si Ton chasse les dénominateurs, pu a légalité
fraisant 4PSSO9 il vient A =1 . Égalant ensuite dans les deux membres les coefficients des mêmes puissances de x^ on obtient les relations
A + B'=o, C' = o, aA + B + B'=o, C4-C' = q;
d'où Ton déduit
Chiji ainsi
xix^ + iY X (a:*+i)? • «?+r
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Note A. — Formule générale pour la résolution des équatiom du premier degré.
S5A. Soient n lettres a, 6, c, ..... . ft. CoDsidéroBS Yett^
pression
abc ,,.,. ôx(J— a)X [c—a] (Ç'-b)><{d—a] (rf— 6) {d—c) X
On a mis d'abord le produit des n quantités^ et^ pc^r ferintr les facteurs binômes, on a écrit à la suite de chaque IçUif ftucetsftivement chacune des lettres précédente* Lei^oo^lore des facteurs binômes est ^1 au i^ombre d^s oombifial^Wf
des n lettres deux à deux, c'est-à-dire à — LJH-i; le hù-
Itur ebe • • . . . hiAm% 4i| degré Ht le 4eeré de ^mm dçi
termes du produit est — ^ ^ 4" ^» ^^ ^ — ^. Le po-
lynéiQQ aiosi formé jouit de propriétés Feiparçudtd99 q^ nou^ iJloas démoQtrer*
^0^9 rem^quons d'abord que, si l'oii permute deu)( iettrei^ q^elconques dan^ le polyjiôme^ on reproduit le même polynôme avec des signes contraires. Permutap^^p^
exemple les deux lettres 6 et j ; le facteur abc k W?
change pas; les facteur^ binômes qui ne contiennent aucune des deux lettres 6 et d ne changent pas non plus ^led facteurs qui ne contiennent qu'une seule de ces lettres donr nent des groupes tels que
(6-«)(rf-^«), (e^b){à^e), (f^b)(f^d),
qui ne changent pas par la permutation des lettres b et d; il reste à considérer le facteur d — 6 qui renferme les deux leittrea; ce factçur devient 6 -— d ou — d -(- 6, et change de
S72 NOTE A
signe ; il en résulte que l'on obtiendra les différents termes du second polynôme en changeant simplement les signes de tous les termes du premier polynôme. Mais, on obtient mssi ce second polynôme en permutant les deux lettres b et d dans le premier; ainsi, quand on permute deux lettres quelconques dans le polynôme proposé, on reproduit le inôme polynôme avec des signes contraires; par conséquent, quand on permute deux lettres quelconques dans le polynôme proposé, et qu'on change les signes de tous les termes, on reproduit le polynôme proposé.
On conclut de là, que si, dans un terme du polynôme on permute deux lettres et qu'on change le signe, on obtiendra un autre terme du polynôme. Supposons qu'un terme contienne deux lettres affectées du même exposant, la pertnutation de ces deux lettres ne changeant pas la valeur du terme, on voit qu'à ce terme en correspond un autre égal et de signe contraire; si l'on supprime les termes qui se détruisent, deux à deux, le polynôme ne contiendra plus que des termes dans lesquels tous les exposants seront différents. Une même lettre n'entrant que dans n — i facteurs binômes, les exposants dont les lettres sont affectées dans les différents termes du produit seront au plus égaux an; comme la somme des exposants dans chaque terme, ou le
degré du terme, doit être égal à ^ , on en conclut que
chaque terme doit contenir toutes les lettres affectées des
exposants i, 2, 3, , n. Imaginons que, dans chaque
terme du produit, on dispose les lettres suivant l'ordre des exposants; le nombre des termes du produit, après la suppression des termes qui se détruisent deux à deux, sera égal évidemment au nombre des arrangements, ou des permutations, que Ton peut former avec les n lettres (n* 27). Le
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premier terme, celui que rou obtient quand on prend les premiers termes dans tous les facteurs binômes, est
De celui-là on pourra déduire tous les autres en permutant deux lettres plusieurs fois successivement et changeant le signe à chaque permutation.
Si deux lettres, telles que a et 6, deviennent égales entre elles, le facteur 6 — (t se réduisant à zéro, il est clair que le produit est nul. Mais il faut remarquer en optre que les termes du produit se détruisent deux à deux; soît, par
exemple, le terme ± aM'ftV ; Si dans ce terme ott
permute les deux lettres a et 6, et qu'on change le signe, àù obtient un autre terme q=6MVc*... du produit; or, quand on fait a = fr, ces deux termes, devenant égaux et de signes contraires, se détruisent.
255. Dans le polynôme précédent, que nous avons défini par un produit de facteurs binômes, concevons que Ton remplace les exposants par des indices, il est évident que les mêmes propriétés subsisteront. Le premier terme de ce nouveau polynôme sera
ûiV» *.*•
Si Ton permute deux lettres quelconques, et qu'on change les signes, on reproduira le même polynôme. On pourra donc du premier terme déduire tous les termes en permutant deux lettres plusieurs fois successivement et changeant le signe à chaque permutation. Si deux lettres deviennent égales, les termes se détruiront encore deux à deux^ et le polynôme deviendra égal à zéro.
Le polynôme que nous venons de former s'appelle le déterminant relatif au système des quantités contenues dans le tableau suivant :
«1» ^1^ <^ij *i/
^29 *i> ^îi • • • • • Ai»
«»> *î> c»> ..... Aj,
«n> *•> <^nj
An-
Chaque terme du déterminant contient comme facteur un sombre de chacune des lignes horizontales et un seul, et de même un nombre de chacune des colonnes verticales.
Il a été démontré que, lorsqu'on remplace les nombres d'une colonne verticale par ceux dune autre colonne vertioalei le déterminant est identiquement nul. De même, quand on remplace les nombres d'une ligne horizontale par ceux d'une autre ligne horizontale, le déterminant est identiquement nul; considérons, par exemple, le terme ±a|d,6|C^.«...; la permutation des deux indices i et 3 dans ce terme, revenant à la permutation des deux lettres a et
i, donne un terme désigne contraire ^o^djb^c^ ; quand
deux indices deviennent égaux, les termes deviennent dona égaux et de signes contraires , et le polynôme s'annule.
256. Un système de n équations du premier degré à n inconnues peut être mis sous la forme suivante :
»rP + *iy+ + A.«^ = A,»
Ifnâginoiié fo^mé te détet-tninani relatif au système des coefficients des inconnues dans ces éiqiiationâ, et représentons par D ce polynôme. Tous les ternies cofatenâûl la lettre a ttït fôiâ et âeuleihéht tlné fois, ttûus pourrons ôrdonhèr <^ polynôme par rapport ka^.a^^ a» '
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lëé 'qtlâûtîtés Â, , A^, ... né contenant plus la lettre a. Nous sàv'ôiîs que, isî Ton remplace la lettre à par Tune des autres lètljrêà, lé polynôme devient nul ; on à donc les relations
AA + A,4j + -f-AA = o,
Â^Cj-i- A,c,+ ..... +A^n = o,
A^ftj + AjAj -+-;....+ A A == o* .
Cela posé, multiplions les équations proposées, là pt*émlèfâ
par Aj, là Seconde pal* A,i là troisièthe paf A^, ; la
déï*niè!?é pâï A; et ajotitôaâ^ le Coefficient de x sera lé )^^ lyûôme D; léâ tôèlBciéiitâ.dês autrèS inconnues^ d'àj^ï*! teà i^Mîèi» ^fécé^ntês, iréroàf àuls^ on âùhi ddnè
b* = AA+ÀÀ + ^ÂÀ,
Aiû'i + Ajtt, 4- i ; .. . i + A A* Lfe iàétèrinînàat est lé dénoittiiiateuir comniùo. Où obtiefli le Ébmérisitéttr relatif à thaquë ihcohfaijé fett ^femplaçaûlt âkns lé déhôâlMt^Ur les coëfiicieûts de Tincânôûe par les âëèonds liiefilbM des î^^ÙàtibnS.
NoTfe B. ^^ fhèàHïne iur U nombre des racines 'StMe iqù'àtion htgèbriqiie.
257. Nous iwons expliqué (nH44)€ottîroeBtoarepré8«|ll| les quantités imaginaimâ par des grandeurs géoRiétriquses. Dans un plan^ marquons un point fine o et traçons une dreîj^ auaite fixe oxt une qttuatité imaginaire a^ =s r (cos + i^W ^ serik r^réôeatée par une longueur dm égi^ £|u iQBdd« ft
NOTE B
et portée dans une direction qui fasse avec l'axe ox un angle égal à Tai^ment 6. Si Ton conçoit que le point m décrive dans le plan une courbe continue, cette courbe figurera la variation continue de la quantité imaginaire z. La grandeur géométrique omf étant la somme des deux grandeurs géométriques om et mfn\ on dira que la corde mm' est la variation de z quand on passe du point m au point m\
Nous savons (n"* l&O) que le module d'une quantité imagi* naire est parfaitement déterminé, mais que l'argument peut ^tre augmenté ou diminué d'un .multiple quelconque de aie. Lorsque la variable z décrit une courbe, le module varie d'une manière continue; nous ferons varier aussi l'argu* ment d'une manière continue; ainsi, du point m au point voisin m\ la variation de l'argument sera l'angle trèspetit mx)m'. Quand la variable revient au point de départ m après avoir décrit une courbe fermée, le module reprend sa valeur primitive ; mais l'argument peut avoir Fig. t. été augmenté ou diminué de sic, ou
.;k d'un multiple de 2«. Si la courbe
fermée ne comprend pas l'origine 6
/ .. - (fig. 1), il est évident que l'argu-
( ^ / ^ ment reprend en m sa valeur primi-
\ ^^ tdve; mais si la courbe enveloppe
Torigine, comme le représente la figure 2,.le rayon om ayant fait un tour entier, l'argument a été augmenté de 2^.
Il est clair que, lorsque la variable parcourt une même li^e dans deux sens opposés, les variations de l'argument sont égales et de signes contraires. Par exemple, si la variable décrit Tare mm' {fig. 1) dans un sens, puis le même
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arc m'm en sens inverse, les variations de l'argument sont égales à l'angle mom\ pris d'une part avec le signe -f , d'autre part avec le signe — • Si l'on partage une aire plane $ en plusieurs parties 5^ , 5, , s^ (fig. 3) par des transversales rectilignes ou curvilignes, la variation de l'argument relative au contour de l'aire s est égale à la somme des variations^ de l'argument relatives aux contours des aires partielles ^^ , 5, , s^. Car chaque transversale étant parcourue dans deux sens opposés, les variations fournies par ces transversales se détruisent deux à deux, et il ne reste que la variation produite par le contour de Taire s. On suppose que les contours de toutes les aires ^19 ^s> «, sont parcourus par le mobile dans le même sens.
258. Ces principes nous serviront à étudier les propriétés d'une fonction entière, quand on donne à la variable z des valeurs imaginaires. Considérons d'abord un polynôme entier ne renfermant pas de terme constant
Az 4- Bz« + Cz» +
Appelons a, fr, c, , les modules des coefficients, r le
module de la variable z; le module d'une somme de quantités imaginaires étant moindre que la somme des modules de ces quantités (n<» liS), le module du polynôme est plus petit que
ar -{- br* -{- cr* '\-
Mais on peut donner à la variable réelle r une valeur as-sez petite r^ , pour que ce dernier polynôme ait une va-* leur plus petite qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle soit; pour toutes les valeurs de z ayant un module ÎQfé*
87K NOTE Bv
Heur à fi 9 le polynôme proposé nnn uo module plas petit que a.
Considérons maintenant une fonction entière quelconque n m f{z}. Si l'oti donne à la variable z un necroissement A, la fonction épreuve an accfbissement
On îpèut rendre le module de h assez Jiètit pour que le module âè fe s'oit plus "petit que toute quantité donnée; ainsi, à une variation irifliiVmeht petite de la varîabfe correspond une variation inîîriiment petite de la fonction; on en conclut que la fonction entière varie d'une manière continue avec la variable.
259k La fonction u est une nouvelle quantité imaginaire
que nous représenterons par une grandeur géométrique comme la variable J5. Afin d'éviter la confusion, nous figurerons ces deux variables sur deux plans différents, àoit à
{fig. à) l'origine de la grandeur géométrique om qui, sur le premier plan, représente la variable z, O Torigine dç la •grandetir géométrique OM qui^ sur le second plan^ représente la fonction te. A efaaque valeur de z correspond une valeur dé t» et une seule; ainsi, à chaque point m du pre^ ifite^ plab correspond un pmnt déterminé M du Becimd
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plan. Quand le point m décrit une courbe c'ontintle^ le point M décrit aussi une courbe continue. Si le point m revient à sa position primitive, après avoir décrit une co^t^fe fermée, le point M revient aussi à sa position primitive.
Donnons à z mt valeui* particulière z^ figurée par là longueur ta; à cette valeur correspond une valeur u^ de la fonction figurée par la longueur OA. Nous supposera la tàleur ttj, différente de zéro, faisons js; = z^ + ft, w = ti^^4-** On peut; tttttaûltB nous Tavons dit ^ assigner uri modùfe r^ tel qWfe peut» toutes les valeurs de h dont le module est égal tttt inférieur & r^y le module de k soit moindre que la longueur ÙAi c'èst-à-dire hiOiiidre que le mddule de u^. IM nouvelles variables heïit sont figurées par lés àroiïêiafn èl AM qui toUl-nent autour des points Dkes à et A. Si le pôlnl ih Mcrii une courbe fôttnéé comprise dahs le cerclé décrit du ^olnt a fcomibe ctôtilîiè àvët un rayon égal à r^ , le ptitâ H tSécHrà aussi une bourbe feriiiée comprise daiiè lé cercle décrit du point A cbmtaie centre avec un rayon égal à AÔ. En suivant le mouvement de la droite OM qui représente lafottclioft «^ ôh Voit que Targlimént de cette fonction té^ prend en U sa taleiii* pï-iiftitiv^.
260. Supposoiis inaintenant que la quantité i^ sôîl racine du polynôme de Tordre n de Multiplicité, c'est-àdire que le polynôme ]f{z) soit divisible par {z — zJ^ P(^ sons
ou
w = Â'^çiz^ + A). ^
Notis pbttvobs assigner un module r, tel que, pour toutes les valdùhs de h deni le module est égal où infMelir à r^ , te tâddtite As ^^^ -f h) ^ f{zj sôit Éiokidrè qm le meâtlte
NOTE B
de f (zj. Faisons
A = r(cos^ + <^î^^) > d'où
À*» = r'*(cos nô + 1 sin n6).
La foDCtion u étant égale au produit des deux facteurs ft*" et <f(z^ + f^)f son argument est la somme des arguments de ces deux facteurs.
Concevons que le point m décrive autour du point a une courbe fermée comprise dans le cercle r^ , et, pour plus de précision, faisons décrire i ce point i^ne circonférence de cercle ayant le point a pour centre et un rayon r plus petit que fj ; la droite am, qui réprésente la variable ft, décrivant autourdu point a le cercle entier, l'argument 8 de cette variable augmente de stc , et par conséquent l'ai^ument nO de k" augmente de snic. U résulte d'ailleurs de ce qui précède que l'argument de (f(z^ + h) reprend sa valeur primitive. On conclut de là que l'argument de la fonction u éprouve une augmentation égale à 2mz.
261. Quand la variable z décrit une même ligne dans deux sens opposés , la fonction u décrit aussi une même ligne dans deux sens opposés ; car, si la variable z va de m en m', puis rétrograde de m! en m, la fonction u va de U en M', puis rétrograde de M' en M pour revenir à sa valeur primitive; l'argument de la fonction u éprouve donc deux variations égales et de signes contraires.
Concevons que la variable z décrive le contour d'une aire plane quelconque s {fig. 3) ; partageons cette aire en plusieurs parties s^ , s,, «, , , par des transversales rectili-
gnes ou curvilignes, et concevons que la variable décrive le contour de chacune de ces aires partielles dans le mèine sens. Quand la variable z décrit le contour d'une aire plane, la fonction u décrit aussi une courbe fermée* et son
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argument éprouve une certaine variation» Chacune de$ transversales éta^t parcourue par la variable z dans deux sens opposés, les Variations correspondantes de l'argument de la fonction sont égales et de signes contraires. On en conclut que la variation de l'argument de la fonction rela« tive au contour de Taire s est égale à la somme des varia*^ tions relatives aux aires partielles 5^ , 5, , 5^ ,
262. Supposons d'abord que l'aire considérée ne comprenne aucune racine du polynôme f{z). On peut la diviser en parties assez petites pour que l'on puisse appliquer à chacune d'elles les conclusions du n' 259. La variation relative à chaque partie étant nulle, la variation relative à Faire totale est nulle.
Supposons maintenant que l'aire plane s comprenne une ou plusieurs racines du polynôme ; par exemple une racine z = a du degré n de multiplicité, une racine js = 6 du degré n\ etc. Marquons à l'intérieur de l'aire les points a, 6, c, , qui correspondent à ces racines. Autour de ces points comme centres , décrivons des cercles très-petits. La partie de l'aire s extérieure à ces cercles ne comprenant pas de racine, la variation correspondante de l'argument de la fonction est nulle ; il reste à considérer les cercles euxmêmes. La variation relative au cercle a, d'après ce que nous avons dit au n° 260, est an-re ; la variation relative au cercle b est «îi'tc, etc. La variation relative à Taire s est la somme de ces variations partielles, c'est-à-dire
On en conclut le théorème suivant dû à Tillustre Gauchy :
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Le nombre des reteines étun polynôme entier eompriees doni une aire plane donnée est égal à la variation qu^éprow^ ï argument du polynôme qnand la variatlle décrit le contour êe Vaire, cette variatiof% étant divisée par «it.
Il est clair que Ton compte chaque racine avec son degré de multiplicité.
263. De l'origne o comme centre, décrivons un cercle avec un rayon r assez grand pour que ce cercle comprenne toutes les racines du polynôme f{z) . La variation qu'éproa* vera l'argument du polynôme quand la variable a décrira la circonférence de ce cercle donnera le nombre total des racines du polynôme. Soit m le degré du polynôme que nous ordonnons par rapport aux puissances décroissantes dejs
ttr=A2* + Bz*-^ + C2*'-*+ . . . .;
nouç pouvons écrire ce polynôme qqus la forme
u = z-(a + bI + C^,^ ) ,
ou
en posant ^ == 3-* Quand on fait décrire à la variable x le cercle de raypo r»
la nouvelle variable z^ décrit un cercle de rayon -; à la
partie du plan extérieure au premier cercle correspond la partie du plan intérieure au second cercle. Puisque }e polynôme f{z) n'a aucune racine en debprs du pr^nai^ cercle, le polynôme (f{z*) n'a aucune de ses racines à l'intérieur du second cercle. L'argument du polynôme <f{s^) reprend donc sa valeur priimiive ; ainsi TargmofHit du |is-
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lynôme f{z) éprouve la même variation cpie l'argument de z\ Si Ton pose
z=:r{cosô + ^sinO)j> on a
z*» = r*(co8 mô + 1 sin wi6) ;
on voit que, lorsque h vari^blQ z déct\t h ci^çooférencfl; de rayon r^ Tangle augroentaixt de 215 , rargufnçptmft d^ a? aygmeute de amit ^ telle çist h va,riatiow de Targumept dv polyu6me proposé. On en conclut que (^u< polynôme mti^f du degré m a m racines rMles ov imaginaires. C'est 1^ théorème fondament^ de la tbéoi'ie des équations.
Note C. — Théorème de Sturm.
264. Le théorème de Sturm donne le moyen de trouver exactement le nombre des racines réelles d'une équatioti algébrique comprises entre deux nombres donnés.
Désignons par X un polynôme entier f{x) à coeflicients réels, n'ayant pas de racines égales, et ordonné suivant les puissances décroissantes de x. Appelons X^ sa dérivée /"(a;). Divisons X par X^ et appelons X^ le reste chapgé de signe; divisons X^ par X, et appelons X^ le reste changé de signe ; après un certain nombre d'opérations, nous arriverons à un reste indépendant de çp; nous désignerons par X, ce reste changé de signe. Considérons la suite des polynômes
Si dans cette suite on donne à x successivement deux valeurs réelles particulières x^ et oj^, x^ étant inférieure à x^^ et que l'on compte les variations que présentent les deux suite» de c(iiaiitités, le nombre des variations perdues quand
NOTE G
on passe de x^ à x^ indique exactement le nombre des racines réelles comprises dans cet intervalle.
En effet, faisons croître x d'une manière continue de x^ et x^; une modification dans le nombre des variations ne pourra s'opérer que si l'un des polynômes change de signe, et par conséquent passe par zéro. Nous remarquons d'à* bord que deux polynômes consécutifs X« et X^^ ne peuvent s'annuler pour une même valeur de x; car alors tous les polynômes seraient divisibles par x — a; le polynôme proposé et sa dérivée admettraient un commun diviseur, ce qui est contraire à l'hypothèse. Supposons que l'un des polynômes intermédiaires X^ change de signe pour x=a; comme on a, quelle que soit x^
on aura, pour a? = a,
On peut prendre ft assez petit pour que, x variant de a — h à a + ft, chacun des polynômes X^j et X^^^ conserve le même signe ; ces deux polynômes auront donc des signes contraires dans tout cet intervalle. Or, quels que soient les signes du polynôme X^ pour x=^a — h et pour x=^a + K la suite des trois polynômes
présentera évidemment, pour chacune de ces deux valeurs de Xy une variation et une seule ; seulement cette variation se sera déplacée d'un côté ou de l'autre. Ainsi, le nombre des variations que présente la suite des polynômes n'est pas modifié quand l'un des polynômes intermédiaires change de signe. D'ailleurs la dernière quantité X,, qui est indépendante de x^ conserve toujours le même rigne. Le
THÉOBÈMB DE STURM. 385
nombre des variations de la suite ne changera donc que si le premier polynôme X, c'est à-dire le polynôme proposé, change de signe.
Supposons que x passe par une racine a du polynôme proposé; on a
On peut rendre h assez petit pour que la dérivée f{x) conserve le même signe quand x varie de a — h à a+Ai et pour que le second membre de chacune des égalités précédentes ait le signe de son premier terme. Il en résulte que les deux polynômes f{x) et f{x) ont des signes contraires pour a?=a—ft, et le même signe pour ic=a + ft. Il y a donc une variation perdue en tète de la suite des polynômes, quand x pxisse par une racine du polynôme proposé. Il en sera de même chaque fois que x passera par une des racines du polynôme. Ainsi le nombre des variations perdues dans la suite des polynômes quand on passe de la valeur x^ à la valeur plus grande x^ est égal au nombre des racines réelles comprises dans cet intervalle.
Nous avons supposé que le polynôme proposé n'a pas de racines simples; s'il avait des racines égales, la suite des opérations conduirait à un plus grand commun diviseur algébrique X,, et l'équation proposée pourrait être remplacée par plusieurs équations de degrés moindres, comme nous l'avons expliqué au n"» 182.
En appliquant cette méthode à l'équation du troisième degré â?^+l>â? + 9 = 0, on a lasuite
L'équation aura ses trois racines réelles si la suite présente trois variations pour 05= — co, et n'en présente plus aucune pour x=: + cysi çeci ej|ige*que ron ^it p<o et 4p' + 27î' < o, et Ton retrouve ainsi la condition que nous n^mi 4éjàolitMtt0 par um autre méthode (a* i8A)«
Non D. — Sur iei fonctions lym^/nguM.
^65. On dit qu'une expression renfermant plusieurs lettrés est syméirique paf rapport & ces lettres, lorsqu'elle ht change pas quand on permute deux lettres qûelconqdéà. Par exemple les fonctions
aô -f- ûc + 6c,
Sont des fonctions symétriques dM trois tottfiii a» 6« #» Nous ne nous occuperons qûë des fonétidoS i^ffiétriqatB entières.
Il est dair qûe^ si dans un terme d'une fonction «ymé* trique on permute deux lettres quelc^otiques^ on reproduit soit le mémo terme, soit un autre terme. La fonctioa symétrique peut se partager en groupes contenant chaciin les termes qui se déduisent léS ans des autre» par la perniu*tation des lettres» Pour aâ)réger, nous n'écrifona qîl*un terme de chaque groupe^ et nous indiquerons pèkr le âpie S la somme de tous les termes de même espèce^ on a.
roHcnom symItuqubs. W
pur nemple,
Considérons une fonction symétrique entière de m lettres a» (i Çf fff 9 '• Désignons par S, la somme de ces lettres, par S, la somme des produits de ces lettres deux à deux, par S, la somme des produits trois à trois, etc.; enfin par S^ le produit des m lettres; en d'autres termes, posons
S,;==Sa, 6, = Sa6, S^^lak, , S^==aiç, /;
Mille fonction entière symétrique des m lettres peut s'ei*» primer rationnellement au moyen des m fonctions symé* triques particulières que nous venons de définir. Nous empmintons à T Algèbre de M. Bertrand la démonstration de es théorème important; ordonnons la fonction proposée T pat ordre alphabétique de la manière suivante : Plaçons d i^« bei^d les termes qui contiennent la lettre a avec le plus fort exposant «; parmi ceux-là, ceux qui contieanent la lettre b avec le plus fort exposant ^\ parmi ce» derniers, ceux qui contiennent la le.tre c avec le plus fort exposant y, et ainsi de suite î le premier terme du polynôme aura la forme Aa"6^c^.. . i^, la lettre A désignant un coefficient numérique positif ou négatif, l'exposant ^ étant égal ou inférieur à a, l'exposant 7 ég^ ou inférieur à % etc. On peut supposer que chaque terme contienne toutes les lettres, en affectant de l'exposant zéro les lettres qui manquent. Cela posé, formons le produit
ce produit est une fonction symétrique homogène des m lettres; le premier tçrmç de (S^)*^^ çs^ a"~P, Iç prenjier terme de (S,) ^^ est a^^ 6?"^ , le premier terme de (5^^"^
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est a^-^6^-^c^'"S enfin, le facteur (S«)^ esUaVc\.J^; le premier terme du produit P est égal au produit des premiers termes des différents facteurs, c'est-à-dire à
Aa»-PxûP-^*^~^XaT^~^6T-^c^-^ X XaW l\
ou plus simplement Aa^è^c*^.....!^; c'est le premier terme de la fonction T. La différence T — P=Tj, qui est une nouvelle fonction symétrique homogène des m lettres du même degré, ne renferme plus ce premier terme, et le premier terme de T^ vient après le premier terme de T dans l'ordre alphabétique.
. On raisonnera ensuite sur la fonction Ti comme sur la
fonction proposée ; à l'aide des fonctions S^ , S, , , on
formera un produit P^ dont le premier terme soit le même que celui de Tj ; la différence Ti — P, = T, sera une nouvelle fonction symétrique homogène ne renfermant plus ce terme, et ainsi de suite. Il est clair qu'après un certain nombre d'opérations, on arrivera à une différence nulle. On a ainsi
T — F = Ti , Tj — Pj = T, , t . . . . , Tji— P|jt = o i
d'où l'on déduit
T = P + P, + P.+ + Pi^-
La fonction symétrique proposée T est exprimée rationnellement au moyen des fonctions S^, S, , S^.
Considérons, par exemple, la fonction la*. Le premier terme étant a', on prendra
P = SÎ = Sa« + 2Sa*; d'oùSa« = SÎ — aS,.
Soit encore la fonction Sa' ; le premier terme étant a% on prendra
T = P4.P, + 3S, = SÎ — 3SA + 3S
Si les m quantités a, 6, c, , I sont les racines d'une
équation algébrique du degré m,
toute fonction entière symétrique de ces quantités s'exprimera rationnellement au moyen des coefficients de l'équa* tion.
Note E. — * Sur Tiliminatian.
266. On doit à H. Sylvester une méthode très-élégante pour effectuer l'élimination d'une inconnue entre deux équations algébriques à l'aide d'un déterminant. Supposons qu'il s'agisse d'éliminer l'inconnue y entre deux équations à deux inconnues x et y. Considérons d'abord le cas simple où les deux équations sont du second degré par rapport à y ; soient
(Ay' + By + C=o,
les deux équations, dans lesquelles les lettres A, B, G, A\ B\ G désignent des fonctions de x. Si l'on remplace y par
^ , les équations prendront la forme homogène f<i\ j Ay«4.Byz + Cz»==o,
En multipliant chacune de ces deux équations par y et par js, on obtient le système des quatre équations
Ay+Byz+cy»
Ay2+Byz« + Gz» = o,
Si les équations (1 ) sont vérifiées par up syatèmt de var leurs attribuées |i x et à y, I(;s équations (2) seront vérifiées par la même valeur de o;^ y et z ayant des valeurs indéterminées ; les équations (S) , que Ton peut considérar comme un système de quatre équations du premier degré entre les quatre, inconnues y*, y'z, yz*, z' seront aussi vé* rifiées par une infinité de valeurs attribuées à ces inconnues; on en conclut que la valeur de x doit annuler le déterminant relatif à ces équations. 8i done on égale à zéro le déterminant
on aura l'équation à laquelle doit satisfaire Tinconnue x.
En général, soit m le degré de la première équation et n
le degré de la seconde, par rapport à y; en remplaçant
y par - , on mettra les deux équations sous la forme
(4) A^»4'A,«îr-'+A^»y-»-h + A^5=o.
(5) A;y»4-A;«y"-tH,A;««»-»+ -hA>ss<»,
ÊLlIlIMTIOlf. IM
Si l'oû mtiltîj)lié efisuité la pt-etolèfe êquatldû par y*-*, ty*^*.
on formera \xû Éysiëmé de n 4- ^ équatloos du prettièi^ dégté ètitre les th -f H indônnuéè
En égalant à zéro le détémtnatlt félatt^ & ce âyi^tétne d'équations du premier degré, on obtk^ndra l'équation à laquelle doit satisfaire Finconnue x.
267. On peut à l'aide des fonctions symétriques trouver le degré de Féquatioti résultante. Supposons que Téqua*^ lion (4) que nous désignons par f^y) =7 o* soit du degré m par rapport aux deux inconnues x et y, et l'équation (5) du degré n; les lettres A^ et A', désignent des constantes que nous réduirons à l'unité, les lettres A^ et A'^ des po-r lynôoies du premier degré en x^ les lettres A, et A'| des polynômes du second degré, etc.; en général l'exposaot de £ indique le degré de chaque coefficient. Concevons que Ton attribue kx une valeur convenable; appelons y^, yi,
yi, yai^i les m racines de l'équation (A), et de même
y'^, y',, y',, y'^| les n racines de l'équation (5); pour
que les deux équations soient vérifiées simultanément, il faudra que l'une des n racines de la seconde équation vérifie la première, c'est-à-dire que Tune des n quantités
?(yi). ?(yD. ?(yi) ?(y»-i)
soit nulle; cette condition sera remplie si le produit
(6) î* = ?(yl) X ^(y[) X ^{y[) X <p(yLi)
est nul Ce produit est une expression rationnelle par rapport aux coefficients de la première équation; comme c'est
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une fonction symétrique entière des racines de la seconde équation, on pourra aussi l'exprimer rationnellement au moyen des coefficients de cette seconde équation, 'ainsi que nous rayons expliqué dans la note précédente; en égalant à zéro l'expression rationnelle ainsi obtenue, on aura l'équation à laquelle doit satisfaire l'inconnue a?. Si Ton met f (y) sous la forme
?{y) = (y— yo) (y- y*) (y— y—i).
on voit que le produit
P=(yi-^yo)(yi— yO - (yi — y«-i) x (yi' — yo)(yl — yJ -
est composé demn facteurs binômes. Concevons maintenant que, dans les deux équations proposées, on remplace z par zt^ c'est comme si l'on multipliait par t toutes les racines des deux équations ; les mn facteurs binômes qui composent P seront multipliés par t, et par conséquent le produit lui-même sera multiplié par T* ; on en conclut que les différents termes du polynôme P, tel qu'on les déduit de la forme (6) par les fonctions symétriques, contiendront le facteur 2"**; chacun des coefficients des équations (à) et (5) étant par rapport à x d'un degré égal à l'exposant de z, il en résulte que le polynôme P est du degré mn par rapport à x. Ainsi le degré de l'équation résultante est égal au produit des degrés des deux équations proposées.
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