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Signes algébriques.
1. Pour abréger l'écriture et faciliter le raisonnement, on est convenu de représenter les quantités par des lettres. On a coutume d'affecter les premières lettres de l'alphabet a, 69 c,... aux quantités connues, les dernières x, y, z,... aux quantités inconnues.
On a imaginé aussi des signes pour indiquer les diverses opérations de l'arithmétique.
Le signe + , que l'on prononce jpltw, indique l'addition. Ainsi, 5 plus 3 s'écrit
Le signe — , que l'on prononce moins ^ indique la soustraction. Ainsi, 5 moins 3 s'écrit
Le signe k * <iue l'on pronoïK^e tmUipiié par^ indique la multipUaatiOit Mn&ii 5 multiplié paf i 6'éQrit
Pour abréger encore davantage, lorsque les quantités sont représentées par des lettres, on indiqué leui- produit en mettant simplement ces lettres les unes à la suite des autres, et sous-entendant le signe x. Ainsi, le produit axbxc s'écrit plUâ almpleMeUt
ahc.
Le produit 4 X<a X 6 X c s'écrira
On indique la (îivision par une barre horizontale au-dessus de laquelle on écrit le dividende, au-dessous le diviseur. Ainsi, 5 divisé par 3 s'écrit
C'est le signe de la fraction en arithmétique.
On indique la pmsaanca d'un nombre, ou le produit de plusieurs facteurs égaux à ce nombre, par des petits chiffres placés en haut et ^ droite et marquant le nombre des fac^ teurs ou le degré de la puissance. Ainsi, la troisième puissance de la quantité a s'écrit
Le nombre 3 se nomme exposahi*
Oti indique la radné par le signe vT^, àu-dèssôtis dtiquel on écrit le nombre dont on extrait là raciûe. AiUâi, là racine quatrième de la quantité d s'écrit
Vindice du radical, qui est ici 4» se met dans Pouverture. Cependant, quand il s'agit de racines carrées, on se dis-
iStHÔDtJCTlON. S
fmse de mettre f indice s. Alïiâi k racine carrée de a s^ô«tAl simpleiMût
On se sert du signe = , <jue Ton prononce ègaïe^ pour
exprimer !* égalité de deux quantités. Ainsi, 5 plus 5 égale 8
s'écrit
Le signe > veut dire p{ti# gmnd fn^i le signe < flUs petit que. Ainsi 5 plus grud que 3 e'écril
Au coÈtraire 3 plus petit (Juè 5 n'écrit
On remaniuera que ces Agnes d'illégalité mit Ift fahne d'un angle, et que la quantité la plus grande est toujours placée dû ôôté dé l*ôûvèrtùrè de Tangle.
Quelques exemples feront bien comprendre l'utilité de ces différents signes et le bût de l'algèbre.
Emploi du signes comme moyen d*abrMaiim.
S. PîiGfitÊSïÊ î. Partager 5o francs ènite trois personnes, de manière que la première ait 6 francs de plus que la seconde^ la seconde 4 francs de plus que la troisième.
Voici comment Dn peut résoudre cette question avec les seules ressources de Tarithmétique.
n est clair que si l'on Connaissait l'une des parts, on obtiendrait ensuite facilement les deux autres. Cherchons, par exemple, la troisième part : la seconde part surpasse la troisième de 4 francs ; la première, surpassant la seconde de 6 francs, «urpaisé là troisièitie de 4 pltis 6, e'est-à-dire de 1 o francs. La somme des trois parts se compose donc de trois fois la troisième part, plus 4» plns lo, c'est-à-dire
à INTRODUCTION.
plus i4« Mais cette somme est égale au nombre à partage* 5o. Si de 5o nous ôtons 149 le reste 36 sera égal à trois fois la troisième part ; si nous divisons 36 par 3, nous aurons la troisième part 12.
Ainsi la troisième part est 12. La seconde, qui. la surpasse de 4 francs, est 16. La première, qui surpasse la seconde de 6 francs, est 22.
3. Reprenons la même question en écrivant .les raisonnements au moyen des signes de Talgèbre.
Nommons la troisième part x,
la seconde, qui la surpasse de 4) sera. . . a; + 4^
le première, qui surpasse la seconde de 6,
sera a? + 4 + 6-
La somme des trois parts est 3a; 4- i4*
Mais cette somme doit être égale au nombre à partager 5o, ce qui s'écrit
On nomme équcUion une égalité dans laquelle entre au moins une lettre représentant une quantité inconnue. Les raisonnements qui précèdent nous ont conduit à F équation
Il s'agit maintenant de résoudre cette équation, c'est-à-dire de trouver la valeur inconnue de x.
Si, de ces deux quantités égales, nous retranchons la même quantité 14» il restera évidemment deux quantités égales,
Enfin, si nous divisons par 3^ nous aurons
La question est résolue, puisqu'il suffit de connaître la troisième part pour avoir les deux autres.
4. Problème IL Partager 167 francs- mtre quatre personnes, de manière que la première ait 2 frana de plus que . la seconde, la seconde 7 francs de plus que la troisième^ et la
troisième 5 francs déplus que la quatrième*
Nommons la quatrième part a; ,
la troisième sera ^+5,
la deuxième ^ + ^ + 7)
la première a?-f-5 + 7 + 2.
La somme des quatre parts itt 4x -|- ^i ; Q^ds cette
somme doit être égale au nombre à partager 167, ce qid
s'écrit
4aî4-3i = 167.
Pour résoudre cette équation, on opérera comme précédemment. Si l'on retranche 3i des deux côtés, on a
Si l'on cBvise ensuite par 4» on trouve
Ainsi, la quatrième part est 54 francs; la troisième 39 francs, la deuxième 46 francs, la première 4S francs. On vérifiera que la somme est bien 167.
5. Problème III. Partager 53 francs entre deux personnes, de manière que la première ait un tiers de plus que la seconde 9 plus encore l\ francs.
Nommons la seconde part. a?,
la première sera * ^ + ¥ +4«
Or la somme des deux parts doit être égale à 53; on a donc l'équation
iimiQDiKiTiQn»
Pvà»qw a + § font g» i« 4' I foot Ç, et l'éqiwtion a'é-
crifa plas simplement
Pour résoudre cette équation, nous retrancherons d'abord 4 de part et d'autre, ce qui donne
Sî nous multiplions wisolte par 5 ces deux quantités égales. Bans amxms
Enfin, si nous divisons par 7, nous trouvons
Quand on connaît la seconde part 2 1 francs, en y ajoutant son tiers 7 franes et eneorQ 4 francs, on ebttont la première part 3 2 francs. Et effectivement la somme des deux parts fait bien 53 francs.
ft. PMBitMfi IVt DiHx perionmè pôiêiêmii le m/tÊU ca- Ittfalt la prmiére plwœ le êim à $ pour 100, la êaetmde à 3 pour 100, Le r et?«Hu àê ta premiètô iurpa$$e de ^oo francs celui de la seconde. TroyLver ce capital
Rappelons d'abord ce principe établi en arîthijiétique : pour trouver l'intérêt d'un capital, on multiplie le taux dç l'intérêt par le capital et on divise p^r 100.
Si donc on désigne par x le capital cherché, le revenu de la première personne sera
celui de 1» secQpcte
Puisque le revenu de la première surpasse çejpi ^e U seconde (}6 490 francs, OQ ^ ré(][uat;ion
100 JOG
bopd -^ — de part et d'autre, ce qui donne 100 ^ 7 ^
00, en ^Rietaaiit la soustpaction,
Multiplions ensuite par 100, nous avons
ax = 40000.
Divisât enfin par 2 , ijous trouvons
hhm }ç C?|tifel ch?rçl)é est ?Qp^p fRiic9*
Vérification. Le ç^^pitai ^0QQ9 franc;?, pl^ç^ ^ 5 pç^^ ^qq^ produit |0Q9 frpflçç d§ revenu i pl^cé i 3 pour jQQ» il ne
produit quç 6qq Iraoçs, Ifi prçmier rçvçuu surpassa biçu k
seçoiid <i« 4î><> fr^flÇS.
7. On voit, p^ <^^ Ç?§înpteai §9ïabi#B î'^WplW i^es lettres et des signes aidç Tesprit et facilite le raisonnement. Ce qui précède nous fournit aussi Toccasion de faire quelques remarques utiles sur la résolution des équations.
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Nous avons dit qu'on appelle iquatum en algèbre une égalité dans laquelle entre au moins une lettre représentant une inconnue. Les deux quantités égales entre elles sont les deux membres de l'équation. Les diverses parties, séparées les unes des autres par le signe + ou par le signe — , sont les termes de Téquation.
Il est aisé de voir que Ton peut faire passer un terme d'un membre dans l'autre; il suffit, pour cela, de l'écrire dans l'autre membre en changeant son signe. Soit, par exemple, l'équation
Si nous ajoutons 7 aux deux membrei», c'est-à-dire aux deux quantités égales, l'égalité subsiste évidemment et l'équation devient
dar= l3-f-a^ + 7• Le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, f est passé avec le signe -f- dans le second membre. De
même, si nous retranchons 20? des deux membres, l'équation devient
dar — ax= i5-f-7.
Le terme 2X qui avait le signe -j- dans le second membre est passé avec le signe — dans le premier.
^ Ce principe de la transposition des termes est extrêmement utile ; il remplace les raisonnements et permet d'opérer en quelque sorte mécaniquement la résolution des équations. On fait passer les termes connus dans un membre, les termes inconnus dans l'autre; on réduit et on divise par le multiplicateur de l'inconnue.
Ainsi l'équation précédente est devenue
6a? — aar= i5-|-7.
En réduisant, on a
4ar = ao^
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et, en divisant par 4 »
ar = --- =5.
On peut vérifier que 5 est bien la valeur de l'inconnue; car en remplaçant x par 5 dans Téquation proposée, les deux membres deviennent tous deux égaux à 23.
Considérons encore Téquation
8aî — 17=50; — a.
On fera d'abord passer le terme 1 7 dans le second membre en changeant son signe, ce qui donne
8a?=5a;-j- ^7 "~ ^* Hais le terme 5^, qui est en tête de second membre, n'a pas de £%ne ; on procédera comme s'il était affecté da signe + et on le fera passer dans le premier membre avec le signe — ; car, si des deux membres on retranche 5a?, on a
D'où l'on déduit
Quand l'équation contient des dénominateurs, on commence par les faire disparaître en multipliant tous les termes de l'équation par un nombre convenable. Si l'équation ne renferme qu'un seul dénominateur, on multipUe par ce dénominateur. C'est ce que nous avons fait dans les problèmes III et IV. S'il y a dans l'équation plusieurs dénominateurs différents, on multipUe par leur produit ou, plus simplement, par leur plus petit multiple.
9. Problème Y. Trouver un nombre dont le qv^rt augmenté de 7 égale les detix tiers diminués de 3.
En appelant x le nombre cherché, on écrira immédiatement l'équation
10 INT|lQPy«TI09l*
Pour chasser les deux dénominateurs 3 et 4^ WQW W^ tiplierons tous les termes par le produit 12' de ces deux dénominateurs, ce qui donne
Nous remarquons que pour multiplier les deux fractions
ce ^oc
7 et — par 1 2, il suffit de multiplier Jwre nijHiératewrs par
3 et 4» en ôtant les dàiieminateure.
d'où Ton déduit
lao « = — = 114.
VirifieaHon, — Le quart de 24, augmenté de 7, dwme i3 ; les deux tiers 16, diminués de 5, donnât aussi iS.
Mise des problçmûs m équations.
40, La résolutiou d'w problème çx>naprwd â^i^ parties 4î^iqcte? : Qp met d'al^ord le problème ee écju^tiQ^^, Q'ggv Mire qw l'oR établit pp^ ie3 équS'tioiia les reJ^tioQS gui e^ste^t entye les ({liaHtités eo^mies et les qi^Mités incçQquesi on féfiQut epsyite, les é(jpaiiion3, c'est-à-dire <jue rpn çberobe lea v^eurs des inQQnuues qui s^^isfont w^ épations. Nous avons indicpé les règles très-simples par lesquelles on résout les équations k mie inçomiue? La marche i
suivre pour mettre un problème en équations n'est pas susceptible d'être formulée d'une manière aussi nette et précise. Dans beaucoup de cas simples, il suffit, après avoir représenté Tes inconnues par des lettres, d'écrire textuellement l'énoncé du problème au moyen des signes de l'algèbre; c'est ce que nous avons fait notamment pour le problème V. Mais ordi-
nairement renoncé du problème ne se prête pas à cettç traduclion immédiate en laiigage algébrique ; dans ce cas, la mâiUmra règle à 6^^yrQ» c*est, après avoir bien examiné le» conditions de Ténoncé et représenté les inconaues par des lettres, de raisonner comme si ces lettres représentaient des quantités connues et d'écrire les opérations qu'il faudrait faire pour vérifier que ces yalw^ des i900^OTe^ satisfont \im 4 V^WOé i pu arriva m^ ^aqa gr^df) difficulté cinx ^qu«t4(H)s du proWème» C'est ainsi quQ nous avons procédé p(W 1^ problème ÏY ; nous avons représenté par m le capital inconnu çt, r^gpnn^nt comme si ce §*pital était connu,
nous avons écrit quç le revenu de la première personne surpasse de 4oo fi^ancs- cduî d^ la seconde. Les exemples suivants feront encore mieux con^prendre ce précepte.
11. Problème YI. Deux fontaines coulent dans un bassin ; la première^ etmlant êeule^ le remplit en 4 heures; la seconde^ coulant seule^ le rmplit en heures, Copfibien de temps les deux fontaines, coulant ensemble^ mettront-elles à remplir le bassin f
Désignons par x le nombre d'heures qu'il faut aux deux ftmtaines pour remplir le bassin; et raisonnons comme si nous
voçjiûiws ww mmif 5ue» daps cq \mf^ i> supposé connu»
les deux fontaines^ coulant ensemble, remplissent bien le bassin. La premi^ fiDn{^ine, coulant seule, remplit le bassin en 4 heures ; en une heure, elle verse donc j du bassin ;
eu X heures, eU^ eu remplit une fraction marquée par 7,
La seconde fontaine, coulant seule, remplit le bassin en (J heures; en une heure, eUe verse j du l^ass^n^ en cç heu^
res, elle en remplit une fraction ^. Dans le temps x, les deux fontaines, coulant ensemble, verse^^t donc une quan-
tité d'eau représentée par 7 + ^ » la capacité du bassin
étant prise pour unité. Mais, pendant ce temps, elles doivent remplir le bassin; on a donc l'égalité
4 + 6 = *- Telle est l'équation du problème.
Pour la résoudre, on fera d'abord disparaître les dénominateurs ; on voit de suite que 1 2 est le plus petit multiple des nombres 4 et 6. On multipliera donc par 1 2 tous les termes de l'équation, et nous observons que, pour multi-
plier par 1 2 les deux fractions 7 et x , il suffit de mutiplier
leurs numérateurs par 3 et par 2, en ôtant les dénominatexu'S. L'équation devient ainsi
3a:-f-îw?= 12; d'où 5a:=i2.
ar=-—= 2^ + - = 2^ 24".
Ainsi il faut 2 heures et 24 minutes aux deux fontaines, coulant ensemble, pour remplir le bassin.
La vérification a lieu effectivement, si l'on remplace dans
l'équation x par sa valeur -^; car les deux fractions 7 et ^
3 * 2 deviennent, après simplification, t et ^ , dont la somme
est 1.
12. Problème. VIL Un père a 4o am, son fils en a 10. Dans combien de temps Vâge du pèresera-t-il triple de îâge du fil$?
Soit X le nombre d'années cherché. Après ce temps, l'âge du père sera 40 + ^» l'âge du fils sera la + ^« Gomme à cette époque l'âge du père doit être triple de l'âge du fils, on a l'équation
4o-|-^=(io-j-x) X3.
La parenthèse indique que la quantité lo -f- a? est multipliée par 5.
Pour répéta* trois fois la somme lo + a?, il suffit évidemment de répéter trois fois chaque partie; l'équation devient donc
d'où l'on déduit
Ainsi, dans 5 ans l'âge du père sera triple de l'âge du fils. Et, en effet, à cette époque le père aura 4^ ^ns, le fils i5, et 45 est bien le triple de i5.
13. Problème YIII. Deux courriers partent au mime insiant de deux vMes distantes deioo lieues et vont à la rencontre tun de Vautre. Le premier fait 3 lieues à Vhewre^ le second en fait a. Quels chemins les deux courriers par cour-ront-^ls avant de se rencontrer ?
Le choix de l'inconnue a une grande importance pom* la facilité des raisonnements et la simplicité des calculs. Dans le problème actuel, au lieu de prendre les inconnues indiquées par l'énoncé, c'est-à-dire les chemins parcourus, nous prendrons une autre inconnue dont les premières se déduisent aisément, savoir le temps pendant lequel marchent les deux courriers. Soit x ce temps exprimé en heures. Le premier courrier, faisant 3 lieues à l'heure, parcourra en X heures 5x lieues ; le second, faisant 2 lieues à l'heure, parcourra dans le même temps 2X lieues. Mais la somme des chemins parcourus doit être égale à la distance totale 100 lieues. On a donc l'équation
d'où l'on déduit
Ainsi les deux courriers se rencontrent après 20 heures
ii iNnoDUcnoif*
âè imrche* Le premier aura parcouru 60 UeuM, li leQônd 4o. La somme est bien égale à 1 00.
ià. Problème tX. Vne montre marque miài; le$ deu^ aiguilles^ savoir t aiguille des heures et celle des minutes^ sont actuellement au même point du cadran. On demande dans combien de tempsy et en quel point du cadran^ fuiguiUo d9$ minutes rencontrera celle des heures?
Le cadran d'une montre est divisé en 60 parties égales. Dans uiie heure, l'aiguille des tnîûUtes pârèoun les 60 divisions du cadran, tandis que celle des heures n'en parcourt que 5. Prenons l'heure pour unité de temps et appelons A? le temps cherché; dans U temps ir, Taiguili^ 4(A b0Ure$ parcourt iœ divisions, et raiguiUe des oûfiutes 600? ( mais, aprè» ce temps, l'aiguille des minutes^ ayani v^ni l'aî^ guille des heures, a parcouru le tour du Cadraûi c'ett^kr"dire 60 divisions, plus bx divisions* On a douo Téquatioo
6ôar fc=s Cô + 5^ î d'où l'otl déduit
II 11 II
KiûbU la première rencontre aura lieU à 1^ &"" a^ et u&e fraction ^ de secondes
La deuxième re^icoutre liura lieu aprtB un temps égal, c'est-à-dire à S2^ 10°" -^ {^""1 la troisième» eûcora après ttn temps égal, ô'est-à^dire à 3*" i6~ + ^, etc. La oncièffîd rea- QOntreaura lieu à minuit, i^èê un iatenralle da ta hèurea«
15. Problème X. Le soleil s* àtance chaque jour de V ouest à Vest de 69' 8", 19, la lune <fe t5* iio' 34", 89. La lune est actuellement en conjonction avec le sokil. On détnûnàe ddhs combien de temps elle reviendra en conjonction.
On dit que la lune est en conjonCtioD avec te selett qUand
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ces àeus astres sont en ligne droite avec k teit^ et A*\xtk même côté de la terre; c'est le m<mient de la nouvelle lune. Prenons pour unité de temps le jour et appelons x le temps tbtrÊl^i Bédaiaoïis lés aros eu lecondei» Le wcMi détrifaiit i6lk^\i^ pftr joitf^ déorirE 5&4a'S 1 9 x <8 en ^ j(mri( Ut lune décrivant 47454'\89 |)Ar joar^ décrira 474S4'SS9X9 secondes dans le même temps. Mais la lune, ayant ri^oint le soleil, à décrit dans le ciel une circonférence entière, c*est-à-dire â6o" ou 1296000*', plus l'arc décrit par le soleil. On a donc l'équation
47434^890: = i Ti^ooQ -f 3548^ 1 9».
Oa m déduit
3im ■y fcX^t - > Mb M^ 4il'*44« *%^t
Ce temps est ce qu'on appelle la durée de la révdutiott sy- Bodique de la lune, ou le mois lunaire*
l6. Paoii'ÈME XI. Combien fautai mélanger dé vin û 46 centimes le titre et devin à S3 eentinm fQur faire i &o litres de mélange à 4o centimes le litre?
Appelons x la quantité du premier vin qu'il &ut mettre dans le mélange; celle du second vin sera i5o — -âc.
Un litre du premier vin coûtant 4^ centimes, x litres coûteront 45^ centimes ; de même 1 5o — x litres du second vin coûteront 53 (i5o — x) centimes. Mais, puisqu'un Utre du mélange doit revenir i 4o centime» le litre, le mélange entier doit coûter 4o X i5o ou 6000**. On a donc l'équation
en prenant le centime potll' ûirité.
Multiplier 35 p^ i5a>*--â; revient b le TÙpAM i5é fois mAm sô foisi ce qi^ donne S2 x 1 60 dâ 49&o mo» iSà;. L'équation devient d^ùac
45*4*4950 i^-SS» i=Êi 6000;
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d'où Ton déduit
X = = 87,5 litres.
En retranchant ce nombre de i5o, on a ce qu'il faut prendre du second vin. Ainsi on mélangera 87,5 litres du premier vin avec 62 ,5 du second.
17. Problème XIL On a un lingot d'argent pesant ifil^b grammes au titre 0,87. Combien faut-il y ajouter Sun second lingot au titre 0,96 pour en élever le titre à 0,90?
On appelle titre d'un lingot d'or ou d'argent le quantité d'or ou d'argent pur que renferme un gramme du lingot. Appelons x la quantité du second lingot qu'il faut ajouter au premier. Le lingot, formé de l'alliage des deux premiers, pèsera 1 245 + ^ grammes.
Un gramme du premier lingot contenant 0,87 d'argent pur, 1245 grammes contiendront 0,87 x i2A5 ou io83,i5. Un gramme du second lingot contenant 0,95 d'argent pur, X grammes en contiendront 0,95 x x. Mais le troisième lingot, pour être au titre 0,90 et peser 1 245 -j- ^ grammes, devra contenir 0,90(1245 + ^) d'argent pur. On a donc l'équation
io85,i5 -j- 0,95a: = 0,90 (1 245 -{- a:).
Si l'on multiplie par 100 les deux membres, l'équation
devient
io85i5 -\' g5x = go(i2^ -{- x)y
ou
io83i5 + qSx = 1 iao5o -f- 90a:.
On en déduit
X = 747 grammes.
18. Problèbie XIIL D'après Viiruve^ la couronne du roi Hiiron pesait 7465 grammes et perdait dans Veau Ifi-j grammes. On sait que ï or perd dans Veau les 5s millièmes de son poids f que V argent en perd les 95 millièmes, déterminer
les quantités d'or et émargent qui entrent dans la composition de la couronne.
On raconte que le roi Hiéron de Syracuse avait fait remettre à un orfèvre une certaine quantité d'or pour en faire une couronne. Le travail achevé, la couronne avait bien le poids voulu; mais le roi, soupçonnant Torfévre d'avoir gardé une partie de Tor et d'y avoir substitué un égal poidft d'argent, consulta Archimède sur le moyen de découvrir la fraude sans endommager la couronne. Un jour qu' Archimède était aux bains , la solution du problème se présenta tout à coup à son esprit. On dit que, transporté de joie, il s'élança hors du bain, et, oubliant qu'il était nu, traversa les rues de Syracuse en criant : J'ai trouvé, j'ai
trouvé (£'jp7)xa, eupTfixa).
Le moyen imaginé par Archimède repose sur ce principe de physique trouvé par lui, savoir, que tout corps plongé dans l'eau y perd une partie de son poids égal au poids du volume d'eau déplacé. Il consiste à déterminer par deux expériences préliminaires combien l'or, plongé dans l'eau, perd de son poids, et combien perd l'argent ; puis à déterminer de la même manière combien perd la couronne plongée dans l'eau et à comparer le résultat aux précédents.
Un gramme d'or perdant o,o52 dans l'eau, 7465 grammes d'or perdent o,o52X7465 ou 588, 18, Si la couronne était d'or pur, plongée dans l'eau, elle perdrait donc 388, 18; mais elle perd 467 grammes; ceci annonce qu'il entre dans sa composition un métal, comme l'argent, moins dense que l'or.
Appelons x la quantité d'argent introduite par Torfévre ; la quantité d'or sera 7465 — x. Un gramme d'argent perdant 0,095 dans l'eau, x grammes perdront 0,095 x. De même 7465 — a: grammes d'or perdront o,o52 (7465 — x). La perte éprouvée par les deux quantités d'or et d'argent
devant être égale à la perte 467 grammes éprouvée par la couronne (on suppose que F alliage des deux métaux a lieu sans contraction ni dilatation), on a T équation
o,o95ar -f o,o52 (74^5 ~ x) = 4^7.
En faisant la multiplication indiquée par la parenthèse , cette équation devient
0,0953: -f 588, 18 — o,o5aa:= 4^7^ 0,043^:= 78,8a, d'où Ton déduit
X = i853 grammes.
Ainsi r orfèvre avait substitué i835 grammes d'argent à un égal poids d'or.
19. Jusqu'ici nous n'avons résolu que des problèmes à une inconnue. Nous allons donner quelques exemples de problèmes à plusieurs inconnues.
Problème XIV. Pour payer ses ouvriers sur le pied de 3 francs chacun^ il manque 8 francs à celui qui les fait travailler. Mais s il ne leur donnait que 2 francs chacun^ il lui resterait 3 francs. Quelle est la somme d'argent et le nombre des ouvriers ?
Désignons par x le nombre des ouvriers et par y la somme d'argent. Pour donner 3 francs à chacun, il faudrait ox francs; mais comme il manque 8 francs, on a l'équation
Pour donner 2 francs à chacun, il faut 9x francs, etconmie il reste 3 francs, on a l'équation
On a ainsi deux équations à deux inconnues. Si , dans la seconde équation , nous remplaçons y par la
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quantité ég^ie 8â5---8 dOBoé^par Ja preiQiëi:^, nous obtenons une équation à une seule inconnue
de laquelle nous déduisons, en 1^ résolvant par le procédé ordinaire
or = II.
Une fois la valeur de x trouvée, on obtient celle de y en remplaçant x par sa valeur 1 1 dans Tune des deux premières équations, ce cpii donne
Ainsi il y a 11 ouvriers, et la somme d'argent est 25 francs.
20. Problème XV. Deux sources, qui coulent uniformément^ ont rempli ensemble un réservoir de \% mètres cubes ^ en coulant Tune pendant 7 heures, Vautre pendant fi heures. Les deux mêmes sources ont rempli un second réservoir de 22 mètres cubes, Ici première coulant pendant 3 heures, lOi. seconde pendant 5 heures. On demande quelle est la dépense de chacune de ces source!^.
Prenons pour unité de volume le mètre cube et appelons x et y les volumes d'eau que fournissent les deux sources par heure. La quantité d'eau versée par la première en 7 heures est jx, celle versée par la seconde en 2 heures est 2j/.; le premier réservoir ayant été rempli de cette manière , on a
l'équation
7* + ay = 18.
De même 5x et 5j/ sont les quantités d'eau versées par les deux sources en 3 heures et en 5 heures ; le second réservoir ayant été rempli de cette façon, on a la seconde équation
Pour résoudre ces deux équations, tirons de la première la
valeur de y , . comme si x était connue, ce qui donne
18 — yx
et substituons cette valeur à la place de y dans la seconde équation , nous aurons l'équation
Zx+5 (^— 2"^) =22,
qui ne renferme plus qu'une seule inconnue x.
Si Ton multiplie par 5 le numérateur de la fraction, cette équation devient
Zx 4- = 22;
en chassant le dénominateur et résolvant, on trouve
Pour avoir ensuite la valeur de y , on remplacera x par sa valeur — dans l'équation
ce qui donne
On vérifierait que les nombres fractionnaires — et —,
mis à la place de a; et de y satisfont bien aux deux équatiœs
du problème. Si Ton réduit en décimales, on trouve que les
deux sources dépensent par heure, la première 1 588 litres,
la seconde 5448 litres, en négligeant les fractions de litre.
Résolution de deux équations à deux inconnues.
21. Remarquons la méthode que nous avons suivie pour résoudre deux équations à deux inconnues. Nous avons tiré
de Tune des équations la valeur de Tune des inconnues, par exemple de y, comme si l'autre x était connue, et nous avons substitué cette valeur dans T autre équation; nous avons obtenu de la sorte une équation à une seule inconnue x^ que nous avons résolue par le procédé ordinaire.
Appliquons encore cette méthode à quelques exemples. Soient les deux équations
De la première, en faisant passer le terme 3y dans le second membre, le terme i4 dans le premier, et divisant par 5 on tire
Susbtituons cette valeur à la place de y dans la seconde équation, nous aurons l'équation à une inconnue
, ^Sx — 14
Ici le diviseur 3 disparait, à cause du multiplicateur 6, et l'équation devient
•px + ^{5x — 14) = 40, ou
yx -f- ïox — 28 = 405
d'où
En portant cette valeur de x dans l'équation
on trouve
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Vérificalion. Cts ddux valeurs 4 et 2, mises à la place de X et de j, rendent les deux premiers membres des équations proposées égaux respectivement à 14 et à 4o, et les équations sont satisfaites.
Soient eiicore les dieii^ équations
i3j? — 9y = 17, lia? — i5y = 7.
De la première, résolue par rapport à y, nous tirons
idX — 17
Si, rffin d'éviter le signe — devant le terme en y dans la seconde équation , on fait passer ce terme dans le second membre, cette équation devient
iix = 7+ i5^j
en subtituant à la place de y sa valeur déduite de la première équation , on a
On peut simplifier en divisant par 3 le numérateur et le dénominateur de la fraction, ce qui donne
5(i3x— 17) iix = 7 H 3 ^,
ou
lia: = 7-1 .
Multiplions par 3, T équation devient
33a; = 21 +65x— 85; d'où Ton tire
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Cette valeur, portée dans Féquation
iZx — 17
donne
Nous verrons plus tard que la précaution que nous avons prise de faire passer le terme t5y dans le second membre, afin d'éviter le isigne — , n'est pas nécessaire.
22. Problème XVI. On a formé trois mélanges de froment^ de seigle et d'orge. Le premier contient i o mesures de froment^ 3o de seigle et 20 d'orge; il revient à 23o francs. Le second contient 12 mesures de froment , ih de seigle^ et 6 d'orge; il revient à i38 francs. Le troisième contient 4 mesures de froment j 10 de seigle et 5 d'orge, et revient à 75 francs. Quel est le prix de la mesure de-froment^ de seigle et d*orge?
Appelons a?, y, z le prix d'une mesure de chaque denrée. Due mesure de froment valant x francs, lo mesures vaudront 10 fois plus, c'est-à-dire iooî; ainsi la quantité de froment contenue dans le premier mélange coûtera loa?; de même la quantité de seigle coûtera Soy, la quantité d'orge 2oz; comme le mélange coûte 2 3o francs, on a l'équation
10^4- 5oy 4" 20Z = 23o.
On obtiendra de même les équations
12X -|- i5y + 6z = i38, ^x -{- ioy-\- 5z = 75.
Nous remarquons d'abord que l'on peut simplifier la première équation en divisant tous ses termes par lo, et la seconde en divisant tous ses termes par 3, de sorte que ces trois équations s'écrivent
£{X + loy 4- 5z = 75.
Il S* agît de résoudre ces trois éqnations à trois inconnues. * La méthode est la même que celle que nous avons suivie pour deux équations à deux inconnues. De la première équation résolue par rapport à x^ comme si Ton connaissait y et z, on tire
Si nous mettons à la place de x cette valeur dans les deux autres équations, nous obtiendrons deux équations à deux inconnues
4(23 — 3y— -2z)+ 5^ + 2Z=46, 4(25 — 3y — 2z) + io?/-|-5z = 75.
Ces équations, simplifiées, s'écrivent
De la dernière, nous tirons
substituant dans la précédente, nous avons une équation à une inconnue
plus simplement
7y + 2(17 — 2y)==46; d'où
En portant cette valeur de y dans T équation
^__ 17— ay
on trouve
En portant ces valeurs de y et de js dans Téquation
a;== 23 — Zy — 22, on trouve enfin
Ainsi la mesure de froment coûte 5 francs, celle de seigle 4 francs, celle d'orge 3 francs.
Emploi des lettres comme moyen de généralisation.
23. Nous avons expliqué la formation d'une écriture abrégée qui facilite beaucoup le raisonnement et qui constitue, en quelque sorte, la langue des mathématiques. Elle présente un autre avantage non moins important, qui est de généraliser la résolution des problèmes. Il suffit, pour cela, de représenter par des lettres, non- seulement les quantités inconnues , mais encore les quantités connues , et nous avons déjà dit qu'afin d'éviter la confusion on se sert des premières lettres de l'alphabet pour les quantités connues, des dernières pour les quantités inconnues. De cette manière les raisonnements porteront non plus sur des nombres particuliers, mais sur des quantités quelconques, et l'on résoudra ainsi, à la fois, toutes les questions de même espèce. Quelcpies exemples feront bien comprendre cette nouvelle propriété de l'algèbre.
24. Reprenons le problème I. Partager 5o francs entre trois personnes , de manière que la première ait 6 francs de plus que la seconde, la seconde 4 francs de plus que la troisième.
Nommant x la troisième part, nous avons dit que les deux autres parts sont exprimées par a;+4eta; + 4 + 6; écrivant que la somme des trois parts est égale à 5o, nous avons obtenu l'équation
3ar + i4= 5o, cpie nous avons résolue, et d'où nous avons déduit
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Si l'on change les liombres qui entrent dans l'énoncé du problème, si Ton demande, par exetnple, de partager 64 francs entre trois personnes, de manière que la première ait 5 francs de plus que la seconde, la seconde 7 francs de plus que la troisième, il est clair qu'il faudra recommencer exactement les mêmes raisonnements.
Ainsi, nommant la troisième part a?,
la seconde sera ^ + 7»
la première x 4- 7 + 5*
Écrivant que la somme de trois parts est égale au nombre à partager 64, on aura l'équation
que l'on résoudra de la même manière, et d'où l'on déduira
On a dû naturellement se demander si l'on ne pourrait pas résoudre à la fois toutœ les questi(Mis de ce genre , de manière qu'on ne fût pas obligé de recommencer les mêmes raisonnements dans chaque exemple particulier. Or ceci est bien facile. Représentons par la lettre a la somme à partager, par b l'excès de la première part sur la seconde, par c l'excès de la seconde sur la troisième et raisonnons sur ces lettres comme sur des nombres donnés.
Nommant la troisième part ^,
la seconde sera ^ + c,
la première a? + c + 6.
Écrivant que la somme des trois parts est égale au nombre à partager a, nous aurons l'équation
3j? -f- 2C 4~ Ô = tt.
Retranchons des deux membres les quantités 6 et 2c, l'équation devient
divisant par 3, nous trouvons
C'est là ce qu'on appelle une formule. Elle indique quelles opérations il faut effectuer sur les quantités connues pour en déduire la valeur de Tinconnue. Cette formule dit que pour trouver la troisième part, il faut, du nombre à partager a, retrancher l'excès h de la première part sur la seconde et deux fois l'excès c de la seconde sur la troisième, puis diviser le résultat par 3.
Quand on veut appliquer à un exemple, on remplace dans la formule les lettres par leurs valeurs particulières et l'on effectue les calculs. Ainsi, dans le premier exemple, on fera a = 5o, 6 = 6, c = 4 ; l^i formule donne
d'où, en effectuant les calculs,
C'est bien la valeur trouvée directement.
'25. Généralisons de la même manière le problème VIll, et pour cela représentons par a la distance des deux villes, par b la vitesse du premier courrier, c'est-à-dire le nombre de lieues qu'il parcourt en une heure, par c la vitesse du second. Nous prendrons encore pour inconnue le temps pendant lequel marchent les deux courriers jusqu'à leur rencontre. Nommons x cç temps. Le premier courrier, faisant b lieues à l'heure, parcourra en a? heures 6a; lieues ; le second, faisant c lieues à l'heure, parcourra, dans le même temps, ex lieues. Mais la sonune des chemins parcourus par les deux courriers doit être égale à la distance totale a lieues. Nous avons donc Téquation
ôx -~\- cj- ^=^ a; ■
que Ton peut écrire
la parenthèse indiquant que la quantité 6 + ^ ®st multipliée par X. En divisant les deux membres de l'équation par
6 + ^» on a
Cette formule dit que, pour trouver après combien d'heures a lieu la rencontre, il faut diviser la distance des deux points de départ par la somme des chemins que parcourent les deux courriers en une heure.
On appliquera à l'exemple considéré, en faisant a= loo, 6 = 3, c = 2, ce qui donne
100 lOO
26. Généralisons encore le problème VII, que nous poserons ainsi : l'âge d'un père est a années, l'âge du fils 6. Dans combien de temps l'âge du père sera-t-il n.fois l'âge du fils?
Désignons par x le nombre d'années cherché. Après ce temps l'âge du père sera a -\-x^ l'âge du fils 6 + x. Gomme l'âge du père doit être n fois l'âge du fils, on a l'équation
a -\- X =:[b-\'X)Xny ou
a -{- x = nb-\- nx.
Par la transposition des termes, cette équation devient
a — nb = nx — x^ ou
a — nb = xx[n — i); d'où l'on déduit
a^^nb
Si l'on applique à l'exemple considéré, on fera = 40,
6 = 10, n = 5 ; la formule donne
4o — ioX3 4a — 3o ^ a? = — = = = 5.
27. Cette introduction suffit, je pense, pour faire comprendre au lecteur le but de l'algèbre, et lui donner une idée de la méthode à laquelle les mathématiciens ont donné le nom d* analyse. Elle offre d'ailleurs l'avantage de mettre les commençants en état de résoudre immédiatement un grand nombre de questions ; nous en proposons ici quelques-unes comme exercices. Nous allons maintenant revenir sur nos pas et exposer en détail et avec ordre le mécanisme du calcul algébrique.
Bxereiee*.
Problème I. Trois personnes ont ensemble 112 ans; la deuxième a 8 ans de plus que la plus jeune; la troisième a autant que les d<iux autres. Quel est rage de chacune d^elleaP
Réponse» La plus jeune a 24 ans, la deuxième 32, la troisième 56.
Problème II. Faire 53 francs avec 16 pièces de 2 et de 5 francs. Bjéponse. On prendra 9 pièces de 2 francs et 7 de ô francs.
Problème III. Un homme, en arrivant à Paris, a dépensé le premier jour le i de son argent, le second jour le { du reste ; il n'a plus alors que 48 francs. Combien avait-il d'argent?
Béponse, 120 francs.
Problème IV. Quelle est la fraction telle que^ si Ton ajoute 1 à son numérateur, elle devienne égale à | et si Ton ajoute 1 à son dénominateur, elle devient égale à ^ ?
Réponse, -fs.
Problème V. Un bassin est alimenté par deux tuyaux de conduite. Dans une première expérience, le premier ayant été ouvert pendant 4 heures, le second pendant 5 heures, on a obtenu 40 n^ètres cubes d'eau. Dans une seconde expérience, le premier ayant été ouvert pendant 6 heures^ le second pendant 3 heures et demie, on a obtenu 50 mètres cubes. Quelle est la quantité d'eau que chaque tuyau fournit en une heure?
Réponse, Le premier tuyau dépense G875 litres d'eau par heure, le second 2500.
Problème VI. Une personne a des jetons dans ses deux mains ; si elle en passe un de la droite dans la gauche, il y en a autant dans les deux mains;
mais si elle en passe un de la gauche dans la droite, c^Ue-ci «q coqtieiît Ip doul>le.
Réponse. La main droite contient 7 jetons, la gauche 5.
Problème VII. Une personne a décidé dans son testament que sa fortune serait distribuée entre quatre personnes, de manière que la deuxième ait deux fois autant que la première, la troisième autant que les deux premières et la quatrième autant que la deuxième et la troisième. La fortune totale s'élève à 11 000 francs. Quelle est la part de chacune d'elles?
Réponse. La première aura 1000 francs, la deuxième 2000, la troisième 3000 et la quatrième ^0.
Problème VIII. Trouver le nombre dont le double ajouté à %i gurpass^ 80 autant que 100 surpasse ce nombre.
Réponse. 52.
Problème IX. Partager 75 en deux parties telles, qae 3 fois la plus grande surpasse 7 fois la plus petite de 15.
Réponse. Ces deux parties sont 54 et 2 1 .
Problème X. De deux tonneaux égaux, après avoir tiré de Tun 45 litres et de l'autre 150, il reste deux fois plus de vin dans le premier que dans le second. Combien chaque tonneau contenait-il de litres?
Réponse. 255 litres.
Problème XL Un maître, ayant proposé 12 problèmes à son élève, convient de lui donner 25 centimes pour chaque problème résolu, à la condition qtre Télèvc payera 10 centimes pour chaque problème non résolu. Le compte fait, le maître doit à l'élève 1 franc 25 centimes. Combien celui-ci a-t-il résolu de problèmes ? •
Réponse, L'élève a résolu 7 problèmes.
PRÉLIMINAIRES
Définitions.
28. Toute expres^iou algébrique indique une série d*opélations à effectuer sur des quantités représentées par des ettres. L'expression est un polynôme si elle est composée de plusieurs parties séparées les unes des autres par le signe -{- ou par le signe — . Ces diverses parties sont les terrées du polynôme. Dans le cas contraire, c'est un monôme.
On donne spécialement le nom de binôme à tout polynôme composé de deux termes, celui de trinôme à tout polynôme composé de trois termes, etc.
Ainsi les expressions
v/^mT«,
5a'èV,
sont des monômes.
Les expressions
3a* — 5ao, û + 4 V û6, 7a — r- ,
sont des binômes.
Les expressions
a* — aah + 56*, lia + 3 y/ôft — ' ^^^
sont des trinômes.
L'expression
û*— 3a^ô + 5a*é*— 7aô»— 26*,
est un polynôme à cinq termes.
29. Une expression algébrique qui ne contient pas le signe v^ est dite rationnelle; par opposition, elle est dite
irrationnelle si elle contient le signe v •
L'expression
a + ô est rationnelle ; mais l'expression
est irrationnelle.
30. Une expression rationnelle est entière si elle ne contient pas le signe de la division ; elle est fractionnaire si elle le contient.
L'expression
a* — 2ab + 6*
est un polynôme entier.
L'expression
aA 46
est fractionnaire.
Tout monôme entier est de la forme
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U faut âlBtingaer dans ce monôme les lettres a, 6, c qui le coDstitaent, les exposants 3, s, i dont ces lettres sont affectées (la lettre c, qui n'a pas d'exposant , est censée affectée de l'exposant i ; et, en effet, la quantité e est la {ffemiëre puissance de c) et le multiplicateur 7 placé au commencement Ce multiplicateur pcxrte spécialem^t le nom de coefidenU il indique que la quantité a*b*e est répétée 7 fois.
Le monôme
qui n'a pas de coefficient, est censé avoir le coefficient 1 ; en effet, on a ici une fois la quantité a'bV.
32. On appelle degré d'un monôme entier par rapport à une lettre l'exposant de cette lettre ; degré par rapport à plusiem^ lettres la sonmie des exposants de ces lettres.
Ainsi le monôme
est du troisième degré par rapport à a, du second degré par rapport à 6, du premier degré par rapport à c. Il est du .cinquième degré par rapport aux deux lettres a et 6, du sixième degré par rapport aux trois lettres a, 6, c.
On appelle degré d'un polynôme par rapport à une lettre le degré du terme dans lequel cette lettre est affectée du plus fort exposant. Ainsi le polynôme
est du troisième degré par rapport à x.
Lorsque tous les termes d'un polynôme sont du même degré par rapport aux différentes lettres qu'il renferme, on dit qu'il est homogène. Ainsi le polynôme
sa liWè Î; — CMAP. I.
ëdt hoHtogèilB et A^ iMÊHm^ âëgté^ pure» qttë t9ëè fces tëmei» StiÂt dtt trbidièiiie éegtê ^9,t fiii$|lott aut deât ImceÊi 4 et ft t[iii tottéiit âAtië ce floljrâômë:
Vtk teMë ^ !Ëe è<[^àtiëtit J^s tirië lettfë eâi i^âf4é é^nine ttâtit dti aëgte ë p^ i%p{)ort à èéttë Mmk Ainsi }è p^ëtfiKâf^ tëmis ^tf'v ^ili ti« éetitiëtll pàè là Imtè h MrA dtt dëgrô b pat* l^à|!ipdn & 6i lé deiiâiër^ qM m tomi^t j^AI la lettre a, sera du degré o par rapport à a ; de <iette feÇSÔ) on peut dire que dans tous les termes la somjrflè êËê (ètposants égale 3.
33, Un polynôme indique une série d'additions et de sbilàtràctibhs à élfectiieh Àiïisi le fJbiyriémé
a -{- b — c + rf — ^ — f
indique qu'il faut ajouter la quàfatité a, puis la quantité 6, ensuite retrancher c» ajouter d, rétrancher e et encore /*.
Les termes affectés du signe + sont dits positifs; les termes affectés du signe — sont dits négatifs. Le terme a, qui, placé au commencement, n'a pas de signe, est positif, et doit être considéré conm^e affecté du signe +*
Il est évident que la série des opérations indiquées par un polynôme revient à ajouter ta somme des termes positifs et à retrancher la somme des termes négatifs.
Pour éclaircir ceci par un exempte^ supposons que le polynôme représente les opérations d'un négociant dans le courant de la journée, les termes positifs étant les recettes, les termes négatifs les dépenses. Au commencement de la journée, le négociant avait en caisse une certaine somme d'argent; iî a fait d* abord une recette a et une seconde recette b ; ptiiis il a payé fe ; après quoi il a reçu d, il
a payé e et encore /!• Il est évident qu'à \m &i de h jdutnte son avoir a été augmenté de la somme des recettes et diminué de la somme des dépenses.
Bm 16 "pët^mé hvtiùétitfxé
I? + 7 — «5 -f aç — 6 — 2.
LàsoÉiBii dm ^maeê potfitfft ast Sg^xelle des \mMS nâ4« gtttifii flg. n fiUit i^ottter 29 «1 rilraflehm- aS, m ipà tofient à qoutcr i6| Oieèt dt b pwiiàre sonae tar k gHiondgi Dans ce cas, la valeur du polynôme est positive^ M l'écrit +16.
Lorsque la somme des termes négatifs l'emporte sur celle daa termes positifs» le polyuOme n'en conserve paa n^oôns
uûQ signification trèsnaçtte, Soit le polynôme
Il faut ajouter 16, somme des termes positifs, et rètraticher 22, somme des termes négatifs; ce qui revient à retfanchei' 6^ excès de la seconde somme sqr la première. Dans ce cas, la valeur du polynôme est négative; on l'écrit — 6.
Deux polynômes, et en général deux expressions algébriques, sont égales^ lorsqu'eUes pnt la n\ème valeur affectée du m^e signe.
SA. Il résulte clèdrement de te qui précède que Yoti peut changer à volonté V ordre des tëriheê Ôtun polpi&mé. Car, quel que SOit l'ofdrê dcâ tëtofts, on à tonjotlrS fltialement la même somme à ajouter et la même somme à retrancher.
Ainsi les termes dû polynôme
peuvent être écrits dsunif tel ordre qu^on voudra, par exemple
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dans Tordre suivant
Il n'y a aucun inconvénient à conunencer par un terme négatif. Pour revenir à notre comparaison, cela signifie que le négociant commence par payer e^ qu'il reçoit ensuite d, qu'il paye f, etc. Or rien n'empêche de supposer que le négociant a dans sa caisse, au commencement de la journée, une asMz grande somme d'argent pour effectuer les payements.
Termes semblables,
35. On dit que deux termes sont semblables lorsqu'ils sont composés des mêmes lettjres affectées des mêmes exposants, et qu'ils ne diffèrent que par les coefficients et les signes.
Soit le polynôme
Nous voyons d'abord les trois termes semblables
5a' — aa'-fa%
que l'on peut réduire et c^placer par le seul terme + 4 «'• En effet, la quantité a* doit être ajoutée 5 fois et encore 1 fois, c'est-à-dire 6 fois, et retranchée 2 fois, ce qui revient à l'ajouter 4 fois.
Nous trouvons ensuite les termes semblables
qui se détruisent. Car la quantité a*& doit être ajoutée 3 ibis et encore 1 fois, c'est-à-dire 4 fois, et retranchée 4 fois. Il reste les termes semblables
+ yab* — 8aA*— laa**,
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qui se'rédoisent à — i5ab\ Car la quantité oft' doit être ajoutée 7 fois et retranchée 8 fois et encore 1 s fois, c'està-dire 20 fois, ce qui revient à la retrancher i5 fois. Ainsi le polynôme proposé s'écrit plus amplement
Dans la pratique, on opère trës^rapidement cette réduction des termes semblables. Soient les termes semblables
+ yab* — Soi*— laai';
disant abstraction de la quantité 06*, on ne considère que les coefficients et les signes
et l'on calcule la valeur — - 13 de ce polynôme numérique ; puis on écrit — i3a&* au résultat, et l'on barre les termes réduits.
Ordonner un polynùme.
36. Après avoir réduit les termes semblables, on a coutume d'ordonner le polynôme, soit par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre, soit par rapport aux puissances croiisantes, c'est-à-dire que l'on écrit les termes dans un ordre tel que les exposants de cette lettre aillent, sdt en diminuant, soit en augmentant.
Ainsi le polynôme
est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x. Ce même polynôme, écrit en ordre inverse,
— 6 + 5x — 4r* -j- 5ap%
sera ordonné par rapport aux puissances croissantes. Le
t^mQ -^%h q^ m o^ntleat pafi U lettri n^i §m^ regard^ comme ét^nt d^ ctogré o.
Quaii4 un pelyftôï»^ eoBtiwt dw ^Wftes dft tOUB l§fl degrés, â^ partir du d^é Ifl plu» ^«vé, oja dit qu'il »st cwipl^^ Le polynôme étant supposé ordonné par rapport aux puissances croissantes, la série des exposants commence à zéro, et d'élève jusqu'au dogré du piflyndme inolUfivipiBeiiti H y a ésàb aataai de tenaba qu'il f à d^ui^s dans te iogré plus un. Ainsi le polynôme précédent est un polynôme complet du troisième degré, et il renferme quatre termes.
Lorsqu'un polynôme, dontènant deux lettres, est hom^ gène, si on l'ordonne par rapport ôut puîssauces déci^oissantés de l'une d'elles, il sera en même temps ordonné par rapport aux puissances croissantes de l'autre ; car, la somme dés exposants des deUx lettres étant k même dâtts tous les termes, si les exposants de f une d'elles Vont en diminuant^ ceux de l'autre iront nécessairement en augmentant. Ainsi le polynôme homogène
qui a été ôf donné par rapport àujt pulssatlôéâ dèctoîssâàles de d, ^e trouve en même tempâ wdônUé pût rapport âuï puissances croissaUtes de 6.
CHAPITRE II
APRïTJpN Î£T 30U1^T]RACTÏPN.
Addition.
37. Proposons-nous cP ajouter à un premier polynôme un seaop4 polynôme ; imm supposons qua ^ se^pod p(4ynôiii9 ^ une valeur positive, c'^st^dire que I^ ^wuq d^8 termefif positifs rao^popt^ sur celle 43S tôn^e^ i^ég^ifs. AJQUt^ ca polynôme, c'est ajouter sa valeur, en d'autres termes, (d'est '49UtBf Yùxçj^ ^ ]a. si^wn0 4^ sf^ ten^en^ po^it^s sur la «pmme ^ ^m^ B^atifSf Mais ^o^top eette 4ifféreffl©fi r^en( év^d^upeot 4 .^QUte^ Ifss t^ntfi positif iS)!; retr^flirr cb^ l^ç fl^F3B^ i^%!^fs^ (^ q^ji ^e %a en fécriyfiint à 1^ suite du premier polynônae jU)US tes terpa^ 4a SjôCQ»4*
Règle. 4 pr^ folynùm «» m flémiite m mS^f^y m imvtQ^ àla suite du premier successivement tous les termes du second^ cta^fi 9i>tc êon signe.
ExpiifLE. Âdditioqnez les polynômes
.6a*-- aa'6 — x5a^i'+ 6ai!»»-r- aA*.
Iqi^^iaons <pie l'on ait écrit tous les t&rvfm^ 4e ces troia polynômes, lies lias h la suiti^ des autres, chacun avec sou signe, en affectant du signe + le premier terme 6a* du
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troisième polynôme ; réduisons les termes semblables, nous obtiendrons le polynôme
^a*— ioa'4 + Soi'— 6*.
38. Remarque. On peut grouper dans une parenthèse plusieurs termes d'un polynôme, en conservant à chaque tenue son signe et mettant le signe + devant la parenthèse.
Par exemple, le polynôme
a— 6+^ — d — C + /* peut être écrit sous la forme
En effet, la parenthèse, précédée du signe + , indique Taddition du polynôme ; si Ton eflFectue cette addition d'après la règle énoncée, on reproduit évidemment le polynôme proposé.
Il n'y a pas à s'inquiéter de savoir si, parmi les termes mis entre parenthèses, la somme des termes positifs est plus grande que celle des termes négatifs, pourvu que l'on étende aux polynômes négatifs la règle démontrée pour l'addition des polynômes positifs.
Ainsi nous dirons qu'ajouter un polynôme quelconque, c'est écrire tous ses termes, chacun avec son signe.
39. Il convient aussi d'appliquer la même règle à un terme pris isolément, et nous dirons qu'ajouter une quantité affectée du signe + ou du signe — , c'est l'écrire avec son signe. Soit, par exemple, le polynôme
Si nous mettons les quatre derniers termes entre parenthèses, nous écrirons ce polynôme sous la forme
ADDITION
La partie mise entre parenthèses est native : mais ceci n'offi^ aucun inconvénient, puisqu'en effectuant l'addition d'après la règle énoncée, on reproduit le polynôme proposé. Remplaçons maintenant le polynôme entre parenthèses par sa valeur — 5 ; il s'agit d'ajouta: — 5 ; pour cela nous écrirons — 5, ce gui donne
Et, en effet, dans le polynôme proposé, la partie
mise entre parenthèses , signifie qu'il faut ajouter 8 et re* trancher i3, c'est-à-dire retrancher 5.
' AO. D'après cette manière de voir, l'addi^'oti algéftrigue ne comporte plus nécessairement l'idée d'augmentatio». Si l'on ajoute une quantité positive, il y a effectivement augmentation ; mais si l'on ajoute une quantité négative, il y a au contraire diminution. Ajouter — 5, c'est en réalité retrancher 5.
Il résulte de là que l'on peut considérer un polynôme comme étant la %Qmmt algébrique de tous ses termes, puisque l'addition consiste à les écrire les uns à la suite des autres, chacun avec son signe. Cette manière d'envisager les polynômes est très-utile dans les applications.
Soustraction.
Al* La soustraction est l'opération iaverse de Tadditioii. D'une quantité en retrancher une autfe, c'est en trouver une troisième telle qu'en y ajoutant la seconde on reproduise la première.
Supposons que du polynôme
Je diô qu'on £)btieïidra le résultat demandé en écrivant à la suite du premier polynôme tous leâ termes du second, chacun avec un signe contraire, ce qui donne
En effet, si à ce troisième polynôme, nous ajoutons le second, nous avons
ou, siKuplcMnent ,
m Jretùarquant qu8 les ternes «— d et + d ae détruisent, de ijàémfi que ieç termes -^t^t^-^ê^ ete. C'est précisément le pr^iaier polyuôHie* Ainsi :
JtÈSLté Pouf feurwdav d'un pol^ntmê «m atM^ poiff* fiAtnd^ w^ éerU à la mite du premier BmceaivmMnt toui le$ termes du second^ en changeant le signe de chacun d^tux.
Exzm^iEé Du polynôme
rptrawcbpr Iç pojynôme
d' r- 7e'A + aeé* t^ 6**.
Écrivons à la suite du premier polynôme tous les termes du second, en changeant les signes, nous aurons
et, en réduisant les termes semblables,
42. Remarque. On peut grouper, dans une parenthèse, précédée du signe — , pUisj^eurs termes d'un polynôme, en
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Par exemple, le polynômQ peut être écrit 30u^ 1^ form^
En effet, IjE^ parenthèse, précédée dp signe — , indicjue 1^ soustraction d'un polynôme; or, si I'oq effectué cette ibou;^ traction d'après la règle érioncée, on reproduit évidemment te pDiyhôiûe j^roposé.
Il n'y A pad i s'inquiéter âê iàimit êi« peUEoi les lermea mid efitré pamithèdes^ la somdiè éés termes positife est plus gi^ande ou plus petite que la somme ded ttàhneé nége^ û&\ eàr la règle de l'adcUtion ayant été établie d'une ma« aSère généi*ale, telle de la SôustraétiioU) Qui s'en dédtdt, û le même degré de généralité ; elle est Vmie daas tims les càs^ que k vâlem* dû pdyhôme sèit p^itive m négative, ^'il ëèmprenne un seul tc^me ou plusieurs. Aiosi, retran-^ ehe!^ Une ({uàutité ciflbetéd d^uû ce)»tÀin i^gn^^ ^est Téerife avec un signe contraire.
Soit, par exemple, le polynôme
Si nous mettons dans une parenthèse, précédée éà signe — , les quatre derniers termes, en changeant leurs signes, nous écrirons ce polynôme sous la forme
La partie mise entre parenthèses est négative, mais ceci n'offi^L aucun inconvénient , puisqu'en effectuant la soustraction d'après la règle énoncée, on reproduit le polynôme proposé. Si nous remplaçons le polynôme entre parenthèses
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parsa valeur -<— 7, nous avons à retrancher— -7, cequi se fait en changeant le signe de cette quantité, c'est-à-dire en écrivant + 7 ; nous aurons donc
Et, en effet, dans le polynôme proposé, la partie
mise entre parenthèses, signifie qu'il faut ajouta: 17 et re* trancher lo, c'est-à-dire ajouter 7.
A3, De même que l'addition algébrique ne comporte plus nécessairement l'idée d'augmentation, la somtraction algébrique ne comporte plus nécessairement l'idée de diminution. Si Ton retranche une quantité positive, il 7 a effectivement diminution ; mais si Ton retranche une quantité négative, il y a au contraire augmentation. Retrancher — 7, c'est &», réalité ajouter 7.
En résumé, si l'on considère les quantités comme affectées des signes + ou — , l'addition consiste à les écrire avec leurs signes, la soustraction à les écrire avec des signes contraires.
CHAPITEE III.
MUITIPLICATION.
Je rappelle d'abord quelques principes qui nous seront utiles. On sait que, dans un produit de plusieurs facteurs, on peut change^ Tordre des facteurs et les grouper à volonté sans changer la valeur du produit. On sait aussi que multiplier une quantité par un produit de plusieiu^ facteurs revient à multiplier cette quantité successivement par chacun àes facteurs. Ces principes ont été démontrés en arithmétique pour des nombres quelconques, entiers ou ifractîonnaires ; on peut donc les appliquer en algèbre, où les lettres représentent des nombres quelconques.
Multiplication de deux puissances Sun même nombre.
44. Soit à multiplier a** par a*. Multiplier par a* revient à multiplier successivement par n facteurs égaux à a, puisque a"" désigne le produit de n facteurs égaux à a; d'autre part, a** désigne le produit de m facteurs égaux à a; on a donc le produit de m + n facteurs égaux à a, ce qu'on écrit a****. Ainsi,
Par exemple,
a''Xa* = a\
Règle. On multiplie des puissances d^un mime nombre en ajoutant les exposants. ^
Une lettre qui n'a pas d'exposant est censée affectée de l'exposant i. Ainsi,
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Multiplication de deux monômes entiers.
45. Soit à faire le précltiit dèi* Éàohômes 4«'6'c*d et 3a'6c'e*. Chacun de ces monômes ejxprime un produit de plusieurs facteurs ; pour multiplier le premier produit par le Second, il suffit de le multiplier successivement par chacun des facteurs du second, ce qui donnç pour le produit demandé
^ Vqu groupe les facteurs de h, manière svnvant^
et si l'on effectue les produits indiqués dans les pweo'thèseSf on a ^
ce qui s'écrit plus siiâpletnmlt
Ainsi
4a»6 Vd X Za^çY == 1 2a*è'c W,
Rfi&LEé PdUf mUtipliÉt deudù tnèH(mëS ëniiën, un mUhi^ plie lèê cbëffkiéhts^ en ajmte feâ èâèposdnt^ des mêfrtês tBittes^ et Von écfit ^veis lêuH eéiÊpoèuntë tés letmi afférentes.
Multiplication d'un polynôme par un monôme.
&6. La valeur d'un monôme étant un nombf@$ eStiëf ou fractionnaire, il s'agit de multiplier un polynôme par un nombi^ quelemque.
1* Proposons-nous d'abord de multiplier mi poIynAaie
a — i-j^ c — d par un nombre entier m. H faut répéter le polynôme m fois,
MtLTli^UGÂlIÔIf. h1
c'est-à-dire additionner m polynômes égaux au polynôme multiplicande. .Or, si Ton fait cette addition, on voit (jue chaque terme du multiplicande sera répété m fois avec son signe ; en réduisanti on aura dodC
ma — mb -{■ me — md.
Chaque terme du multiplicande sera donc multiplié séparément par le nombre entier, i* 96it ttiaînteiiàilt à diviser lé J)0lyii6me
par un nombre entier n. Il faui trouver im polynôme qui, multiplié par n, reproduise le polynôme dividende. Le quotient cherché sera
car, A Ton multiplie ce pol^ôme par n, ce que Ton fait eo multipliant chaque terme séparément par n, comme nous lavons vu, on reproduit le polynôme proposé.
5* U est aisé maintenant de multiplier le polynôme
par im nombre fractionnaire — . Multiplier par une fraction — ,
c'est répéta* m fois là n" pËtrtie du multipUcande ; en d'autres
tdmes, t'tet divisa le multiplicande par n et multiplia le
résultat par m«
Divisons d'aberd lé mtdtiplicande par le nembre eaiier n^
nous avons
f^ta miIltipliBr ce résultat pi»* le nombre entier m, il saffil de ttiilti]^Qr ^que teroie par m, ee qui donne
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ou
m m , , m wi .
— û — ^ÔH — c-^^d.
Mais le multiplicateur — est un nombre quelconque que noius pouvons représenter par la lettre e^ et nous avons alors
Règle. Ainsi, on multiplie un polynôme par un nombre quelconque^ en multipliant chaque terme séparément par ce nombre^ et donnant à chaque terme du produit le signe du terme correspondant du multiplicande.
Multiplication d'un polynôme par un polynôme.
A7. Il est évident que le produit d'une quantité quelconque par la somme de plusieurs nombres est égal à la somme des produits de cette quantité par chacun d'eux. Par exemple, 8 fois une quantité égale 5 fois cette quantité, plus 3 fois oette même quantité. Si donc le polynôme multiplicateur a tous ses termes positifs, il suffira de multiplier le multiplicande par chacun d'eux séparément et d'ajouter les résultats.
Il est évident aussi que le produit d'une quantité quelconque par la différence de deux nombres est égal à la différence des produits de cette quantité par chacun d'eux. Par exemple, 5 fois une quantité égale 8 fois cette quantité, moins 3 fois cette même quantité. Supposons maintenant que le polynôme multiplicateur dît des termes poa[ti& et des termes négatifs, et que la somme des termes positifs l'emporte sur la somme des termes négatifs ; la valeur du polynôme multiplicateur est l'excès de la première somme sur la seconde ; le produit du multiplicande par cette différence égale donc la différence des produits obtenus en mnl-
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tipliant le multiplicande par chacune de ces deux sommes» Ced revient à multiplier le multiplicande par chacun des termes du multiplicateur, à ajouter les produits partiels fournis par les termes positifs du multiplicateur et à retrancher les produits partiels fournis par les termes néga-tifs. Ainsi,
Règle. Pour muUipKer un polynOme par un polynôme^ on multiplie tous les termes du multiplicande successivement par chacun des termes du multiplicateur; on écrit avec leurs signes les produits partiels fournis par les termes positifs du muUiplkateur^ et avec des signes contraires les produits fournis par les termes négatifs.
Règle des signes*
&8. Soit à multij^er le polynôme
a — 6-j- ^ — ^ par le polynôme
Le produit demandé sera
^(ae — be + ce— de) — {flf-^bf^ cf^ df) + (ag— bg + cg— dg) — {ah — *A + ch—dh),
ou, en effectuant les additions et les soustractions indiquées
par les parenthèses,
ae — be -{-ce — de -af+bf-cf+df + ag—bg'\'cg—dg — aA+ bh — cA+dA.
On voit que le produit des deux polynômes renferme le produit de chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du multiplicateur.
Oa reconnaît aussi qu't«n terme du produit a le signe +
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iil provient de iea» termn de 'même iignê^ 1ê êigne -^ s'il provient de deux terméè dé êignei contraires. Par ètémple, le terme eg i qui provient de deux termes positifs , & le signé + ; et cte même le terme bf, qui provient de deux termes négatifs ; au contraire, les termes bg et ef^ qui pro^ viennent de deux termes, l'un positif, l'autre ûégâtif, sont affectée du signe ^-«»
11 est facile de se rendre compte de cette Id^ eonnttè sous le nom de règle des signes, si l'on observe qué^ dans les parenthèses, les signes sont ceux des termes du multi'plicande et que chacune d'elles est affectée du signe du terme correspondant du multiplicateur. Un terme positif» multiplié par un terme positif, donné un terme positif dans la parenthèse; comme la parenthèse est précédée ellemême du signe +, ce terme aura finalement le signe +. Un terme négatif, multiplié par un t^me négatif, donne un terme négatif dans la parenthèse; comme la parenthèse est prédédée elle-même du signe — , ce t^me, changeant de signe, aura finalement le signe +, etc.
Dans la pratique, on ordonne les deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes ou par rapport aux puissances croissantes d'une même lettre (n* 36); on multiplie tous les termes du multiplicande successivement pur chacun des termes du multiplicateur^ en allant de gauche à droite, et l'on écrit les produits partiels par lignes horizontales, de manière que les termes semblables se trouvent placés les uns aU-dessous des autres, puis on fait la réduction que cette disposition facilite beaucoup.
Eooemples.
49* ExEMFiB h Multiplia le polynâme
MULTIPLICATION
On disposera l'opération de la manière suivante
ar«
6ar'— +
•dp'
Ba?***- aaaî''4" *%*+ ifc'— 89^1?*+ Sar*»
Il y & toujours deut termes dans le produit qui ne se réduisent avec aucun autre, et qui, par conséquent, se conserrent intacts au résultat i c'est le produit du premier terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, et aussi le produit des deux derniers termes. En effet, l'exposant de la lettre ordonnatrice dans un terme quelconque du produit est la somme des exposants de cette lettre dans les deux termes qui l'ont fourni; or, si les deux polynômes ont été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes, il est clair que, dans le terme provenant du produit des deux premiers termes, l'exposant, étant la sonmie des deux plus forts exposants, sera plus grand que dans tout autre terme du produit; ce terme sera donc irréductible. De même, le terme provenant du produit des deux derniers termes^ ayant un exposant égal à la somme des deux plus petits exposants, et par conséquent moindre que celui de tout autre terme du produit, sera irréductible. . Ainsi le premier terme du produit des deux polynômes ordonnés provient exactement du produit des deux premiers termes, et le demiaf terme du produit des deux derniers termes* Cette remarque nous sera très-utile pour effectuer la division de deux polynômes.
n résulte de là que le degré du produit de deux polyntaiei est égal au degré du multiplicande, plus le degré du multiplicateur»
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a»é*— 9a*é»— i5ab
Sa»— 26a*6+ 7û'é*+ 5oa*6*— aaa6*+ 5é».
Les deux polynômes ont été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de a, et les termes qui ne contiennent pas a sont regardés comme étant du degré o par rapport à cette lettre.
51. Exemple 111. Quand les polynômes proposés ne sont pas complets , on laisse des intervalles vides afin de pouvoir placer les termes semblables les ims au-dessous des autres.
x^ — aa?*+7^ — * x*— 3a?'+a
ar' — ax'' +7^?' — a;*
— 3ar* -fte* — aiar*-|-3x'
-j-aa:'^ — 4^'-|-i4a? — 2
x' — Sx* — ax''-|-6x'-(-9x'^ — î^ax* — x'-|-i4x — 2
Exemple IV. Multiplier les deux polynômes
(a*— aA)x*+ {«• — aa'6 + 6')x — (a«é«+ 6*), (a« 4- *«) X» — {a*é + ab^) x+b'.
Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x^ mais les coefficients, au lieu d'être des nombres donnés, sont des polynômes en a et 6, ce qui complique beaucoup l'opération. On la dispose ordinairement de la manière suivante, en plaçant les uns au-dessous des autres les termes qui contiennent la même puissance de a?,
MULTIPLICATION
et, pour ne pas répéter cette puissance à chaque fois, on trace un trait vertical à la droite duquel on écrit itie fois pour toutes la puissance de x. On multiplie tous les termes du multiplicande d'abord par a*x*, ensuite par 6*a;*, puis par — a^bx^ etc. , en disposant le résultat par colonnes verticales comme nous l'avons dit ; puis on réduit les termes semblables dans chaque colonne verticale.
à* — ab
— ab*
haV
- ab*
aa»6H
aa
— aa'i»
— ab" 4- a'b" ab"
ar*-i- a»
ar— a»*«
+aa»6»
+ao'i*
— aa'ô*
—ab'
— aaft'
- ab"
Remarquer sur la multifUcation.
53. Remarque I. Nous avons établi (n** 47)» la règle de la multiplication des polynômes, en supposant que, dans le polynôme multiplicateur, la somme des termes positifs est plus grande que celle des termes négatifs, et nous avons vu que l'opération revient à ajouter le produit du multiplicande par la somme des termes positifs du multiplicateur, et à retran-
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ober l6 produit du mul^plioande par la scHoame d^s tarom n6^ gatifs, él est naturel d'étendre cette idée au cas où la somme des termeg positifs du multiplicateur est plus petite que œUe des termes négatifs \ nous dirons donc que multiplier par un polynôme quelconque^ c'est multiplier par la somme dea termes positifs, et par la somme des termes négatifs, ajouter le premier produit et retrancher le second. De cette mamir« la règle à laquelle nous sommes arrivés sera générale. Soit, par exemple, l'expression
a — (ô — c) (rf — e)
dans laquelle nous supposons 6 plus grand que c , d plus grand que e. Nous avons à retrancher le produit de deux polynômes ; il suffit pour cela de changer les signes de l'un d'eux; car il est évident que Ton change ainsi les signes de tous les termes du produit, et l'on sait que la soustraction revient à un changement de signes. Nous pouvons donc écrire l'expression sous l'une des deux formes
a + {c—i)(d — e) ou
L'un des polynômes devient négatif^ mais c^ n'offre aucun inconvénient, puisque si Ton effectue la multiplication d'après la règle énoncée, les trois expressions donnent naissance au même polynôme
Si l'on change les signes des deux polynômes, le produit ne change pas ; ainsi l'expression précédente peut encore être mise sous la forme
bk. U (sonvient aue^i d'appliquer la môm^ dôiinitioo à des termes pris isolément, et nous dirons que multiplier
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vim qnMli*^ qu9leo))que pal» we qi^intit^ «ff^âtée du mgDâ + ou du signe —, ç*^ multipli» par cette quantité M
ajouter ou retrancher le produit, suivant que le multipUça*teur est positif ou négatif.
Reprenons Texpressioli
dàïis laquelle nous avotis supposé b plus grand que c, d plus grand que t. Si nous désignons par f et j les valeurs des deux polynômes 6 — c et d — e, l'expression se réduit à
Nous avons dit que Ton peut mettre <^tte expression sous lalbriEif
remplaçons les deux polynômes 5— c et e — d par leurs valeurs + /" et — gf ; nous auroos h multiplier + /par ^ y^ ce qui donne -^ fg, at pous retrQuvon3 ain»i h m^me ré^ sultat a — fg.
Considérons encore l'expression
qui se réduit à
Nous pouvpps la mettre aou? la forme
remplaçons les deux polynômes c — 6 et e — d parleurs valeurs — f et — g, nous aurons à multiplier — /par — g^ ce qui donne + fg^ ^t nous retrouvons ainsi le même ré« sultat a + fg. '
Il résulte de cette manière d'envisager la multiplication algébrique que le produit de deux polynômes est égal à
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la iomme algébrique des produits du multipliesmde par diacun des termes du multiplicateur.
55. Remarque II. Le produit d'une quantité négative par une quantité négative étant positif, le carré d'une quantité négative sera positif; mais le cube, qui est égal au produit du carré par la quantité elle-même, sera négatif; en général les puissances paires d'une quantité négative sont positives, mais les puissances impaires sont négatives.
Cette remîwque est importante. Si l'on veut changer le signe d'une lettre dans un polynôme, on changera les signes de toutes les puissances impaires de cette lettre, sans changer ceux des puissances paires.
Par exemple, en multipliant le binôme a+b par luimême, on trouve
Changeons le signe de 6, le terme safr changera de signe, mais le terme b* ne changera pas ; nous aurons donc'
(a-^bY=a*—^ab+b\
Ces deux égalités donnent naissance à ces deux théorèmes de géométrie élémentaire : le carré coQStruit sur la somme ou sur la différence de deux lignes égale la somme des carrés construits sur chacune de ces deux lignes , plus ou moins deux fois le rectangle ayant l'une pour base, l'autre pour hauteur.
La multiplication dea + b par a — b donne
En changeant le signe de b on permute simplement les deux facteurs du produit, et l'on voitVju'en effet le second membre ne change pas. L'égalité précédente s'énonce ainsi : le produit de la somme de deux quantités par leur différence
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égale la difi!^nce des carrés de ces deux quantités. C'est une proposition fréquemment employée en algèbre ; elle se traduit en géométrie par ce théorème : le rectangle construit sur la somme et la différence de deux lignes égale la diffé rence des carrés construits sur ces deux lignes. Si Ton multiplia le carré de a+6 par a+5, on trouve
on en déduit, en changeant le signe de i,
CHAPITRE IV
56. La division est l'opération inverse de la multiplication. Elle a pour but, étant données deux expressions algébriques, nommées. Tune dividende, Tautré diviseur, d'en trouver une troisième, nommée quotient, qui, multipliée par le diviseur, reproduise le dividende.
Quotient de deux puissances d'un même nombre.
57. Soit à diviser a"* par a*, le quotient sera a"*"*; car si l'on multiplie ce quotient par le diviseur a", ce que Ton fait en ajoutant les exposants, on reproduit le dividende a*". On a donc
Règle. Pour diviser deux puissances d^un même nombre V une par Vautre, de V exposant du dividende on retranchecelui du diviseur.
Exemple :
Exposant zéro.
68. Le quotient est entier lorsque Texposant du dividende est plus grand que celui du diviseur. Alors oq peut
eStetivim^t t^tm^^ l'expopant du di?iiBur de celui du
dividende.
Lorsque Texposant du diviseur est égal à celui du dividende, l'application de la règle préoédonte conduit au tym^ bole a^; car on a dans ce cas,
Le symbole a% représentant le cpiotient de deux cpiantités égales, a une valeur égale k l'unité, quelle que soit la valeur de a. L'emploi de ce symbole est très-utile en algèbre ; nous en avons déjà fait usage plusieurs fois implicitem^t ; ainsi nous avons dit (n'' 82) que» lorsqu'une lettre n'entre pas dans un monôme, on peut la considérer comme y entrant avec l'exposant zéro, et nous avons supposé le polynôme
écrit sous la forme
Les facteurs introduits b^ et a\ étant égaux à l'unité, m changent pas la valeur du premier ni du dernier terme-
L'emploi de l'exposant zéro simplifie les énoncés : on peut énoncer la règle de la multiplication des monômes en disant simplement que r<»i multiplie les coefficients et que l'on ajoute les exposants des mêmes lettres. Il n'y a qu'à supposer, en effet, que, lorsqu'une lettre n'entre pas dans l'un des monômes, elle s'y trouve avec l'exposant zéro.
Lorsque l'exposant du diviseur est plus grand que celui du dividende, le quotient est fractionnaire; on le simplifie en divisant les deux ternes par le numérateur. Aixm
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Ilins ce cas, rapplication de la règle conduit au symbole a~', qui représente -^; c'est là l'origine des exposants négatifs dçnt il sera question plus tard.
Division des monômes.
59. La règle formulée pour la multiplication des monômes (n° 45) conduit immédiatement à la règle suivante :
Règle. Pour diviser un monôme par un monôme^ on divise le coefficient du dividende par celui du diviseur ^ et Von retranche les exposants du diviseur des exposants des mêmes lettres dmns le dividende.
Soit à diviser i2a*6'c''d«* par 4û'6*c*d. Le quotient demandé sera 3a*6c'e* ; car si l'on multiplie ce quotient par le diviseur, on reproduira évidemment le dividende. Ainsi
En appliquant la règle, on regardera la lettre e comme affectée de l'exposant o dans le diviseur.
60. Remarque. Pour que le quotient soit entier, il faut que le coefiicient du dividende soit divisible par le coefficient du diviseur, et que les exposants du diviseur ne surpassent pas les exposants des mêmes lettres dans le dividende.
La secopde condition est surtout essentielle ; car si elle est remplie sans que la première le àoit, le quotient aura, il est vrai, un coefficient fractionnaire, mais il sera encore entier algébriquement. On aura, par exemple,
Sa^^c'^d^e a _., , .
r—- = ~ a oVae.
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On dit qu'âne expression est entière àlgibriquement , lorsqu'elle est entière sauf des coefScients fractionnaires.
Si la seconde condition n'est pas remplie, le quotient sera fractionnaire ; m^s alors on le simplifiera autant que possible. Par exemple
3oa'6V ~ 56c* '
Division Sun polynôme par un morkôme,
61. On sait que l'on multiplie un polynôme par un monôme, en multipliant chaque terme du polynôme par le monôme (n"" &6) ; on effectuera donc la division d'un poAfnôme entier par un monôme entier, en divisant chaque terme du dividende psu* le diviseur. Le quotient sera entier si chaque terme du dividende est divisible séparément par le diviseur ; sinon» il sera fractionnaire.
Division des polynômes.
62. Supposons les deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre. La question est de trouver un polynôme entier qui, multiplié par le polynôme diviseur, reproduise le dividende. Imaginons ce polynôme trouvé et ordonné aussi par rapport aux puissances décroissantes de la même lettre. Nous savons que, dans la multiplication de deux polynômes ordonnés (n^ ^9) > le premier terme du produit provient sans réduction de la multipUcation du premier terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur. Ainsi, le premier terme du dividende est exactement le produit du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient ; si donc on divise le
premier tenm du dividende par le premier terme du diviseur, on obtiendra le premier terme du quotient
Le dividende est égal à la somme Abs produits pardeld que l'on obtient m multipliant le divii^ur par chacun des termes du quotient ; multiplions le diviseur par le premier terme du quotient, et retranchons ce produit du dividende, nous aurons un reste qui sera égal au produit du diviseur par les autres termes du quotient. Ce reste constitue donc un nouveau dividende, sur lequel nous pouvons raisonner comme sur le dividende proposé* Le premier terme de ce nouveau dividende est le produit du premier terme du diviseur par te premier terme du quotient correspondant t en divisant le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, on aura donc le second terme du quotient, etc.
Rien n'est changé dans le raisonnement quand On suppose les polynômes ordonnés par rapport aux puissances croissantes d'une même lettrôé
On déduit de là la règle suivante t
Règle. Pour diviser deux polynômes entiers Vun par V autre j on ordonne ces deux polynômêê par rapport aux puissances décroissantes ou par rapport aux puissances crois- B&ntes d'une mime lettre; un dim$$ le premier terme du dtvidende par le premier terme du diviser ^ ce qui donné le premier terme du quotient; on multiplie le dif^iseur pat ee premier terme du quaHmt et on fetranche lé produit du divi^ éend»; on divise 1$ premier terme du resté par le premier terme du diviseur , -te qui donne te deuxième terme cRi quo^ tient; on multiplie le diviseur par ce deuxième terme du quù^ tient ^ et on retranche le produit du premier reête; on ditisé le premier terme du deuxième reste par le premier terme du dimeuri, et Von continue de eette manière jusqu'à ce que Ton arrive au dernier terme du quotient*
On obtient directement le d^mi^ terme du quoti^t en
diyisa&t l6 dernier terme du ^vidende par le dernier t^tne du diviseur. Car, dans la multiplication de deus polynômei ordonnés^ le dernier terme du produit provient aussi sans réduction de la mtiltiplicàtion du dernier terme du mvlû'i plicande par le dernier terme du multiplicateur- Arrivé M dernier terme , on doit trouver ensuite un reste nul , si la
division se fait exactement.
Il est clair que la loi des signes est la même que dus H multiplication; si les deux termes que Ton divise Tun par l'autre ont le même signe, le terme du quotient devra 6tro affecté du signe + ; ^'i^^ ont des signes contraires, le tprmd du quotient de^ra 6^ affecté du signe -^
Exemptes.
6dé Exemple L Soit à diviser le polynôme
8a'— 26a*i + ^aH^ + 3oa*i«— a2a5*4. SS^
par le polynôme
On dispose l'opération de la manière suivante :
8a»— a6a'64- 7a»ô*+5oa«6*— 22ai*+3i» 2a*— Sa«6-^ûi*+5* — 8a^+i2a*ô4-2oa*6*— 4â*6*
4a«— 7a6-fS6»
in tî «M
— i4a*A+à7«V+a6a*6^— aaaè*+3*'^ 4-i4a*é— aia'é'— 35a*A»+ yai*
j^ 6a»6*— ga'ô»— i5a6*+5**
Les d^ux polynômes sont ordonnés par rapport aux pui»; sanc6s décroissantes de a» On divise le premier terme 8a» du dividende par le premier terme sa* du diviseur, ce qui donne le premier t&nèm 4a' du quotîenti On multiplie tout
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lé diviseur par 4a' et on retranche le produit du dividende ; pour cda on écrit au-<lessous du dividende les différeiâB termes de ce produit, avec des signes contraires, puis on additionne, en réduisant les termes semblables. On obtint dnsâ le reste
— i4a** + a7a»6*+ aôaW— aîiaJ*+ Zb\
On divise le premier terme — i4a*6 de ce reste par le premier terme 2 a* du diviseur, ce qui donne le deuxième terme — jab du quotient. On observe que ce terme doit être affecté du signe — , en vertu de la règle des signes établie pour la multiplication des polynôpes (n"" 4S) ; en effet, le terme — i4a*6 du produit ayant le signe — , les deux termes qui le produisent doivent avoir des signes contraires ; mais le terme aa^ a le signe -f* ; donc le terme jab aura le signe — . On multiplie le diviseur par ce deuxième terme et on retranche le produit du reste ; on obtient ainsi un deuxième reste
+ 6aV— 9aW— i5(ii*+ 36».
On divise le premier terme + 6a V de ce deuxième reste par le premier terme 2 a' du diviseur, ce qui donne le troisième terme + 36* du quotient. On multiplie le diviseur par ce troisième terme du quotient; on en çstranche le produit du deuxième reste ; on trouve zéro. L'opération est terminée. Le quotient demandé est
Remarquons que Ton aursdt trouvé immédiatement le dernier terme + 36* du quotient, en divisant le dernier terme +36* du dividende par le dernier terme + 6* du diviseur.
Le degré du quotient par rapport à la lettre ordonnatrice est égal au degré du dividende, moin celui du diviseur.
6à. Exemple IL Soit encore à diviser
par
4r*— gar'+Oa:— 1
Le polynôme dividende n'étant pas complet, on laissera des intei-valles vides afin de pouvoir placer les termes semblables les uns au-dessous des autres.
ax' — 3a: 4-»
+6x' — 1 ix*-)-6a?— 1 — ^^+ 9^ — 3x
— îix*+3a? — 1 + 2^* — Zx+i
Remarques sur la division.
65. Remarque L Quand les polynômes proposés renferment plusieurs termes non semblables du même degré par rapport à la lettre ordonnatrice, les coefficients des diverses puissances de cette lettre scmt des polynômes et l'opération devient très-oompliquée. Soit à diviser le polynôme
(a*— a^b + a-6*— ab^)x^+ (a»— 3a*é + a'i*+ b^)x''
par
(a'+ b^)x*— {a*b + ab^x + b'.
On disposera l'opération de la manière suivante :
—ab*
— aa'o
— 2a'6* — aaè' — 6»
ab' a'b
•aa**»
aa'é»
a*6' — aa'è* — *•
— aé«
■aW +b*
a» a;' — a^b +6' — aô'
a ■ab
a;»+ a' — aa'ô
1" DIVISIQK PARTIHLIB,
b +ab*
-\-ab*
DIVISION PARTIELLE
Les deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de m et les coefficients sont eux-mêmes ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de a. Pour avoir le premier terme du quotient, il faut diviser le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur; on divisera donc le coefficient
du premier terme du dividende par le coefficient a* + h* du premier terme du diviseur, fsdsant cette division à part, on trouve ainsi
pour le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur par le premier terme du quotient et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous du dividende et dans les colonnes verticales convenables. 11 est inutile d'écrire le produit du premier terme du diviseur, car on sait d'avance que ce produit détruira le premier terme du dividende. Comme il suffit de connaître le premier terme du reste pour continuer TopératioUt on ne fera la réduction des termes semblables que dans la deuxiènie colonne verticale.
Pour avoir le deuxième terme du quotient, on divise le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, ce qui exige que l'on effectue à part la division du coefficient
de ce premier terme par le coefficient a' + é' du premier terme du diviseur ; on trouve ainsi
pour le deuxième terme du quotient. On multiplie le diviseur par le deuxième terme du quotient, et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous du dividende et dans les colonnes convenables; il est inutile d'écrire le produit dn premier terme du diviseur, puisqu'on sait que ce produit détruit le premier tern^ du reste. On réduira les termes semblables dans la troisième colonne verticale, afin d'avoir le premier terme du nouveau reste. Divisant à part le coefiicient
du premier terme du deuxième reste par le coefficient «' + fr* du premier terme du diviseur, on obtient le troisième terme du quotient
On multiplie le diviseur par le troisième terme du quotient et on écrit le résultat avec des signes contraires au-dessous du dividende; il est inutile comme précédemment d'écrire le produit du premier terme du diviseur. Réduisant les termes semblables dans la quatrième et la cinquième coonne verticale, on trouve un reste nul. L'opération est terminée.
66. Remarque II. Les raisonnements précédents et les conclusions que nous en avons tirées supposent qu'il existe un polynôme entier qui, multiplié par le diviseur, reproduit le dividende. Voyons à quels caractères on reconnaît la possibilité de la division.
Les polynômes étant ordonnés par rapport aux puis-
sances croissantes ou décroissantes d*iine même ]etti*e» il est nécessaire d'abord que le premier terme du dividende soit divisible par le premier terme du diviseur et le dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur. Soit, par exemple, à diviser
par
Le dernier terme Sx du dividende n'est pas divisible par le derjier terme 4«*du4iviseur; doncla division est impossible. Lorsque ces deux conditions sont remplies, on effectue la division parle procédé ordinaire; si l'opération ne conduit pas au dernier terme tel qu'on l'a obtenu directement, la division est impossible. Soit, par exemple, à diviser
a — 3j; — 5x*-{- 4*^ — ^* par
Le premier terme du dividende est divisible par le premier terme du diviseur, ce qui donne 2 pour le premier terme du quotient ; le dernier terme est aussi divisible par le dernier terme, ce qui donne — 2x* pour le dernier terme du quotient. Effectuons l'opération suivant le procédé ordinaire.
2 — 3x — 5aî*-f- 4^* — 6a?* a + 8a; — 6x*
+ 5x — iir'+ 4^* — ^^* — 5a? + 20a:' — i5a:'
îî + 5a: + gx*
+ gar* — 1 ix^ — Or*
L'opération nous conduit à un dernier terme + 9^'» <I^î n'est pas égal au dernier terme — 2x*, tel qu'on l'a trouvé directement. Donc la division est impossible. Soit encore à diviser
x* — 5x' — fîx' + 5a? + 4
La division du dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur donne | pour le dernier terme du quotient. Mais le coefficient du premier terme du diviseur étant Tiiniié, on n'aura dans le calcul que des coefficients entiers, et par conséquent on n'arrivera pas à un dernier terme frac^ tionnaire* Donc la division est impossible.
Lorsque l'opération conduit au dernier terme tel qp'on l'a obtenu à priori, il faut encore que le reste suivant soit nul. Soit, par exemple, à diviser
par
L'opération conduit au dernier terme — nx* tel qu'on l'obtient directement, mais le reste suivant n'est pas nulf Donc la division est impossible.
67. Remarque III. En général, on ordonne les deux polynômes par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre. Soit m le degré du dividende, n celui du diviseur, m étant supposé plus grand que n ; en effectuant l'opération, on obtient au quotient un polynôme entier du degré m — n. On observe que les degrés des restes successifs vont donc en diminuant d'unité en unité ; on poussera l'opération jusqu'à ce que Ton arrive à un reste d'un degré inférieur à celui du diviseur. Si ce reste est nul, la division se fait exactement et le quotient est entier. S'il n'est pas nul, il est impossible de continuer l'opération ; le quotient est fractionnaire, et pour le compléter on ajoute une fraction ayant pour numérateur le denier reste, et peut dénominateur le diviseur. En voici un exemple :
Question I. JWtjfeer x» — a" par x ~ a
1*' reste.
2* reste.
ar"'"*-{-û^"*"'+û'^**'*.. .+a"^'ar+û*"*
Dernier reste. e?**— a**=o.
La loi des termes du quotient est facile à observer. Tous les termes sont positifs ; les exposants de x vont en diminuant, tandis que ceux de a vont en augmentant. Le dernier reste étant nul, la division se fait exactement, quel que soit l'exposant m. On a donc
=aî"*-l+ «^**"* + o'a?'""'.», + a**^*ar-|- «**"*•
Ce résultat est d'un usage fréquent en algèbre; il est bon de se le rappeler.
On pouvait d'ailleurs reconnaître à priori la possibilité de la division. En effet, on sait qu'en effectuant l'opération
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on trouvera un quotient entier du degré m — i par rapport à a? et un reste du degré o par rapport à x^ c'est-à-dire indépendant de X. Si donc on désigne par q le quotient et par r le reste, on aura
Cette égalité a lieu quelle que soit la valeur de x \ or, donnons à a? la valeur de a, le pr^aaier membre devient nul, le premier terme du second membre devient aussi nul ; car le facteur x — a devenant nul, et le polynôme entier q prenant nécessairement une valeur finie, le produit devient nul ; donc le reste r est nul ; et il est identiquement nul, c'est-à-dire qu'il est nul, quelle que soit a?, puisqu'il ne contient pas cette lettre. Donc la division est possible.
Question IL Diviser x"* -|- a™ par x — a
i*' reste. a j?"*-*-}-tt a* reste.
Hl-l
Dernier reste. a"*-f a**=2a*".
Le quotient est le même que dans l'exemple précédent ; seulement le dernier reste, au lieu d'être nul, est égal à 2 a*". La division est impossible. Le quotient est fractionnaire'' et l'on a
aa
On peut aussi reconnaître à priori l'impossibilité de la division. Car, en appelant toujours q le quotient et r le reste, on a
d'où Ton déduit aa** = r, en faisant ^ = a.
Question III. Diviser x™ — a" par x + a
Il faut ici distinguer deux cas, suivant que m est pair ou impair, i* m pair.
fil
!•' reste. — a a?*»"* — o** 2* reste. + fl'a?"*'"*— a**
ar+û
^«-i—ûX*^*
t/rm-8
— a**"*ar — tt**
D«' resfe. ^+-a** — a"*=o.
Les termes du quotient sont affectés alternativement du signe + 6t du signe — . Le quotient, étant im polynôme complet du degré m — i , contient m termes, c'est-à-dire un nombre pair de termes, si m est pair ; comme les signes alternent en commençant par le signe + , le dernier terme sera affecté du signe — , et par conséquent le dernier reste sera + û** — û** ou zéro. Ainsi, dans ce cas, la division est possible.
2** Si m est impair, le quotient, ayant un nombre impair de termes, se termine par le signe -f , et le reste est — a*" — (j** ou — 2a"*. Ainsi, dans ce cas, la division est impossible.
Question IV. Diviser x™ -f- a" par x + a
Le quotient a la même forme que dans l'exemple précédent. Si m est impair, le dernier terme du quotient a le signe -f et l'on a pour reste — a" + a**, c'est-à-dire zéro ; la division est possible. Mais si m est pair, le dernier terme du quotient a le signe — et l'on a pour reste + a* + a**, c'està-dire 2a*"; la division est impossible.
On peut rattacher ces deux derniers exemples aux deux précédents par des considérations sur les changements de signes. Nous savons que, lorsqu'on change le signe d'une
lettre, les puissances impaires de cette lettre changent de signes» tandis que les puissances paires ne changent pas. La division cifectuée au n** 68 prouve que Ton a
x"^ — a*" = (a? — a) (a?*^* + «^'"■'' + a'x**'*.. . — cT'^) ; changeons le signe de a; nous aurons, si m est pair,
af» — a* = (j? -|- a) (af^*— cuxf^* + «*^"*.. • + û**'^ ; et, si m est impair,
On en conclut que ar* — a** est divisible par a? + a, quand m est pair, et x** + <*** P^ a? + « quand m est impair.
12. En résumant ce qui précède, on voit qu'une opération algébrique a pour but de composer un polynôme au moyen de deux ou de plusieurs polynômes donnés, d'après certaines règles déterminées*
A un point de vue plus général, on peut considérer une opération algébrique comme ayant pour but de transformer une expression en une autre équivalente. On dit que deux * expressions algébriques sont équivalentes lorsqu'elles fournissent le même résultat, quelles que soient les valeurs nu* mériquesi attribuées aux Jettres, Ainsi les deux expressions
qui in(Uquent deux séries d'opérations différentes à effectuer sur les quantités a et &, conduiront toujours au même résultat, quelles que soient les valeurs particulières attribuées aux lettres a et 6; ces deux expressions sont donc équivalentes, et l'on peut remplacer l'une par l'autre à volonté. Il est clair que les opérations algébriques transforment les expressions en d'autres équivalentes ; car, dans les raisonnements, les lettres représentent des quantités quelconques, et non telles ou telles valeurs particulières.
CHAPITRE V
FRACTIONS AI.GÉBRIQUES.
On appelle fraction algébrique le quotient de deux quantités quelconques, entières ou fractionnaires, positives ou négatives. Les fractions algébriques jouissent des mêmes propriétés que les fractions arithmétiques.
Thëorèmi^ h
7S. On ne change pas la valeur d*une fraction en multi^ pliant ou en divisant ses deux termes par une mime quantité.
Soit la fraction algébrique ^, dont nous désignerons par q la valeur, (te a
ou
az=bq.
Si Ton multiplie les deux membres de cette égalité par la même quantité c, 11 vient
d'où
Donc
ac
= bqc
bcq,
ac
Te"
ac bc
Réciproquement , si Ton divise les deux termes de la
fraction - par une même quantité c, on obtient une fraction égale
car, en multipliant par c les deux membres de cette dernière fraction, on reproduit la fraction proposée.
Corollaire I. On n« change pas la valeur d'une fraction en changeant les signes de ses deux termes ; car ceci revient à multiplier ses deux termes par — i.
Corollaire II. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, on multiplie les deux termes de chacune d' elles par le produit des dénominateurs de toutes les autres.
Corollaire III. Pour réduire une fraction à sa plus 5tm*> pie expression^ on divise ses deux termes par tous leurs facteurs communs.
Corollaire IV. On effectue V addition ou la soustraction de plusieurs fractions en réduisant ces fractions au mime dénominateur ^ et ajoutant ou retranchant les numérateurs*
Théorème IL
7A* On multiplie deux fractions^ en muliipliani numéra-
teur par numérateur^ dénominateur par dénominateur.
a c Soient les deux fractions r et -^ dont nous désignerons les
valeurs par 9 et 9' ; on a
ou
Si Ton multiplie ces deux ^alités membre à membre , il
vient
acrsbdq^;
FRACTIONS ALGÉBRIQUES
d'où
OC
Ainsi
ac a c
Théorème IIL
75. On divise une quantité par une fraction^ an multipliant cette quantité par la fraction diviseur renversée»
Soit à diviser la fraction ^ par la fracti(m -j. Je dis que le
quotient cherché égale
ad
car, si Ton multiplie ce quotient par le diviseur, et si Ton simplifie, on reproduit le dividende.
Théorème IV.
76. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales et qu!on ajoute les numérateurs et les dénominateurs ^ on forme une nouvelle fraction égale à chacune des fractions proposées.
Soient les fractions égales
En désignant pai* g la valeur de chacune d'elles, on a
ou
Si l'on ajoute ces diverses égalités membre à membre , il
vient •
fl4.a' + a"+ = (é-|-6'+*"4- )g,
d'où
aJ^d^(jl^'\' _
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Corollaire I. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales f si^ après avoir multiplié les det^ termes de chacune d'elles par une même quantité ^ on ajoute les numérateurs et les déno-^ minateurs^ on forme une nouvelle fraction égale à chacune de' s fractions proposées.
Soient les fractions égales
Si Ton multiplie les deux termes de la première par m, ceux de la seconde par m\ , on obtient des fractions
ma rrid m"a"
mh m'b' m"b"
égales respectivement aux fractions proposées, et pai' conséquent égales entre elles. Donc la nouvelle fraction
ma + m'a'4-wiV+
wîé + mV + m*'*"+
est aussi égale à chacune des fractions proposées.
Corollaire II. Lorsqu'on a plusieurs fractions égales^ la fraction qui a pour numérateur la racine carrée de la somme des carrés des numérateurs^ et pour dénominateur la racine carrée de la sofnme des carrés des dénominateurs ^ est égale à chacune des fractions proposées.
En effet les carrés des fractions égales
sont des fractions égales
En vertu da théorème précédent, on a
a*j^ci*^ti'*-\- g*
FRACTIONS ALGÉBRIQUES
si l'on prend la racine carrée, il vient
Exemples.
i"" Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rectangle donné, connaissant le périmètre.
Appelons a et 6 les deux côtés du rectangle donné , ap le périmètre donné, j? et y les deux côtés du rectangle cherché. On a les rapports égaux
En ajoutant les numérateurs et les dénominateurs , on forme la fraction égale
on a donc
d'où l'on déduit, en égalant chacune des deux premières fractions à la troisième,
pa pb
2* Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rectangle donné, connaissant la diagonale d.
Si l'on applique la c(»X)llai]*e II aux deux fractions égales
on forme la fraction égale
y/ar'+ y* d
On a donc
a b ^^qrîi'
d'où Ton déduit
da db
3' Trouver les côtés d'un rectangle semblable à un rectangle donné, conduisant l'excès e du demi-périmètre sur la diagonale.
Le& deux fractions égales
â'^b donnent nsdssa^e aux deux fractions égales
qui, à leur tour, produisent la fraction égale
On a donc
d'où l'on déduit les valeurs de x et de y.
Exercices uvr le I«lvre V
Question !• Faire la multiplication
Réponse : le produit est a' — b*.
Question H. Faire la multiplication
A4K>n«e: fl^ + l)'.
Question III. Faire la multiplication
(am 4- flin-t^ 4 a»»-«6«... + 6*) (a - h).
Réponse : o*H-* — 5i»+ *•
Question IV. Faire la mnltiplication
Réponse : 9a^* — 25&*.
Question V. Faire la maltiplicaiion
[bah -f Zac — c») (— &ah -f 3ac — c*).
Question VI. Faire la division
!to»— 13o»b + 3ia«b«— 38ab» -h 24b»
2a« — 3ab + 4d*.
Réponse : a* — 5a5 + 6&'.
Question VU. Faire la division
2a;* — 3aa; + 0* A^oiue ; 2a;» + 300? — a\
Question VUL Calculer
ii(^tu0 ; o* 4- 0*6* -f- M. '
Question IX. Calculer
6o — 25 • «(fpoiwe : 25o« + lOob + 41^.,
Question X. Multiplier le polynôme
par (o + 6>; — o«.
Réponse : (o« — h^)x* + a&(a — bja;» — (o» — a»6 + o«6* -f û6*>» + a»6«.
Question XI* Simplifler Texpression
Gab f c-^d ^ d\ 3c — dV 4 ""sy*
Réponse: — .
Question XII. Simplifler Texpiession
hab
^ ^af,a+b)b'
1 — ob Réponse : b,
Question Xlll. Vérifier Tégalité
{a* -f *') (a" + 6'*) — {m' + hb']i* — {ab' -^ ba')\ Question XIV. Vérifier l'égalité
(a« -f b« -f- c«) (a'* 4- &'* + c'«) — (oa' + &??' 4- cc'f
Question XV. Reconnaître dâtis quel èas a»» — &»» est divisible par aj» — 69.
A^onxe. 11 faut que les deux exposants m et n du dividende soient des équimultiples des deux exposants p et g du diviseur.
Question XVI. Additionner les fractions
(a — &)(a-c) "^ (b— a){è — c) '^ (c — a)(c~b)* + :t — TTr~T? +
+ 7t — rrTT — Tv +
(a-6)(tt — c) ' (d — a)(6 — c) ^ (c — o) (c— 6)'
Réponse. Les deux premières sommes sont égales à zéro, la troisième à l'unité, et la quatrième à a + 6 + c.
■ I i II
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ
Dèflnitiom.
77. Une identité est une égalité évidente par elle-même, comme
Une éqilation^ est utie égalité dans laquelle entrent une cm plusieurs lettres désignant des quantités inconnues.
Résoudre des équations, c'est trouver les valeurs des in^ connues qui satisfont aux équations proposées, c'est-à-dire qui rendent égaux les deux membres de chacune d'elles. Si l'on remplace les inconnues par leurs valeurs, les équations deviennent des identités.
On dit que deux équations sont équivalentes^ lorsque toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'une satisfont à l'autre et réciproquement.
Deux systèmes d'équations simultanées sont équivalents^ lorsque toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l'un satisfont à l'autre et réciproquement.
Il est clair que, dans la résolution des équations, on peut
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remplacer une équation par une équation équivalente, un système d'équations par un système équivalent.
78. On appelle d^gré d'une équation la plus grande somme des exposants de toutes les incomiues daijs un même terme. Ainsi les équations
sont du premier degré. Les équations
5x — 3y = 2xy — 5,
sont du second degré; dans cette dernière le terme zxy est du second degré par rapport aux deux inconnues x et y.
On a classé les équations d'après leurs degrés. Nous nous occuperons d'abord des équations du premier degré.
Résolution d'une équation du premier degré
à une inconnue.
79. La résolution d'une équation du premier degré à une inconnue dépend de principes très-simples dont nous avons déjà parlé dans l'introduction (n*** 7 et 8) et que nous allons exposer avec plus de détaiL
Théorème L
Si aux deux membres d'une équation on ajoute une même quantité^ ou si des deux membres on retranclie une mime quantité^ on transforme cette équation en une autre iquivalente.
Appelons A et B les deux membres de l'équation proposée, qui sera ainsi représentée par
et, afin de simplifier, supposons qu'elles ne contiennent qu'une seule inconnue x. Une solution de cette équation est une valeur de a: qui rend les deux expressions algébriques A et B égales entre elles. En ajoutant aux deux membres la même quantité C , nous formerons une nouvelle équation
équivalente à la proposée. En efiet, toute valeur de x , qui satisfait à la première équation, satisfait aussi à la seconde ; car, si aux deux ^antités égales A et B on ajoute la même quantité C, on obtient deux quantités égales A + C et B + G. Réciproquement, toute valeur de a?, qui satisfait à la seconde équation, satisfait aussi à la première; car, si des deux quantités égales A + G et B + G on retranche la même quantité G , on obtient deux restes égaux A et B. Les deux équations, admettant les mêmes solutions, sont donc équivalentes.
On démontrerait de la même manière qu'en retranchant une même quantité G des deux membres de F équation proposée, on forme une nouvelle équation équivalente
80. Corollaire I. Un terme quelconque d'une équation peut être écrit dans f autre membre avec un signe contraire. Soit l'équation
Si nous ajoutons 7 aux deux membres, l'équation devient
le terme 7, qui avait le signe — dans le premier membre, est passé dans le second membre avec le signe +• D® même, si nous retranchons 2X des deux membres, l'équation devient
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lo terme ^a?, qui ^vsàt le signe + dans le âecond membre, est passé daps le premier avecle sigw -^.
81. Corollaire IL On peut changer les signes de tous les termes Xune équation. Soit l'équation
Si Ton fait passer dans le second membre tous les termes du premier et réciproquement, cette équation devient
— 5^ -f" 6 = — 10 -|- 'oXy OU, en tr|tnsposp.nt les deux membres,
Théorème IL
82f Si Von multiplie ou si Von divisa lesi deux mombre$ d'une équation par une même quantité ne renfermant aucune inconnue^ on transforme cette équation en une équation équivalente.
En vertu du thém^ème précédent, pous pouvons supposer ,que Ton a fait passer tous les termes de l'équation dans Je premier membre, de sorte que, si nous appelons A ce premier membre, l'équation sera représentée par
Dne solution de cette équation est une valeur de x qui rend l'expression algébrique A égale à zéro. En multipliant tous les termes de cette équation par un nombre donné m, nous formerons une nouvelle équation
équivalente à l'équation proposée. En effet, toute valeur de X qui satisfait à la première équation satisfait aussi à la seconde; car, si la quantité A est nulle, le produit de cette quantité par le nombre m est aussi nul. Réciproquement,
toute valeur de x qui satisfait à la seconde équation satis> fait aussi à la première; car, si le produit mA est nul, il fkut que Tun des deux facteurs le soit; mais le nombre donné m n'est pas nul ; donc l'autre facteur A est nécessairement nul. Les deux équations, admettant les mêmes solutions, sont équivalentes.
De Dfiême, si l'on divise tous Içs terînes pio» un même nombre w, on transforme l'^quî^tion proposée en une autre
m équivalente,
83. Remarque, Pour la rigueur du raisonnement, il importe que le multiplicateur m ne soit ni nul ni infini, et pour cela il faut que ce multiplicateur ne contienne pas l'inconnue. Supposons, par exemple, que Ton ait multiplié par 55 — a ; l'équation
admet bien toutes les solutions de l'équation A = q j paais elle admet en outre la solution x = 2^ qui annule le multiplicatem\ Ainsi, la seconde équation n'est pas équivalente à la première, puisque, outre les solutions de la première, elle en admet encore une autre.
On voit comment la multiplication par une quantité contenant l'inconnue introduit dans l'équation des solutrotfô étrangères à la question. Quand une semblable opération sera nécessaire, on tiendra compte de cette circonstance, et parmi les solutions trouvées, on distinguera celles qui satisfont réellement à l'équation propesée.
Au contraire, la division par une quantité contenant l'inconnue peut faire disparaître une ou plusieurs solutions de l'(^quation.
Corollaire. On fait disparaUre les dénominateurs
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d'wae équation en multipliant tous le$ termes de fiquatiom par le pliu petit multiple des dinominateun* Soit l'équation
Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 94.
Si nous multiplions tous les termes de l'équation par 24, il
est clair que les dénominateurs disparaissent; l'équation
devient
aix — 18 = 4+ loar.
Pour faire cette multiplication,^ on multiplie le numérateur de chaque terme par le quotient du plus petit multiple par le dénominateur, et l'on ôte ce dénominateur; ainsi nous avons multiplié les numérateurs par les quotients 5, 6, 4i ^ du plus petit multiple 24 P^ 1^ différents dénominateurs.
Si l'équation ne contient qu'un seul dénominateur, on multiplera par ce dénominateur.
Si l'on éprouve quelque difficulté à trouver le plus petit multiple, on multipliera par le produit des dénominateurs, qui est un multiple commun.
85. Nous pouvons énoncer mwntenant la règle à suivre pour résoudre une équation du premier degré à une inconnue : i"" on chasse les dénominateurs s'il y en a; 2"" on fait passer les termes inconnus dans le premier membre^ les termes connus dans le second membre^ et Von réduit les uns et les autres ; S"" enfin on divise par le coefficient de Vinconnue.
Reprenons l'équation
Chassons d'abord les dénominateurs, cette équation devient
aiar — 18 = 4+ »ox.
ÉQUATIONS DU PREIIIKR D£GRÉ
Ensuite» faisons passer les termes inconnus dans le premier maonbre, les termes connus dans le second, nous avons
ou, en réduisant,
Enfin, divisons par 1 1 , il vient
On voit que la méthode consiste à transformer l'équation proposée en une série d'équations équivalentes, jusqu'à ce que l'on arrive à une équation de la forme x = 2. Mais cette dernière équation est évidemment satisfaite, si l'on donne à l'inconnue la valeur 2, et ne l'est par aucune autre valeur; donc l'équation proposée, qui est équivalente à cette dernière, admet la solution x= 2 et n'en admet aucune autre.
86, Considérons encore l'équation
que nous avons déjà résolue (n** 9) . Les deux dénominateurs étant premiers entre eux, leur plus petit multiple est leur produit; on multipliera donc par 12, ce qui donne
On en déduit, par la transposition des termes,
3a: — 8ar=— 36— 84, — 5x=z — 120,
et, en changeant les signes des deux membres,
d'où
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RésQl'^tion de deux équations du prmnier degré à deupù
inconnues.
87. Si Ton n'avait qu'une équation à deux inconnues X et y, l'équation admettrait une infinité de solutions ; car on pourrait donner à x une valeur quelconque, et il en résulterait pour y une valeur correspondante. La question serait donc indéterminée.
Soit, par exemple, l'équation
5a? — 5y = 9, qui, résolue par rapport à y, devient
Si l'on 4onne à a? les valeurs a, 3, 4, > on trouve poui-
y les valeurs |, 2, ^ Ainsi l'équation est satisfaite par
les systèmes de valeurs
Chacun d'eux constitue une solution de l'équation proposée et il y en a une infinité.
Les théorèmes I et II, et les transformations qui en résultent, sont vrais d'une manière générale et s'appliquent à une équations à plusieurs inconnues. Mais alors il faut entendre par équation équivalentes deux équations qui admettent les mêmes solutions en nombre infini.
Si l'on a deux équations simultanées à deux inconnues,
ÉQUATIONS DU PREMIER DÂGRÉ
rindôtermiriaticai disparaît ; on ne peut plus prendre x arbitrairement ; car il faut que les valeurs de a? et de y satisfassent à la fois aux deux équations.
88. Parmi les diverses méthodes employées pour effectuer cette résolution, l'une des meilleures et des plus usitées est eelle dite de substUution. Nous Favons déjà fait connaître dans l'introduction (n° 21). Elle consiste à tirer de Vune des deux équations proposées la valeur de Vune des inconnues comme si Vautre était connue^ et à substituer cette valeur dans T autre équation ; on obtient ainsi une équation à une inconnue que l'on résout par le procédé ordinaire.
Soient les deux équations simultanées
(a) 7a? + 1 ly = 45,
que nous numérotons, afin d'abréger le discours. De la première tirons la valeur de y, comme si la valeur de x était connue, nous avons
Substituons cette expression à la place de y dans la seconde équation, nous obtiendrons une équation à une inconnue
(4) 7^?+ Il— ^5=45.
Cette équation, résolue par le procédé habituel, nous donne a; =3. En portant cette valeur dans réimpression (5) de y, nous trouvons y =; 9. Telles sont les valeurs des deux inconnues.
89. Il est aisé de voir que cette méthode remplace lé système des deux équations proposées (1) et (2) par le système équivalent des deux équations (5) et (4). En effet, nous remarquons d'abord que Féquation (5) n'est autre que
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l'équation (i) transformée. Si donc, pour certaines valeurs de X et de y, les équations (i) et (2) sont satisfaites, l'équation (3), qui est la même que l'équation (i), le sera évidemment, et aussi l'équation (4) , qui ne diifère de l'équation (2) qu'en ce que la quantité y a été remplacée par
une quantité égale — ^— ^. Réciproquement, si, pour cer-
taines valeiu's de a? et de y, les équations (3) et (4) sont satisfaites, l'équation (1), qui est la même que l'équation (5), le sera évidemment, et aussi l'équation (2) qui ne diffère
de l'équation (4) qu'en ce que la quantité — ;;— a été
remplacée par la quantité égale y. Les deux systèmes
d'équations admettent donc les mêmes solutions, et par
conséquent sont équivalents.
Mais l'équation (4) , transfoimée, devient
On peut donc remplacer le système proposé par le système équivalent
(5) ar = 5.
L'équation (5) n'est satisfaite que par la valeur aî=3; pour satisfaire en même temps à l'équation (3), il faut donner à y la valeur 2. Ainsi ce dernier système d'équations, et par conséquent le système proposé, admet la solution .05=3, y= 2, et n'en admet pas d'autre.
Exemples.
90. Dans la pratique, on profitera de toutes les circonstances qui permettent de simplifier le calcul.
I* Résoudre les deux équations
Les deux coefficients de x étant les mêmes, on tirera de la pi*emiëre équation la valeur de x^
l'on substituera dans la seconde, ce qui donne
e dénominateui* 4 disparaît de lui-même, et Téquation s'écrit plus simplement
d'où l'on déduit
et, en portant cette valem* dans l'expression de a?,
ar = 3.
«i"" Résoudre les deux équations
17a: — ioy=i 11, i3a? — 5y= 19.
Le coefficient de y, dans la première équation, étant un multiple de coefficient de y dans la seconde, on tirera de celle-ci la valeur de y
que l'on substituera dans la première, ce qui donne
\Zx — 10
ou, plus simplement,
On en déduit
3*» Résoudre les équations
Sx — n.y= 1, igy — i2J? = 11.
Les deux coefficients de x ayant un commun diviseur^ de la première équation on tirera
et Ton substituera.dans la seconde, ce qui donne
1 + iiv
igy— 12 — 8 ^^''
Si Ton divise par 4 ks deux termes de la fraction, cette équation se simplifie et devient
On en déduit
Résolutions de trois équations du premier degré à trois
inconnues.
91. La marche à suivre est toujours la même : de l'une des trois équations proposées on tirera la valeur de Vune des inconnues, comme si les valeurs des deux autres étaient connues i et Von substituera cette valeur dans les deux autres équations. On obtiendra ainsi deux équations à deux inconnues que Ton résoudra par le procédé indiqué précédemment.
Soient les trois équations
(3) 2x — dt/'\-6z= 1.
Si de la première on tire
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et^ que Ton substitue dans les deux autres, on a les deux équations à deux incotmiies
(6) ..^5y + 6 ^ + ^r'' - '^ qui simplifiées, deviennent
5îiy — 33â?=iio,
La question est î*amenée ainsi à la t-ésolution de deux équations â deux inconnues. Si de la dernière on tire
et que Ton substitue dans la précédente, on a F équation à une inconnue
ou, plus simplement,
Cette dernière équation, résolue, donneur = 2. Portant cette valeur dans F équation (7), on en déduit y = 3; portant ces deux valeurs dans T équation (4) , on a enfin 5 = 1. Telles sont les valeurs des trois inconnues.
92. Il est aisé de voir que la méthode transforme le système des trois équations proposées dans le système équivalent des trois équations (4), (5) et (6). En efiet, Téquàtion (4) est la même que F équation (1), et Ton déduit les équations (5) et (G) dés équations (2) et (3) en remplaçant z par une quantité égale, ou réciproquement.
Mais le système des deux équalioiiis (5) et (6) peut être remplacé à son tour par le système équivalent des deux équations (7) et (8) , et cette dernière , résolue , devient
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aj=2. Ainsi, le système des trois équations proposées est transformé dans le système équivalent
La dernière équation n'est satisfaite que par la valeur a; = 2 ; pour satisfaire en même temps à la seconde, il faut donner à y la valeur 3, et pour satisfaire à la première, il faut donner à % la valeur 1. Ainsi ce dernier système, et par conséquent le système proposé, admet la solution
et n'en admet pas d'autre.
Exemples.
93. Dans chaque cas particulier, on dirigera les calculs de manière à les simplifier autant que possible. !• Résoudre les trois équations
^4"3y + 3^=i®> x + ^y + gz=20.
Si de la première on tire
et que Ton substitue dans les deux jiutres, on a les deux équations à deux inconnues
qui, simplifiées, deviennent
On résoudra ces deux équations en tirant de la première
et, substituant dans la seconde, ce qui donne
3(4— az)4-8z=i4, d'où
Portant cette valeur dans l'expression de y, on trouve y=2 ; portant ces deux valeurs dans l'expression de x, on a a; = 3. 2° Résoudre les trois équations
Les trois inconnues n'entrent pas dans chacune des trois équations et le calcul est plus simple. Si de la troisième équation on tire
et que l'on substitue dans la seconde, on a
plus simplement
6a: — 4y == î^o, ou
3a? — ay = 10.
Cette équation, jointe à la première qui ne contient pas z, forme un système de deux équations à deux inconnues
5x — 7y = 2, 3x — ay = 10.
Si de la dernière on tire
et que l'on substitue dans la précédente,* on a l'équation à
une inconnue
Sx -r- 7 = 2.
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Op dj^mt do là
3» Résoudra l^çg trçi^ équations
8^2 -^ 3t/ = 4?, Sa? + 2y — 22 = 19,
% de la seconde équation on tire
et que Ton substitue dans la troisième, on a Téquation
qui, simplifiée, se réduit à
Cette équation donne immédiatement a? = 7. La valeur de a; étant connue , on tirera de la première équation y^p^^; en portant ces deux valeurs dans l'expression de z^ on aura j2 = 4.
Rpsolution d'un nçfi^bre quelconque ^équations
du premier degré,
94. La méthode de substitution, que nous avons employée pour deux et pour trcris équations, s'applique sans difficulté à un plus grand nombre d'équations. Supposons que Ton ait à résoudre n équations à n inconnues* De la prenaière équation on tirera la valeur de la première inconnue que Ton substituera dans toutes les autres équations, ce qui donnera n '^ i équations^ à n *^ ^ inconnuesi qui , jointes à la prermière, formeront un système équivalent au système proposé. De la seconde équation de ce second système, on tirera de même la valeur de la seconde inconnue que l'on substituera
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dan» toutes les i^uivantes ; et U système proposé sera transformé &i yp systëmo équivalent composé» d'uâe équation ji n inconnues, d'une à n--^ i incoupues, etde ti^^R équâtiopè an — 2 inconnues, On continuera dç la mêipe manière jusqu'à ce que Ton arrive ^ une équation à ujie inconnue, et alors le système des n équations sera transformé en up système équivalent de n équations, omtenant, la première les n inconnues, la seconde n — i , la troisième n — 2 ,. . . , enfin la dernière une seule inconnue* Dç cette équation , m déduira la valeur de la dernière inconnue, et en remontant de proche en proche , on trouvera successivement les valeurs de toutes les inconnues.
Appliquons cette méthode à la résolution de quatre équations à quatre inconnues.
De la première équation tirons la valeur de a?, substituons-la dans toutes les autres et simplifions, nous transformerons le système des équations proposées en un autre
équivalent
De la seconde équation de ce second système tirons la valeur de y et substituons-la dans les deux suivantes, nous obtenons le troisième système
a? = 1 4" ^y — « -)- 3m> 6 4- 2Z^Gu (5) ( ^ "" 3
2 4- 3w = 6, i 4" ^ow = i3.
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Si de la troisième équation de ce troisième système nous tirons la valeur de z pour la substituer dans la dernière équation, nous arriverons enfin au système
a: = I -f ay — z -{-Zu, ' 6 4" î^2 — 6w
En remontant de proche en proche, on trouve
95. Dans un grand nombre de cas, on abrège beaucoup les calculs en dirigeant convenablement les substitutions. 1** Résoudre les cinq équations à cinq inconnues
y 4- aa? = 4,
tt -j- 4z = i6,
^ "i" y-r^ + ^ + ^ = *5* On tire de la première
y = 4 — 2^ ; de la seconde, en y remplaçant y par sa valeur,
z=z(Sx — 3;
de la troisième, en y remplaçant z par sa valeur,
de la quatrième, en y remplaçant u par sa valeur,
t;= laoo? — ii5.
Les quatre inconnues y, jz, u, t? sont exprimées ainsi au moyen de x; si Ton substitue ces valeurs dans la cinquième
équation, on obtiendra une équation à une seule inconnue
lOiXSlOly
d'où
En portant cette valeur de x dans les expressions précédentes, on trouve
«• Résoudre les quatre équations à quatre inconnues
( ce + 5z = 29, 3y — 2X + w = 5, 4w — 3z = i3, gx — Jy — 2tt = 8.
Si de la première et de la troisième on tire
et que Ton substitue ces valeurs dans les deux autres, on aura deux équations à deux inconnues
Si de la première de ces deux équations on tire
et que Ton substitue dans la seconde, on obtient une équation à une inconnue
d'où
En portant cette valeur dans les expressions précédentes on trouve
y = 2, tt = 7> ar = 4.
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Combinaison des équations.
96. Souvent une combinaison des équations proposées facilite beaucoup la résolution. Exemples :
1* Trouver deux nombres, connaissant leur somme a et leur différence 6.
En appelant ùcety les deux nombres cherchés , on a les
deux équations
Ajoutons ces deux équations membre à membre, nous
aurons
dou a?= .
SI
Retranchons la seconde éqiiation de la première, nous aurons de même
2" Trouver quatre nombres , connaissant leurs sommes trois à trois. On aura à résoudre les quatre équations
z -{- u -{- X =^ by
U'\-x + y = €, En ajoutant èefe quatre équations membre à membre, on a
d'où Ton déduit la somme des quatre inconnues
Si maintenant de cette nouvelle équation on retranche
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chacune des équations proposées, on trouve immédiatement les valeurs des inconnues
û + i+^+rf ,
3** Trouver quatre nombre^, connaissant l'excès de la somme de trois quelconques d'entre eux sur le quatrième. On aura à résoudre les quatre équations
x + y-j" ^ — u z=: d, En ajoutant ces quatre équations, on a l'équation
d'où l'on déduit la somme des inconnues
tt + ft + e + rf ^ + y + « + «* = ;; .
Si maintenant de tette nouvelle équation on retranche chacune des équations proposées, on trouve
ïïar
ay
d'où
û + ^ + ^ + rf Û a + J + c + d b -
4" Résoudre les quatre équations
a? + ay + 32 + 4w = û, - t/ + 2Z+ 3w -f 4x = i,
En ajoutant ces quatre équations, on obtient une équation
ioa:-|- ioy-\'ioz -j- iow = a-|-^ + ^ + rf^
qui donne la somme des quatre inconnues
Pour abréger, nous désignerons par la lettre m le second membre qui est connu.
En retranchant la seconde équation de la première, la troisième de la seconde, la quatrième de la troisième, la première de la quatrième, on obtient les équations
2 4" ** + ^ — 3y = ô — c, W + X+ y — 3z =c — d, a:+y + z — Zu =d — a.
Mais nous avons trouvé
Si donc de cette dernière équation on retranche chacune
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des précédentes, on obtient les valeurs des inconnues
97. La méthode dont nous venons de faire quelques applications repose sur le théorème suivant, dont on se sert fréquemment en mathématiques.
Théorème III. Étant données plusieurs équ^tions^ on peut remplacer Vune d'ellesparT équation queTon obtientenajoutant ou en retranchant les équations proposées membre à membre.
Considérons d'abord deux équations
(la) B = o,
que Ton peut toujours mettre sous cette forme, en faisant passer tous les termes dans le premier membre. Si on les ajoute membre à membre, on forme une nouvelle équation
qui peut remplacer Tune des équations combinées, par exemple la deuxième, et le système des deux équations
sera équivalent au système des deux équations proposées. En effet, si, pour de certaines valeurs des inconnues, les équations (i) et (2) sont satisfaites ^ l'équation (3) le sera aussi ; car les deux quantités A et B devenant nulles, leurs somme A + B est aussi nulle. Réciproquement, si les deux équations (1) et (3) sont satisfîtes, l'équation (s) le sera
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aussi ; car la somme A 4- B étant nulle^ ainri que la pre^ mière partie A, il est nécessaire que la seconde partie B le soit aussi. Les deux systèmes , admettant les mêmes solutions, sont équivalents*
De même si, au lieu d'ajouter, on retranche les équations membre à membre, on obtient un système
équivalent au système proposé.
98. Corollaire. Avant d'ajouter ou de retrancher les équations proposées, on peut multiplier les deux membres de chacune d'elles par un nombre arbitraire; car on sait que, lorsqu'on multiplie tous les termes d'une équation par un même nombre, l'équation reste équivalente à elle-même. Si donc, avant d'ajouter, nous multiplions la première équation par m, la seconde par n, nous obtiendrons le système
wA -|- nB = o,
équivalent au système proposé.
Ceci donne le moyen d'éliminer une inconnue entre deux équations; il suffit pour cela de multiplier les deux équatiens par des nombres tels, que les deux coefficients de l'inèonnue qu*on veut éliminer deviennent égaux entre eux, puis d'ajouter ou de retrancher, suivant qu*il8 ont des signes contraires ou le même signe.
Soient, par exemple, les deuX équations
9a? + 5y es: 38.
Si uous multiplions laprômiërè par S, la seconde par S^ ces deux équations deviennent
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Si maintehatit on ajoute membre à membre^ rinconime y disparaît, et Ton obtietit une éqmûaa à une inconnue
820?= 164, d'où
En remplaçant x par sa valeur dans Tune des deux équations proposées, et résolvant par rapport à y, on trouve y = 4»
Ce procédé d'élimination, que Ton appelle méthode de réduction au même coefficient, réussit toujours quand on multiplie la première équation par le coefficient de l'inconnue qu'on veut éliminer dans la seconde équation^ et la seconde équation p&r te coefficient de la même inconnue dans la première; car, après cette opération, l'inconnue dont il s'agit a dans les deux équations un coefficient égal au produit des deux coefficients primitifs. Mais il suffira , si l'on aperçoit aisément le plus petit multiple des deux coefficients, de rendre ces deux coefficients égaux à ce plus petit multiple.
Soient les deux équations
On voit de suite que les deux coefficients de x ont pour plus petit multiple 1 2 ; pour éliminer a?, on multipliera la première équation par 3, la seconde par 2 ; les deux équations deviennent
l2X-^-2ly=8l.
Puis on retranchera la seconde équation de la première, ce
qui donne
47y=47, d'où
Ed portant cette valeur de y dans la première équation et résolvant, on trouve a? = 5.
99. Le théorème que nous avons démontré s'étend sans difficulté à un nombre quelconque d'équations. Soient les trois équations
Si on les ajoute membre à membre, on forme une nouvelle équation
qui peut remplacer Tune des équations combinées, par exemple la troisième, et Ton obtient ainsi un système
équivalent au système proposé.
Il est évident en effet que, lorsque les trois équations ( i ) , (2), (3) sont satisfaites , l'équation (4) l'est aussi, et que réciproquement, lorsque les équations (1), (2), (4), sont satisfaites, l'équation (3) l'est pareillement.
DES PROBLÈMES
100. Nous avons dit (n** 33) qu'un polynôme indique une série d'additions et de soustractions à effectuer, et nous avons appelé quantités positives les quantités à ajouter, quantités négatives les quantités à retrancher. Un polynôme se résumant finalement en une quantité à ajouter ou à retrancher, il a, dans le premier cas une valeur positive, dans le second cas une valeur négative.
Nous avons généralisé les opérations algébriques de manière à les appliquer indistinctement aux polynômes, soit positifs, soit négatifs, et nous avons étendu les mêmes règles ou définitions aux termes considérés isolément, ce qui permet dans les calculs de remplacer les polynômes par leurs valeurs. Il est résulté de là un perfectionnement notable dans le mécanisme du calcul et dans la transformation des expressions algébriques, en ce sens que toute restriction a disparu, et qu'il n'y a pas à s'inquiéter de savoir si les valeurs des polynômes sur lesquelles on opère sont positives ou négatives.
La considération des quantités positives ou négatives n'est pas moins utile dans la résolution des problèmes. Elle permet, comme nous le verrons, de comprendre dans les mêmes équations, et par suite dans les mêmes formules, les différents cas d'une même question.
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parcourt sur une droite successivement plusieurs longueurs données. On demande à quelle distance il se trouve finalement du point de départ.
La question présente plusieurs cas différents, suivant que chacune de» longueurs est parcourue dans un sais ou dsms r autre. Lorsque toutes le» longueurs sont parcourues dans le même sens à la suite les unes des autres, elles s'ajoutent évidemment; si donc on appelle a, 6, c, d ces diverses longueurs que, pour préciser, nous supposerons au nombre de quatre, et x la distance à laquelle le mobile se trouve finalement du point de départ, on aura la formule
Grâce à la eopsidération des quantités positives oa néga^ lives, cette formule peut être étendue à tous les autres cas. En effet, soit le point de départ du mobile sur la droite donnée ; prenons vers la gauche un point K situé à une distance arbitraire m du point 0, mais asses grande pour que le mobile reste toujours à sa droite, et proposons^nous d'éva-^
luér à chaque instant la distance du mobile à ce point fixe K, Ali moment du départ, le mobile est en 0, à la distance m du point K; il parcourt ensuite diverses longueurs OA, AB, BC, CD dans un sens ou dans l'autre ; il est clair que chaque longueur parcourue de gauche à droite, l'éloignant du point K, devra être ajoutée, et par conséquent regardée comme positive, et que chaque longueur parcourue en sens contraire, c'est-à-dire de droite à gauche, le rapprochant du point K , devra être retranchée, et par conséquent regardée comme négative. Si donc on représente par les lettres a, 6, c, d les longueurs données, affectées chacune
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du signe + ou du signe — , suivant qu'elle est parcourue de gauche à droite ou en sem contraire , la distance finale du mobile au point K sera exprimée par la formule
Supposons maintenant que le mobile aille directement du point au point D, et désignons par x la longueur OD, affectée du signe + ou du signe — suivant qu'elle est parcourue de gauche à droite ou de droite à gauche, la distance finale du mobile au point K sera exprimée aussi par m + â?» On ftur^ dope
Si Ton retranche la quantité m de part et d'autre, il vient
(i) a: ;^ a + * + ^ + rf-
Lorsque le polynôme aura une valeur positive, la distance a?, devant être ajoutée à m, sera comptée à partir du point vers la droite ; lorsque le polynôme aura une valeur négative, la distance x^ devant être retranchée de m, sera comptée à partir du point vers la gauche.
Supposons , pa» exemple , que le mobile parcoure une première longueur OA de 5 mètres de gauche à droite, une seconde AB de 5 mètres en sens contraire, une troisième 6C de 4 mètres de gauche à droite, et enfin une quatrième CD de 8 mètres en sens inverse; afiectant chacune d'elles du signe convenable, on fera
rf.= +5, 6 = — 5, 6=+4» d = — 8,
La formule générale (i) indique qu'il faut faire la somme algébrique des quantitésreprésentées parles lettres a^5,c,d; or, oci sait que Tadâitiôn dgébrique consiste à écrire les quantHéd ftveo leiurs signes \ on aura donc^ en remplaçant
les lettres par leurs valeurs ,
Cette valeur — 2 signifie qu'il faut de la distance m retrancher 2 mètres ; ainsi le point d'arrivée D sera à 2 mètres du point de départ vers la gauche.
102. Problème II. On connaît l'âge d'un père et celui de son flUf et Ton demande à quelle époque Vâge du père sera ou a été triple de Vâge du fils.
Appelons a l'âge actuel du père, 6 l'âge du fils, le rapport actuel de l'âge du père à l'âge du fils est y. On sait
que lorsqu'on augmente d'une même quantité les deux termes d'une fraction plus grande que l'unité, la fraction diminue ; donc, si le rapport des âges est actuellement plus grand que 3, il arrivera un moment où il sera égal à 3; mais s'il est actuellement plus petit que 3, il a été autrefois égal à 3. Ainsi la question présente deux cas bien distincts, suivant que l'époque cherchée est dans l'avenir ou dans le passé. Dans le premier cas, il faudra ajouter aux âges actuels un certain nombre d'années ; dans le second cas, en retrancher un certain nombre d'années. Si donc on désigne par la lettre x ce nombre d'années, affecté du signe + ou du signe — , suivant qu'il doit être ajouté ou retranché, l'équation
fr+ X
conviendra à tous les cas de la question. On en déduit la
formule
A l'inspection de cette formule, on reconnaît en effet que, si a est plus grand que 36, c'est-à-dire si l'âge du père est
actuellement plus grand que trois fois l'âge du fils, l'inconnue X a une valeur positive , et que , dans le cas contraire , elle a une valeur négative.
Pour montrer une application de cette formule, supposons que le père ait 4o ans, le fils lo (n** 12). En remplaçant a et 6 par leurs valeurs, on trouve
Cette valeur positive indique qu'il faut ajouter 5 ans aux âges actuels ; ainsi l'âge du père sera dans 5 ans triple de l'âge du fils. Et, en effet, à cette époque le père aura 45 ans et le fils i5, et 45 est bien le triple de i5.
Supposons maintenant que le père ait actuellement 45 ans, le fils 1 7. La formule donne
Cette valeur négative indique qu'il faut retrancher 3 ans des âges actuels; ainsi l'âge du père était, il y a 3 ans, triple de l'âge du fils.
103. Remarque I. Nous voyons par ce qui précède que certaines espèces de grandeurs sont susceptibles d'être comptées dans deux sens, inverses l'un de l'autre. Ainsi, partant d'un point quelconque, on peut marcher sur une ligne dans un sens ou dans le sens opposé. On regardera comme positives les longueurs parcourues dans un sens convenu (par exemple de gauche à droite si la ligne est horizontale) , celles portées en sens inverse comme négatives.
On comprend bien la signification de ce double signe affectant les longueurs, si Ton imagine un point K trèséloigné vers la gauche (voyez n** 101), d'où l'on suppose pour un instant que l'on compte les distances; la distance du md)ile à cette origine fictive augmentera si la longueur est parcourue de gauche à droite, et diminuera si elle est parcourue en sens contraire.
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Le temps présente aussi denu mm oi^aéa. Com]^ à partir d'un instant quelconque, si Ton en descend le cours^ c'est-à-dire si Ton marche vers l'avenir, il sera naturellement affecté du signe -f ; au cpntraire, si l'on remonte vers le passé, il sera affecté du signe — . En effet, que' l'on imagine une origine fictive très-reculée, le temps, compté k partir de cette origine fictive, sera augmenté dans le premier cas, diminué dans le second cas. Par exemplcf dans les calculs qui se rapportent à notre siècle, les astronomes ont coutume de compter le temps à partir du i**" janvier 1800; si l'on marche de 10 ans en avant ou en arrière, on aura un temps représenté par -j- 10 ou par — 10 ; et en effet, en rapportant à l'origine ordinaire qui est beaucoup plus reculée, savoir le commencement de l'ère chrétienne, on aurait
1800 -f 10 ou 1800 — 10.
Il en est de même des degrés de température marqués par le thermomètre. Les Français prennent pour origine la température de la glace fondante; c'est là qu'est marqué le zéro. Au-dessus, les degrés sont positifs, au-dessous négatifs. Et, en effet, que l'on imagine une température plus basse que toutes celles que l'on aura à considérer, et que Ton compte les degrés à partir de ce point; à la glace fondante correspondra un certain nombre de degrés m ; la température -f- 5 , ou 5 degrés au-dessus de 0, signifie m + 5 ; la température — 5, ou 5 degrés au-dessous de o, signifie m — 5.
104. PROBiiiME III. Un mobile^ se mouvant uniformément sur une droite avec une vitesse donnée^ passe au point àun certain instant. Déterminer sa position à un instant quehconque*
En mécanique, on évalue ordinairement les longueurs en
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mètres, to» temps ea secondes, ^ Ton app^e inbmie Ves» pace parcouru par le mc4)ilQ exk une seconde.
Supposons d'ab^d que le molnle marclie de gauctw à droite avec une vitesse a« et que Ton demande sa positim t secondes après qu'il a passé au point 0. Le mobile par** courant a mètres par seconde, parcourt ta mitres en s secondes, 3a mètres en 5 secondes, en général at mètres M t seccgides; si donc on appelle te la distance parcourue dans le temps ^, on aura l'équation
et cette distance, portée à partir du point vers la droite, nous donnera la position M du mobile au moment que Ton considère.
KG U
Cette formule est générale et convient à tous les cas de la question, si Ton affecte chaque quantité dn signe conve-* nable. On demande la position M du mobile, un temps queU conque après ou avant le moment où le mobile passe au point 0; désignons par t ce temps, considéré comme positif dans le premier cas, comme négatif dans le second cas, et par x la distance OM, affectée du signe -j- ou du signe — , suivant que le point M est à droite ou à gauche du point 0. La vitesse a sera elle-même positive ou négative, suivant que le mobile marche de gauche à droite ou en sens contraire ; car, si Ton imagine les distances comptées à partir d'un point K très-éloigné vers la gauche, l'espace parcouru en une seconde, ou la vitesse, devra être ajouté dans le premier cas et retranché dans lé second cas. Concevons maintenant que Ton compte le temps à partir d'une époque sufiisamment reculée, et soit G la position du mobile à cet instant (si la vitesse est positive, le point G est très-loin vers la gauche ; si elle est négative, il est au contraire très-lpin vers la droite) .
Nous pouvons toujours supposer le point K , origine fictive des distances, situé à gauche du point G , et nous appellerons m la distance KG. Désignons par a le temps qui s'écoule depuis Torigine fictive des temps, c'est-à-dire depuis le nioment où le mobile est en G, jusqu'au moment où il passe au point 0; l'espace GO, parcoiœu pendant ce temps et affecté du signe convenable, est aa. Le temps qui s'écoule depuis cette même origine jusqu'au moment où le mobile vient en M, sera représenté par a -|- f , et l'espace parcouru GM , affecté du signe convenable, par a(a -}- 1). Supposons que le mobile parte du point G , et parcoure successivement les chemins aa et a?, ce qui l'amène au point 0, puis au point M, il sera fmalement à une distance du point K marquée par
m 4- «a + ^• Mais, le mobile arrivant au point M après le temps a -{- 1 , et par conséquent après avoir parcouru l'espace a(a-}-t) à partir du point G , sa distance au point K est exprimée aussi par m+a(a4-«); on a donc l'équation générale
m -|- aa-j- a? = m -)- a (a + ^),
ou, plus simplement,
x=at.
Voici quelques applications de cette formule ;
1° Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse de 1 o mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes après avoir passé au point 0. On fera a= + io, t=-J-6, ce qui donne a; = + 6o. Ainsi le mobile sera à 6o mètres à droite du point 0, ce qui est évident à priori, puisque le mobile marche vers la droite.
2* Le mobile se meut de gauche à droite avec une vitesse de 1 mètres par seconde ; on demande où il était 6 secondes avant d'arriver au point 0. On fera a = -|- i o, t = — 6, d'où x= — 6o. Ainsi le mobile était à 6o mètres à gauche du point 0, ce qui est évident puisque le mobile vient de la gauche.
S"" Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse de 1 mètres par seconde ; on demande où il sera 6 secondes après avoir passé au point 0. On fera a = — lo, t=-|-6, ce qui donne x = — 60. Ainsi le mobile sera à 60 mètres à gauche du point ; ce qui est évident, puisque le mobile marche vers la gauche.
4** Le mobile se meut de droite à gauche avec une vitesse de 1 mètres par seconde ; on demande où il était 6 secondes avant d'arriver au point 0. On fera a=^-io, < = — 6; ce qui donne a? = + 6p. Ainsi le mobile était à 60 mètres à droite du point 0, ce qui est évident, puisque le mobile vient de la droite.
105. Problème IV. Deux mobiles^ se mouvant uniformément sur une même droite , passent au même instant , le premier au point A, le second au point^ B. On connaît la vitesse de cJiacun d*eux. Trouver la position du point de rencontre de ces deux mobiles.
Cette question présente plusieurs cas différents , suivant que les mobiles se meuvent dans un sens oii dans l'autre , et que la vitesse du premier est plus grande ou moins grande que celle du second.
Supposons d'abord que les deux mobiles marchent tous deux de gauche à droite, et que le premier, celui qui est à droite au point A, aille moins vite que le second qui est en B.
La rencontre aura évidemment lieu en un certain point M à droite du point A. Appelons a la vitesse du premier mobile,r b celle du second, d la distance BA, f le temps inconnu après lequel aura lieu la rencontre, a? et y les distances AM et BM des points A et B au point de rencontre M.
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Le premier mobile, parcourant a mètres par seconde , parcourra at mètres en t secondes ; on a dcmc F équation
(i) x = at',
à^ même, le second mobile « paicourdnt b mètres par so^ conde, parcourra bt mètres en t secondes, et l'on aura
(i) g^bt.
Mais la distance BM ou y devant être égale à BA plus AM, ou a la troisième équation
On a ainsi trois équations à trois inconnues ^ a?, y que Ton résoudra en substituant dans là troisième les valeurs de 0? et de y données par les deux autres, On en déduit les formules suivantes
,. d td bd
Il est aisé de voir que ces trois équations, et par suite les formules qui en résultent, conviennent à tous les cas de la question, si Ton affecte chaque quantité du signe convenable. D'après ce que nous avons dit précédemment, la vitesse de chacun des mobiles sera regardée conune positive ou négative, suivant que ce mobile marchera de gauche à droite ou en sens contraire ; les distances a; et y, comptées à partir des points A et B, seront positives ou négatives, selon qu'elles seront portées vers la droite ou vers la gauche ; le temps t est lui-même positif ou négatif suivant que la rencontre a lieu après ou avaat le moment où les deux mobiles passent aux points A et B. De cette manière, et en vertu de la for-^ mule établie dans le numéro précédent, oa voit que les équations (i) et (2) conviennent à tous les cas de la question. Il en est de wéim de Téquatiw (3) , si Toq remarque qu eo
QUAirriTÉS NÉGATITES. 119
partant du point B on arrive au même point M, soit en parcourant la distance y, soit en parcourant successivement les distances d et x.
106. Pour achever de familiariser les élèves avec Finterprétàtion des quantités positives ou négatives, nous ferons encore quelques applications de ces formules. Supposons la distance BA égale à 120 mètres, c'est-à-dire d = 120.
1* Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite, le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde , le second avec une vitesse de 10 mètres. On feraa=r-{-6, 6 =s + 10 , ce qui donne
t=: -\- 3o, X = 180, y = 5oo.
Ainsi, la rencontre aura lieu après 3o secondes, à droite et à 180 mètres du point A. C'est le cas que nous avons examiné d'abord.
2" Les mobiles marchent tous deux de gauche à droite ; le premier avec une vitesse de 6 mètres par seconde , le second avec une vitesse de 4 mètres. On fera a = + 6, 6 = + 4 f ce qui donne
l-rr— -= — 60, a:= — 56o, y=: — 240.
Ainsi la rencontre a eu lieu il y a 60 secondes, à gauche, et à 240 mètres, du point B. On voit en effet que le premier courrier allant plus vite que le second a dû le dépasser en un certain point situé à gauche du point B.
3° Le premier mobile marche de droite à gauche avec une vitesse de 5 mètres par seconde,, le second de gauche à droite avec une vitesse de 5 mètres. On fera a = — 3 , 6= + 5 , ce qui donne
Ainsi, la rencontre aura lieu entre les points A et B; ce qui
est évident à priori^ puisque les deux md)iles marchent à la rencontre Tun de l'autre.
107. Remarque IL Les exemples précédents montrent combien il est utile de représenter par les mêmes lettres des quantités, tantôt positives, tantôt négatives, suivant les différents cas de la question que Ton traite. Cette extension donnée à la signification des lettres ne change rien au mécanisme des opérations algébriques, ni aux transformations servant à la résolution des équations. Voici comment on peut se convaincre de cette vérité importante.
Nous avons appelé expressions équivalentes deux expressions qui donnent le même résultat, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui les composent, et nous avons dit, en terminant le ch. iv du livre I (n'72), qu'une opération algébrique transforme une expression en une autre . équivalente. Mais jusqu'alors nous ne donnions aux lettres que des valeurs positives. Il est aisé de voir que l'égalité subsiste quand même on donne aux lettres des valeurs négatives. Soit, par exemple, l'égalité
qui est vraie , quelles que soient les valeurs positives attribuées à a et à 6. Si nous changeons le signe de 6, d'après la remarque du n° 55, cette égalité se transforme en cette autre
vraie aussi, quelles que soient les valeurs positives attribuées à a et à 6. Or, donner à 6 dans la première égalité une valeur négative — 5, c'est la même chose que donner à 6 la valeur positive + 5 dans la seconde ; la seconde égalité étant satisfaite pour la valeur positive, la première l'est aussi pour la valeur négative. Ainsi, les opérations algébriques transforment les expressions en d'autres équivalentes, quelles que soient les valeurs, positives ou négatives, attribuées aux lettres.
Les transformations que nous ayons fait subir à une équation ou à un système d'équations, et les méthodes de résolutions qui en dépendent, doivent être entendues aussi dans le sens le plus général ; elles sont vraies , que les valeurs des lettres soient positives ou négatives. Soit, par exemple, l'équation
Si l'on ajoute aux deux membres la quantité x et si l'on retranche i4» cette équation devient
ou
Or, que la valeur de x soit positive ou négative, on a ajouté aux deux membres de l'équation proposée la même quantité et par conséquent on l'a transformée en une équation équivalente. Cette dernière n'étant satisfaite que si l'on donne à a? la valeur négative — 2 , il en est de même de l'équation proposée. On dit dans ce cas que l'équation admet une solution négative x= — 2.
Considérons encore le système des deux équations
Sy — iix=i.
La méthode de substitution le transformera en cet autre
qui lui est équivalent, que les valeurs des inconnues soient positives ou négatives. Mais ce dernier n'est satisfait que par les valeurs négatives a? = — 3, î/= — 4; il en est de même du système proposé.
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lOS. Remarque III. Dans une quantité affectée du signe + ou du signe — , il y a lieu de distinguer la Ysleur absolue et la valeur relative. La valeur absolue est la quantité, abstraction faite du signe ; la valeur relative la quantité ayec son signe. Ainsi, la valeur absolue de la quantité négative — 5 est le nombre 5, la valeur relative est le nombre 5 à retrancher.
On s'est occupé naturellement de la comparaison des valeurs relatives des quantités , positives ou négatives, de même espèce. Une quantité positive, étant une quantité à ajouter, donnera un résultat d'autant plus grand que sa valeur absolue sera plus grande. Au contraire, une quantité négative, étant une quantité à retrancher, donnera un résultat d'autant plus petit que sa valeur absolue sera plus grande. Pour fixer les idées, supposons que la lettre x représente le résultat des opérations d'un négociant dans le courant de la journée (n^* 33) ; admettons que le négociant ait en caisse , au commencement de la journée, une somme d'argent suffisamment grande que nous désignerons par m. La fortune du négociant est devenue m + a?. Il peut arriver que la somme des dépenses égale celle des recettes, alors la valeur de x est zéro, et la fortune du négociant n'a pas changé. Si la valeur de x est positive, la fortune du négociant augmente d'autant plus que la valeur absolue de x est plus grande. Si la valeur de x est négative, la fortune du négociant diminue d'autant plus que la valeur absolue de x est plus grande. Pour abréger le discours, on fait abstraction de la fortune primitive, et l'on considère une quantité positive comme plus grande que zéro, et d'autant plus grande que sa valeur absolue est plus grande, une quantité négative comme plus petite que zéro, et d'autant plus petite que sa valeur absolue est plus grande. Ainsi, on dit que la quantité — i est plus petite que o, la quantité -~ »
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fim petite que — i» la quantité — 5 plus petite que— * s,... cela signifie, je le répète, que la quantité m -— i est plus petite que m, la quantité m — s plus petite que m — i , la quantité m -^ 5 plus petite que m — s,...
Cette comparaison des valeurs relatives n'est pas moins évidente dans l'échelle des températures marquées par le tiienncnnëtre ; les nombres positifs indiquent des tempéra^ tures supérieures à la température zéro \ les nombres négatifs des températures inférieures ; les températures — i , — 2, — 3,.t. vont en s'abaissant de plus en plus.
Il en est de même de toutes les sortes de grandeurs susceptibles d'être comptées dans deux sens opposés. Nous avons déterminé (n° lOâ) la position d'un mobile M sur une droite par sa distance à un point fixe 0, en affectant du signe + les distances portées vers la droite, du signe — les distances portées en sens contraire, et nous avons appelé x cette distance affectée du signe convenable. Que l'on imagine maintenant un point K situé très-loin vers la gauche, à une distance m du point 0, et que l'on compte les distances à partir de ce point ; la position du mobile sera déterminée par la quantité m + a. Si le mobile^ paitant du point 0^ se meut vers la droite, la valeur de w est positive et va en augmentant de même que la distance m-^- x k l'origine fictive K* Si le mobile marche vers la gauche, la valeur de x sera négativQ et ira en augmentant en valeur absolue ; mais la distance m + x k l'origine fictive K ira en diminuant. Faisant abstraction de la quantité m, on dira que la valeur native de x augmente dans le premier cas, diminue dans le second.
Deê inégalUés.
i 09. Les théorèmes que nous avons démontrés sur les égalités et les transformations qui en résultent (n°» 79
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à 82) s'appliquent aux inégalités, sauf quelques légères modifications.
i"" Une inégalité subsiste si à ces deux membres on ajoute une même quantité, ou si de ses deux membres on retranche une même quantité.
Ce que nous venons de dire sur la comparaison des valeurs relatives des quantités positives ou négatives donne à ce théorème un sens tout à fait général. Soit l'inégalité
5>3, ou m+5>m4-5;
des deux membres retranchons 7 , nous aurons m — a>m — 4^ on — 2> — 4«
11 en résulte que l'on peut faire passer un terme d'un membre dans l'autre en changeant son signe.
Mais il n'est pas permis de changer les signes de tous les termes d'une inégaUté, ou du moins, si on le fait, il faut changer en même temps le sens de l'inégalité. Soit l'inégalité
si on change les signes, on écrira
2*» On voit aussi que l'inégalité subsiste si on multiplie ou si on divise les deux membres par un même nombre positif.
Si l'on multipliîdt ou si l'on divisait par un nombre négatif, il faudrait avoir soin de changer le sens de l'inégalité. Car ceci reviendrsdt à multiplier par un nombre positif et à changer les signes.
Ces diverses transformations permettent de résoudre une inégalité comme nous avons résolu une équation. Supposons, par exemple, que la quantité x soit assujettie à satisfaire à la condition
8 4^6^ la'
Si l'on multiplie les deux membres par le nombre positif 24» pour faire disparaître les dénominateurs, cette inégalité devient
aia?— i8>4H- i^^»
Si msdntenant on fait passer les termes inconnus dans le premier membre, les termes connus dans le second , on a
1 ia?> 22,
et, en divisant par le nombre positif 1 1 ,
Tous les nombres plus grands que 2 vérifient Tinégalité proposée.
Soit encore l'inégalité
En faisant passer les termes connus dans le premier membre, les termes inconnus dans, le second, on a
i2o>5ar, ou
et, en divisant par le nombre positif 5 ,
Toutes les quantités plus petites que 24 vérifient l'inégalité proposée.
CHAPITRE III
DES CM d'IHPOWIBIUTÉ ET d'IHDÉTERMIIIITIOK.
Des cas dUmpossibilité.
110. Une équation du premier degré à une inconnue , par des transformations convenables, peut toujours être mise sous la forme
les lettres a et 6 désignant des quantités connues; d'où Ton déduit
Ainsi une équation du premier degré à une inconnue admet en général une solution, positive ou négative, et n'en admet qu'une.
Il en est de même d'un système de n équations du premier degré à n inconnues; car nous avons vu (n° 94) qu'un pareil système peut être transformé en un système équi* valent de n équations renfermant, la première les n inconnues, la deuxième n — i, la troisième n — 2 , enfin
la dernière une seule inconnue ; cette dernière équation donnera en général pour la dernière inconnue une valeur unique et déterminée , et , en remontant ensuite de proche en proche , on trouvera aussi pour chacune des autres inconnues une valeur unique et déterminée.
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m. Il peut arriver que dans Téquation
à laquelle on est conduit en résolvant un système d'équations, le coefficient a de l'inconnue soit nul ; alors la question revient à trouver un nombre qui, multiplié par zéro, donne un produit égal à 6, ce qui est impossible; car le produit d'une quantité quelconque par zéro est toujours égal à zéro. Ainsi, dans ce cas, il y a Impossibilité de satisfaire à l'équation ou au système d'équations proposé.
Exemples,
1* Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et de 10, et diminué de sa moitié, égale deux fois son tiers augmenté de 8. En désignant par x ce nombre, on a l'équation
X X fx . \
qui, simplifiée, devient
_ + xo = -+i6, oXx = 6,
L'impossibilité est évidente. EUe se manifeste déjà dan»
l'équation précédente; car, si l'on retranche -=- de part et
d' autres , il vient i o = 1 6 , ce qui est absurde. Ainsi , il n' existe aucun nombre satisfaisant à la question.
2** Trouver deux nombres tels que le tiers du premier égale la moitié du second moins i , et que le second égale les deux tiers du premier plus 6. Si l'on appelle x et y ces deux nombres, on a les deux équations
X y nx
En substituant dans la première la valeur de y donnée par la seconde, on obtient le système équivalent
Il n'existe pas de nombres satisfaisant aux conditions énoncées.
2* Résoudre les deux équations
3a? — 2y=io, 6a: — 4y=:i7.
En substituant dans la seconde la valeur de y tirée de la première, on trouve
Ainsi il n'existe pas de nombres satisfaisant à la fois aux deux équations proposées.
L'impossibilité se manifeste sur les équations ellesmêmes; en effet, si l'on multiplie tous les termes de la première par 2, on a
6a: — 4y = ao,
On voit que les deux équations sont incompatibles; car les premiers membres sont les mêmes et les seconds membres diflèrent.
Du symbole Vinfini.
Revenons à l'équation
et supposons que la valeur absolue du coeflicient a soit très-petite ; l'inconnue a:, donnée par la formule
sera très-grande en valeur absolue, et, si Ton conçoit que
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la valeur absolue du coefficient a diminue jusqu'à zéro, la valeur absolue de x augmentera de manière à devenir plus grande que toute quantité donnée. Par exemple, si Ton donne au coeflScient a successivement les valeurs
lo' 100 looo' loooo'
le quotient x prendra les valeurs de plus en plus grandes loby loob, loooé, looooé,
Lorsqu'une quantité augmente ainsi de manière à devenir plus grande que toute quantité donnée, on dit qu'elle devient infinie et on la représente par le signe ©c, qui a la forme d'un huit renversé.
Quand Tune des inconnues d'un problème se présente sous cette forme, il y a évidemment impossibilité; car ce symbole provient de ce que, dans une équation telle que ax = 6, le coefficient a de l'inconnue est nul.
Reprenons le p^roblème du n° 105, dans le cas où les deux mobiles marchent de gauche à droite , le second allant plus vite que le premier. Si la différence des vitesses b — a est très-petite, les formules donneront pour les inconnues des valeurs positives très-grandes, ce qui indique que la rencontre aura lieu après un temps très-long, et en un point très-éloigné vers la droite. Et, en effet, le second mobile, marchant avec ime vitesse très-peu supérieure à celle du premier, ne l'atteindra qu'après un temps trèslong. Plus la différence des vitesses sera petite, plus le point de rencontre sera éloigné. Enfin, quand les vitesses deviennent égales, le point de rencontre s'éloigne à l'infini ; il y a impossibilité de satisfaire aux équations du problème, et, en effet, les deux mobiles^ marchant également vite, restent toujours à la même distance l'une de Tautre et ne se rencontrent jamais
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Stip{k>90âd qtk^ )ê mtond coiifpief ttiftttte ttu pm maim vite qpe le pi^mief ^ les formulas donnent pwr les mcon* tïties des valeurs négatives trôs-grôiides eô vâletir absolue ; ce qui indique que là rencoïttre â eu liètt il y a trèsJoflgtemps, en un point situé très-loin vers la gauche. Plus la différence a — 6 des vitesses est petite^ plus ce point de rencontre est éloigné. Enfin, quand cette différence devient nulle, le point s^éloigïie à Tinfîni vers la gauche, et il y a impossibilité.
413. IlÈiJfARcrùÈ I. Dafts les cpiestiwis de géOiflétrie^ le syrùbdle Tinfini îndlqtie ordinaîi^ment le parallélisme de deux droites. Proposons-iïChis, par exemple, la qnestiOti suivante :
Étant donnés deux cercles^ on mène deux rayons parallèles AG, BD; on joint leurs extrémités; déterminer le point M où la droite CD rencontre la ligne des centres.
Appelons a et è les rayons de deux cercles, d la distance des centres AB, a? la distance inconnue AM. Les triangles semblables MAC , MBD , donnent la proportion
d'où Ton déduit
ad x=z
Quand la différence a — 6 des rayons est très*petite, la valeur de x est très-grande, et le point M très-éloigné. Si cette différence diminue jusqu'à zéro, le point M s'éloigne
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à rinfini, et la droite CD devient parallèle à la droite AB. On voit en effet que, lorsque les cercles sont égaux, la figure ABDG devient un parallélogramme. *
414. Remarque II. Les solutions négatives des équations ne sont pas toujours admissibles dans la résolution des problèmes. Souvent la question est de telle nature que les ii>connues doivent nécessairement être positivas; dans ce cas, si l'on trouve pour les inconnues des valeurs négatives, il y a impossibilité. Cette circonstance se présente dans la question suivante :
Avec deux vins qui coûtent b. eth centimes le litre ^ former d Ulres d*un méliange coûtant c centimes le litre.
Il est évident à priori que le prix c de chaque litre du mélange doit être intermédiaire entre les prix a et 6 de chaque litre des deux vins. Appelond a; et y les quantité» des deux vins qu'il faut mélanger, nous aurons les équations (n° 16) ,
ax 4- by = cd', d'où l'on déduit
La nature de la question exige évidemment que les deux inconnues aient des valeurs positives* Nous pouvons toujours supposer a plus grand que 6, c'est-à-dire appeler premier vin le plus cher. Dans les deux formules, le dénominateur étant positif, il est nécessaire que chacun des nu-^ mérateurs soit positif, ce qui aura lieu si les deux conditions
sont remplies. Ainsi, pour que la question admette une solution, il faut que le prix du litre du mélange soit intermédiaire entre les prix des deux vins.
Des cas d* indétermination.
115. Nous avons dit que Téquation du premier degré à une inconnue peut toujours se mettre sous la forme
et nous avons vu que, lorsque le coefficient a de l'inconnue est nul, sans que le second membre le soit, il y a impossibilité. Supposons maintenant que b soit nul en même temps que a, l'équation devient
il s'agit de trouver un nombre qui, multiplié par zéro, donne un produit égal à zéro ; tous les membres satisfont évidemment à l'équation, qui se réduit à une identité = 0, et la valeur de l'inconnue est indéterminée. Dans ce cas, la formule donne pour l'inconnue im symbole de la
forme — .
Exemples :
!• Trouver un nombre qui, augmenté de son sixième et de 10, et diminué de sa moitié, égale deux fois son tiers augmenté de 5. Si l'on appelle x ce nombre, on a l'équation
qui, simplifiée, se réduit à
ou
oXar = o.
Tous les nombres satisfont à la question. Il y a indétermination.
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2» Trouver deux nombres tels que le tiers du premier . égale la moitié du second, moins i , et que le second égale les deux tiers du premier, plus 2. Si Ton appelle â? et y ces deux nombres, on a les deux équations
En substituant dans la première la valeur de y donnée par la seconde, on obtient le système équivalent
L'une des équations se réduisant à une identité, on n'a qu'une équation à deux inconnues; on peut donner à l'une des inconnues, à x par exemple, une valeur arbitraire, il en résulte pour y une valeur correspondante ; ainsi l'équation admet une infinité de solutions, et il y a encore indétermination.
S"" Résoudre les deux équations
4jj — ay = io, 6a? — fty = ao.
Si l'on multiplie la première équation par 2, on voit qu'elle devient exactement la même que la seconde ; ainsi es deux équations n'en font qu'une, et il y a indétermination. 4° Dans le problème des deux mobiles (n** 105), si l'on a
à la fois a=6, d = o, les trois formules deviennent -, et
il y a indétermination ; et en effet, les deux mobiles, étant ensemble et marchant avec la même vitesse, ne se quitteront jamais.
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5° Dans le problème du mélange (n° 114), si les trois «{uantités a, b^ c sont égales , les deux inconnues se pré-r
sentent sous la forme - , et les deux équations du problème
n'en font qu'une : il y a indétermination. Et, en effet, les prix des deux vins étant les mêmes, on obtiendra toujours un mélange de ce même prix, quelle que soit la proportion suivant laquelle on mélange les deux vins.
ltfiMàli4^U£, Le symbole - n*indi<jue pas toujours
l'indétermination. Il peut arriver qu'une fraction se présente sous cette forme, parce qu'il y a un numérateur et au dénominateur un même facteur algébrique qui devient nul pour certaines valeurs attribuées aux lettres ; on supprimera ce fiftcteor commim , âfm d'<â>tenir la valeur de la fraction.
EXEMPLES. 1* La fraction = = se présente sous la
forme -, quand on fait x — i. Mais cette fraction peut
s'écrire =-7 L et si l'on supprime le facteur commun
0? = 1 , on voit qu'elle est constamment égale à -=.
2*1/ ~~~" 2 Jy o
3* La fraction -^ ^' devient aussi - , quand on y fiait
x=i. Cette fraction peut s'écrire -~ y^, ^^ "z"» ^^
V&a supprime te facteur commun x — 1; la valeur de cette fraction varie quand on donne à x différentes valeurs ; pour
a? = 1 , elle est égale à -.
3° La fraction z) _ { prend aussi la forme - pour x = 1 .
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Mais si Ton supprime le facteur commun x — i, elle se réduit à ^ — ^ , et devient nulle pour x — i .
4* La fraction r-^ ^ prend aussi la forme - pour x = i.
Si Ton supprime te fecteiw commw j? — * , ^Ite se réduit
, et devient infinie pour x=i.
CHAPITRE IV
FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES,
117. Deux équations du premier degré à deux inconnues peuvent toujours être mises sous la forme
(i) ax +by =c,
les lettres a, 6, c, a', 6', d désignant des quantités connues, positives ou négatives.
Si de la première équation on tire la valeur de y,
et qu'on la substitue dans la seconde, on obtient l'équation
, b'{c—ax) ,
qui se réduit à
(4) [aV—hd)x=cb'-'hc\
et où Ton déduit ^
cV—hd
En portant cette valeur dans l'équation (3), et simplifiant,
on trouve
ac'—ca!
Telles sont les formules générales au moyen desquelles
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on peut résoudre immédiatement un système quelconque de deux équations du premier degré à deux inconnues. Soient, par exemple, les deux équations
5x— 3y= 9, 7ar+iiy=43;
on fera a = 5,6 = — 3,a'=7,6'=ii,c = 9,c' = 43, et les formules donneront
it,=z=3, y=a.
118. Remarque. I. Il est facile de se rappeler la composition des formules
cb' — bc' ac' — ca'
^'^ab'—ba" ^"ab'—ba"
que nous venons de trouver.
Le dénominateur est le même. Les deux lettres a et 6, coefficients des inconnues, peuvent être disposées suivant les deux ordres a6 ou 6a; séparons ces deux expressions par le signe — , et accentuons la seconde lettre dans chacune d'elles, nous formerons le dénominateur
ab^ — ba\
Si, dans ce dénominateur, nous remplaçons les deux coefficients a et a' de l'inconnue x par les seconds membres c et c' des deux équations, nous formerons le premier numérateur cb' — bc'. Si, dans le dénominateur, nous remplaçons de même les coefficients 6 et b' de l'inconnue y par les seconds membres c et c' , nous formerons le second numérateur ac' — ca'.
En général, on obtient le numérateur d'une inconnue en remplaçant dans le dénominateur les coefficients de cette inconnue par les seconds membres correspondants.
Remarque II. Les deux formules ont entre elles
mue analogie qû'ii est bon de remarq^r M qui permet de déduire Tune de l'autre^ Â i4iispectt9ii êm àsax équations proposées, nous Yojom que la tettre a m lapporte à a?, de même que b k y. Si, dans ces équations, on permute les lettres a? et y, a et 6 (c'est-à-dire si Ton remplace x par y et y par a?, a par 6 et 6 par a) , les deux équations deviennent
et ne changent pas. Concevons que Ton répète sur ces deriHèree les calculs Mts précédeounent , il jmffira évidemment d'effectuer les mêmes permutations dauB ks résultai». Ainsi, au lieu d'arriver à la valeur jde jsc, on arrivera à celle de y; donc, si dans la formule (a), oo effectue la permutation, on aura
cd-^ad
ou , en changeant les signes du numérateur et du dénominateur,
ad — col
y "^ ab'—bd'
Cette valeur de y satisfait -au nouveau système d'équations, et par conséquent au système proposé qui est le même.
lâO. AppUquons aicore ces cimsidératians de symtétrîe
axax deux équations
auxquelles on est conduit en résolvant le proUëme du a* 1 1 4- Si , de la seconde , on retranche la premi^ , multîplîée par è, on trouve
d'où
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Oa voit que leB équâlions ne changent pas qiuind on y P^^ mute les lettres oî et y, a et i ,* en effectuant la permutation dans h vateur cte ^, on aura doni; immédiatement
Soient encwe les deux équations
bx '\'dy=i c.
En appliquant les deux formules générales, on trouve
c{a'—b) cla—b)
aa — 0^ Q,a — ô'
11 y a encore ici une certaine symétrie. Car, si l'on permute a: et y, a et a', les équations deviennent
a'y -{-bx^sit^ by '^ax^ae'^
h pr^BÛtoe «8t àmfeam k seconde , la seconde la première , mais le système n'a pas changé. Si donc on effectue daos la valeur de x la même permutation, oh trouvera y.
Discussion^
121. On appelle discusâon en algèbre l'examen des différents cas que peut présenter une question. En résolvant tes deux équations générales du second degré
il) ax + by = c,
U) otx + à'y = (fy
nous avons obtenu les deux formules
ci'— hc'
ah-^bd' ad — cd
Nous examinerons maintenant les principales circon-
Stances qui se rencontrent dans les valeurs des inconnues.
1*' CAS. En général, le dénominateur commun a6' — hc! n'est pas nul ; dans ce cas, les deux formules donnent pour a: et y des valeurs finies et déterminées ; il est aisé de voir que ces deux valeurs vérifient les équations proposées, et que les équations n'admettent aucune autre solution.
En effet, puisque la quantité aV — 6a' est différente de zéro, il est impossible que les quatre coefficients a, 6, a\ V des inconnues soient nuls en même temps ; deux au moins sont différents de zéro. Supposons, par exemple, que le coefficient h soit différent de zéro; on peut tirer de la première équation la valeur de y ,
c — ax
car il est permis de diviser par le coefficient 6, qui n'est ni nul ni infini. En portant cette valeur dans la seconde et multipliant par ft, ce qui est également permis, on obtient l'équation
(4) (ûô'— ba') X s= cb'— bc\
On remplace ainsi le système des deux équations proposées par le système équivalent des deux équations (3) et (4) .
La valeur de x fournie par la formule (a) satisfait évidemment à l'équation (4). L'équation (3) est aussi vérifiée; car si l'on remplace x par sa valeur, le second membre acquiert une valeur égale à la valeur de y fournit par la formule (P). 11 est impossible, d* ailleurs, de vérifier ces équations par d'autres valeurs de x et dey. On conclut de là que le système des équations proposées, qui est équivalent au système des équations (3) et (4) , est vérifié par les valeurs (a) et (P) , et n'admet aucune autre solution.
Ainsi, lorsque le dénominateur n est pas nul^ le système des deux équations proposées admet une solution et une seule.
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2* CAS. Voyons ce qui arrive lorsque le dénominateur est nul, et que l'un des numérateurs au moins n'est pas nul. Supposons, par exemple, que le premier numérateur c6' — 6c' soit diiTérenft du zéro, la valeur de x se présentera sous la forme oo ; dans ce cas il y a impossibilité. En effet, si cV — 6c' n'est pas nul, l'un des deux coefiScients 6 et 6' au moins est différent de zéro. Admettons, par exemple, que le coefficient 6 soit différent de zéro, on pourra résou^ dre, comme nous l'avons dit, la première équation par rapport à y, et remplacer le système des deux équations proposées par le système équivalent des deux équations (5) et (4)* Mais l'équation (4) est évidemment impossible; donc le système proposé est lui-même impossible. Dans ce cas, on dit que les deux équations proposées sont incompatibles, parce qu'on ne peut pas trouver de valeurs de x et de y qui vérifient à la fois les deux équations.
Ainsi, qaatid le dénominateur est nul et que tun des nth' mèrateurs ne l'est pas, il y a impossibililé.
Nous avons supposé a6' — ba' égal à zéro , et c6' — 6c' différent de zéro ; dans ce cas, la valeur de x se présente sous la forme oo ; l'autre inconnue y se présente généralement sous la même forme. En effet, si de l'égaUté
ab' — 6a' = o,
nh'
on tire a' = -r-, 6 étant supposé différent de zéro, et que Ton substitue dans ad — ca\ on a
k facteur cV-^^bd étant différent de zéro, le premier membre ad — ca' est aussi différent de zéro, à moins que le coefiicient a ne soit liul. Si le coefficient a était nul, l'in^
UVBE II. — CHAP. IT
connue y m prédent^ait, non pas sous la forme c» , mais
sous la forme -.
3* CAS. Snppposons maintenant que les deux numérateufs eb' — M, ae' — ca' soient nuls en même temps que le dénominateur. 11 pourrait arriver que les quatre coefficîenfel 09 ft, a'i y fussent nuls à la fois ; dans ce cas^ si les deux seconds membres t et d n'étaient pas nuls, il y aurait im* possibilité ; si les deux seconds memtHres étaient aussi nuls, les deux équations se réduiraient à àm^ identités, et il y aurait indétermination complète, puisqtie les deux inconnues, n'étant assujetties h aucune relation, pourreutent rece-' voir des valeurs entièrement arbitraires.
Ce cas très-exceptionnel étant écarté, supposons que Tuif au moins des coefTicients , b par exemple ^ ne soit pas nuL On peut tirer la valeur de y de la première équation, comme nous l'avons fait , et substituer dans la seconde, ce qui ramène le système des deux équations proposées au système équivalent des deux équations (3) et (4). L'équaticm (4) devient une identité oi=o, et les deux équations se réduisent aune seule équation (3). Il y a indétermination ; on peut donner à oo des valeurs arbitraires ; il en résulte pour y des valeurs correspondantes.
Ainsi, quand les deux numérateurs sont nuls en même temps que le dénominateur^ et que ïun des quatre coefficients au moins est différent de zèro^ il y a indétermination^ et tes deux équations nen font quune.
Remarquons que, dans le cas très-exceptionnel où les quatre coefficients des inconnues sont nuls, sans que les seconds membres le soient, les valeurs' données par les formules se
ptésentent toutes les deux sous la forme-, et cependant il
n'y a pas indétermination, il y a au contraire impossibilité.
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Exemptes.
Question 1^ On connaît ks poiâi »pécifiqu€$ de deuûo mé" taux et ton demande dans quelle preporlion U fauX les mé* langer pour obtenir un alliage ayant un poids spécifique donné.
On sait que le poids spécifique d'un corps est le rapport du poids d'un volume quelconque de ce corps au poids d'un égal volume d'eau. En d'autres termes, si l'on prend pour unité de volume le décimètre cube, et pour unité de poids le kilogramme, comme on fait ordinairement dans les arts, on peut dire que le poids spécifique d'un corps est le poids en kilogrammes d'un décimètre cube de ce corps. D'un autre côté, on exprime la composition d'un alliage, en disant quel poids de chaque métal entre dans un kilogramme d'alliage.
Représentons par a et 6 les poids spécifiques des deux métaux, par c celui de l'alliage; et désignons par x et y les poids de ces deux métaux qui entrent dans un kilogramme d'alliage. .On aura d'abord l'équation
Cherchons maintenant le poids spécifique de l'alliage,
comme si la composition en était connue^ et exprimons
qu'il est bien égal à c, nous aurons la seconde équation
du problème. Le poids d'un corps est égal à son volume
multiplié par le poids spécifique, et réciproquement le
volume d'un corps est égal à son poids divisé par le poids
spécifique. Dans un kilogramme d'alliage il entre des poids
a: et y des deux métaux, les volumes occupés par ces deux
X y ^ poids sont exprimés par ~ et ^; et le volume d'un kilo-
sant toutefois que dans l'alliage des deux métaux il n'y ait ni contraction ni dilatation. Le poids spécifique de l'alliage , étant égal à son poids divisé par son volume « sera
Mais ce 'poi<k spécifique doit être égal à c; on a donc l'équation
Si l'on multiplie par le dénominateur — |- ^, cette équation devient
ou
ex , cy
bcx + cicy = ab.
Ainsi les deux équations du problème sont
bcX'\'acy:=:iab.
On en déduit
La nature d^ la question exige que les deux inconnues aient des valeurs positives. Soit a > 6 ; il faudra, pour que le problème soit possible, que l'on ait c> 6 et c< a, c'està-dire que le poids spécifique de l'alliage soit intermédiaire entre les poids spécifiques des deux métaux, ce qui est évident à priori.
Le problème de la couronne de Hiéron (n* 18) est une application des formules précédentes. Le poids spécifique de For est 19,26, celui de l'argent 10,47. ^^ couronne perd dans Feau 467 grammes, c'est le poids d'un égal volume d'eau; donc le poids spécifique de la couronne égale
^=,5,98. On fera
Question IL Résoudre le système des trois équations
ax-^by-\-ezz=k,
Si de la seconde on retranche la première multipliée par c, on a
(4) (« — c)x -f (6 — c)y=zk — c.
Si de la troisième on retranche la seconde multipliée par c, on a de même
(5) a{a — c)j7+ ô(ft— c)y = A(A — c).
Retranchons de l'équation (5) l'équation (4) multipliée par 6, il vient
(k^b){k-€) -(a-b)(a^cr
Une fois qu'on a trouvé la valeur de Tune des inconnues, il est facile d'en déduire les autres par des considérations de symétrie. On remarque, en effet, que les équations proposées ne changent pas lorsqu'on permute les deux lettres
o: et y, a et b. Si donc ou effectue cette penuutatiou d^ois la formule précédeute, on obtiendra la valeur de y»
De même, les équations ne changent pas lorsqu'on permute les deux lettres y et z^ h et c. Si donc» dans la valeur de y, on effectue cette perjnutation, on aura la valeur de z
(k-a){k-b) Question III. Résoudre le système des quatre équations
ax'\'by'\-cy ^ du=:kj a"« + à^M ^ch + d^u =3 k\ a^x -j- 6'y + ^'^ + ^*w = A:'.
Si de chacimo de ces équations, on retranche la jvrécédente multipliée par d, on obtient les trois équations
(a— d)ar + (è — d)y-\'(c — d)z = k'-^é,
a{a—'d)x + b(b — (/)y +c(c — d)z = ft(A: — d),
a^a—d)X'^b\b^d)y+e*(fi~d)szs:V(k—d).
Opérant de la môme manière sur ces trois équations^ retranchons de chacune d'elles la précédente muMplléepar |, nous obtiendrons les deux équations
(a — c)(a^d)x + {b'^e)ib^d)y = {k—c){k — d), a(tt — c){a — rf)a? + é(*~e)(*— (/)y=:A(A— c)(A— rf).
Si enfin de la dernière nous retranchons la précédente multiple par 6, nous aurcms
d'où
En permutant les lettres a et 6, puis les lettres 6 et c', puis c et d, on en déduit la valeur des autres inconnues
Ce — a){c— b) {c — dy Ik^a) (k -^b) (k -> c) ^'^{d^a)(d — b)(d-^c)*
Question IV. Résoudre le système des trois équations
On considérera dans ces trois équations les quantités
-, -, - comme étant les inconnues. En multipliant la pre- X y z
mière équation par a, la seconde par 6, la troisième par c,
ajoutant les deux dernières en retranchant la première, on
trouve
2bc
d*où
=zb^ + C^
2bc
Si l'on permute les lettres x et y^ a et b, on remarque que la première équation devient la seconde, la seconde la
première, et que la troisième reste la même; donc le système des trois équations ne change pas. Il en résulte que si, dans la valeur de x^ on effectue cette permutation, on aura la valeur de y
De même, si Ton permute les lettres y et js, 6 et c, la deuxième équation devient la troisième, la troisième la se conde, et la première reste la même ; le système ne change pas. De la valeur de y, on déduira donc celle de z par la permutation indiquée, ce qui donne
z 2ab
CHAPITRE V
FORMULES GÉNÉRALES POUR LA RÉSOLUTION DE TROIS ÉQUATIONS DU PREBUER DEGRÉ A TROIS INCONNUES.
122. Trois équations du premier degré à trois inconnues peuvent toujours être mises sous la forme
(i) ax-\'by-{'Cz = d,
(a) afx + l/y + (fz = d'y
(5) arx + b"y + c''z = dr.
Nous résoudrons ces trois équations par une méthode plus rapide et plus élégante que la méthode de substitution. Multiplions les deux premières équations par deux quantités indéterminées m et n ; ajoutons ces deux équations et retranchons la troisième, nous aurons
(4) ((rni + o'n— o'Oar+^im + i'n — 6% + [cm-\'c!n—(f')z = dm + d!n'^d\
Les deux multiplicateurs m et n étant arbitraires, on peut en disposer de manière à annuler deux coefficients de Téquation (4), par exemple les coefficients de y et dez. Posons donc
(6) cm'\'C'n=:, c%
l'équation (4) devient
[am + dn — o")x = dm -|- d'n — d"'y
d'où
_ dm + d 'n — d"
Des deux équations (5) et (6), résolues au moyen des formules générales, on déduit
^ c'b"^by _ hc"—ch"
""'- bc'-cU ' ''- bc'^cb''
en substituant ces valeurs dans la formule (7), et multipliant le numérateur et le dénominateur par hd — cb\ on a
_ d {db"-^ Vc") + d'[bc"^ cb"]^d"[bc'—cb')
a [c'b"--' b'c") + a' [bd'— cb") — a" (bd— cb') '
Changeons les signes du numérateur et du dénominateur, la valeur de x s'écrit
_ d Wd'— db") + d' [cb"^ bd'] -{- d"[bd— cV) ^ — a (6'c"— c'b") + d [cb" — bd') +a" [bd - cby
et, en développant les calculs,
^ dbY— d€'b" + cdy-- bd'd' -f bdd"— cb'd" '"^* ^"" ab'c" — adb" + ca'b"—ba'd'+ bda"—cbV''
123. Remarque \, On pourrait calculer de la même manière les valeurs de y et de z. Mais il est plus simple de les
déduire de celle de œ par des considérations de symétrie. Sur un cercle, et aux sommets d'un triangle équilatéral inscrit, plaçons les trois lettres a?, y, z, ainsi que les trois lettres a, 6, c; imaginons ensuite que le cercle tourne autour de son centre dans un seas convenable d'un tiers de circonférence, la lettre y prendra la place de 0?, z celle de y, a? celle de z ; de même les lettres 6, c, a
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prendront la place des lettres a, 6, c. Ce changement dans Tordre des lettres s'appelle une permutation circulaire.
Si Ton opère une semblable permutation sur les équations proposées» elles deviennent
by -{- cz -^ ax =:z dy
b'y -^cZ'\'a'x=^d\
Wy + c"z + a"x = d\
et ne changent pas ; les valeurs des inconnues restent donc les mêmes. Or, si Ton elïectue la permutation circulaire sur la valeur de x trouvée précédemment, on obtient
dda"-^ddc"-\- ad'c"'^cd'a"-\- ca'd''—ac'd" ^^^ ^~ bc'a"—bà!(/'-^ab'c"—cb'ar'\-c(i:b"—ac'b"'
Cette valeur de y satisfait au second Système d'équations et par conséquent au système proposé.
Si l'on effectue sur le second système d'équations une nouvelle permutation circulaire, le système ne change pas, et la valeur de y devient
d(jlb"--db'a"-^hd'a'^adV'-\-ab'd"'-'ba!d"
^i^ co{b"-^cb'a" J^bdo!'—ac'b" + ab'c"— hdc"'
En permutant une troisième fois, on retrouverait la valeur de X et ainsi de suite.
124. Remarque IL A l'inspection des formules (a) , (P) , (y), on reconnaît que le dénominateur est le même; l'ordre ■ des termes seulement a été changé. On voit aussi que l'on forme le numérateur de x^ en remplaçant dans le dénominateur les coefficients a, o', a" de l'inconnue x par les seconds membres d, d', d". Les numérateurs de j/ et :5 s'obtiennent de la môme manière. Il suffit donc de savoir trouver le dénominateur.
Nous avons formé le dénominateur pour deux inconnues, en écrivant les deux permutations
aby — ba
des deux lettes a et 6, et affectant la seconde du signe — . Dans chacune de ces permutations, mettons la troisième lettre c à toutes les places, à la fin, au milieu, et au commencement, et alternons les signes, nous obtiendrons les
deux groupes
abc — ttcô + ^^* — bac -f- bca — cba.
Le premier terme de chaque groupe a le signe du terme qui Ta fourni.
Écrivons ces deux groupes l'un à la suite de l'autre, et dans chaque terme affectons la seconde lettre d'un accent, la troisième de deux accents, nous aurons aussi le dénominateur commun
aVc''— ac'b" + cdb"-^ baie" + bc'a"— cUa".
Discussion,
125. En résolvant par un procédé particulier les trois équations
(i) ax -[-iy -{-cz^^d,
nous avons obtenu les formules (a), (P), (y). Ces formules présentent les mêmes cas principaux que celles relatives à deux équations à deux inconnues. Pour abréger l'écriture, nous représenterons par I) le dénominateur commun; et par A, B, C les trois numérateurs, de manière à écrire les formules sous la forme
ÉQUAT. GÉN. DU i^' DKGRI-: A TROIS INCONNUES. 153
1*' Cas. En général le dénominateur commun D n'est pas nul. Dans ce cas, les formules donnent pour les inconnues des valeurs finies et déterminées; il est aisé de voir que ces valeurs vérifient les équations proposées et que ces équations n admettent pas d'autre solution.
Puisque le dénominateur D est différent de zéro, il est impossible que les neuf coefficients des inconnues dans les équations soient nuls à la fois; trois au moins seront différents de zéro; supposons, par exemple, que le coefficient c soit différent de zéro. On pourra de la première équation tirer la valeur
,,, d — ax — by
et la porter dans les deux autres, ce qui donne les deux équations
(5) [ac'-- ca!) x + [bd-^ cb')y = dd— cd\
[ac"—co:'^^x-\- [bd'-^ cb")y _ dd'— cd' c c '
et l'on remplace ainsi le système des trois équations proposées par le système équivalent des trois équations (4), (5), (6). Si l'on applique aux deux équations (5) et (6) les formules relatives à deux équations à deux inconnues, on obtient les valeurs
données par les formules (a) et (P). Le dénominateur D étant différent de zéro, on sait que ces valeurs vérifient les deux équations (5) et (6). Si dans l'équation (4) on remplace X et y par leurs valeurs, on obtient la valeur de z donnée par la formule (7) . Ainsi, les valeurs fournies par les formules (a) , (^) , (y) vérifient le système des trois équa-
tîons (4) , (5) , (6) , et par suite le système proposé équivalent, et ce système n'admet pas d'autre solution.
2* Cas. Supposons que le dénominateur D soit nul^ Tun des numérateurs au moins, par exemple le numérateur Aj étant différent de zéro. Chacun des termes de A renfermant les lettres 6 et c, il est impossible que les six coefficients 6, b\ V\ c, c', c" soient nuls à la fois; deux au moins sont différents de zéro ; admettons par exemple que le coefficient e soit différent de zéro. On pourra tirer de l'équation (i) la valeur de «, comme nous l'avons fait, et remplacer le sys^ tème des équations proposées par le système équivalent des équations (4) , (5) , (6) . Si l'on considère les deux équations (5) et (6) à deux inconnues x et y, puisque le dénominateur D est nul, l'un des numérateurs A étant différent de zéro, il y a impossibilité; donc aussi les équations proposées sont incompatibles.
3* Cas. Supposons que les trois numérateurs A, B, G soient nuls, en même temps que le dénominateur D. Il pourrait arriver que les neuf coefficients des inconnues fussent nuls à la fois; dans ce cas, il y aurait impossibilité, à moins que les trois seconds membres d, d', d" ne fussent aussi nuls, et alors, les trois équations se réduisant à des identités, il y aurait indétermination absolue, et l'on pourrait donner aux trois inconnues des valeurs tout à fait arbitraires.
Ce cas très-e:^ceptionnel étant écarté, supposons que l'un au moins des neuf coefficients soit différent de zéro, par exemple le coefficient c; on poiura de l'équation (1) tirer la valeur de z et remplacer le système des équations proposées par le système équivalent des équations (4) , (5) , (6) . Il pourrait arriver que les quatre coefficients des inconnues x et y dans les deux équations (5) et (6) fussent nuls à la fois, ce qui annulerait D, ainsi que A et B; il est aisé de voir que le troisième numérateur G serait aussi pul; on a, en effets
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C = (a'ô"— Va")d + [ba"—a¥) d' + (aV— ba!)d'';
si Ton avait
ac'-^caf^ 0, bc' — cy= o, ac"—ca''= 0, bc''^ cb"= o,
on en déduirait, en divisant par c,
, ad bd
d'où
aV — ô V' = 0, ba" — aô" = o, ah'— ha'= o,
et par suite C = o. Dans ce cas, les deux équations (5) et (6) seraient impossibles, à moins que les deux seconds membres dd — cd\ dd' — cd" ne fussent aussi nuls , et alors ces deux équations deviendraient des identités et les trois équations proposées se réduiraient à une icule, l'équation (4) ; on pourrait prendre arbitrairement les valeurs des deux inconnues x et y, la valeur de z en résulterait.
Ce cas exceptionnel étant écarté encore, supposons que, l'un au moins des quatre coefficients des inconnues dans les équations (5) et (6) soit différent de zéro. Le dénominateur D étant nul, ainsi que les deux numérateurs A et B, on sait que les deux équations (5) et (6) se réduisent à une seule. Les trois équations proposées se réduisent donc à deux, savoir les équations (4) et (5) ; il y a indétermination ; on peut prendre arbitrairement la valeur de x; celles de y et de z en résultent.
£jLoreices Mur le Livre 11.
Question 1. Résoudre le système des trois équations
2a; + ly — 3jJ = 2Î , Ax^2y -\- S%= 18, 6aj 4- 7y — Jï = 63.
Réponse: a? = 3, y^'Jj ;ï = 4.
Question 11. Résoudre les trois équations.
Réponse: « = -, y=-, , = -.
Question III. Résoudre les trois équations
X il X
4 + 1+6 = ^^- Réponse : «=12, y = 60, x = 60.
Question IV. Résoudre les quatre équations
4a; — 3y -î- 2u = 7, 2x + ex = 28, 4u — 2y = ià, 3» H- 4tt = 26.
Réponse: a? = 2, y = 3, x=4, u=.5.
Question V. Résoudre les quatre équations
af— y-j-jsf — u = — 2, y — 2x + 3tt — 4a; = 4, JJf — 3tt H- 6a: — 15y = — 33.
u — 4« + lOy — 20jr = — 40.
Réponse: a; = i, y = 2, jr= 3, i* =4.
Question VI. Résoudre les trois équations
y-hb(X+a;)=p,
ilcDonw • X = (i-»>g)«+a(c-<)P + a(&-l)Y ^ ^ * 1 — 5c— co — a5 H-2a6c
Question VII. Résoudre les trois équations
« + ay + a*J» + û' = 0»
a? + 6y + 6*^ + b« = 0, aî + cy H- c'jsf + c» = 0.
Béponse :
y = hc i- ca -\- àbf
« = — ahc.
Question VIII. Résoudre les quatre équations
« + ay + o*/* + a*u + o* = 0, « + &y + b'jr + b»u + &* = 0, op + cy + c«x + ch* + c* = 0, « + dy + d*jr H- dHi + d* — 0.
uz=:'^{a + b-{-e-\-d),
X = 06 + oc + ad + &c + 6d 4- cd,
y = — (ode + 6cd + cdo + do&j,
Question IX. Résoudre les équations
Répante:
a? + oy H- &jf = a , y-H ajr + &a;=p, jT 4- aa; + 6y = Y.
Question X. Résoudre les équations
ic + oy = a, y + 6jr = p,
t + du = 6,
Question XI. Résoudre les équations nkn inconnues
«i+^ + 3af,4- . • . +w«ii 5=04, a^ + 2aPs + 4a?4+ . . . + na?i =«,,
Question XII. En alliant deux lingots d'argent dans des rapports donnés, on a formé deux nonyeaux lingots dont les titres sont connus. Quels sont les titres des deux premiers lingots ?
En appelant o et 1 — o les poids des deux lingots qui entrent dans un kilogramme du premier alliage, o' et l — o' les poids des deux lingots qui
entrent dans un kilogramme du second alliage, b eih' les titres des deux alliages, a; et v 1^^ titres des deux lingots, on a les équations
d'où l'on déduit
aa;H-(l — a)y = b, û'« + (l-a')y=5';
(l-aOb-(l-a)b^
SR ^Z^m ——■—**—*■ ■■■■■ ■ ■ I ■■JM*»*— ^Mii—
a— a' ah' — ba'
Question XIII. Connaissant la composition et les prix de trois mélanges formés de trois substwces différentes, trouver les prix de ces trois substances.
Question XIY. Trois joueurs couTiennent que le perdant doublera l'argent des deux autres. Us perdent chacun me partie, et à la fin ils ont chacun la même somme a. Combien chacun avait- il au commencement?
„. 13a la 4ût
Réponse: ---, -~, •— .
Question XV. Même question étendue à un nombre quelconque n de joueurs.
Réponse :
Question XVI. On partage une certaine somme entre plusieurs personnes de la manière suivante : la première prend une somme a et la n« partie de ce qui reste; la deuxième une somme 2a et la n« partie de ce qui reste; la troisième une somme 3a et la n« partie de ce qui reste^ et ainsi de suite. Il se trouve à la fin que la somme d'argent a été partagée exactement et que toutes les parts sont égales. On demande quel est le nombre des personnes et la part de chacune.
Réponse : Le nombre des personnes est n — 1 ; la part de chacun a (n— l), et la somme totale a (n — 1)*.
Question XVII. Un tonneau contient a litres de vin. On tire un litre que Ton remplace par un litre d'eau ; on tire un second litre que Ton remplace par un litre d'eau, et ainsi de suite. Quelle quantité de vin contiendra encore le tonneau après n opérations de ce genre ?
Réponse: -^^j^^^.
Question XVIIL Deux vases de capacités données contiennent chacun un mélanga connu d'eau et de vin. Quelle capacité doivent avoir deux vases
égaux, pour que, les remplissant à la fois, Tun dans Tud des vases donnés, l'autre dans Tautre, et versant dans chacun d'eux ce qui a été pris dans l'autre, la proportion du mélange devienne la même dans les deux vases ?
Question XIX. Inscrire dans un triatigle donné un rectangle semblable à un rectangle donné.
Question XX. I>an8 m tiiaagle éonné iosortars ua reclanglè de périmètre donné.
Question XXI. Un groupe de n joueurs jouent de la manière suivante: le premier joue avec le deuxième et perd une fraction a de ce qu'il a; le second joue ensuite avec le troisième, et perd la même fraction a de ce quHl a en ce moment, et ainsi de suite; enfin, le dernier joue avec le premier et perd la fraction a de ce qu'il a. A la fin du jeu, les joueurs ont la même somme h. Quelle somme chacun avait-il au commencement?
Question XXII. Résoudre les équations
a — ah — a c — a
Question. XXlIl Couper une sphère donnée par un plan, de manière que la surface de la calotte tpliériq«e soit égale à la surface latérale du «due qui a pour sommet le centre de la sphère et pour base le cercle déterminé paf le plan sécant.
CARRÉ ET RACINE CARRÉE
Je rappelle d'abord quelques principes qui ont déjà été vus en arithmétique et qui nous seront utiles par la suite.
126. Théorème 1. Le carré d^un binôme égale le carré du premier terme, plus deux fois le produit du premier par le second^ plus le carré du second.
Si Ton multiplie le binôme a + b par lui-même, on trouve en effet
(a + b)^=a^+2ab + b\
Ainsi le carré du binôme x — 3 est Le carré du binôme a? + - est
x^ + px + ^.
127. Théorème IL On élève au carré le produit de pltAsieurs facteurs en élevant chaque facteur séparément au carré.
GARHÉ ET RACINE CARRÉE
Si Ton multiplie le produit abc par lui-même, d'après la règle de la multiplication des monômes, on trouve en effet
{abcY=a^*c\
Corollaire. On élève au carré un monôme entier^ en élevant le coefficient au carré et doublant tous les exposants* Soit, par exemple, le monôme ya^b^c ; en le multipliant par lui-même, on a
128. Théorème 111. Réciproquement, on extrait la racine carrée d'un produit de plusieurs facteurs en extrayant la racine carrée de chaque facteur séparément.
Soit le produit abc. Je dis que
sjahc= ^a^b^c.
En effet, si Ton élève le second membre au carré, ce que Ton fait en élevant chaque facteur séparément au carré, on reproduit la quaniité abc.
129. Corollaire I. On extrait la racine carrée Sun monôme entier en extrayant la racine carrée du coefficient et divisant par deux tous les exposants. Je dis, par exemple, que
Car, si Ton élève le second membre au carré, on reproduit 49a«6*c'.
Pour qu'un monôme entier soit carré parfait, c'est-àdire pour qu'il existe un monôme entier, qui, élevé au carré, reproduise le nombre proposé, il est nécessaire que son coeflScient soit un nombre carré parfait et que tous ses exposants soient pairs.
1 30. Corollaire II. On fait sortir du signe radical un facteur carré parfait ^ en en prenant la racine carrée. Soit l'expression
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En extrayant la racine de chaque facteur séparément^ on éo^ira
Ceci permet de simplifier les expressions irrationnelles. Soit l'expression irrationnelle
On remarque que la quantité placée sous le signe radical peut être décomposée en deux facteurs
dont le premier est carré parfait. Si Ton extrait la racine de chacun des deux facteurs séparément, on a
Réciproquement, on introduit un facteur sous le signe ra-r dical en T élevant au carré. Ainsi
as/b= sla^b. -
131. Théoïiême IV, On êlèvê une fracti&nmiearréi en élevant séparément au carré le numérateur et le dénominatêuf.
Car, si l'on multiplie la fraction r- par elle-même, on a
li% Théobëhe y. Réciproquement, on cittruit la r^ne tarrée dune fraction en extrayant séparément la raains 4lu mfmérotêur et du dénominateur é Ainsi
Car, si Ton élève le second membre au carré, on repro-
duit la fraction t«
GAKRÊ BT RACINE CARRÉE. 1(^
Transformation des expressions irrationnelles,
133. On simplifie le calcul des expressions irrationnelles en transformant ces expressions de manière à rendre le dénominateur rationnel. Voici quelques exemples de semblables transformations fréquemment usitées en algèbre.
On a multiplié par sj'l les deux termes de la fraction. 2** Soit l'expression
Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur par
\la — ^ , le dénominateur, étant le produit de la somme de deux quantités par leur différence, égale la différence a— 6 de leurs carrés^ et devient rationnel. On a donc
On a de même
en multipliant le numérateur et le dénominateur par la
somme sfa + y^.
Exemples :
2v^5 — 5 sji ^
On a multiplié le numérateur et le dénominateur par la somme 2^ -|- 3^/2, ce qui rend le dénominateur égal à
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la différence des carrés, 4x5 — g x 2 = 20 — 18 = 2. On a supprimé le facteur 2 commun au numérateur et au
dénominateur, puis on a multiplié 2y/5 + 3 ^/a par \fjy
ce qui donne 2v^35 -f 3y/74; car y(5 x v/7 = \/5 x 7 =
y^35, et de même y^ X v^== \/2 X 7 = v^i4- 3' Soit l'expression
Si Ton multiplie le numérateur et le dénominateur par la
différence (y/a + y^ft) — y^c, en considérant \/a + sjb comme ne formant qu im seul terme, on a
^a -{- ^b '\- sfc (\/û + V^)— ^ a + 6 — c+a^ai
Cette dernière expression ne renferme plus qu un seul terme irrationnel à son dénominateur. On considérera a + 6 — c comme ne formant qu*im terme et Ton multipliera
par la différence (a + ^ — ^) — ^y/ôft ; l'expression devient ainsi
m[sfâ+sjb^s]c\[a'\'b — c — ay/ô^) ^ le dénominateur est rationnel.
CHAPITRE IL
nÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ.
Résolution de V équation x^ = Â.
134. Toute équation du second degré à une inconnue peut être mise sous la forme
ax* + ôar + c=o,
dans laquelle x désigne l'inconnue, et les lettres a, 6, c des quantités connues. Elle contient trois termes, un du second degré ox*, un du premier degré bx, et un terme connu c. Considérons d'abord le cas où l'équation ne renferme pas de terme du premier degré. Soit, par exemple, l'équation
Il faut trouver une quantité qui, élevée au carré, donne 2 5. Or le nombre 5, élevé au carré, donne 26; que l'on affecte ce nombre 5 du siçne + ou du signe — , son carré sera toujours égal à 26; car on sait que le carré d'ime quantité négative est positif. Ainsi l'équation admet les deux solutions + 5 et — 5, ce qu'on écrit
x = zt5,
[Ksez ic.égak plus ou moins 5). L'équation n'admet aucune autre solution ; car le nombre 5 est le seul nombre dont le carré égale 2 5.
En général soit l'équation
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dans laquelle A représente une quantité positive donnée. Désignons par ^/A le nombre, commensurable ou incommensurable, dont le carré est A; ce nombre, afTecté du signe + ou du signe — , aura toujours son carré égal à A; ainsi F équation proposée admet deux solutions égales et de signes contraires + >/Â et — y^Â, ce qu'on écrit
Ces solutions s'appellent aussi les racines de l'équation, parce qu'on les obtient au moyen de l'extraction d'une raeiae cairée. Mais cette dénomination a été étendue aux solutions des équations de tous les degrés.
Résolution de V équation x' + px + q == o,
1 35, Considérons maintenant l'équation générale du sqcond degré
ax^'\-bûP'\-c=o.
Si nous divisons tous les termes par le coefficient a» cette
équation devient
9* + p^ + q = o, en représentant pour abréger par les lettres p et 9 les quantités connues - et -.
Afin de mieux faire comprendre la méthode, nous Texpliquerons d'abord sur un exemple. Soit l'équation
Si l'on fait passer dans le second membre le terme connu, cette équation devient
Les deux termes x^ — \l\x peuvent être considérés comme les deux premiers termes du carré du binôme x — 7 ; et en efTet, le carré de ce binôme est ^* — 1 4^ + 49 ; pour compléter le carré, ajoutons 49 aux deux membres de Téquation, nous aurons
a?'— i4ar+ 49=49—40 = 9, ou
(:zr— 7)«=9,
en remplaçant le premiej membre par Texpresssion équivalente {x — 7)*. Cette dernière équation est évidemment équivalente à l'équation proposée.
La quantité x — 7 doit être telle que son carré égale 9 ; or le nombre 5, affecté du signe + ou du signe — , a son carré égal à 9, et c'est le seul nombre dont le carré égale 9 ; on
dwt donc avoir
X — 7 =• it: 3, d'où
lèsiA Téqpiatioii proposée admet les deux solutions
On peut vérifier en effet que chacun des nombres 10 et 4» mis à la place de x^ satisfait à l'équation
x^ — i43î-[- 40 = o, c'esti-à-dire annule le premier membre.
136. La méthode précédente s'applique sans difficulté à Fëçtuition générale
Si Ton fait passer le terme connu dans le second membre, cette équation devient
a:*-|- 'pxz=^ — q.
Les deux termes x^ + f^ ^nt les deux premiers termes du
carré du binôme a? + -; et en efTet, si Ton forme le carré
de ce binôme d'après la loi connue, on a
Pour compléter le carré, ajoutons 7- aux deux membres de
l'équation, l'équation devient
et peut être mise sous la forme
ht)'-î-^-
Nous supposons que la quantité connue 7- — ç est positive.
L'équation étant mise sous cette dernière forme , on voit que la quantité inconnue x + - doit être telle que son
carré égale la quantité connue Ç — q; or, si nous désignons
par i/y — 5 la racine carrée arithmétique du nombre
positif^ — g, c'est-à-dire le nombre positif, commen-
surable ou incommensurable, dont le carré égale - — g,
la quantité inconnue a? + - doit être égale au nombre
donc
^ -g, affecté du signe + ou du signe — • On aura
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d'où l'on déduit
Telle est la formule générale dont on se sert pour résoudre les équations du second degré ; elle donne deux solutions, Tune fournie par le signe + placé devant le radical, l'autre par le signe — . Il est bon de se la rappeler par cœur ; on l'énonce ainsi : les detuc racines d^nne équation du second degré ^ mise sous la forme
a:* + px + y = o,
égalent la moitié du coefficient du terme du premier degré changé de signe^ plus ou moins la racine carrée du résultat obtenu en retranchant du carré de cette moitié le terme connu.
137. Applicpions cette formule à quelque^ , exemples : 1» Résoudre l'équation
a:' + ex + 8 = o.
La formule donne
a; = — 3it:V^9 — 8 = — 3dzv^î = — 3±:i.
L'équation admet les deux solutions
x=: — a, jr= — 4-
2" Résoudre Téquatk»
x^ — 7a:-}-io = o.
La formule donne
aV4 2 \ ^ 2 2
L'équation admet les deux solutions
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5^ Résoudre Téquation
x'+ 4*^ — la = 0.
La formule donne
V équation admet les deux solutions
il<^ Hésoudre l'équation
a;* — 3a? — 4 es o.
La formule donne
L'équation admet les deux solutions
Racines égalu*
138. Dan» ce qui précède, après avoir mis l'équation du second degré sous la forme
nous avons supposé que le second membre est une quantité positive, et nous en avonsrdéduit la formule
— !*Vî^-
qui nous donne les deux racines, ou les deux solutions de l'équation.
Lorsque la quantité^ — q est nulle, l'équation devient
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. I7l
Le premier membre est un carré pàrfeît. La quantité inconnue X + --, devant avoir son carré nul, doit être nulle elle-
même; ainsi Ton a
d'où
L' Ration n'admet plus qu'une aeule scduticm û^w\ — -.
Cependant on a coutume de dire que, dans ce cas, l'équation admet detia? racines égales. En voici la raison : suppo-
sops que la quantité j q soit positive et très-petite ; les
deux racines, données par la formule générale, différeront très-peu de — -, l'une en pliis, l'autre en moins, et par conséquent différeront très-peu l'une de l'autre. Plus la quantité - — g sera petite, plus les deux racines se rapprocheront l'une de l'autre ; et enfin, à la limite, quand la quanété 7- -^ « sera nnlle, les ijçux racine» deyiwdront égalas entre elles.
Racines imaginaires.
i 39. Les carrés des quantités, soit positives, soit négatives, étant toujours positifs , il s'ensuit que les quantités négatives n'ont pas de racines carrées. Ainsi, lorsqu'en résolvant une équation du second degré, on est amené à extraire la racine carrée d'une quantité négative, il y a évideinment impossibilité de satisfaire à l'équation; dans ce cas, les formules donnent des valeurs fictives qui ont été
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introduites dans l'analyse mathématique sous le nom de quantités imaffinaires.
Considérons d'abord l'équation
Quand la quantité A est positive, l'équation admet les deux solutions
j? = ziz /Â.
Mais quand la quantité A est négative, comme il n'existe aucun nombre, soit positif, soit négatif, dont le carré égale A, il y a impossibilité de satisfaire à l'équation. Cependant la formule donne des valeurs imaginaires qui satisfont également à l'équation, si Ton convient de regarder le symbole
v/A comme ayant toujour3 son carré égal à A, quelle que soit la valeur de A, positive ou négative.
Ainsi on dira que l'équation
admet les deux solutions imaginaires
On représente ordinairement par la lettre i le symbole
\/ — 1 , et l'on introduit la lettre i dans les calculs, comme si elle représentait une quantité réelle, en convenant que son carré t' égale — i.
Toutes les valeurs imaginaires peuvent être exprimées au
moyen du symbole v^— i ou de^.la lettre i. Par exemple, l'équation
admet les deux solutions imaginaires
Si l'on observe que — 9 = 9 x ( — 1) et si l'on applique
le théorème ordinaire sur la racine d'un produit, on écrira d'où
j? = it 5ï.
Considérons maintenant Téquation
x* — 6x '\- i3 = o, qui se met sous la forme
Un carré ne pouvant être égal à la quantité négative — 4» il est impossible de satisfaire à F équation par des valeurs réelles. Mais, en extrayant la racine, on est conduit aux valeurs imaginaires
^ — 5 = ± v^ — 4, d'où
a? = 3 di \/— 4;
en observant que y/ — 4 = A X y/ — i = 21, on les écrira
or = 5 ±: 2e.
Il en est de même de l'équation générale
a:* + /)ar + î = o^
toutes les fois que la quantité Ç — g est négative. Car, cette
équation étant mise sous la forme
on voit qu'il y a impossibilité d'y satisfaire par des valeurs réelles ; mais on obtient les valeurs imaginaires
qui satisfont à l'équation, en convenant, comme nous l'a-
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. vons dit déjà, que le carré du symbole! /^ q égale
— q dans tous les cas. Il en résulte pour x les deux Vâ*
leurs imaginaires
OU
On ramène ainsi ceâ deux valeurs à la forme a ±l 6i\ en
représentant par a et 6 les deux quantités réelles — - et
140. Ainsi les quantités imaginaires sont des eipressions de la forme
a + biy
dans laquelle les lettres a et 6 représentent des quantités réelles quelconques (par opposition, on dit que les quantités ordinaires, positives ou négatives, sont réelles). On a étendu aux quantités imaginaires les règles ordinaires du calcul algébrique, comme si la lettre i désignait une quantité réelle, en convenant de remplacer dans les résultats f* par En résumant ce qui précède, on voit que l'équation
* a?* -^ pa? -)- 5^ ^=: o,
présente trois cas principaux :
1° Lorsque la quantité ^ — ^ ç est pmHve^ l'équation a ses
deux racines réelles et inégales.
2*» Lorsque la quantité ^ — g est nvlle, Féquation a ses
deux racines égales. Ces deu^ racines égales sont toujou^ réelles ; car dans ce cas le radical est nul.
3" Lorsque la quantité - — g est négative, Téquation a
ses deux racines imaginairêê.
Résolution de Inéquation ax* + ^^ + ^ = o«
l&l. Nous ayons ramené Féquation générale du second
degré
ûjr* + te -f e = o à la forme
en divisant tous ses termes par le premier coefficient a, et posant
Résolvant cette dernière» nous avons trouvé la formule
Si, dans cette formule, nous remplaçons les lettres p et g
b c par leurs valeurs - et - , elle devient
aa V 4û* a aa \ 4^* aa aa
Nous avons réduit au même dénominateur 4^* les deux termes placés sous le radical, et nous avons extrait la racine de ce dénominateur, carré parfait. Nous obtenons ainsi * la formule
mmk^^^tkimn lit
— 6=hV/*'— 4«g qui est souvent usitée dans la pratique.
Elle présente les mêmes cas principaux que la formule primitive: i® quand 6' — 4«c > o, les deux racines sont réelles et inégales; 2° quand 6* — 4ac = o, les deux racines sont égales; quand 6* — àac < 0, les racines sont imaginaires.
142. Remarque. Il arrive souvent que le coefficient b contient le facteur 2. Dans ce cas, la formule peut être un peu simplifiée, ce qui la rend plus commode dans les applications. Posons 6 i= 26', la formule devient
_ — a^dz v/46^'~4ac _ — a^ dz a ^W^c aa aa
et si l'on divise par 2 le numérateur et le dénominateur,
Soit, par exemple, l'équation
Le second coefficient étant im nombre pair, on emploiera la dernière formule, et Ton écrira
Décomposition du trinôme du second degré en facteurs
du premier degré.
Soit le trinôme
dans lequel nous supposerons que la lettre x désigne une grandeur quelconque et tout à fait arbitraire. Si nous ajou-
tons et si nous retranchons 7- , la valeur du trinôme ne
change pas, et l'égalité
x^ + px + g= (x^-f-pxi-^^ — (r — y^
est vraie, quelle que soit la valeur de x. La première parenthèse est le carré du binôme a? + - ; I21 seconde peut
être considérée comme le carré de i/~ — q. On a donc
Le second membre, qui est la différence des carrés de deux quantités, égale le produit de la somme de ces deux quantités par leur différence, et se décompose ainsi en deux facteurs du premier degré,
RH-\/F
Si Ton pose
les deux parenthèses deviennent x — a/, x — x", et le trinôme se met sous la forme
On peut annuler ce produit de deux manières, soit en donnant à x la valeur x\ qui annule le premier facteur, soit en donnant à a? la valeur x" qui annule le second fac- * teur ; on retrouve ainsi par une autre méthode les deux ra cines x' et x*' de l'équation du second degré
Cette décomposition du trinôme en deux facteurs du pre-
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mier degré subsiste dans tous les cas, que les racines soient réelles ou imaginaires.
Applications, Considérons, par exemple le trinôme
flp'— 7a? + 10.
Les deux racines du trinôme, c'est-à-dire de Véquatioo que Ton obtient en égalant ce trinôme à zéro, sont £c'= 2, x"=5; on a donc
X* — 75? + 10 = (ar — 2) (x — 5).
Cette égalité est vraie, quelle que soit la valeur de x. Soit encore le trinôme
0?*+ 4^ -^ 151^ Les deux racine» du trinôme sonta?'=-— ^, »"= 9. On a doue identiquement, c'est-à-dire quelle que soit la valeur de iP,
144. La forme la plus générale du polynôme entier du second degré est
ax* ^ bx -}- c.
Si Ton met le coefficient a en facteur, et si Ton appelle p et 9
6 c les quotients - et -, ce poljrnôme s'écrit
ax^ -f- 6a? + c = a (a?' •^- p^ + ?)•
Le polynôme entre parenthèses se décomposant en deux facteurs x — x' et x — x'\ on a l'égalité
ax^ *{- bx -{■ c = a[x -^ x'] {x — or''),
quelle que soit la valeur de x.
Les lettres x' et x" désignent les deux racines de Féquatkm
x^ -\- px -}- q = Oy ou, ce qui est a même chose, de Féquation
éwr' + &r + ^ = <^'
ÉQUATIONS OU SECOND DEGRÉ. I7f
Relations entre les coefficients et les racines de féquàtian
du second degré,
En appelant x' et x" les deux racines de Féquatîen
x^-^ px -{- q = o^ nous avons vu que le trinôme
x*+ px ^q peut être décomposé en deux facteurs du premier degré
Si Ton effectue la multiplication indiquée par les parenthèses, on reproduira évidemment le polynôme proposé. Le produit des deux facteurs est
Pour que ce polynôr^e soit le même que le polynôme
x* + px + q,
il faut que les coeiRcients soient les mêmes de part et d'autre.
On a donc
Telles sont les deux relations fondamentalea qui existent entre les racines de T équation du second degré et les coefficients de r équation; nous nous en servirons fréquemmes^t. On les énonce ainsi : Véqualion du second degré i((mt tOr menée à la forme
X* -\- px -{' q = 0,
1** la somme algébrique des deux racines égale te coefficient de X changé de signe; 2* leur produit égale le terme connu.
Remarque. 1" Lorsque, dans l'équation du second
degré
le terme connu q est négatif, les racines sont toujours réelles
et inégales ; car, dans ce cas, la quantité -. q est es-
sentiellement positive. En outre, ces deux racines sont de
signes contraires, puisque leur produit est négatif.
Ainsi, le terme connu étant négatif, on peut dire à priori
que r équation
a ses deux racines réelles et de signes contraires. La somme . des deux racines étant égale à — 4» Ist plus grande en valeur absolue est la racine négative. Et en effet, les deux racines sont — 6 et + 2, dont la somme est bien égale à — 4 et le produit à — 12.
2* Lorsque le terme connu est positif, il est nécessaire
d'examiner le signe de la quantité ^7 g, pour savoir si
les racines sont réelles. Quand cette quantité est positive, les deux racines sont réelles et de même signe, puisque leur produit est positif. La somme de deux racines étant égale à — p, ce signe commun est contraire à celui de p. Soit, par exemple, Téquation
La quantité -~ — 10 étant positive, les racines sont réelles.
Leur produit étant positif, elles ont même signe. Leur somme étant égale à + 7, elles sont positives. Et en effet, ces deux racines sont + 2 et + 5, dont la somme est -f- 7 et le produit + 10* Soit encore F équation
x' + dr + 8 = o.
La quantité 9 — 8 étant positive, les racines sont réeUes. Le produit étant positif, elles ont même signe. Leur somme étant égale à — 6, elles sont toutes deux négatives. Et en effet, ces deux racines sont — 1\ el — 2.
3** Lorsque le terme connu est très-petit en valeur absolue, le produit des deux racines étant très-petit, Tune d'elles a nécessairement une valeur numérique très-petite. Si le terme conau tend vers zéro, cette racine très-petite tendra aussi vers zéro. La somme des deux racines étant égale à — p et Tune d'elles étant nulle, l'autre est égale à — p. Au reste, dans ce cas, la résolution est facile, car l'équation se réduit à
a?* + px = o,
et se met sous la forme
ar (jr 4- />) = t>-
On peut annuler ce produit de deux manières, en faisant, 3oit 0? = o, soit a: = — p.
Exemples.
Question L Résoudre les deux équations
y + ao: = 5,
Si de la première équation on tire la valeur de y,
et qu'on la substitue dans la seconde, on arrive à l'équation du second degré
d'où l'on déduit les deux valeurs
x=. ij 0? = 5. ^
En portant successivement chacune de ces deux valeur dans l'équation
on obtient les deux valeurs corresponde antes de y
182 • LIVRE ilJ, — GHAP. il.
Ainsi, le» deux équations proposées admettent les deux sdutions i
!'• aolidion : x =^ i, y = 3> a* solution : j? = 6, y= — 5.
En génémU la résolution de deux équations à deux in •■ connues^ l'une dii prt^mier degré, l'autre eu second degré, se ramétte à la ^solution d'une équation du second degré à une inconnue.
Question II. Résoudre les deux équations
xg = i5.
Quand on connaît la somme de deux quantités et leu^ produit, on voit immédiatement que ces deux quantités sont les racines d'une équation du second degré, ayant pomcoefficient de la première puissance de l'inconnue la somme prise avec un sigtie contraire, et pour terme connu le produit. Dans l'exemple actuel, les valeurs de x et de y seront les racines de l'équation
t^*i^ 8w-f- i5=xoj
et en effet, la somme des deux racines est égale à 8, et le produit à i6. Les deux racines de cette équation étant 3 et
5, on aura
ou
Les deux équations proposées sont symétriques par rapport aux deux inconnues, c'est-à-dire ne changent pas quand on permute les lettres x et y. Ceci explique pourquoi les valeurs des deux inconnues sont données par la même équation. En effet, si l'on élimine y entre les deux équations proposées, on arrive à l'équation
x^ — Sx -{■ i5 = 0.
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A cause de la symétrie, il est clair que, si l'on éjybiiiiMtit m au lieu de y, on arriverait nécessairement à la même équation
Ainsi les valeurs des deux inconnues sont données par la même équation du second degré. C'est l'équation que nous avons écrite immédiatement.
Question III. Résoudre les deux équations
xy = i5.
La première équation n'est pas symétrique par rapport aux lettres x et y; mais on peut la rendre symétrique en posant
ti/ • "^^ Jj m
car alors les équations deviennent
xfy= — i5.
Les vdeurs des deux inconnues x' et y sont données par l'équation du second degré
w* — nu — i5 = o,
dont les racines sont — 3 et +5. On a donc
^== — 3, y = 5, ou
Ainsi les deux équations proposées admettent les deux
solutions
ar = 3, y = 5.
Question IV. Résoudre les deux questions
Si, de la première équation élevée au carré,
x^+ ^xy + y'=64,
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on retranche la seconde, il vient
*ixy =. 3o, d'où
Xy = l5.
On connaît la somme 8 des deux inconnues, et leur produit 1 5 ; la question est ramenée à la question II ; les inconnues sont les racines de T équation du second degré
w'— Su -\- 15 = o.
151, Question V. Résoudre les deux équations
(a) xy=!iS,
Si à la première équation on ajoute la seconde multipliée par 2, il vient
ou
on déduit de là
(3) X -{- y =:-±: II.
Si de la première équation on retranche la seconde multipliée par 2 , il vient de même
ou
(ar — y)«=9; on déduit de là
On connaît ainsi la somme et la différence des deux inconnues; il est aisé de trouver ces deux inconnues; les équations (3) et (4) , ajoutées ou retranchées, donnent
±: 11 db3 dt iMp3 x= , y = .
11 en résulte les quatre systèmes
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qui, en réalité, se réduisent à deux systèmes de valeurs égales et de signes contraires.
152, Question VL Trouver quatre nombres en proportion, connaissant la somme des extrêmes 21, celle des moyens 19, et la somme des carrés des quatre termes 442.
Appelons a:, y, z, ^ les quatre nombres cherchés. Nous avons les quatre équations
(1) f = i ou xt = yz,
(a) X + t = ai,
Nous connaissons la somme des deux inconnues a: et I, et aussi celle des deux inconnues y et z; la question serait résolue si nous connaissions leur produit commun xt ou yz. Élevons les équations (2) et (5) au carré, ajoutons-les et r^anchons l'équation (4) , il vient
2Xt + ay^ = 36o.
ou
xt =i yz = 90.
Les deux inconnues x et t seront données par F équation du
second degré
«' — 2iti-|- 90 = o,
qui a pour racines 6 et 1 5, et les deux inconnues y et z par Téquation du second degré
qui a pour racines 9 et 10. Les nombres cherchés sont donc
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153. Question VIL Partager une droite donnée en moyenne et extrême raison.
On sait que partager une droite AB en moyenne et extrême raison, c'est partager cette droite en deux parties AM et BM , telles que la plus grande AM soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière AB et la plus petite BM.
Si donc on appelle a la longueur de la droite AB , et a; celle de la plus grande partie AM , la longueur de l'autre partie sera a — a?, et Ton aura les rapports égaux
qui conduisent à l'équation du second degré
x'^'\- ax — a' = o, d'où l'on tire
La première racine
est positive et moindre que a (car /5 étant plus petit
que 3, v^ — 1 est plus petit que a). Elle répond direc-tement à la question proposée et donne la plus grande partie AM de la droite AB partagée en moyenne et extrême raison. Il est aisé de déduire de cette formule la construction géométrique connue. Si au point B on élève une per-
pendiculaire BG égale à la moitié de AB^ ThypotéEuse AG
sera égale à 1 /a^+ 7-- Si, du point G comme centre, avec GB pour rayon, on décrit un cercle, la longueur AD
sera égale à AG — GD, c'est-à-dire à 1 A
ce sera précisément la racine x\ Il suflSt maintenant de prendre sur AB une longueur AM égale à AD, La sec<mde racine
est négative et ne répond pas à la question. Gependant il est facile de lui donner une interprétation géométrique. Il suflTit pour cela de modifier T énoncé du problème de la manière suivante : Sur la droite indéfinie AB, trouver un point tel que sa distance au point A soit moyenne proportiounelle entre la longueur AB et sa distance au point B. La question ainsi posée admet deux solutions; caf, outre le point M que nous venons de déterminer, il existe vers la gauche un point M' tel que la distance M'A est moyenne proportionnelle entre AB et M'B; à cette seconde solution correspond la racine négative x'' qui, devant être portée en sens inverse de la première, c'est-à-dire de droite à gauche, donne la longueur AM'.
On construira cette seconde solution de la même manière que la première; la longueur Al^, étant égale à
/ /»^ /i AC + GE, c'est-à-dire à V /a^ + y + 7^ est précisément
la valeitf absolue de x" ; on prendra donc AM' = AE.
154. Question VIII. Trouver les côtés d'un triangle rectangle^ connaissant la hauteur et la différeuce des côtés de ï angle droit.
188 M VUE m. — CHAP. il.
Appelons j; et y les deux côtés de l'angle droit, a leur différence donnée, z l'hypoténuse et h la hauteur. On a les trois équations
xy = hz.
On obtient la seconde en écrivant que le carré de l'hypoténuse égale à la somme des carrés des deux côtés de l'angle -droit ; la troisième , en remarquant que le double de 1^ surface du triangle égale le produit des deux côtés de l'angle droit, ou le produit de l'hypoténuse par la hauteur.
Il est facile d'éliminer a? et y entre ces trois équations. Si dans la première élevée au carré ,
(4) J?» + y* — aary = «S
on remplace x^ + y' par z* et xy par hz, on a l'équation du second degré à une inconnue
(5) z' — aAz — a* = o,
dont les radnes sont réelles et de signes contraires.
= Ad= sjh} + a\
Les côtés du triangle étant nécessairement des nombres positifs, on prendra la racine positive
(6) z = A+ sjh^+a\
Une fois l'hypoténuse z connue, on obtiendra aisément oîety. A l'équation (4), ajoutons l'équation (3) multipliée par 4 9 il vient
on
(7) x+ y= V^û* + ^hz.
Cette équation donne la somme des deux côtés de l'angle droit; comme on connaît déjà leur différence, des deux côtés sont connus.
Application, a = i", fc = 2",4* La formule (6) doQoe 5 = 5; la formule (7) donne a? + y = 7 ; comme on a déjà X — y= i,il eq résulte aj=4» y = 3.
155. Question IX. Trouver la profondeur à un pnits, m y laissant tomber une pierre^ et notant le temps qui s* écoule entre le moment où on lâche la pierre et celui où Von entend le bruit que fait la pierre en arrivant au fond du puits.
Appelons x la profondeur du puits et t le temps que la pierre met à arriver au fond du puits. On sait que les corps en tombant parcourent des espaces proportionnels aux carrés des temps, de sorte que l'espace x parcouru par la
pierre en t secondes sera x = —, - représentant l'espace
parcouru dans la première * seconde ; on en déduit
t = t / — . D'autre part, on sait que le son se progage
uniformément avec une vitesse de 84o mètres par seconde, vitesse que nous appellerons r; ainsi le temps que met le son à remonter du fond du puits pour arriver à l'oreille est
-. Mais lé temps observé a est égal au temps que met la
pierre à arriver au fonds du puits, plus celui que le son emploie à revenir jusqu'en haut. On a donc l'équation
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Si Ton fait passer le terme - dans le second membre, 1 équation devient
Si Ton élève les deux membres au carré, le radical disparaît et Ton obtient T équation du second degré
ou, en développant, et multipliant par v*,*
(4) a?* — 2v f a + -) ^ 4-'^*^* = ^' On en déduit
(5) x=:v(a+^) ±^y («+^)'--«% ou, en simplifiant ,
On voit que les racines sont réelles ; elles sont positives, puisque leur somme et leup produit sont positifs.
Il est évident à priori que la question proposée admet toujours une solution et n'en admet qu'une; voici d'où proviennent les deux racines positives. L'équation du problème est l'équation (i) ou l'équation (2) ; or nous remarquons que l'équation (3), obtenue par l'élévation au carré, n'est pa3 équivalente à l'équation (2) ; car, si l'on élève au carré les deux membres de l'équation
on obtient la même équation (3). Ainsi l'équation (3) comprend, non-seulement les solutions de l'équatron (2), mais
encore celles de T équation (7). Il faut donc examiner quelle est celle des racines trouvées qui convient à la question. La première, celle qui est donnée par le signe + placé devant • le radical, ayant une valeur plus grande que av, rend négative l'expression a , et satisfait par conséquent, non à
l'équation (2), mais à l'équation (7) ; elle doit être rejetée. L'autre racine
x = .[«+-J-y^Hg + .«)]
a une valeur moindre que qv; car la valeur du radical étant
plus grande que -, la parenthèse est moindre que a ; elle
satisfait donc à l'équation (a), c'est-à-dire à l'équation du problème. Ainsi la profondeur du puits est donnée par la formule (8),
Remarque. Pour résoudre la question précédente
nous avons élevé au carré les deux membres d'une équation irrationnelle, ce qui n6us a conduit à une équation entière du second degré, qui n'est pas équivalente à l'équation proposée.
Représentons d'une manière générale par
une équation quelconque. Si l'on élève les deux membres au carré, on obtient une équation
qui outre les solutions de l'équation (1), admet celle de l'équation
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Il est clair que, si Tune ou l'autre des équations (i) et (3) est vérifiée, Téquation (2) Test également, et que, récipro- • quement, si l'équation (2) est vérifiée, l'une ou l'autre des équations (1) et (3) est satisfaite.
Considérons, par exemple, l'équation
S l'on élève les deux membres au carré, on obtient l'équation du second degré
(a) a:' — 5ar-|-6=o,
qui admet, non-seulement les racines de l'équation (1) mais encore celles de l'équation conjuguée
(5) aî — 1= — \/3iP— 5.
Les deux racines de l'équation (2) sont a? = 2 et x = 3 ; chacune d'elles rend positif le premier membre de l'équation (i), ejles conviennent donc toutes les deux à l'équation (1) et aucune d'elles ne vérifie l'équation (3), Ici, l'équation (2) est équivalente à f équation (1). De même, si l'on voulait résoudre l'équation
qui est la même que l'équation (3), on serait encore amené à l'équation (2) ; les deux racines, rendant négatif le premier membre de l'équation (4), conviennent à l'équation conjuguée (1) ; on en conclut que l'équation proposée (4) n'admet aucune solution.
Considérons encore l'équation irrationnelle
(5) x—i=.\Jx^—'5,
qui, par l'élévation au carré, conduit à l'équation du premier degré
ip= 2. ^
Cette valeur a? = 2 , rendant positif le premier membre, convient à l'équation proposée. L'équation conjuguée
axr
X — !=■ — ^x^ — 3 ou
I — x = ^x* — 3 n'admet aucune solution.
Changement de signe du irinàme du second degré.
i 67. Reprenons l'étude du trinôme du second degré ax* + ft^ + c» dans lequel la lettre x a une valeur quelconque. On mettra d'abord ce trinôme sous la forme a(x' +P^ + î)' Si, dans la parenthèse, on ajoute et on
retranche y, afin de compléter le carré dont x' + P^ sont
les deux premiers termes (comme nous l'avons fait au n* 143), on a
Il y a trois cas principaux à considérer :
1 ** Supposons que la quantité ~ q soit négative, ou la
qu . titég — ~ positive, c'est-à-dire que les racines du
trinô e soient imaginaires. La parenthèse, étant la somme de deux quantités positives, reste toujours positive, et par conséquent le trinôme conserve le signe de son premier coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à x.
2' Lorsque la quantité ~ g est nulle, c'est-à-dire quand
les racines sont égales, la parenthèse est un carré parfait, et l'on a
Le trinôme conserve encore le signe de son premier coefficient o, quelle que soit la valeur de ôû; cependant le
trinôme s'aimule pour or = — ~.
3** Lorsque la quantité^ q est positive, c'est-à-dire
lorsque les racines sont réelles et inégales, le trinôme se décompose en facteurs réels du premiw degré, et Ton a (n' lâ4)
ax^'{'bx-^c:=a{x -^a/) (x — a?**);
nous appelons a?' la plus petite racine, a;" la plus grande. Quand la valeur de x est comprise entre x* et x", le facteur œ — x^ étant positif, le facteur x — x*' négatif, leur prodtdt est négatif et le trinôme a un signe contraire à celui de a* Quand la valeur de x est plus grande que a?", les deux facteurs x — x'y x — x" étant positifs, leur produit est luimôme positif et le trinôme a le même signe que a. Quand la valeur de x est plus petite que x'^ les deux facteurs étant négatifs, leur produit est positif et le trinôme a encore le signe a. En résumé, le trinôme a un signe contraire à celui de tt pour toutes les valeurs de x comprises entre les deux racines x* et x", et il a le même signe que a pour toutes les valeurs de x non comprises entre lés racines , c'est-à-dire plus grandes que la plus grande ou plus petites que la plus petite. Il change donc deux fois de signe ; une première fois quand œ passe par la racine x\ une seconde fois quand œ passe par la racine x*^^ et ces changements de signe s'opè* rent quand le trinôme s'annule.
Ainsi, lorsque les racines sont égales ou imaginaires^ le trinôme du êetond degré conserve toujours le signe de son premier coefficient a, quelle que soit la valeur attribuée à la variable x; mais quand les raci$ie$ sont réellee et inégales, le trinôme^ ayant un signe contraire à celui de a pour les valeurs
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i4 X comprises entre le$ deux racines^' éî le' HHênie signe que & pour toutes les valeurs de t non cotriprises' entre les racines ^ éprouve deux changemmts de signe. '
158. Remarque. D'après cek, si pour àeipc valeurs particulières attribaées à x^ le trinôme acquiert des valeurs dé signes contraires, on peut affirmer que les racines ôonf réelles et que Tune d'elles est comprise entre les deux va* letn^s attribuées à x. Soit, par exemple, le trinôme
Si l'on donne à a; les valeurs o et 3, le tiiaôme acquiert les valeurs de signes contraires -f 3 et — 1 ; on en concluti d'abord que les racines du trinôme sont régies et inégales; car, si elles étaient égales ou imaginaires» le trinôme n'é-^ prouverait pas de changement de signe; encontre la valeur 2 attribuée à ^, donnant un résultat négatif, et p^ conséquent de signe contraire au premier coefficient qui est ici égal k+ 1 , est comprise entre les deux racines x* et x" ; la valeur o qui doxme un résultat positif est inférieure à la plus petite racine a;^ il en résulte que la plus petite racine x' est comprise entre et 3, et la plus grande x" su-^. périeure à 2. Effectivement ces deux racines sont 1 et 3.
Cette remarque facilite beaucoup la discussion d'un grand nombre de problèmes. En voici un exemple.
169. Question X. Le manomètre à air, servant à indiquer la tension de la vapeur dans les machines à va* peur, se compose d'un tube recom-bé , fermé à une de ses extrémités G, et ouvert à l'autre extrémité E ; le fond du tube ADB est rempli de mercure juscju'à une certaine hauteur ; la capacité fermée AC est remplie d'air, et la vapeur, ^ s'introduisant par la branche ouverte E, exerce sa pression sur le sommet B de la colonne de mercure. On supiwse que les deux sonmaets A
ir
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et B de la colonne de mercure sont au même niveau quand la tension de la vapeur est égale à une atmosphère. Si a tension de la vapeur augmente, il est clair que le sommet A de la colonne de mercure s'élève en A', tandis que le sommet B s'abaisse en B'. 11 s'agit de déterminer le déplacement de la colonne de mercure pour une tension donnée de la vapeur.
Nous supposons que le tube a partout même section. Appelons a la longueur AG, a? le déplacement AA' ou BB' de la colonne de mercure. Si nous évaluons les tensions par des colonnes de mercure , la pression atmosphérique sera représentée par la hauteur h de la colonne barométrique (h = o",76o). Quand la tension de la vapeur devient égale à n atmosphères, elle exerce une pression marquée par nh au sommet B' de la colonne de mercure ; la pression est la même dans l'autre branche, en F, au même niveau, Mais la pression en F est égale au poids de la colonne de mercure FA' ou 2x, augmenté de la tension de l'air qui occupe alors l'espace A'G. Quand l'air occupait le volume AC, sa tension était égale à la pression atmosphérique h ; sous le volume A'G, cette tension devient, d'après la loi de Ma-
riotte, h . On a donc l'équation
' a — X ou
îkc' — (2a + w^)^ + (^~" i)aA = o.
Il est évident, d'après la nature de la question, que si la tension de la vapeur est plus grande qu'une atmosphère, c'est-à-dire si n > i , la colonne de mercure s'élèvera dans la branche fermée d'une quantité AA' plus petite que AC; l'inconnue x doit donc admettre une valeur positive plus petite que a* On peut aisément le vérifier sur l'équation (i) ;
car si l'on donne à x successivement les valeurs o et a, le premier membre de l'équation, ou le trinôme du second degré, prend des valeurs de signes contraires + (*»—* i) ah et — ah ; d'après ce que nous avons dit, on en conclut que les deux racines de l'équation sont réelles , et que l'une d'elles est comprise entre o et a; c'est la plus petite, puisque la valeur a, qui donne un résultat négatif, est comprise entre les deux racines; l'autre racine, étant positive et plus gi'ande que a, ne convient pas à la question. On a donc
aa + nh — v (au + «A)* -— 8 (n — i)ah
OU, en simplifiant la quantité placée sous le radical,
aa-}- nh — ^'(aa — nA)*-f-8aA (a) X = -j .
Lorsque la tension de la vapeur est moindre qu'une atmosphère, c'est-à-dire lorsque n < i , le sommet A de la colonne de mercure s'abaisse, tandis que le sonunet B s'é- Jève; l'inconnue x a dans ce cas une valeur négative. On voit en effet que l'équation admet deux racines réelles de
signes contraires, puisque le dernier terme est négatif;
fkh la sonune algébrique des racines étant égale à a H , la
racine positive est plus grande que a et ne convient pas à la question. La formule (2) donne donc la solution de la question dans tous les cas.
Ca$ où, dans T équation du second degrés le ternie constant
a une vateur très-petite,
Supposons que, dans l'équation du second degré
ax^'{*bx '{'C^^Oy
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U terme constaat c soit très**petit en valeor çtbsolue par r$p<* port au coefficient a. Nous supposeroits aussi la quantité 6'— 4ac positive afin que les racines soient réelles. Si Ton divise tous le» termes par le premier coefficient a> réqua**
tim devient
liO produit des racines étant égal J^ - , et p?ir conséquent
très-petit en valeur absolue, Tune des racines x' sera trèspetite en valeur a])solue. La somme des racines étant égale
à , l'autre racine a/' différera très-peu de . Si Ton
conçoit que la valeur absolue du terme c diminue de plus en
plus et tende vers zéro, le produit des racines tendant vers
zéro, la racine très petite x* tendra aussi vers zéro, tandis
que l'autre racine *" tendra vers la quantité fixe ~ K
Il est facile de distinguer ces deux racines sur les formules. Pour fixer les idées, supposons que le coefficient 6 ait une valeur positive; la quantité 6* — /^ac différant très-peu
de 6*, la valeur du radical y 6' — ^ac différera très-peu de la quantité positive b ; si l'on pose
x' t=t . . ■■ii.i I ' — ■ ■ ■ .
On volt que la racine af est très-petite en valeur absolue et
que la racine x" diffère très-peu de .
Dans ce qui précède, nous avons supposé le terme e trèspetit par rapport au coefficient a ; si les deux coefficients 6
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et c étaient tous deux très-petits par rapport à a, le produit des racines étant très-petit ainsi que leur somme, il est clair que les deux racines seraient très^pétites en valeur absolue. Si les deux coefficients 6 et o tendaient vers zéro, les deux racines tendraient simultanément vers zéro.
Cas où le coefficient du premier tenrie a une valeur
trè$'pelite.
161. Examinons ce qui a lieu, lorsque, dans Téquation du second degré
(i) e?a?' + Jx + ^==o,
le {Hremier coefficient a est trôs-.petit en valeur absolue par rapport à c. Nous supposerons encore la quantité 6' «— l^aç positive, afin que les racines soient réelles. Le produit des
racmes - étant très-grand en valeur absolue, Tune des racines est très -grande en valeur absolue; mais on ne voit pas ce que devient l'autre racine. On reconnaît mieux les propriétés des racines en transformant l'équation.
Si l'on pose a? =: ~, en prenant y comme nouvelle inconnue, l'équation (i) devient
le terme constant a étant très-petit çn valeur absolue par rappart au coefficient c, on sait que Tune des racines y' de l'équation (2) est très-p€^ite en val^r absolue, et que
l'autre racine y" diffère très-peu de • Les deux valeurs
de x^ qui vérifient l'équation proposée, sont aî'= -7, a?"=--; la première est très-grande en valeur absolue, la seconde dif-
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fère très-peu de — j. Si Ton imagine que le coefficient a
diminue de plus en plus et tende vers zéro, puisque y' tend va's zéro, la première racine oi augmentera indéfiniment en
valeur absolue, l'autre racine a?" tendra vers la quantité — ^.
On arrive aux mêmes conséquences à l'aide des formules. Supposons encore le coefficient h positif, et désignons par a?' et Q[}' les deux racines
— h — V ^* — [\ac ,
"" Ta '
Le coefficient a étant très-petit, la quantité 6' — t^at différera très-peu de 6*, et v/6* — t^ac de 6; le numérateur de x* sera à peu près égal à — 26. Le dénominateur 2a étant trèspetit, le quotient sera très-grand, et la racine oi aura une valeur très-grande, abstraction faite du signe. On voit ainsi que, lorsque le coefficient a diminue et tend vers zéro, cette racine croît indéfiniment en valeur absolue.
L'autre racine a:" conserve au contraire une valeur finie
et tend vers la valeur — ~, quand a tend vers zéro. On
remarque d'abord que le numérateur, étant à peu près égal à — 6 + 6, a une valeur plus petite. Cette racine est donc le quotient de deux quantités très-petites, et elle se
présente sous la forme -, quand a tend vers zéro. Afin
de reconnaître sa valeur, nous transformerons cette expression en multipliant son numérateur et son dénominateur par — h — sjh^ — 4«c , ce qui donne
^. _ (-^+ v/6^^^) (- 6- siV^^c)
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Au num^ateur, la première parenthèse étant la sooune des deux quantités — 6 et ^6* — l\ac , la seconde la différence de ces deux n^mes quantités, le produit des deux parenthèses égale la différence des carrés, et Ton a
Si Ton supprime maintenant le facteur commun 2a, qui rend les deux termes de la fraction très-petits, il vient
ar* = —
L'expression mise sous cette forme, toute difSculté disparaît; le dénominateur différant très-peu de 2&, la valeur
de x" est à peu près égale à — j-, et, quand a tend vers zéro,
cette radne tend elle-même vers la valeur finie — r-
Au reste, lorsque a tend vers zéro, Téquation du second degré se réduit à une équation du premier degré
La racine a?" = — j- est précisément la solution de cette
équation du premier degré. L'autre racine x\ devenant infinie, disparaît.
Si les deux coefficients a et 6 étaient très-petits en valeur absolue par rapport à c, les deux racines de l'équation (a) étant très petites en valeur absolue, les deux racines de l'équation (1) seraient très-grandes.
* Calcul numérique des racines quand Vun des coefficients c ou a est très-petit.
Nous avons dit que lorsque, dans l'équation
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le terme eorniu c est très-petit en valeur absolue par rap-* port' au coefficient a, Tune des racines est très*pettte en valeur absolue. Nous indiquerons un moyen rapide de calculer approximativement cette racine. En faisant passer les termes ax* + c dans le second membre, nous mettrons l'équation sous la, forme
si l'on pose, pour abréger, cette équation devient
(i) j:=:a + pa?».
D'après l'hypothèse faite, la quantité a est très-petite en valeur absolue, et le coefficient p, sans étte pedt, n'est pas très-grand. Le secopd terme ^' a une valeur frèspetite relativement i celle de a; ; car le rapport de ce terme à X est égal à la quantité très-petite ^x ; si donc on néglige ce terme, on a une première valeur approchée de l'inconnue
Si maintenant, dans le second membre de Téquation (i), on remplace x par sa valeur approchée a, on obtient une seconde valeur
beaucoup plus approchée que la première^ Ordinairement, dans la pratique, cette seconde valeur e9t suffisamment approchée. Cependant, si Ton veut une approximation encore plus grande, on la substituera dans le second membre de Téquation (i), ce qui donnera une troisième valeur encore plus approchée, et ainsi de suite.
i 63, liC^ud, ànm Ydqaatàm
le premier coefficient a est très-petit en valeur absolue par rapport à c, nous savons que Tune des racines est trèsgrande en valeur absolue, tandis que l'autre conserve une videur finie* On peut calculer ai^roximativement celte seconde racine par la méthode indiquée précôdemment En effet, si Ton met l'équation sous la forme
X =z — - — T ar',
ou
(i) a?=:a-f.pa:%
on remarque que le coefficient ^ est trèç-petit en valeur absolue et que la quantité a n'est pas très-grande. Le se* cond terme ^a?' a une valeur très-petite relativement à celto de 0? ; car le rapport de px' à a? est ^a?, quantité très-petite* Si donc on néglige ce second terme, on aura une prenûèrQ valeur approchée de l'inconnue
Si maintenant, dans le second membre de l'équaticm (iX on remplace x par sa valeur approchée «, on obtiendra une seconde valeur
X, = a -^ pa*,
beaucoup plus approchée que la première^ et ainsi de suite. Cette méthode est connue sous le nom de méthode des approocimations successives. On l'emploie fréquemment en astronomie. Quelques exemples en feront bien comprendre l'usage.
Exemples%
I* Soit l'équation
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Le terme connu ayant une valeur très-petite, Tune des racines est très-petite en valeur absolue, l'autre voisine de — I . Pour calculer la première racine , nous éciirons l'équation sous la forme
Négligeant le second terme qui a une valeur très-petite relativement hxy nous avons une première valeur
approchée par excès. Substituant dans le second membre
cette première valeur approchée, nous aurons une seconde
valeur
ar, =0,001 — 0,000001 =0,000999,
approchée par défaut. En remplaçant dans le second membre X par cette seconde valeur approchée a?,, on aurait ime troisième valeur approchée par excès, et ainsi de suite. Nous bornant à la seconde approximation, nous prendrons pour valeur de la racine cherchée
La somme des racines étant égale à — 1 , l'autre racine a pour valeur approchée — 1 ,000999.
a* Soit l'équation
o,ooiar' -f a? — 1=0.
Le coefficient de x* étant très-petit, l'une des racines est
très-grande en valeur absolue, tandis que l'autre diffère
peu de I. Pour calculer celle-ci, nous écrirons l'équation
sous la forme
j:= I — o,ooix*.
Négligeant le second terme, qui a une valeur très-petite relativement à x^ nous avons la première valeur
approchée par excès. Substituant dans le second membre cette première valeur approchée , nous avons la seconde
valeur
ar= 1 — 0,001=0,999
approchée par défaut, et ainsi de suite.
Nous arrêtant à la seconde approximation , nous prendrons pour valeur de la racine cherchée x = 0,999.
L'équation admet une autre racine, très-grande en valeur absolue. La somme des deux racines étant égale à
, c'est-à-dire à — 1000, nous aurons pour valeur
approchée de cette seconde racine
S"" Soit l'équation
o,o3a:* — 5a: -{- 7 = o, ou
Première valeur approchée par défaut
Seconde valeur aussi approchée par défaut
a?, = 1,4-}- 0,006x1^ =1,41176, ou, plus simplement a; = 1 ,4 1 s.
La somme des racines étant égale à — = ou à 166,667, la
plus grande racine est approximativement 1 65, 255.
4'» Nous avons vu que la profondeur d'un puits déterminée par la chute d'une pierre (n* i55), est donnée par la plus petite racine de l'équation
d'où
X a' , 1 ar'
hi) 'hr
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La vitesse c du son est de 34o mètres par seconde, la
constante g est égale à 9,8088. Ordinairement la quantité -
est uno fraction asseî petite; car les puits les plus profonds dépassent rarement too mètres, le second t&naie du second memlure sera donc très-*petit par rapport au premier terme. En le négligeait» on aura une première Valeur a{>prochée
On obtiendra ensuite des valeurs de plus en plus rapprochées par la méthode des approximations succestÎYes.
Supposons, par exemple, qu'il se soit écoulé 5 secondes entre le moment où on a lâché la pierre et celui où le bruit est arrivé à Toreille. On trouvera, pour la première valeur
approchée
X si5
On remplacera ensuite - par cette valeur dans le second
membre de Inéquation , et Ton aura pour seconde valeur approchée
tfoù
a:=io7'">6.
5* Soit l'équation
que Ton écrira sous la forme x = o,o5 .
. La petite racine a pour première valeur approchée
pour seconde Valeur approchée
X =3: o,o5 — û,ooii5 = 0,04875.
CHAPITRE IIL
DES QUEStlONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM QUI PEUVEfCT SE KÊSOUDRE PAR LES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ.
16&. Lorsqu'une grandeur variable, après avoir aug-* mente pendant un certain temps , diminue ensuite , ^e passe par une valeur plus grande que les valeurs voisines, celles qui précèdent et celles qui suivent immédiatement ; on dit qu'elle passe par un maximum.
Au contraire, lorsqu'une grandeur variable, après avoir diminué pendant un certain temps, augmente ensuite, elle passe par une valeur plus petite que les valeurs voisinesi celles qui précèdent et celles qui suivent immédiatement ; on dit dans ce cas qu'elle passe par un minimum.
Considérons, par exemple, la section par tm plan ver* tical d'un terrain accidenté, et supposons que Ton i^aesure
les hauteurs des afférents points de cette courbe au-dessus du plan horizontal GH. Le sommet A d'une colline sera un maximum, le fond B d'une vallée un minimum. Si l'on parcourt cette ligne dans le sens KL, après s'être élevé jusqu'au point A, on descendra ensuite de A vers B ; la hau-
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teur AA' du point A est plus grande que celle des points voisins, d'un côté ou de l'autre; c'est un maximum. En continuant le mouvement, on descendra jusqu'au point B pour monter ensuite de B vers G ; la hauteer BB' du point B est plus petite que celle des points voisins, d'un côté ou de l'autre; c'est un minimum. On trouve ensuite un nouveau maximum CC, etc.
Nous étudierons quelques questions simples qui peuvent être résolues par des polynômes ou des équations du second degré.
165. Question I. Étudier la variation du produit de deux nombres dont la somme est constante.
Première méthode. Appelons a la somme donnée, a? l'un des nombres variables ; l'autre sera a — x et le produit x aura pour valeur
yz=.x{a — x).
Faisons varier a? de o à a; quand a? = o, le produit y est nul ; quand x atteint la valeur a, le produit redevient nul. Ainsi la quantité y est partie de zéro pour revenir à zéro ; dans l'intervalle elle a pris une série de valeurs positives finies; elle a augmenté d'abord pour diminuer ensuite; elle a donc passé par un maximum.
Pour étudier la variation de ce produit, nous l'écrirons sous la forme suivante
La quantité y est la différence de deux quantités positives, Tune fixe, l'autre variable; elle atteint sa plus grande valeur
ou son maximum —, quand le terme à retrancher ( ■ oc\
est nul, c'est-à-dire lorsque a: = - , et alors l'autre partie
MAXUIÂ ET MJINIIIA. 209
a — â? est aussi égale à -. Ainsi, le produit de deux facteurs^ dont la somme est cçnstante^ est maximum, quand ces deux facteurs sont égaux entre eux.
Il est facile de suivre les variations qu'éprouve le produit y quand x varie de o à a. Quand x croît d'une manière
continue de o à -, le terme à retrancher l xj diminuant de plus en plus, la quisintité y augmente d'une ma-
nière continue de zéro à la valeur maximum -7- ; quand x
dépasse - et varie de - à a, le terme à retrancher I x)
Onix j augmentant de plus en plus, y diminue au
a' contraire de -7- à zéro. Si Ton fait croître x au delà de a,
l'autre partie a — x devient négative et croît en valeur
absolue, leur produit x{a — x) devient négatif et croît aussi en valeur absolue ; donc la valeur relative de y diminue indéfmiment. Il en est de même si l'on donne à x des valeurs négatives.
A cette question abstraite correspond la question géométrique suivante : Étudier la variation de la surface d'un rectangle dont le périmètre est donné. Car si l'on appelle 2a le périmètre donné, x la base, a — x étant la hauteur, la surface sera représentée par le produit x {a — x) de deux facteurs dont la somme est constante. Nous avons vu que ce produit acquiert sa valeur maximum quand les deux facteurs sont égaux entre eux ; ainsi, de tous les rectangles de même périmètre, le plus grand est le carré.
Il est aisé de suivre la variation du rectangle : quand
a; = 0, la hauteur est égale à a et le rectangle se réduit
à une ligne droite de longueur a; l'aire est nulle. Si l'on
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fsôt croître la baâe «? dô a à -, Faire augmente progressif
vement de o à la valeur maxinîum -7-. La base x conti-
nuaht à croître de - à â, Taîre diminue de cette valeur
maximum à ; à la fin, quand a? = a, la hauteur étant
nulle, le rectangle se réduit de nouveau à une ligne droite,
et Taire redevient nulle. Dans cette questioii géométrique,
la variable x ne peut ni dépasser a ni prendre des valeurs
négatives.
A la même question se rattache encore cet autre problème
dé géométrie: Étudier la variation de ta surface d'un
triangle de base et de périmètre constants. Si Ton appelle ^p
il * e périmètre donné, a le côté constant, b et c leà deux côtés
variables, on sait que la surface du triangle est exprimée
par la formule
s/pip—à)(p — à)(p-'C).
Nous pouvoiiâ faire abstràctiofl dès deux factèufs ctinstântâ p; p — *a ëi conSdérer seulement les deux fectèurs variaMèé p — 6, p — c, dont la somme 2p — b — c où û est tôristàftte. Sî Ton répréseiite par x le premier factettr, le second étant a — x, on a à considérer le produit dÉ {a-^x); d'ailleurs à varie de o à a; le produit acquiert sa valeur maxiriium quand les deux facteurs sofit égaux entre èui ; il s'ensuit que le triangle maximum est le triangle isocèle. Plus les deux côtés variables ^iiTèf-ent entre eux, plus là surface du triangle est petite;
166. Deuxième méihode. On peut traiter la questwn précédente par une autre méthode dont nous nous servirons par la suite; proposons-nous d'abord la question suivante: Part€tger le nombre a en deux parties dont le produit 9oil
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égal à une ^dntitè donnée m. Si Y on déBigimtes Amx parties par ar et y, on a les deux é(|uafionFt
xy ==. tw.
On connaît la somme et le produit des deux inconnues x
et y; par conséquent ces deux Inconnues sont les deux racines de r équation du second degré
w* — aw-j-m=io.
Ainsi les valeurs de a? et de y sont données par la formule
rttoe des racines est la valeur de x^ l'autre celle de yé
La question n'est possible que si les racines sont réelles ; il faut donc que la quantité placée sous le radical soit poai-
tive, c'est-à-dire que le produit m soit moindre que y.
D'autre part, on peut donner à m une valeur quelconque
lôoindre que -7- ; car à une telle valeur ôofrelspôndëtt deux
racines réelles, c'est-à-diré un niode de partagé qiii la fournit. Ainsi le produit m prend toutes les valeurs plus petites
a' que -7-, et n'en prend aucune plus grande; sa valeur la plus
grande, ou son maximum, est -7-. Mais, lorsque m=:— , le
radical est nul et les deux racines sofit égales ; le produit acquiert donc sa valeur maximum, quand on partage le nombre a en deux parties égales.
167; Question II. Étudier la variation de la sotntne des carrés dé deux nomûreê doni la sofnme est conMdnte,
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Première méthode. Appelons a la somme domiée, x l'un des nombres variables, l'autre sera a — x et la somme y de leurs carrés sera représentée par
Cette expression peut être mise sous la forme suivante
ou
La quantité y est la somme de deux quantités positives,
l'une fixe, l'autre variable. Si l'on fait croître a? de à -,
a* le terme variable diminuant, y diminue de a* à — ; a; con-
tinuant à croître de - à a, le terme variable 2 (oc )
augmentant, y augmtente de — à a*. Ainsi, la quantité y
diminue d'abord pour augmenter ensuite; elle passe donc
par un minimum. Ce minimum — a lieu pour a? = -, c'est- ^ as
à dire quand on partage le nombre donné a en deux parties égales.
Si l'on fait croître x au delà de a, l'autre partie a — X devient négative, mais son carré reste positif, et la somme augmente indéfiniment. Il en est de même si l'on donne à x des valeurs négatives.
A cette question algébrique se rattache Yélvde de la varialion du carré inscrit dans un carré dofiné. Si sur les côtés
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du carré donné AGBD , à partir des sommets et en tournant dans le même sens, on porte quatre longueurs égales AE, BF, GG, DH, et si Ton joint les points ainsi obtenus, on forme un carré inscrit EFGH.
Appelons a le côté du carré donné, x la longueur variable AE , Taire y du carré inscrit est représentée par l'expression
que nous avons mise sous la forme
Faisons varier a? de o à a; quand x=o, le carré inscrit coïncide avec le carré donné ABGD, Faire est égale à a* ;
X croissant do o à -, Faire du carré inscrit diminue de a' à — ; X continuant à croître de - à a. Faire croît de —
à a'; enfin, quand x devient égal à a, le carré inscrit
coïncide de nouveau avec le carré donné. Ainsi, Faire du
carré inscrit diminue d'abord de a' à — , pour augmenter
a* ensuite de — à a* ; elle passe donc par une valeur mini-
mum —, et Fon obtient ce carré minimum en joignant les
mm
milieux des côtés du carré donné.
Si Fon prolonge indéfiniment les côtés du carré donné,
toute restrictijon disparaîtra, et i*on pourra donner à a? des Yjajijeurs positives plu3 grandes que a et aussi des valeui's »ég*tives (le carré inscrit E'F'G'H' correspond à une valeur 4P' plus grande q\m a) . De cette manière le carré inscrit
i cette môm^ quetitioa se rattache encore Yétu^ de la vfifi(iUon 4^ i^ diagQnalfi d'un rectangle dont le périmètre est cmstfmt' Car si Vpn appelle aa le périmètre donné, x la b{^, a — X h Jiauteiur, la diagonale y sera
y= slx^-\'[a — xy.
Quand aî= o, le rectangle se réduijt à unje ligçyç (Jroite dp longueur a et la diagonale est égale à a. Si Ton fait croître x
de o à -, la diagonale diminue de a à -y=; x continuant
à croître de - à a, la diagonale augmente de --= à a ; à la
fin, quand a? = a, le rectangle se réduit de nouveau à ijipe Ugœ droite et la diagonale rjedevji^nt ^gpk^ ^ ^. Ainsi
la diagonale acquiert sa valeur minimum pour a? = - , c'est-
^dire quwd le rjeotan^e est un carré.
Les deux côtés du rectangle ayant des valeurs essentiellement postoves, on ne peut pas faire croître x au delà .de a, ni lui donner (Jes vajeurs négf^t^yes ; 1;^ di^on^ a donc sa plus çrande valeur fi pour ;^= o oi^ j: ;=.a, ^*es);-^-d|r,e quand le rectangle se réduit à une ligne droite.
168. Deuxième méthode. Proposons-nous d'abord la question suiv^i^ : Partager le nor^bre a en deux p/turli^i telles que la somme de leurs carrés soit égale à m. En appelaat at ,^ y cm deux parties, on a tes deux équations
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IVoi^ cQ0j^^88Qn$ déjà la fiomioe des deux incobnues; si nous pouvions trouver leur produit, nous id)tiendrîons ces deux inconnues par une même équation du second degré. Or ceci est facile. En élevant au carré les deux membres de la première équation, on a
x^ -|- ^xy -|- y' = a' ;
si Tq^ en f efiraacbe la çecwde, o^. trouve
d'où
XV
Ainsi les inconnues x et y sont les deux racines de l'équation du second degré
vr — au A == o ;
elles sont données par la formule
a 4 A' ^ — ^ a±sl2,rn — a*
l'une des racines est la valeur de a?, l'autre celle de y.
Pour que la question soit possij^le, il faut que la quantité placée sous le radical soit positive, c'est-à-dire que la va-
leur de m soit plus grande que — -. D'autre part, on peut
Je
a} donner à m une valeur quelconque plus grande que — ;
Je
car à tme telle valeur coïre^ondent des valeurs réelles
de 0? ^t de j/. Ainsi la quantité m prend toutes les valeurs
a* plus grandes que — et n'en prend aucune plus petite ; sa va-
leur la plus petite, ou son minimum, çst — . Lorsque m ?= ,—,
iù ^ A
les deux racines sont égales ; la somme des carrés aequiert
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donc sa valeur minimum, quand le nombre a est partagé en deux parties égales.
169. Question III. Les questions que nous avons traitées jusqu'à présent rentrent dans la question générale suivante: étudier la varialion du trin&me du second degré
ax* + bx + c.
Nous avons vu (157) que le trinôme du second degré, dont nous désignons la valeur par y, peut être mis sous la forme
Si, pour simplifier, on représente par A la quantité constante a Iq — y) » ®t q^® l'on pose a?= — -4-z,ona
Le binôme, mis sous cette forme, se compose de deux parties, l'une A constante, l'autre az' variable et de même signe que a. Lorsque le coefficient a est positif, la valeur de y reste constamment supériem*e à la quantité A ; elle acquiert sa plus petite valeur A, oti son minimum, quand
z= o ou X = — -. Si l'on fait croître js de — 00 à et
ensuite de o à + ^ » ïa valeur de y décroît de + 00 à A ,
pour croître ensuite de A à + 00.
Lorsque le coefiiciem a est négatif, la valeur de y reste
constamment inférieure à A ; elle acquiert sa plus grande
valeur A , ou son maximum, quand js = o ou z = — -.
Si l'on fait croître js de — 00 à o et ensuite de o à + 00, la valeur de y croît de — 00 à A, pour décroître ensuite de A à — c».
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Question IY. Étudier la variation de la surfaee totale
du cylindre inscrit dam un cône donné.
Désignons par r le rayon OA de la base du cône, et par h sa hauteur SO ; appelons x le rayon OC de la base du cylindre inscrit, y la hauteur 06. Les triangles semblables EGA , SOA donnent la proportion
d'où
La surface totale S du cylindre a pour expression
S = aia?* + 2^^y^ et, en remplaçant y par sa valeur
S=aitx| AH X L
n y a plusieurs cas à considérer, suivant que le cône donné a une forme plus ou moins allongée, i** Supposons
d'abord la hauteur h du cône moindre que le rayon de
f ft
la base, c'est-à-dire le cône très-aplati. La quantité
étant positive, on voit que la surface augmente à mesure que X augmente ; si donc on fait croître a? de o à r, la surface ira constamment en augmentant de o à 27cr'. Au commencement, quand a; = o, le cyKndre se réduit à la ligne droite OS et la surface est nulle; à la fin, quand X = r, la hauteur étant nulle, le cylindre coïncide avec la base du cône et la surface devient égale à airr*. Entre ces deux limites, la surface va continuellement en augmentant, sans adtemative de décroissance.
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a? Supposons mamtenaat h>r. rjexpreBsion de la surface dôvieuijli'a
S = 2Ttx I k X ,
ou -, o h—r ï hr 1
ft f
Négligeant le facteur constant positif air , nous pou-
VOUS nous borner à considérer le produit
des deux facteurs variables. La so;nme de cçs deux fecteurs est constante ; mais il ne faut pas en conclure immédiatement que le produit acquiert sa valeur maximum. quand les deux facteurs sont égaux entre eux; il faijit pour ce^a que ces deux facteurs puissent effectivement devenir égaux entre eux, ce qui rfa pas toujoy^ s lieu, comme nous allons le voir. Par une transformation que nous avons déjà faite pilusieurs fois, mettons le prpiihii^ 90U3 la lorn?^
h*r* / kr Y
Le rayon x de la base du cylindre n'est susceptible de varier gue 4ç 9 à. r* Si Ton a
hr
c'est-à-dire h < 2r, quand x croît de o à r, la quantité
hr
xe^ positive ,et ^imf^m s^s devenir égale à ^ro; 1^ sw* face du cylindre v^ e» ajggment*nt ço»tittHfiU§ï»eqJ d^pûp
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]/B codXitaenceiuiBnl; jusqu'à la fin, comme précédemmeot. Dam ice c^, 1^8 deux facteurs du produit ne deviennent pas
hr éeatix entre eux, ce qui exigerait que Ton eût a? = . . ;
1» surface ^riv^ à ^ ^^ grande valeur quand x = r^ c'GSprè.'diri^ (SWl4 }i^ ^teurs diffèrent le moins possible
br Supposons maintenant —77 r < *"» ou ft > 2r; a? va-
riant de à , — r, la surface augmente de à -jr r^;
X continuant à croître de -7^^ — r à r, la surfitce diminue de
cette valeur —77^ — r- îusqu'à la valeur extrême a-ïtr*. Ainsi
hr la surface passe par uç maximuçi pour x =
ism Qe f^9 te& deu2 facteurs du prodmt àifAnom mifSf» parlé deviennent égaux entre eux.
En résumé, si l'on fait croître a? de à r : 1° qi^iand fc < ar, la surface du cylindre inscrit va en augmentant continuellement depuis le commencement jusqu'à la fin; 2° quand /i> 2r, la surface augmente de zéro jusqu'à une certaine valeur maximum, puis diminue de ce maximum jusqu'à 2^*.
171. Question V. Étudier la variation du volume d'un cône circonscrit à une sphère donnée.
Soit AB un diamètre fixe de la sphère; menons par le point A un plan tangent à la sphère et sur le prolongement du diamètre AB prenons un point quelconque S pour sommet du cône circonscrit. Si le sommet S se rapproche 4u po^t Ç, }e pône, g'.éy^a^ 4e plu? ^n pl,us^ §j,iga?wte in-
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définiment; si, au contraire, le sommet S s'éloigne du
point B, le cône, s'allongeant de plus en plus, et ayant toujours une base plus grande qu'un grand cercle de la sphère, augmente aussi indéfiniment. Ainsi, lorsqu'on fait glisser le sommet S sur le prolongement du diamètre à partir du point B, on voit que le cône circonscrit, d'abord infiniment grand, commence par diminuer pour augmenter ensuite et redevenir indéfiniment grand, il passe donc par une valeur plus petite que toutes les autres, c'est-à-dire par un minimum. Le volume du cône a pour mesure
|7cÂC*xSA.
Appelons r le rayon de la sphère et x la distance BS. On a
SA = ar + X.
Les triangles semblables SAC , SOD donnent la proportion
AG_SA^ OD"~SD
d'où l'on déduit, en remarquant que la tangente SD,
moyenne proportionnelle entre SA et SB, égale ^x{2r+x)^
sjx (ar -\- x]
aC =
Si l'on remplace les quantités AC et SA par leurs valeurs, le volume du cône aura pour expression
i-irr
, (ar + xy
Proposons-nous d'abord cette question : circonscrire à la
sphère un cône de volume donné. Si, pour simplifier, nous
représentons le volume donné par ^ nr^tn^ nous aurons l'équation
qui, mise sous forme entière, devient
On en déduit
a? = 2(m — r) dz ay (m — r)* — r%
et, en simplifiant la quantité placée sous le radical,
ar=a(m — r)rh a ^m(fn — ar).
Pour que x soit réelle, il est nécessaire et il suffit que la quantité positive m soit plus grande que ar ; donc m a un minimum ar, et quand on donne à m cette valeur on trouve a; = ar. Ainsi le plus petit cône S'CE' circonscrit à la sphère a une hauteur S'A double du diamètre de la sphère ; le
volume de ce cône minimum est ■= itr' ; c'est le double du
volume de la sphère.
A toute valeur de m plus grande que ar correspondent deux valeurs de x réelles et positives ; il existe donc deux cônes ayant un même volume quelconque plus grand que le minimum ; la hauteur de l'un est plus grande que la hauteur S'A du cône minimum, celle de l'autre est plus petite. En effet, si dans le premier membre de l'équation (i) on remplace x par ar, on a un résultat négatif 8r (ar — m) ; donc l'une des racines est plus petite, l'autre plus grande que ar.
Ce qui précède montré bien que, lorsque x croît de o
à 8f , le volume du cône diroinue de l'infini à sa valeur minimum ^ 7or% et que, lorsque x coutiime à croître au delà de 2r, le volume augmente ensuite indéfiniment. 172. Question VI. Étudier la variation de la fraction
x^—ex+ 11'
dans laquelle x désigne une tariable réelle arbitraire.
Proposons-nous d* abord de trouver les valeurs de x qui rendent cette fraction égale à une quantité y. Nous aurons r équation
(y — a) X* — 6yx + i ly — 6 = o, d'où l'oa déduit
^ _ 5y'zfc ^9y^~ (y-^) (11.V-6J
et, ëri siiûplifiatit,
3y =b V — 2y* + ^Sy — 12
Pour que â? soit réelle, il est nécessaire et il suffit (Jue là quàïrtité placée sous le radical soit positive* Ainsi la quantité y prendra toutes les valeurs (Jui rerident positif le trinôirie
et n'en prendra pas d'autres. Le trîiiôtoe, ayant ses racines réelles, se décompose en facteurs du premier degré et B'écrit
ou
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Nous qi^elons y' \â j^us petite racine^ 9^ la pins gradde; Le triûôfiae est positif pour toutes les valeÉTr» de if comprises entre y' et y" , et il est négatif pour toutes tes autres valeurs. Ainsi, quand la variable x parcourt toute ï échelle des grandeurs, la fraction jMrdposéè y varie entre y' et y", sans jamais sortir de ces limites. La limite inférieure y' est un minimum^ la limite Supérieure y" un maximum.
Gomme sj/^h s= 6,657 * 0,001 près,' le nîinimumf dé là fraction est y' t=: 0,443» lemaximumf y*'=^ i^iSby: Lata-
ieur de x oui rend la fraction minimum est x' = . =
— 0,854; celle qui la rend maximum est a?"= —ît^ —
= 3,519. ^ toute valeur ae y comprise entre y' et y^' correspondent deux valeurs différentes de x.
Nous pouvons maintenant notts rendre compte de la variation de la fraction proposée, quand x varie d'une manière continue de — co à + c». Exapiinons d'abord ce que devient cette fraction, quand on donne à x une valeur numérique très-grande, positivé ou négative. Pour cela, nous diviserons par x* le numérateur et le dénominateur, ce qui donne
quand x est très-grand numériquement, les quantités -j, -, — ^ sont très-petites j et la fraction diffère très-peu
de la valeur 2 ; ceci nous apprend que la fraction tend vers la valeur 2 quand x augmente indéfiniment en valeur absolue. Si donc on fait croître x d'une manière continue de — co à — 0,854, la fraction proposée ira en diminuant
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de la valeur s à la valeur minimum 0,44^ ; ^ croissant ensuite de — 0,854 à 3,5 19, la fraction ira en croissant du minimum 0,44^ au maximum i3,557; x dépassant enfin 3,519 et croissant indéfiniment, lafiraction ira en diminuant du maximum 1 3,557 ^ ^^ valeur 2. Il est à remarquer que la fi^action passe deux fois par chaque valeur intermédiaire entre le minimum et le maximum ; il faut en excepter toute^ fois la valeur 2; la fi*action ne passe pas précisément deux fois par la valeur 2 ; car cette valeur doit être considérée comme la valeur limite vers laquelle tend la fi-action, quand x s'éloigne vers Tinfini positif ou vers Tinfini négatif.
Question VIL Étudier la variation de la fraction
Si nous cherchons les valeurs de a? qui rendent la fi-action égale à y, nous avons l'équation
X* — 6yx + 7y + 5 = 0, d'où
X = 3y zt v/gy*— yy— 5.
La fraction y prendra toutes les valeurs qui rendent positif le trinôme
Ce trinôme ayant ses racines réelles (y' = — o,452, tj" == i,a3o) se décompose en facteurs réels et se met sous la forme
Il est négatif pour les valeurs de y comprises entre y' et y"; mais il est positif pour toutes les valeurs de y plus grandes
que y" ou plus petites que y'. Ainsi la fraction y admet deux séries de valeurs : l'une ^ commençant à y'^ et s'élevant à + <>^ ; l'autre commençant à y' et descendant vers — oo* La valeur y" est le minimum de la première série, elle est donnée par a? = 3y" = 3,690 ; la valeur y^ est le maximum dé la seconde série, elle est donnée par x = 3y' = — 1 ,336.
Remarquons que les mots maximum et minimum n'ont pas ici un sens absolu, mais seulement un sens relatif. La valeur y" est la plus petite de toutes celles de la première série ; mais elle est plus grande que les valeurs de la seconde série. De même, la valeur y' est la plus grande de toutes celles de la seconde série ; c'est un maximum relativement à cette seconde série.
Ainsi , la fraction proposée varie de y" à + cys et dé y' à — co; elle parcourt toute Téchelle des grandeurs, sauf la portion comprise entre y' et y". Il faut remarquer que la fraction saute brusquement de — à + cy^, quand
X passe par la valeur ^. En effet, quand x est im peu plus
petit que ~ , la fraction est négative et très-grande en va-
leur absolue; dès que x dépasse un peu ^, la fraction devient positive et très-grande.
Si Ton divise le numérateiu* et le dénominateur par x^ ce qui met la fraction sous la forme
on voit que, pour de trè3-grandes valeurs de a?, le numérateur différant très-peu de a?, et le dénominateur de G, la
fraction est à peu près égale à ^. Elle a des valeurs trèsgrandes et de même signe que x.
Il résulte de tout ce qui précède que si Ton fait croître x de*~ co à — i ,556, la fraction va en croissant de — oo au
iaaaximum — o,452 ; x continuant à croître de — i ,556 à ~, la fraction va en décroissant de — o, 45 a à — <^* Quand x passe par la valeur | , la fraction saute brusquement de
— oo à + ^^» ^ croissant ensuite de | à 5,690, la fraction
décroît de + o« au minimum 1,280; x dépassant 3,690 et croissant jusqu'à + c», la fraction va en croissant de i,a3o
17â. Question VIII. Étudier la variation de la fraction
En égalant cette fraction à y et résolvant Téquation, on trouve
Le trinôme placé sous le radical ayant ses racines imagi* ginalres, peut se mettre sous la forme d'une somme de deux carrés
il reste constamment positif, quelle que soit la valeur de y. Ainsi la quantité y peut recevoir toutes les valeurs possibles, et la fraction proposée parcourt toute l'échelle des grandeurs de — 00 à + ^^•
La fraction saute brusquement de + »=> à — c/^, quand x passe par la valeur 2. D'autre part, si l'on divise le numé-
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rateur et le dénominateur par a?, elle s'écrit
et devient à peu près égale à - pour de très-grandes
valeurs de x positives ou négatives. On conclut de là que, quand x varie de — oo à + 2, la fraction va en augmentant de — 00 à + 00 ; X passant par la valeur 2 , la fraction saute brusquement de -f c» à — o« ; a? variant ensuite de 2 à -f 00, la fraction croît de nouveau de — c» à -f- c», parcom^ant une seconde fois toute l'échelle des grandeurs.
D'après ce que nous avons dit, la fraction parcourt deux fois toute l'échelle des grandeurs; dans chacun de ces mouvements, elle va en augmentant continuellement sans éprouver d'alternative de décroissance; autrement elle passerait plus de deux fois par la même valeur ; ce qui ne peut pas être, puisqu à une même valeur de m ne correspondent que deux valeurs de x.
175. Question IX. Les trois dernières questions rentrwt dans l'étude de la variation de la fraction rationnelle
ax^-^- bx -^ c ^^^ a'x^+b'x + e''
Les exemples précédents montrent les circonstances principales qui peuvent se présenter ; cependant il est bon de traiter la question d'une manière générale.
Les coefficients a, 6, c, a\ h\ c' étant supposés réels, à toute valeur réelle de la variable x correspond une valeur réelle de la fraction. Cherchons les valeurs de a? qui correspondent à une valeur donnée y dé de la fraction ; nous avons
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à résoudre réquation du second degré
ax* -{- bx-{-c
ou
(a) (û'y - a)ir« + {b'y — b)x + (c'y — c) = o;
d'où Ton déduit
La quantité placée sous le radical est un polynôme du second degré en y, que nous représenterons par
(4) Ay* + By + C,
en posant, pour abréger,
A±=ô'*~4aV, C~6*— 4«(?, B=4(ac'+ca') — aô6'.
La variable x étant réelle, on pourra attribuer à y toutes les valeurs qui rendent le trinôme (4) supérieur ou égal à zéro, et aucune autre. Il y a plusieurs cas à considérer :
1* Supposons que le coefficient A ait une valeur négative. La quantité B* — 4AG ne pourra être négative ; car, si cela avait lieu, le trinôme (4), ayant ses racines imaginaires, conserverait le signe de son premier coefficient A (n" 157) , et par conséquent serait négatif pour toutes les valeurs réelles de y : à aucune valeur réelle de y ne correspondrait une valeur réelle de X, ce qui est impossible, puisqu'à toute valeur réelle de x correspond une valeur réelle de y% La quantité B* — 4AG sera donc supérieure ou égale à zéro. Si cette quantité est positive, le trinôme (4), ayant ses deux racines y' et y" réelles et inégales, sera positif pour toutes les valeurs de y comprises entre y' et y", et négatif pour toutes les autres valeurs de y. Ainsi, dans ce cas, la fraction y variera de y' à y"; la plus petite racine y' sera un minimum, la plus grande y" un maximum.
Il est fq.cile <Je le reconnaître à priori : la quantité A ou 6" — /^a'c' étant négative , le trinôme a'x^ + b'x + c' ne
s'annule pas, et par conséquent la fraction conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies de x. Conune elle
diffère très-peu de la quantité finie —, pour les valeiu^ de x
très-grandes numériquement, on en conclut que cette frac-^ tion reste comprise entre deux limites.
Si la quantité B* — 4AC était nulle, le trinôme (4) , ayant ses racines égales, se mettrsdt sous la forme A (y — y')* ; il serait négatif pour toutes les valeurs de y, excepté pour y = y'; on ne pourrait attribuer que cette seule valeur à la fi*action, qui alors serait constante. Il est facile de voir que, dans ce cas, les coeflScients des termes correspondants des deux trinômes qui composent la fraction sont proportion-, nels. En effet, y ayant une valeur constante, quelle que soit la valeur de a?, Téquation du second degré (2), dont les coefficients ont des valeurs constantes, est vérifiée par une infinité de valeurs de x ; il faut donc que les trois coefficients soient nuls séparément, c'est-à-dire que l'on ait
ofy — a = o, b'y — ô = o, c'y — c=:o,
et par suite
abc
Réciproquement, quand les coefficients des trinômes ox* 4- ft^ + c'^' ^' + ^'^ + ^' sont proportionnels, la fraction a une valeur constante ; car, si l'on a-7 = 77 = -7 = fc,
k étant la valeur de ces rapports égaux, on en déduit a=^ka\ b=kb\ c = kc\ et la fraction proposée devient
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On peut supprimer le facteur commun a^a;'+6'a;+c'; alors la fraction ne contient plus la variable â? et se réduit à une omstante &•
1'' Supposons maintenant que le coefficient A ait une valeur positive. Si la quantité B* — 4AC est positive, le trinôme (4) , ayant ses racines y' et y" réelles et inégales, est positif pour toutes les valeurs de y inférieures à la plus petite racine y', ou supérieures à la plus grande y", et négatif pour toutes les valeurs comprises entre les racines. La fraction y prendra donc deux séries de valeurs, allant, l'une de y' à — oo, Tautre de y" à + c»; y' est le maximum de la première série, y'' le minimum de la se^ coude série. Le dénominateur a!x* + Vx + c' a ses racines réelles et y devient infinie quand x passe par l'une de ces racines.
Si la quantité B* — ^kC est inférieure ou égale à zéro, le trinôme conserve une valeur positive pour toutes les valeurs de y. Ainsi, dans ce cas, la fraction parcourt toute l'échelle des grandeurs de — <y:>à 4-<^*
3** Considérons enfin le cas où le coefficient A est nul. La quantité placée sous le radical se réduit à un polynôme du premier degré By+ G, que Ton peut mettre sous la forme B(y — y'). Si le coefficient B est positif, la fraction y prend toutes les valeurs supérieures à la valeur y', qui est un minimum. Si le coefficient B est négatif, y prend au contraire toutes les valeurs inférieures à la valeur y', qui est un maximum.
Le coefficient B pourrait être nul en même temps que A ; le coefficient C étant supérieur ou égal à zéro, y prend toutes les valeurs possibles. Dans ce cas, Téquation (3) devient
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d'où l'on déduit
et Ton voit que la fraction proposée se réduit au premier degré ; cette réduction a lieu par la suppression d'un facteui* commun du premier degré»
176. Question X. Étant donnés deux cercles qui se cowpent au point A ; par a point on mène une sécante queh conque BG; étudier la variation du produit des deuxportionê AB et ÂC de cette sécante.
Étudions d*abord sur la figure la variation du produit AB X AG. Faisons tourner la sécante autour du point A de
droite à gauche ; si nous partons de la position AD où elle est tangente au grand cercle, le seg-ment AB est nul ainsi que le produit ; quand nous arrivons à la position AE où elle eat tangente au petit cercle, le segment AG s'annulant, le produit redevient nul ; dans l'intervalle le produit a donc passé par un maximum. Si nous continuons le mouvement dans le même sens pour idler de la position AE à la position AD, le produit, partant de «éro pour revenir à zéro, passe par un second maximum»
Supposons (ptô la sécante occupe la position BG ; des centres et 0', abaissons sur cette sécante les perpendiculaires OP, O'G, et du 'centre 0', menons tme parallèle (XH à h^ftftte« Appek)ns a et 6 les rayons OA, O'A des deux cercles, d la dlstaîice OC des centres, jî et y les moitiés AP, A6 dee deux segments de la sécante, i^m le produit de ces
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deux segments, on a la première équation
(i) ^ xy=m.
Le triangle rectangle OO'H donne
d*= cl' +01' = (a? + y)*+ (OF— O'G)»; si Ton développe les carrés, et si Ton observe que
il vient
d* = a -f 6* + am — 2 ^[a} — x*) (6* — y'), d'où
en désignant, pour abréger, par A la quantité connue — "-^ — — — . En élevant au carré, et développant, on a
û«6^ _ 6 V — d'y* + x*y« = (A + m)% ou
Les deux équations (i) et (2) conviennent aussi au cas où la sécante occupe la position AB' ; seulement, dans ce ^cas, le segment AC, étant porté en sens contraire, sera regardé comme négatif, ain^i que le produit ni« Dans le triangle rectangle OO'H', le côté O'H' est égal à la différence AF' — AG', ou à la somme algébrique a? + y ; le côté OH' est une somme OF + O'G', au lieu d'être une différence comme précédemment ; le signe placé devant le ri^^gal est donc changé, mais l'élévation au carré dpnne la même équation (2). Puisque, dans cette nouvelle position de la
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sécante, le produit m est regardé comme négatii, on voit que le second maximum géométrique correspond à un minimum algébrique. Ainsi le produit m variera entre un minimum négatif et un maximum positif.
Afin de rendre l'équation (2) symétrique par rapport aux deux inconnues, nous poserons
bx = 3f, ay:=i\(,
prenant pour inconnues nouvelles 7! et y' ; les équations (1) et (2) deviennent ainsi
(3) a!y'^=zahmy
(4) ar'* + y'« = a»6* + m«— {A + m)«.
On connaît le produit des deux inconnues et la somme de leurs carrés. Si à la seconde équation on ajoute la première multipliée par ^, il vient
(a/ + y7=(a6 + m)«-(A+m)% d'où
x' + y' = ±: \J{ab—k) (a6 + A + am).
De même, si de la seconde équation on retranche la première multipliée par 2, il vient
(a/ - yj = [ob — w)« — ( A + m)% d'où
x'—'!/ = ±:\j[ab+ k)[ab — k— am).
Si Ton remplace A par sa valeur, les deux expressions précédentes deviennent
(5) a/+ 3/=: zh i v^[ti«-(a-6)«][(a+6)«-(^«+4m].
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Pour que la question soit possible, il est nécesssdre et il suffit que les deux radicaux soient réels. Nous remarquons d'abord que« puisque la distance des centres est plus petite que la somme des rayons et plus grande que leur différencoi les deux quantités
(a + 6)«^d% eP— (a — *)•
sont positives ; en représentant, pour abréger, par p et g ces deux quantités positives, on a
Le premier radical est réel, si l^m est plus grand que ^--p, le second, si l^m est plus petit que q. Donc le produit des deux segments de la sécante varie du minimum — p au maximum + î- Si Ton fait 4m = ç, on aa?' — y'= o, et par smte hx =ay,
ûd CL
OU - = ^; les deux segments AB et AG étant proportion-
nels aux rayons, les deux triangles OAB, O'AG sont semblables, les rayons OA, O'G sont parallèles, et par conséquent la sécante passe par le centre de similitude externe des deux cerclas. De même, si Ton fait fyfn = — p, on a oj' + y' = ; la sécante AB' passe par le centre de similitude interne. Ainsi le produit acquiert son premier maximum, quand la sécante passe par le centre de similitude externe ; il acquiert son second maximum numérique, quand la sécante passe par le centre de similitude interne.
177. Question XL Alvéole des abeilles. Ëtant donné un prisme droit ayant pour base un hexagone régulier, prenons
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sur le prolongement de l'axe O'O du prisme (fig* \) m point Fig 1. arbitraire S; par ce point et
les trois côtés du triangle équilatéral ACE, que Ton obtient en joignant deux à deux les som?mets de la base supérieure* menons trois plans ; ces plans détachent du prisme hexagonal trois tétraèdres BAGG, DCEH, FAEK, et les remplacent par le tétraèdre SAGE placé au-dessus du prisme ; nous formons ainsi le solide représenté par la figure s, qui se termine à sa partie supérieure par une sorte d'hexagone gauche, réunion des trois losanges
Fig. 2. qui aboutissent au sommet S.
Il est aisé de voir que le volume du solide ainsi formé est constant, quelle que soit la position du point S sur le prolongement de l'axe du prisme, En effet, les deux losanges SAGG, OABG (fig. i) ayant une.
diagonale commune AG, les deux autres diagonales SG et OB passent par le môme point L, milieu de AG ; les Uiangles rectangles LBG, LOS, sont égaux, et l'on a BG = OS. Il en résulte que le tétraèdre GABG détaché du prisme, et le tétraèdre ajouté BAOG, sont égaux, comme ayant leurs bases égales ABG, AOG, et aussi leurs hauteurs égales BG et OS. Ainsi la somme
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des trois parties détachées du prisme est égale à la pyra* mide ajoutée SAC]$.
Considérons maintenant la surface du solide. Appelons a le côté A'B' de 1* hexagone régulier, I la longueur de l'arrête AA' du prisme primitif, x la distance arbitraire OS. La surface latérale du solide que nous étudions, se compo- 3ant de six trapèzes tels que AA'FG, a pour mesure
3(AA'+ GB') X A^B'= Za[2l — x).
Les trois losanges qui terminent le solide ont pour mesure
SAC X SG
= SAC X SI^ ta 3a
Ainsi la surface totale du solide, abstraction faite de la base inférieure, a pour expression
fz\/x* + j.
Cherchons la valeur de x pour laquelle cette surface est égale à une surface donnée que, pour simplifier, nous représenterons par 5am; nous avons l'équation
ou
A l'inspection de cette équation, on voit que le premier membre étant plus grand que x, la quantité m — 2/ est po^tive; si on la représente par m', l'équation devient
En élevant au carré, on obtient l'équation du second degré
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(a) ax' — am 0? + "7 m ' = o.
Les racines seront réelles si la quantité positive m' satisfait à la condition
ou plus simplement
Tant que Ton a m' < — ^, le produit étant positif, les
deux racines de l'équation (2) sont positives et conviennent àl'équaUon (1); on a deux solutions du problème. Quand
on a m' = — ^, Tune des racines est nulle, l'autre positive ; on a encore deux solutions, l'une d'elles est le cylindre non
modifié. Enfin, quand on a m' > -^, l'une des racines est
positive, l'autre négative : la racine positive convient évidemment à l'équation (1); la racine négative y convient aussi ; car elle est comprise entre les deux quantités o et — m' qui, mises à la place de x dans le premier membre de l'équation (2), donnent des résultats de signes contraires. Si l'on attribue à m' sa valeur minimum — ^ on a
On conclut de là que, si l'on fait varier x de — / à -| — j— ♦
la surface va en diminuant continuellement, et qu'elle
augmente ensuite, quand x croît de -[ — ^ à + ' 5 elle
passe donc par un minimum pour x = —7—.
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Les abeilles construisent leurs cellules sur ce plan/ L'entrée de Talvéole est un hexagone régulier A'B'CD'ET (fig. 2) ; le fond est formé de la réunion de trois facettes planes inclinées de manière que la surface soit minimum.
Il y a ainsi économie de cire. Les alvéoles sont placées les unes à côté des autres en doubles rayons, les ouvertures tournées en dehors , et les fonds se touchant exactement de manière qu'il n'y ait pas d'intervalle vide entre elles et que chaque cloison serve à deux cellules voisines.
178. Question XII. Partager un nombre donné en plusieurs parties de manière que le produit de ces parties soit
maximum.
Pour fixer les idées, supposons que l'on partage le nombre donné positif a en trois parties positives a?, y, js, dont chacune peut varier de à a. Le produit, devenant nul quand l'un des facteurs est nul et conservant ime vaJemfinie positive dans cette étendue, admet évidemment un maximum ; il est aisé de reconnaître que ce maximum a lieu quand les trois facteurs sont égaux entre eux, c'est-àdire quand a? = y = s = •». En effet, supposons que deux
des facteurs, par exemple x et y, diffèrent; fixons le troisième facteur 5, et faisons varier les deux premiers facteurs X et y, dont la somme a — js est alors constante, de manière à les rendre égaux entre eux ; il est clair que nous augmenterons le produit xy et par suite le produit xyz; ainsi, tant que deux facteurs diffèrent, on peut les modifier de manière à augmenter la valeur du produit ; le produit n'arrive donc à sa valeur maximum que lorsque les trois facteurs sont égaux entre eux.
Applications : i** L'aire d'un triangle est exprimée par h
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formule
dans laquelle a, 6, c désignent les trois côtés et ap le périmètre. Si Ton fsdt varier les côtés de manière que le périmètre reste constant, la somme des trois fkcteurs variables p — a^p — &, p— c restant constamment égale à p, leur produit sera maximum quand ces trois facteurs seront égaux entre eux, c'est-à-dire quand asr^b r=s c. Ainsi, de tous les triangles ayant même périmètre^ le plus grand est le triangle équilatérah
2** Étant données n quantités a, 6, c,.-..,., toute quantité grande que la plus petite et plus petite que la plus grande des quantités données est dite une moyenne entre ces quantités. Il est clair que la quantité
est une moyenne entre les quantités données ; on l'appelle . moyenne arilhmélique. Supposons que les quantités données soient toutes positives, Texpression
\abc.
MMi
sera aussi une moyenne entre ces quantités ; on lui a donné le nom de moyenne géométrique, 11 est aisé de démontrer que la moyenne arithmétique est plus grande que la moyenne géométrique. Nous voulons faire voir que Ton a
> \/abc.
ou, en élevant les deux membres à la puissance n,
i ■ ■■■■ ■■■ ■ .■! > aoc.
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Le premier membre est le produit de n facteurs égaux
à — î — Il — jLhi . la somme de ces facteurs est n
le second membre est un produit de n facteurs inégaux dont la somme est aussi a + & '+ <î + • • • i 1^ somme des facteurs étant la même de part et d'autre, le premier produit, dont tous les facteurs sout égaux, est plus grand que le secondé
i 79. Remarque. Dans la question précédente, nous avons supposé que les factem-s variables et positifs ne sont assujettis qu'à la condition
d'avoir une somme constante; chacun des facteurs varie de o à a, et on peut les prendre tous arbitrairement, excepté un. Dans ce cas^ nous ayons vu que le produit est maximum, quand tous les facteurs sont égaux. La même propriété subsiste quand, outre la condition d'avoir une somme constante, les facteurs variables sont assujettis à vérifier d'autres relations, pourvu, toutefois, que les nouvelles relations permettent de rendre tous les facteurs égaux entre eux. Pour fixer les idées, bornons-nous au cas de trois facteurs, et supposons que ces trois facteurs positifs soient assujettis à vérifier les deux conditions
(i) x+îr + z = a,
(a) X + ay -f" 3* = *•
Imaginons d'abord que l'on fasse abstraction de la relation (2) et que l'on donne aux trois facteurs x, y, z tous les systèmes de valeurs positives qui vérifient la relation (i) ;
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a' la plus grande valeur du produit xyz sera la valeur — ,
qui a lieu quand on fait .t = y = js = -. Si, maintenant,
on tient compte de la relation (2), il faudra, parmi les systèmes de valeurs de a?, y, z qui vérifient la relation (1) , prendre seulement ceux qui vérifient en même temps la relation (2) ; le produit xyz ne passera plus par toute la série des valeurs qu'il avait précédemment, mais seulement par ime partie d'entre elles ; il est évident que le maximum de la série partielle ne pourra, dans aucun cas, surpasser le maximum de la série totale considérée précédemment ; le plus souvent même il sera moindre. Si les trois facteurs peuvent devenir égaux entre eux, ce qui a lieu quand 6=2a,
le produit acquerra la valeur maximum — ; mais si b dif--
fère de 2a, les trois facteurs ne pouvant être rendus égaux
entre eux, le produit n'atteindra pas la valeur — ; son
maximum sera plus petit que — ; dans ce cas, pour déterminer le maximum, il faut recourir à une autre méthode qui sera exposée dans le Cours de mathématiques spéciales.
180. Question XIII. Partager le nombre a en deux parties x et y telles que le produit x*" y*" soit maximum. Nous pouvons écrire ce produit sous la forme
/cm -.n
Faisons abstraction du facteur constant m** n*, et considérons seulement l'expression variable
que l'on peut écrire ainsi :
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XX ^y y
mm n n
G'eat leprû«li4t de m + h ffKiteursfe, doot^n 9^1 égMx Ji —,
et n égaux à - ; fe. somme de totts ces fkcteurs
est constante, puisque ac + Jf = « ; d'ailleurs tous ces facteurs peuvent être rendus égaux entre eux; donc le produit acquerra sa valeur maximum, quand tous les facteurs seront égaux çntre eux, c'est-à-dire quand on aura
Ainsi il faut partager le nombre a en deux parties propor-
tonnelles aux dei*x exposants m et n.
AffUmlmms. r" Étant doBoée na&feBffie âeojurtott car»
rée ABCDi si, après avoir mené des parallèles aux quatre côtés â la même
d^nce , m «^Vô' le% {^tîtg ^Mf^ dans les angles et qu'on relève les portions rectangulaires telles que EKLF, on forme une boîte à fond carré WQYl, Appeltosp sa te oAté AB de la feuille è^ carton et x la Sstaoïee AK à laquelle oa trace les paralîèles^? la boite a picmr hbm un osttT^ èmX le côté EF est 2a — «vr ou a (a — x)\ sa hauteur est x\ le volume a pour expression
Quand x varie de o à o-, Je- vohime, qui est Httl pour â?=s£e, augmente d'abord, pour dhninuttr ensuite et redevenir nul; il passe donc par un maximum ; la somme des deux facteurs variables a — a; et x étant ^constante, ce maximum
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aura lieu quand ces deux facteurs seront proportionnels aux exposants 2 et i , c'est-^-dire quand on aura
d'où
Ainsi, pour obtenir la boîte la plus grande, U faut partager le côté AB en six parties égales et mener les parallèles par les premiers points de division.
2** Quel est h plus grand des cylindres circulaires droits qui ont une surface donnée ? Appelons x le rayon de la base du cylindre et y la hauteur, désignons par 2ua' la surface totale et par V le volume ; on a
(1) x* + xt/ = a\
(2) V=:icx'y.
Si dans l'expression du volume on remplace y par sa valeur
tirée de l'équation (1), il vient
(4) V=;ira?(a*— a?«).
L'équation (3) fait voir que op peirt varier de o à a; le volume, partant de zéro pour revenir à zéro et conservant une valeur finie, passe nécessairement par un maxiI^umt Le volume aura sa plus grande valeur, quand le prodiïit x{a* — x^) ou son carré a;*(a*|-r-a;*)* sera maximum. En regardant x' comme la variable, nous avons deux facteurs variabljBs x* et a* — x^ dont la somme est constant^; Iç maximum a lieu quand ces facteurs sont proportionnels aux exposants i et 2, c'est-à-dire quand on a
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d'où
a • aa
Ainsi, de tous les cylindres de m^me surface totale, le plus grand est celui dont la hauteur égale le diamètre de la base.
181. Remarque. Un grand nombre de questions de maximum et de minimum se correspondent deux à deux, de telle sorte qu'à un maximum dans Tune se rapporte un minimum dans l'autre. Soient w et r deux quantités variables, telles qu'à chaque valeur de u correspondent une série de valeurs de v et à chaque valeur de v ime série de valeurs de u. Appelons 6 la plus grande des valeurs de v qui correspondent à une même valeur a de ti, et V la plus grande des valeurs de v qui correspondent à une autre valeur a' de u ; si la seconde valeur a! attribuée à u est plus petite que a , nous supposons que le second maximum 6' est plus petit que le premier 6. Inversement, je dis que a est la plus petite des valeurs de u qui correspondent à la valeur 6 attribuée à v. On remarque d'abord que a est l'une de ces valeurs; d'autre part, il est impossible que u prenne une valeur a' plus petite que a ; car les valeurs de t> qui correspondent à cette valeur à! de u étant toutes égales ou inférieures à la quantité 6' qui est plus petite que 6, aucune d'elles n'est égale à 5.
De même, appelons h la plus petite des valeurs de v qui correspondent à une valeur a de ti, et 6' la plus petite des valeurs de v qui correspondent à une autre valeur a' de u ; si a! est plus grand que a, nous supposons le second minimum 6' plus grand que le premier 6. On démontrera de la même manière que, inversement, a est la plus grande des valeurs de u qui correspondent à la valeur 6 de v.
Ainsi, quand les deux quantités variables m et v ont des
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Valeurs a et 6 telles que b soit la plus petite ou la plus grande des valeurs de v qui correspondent à la valeur a de ti, A b augmente ou diminue avec a, inversement a est la plus grande ou la plus petite des valeurs de ti qui correspondent à la valeur 6 de r.
Supposons, par exemple, que ti et v désignent le périmètre et la surface d'un rectangle. Gomme il existe une infinité de rectangles ayant même périmètre, à une même valeur du périmètre u correspondent une infinité de valeurs de la surface v. De même, comme il existe une infinité de reotangles ayant la même surface, à ime même valeur de v correspondent une infinité de valeurs de w. Nous avons vu (n* 165) que, de tous les rectangles ayant même périmètre a, le plus grand est le carré ; appelons b Taire de ce carré ; il est évident, d'ailleurs, que Taire b du carré diminue avec son périmètre a. On en conclut que, inversement, de tous les rectangles qui ont même surface 6, ce carré est celui qui a le plus grand périmètre a.
Nous avons vu aussi (n* 17^) que. de tous les triangles de même périmètre, le triangle équilatéral est le plus grand. D'ailleurs Taire du triangle équilatéral diminue avec son périmètre. On en conclut que, de tous les triangles de même surface, le triangle équilatéral est celui qui a le plus grand périmètre.
Nous avons supposé, dans la démonstration du théorème précédent, que b augmente ou diminue avec a ; si 6 augmentait quand a diminue, on considérerait les quantités variables fi et -. A im maximum de u correspondrait un minimum de -, et par suite un maximum de v*
CHAPITRB IV.
JÉQU^yiONS . BÉDUQTIBLES DU, SECOND DEGRÉ.
.nrrrurm-jut
Équations bicarrées.
1Ô2. On Homme équations bicarréçs, des équatiotis. du
(|uatrième degré qui ne renferment que les puiâsances pâifes de i*inconîiue. La forme générale dp Véquatioix bicarrée est
Si Ton pose a?' = y, prenant pour > inconnue nouvdte f t Téquation se ramène à réquatien du second àe^é
OûefldôdliU
— bdis/b* — liac
y -^ r ■ il ^ 1 1 T I 11 1 1 if II, ,• ' ^ *"
îta
UÙBi Gomm0 û^tài^^y^m afmuleme»^
Chacune des valeurs de y donne pour a? deux valeurs égales et de signes contraires* Ainsi Téquation bioarrée admet quatre racines, égales deux à deux et de signes contraires.
Si Féquî^tipn (2) a ses deux racines réelles et positives,
Téquatioû bicarrée a seé quàtPé mcihe» fêèV^i Si Tune des racmes de réqfuation (2) est positive, Tautre négative» Téquation (1) adiflet deux racines réelles et deux imaginaires. Si les deux raciiEife ^ Véqùtàtàati (s) ^5bnt nëgatl'?iéë ou imaginaires, les quatre racines de Téquation (i) sont imaginaires.
Exen^les.
Question I. Résoudra les deux équations
En tirant de la première
et substituant dans la seconde, on arrive à l'équation du quatri^àse il^ré i^eàrrée
d'où Ton déduit
x = ±\/:zÈ±^=±i/:
ILes deux vateurs de âp* scmt réelles, Tûne posilàve 4» l'autre négative — 9; la valeur positive donne pour x deux racines réelles
i=zta; d'où y ===±3; la valeur négative domie deux racines imaginaires
X == ± 5î; d^où y = ^-^. = i^: at,
18A. Question ÏI. i)kérminef un c6ne cirMàti'e droU^ connaissant m tin^rfact totale ft son wt^im.
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Désignons par x le rayon de la base, par y le côté, et
représentons par 4«<»' la surface et par %zb^ le volume du
cône, nous avons les deux équations
(i) x^+xy = ^a\
(a) x^ vy' — j?'= 46'^.
Si, dans la seconde équation, on remplace y par sa valeur tirée de la première, on obtient l'équation
(4) ax v^4a* — 2x' = a6%
qui, par l'élévation au carré, devient l'équation bicarrée
(5) aV* — 2a*a?'-|- 2Ô*= o.
Cette équation aura deux racines réelles et positives, si
la condition 6* < — est remplie. Chacune de ces racines
vérifiant l'équation (4) et rendant le radical réel, est
moindre que a^2 , et par suite donne pour y une valeur
positive plus grande que x; on a ainsi deux solutions.
a* Quand on a 6* = —, les deux racines sont égales et Ton
Si l'on suppose que la surface totale du cône soit constante et que l'on fasse varier le volume, on voit que le volume acquerra sa valeur maximum, quand le côté du cône sera égal à trois fois le rayon de la base.
Au reste l'étude de la variation du volume se ramène à celle d'un polynôme du second degré. On a, en effet,
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Quand x croît de o à a, et de a à ay/a , le volume augmente de zéro à sa valeur maximum pour diminuer ensuite jusqu'à zéro.
185. Question III. Dans une sphère donnée^ inscrire un cylindre ayant une surface totale donnée.
Appelons r le rayon de la sphère , x le rayon de la base du cylindre, 2y sa hauteur, et représentons la surface totale par /^Tza^. Nous aurons les deux équations
(a) aicx' + 4'^^y = 4''^«'«
Si, dans la première équation, on substitue la valeur
tirée de la seconde, on arrive à l'équation bicarrée
d'où l'on déduit
La valeur de x devant être positive, il est inutile d'écrire le signe db devant le grand radical.
Pour que l'équation (4), du second degré en a;', ait ses racines réelles, il est nécessaire que l'on ait
ou
Il en résulte la condition
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Si cette condition est remplie, les deux valeurs de x^ sont réelles et positives^ Appelons a?'* la plus petite, a?"* la plus grande.
Si Ton substitue chacune de ces valeurs dans l'équation (3) , on aura pour y deux valeurs correspondantes y' et y". Mais la valeur de y doit aussi être positive ; il faut donc que Ton ait
Quand on remplace a?' par sa', le premier membre de Té-
quation (4) deVltent égal à 8«»X2«*— ^*), %\û^ < ~, le ré*
sultat étant négatif, la plus petite racine ce'* étant inférieure
à 2a*, donne une solution du problème; la phàs gtrande^
étant supérieure à 2 a*, ne convient pas à la question. Si
r* a* > —, les deux racines sont toutes deux, ou inférieures,
ou supérieures à 2 a' ; mais elles ne peuvent être supérieures
Aa* à 2 a*, puisque leur produit est égal à ~; donc dtes sont
inférieures à 2a% et donnent deux solutions de la question.
En résumé, pour que le problème soit possible, il faut
que la surface totale du cylindre soit plus petite que
ur*(^5 + i). Si cette surface est plus petite que 2ur% le problème admet une solution ; si la surface est plus grande que «ur% tout en étant moindre que le méudmtam, le problème admet deux solutions.
On voit par là que, lorsqu'on fait varier le rayon x du
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cylindre de ô à r, la surface augmente de o au maxipaum 7ir'(v/5 + i), pour diminuer ensuite de ce maximum à 2ur*,
* Transformation des expressions de la forme y a dz y'b.
186. Les quantités irrationnelles de cette forme proviennent, comme nous l'avons vu, des équations bicarrées; il est possible quelquefois de les transformer en une somme ou en unfe difiéreûce de deUi raditaux simples, et ceci offre un eertaitt avantage eii retidant îë calcul plus simple et ^lus facile. Mais nous allons d'abord établir un principe qui nous servira.
Lorsque deux quantités incommensurables de la formn
a + v/b , les lettres a €< b désignant dèv^ quaniitts commen-^ surables^ sont égales^ les parties commensurables sont égales, ainsi que les parties incommensurables. Je dis, par exemple, que l'égalité
dans laquelle les lettres a et a' désignent des quantités commensurables quelconques, 6 et 6' des quantités commensurables non carrés parfaits, ne peut avoir lieu que si l'on a séparémenta=a', 6=6'.En effet, de l'égalité précédente, ondéduit
^b = [o:—a)-\-sJb\
et, m, élevant au carré les deux membres,
b = (a'— a)« + ô» + 2 {ô!~ a] SJV.
Si a était différent de a', on aurait
^ . 2(a'— fl) '
et la quantité ihcommensurabie ^T' serait égale à une quan-
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tité commensurable, ce qui est impossible. Il faut donc que Ton ait a^=a'; mais alors on a aussi b = 6'.
187. Proposons-nous maintenant de transformer l'expression \a + ^bi dans laquelle a et ( désignent des nombres positifs commensurables, en une somme de deux radicaux simples. Posons donc
Va + v/^= v/i + s/y.
Nous voulons que les deux nombres cherchés a? et y soient commensurables. En élevant les deux membres au carré, on a
En vertu du principe précédemment établi, cette égalité ne peut avoir lieu que si Ton a séparément
4xy = b.
Nous connaissons la somme et le produit des deux inconnues ; ces deux inconnues sont donc les racines de Téquartion du second degré
tl'— 0^ + 7= O,
d ou u = .
On voit que les nombres cherchés seront commensurables lorsque la quantité a* — (est un carré parfait. En désignant par k^ ce carré, on a ainsi
La transformation de l'expression \a — ^6 s'effectuera
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de la même manière. On posera
y a — \/Â = )Jx — Vy ; d'où l'on déduit
a — V'Âsrx+y — a v/xy, et par suite
4ary = 6.
Les valeurs de a? et de y sont donc les mêmes que précédemment. La transformation sera possible si la quantité a' — 6 est un carré parfait. En désignant par fc* ce carré, on a
Applications, i* Transformer l'expression y 7 + V^- La quantité 7' — 13 ou 36 étant égale au carré de 6, la transformation est possible et l'on aura
v/;t7s= v'?+ v¥= vr+ \/-:=^-
2* Transformer l'expression y 6 — 2 y/S. On la mettra
sous la forme y 6 — y/io , en faisant passer le facteur 2 sous le radical. La quantité 6* — 20 ou 16 étant égale au carré de 4? 1^ tran^ormation est possible et l'on aura
* Équations trinùmes.
188. Considérons une équation de la forme (1) aa:**4"*^**+^ = ®«
En posant x"^ = y, on est ramené à l'équation du second
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degré
(a) ay* + ôy + c = o.
Une fois les valeurs de y connues, on obtient celle de x par la formule
Il y a plusieurs cas à examiner;
1* Si m est pair, toute valeur réelle positive de y donne pour X deux valeurs réelles, égales ^ de signée ewtraireB* Mais une valeur négative de y ne dona^ ipfim » qvie des v^ leurs imaginaires ; car les puissances pw^ ^ quantités réelles, positives ou négatives, sont toujours positives. G' est ce que nous avons vu dans la résolution des équations bicarrées.
2° Si m est impair, toute valeur réelle de y donne pour x raie valeur réelle de même signe et une seule. Soit, par exemple, l'équation
x^ — igx^ — ai6 = o;
Téquation du second degré
que Ton obtient en posant x'=y, a pour racines — 8 et + 2 7; Véquâticm proposée admet les deux radnes réelles — 2 et 4-3< QMtre le& racines réelles doBt noua venons de parkrt Téquat^ aân)iet encore des radtnes imagiimired dont il aers question plus tard.
Exercices sur le Livre 111.
Question I. Trouver le pMol également ëdaifé par deux lainières sur la droite qui les joint.
Question II. Partager un trapèze ea 4wx fartteft éfoiTaleotes pfv une droite parallèle aux deux bases.
Question III. Dans un cevd^^imacEln imreetiuigle ayant une aire donnée. = Maximum de ce rectangle.
Méponse : I^ rectangle maxittiim est le carré.
BXElieiGlSi. i^
QirEsnoii IV. Timter ks eêtét A» Mtngle lifllMitow c<MfiiiKN^ \^ périmètre et hi surface.
Question V. Trouver les càkéê ëwm ttiaBgla iMAan^t, MWniiJiflHi^ Vhypoténuse et la aornoM «i^teniie «b i^atMl te kanltm m ^«li «M^ de Tangle droit.
Question YI. TrouTer les odtés d'un til«igte itiMliie^ c»inmM4A la hantenr et la somme des cMés de Taiif le drott
Question VII. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaiaaMi^ \fi périmètre et la somme de HiypelémMe et de la hauteur.
Question VIII. Couper une sphère par un phm> de telle aef te que ie segment détaché ait un volume égal au cône ayant pour sommet le centre de la sphère et pour base la sectioa faite dana la sphère par le plan.
Réponse : On mènera le plan sécant à unediatance du oestie égal au ptos grand segment du rayon partagé en moyenae et eaLtiéme raisen*
QuEsrmN IX. Dana un cône drait, insetiiie «n eylisAie a^aot une suafece hrtérale donnée, ta Maiimnm d» cette avrfaee.
Réponse : La surface latérale est mai iM w n quaod la hauteur du oylladie est moitié de oelto du cône.
Question X. hvttê uu triangle isœ^ inscrire mi reetangle a^nut use guf^ ffaee donnée.
Question XI. Circonscrire à un rectangle un triangle isocèle a]Mai une surface donnée.
Question XR. déterminer un triangle itooèle connaissant les éem oôtés égaux de la suvftMe*
QuESVioN xnL Un henagene est fermé par to trifoglea ienoèlea é0MMb placés sur les côtés d'un triante équllatéral. Déterminer cet hexagone ee»naissanrf le périmètre el le surface.
QuEstKm xrv. Ofl ferme un eetogone en enlaçant sut les an^es d'im earré quatre triani^eg rectangles Hocèles égaux; déteminef cet eetegooe connaissant le périmètre et la surfece.
QuEsnoN XV. Délermhier un ascteur circulaire eomfiaiasant le périmètre et la surSaee.
QuESTioti XVL Ëtant donné un prisme droit à base canée, om, joint deux à deux les milieux des côtés de la base supérieure; par un poini pris sur le prolongement de Vaxe du prisme et les quatre côtés du carré inseiit on mène des plans qui détachent du prisme quatre tétjaèdres, et. qui le» remplacent par une pyramide à, base carrée fïaféa au-dessva du prisme» Démontrer que le volume du solide ainsi, formé est constaqt» et détjerminei: 1^ position du sommet sm^ Vaxe,. de manière que 1^ surface 9iX uue.v^çur donnée.
Question XVII. Ëtant donnés un cercle, un point A sur la circonférence, un px^tp sur lediaiuètre qui passe en A ; on joint les deux pointa fixes A et B à un point quelconque M de la circonférence ; déterminer la position du point M de manière que la ligne brisée AM -h MB ait une longueur donnée.
Question XVIII. Étant donné un vase cylindrique plein d'air, dans lequel pénètre un tube vertical ; par le tube on verse une certaine quantité d'eau ; déterminer la hauteur à laquelle s'élèvera le niveau de Feau dans le vase et dans le tube.
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Question XIX. Déterminer les côtés d'an triangle rectangle, connaissant le périmètre et la somme des surfaces engendrées par les deux côtés de Tangle droit tournant autour de l'hypoténuse.
Question XX. Dans un demi-cercle inscrire un trapèze de périmètre donné. = Maximum de ce périmètre.
Question XXI. Circonscrire à une sphère un cône dont la base repose sur un plan diamétral et qui ait une surface donnée. = Minimum de cette surface.
Réponse : Le cône dont la surface totale est minimum est celui qui a pour section un triangle équilatéral. Cette surface minimum égale celle de la .sphère.
Question XXII. Un cercle étant inscrit dans un angle droit» mener à ce cercle une tangente telle que le triangle ainsi formé ait une surface donnée. = Minimum et maximum de cette surface.
Question XXlil. Par un point donné dans Tintérieur d'un cercle, mener deux cordes rectangulaires telles qu'en joignant leurs extrémités on forme un quadrilatère ayant une aire donnée.
Question XXIV. Avec un levier pesant de seconde espèce , on veut soulever un poids donné apppliqué à point donné. Quelle longueur faut-il donner au levier pour que la puissance soit minimum, en tenant compte du poids de levier?
Question XXV. Cône maximum inscrit dans une sphère.
Question XXVI. Triangle isocèle maximum inscrit dans un cercle.
Question XXVII. On commence à faire mouvoir le piston d'une pompe aspirante. Trouver à quelle hauteur s'élèvera l'eau dans le tuyau d'aspiration, après le premier, le second, le troisième... coup de piston.
Application numérique. La section du corps de pompe est de o,oi mètre carré, celle du tuyau d'aspiration de 0^002; la course du piston de o*^, la longueur du tuyau d'aspiration de 8 mètres. On représentera la pression atmosphérique par une colonne de i'',33o.
On trouvera pour l'élévation de l'eau, après chaque coup de piston :
mètres. mètret.
!•* coup 1,07 1,07
La pompe fonctionnera après le huitième coup de piston.
Dans une sphère mener un plan BC tel que le volume du cône ABC circonscrit soit divisé en deux parties égales par la calotte BDG. Plus généralement dans un rapport donné.
LIVRE IV
CHAPITEE PBEMIER.
Définition.
189. On appelle progression arithmétique une suite de quantités telles que la différence entre deux quantités consécutives est constante. Ces diverses quantités sont les termes de la progression. L'excès d'un terme quelconque sur le précédent se nomme raison de la progression.
La progression est croissante^ lorsque les termes vont en augmentant. Dans ce cas, la raison est positive. Ainsi la progression croissante
TÎ.5 .8 . 11 . 14. 17 . 20
a pour raison + 3.
Au contraire la progression est décroissante^ lorsque les termes vont en diminuant. Dans ce cas, la raison est négative. Ainsi la progression décroissante
a pour raison — 0.
Théorème I.
190. Dans une pràgrèssiôti arithfnétique ^ un terme de rang quelconque égale le premier plus autant de fois la raison quHl y a de termes avant lui.
Appelons a, 6, c, d, les différents termes de la progression, r la raison. D'après la définition même de la progression, le second terme égale le premier, plus la raison,
Le troisième, terme ^gàle lé èecoiïd plus là raison , et par conséquent le premier plus deux fois la raison,
Le quatrième terme égale te trmslème plus la rsdson, et par conséquent le premier plus trois fois la raison,
(t) d=c + r=ù + ûr-^rr=ta'^Zr,
et ainsi de suitei En généri^ le tern^ qui occupe le n* rang^ e€ qui par condéquent m a n-^ i avant lui» égale
Ainsi la progression arithmétique peut être mise sous la
forme
r a . a-}- r . a -^ 2r . a -{- Zr
191. Remarque. Les termes d'une progression arithmétique croissante augmentent indéfiniment de manièfe à deveïiif plus grands que toute quaniiié donnée. Ëli effet, l6 têfmê de rang n sera plus grand que la quantité donnée À, âî Toïi a
a+(n— i)r> A, ou
(n — ijr> A— a.
ety en divisant par le nombre positif r,
Ainsi, dès que le rang surpassé la quantité — h i » 1®
terme surpasse la quantité A, si grande qu'elle soit.
Considérons, par exemple, la progression croissante indéfinie
Pour avoir un terme plus grand que looo, on prendra
c'èst-à-dire
Le 334* terme est plus grand que looo.
192. Insérer entre deux quantités données un certain nombre de moyens arithmétiques. On appelle moyens arithmétiques, insérés entre deux quantités données, des quantités qui forment une progression arithmétique dont les deux quantités données sont les deux extrêmes. La question revient à trouver la raison de la progression.
Soit à insérer n moyens arithmétiques entre les deux quantités a et 6. Le terme 6 de la progression égale le premier terme a, plus autant de fois la raison qu il y a de termes avant lui, c'est-à-dire plus n -\- i foi^ la liaison. On a donc
d'où Ton déduit ^^ ^ ^
Ainsi, on obtient la raison de la progression en divisant la différence des deux quantités données par le nombre des moyens à insérer plus un.
Si, par exemple, on veut insérer 5 moyens entre les deux nombres 2 et 30, on prendra
ao — 2
et Ton formera la progression
Ta.5.8.ii.i4«i7«20.
Théorème IL
193. 5î, entre deux termes consécutifs d'une progression arithmétique^ on insère le mime nombre de moyens, les pro^ gressions partielles ainsi obtenues forment une seule et même progression.
En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens entre deux termes consécutifs, et que la différence de ces deux termes est constante, la raison est la même dans toutes les progressions partielles ; et comme le dernier terme de chacune d'elles est le premier de la suivante, ces progressions partielles se continuent de manière à ne former qu'une seule et même progression.
Théorème III.
19&. Dans toute ]progression arithmétique^ la somme de deux termes également distants des extrêmes est constante. Soit la progression
Je considère le second terme et Tavant-dernier; le second terme égale le premier plus la raison,
ravant-dernier égale le dernier, moins la raison,
En ajoutant ces deux égalités membre à membre, on a
On a de même, en considérant les termes e et ft,
d'où Ton déduit
e-|-A=& + *• Et ainsi de suite.
Lorsque la progression contient un nombre impair de termes, il y a au milieu un terme également distant des deux extrêmes. Deux fois ce terme égale la somme des extrêmes.
Ainsi, dans la progression
7 3.5.8. ii.i4.i7*3o^
les termes 2 et 20, 5 et 17, 8 et 1^9 donnent la même somme 22, qui est égale à deux fois le terme du milieu 11.
Théorème IV.
195. La somme des termes d'une progression arithmétique égale la moitié du produit que Von obtient en multipliant la somme des extrêmes par le nombre des termes.
Soit toujours la progression
Appelons n le nombre des termes, s la somme des termes, et écrivons cette somme au-dessous d'elle-même en ordre inverse,
s = l -f- Â: -f- fe..... -f- c -}- 6 -f- a.
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On voit que le§ iq^ tOTO^Sf pl^cfe i'vn ?iu-i^fi$sous dfi Ymtx^ sont également distants des extrêmes dans la progression, et que par conséquent leur somme est constante et égale à la sQtaiûe i&à axtrâmes a -f I. Si dqnc en ajoute les deux sommes terme à terme, 1^ sommç totale 25 se composera de la somme des extrêmes répétée autant de fois qu'il y a de termes dans la progression. On aura ainsi
as = (« -f* ^f
d'où
Par exemple, k somme dea termes ^e la progression
est 77.
Si Ton remplace le dernier terme l par sa valeur
on obtient cette autre formule
(4) « ps na 4- ' - ' ^ r.
Applications. 1** La somme des n premiers nombres entiers
nin-f- 1)
2° La somme des n premiers nombres impairs
est égale à n*.
Ainsi
etc
3** Trouver le pombre des termes d'une progression
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arithmétique, connaissant le premier terme, la raison, et la somme des termes.
Appelons s la somn^e des tenues ; la formule
nin — i)
donne, pour déterminer n, une équation du second degré
m' -}- (âû — ^)w — as = o.
Le dernier terme étant négatif, les deux racines sont toujours réelles et de signes contraires. On rejettera^ la racine négative. Pour que la racine positive sont admissible^, ^1 faut . qu'elle soit entière.
4** Trouver cinq nombres en progression arithmétique, connaissant la somme des termes et celle de leurs carré^.
Appelons a et 6* les deux sommes données^ désignons par X le terme du milieu et par y la raison. Les difFérfints termes de la progression s'écriront
et Ym aufalea^ d^i^ équatiôna
Sx = tty
** • 1 Lia
CHAPITRE IL
Définition.
196. On appelle progression géométrique une suite de quantités telles que le rapport de deux consécutives est constant. Le rapport de chaque terme au précédent se nomme raison.
La progression est croissante, lorsque la raison est plus grande que l'unité. Ainsi la progression géométrique croissante
a pour raison 3.
La progression est décroissante, lorsque la ndson est plus petite que Tunité. Ainsi la progression géométrique décroissante
a p^ur r^ '
Théorème I.
197. Dans une progression géométrique, un terme de rang quelconque égale le premier terme mulliplié par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent.
Appelons a, 6, c, d,. les différents termes de la
progression, r la raison. D'après la définition même de la progression géométrique, le second terme égale le premier multiplié par la raison ,
Le troisième terme égale le second multiplié par la raison, et par conséquent le premier multiplié par la seconde puis-< sance de la raison ,
c = br = arr = ar^.
Le quatrième terme égale le troisième multiplié par la raison, et par conséquent le premier multiplié par la troisième puissance de la raison ,
d= cr= ar^r = ar^y
et ainsi de suite. En général le terme qui occupe le n* rang, et par conséquent en a n — i avant lui, égale
(i) ûr~-*.
Ainsi la progression géométrique peut être mise sous la
forme
^ a : ar : or* : ar^ : ;
les différents termes sont égaux au premier multiplié par les puissances successives de la raison.
198. Remarque I. Les termes d'une progression géométrique croissante augmentent indéfiniment.
Puisque la progression est croissante, la raison r est plus grande que l'unité, et nous pouvons la représenter par 1 4- a (a étant une quantité positive, aussi petite qu'on veut). Considérons d'abord la progression
fj i : 1 +a:(i+a)*: (i + *)'
formée par les puissances successives de la raison. Cher-
chons la différence eotre deux termes consécutif guelcon* que». Dp Ift relfittio»
(i -fa)-^ = (i+a)-X(i +«) = (! +«)* + ^(i+«)%
on déduit
le facteur (i + ^)\ 4^s le second membre, étaut jahis grand que Tunité, il en résulte que la différencp obercbée est plu» grande que a, excepté pour les deux premiers termes, dont la différence est égale à a. Ainsi, les termes de la progression géométrique, fermée par les puissances successives de la raison, sont plus grands que les termes correspondants de la progression arithmétique
•f 1 . 1 -f-a . 1 -f- aa . 1 + 5ôt,
Mais ces derniers augmentent indéfiniment, de majiière à devenir plus grands que toute quantité donnée (n^ 191) ; il en est de même à plus forte raison des premiers.
Un terme -quelconque d'une progression géométrique croissante a pour expression ad (i -f- *)* ; nous venons de démontrer que, lorsque n croît indéfiniment, (i + a)** augmente indéfiniment; le produit a (i-fa)** de cette quantité par le
premier tqrme a jouit évideurowt de 1^^ w^iue prppriété.
199. Remarque IL 1m tm^^ i)'t4m pr^rmion, g^n^fr ifique décroissante tendent vers zéro, quand on prolonge indéfiniment la progression. La raison, étant plus petite que
l'unité, peut être représenta paf ~t^ ; un tevvf^ gijelconque de la progression sera
Quand n croît indéfiniment, le dénominateur augmentant in#ûnuftwtt h fi^Qtiw, tçud yepr? 7iix%
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200. Insérer entre deux nombres un certain nambrii de moyens géométriques. On appelle moyens géométriques, insérés entre deux nombres donnés, des nombres qui for»n^t une pr^es^iQH géométrique dont ^es nomb^*es ^onnésf sont les deux e^çtfêpies. ^^^ question rwent évideiument ^ trouver la raison de la progression.
Soit à insérer n moyens entre a et b. En appelant r la raison chçfcl^^ç, pq ^
d'où Ton tire
-yi-
Ainsi, on obni^r\t Iq^ iç%sm 4(^ îa f?rwre«wn fn ç^itra^anisi du quotient des deux nombres donnés une racine ayant pour indice le nombre de moyens ^ insérer plus un.
Théorème II.
201. St, entre deux termes consécutifs d'une progression géométrique, on insère un mêm^ nombre de ipioyens, les progressions partielles ainsi obtenues (arment un^ seule et même progression.
En effet, puisqu'on insère le même nombre de moypns entre deux termes consécutifs de la progression, et que le quotient de cça ^eux termes est conat^nt, la y aison sera la même dans toutes les progressions partielles. Et comme le dernier terme de chacune d'elles égale le premier de la suivante, ces progressions partielles se continuent de manière à ne former qu'une seule et même progression.
Théorème IIL
?Q2. Planai (ai((e prog^rmi^^ gé,ométriq^e, If y^TQiuH da deux termes cgalf^ç^t #^^<§ ^^^ pxtvèmies es^ ççnsfant.
Soit la progression
Je considère le second terme et Tavant -dernier; le second terme égale le premier multiplié par la raison,
l'avant- dernier égale le dernier divisé par la raison,
On a donc
bk = al.
On a de même, en considérant les deux termes c et ft,
ji
r d'où l'on déduit
cA=6A, et ainsi de suite.
Lorsque la progression contient un nombre impair de termes, il y a au milieu un terme également distant des extrêmes. Le carré de ce terme égale le produit des extrêmes. Ainsi, dans la progression
fr 2 : 6 : i8 : 54 : 16a : 486 : 1458,
les termes 2 et i458, 6 et 486, 18 et 162 donnent le même produit 2916, qui est le carré du terme du milieu 54.
Théorème IV.
203. Le produit des termes d'une progression géométrique égale la racine carrée du produit des extrêmes élevé à une puissance marquée par le nombre des termes.
Soit la progression
Appelons n le nombre des termes, P le produit des termes. Écrivons ce produit au-dessus de lui-même en ordre inverse.
F = abc akl,
F = Ika cba.
On voit que les deux facteurs placés Fun au-dessous de l'autre sont des termes également distants des extrêmes dans la progression, et que par conséquent leur produit est constant et égal au produit des extrêmes al Si donc on multiplie les deux produits l'un par l'autre, le produit total se composera du produit des extrêmes élevé à une puissance marquée par le nombre des termes. On aura
d'où
(3) F = s/{air.
En remplaçant l par sa valeur on obtient cette autre formule
qui n'exige plus l'extraction d'une racine carrée; car l'exposant fi (n — i) , produit de deux nombres entiers consécutifs, est toujours pair.
Théorème V.
204. On obtient la somme des termes d'une progression géométrique en retranchant du premier terme le dernier muUiplié par la raison et divisant la différence par Tunité moins la raison.
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Appelons S la somme cherchée, Multiplionfi -la par la raison r « nous ayons
Si nous retranchons cette seconde égalité de la première, tous les termes se détruisent dans les seconds membres, excepté le premier et le dernier, et il vient
d'où Ton déduit
a — ar""
OU
On emploie cette formule telle qu elle est, si la progression
est décroissante. Mais si la progression est croissante^ les
deux termes de la fraction étant négatifs, on changera leurs
signes, et l'on aura
Exemple : la somme des termes de la progression géométrique croissante
ff 2 : 6 : i8 : 54 : 162 : 486 : 1458
est, d'après la formule (7) ,
La somme des termes de la même progression écrite en ordre inverse et alors décroissante est, d'après la formule (6) ,
Remarque. Où bbtiétit atisâi les formulée précédentes eii écrivsttit la somme èhet* chée ifeous la ferme
et remarquant que la parenthèse est le quotient de i --r** par 1 -^ r (n* 08) , ce ^ui donne immédiatement
Tméorèmé VI.
205. La somme des termes d'une progression géométrique décroissante à Vinfini tend vers une limite égale au premier terme divisé par V unité moins la raison.
Supposons que la progression . géométrique décroissante
Tral ar: ar* :
se prolonge indéfiniment. La somme des n premiers termes e^ donnée pâi^ làt fortnule
Si l*on prend un nombre de termes dé plus en plus grand, la raison r étant plus petite que Tunité en valeur absolue, le terme ar^ de la progression décroissante diminue de
plus en plus, et tend vers zéro, ainsi que la quantité ^ — -r
quand n augmente indéfiniment; donc la somme des termes
se rapproche indéfiniment de la quantité fixe — — , de ma-
nière à en différer aussi peu qu'on voudra. En un mot, la
somme des termes tend vers la limite
1 — r Le mode de convergence de la somme des termes vers sa
limite n'est pas le même, suivant que la raison est positive ou négative. Pour fixer les idées, supposons que le premier terme a soit une quantité positive. Lorsque la raison est positive, tous les termes de la progression sont positifs ; danà ce cas, il est évident que la somme va en augmentant constamment, à mesure que Ton prend un plus grand nombre de termes ; mais elle n'augmente pas au delà de toute limite,
car elle reste toujours inférieure à la quantité fixe ;
elle ne peut même atteindre rigoureusement cette limite, dont elle se rapproche indéfiniment.
Lorsque la raison est négative, les termes de la progression sont alternativement positifs et négatifs ; la formule (5)
montre que la somme des n premiers termes est tantôt
• d plus petite, tantôt plu3 grande que la quantité fixe ,
dont elle se rapproche de plus en plus ; si n est pair, la
différence est négative, et la somnie plus petite
que la Umite ; au contraire, si n est impair, la différence est positive et la somme plus grande que la limite ; ainsi, dans ce cas, la somme des termes converge vers la limite
—2—, en oscillant de part et d'autre.
Applications, i** La somme des termes de la progression décroissante
dont la raison est -, a pour limite
On voit bien sur cet exemple comment les sommes consécutives
que l'on obtient en prenaftt, le premier terme, les deux premiers, les trois premiers, etc. , tendent vers la limite i ; la première somme diffère de Tunité de - , la seconde de -y , la
troisième de ^, la quatrième de -^, et ainsi de suite.
2'' La somme des termes de la progression décroissante
dont la raison est , a pour limite
Dans ce second exemple, la raison est négative et les sommes consécutives
? 4' 8' Te^ W'*"'^
sont alternativement plus petites et plus grandes que la limite i ; la première surpasse T unité de -, la seconde en
diifère de|, la troisième la surpasse de ^^ la quatrième 4 «
en diffère de -77, etc.
5^ Les fractions décimales périodiques sont des progres-
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sions géométriques décroissantes. Par exemple, la fraction décimale périodique simple
peut s'écrire
35 35 35 100 loo' loo' '
c'est une progression géométrique dont la raison est ^
La somme des termes tend vers la limite
Cette limite est ce qu'on appelle la valeur de la fraction décimale périodique.
CHAPITRE m
DéfifUlion.
206. Étant données deux progressions, Tune géomé-, trique conunençant par Tunité, Tjiutr^ arithmétique commençant par zérd,
les termes de la progression arithmétique sont dits les logarithmes des termes correspondants de la progression géométrique. L'ensemble de ces deux progressions constitue ce qu'on appelle un système de logarithmes.
On suppose en général que la raison a de la progression géométrique est plus grande que l'unité, la raison 6 de la pr(^ression arithmétique étant d'ailleurs positive ; de cette manière les termes de la progression géométrique augmentent indéfiniment, de même que les termes de la progression arithmétique.
207. Nous avons défini de la sorte les logarithmes des nombres qui font partie de la progressiun géométrique ; il est facile d'étendre cette définition à tous les nombres. Concevons que Kon insère un très-grand nombre de moyens géométriques entre deux termes consécutifs de la progression géométrique, on formera une nouvelle progression géométrique procédant par intervalles beaucoup plus res-
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serrés. Si, par exemple, on insère mille moyens géométriques en deux termes consécutifs, la nouvelle progression renfermera mille nombres entre i et a, mille entre a et rf", etc. En insérant le même nombre de moyens arithmétiqi^es entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique, on formera une nouvelle progression arithmétique qui donnera exactement les logarithmes de tous les nombres inscrits dans la nouvelle progression géométrique, et approximativement les logarithmes de tous les autres nombres.
Soit n — 1 le nombre des moyens insérés. Appelons q la raison de la nouvelle progression géométrique, r celle de la nouvelle progression arithmétique ; on a
q=Say r=-, ^ n
et les deux nouvelles progressions s'écrivent
■r G . r . ar . 5r
On voit que la raison r de la nouvelle progression arithmétique est aussi petite qu'on veut. Je vais démontrer que l'excès de la raison q de la nouvelle progression géométrique sur l'unité peut être aussi rendue plus petite qu'une quantité donnée a, si petite qu'elle soit. En effet, l'inégalité
sera satisfaite si l'on a
a<(i+û)% ou
Or, si petite que soit a, on sait (n*» 198) que n peut être pris assez grand pour que (i + a)" surpasse la quantité donnée a. Pour cette valeur de n et pour toutes les valeurs plus grandes, la raison q sera donc moindre que i -f- *•
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Soit A un nombre positif quelconque plus grand que Funité ; si ce nombre fait partie de la nouvelle progression géométrique, le terme correspondant de la progression arithmétique donnera exactement son logarithme. Si ce nombre ne fait pas partie de la progression géométrique, il sera compris entre deux termes consécutifs ç"* et g"^* ; or la différence de ces deux termes
étant moindre que Aa, puisque g** est plus petit que A, et q — 1 plus petit que a, peut être rendue aussi petite qvCon veut; le nombre A différera donc de chacun des termes qui le comprennent aussi peu qu'on voudra. On prendra approximativement pour le logarithme de A celui de l'un d'eux, soit mr, soit (m + i) *" ; Terreur commise sur ce logarithme,
étant moindre que la raison r ou -, sera aussi petite qu'on voudra.
PraprUtis fondamentales des logarithmes.
Théorème L
208. Le logarithme du produit de plusieurs facteurs égale la somme des logarithmes de ces facteurs.
Considérons les deux progressions
TT i : q : ?':?•:?*: ,
o . r • ar 3r . ^r . .....y
au moyen desquelles on définit les logarithmes. Nous remarquons que les termes de la progression arithmétique sont les multiples successifs de la raison, et que les termes de la progression géométrique sont les puissances successives de la raison. Ces progressions sont disposées de manière que les termes qui occupent le même rang soient
placés l'un au-dessous de l'autre ; on voit que, dans deux • termes correspondants q"^ et mr, le même nombre m sert à la fois d'exposant et de multiplicateur.
Je multiplie deux termes quelconques 9*» et ç** de la progression géottiétrîque, le produit 9**^" est aussi un terme de la progression géométrique. J'additionne leurs logarithmes, c'est-à-dire les deux termes correspondants mr et nr de la progression arithmétique; lasoname(m+n)restaussiun terme de la progression arithmétique. Or on voit que le produit q"^ et la somme (m-{- n)r se correspondent dans les deux progressions. Donc le logarithme du produit égale la somme des logarithmes des facteurs.
En général, soient a et 6 deux nombres quelconques, on aura
\og(aXb) = loga + logô.
Ce théorème s'étend évidemment à un nombre quelconque de facteurs.
Théorème II.
209. Le logarithme d'itn quotient égale le logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur.
Appelons c le quotient de a par 6 (a étant supposé plus grand que 6) . On a
az=^bxc^ et, d'après le théorème précédent,
16gfl= \ogb -f- loge;
d'où
ainsi
logc = loga — logb.
log-=lof?a — log^',
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Théorème III.
210. Xe logarithme de la puissance â!un nombre égale le logarithme de ce nombre multiplié par iHndice deja puissance.
En effets la puissance a*" étant le produit de m facteurs égaux à a, on a
d'où
logûT == loga 4- l<^gû + loga + y
loga^==mloga.
Par exemple, le logarithme du carré d'un nombre égale deux fois le logarithme de ce nombre, le logarithme du cube égale trois fois le logarithme du nombre, etc.
Théorème IV.
211. Le logarithme de la racine d'un nombre égaie le logarithme du nombre divisé par l'indice du radical.
Appelons b la racine m' de a ; on a
a == i*; et, d'après le théorème précédent,
loga = m logé; d'où
log6^^^«^
Ainsi
loga
log \a =
Par exemple, la racine carrée ou la racine cubique d'un nombre a pour logarithme la moitié ou le tiers du logarithme de ce nomboe.
212. Remarque. En arithmétique, on apprend à eflfectuer six opérations ^ur les nopcibres ; trois opfe*atiôiw di-
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rectes et trois opérations inverses. Les trois opérations directes sont, Taddition, la multiplication et l'élévation aux puissances. Les trois opérations inverses sont, la soustraction, la division et l'extraction des racines. La soustraction est l'opération inverse de l'addition ; la division l'opération inverse de la multiplication ; l'extraction des racines Fopé»ration inverse de l'élévation aux puissances.
Il y a ainsi trois ordres d'opérations, comprenant chacune une opération directe et une opération inverse. Les opérations du premier ordre, addition et soustraction, s'effectuent facilement et avec rapidité ; celles du second ordre, multiplication et division, sont déjà plus longues et plus difficiles ; enfin celles du troisième ordre, puissance et racine, deviennent très-longues et très-pénibles. Les propriétés des logarithmes, que nous, venons de démontrer, permettent de remplacer les opérations du second et du troisième ordre par celles d'un ordre moins élevé. Ainsi la multiplication et la division sont ramenées à l'addition et à la soustraction des logarithmes, la puissance revient à une multiplication, la racine à une division. On comprend par là toute l'utilité des logarithmes. .
Logarithmes vulgaires.
213. Les deux progressions par lesquelles on définit les logarithmes dont on fait habituellement usage, et qu'on appelle pour tette raison logarithmes vulgaires j sont les suivantes :
7T 1 : 10 : 100 : looo : ,
Dans ce système, le logarithme de i o est i , celui de i oo est 2, celui de looo est 5; en général lo** a pour logarithme le nombre entier n.
On nomme base d'un système de logarithmes le nombre qui a pour logarithme l'unité. Le système des logarithmes vulgaires, que Ton appelle aussi logarithmes de Briggs^ a pour base le nombre dix^ qui est la base de notre système de numération.
Les logarithmes ont été calculés en décimales ; la partie entière d'un logarithme s'appelle caractéristique. Il est aisé de voir que la caractéristique du logarithme d'un nombre renferme autant d'unités qu*il y a de chiffres dans la partie entière du nombre moins un. En çffet, tout nombre compris entre i et lo n'a qu'un chiffre à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre o jet i , aura o pour partie entière ou pour caractéristique. Tout nombre compris entre 10 et 100 a deux chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre i et 2, aura 1 pour caractéristique. De même, tout nombre compris entre 100 et 1000 a 3 chiffres à sa partie entière ; son logarithme, étant compris entre 2 et 3, a 2 pour caractéristique, En général tout nombre compris entre 1 o** et 1 o*^* a n + 1 chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre n et n +1, an pour caractéristique.
214. Le logarithme de lO** est n. Si Ton multiplie un nombre a par lo**, on a
log(a X 10'*) = loga + log 10" = loga + n.
La partie décimale du logarithme reste la m^me ; il suffit d'ajouter n unités à la caractéristique.
Si l'on divise un nombre a par 10", on a
log — - = log a — log 10" = loga — n, 10*
La partie décimale reste la même; il suffit de retrancher n unités de la caractéristique.
Ainsi, quand on multiplie où quand on divise un nombre
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par 10, 100, 1000..., il suffit d* augmenter ou de diminuer la caractéristique du logarithme d'uncy deux^ trois
unités.
Il en résulte que, lorsque deux nombres décimaux ne diffèrent que par la place qu'occupe la virgule, leurs logarithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent que par la caractéristique. Ceci est important pour la facilité des calculs, parce qu'on a souvent à déplacer la virgule dans les nombres décimaux.
Tables de Callet.
215. Les tables de Ic^aritbmes les plus usitées en France sont les petites tables de Lalande et les grandes tables de Callet.
Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des nombres entiers de i à loooo, avec cinq décimales.
On a appris en arithmétique Tusage des tables de La^* lande ; nous ne parlions ici que des tables de Callet.
Les tables de Callet contiennent les logarithmes des nombres entiers de i à io8ooo« La première partie de la table, nommée première chiliade (premier mille) y contient les logarithmes des 1200 premiers iH)mbres avec huit décimales. La table change ensuite de disposition, et donne les logarithmes des nombres de 10200 à 100000, avec sept décimales; à la fin, la table se prolonge de 100000 à 108000, avec huit décimales *. Dans la colonne verticale intitulée N, on lit les dizaines des nombres ; les unités sont inscrites au haut de la page et en tète des dix colonnes intitulées o, 1, 2,... 8, 9. La caractéristique n'est pas indi-
* Callet a prolongé ses tables jusqu'à 108000, parce que 108000 est le nombre de secondes conteques dans l'angle de ^o degrés ou Je tiers de l'î^gle droit.
quée*: il est facile de l'ajouter d'après la règle énoncée* Dans la colonne voisine, on trouve les trois premiers chiffres décimaux de chaque logarithme; les quatre suivants sont inscrits dans la colonne convenable. Si Ton veut, par exemple, le logarithme du nombre 35647, dans la colonne verticale intitulée N on descendra jusqu'au nombre 3564, puis, dans cette ligne horizontale, on s'avancera vers la droite jusqu'à la colonne intitulée 7, et l'on écrira
Iog35647 = 4>552023o.
Le nombre ayant cinq chiffres , on commencera par écrire sa caractéristique 4 ; les trois premiers chiffres décimaux 5 Sa sont communs à un assez grand nombre de logarithmes; on trouve les quatre derniers, 02^0, dans la colonne verticale intitulée 7 *.
Pour effectuer des calculs par logarithmes, il faut savoir résoudre ces deux questions : i* trouver le logarithme d'un nombre donné ; 2** trouver le nombre qui correspond à un logarithme donné.
Trouver le logarithme d*un nombre donné.
216. Trouver le logarithme d'un nombre entier. Si le nombre est dans la limite des tables, s'il est plus petit que 108000, on trouve immédiatement dans les tables le logarithme demandé.
Si le nombre surpasse la limite des tables, on l'y ramène, en le divisant par une puissance de 10. On demande, par exemple , le logarithme du nombre 366478. Afin de rendre ce nombre plus petit que 100000, on le divise par
* L'excellente édition des tables de Gallet que vient de publier M. Dupqis contient les logarithmes de \ à u)oooo avec sept décimales.
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10, ce qui donne le nombre décimal 35647,8. La question revient à chercher le logarithme de ce nombre décimal ; car, une fois ce logarithme trouvé, en ajoutant i à sa caractéristique, on aura le logarithme demandé.
Les tables donnent le logarithme de la partie entière 35647- La différence entre ce logarithme et celui du nombre suivant 35648 est 122 unités du septième ordre décimal. On admet que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre, quand il s'agit d'accroissements moindres que l'unité. On dira donc : puisque, pour une augmentation d'une unité dans le nombre 35647, ^^ ^^^^ ajouter 122 au logarithme, pour une augmentation de 0,8 dans le nombre il faudra ajouter, au logarithme les 70^^ ^^^* soit^^^, ou 98 unités du septième ordre, en néghgeant les unités plus petites.
Mais on trouve cette augmentation toute -calculée dans les tables de Callet; car, dans la dernière colonne verticale à droite, on voit, au-dessous de la différence 122, un petit tableau indiquant les augmentations du logarithme qui correspondent à 1, 2, 3, 9 dixièmes. Ainsi
log35647 = 4»552023o pour 0,8. ..... 98
log 35647,8 = 4,5520328.
En ajoutant une unité à la caractéristique, on a
log356478 = 5,552o528.
Nous avons supposé que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre; cette proportion n'est pas rigoureusement exacte et il en résulte une certaine erreur dans^'le calcul des logarithmes des nombres décimaux. Mais on démontre que, lorsque le nombre est plus grand que 10000, Terreur com-
mise n'altère pas les sept premiers chiffres décimaux du logarithme; on peut donc regarder la proportion comme exacte.
Soit encore à calculer le logarithme du nombre 2 54 3*2 47* En divisant par 100, on ramènera le nombre proposé au nombre décimal 26432,479 La table donne le logarithme de la partie entière. La table des parties proportionneUes montre qu'à une augmentation 0,4 dans le nombre correspond une augmentation 68 dans le logarithme. Il reste à trouver ce qu'il faut encore ajouter pour 0,07. On voit dans la table qu'à 0,7 correspond une augmentation 120 ; à 0,07 correspondra donc une augmentation dix fois plus petite, soit 12. Il faut donc au logarithme de 25452 ajouter 68 + 12, c'est-à-dire 80. Faisant le calcul de tête, on écrira de suite
log 25452, 47 = 4,4o55885.
En ajoutant 3 unités à la caractéristique, on en déduit
log 2545247 = 6,4o53885.
217. Il est bon de remarquer que, dans la recherche du logarithme d'un nombre, il n'y a lieu de considérer que les huit premiers chiffres de gauche ; les suivants, n'ayant pas d'inBuence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En effet, supposons la virgule placée après le cinquième chiffre, si Ton néglige le chiffre des dix-millièmes et les suivants, on commet sur le nombre une erreur moindre qu'un millième; la plus grande différence tubulaire étant 434» on commet sur le logarithme une erreur moindre qu'une demiunité du septième ordre décimal.
On demande, par exemple, le logarithme du nombre iio56,4852. Après avoir cherché dans les tables le logarithme de iio56, on dira, à l'aide des parties proportionnelles placées au-dessous de la différence SgS : à 0,4 cor-
respond 167, à 0,8 correspond 3i, à.o,oo5 correspond 2; en tout 190 qu'il faut ajouter au logarithme de iiô56, ce qui donne
log 11056,485 = 4,0436170.
Quand le premier chiffre est égal ou supérieur à 4» k huitième chiffre n'a pas d'influence sensible sur le résultat. Soit à trouver le logarithme de 46867,284. Après avoir trouvé le logarithme de 46867, on voit qu'à 0,2 correspond une augmentation 18, à 0,08 une augmentation 7; le chiffre des millièmes n'a pas d'influence; il faut donc ajouter 18 -|- 7 ou 2 5 au logarithme de 46867, ce qiû donne
log46867,28 =z 4,6708697.
Quand le chiffre des millièmes est plus grand que 6, on force le chiffre des centièmes.
218. Trouver le logarithme d'un nombre décimal. On demande le logarithme du nombre 'décimal 55,6478. On le multipliera par une puissance de 10, de manière qu'il se rapproche le plus possible de la limite des tables. Si l'on opère avec les tables de Gallet, on multipliera par 1000 et* on cherchera le logarithme du nombre 35647,8; puis on retranchera trois unités de la caractéristique ;
log35647,8 = 4,5520328 log35,6478 = 1,5520328.
219. Trouver le logarilhme d'un nombre fractionnaire. Il y a deux manières de procéder : ou bien oa convertira le nombre fractionnaire en nombre décimal et on appliquera la règle précédente ; ou bien, mettant le nombre fractionnaire sous forme de fraction ordinaire, et remarquant qu'une fraction égale le quotient de son numérateur par son dénominateur, on retranchera du logarithme du numérateur le logarithme du dénominateur.
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Caractéristique négatives.
220. Les deux progressions par lesquelles nous avons défini les logarithmes, nous donnent, avec une approximation aussi grande qu'on veut, les logarithmes de tous les nombres plus grands que Tunité. Voici comment on définit les logarithmes des nombres plus petits que l'unité.
Imaginons que Ton prolonge les deux progressions vers la gauche, comme on les a prolongées vers la droite ; en ce qui concerne la progression géométrique, chaque terme étant égal aa terme placé à sa droite divisé par la raison, on prolongera la progression vers la gauche en divisant par la rmon ; de même, chaque terme de la progression arithmétique étant égal au ijerme placé à sa droite , moins la raison, on prolongera cette progressif» en retraRcbant la raison. De cette manière, les deux progressicms deviennent
les nombres ~, -^, , plus petits que Tunité, auront ainsi
des logarithmes négatifs — r, — 2f ,
La prc^riété fondamentale des logarithmes, savoir que k logarithme d'un produit égale la somme des logarithmes des facteurs subsiste, pourvu que Ton entende que le logarithme du produit égale la somme algébrique des logarithmes des facteurs. En effet, dans la progression géométrique, prenons
d'abord deux termes ç**, ~, le premier plus grand que
Tunité, le second plus petit; si m>«, le produit de ces deux termes sera g"*"** ; la somme algébrique des termes
correspondants mr et — nr de la progression arithmétique est (m — n)r; c'est le logarithme du produit. Si fn<nj le
produit est -;jr^; la somme algébrique des logarithmes
— fyi — m)r est le terme correspondant de la progression arithmétique; c'est le logarithme du produit. Prenons
maintenant deux facteurs -;;; et ~ plus petits que l'unité ;
la sonune des logarithmes — rrtf — nr ou — {m'\'n)r est
encore le logarithme du produit -f^^. Ainsi, dans tous les
cas, le logarithme du produit égale la sonune algébrique des logarithmes des facteurs.
Le théorème relatif à la multiplication étant ainsi généralisé, ceux relatifs à la division, à l'élévation aux puissances et à l'extraction des racines, qui se déduisent du premier, ont le même degré de généralité.
Reprenons maintenant les progressions qui ont servi à défmir les logarithmes vulgaires
: 0,001 : 0,01 : 0,1 : 1 : lo : loo : looo :
et prolongeons-les vers la gauche, comme nous l'avons dit ; on voit que tous les nombres compris entre i et o,i ont leurs logarithmes compris entre o et — i , les nombres compris entre o,i et o,oi ont leurs logarithmes compris entre — 1 et — 2, les nombres compris entre o,oi et o,ooi ont leurs logarithmes compris entre — 2 et — 3 , et ainsi de suite. 221. Mais, dans la pratique, on ne se sert pas de ces logarithmes entièrement négatifs; on laisse positive la partie décimale et on rend négative seulement la partie entière ou la caractéristique. On demande, par exemple, le logarithme du nombre o,o3526i. On trouvera dans la table le loga-
rithme du nombre entier 3526 1, qui est
Le logarithme du nombre décimal 3, 5261, qui n'a qu'un chiffre à sa partie entière, est
Pour passer de ce dernier nombre à la fraction décimale proposée, il faut diviser par 10* et par conséquent retrancher 2 unités du logarithme; le logarithme du nombre décimal o, 035261 est donc
ce qu'on écrit plus simplement
la partie décimale restant positive, la caractéristique seule
2 étant négative.
On peut remarquer que la caractéristique négative du logarithme d*une fraction décimale est égale au rang du premier chiffre significatif après la virgule. En général, soit n le rang du premier chiffre significatif après la virgule; si Ton multiplie par 1 o**, le nombre aura un chiffre significatif à sa partie entière, et la caractéristique de son logarithme sera zéro; comme il faut diviser par 10" pour revenir au nombre proposé, il faudra retrancher n unités du logarithme, ce qui donnera la caractéristique négative n.
Il y a un grand avantage à laisser ainsi positive la partie décimale du logarithme d'un nombre moindre que l'unité ; quand on a à calculer le produit de plusieurs facteurs, les uns plus grands que l'unité, les autres plus petits, on additionnera les parties décimales de tous les logarithmes et on retranchera seulement les caractéristiques négatives,
ce qui est très-simple. Et d'ailleurs, c'est sous cette forme que Ton obtient, au moyen des tables, les logarithmes des nombres plus petits que Tunitë.
]>roii6 aVoiiB écrit le Idgaiithmë du liombre o ^(^39^26 1 sous la forme
laissant positive la partie décimale; en effectuant la soustraciioii, bri a le logarithme négatif
Mais si Ton employait les logaritftitiès èîitléitMétit n^êgâ^ tifs, il faudrait additionner les uns, retrancher les autres, ce qui serait beaucoup plus compliqué. =-
Trouver le nombre qui admet un logarithme donné.
Trouver te nombre qui a pôu^ logarithme 4»552ôà3â
avec les tables de Callet. On regarde danâ lieà tefeléë tjtoel
è^ le ]3M giiM fôgarithmè coiitenti datië îe ïogârithtne
donné; b'èst 4;95^aô5o x^ùi corre^ond un flombi^e S5l&4^ *
le nbmfiï-e cherché ëst doric dompi*is entre 3564^ et 55648.
Lfe Idgarithniè flôîîfté iâùî^aél^ le togatîthmfe dfe 59647 de
162 unités du septième ôràré : Of là différence tabulaire
est 122, c'est-à-dirè que felFon augmente te l^ârithmé dé
35647 de 1 22 unités du dernier ordre, il fatidirait âugïûentér
d'uïïe unité le îiombre 55647; èi Vàh suppoi^é léâ ^croîéP
sements du notnbre proportionnels à teu^ du logarithme^
à une augmentation 102 dans le logarithme correspondra
' 1 02 dans le nombre une augmentation égale à = o,83.
Mais il est plus cummode de se servir de la petite table des parties proportionndies : cette table Baéntre qu'à une augmentation 98 dans le logarithme corresjpond une aug-
mentation 0,8 dans le nombre. Il reste 4; ^ l'augmentation 40 dans le logarithme correspond une augmentation 0^5 dans le nombre; à l'augmentation dix fois plus petite 4 correspondra donc une augmentation o,o5. Ainsi à Taugmentation loft dans le logarithme correspond une augmentation 0,85 dans le nombre» Le nombre cherché est donc 35647,85 à un centième près.
223. On ramène toujours la caractéristique du logarithme donné à être égale à 49 sauf à multiplier ou à diviser ensuite le nombre trouvé par une puissance de i o. ^
Exemples : i** Trouver le nombre qui a pour logarithme 5,552o352. Je retranché 1 dé là cârafctêfî^îquë pour ramener le logarithme dans les limites des tablesy et je cherche te nombre qui a pour logarithme 4î552o332 ; c'est 35647,83. Pour revenir au logarithme donné, il faut ajouter i à la caractéristique, et par conséquent multiplier par 10 : le nombre cherché est donc 856478,3 à tth dixième pt^è*.
2° Trouver le nombre qui a pour logarithme i,552o332. On ajoutera 3 unités à la caractéristique, et Ton cherchera le nombre qui a pour logarithme 4î552o332 ; c'est 55647,83. Pour revenir au logarithme proposé, il faut retrancher 3 de la caractéristique, et par conséquent dîtiser* p^ar idoo^ îe nonibre cherché est donc 55,64783 avec dnq dédmàdefs exactes.
On voit qu'il y a un grand avantage à augmenter U càracté-
ristique de manière à opérer dans la partie la plus élevée des tables; si l'on avait conservé la caractéristique 1, on aufaît trouvé le nombre 35,65 avec deux décimales seulement, tandis qu'en opérant comme on l'a fait, on a obtenu cinq décimales.
3° Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,552o332. Je cherche le nombre qui a pour logarithme o,552o332; c'est 3,564785. La caractéristique négative 2 indique qu'il
faut diviser ce nombre par loo; le nombre demandé est donc o,o3564783.
22â. Il importe de se rendre compte du degré d'approximation avec lequel on obtient les nombres à l'aide de leurs logarithmes. Soit log x = a^ le logarithme donné a ayant une caractéristique égale à 4 ; appelons x^ le nombre que Ton trouve en opérant comme nous l'avons expliqué, et A la différence tabulaire dont on s'est servi. Pour produire une variation d'une unité du septième ordre décimal dans le logarithme, il faut faire varier le nombre d'une quantité
a = ~ ; par conséquent, le mode de calcul adopté donnera les logarithmes approchés
mais on sait que Terreur causée par la proportion est moindre que -^ ; on a donc
log (^1 H- a) > «^ log (x^ — a)< a;
ainsi le nombre x, qui a pour logarithme û, est compris entre Oî, — a et a;^+a; en prenant la valeur approchée x,, on commet une erreur moindre que a, c est-à-dire moindre
que -r. Dans le voisinage de loooo la différence tabulaire
est plus grande que 4oo ; l'erreur commise sur le nombre est
moindre que y — ; le nombre lui-même étant plus grand que
10000, l'erreur relative est moindre que , . A mesure
qu'on s'élève dans la table, la différence tabulaire diminue,
et par conséquent l'erreur absolue augmente ; mais l'erreur
relative reste à peu près la même. Par exemple, vers 435oo la
diflférence tabulaire est loo et F erreur absolue moindre que ; mais Terreur relative est encore moindre que
lOo' ^ 4^00000*
Vers 99000, la différence tabulaire est 44 et Terreur absolue
moindre que 77; Terreur relative est toujours moindre que
Ainsi les tables de Callet donnent les nombres avec une erreur relative inférieure à un quart de millionième.
Remarques sur remploi des logarithmes.
226. MuLTiPUCATiON. Lorsque les facteurs sont plus grands que Tunité, on ajoute leurs logarithmes ; il n'y a là aucune difficulté.
Lorsque certains facteurs sont plus petits que Tunité , leurs logarithmes ont des caractéristiques négatives qui indiquent la division par des |)uissances de 1 ; on aura soin de retrancher ces caractéristiques négatives.
!• Calculer le produit
On cherchera les logarithmes des deux facteurs et on les 'ajoutera, ce qui donne le logarithme du produit ; puis on cherchera dans les tables le nombre correspondant.
log875,6348 = 2;942323o iog62,824o7= 1^7981261
logar = 4,7404491 X = 55010,95.
2* Calculer le produit
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log 0,06282407 == 2,7981261
loga? = 0,7404491 â;=7 5^501.096.
En ajoutant les logarithmes, on trouve 2 pour partie entière; mais, comme il faut retrancher 2, il reste o. 3° Calculer le produit
ar = 87,56348 X 0,006282407 10^^7^56348 = 1, 9423230 log 0,006282407 = 3,7981261
îf=9;55pip^5.
L'addition des logarithmes donne 2 pour partie entière; mais comme il faut retrancher 5, On obtient la caractéristique négative 7.
4° Calculer le produit
X 0,08756348 X o,ooj6;j5(ï4pg
log 0,08756348 = 2,9423230
log 0,006282407 = 5,7981261
L'addition des logarithmes donne 1 pour partie enlière; comme il faut retrancher 2 et 3, c'est-à-dire 5, on a la caractéristique négative 4-
226. Division. On sait que, pouf effectuer une division, il faut du logarithme du dividende retrancher le logarithme du diviseur. Lorsqu'on n'a qu'une simple division à faire, on peut procéder (Je cette manière; uiQ^is qq^Rçl Oft a une
série de multiplications et de divisions à effisctu^, il est plus commode d^ ji'ftvoir quq <ips log^i-rithmes à ajouter. Pour cela on traflsfyrme les logoritl^pies à retrancher, de manière que leurs parties décimales deviennent positives. Soit, par exemple, 4 calculer
Il faut retrancljer le logarithme ^e 56^,87, qui est 2,7519485. On éprira
=— 3+o,a4go5i5= 3,a4So^iS.
Qn ^ura donc
log a3i5,59 == 2,373iS^9f
— log 564,87 = 3,248061 5
loga?= 1,7270645 X = 53,54019.
Quan4 on a ainsi rendu positive la partie (Jécim£|,le de — log 554,87, on additionne les parties" décimales des trois logarithmes ; la soustraction ne porte plus que sur la caractéristique, ce qui est une grande simplification. Soit encore a calculer
11 faut diviser par le nombre 0,0066487, qui a pour logarithme 3,7619485. On écrira
^gfte manière de procéder : Poar retran-
fieiii^ ..u^e, on ajoute une unité à la caracièristique^
(hef ^^ fje ensuite le signe et Von écrit à la suite le com-
Jûfi^ ^" ^ijimétique de la partie décimale.
p^ , jafls le premier exemple, au lieu de retrancher
/^5, on a ajouté 3,248o5i5. La caractéristique 2,
' gjeiitée d'une unité, puis changée de signe, donne 3; prenant l'excès de T unité sur la partie décimale 7619485, Q oWient le complément 248061 5.
pans le second exemple, au lieu de retrancher 3,76 1 9485,
on a ajouté 2, 248061 5. La caractéristique 3, augmentée d'une unité, puis changée de signe, donne 2.
Quand à T excès de l'unité sur la partie décimale du logarithme, ce qu'on appelle le complément arithmétique, on l'obtient aisément. De 1 il faut retrancher 0,7619486. Or, une unité vaut 9 dixièmes et 1 o centièmes ; j o centièmes valent 9 centièmes et 10 millièmes, etc. L'unité égale donc 0,999999 plus 10 unités du septième ordre. En effectuant la soustraction de gauche à droite, on obtient le complément demandé :
Ainsi, pour avoir le complément de la partie décimale d'un logarithme^ on retranche tous les chiffres de 9, en allant
de gauche à droite ^ excepté le dernier que Von retranche de 10.
Avec un peu d'habitude, on lit immédiatement le complément dans la table, en regardant le logarithme.
227. Puissances. On sait qu'on élève un nombre à une puissance en multipliant son logarithme par l'indice de la puissance.
1° Calculer x=5*^ On cherchera d'abord le logarithme de 5, puis on multipliera ce logarithme par lo.
log 5 = 0,69897000 loga? = 6,9897000 œ = 9765624.
2** Calculer X = 0,4326'.
log 0,4326 = 7,636o865 logx = 2,9082696 X = 0,08096794.
En multipliant par 3 la partie décimale o,636o865 du logarithme, on trouve 1,9082596 ; en multipliant par 3 la caractéristique négative — 1 , on a — 3 ; il faut donc retrancher 3 de la partie entière du logarithme ; ce qui donne
3« Calculer 5?= (-^j .
log 2 = o,3oio3ooo — log 37 = 2,43179828
log ^ = 2,73282828
log:2? = 7,6641414 X = 0,00000046 146; 8.
En multipliant par 5 la partie décimale du logarithme, on trouve 3 pour partie entière. La- caractéristique néga-
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tive — 2, njultipliée par §, dfmw — jo; pn rptr^nchapt 1 o de la partie entière, on obtient la caractéristique négative 7,
228. Bacines. On extrait ia racine d'un nombre en diviapt sq^ }pg3.rjf J^mQ p#r Ym^cp (Je ]^ t^4W,.
1*^ Gahmlerâ;p:v/478938
log 478928 = 5,680270a logar =1,8934234
2° Calculer aî= y 0,05482 7
logo,o54327 = 2,;735oi57
logo: = 7,5783386 ar= 0,3787377.
Afin de rendre la caractéristique nég^ve divisible par 3, je retranche et j'ajoute une unité , et je suppose le logarithme écrit sous la forme
En divisant par 5 la partie négative et la partie positive, (m a
3° Calculer x = y 0,0000098763
log 0,0000098763 = 6,9945943
\ogx = 2,9989189 X = 0,09975137.
Je suppose le logarithme écrit sous la forme
afin de rendre la partie négative divisible par 5. En divisant par 5 les deux parties, on a
Remarques sur les accroissements des logarithmes
En examinant dans les tables la colonne des différences, on voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par exemple, les logarithmes des nombres 486 et 487 diffèrent entre eux de 8927 unités du septième ordre, tandis que ceux des nombres 48624 et 48626 ne diffèrent plus que de 89 unités du même ordre. Il est facile d'expliquer la cause de cette diniinution. Soient a et a + 1 deux nombres entiers consécutifs, la différence de leurs logarithmes est
!og (a + 1) — loga = log^Xi = log (» +H ;
or, à mesure que a augmente, 1 + - diminue et tend vers
}' unité : h â|ffiè|:QQce tabulaire diminue dof^c et tepd vers zéro. 8i Ton prplongeait les tables indéfiniment, cette différ^nçe deviendrait iAÛniment petite.
Je dofipe au nombre a un accroissement constant quelconque ft, l'accrpisseipent du logarithme
}of (a + ^) — loga=loga = iog \^-^J =log (1 + -j
sera d'autant plus petit cjue a sera plus grand. Ainsi, pour i^n même accroissement absolu donné au nombre, l'accroissement du logarithme diminue à mesure que le nombre augmente. Mais si Von donnait au nombre un même accroissement relatif (j'entends par accroissement relatif le rapport de l'accroissement absolu au nombre lui-même , un nombre, par exemple, éprouve un accroissement relatif de j^, si on l'augmente de la —^ partie de sa valeur), l'accroissement du logarithme serait constant. En désignant
par k l'accroissement relatif, fc=~, l'accroissement du lo-
garithme devient log (i + fc) 5 c'est une quantité constante,
si l'accroissement relatif reste le même.
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230. Dans la recherche des logarithmes des nombres , on a supposé les accroissements du logarithme proportionnels à ceux du nombre; cette proportion n'est pas exacte. En effet, si Ton donne au nombre a l'accroissement ft, le logarithme subit un certain accroissement; si Ton donne au nombre a + ft le même accroissement ft, le logarithme subit un nouvel accroissement plus petit que le premier; ainsi; quand l'accroissement du nombre devient double, l'accroissement du logarithme est un peu moindre que le double; et réciproquement, quand Taccroissement du nombre devient moitié, l'accroissement du logarithme est un peu plus grand que la moitié. L'emploi de la proportion donne donc, dans le passage des nombres aux logarithmes, des résultats un peu trop faibles, et, dans le passage des logarithmes aux nombres, des résultats un peu trop forts.
Mais, si l'on a soin d'employer toujours la partie la plus élevée des tables, l'erreur commise suk* les logarithmes n'affectera pas les unités du septième ordre décimal; et en effel, dans les tables de Callet, on voit que la même différence tabulaire existe entre plusieurs couples de logarithmes consécutifs. Par exemple , du nombre 68596 au nombre 69744 la différence tabulaire est la même. Dans cet intervalle, pour une unité d'augmentation dans le nombre, le logarithme subit un accroissement constant 63 : pour deux, trois... unités d'augmentation dans le nombre, le logarithme subit donc un accroissement- deux, trois... fois plus grand, et par conséquent les accroissements du nombre sont proportionnels à ceux du logarithme , du moins au degré d'approximation des tables.
CHAPITRE IV
231. Ordinairement les intérêts d'un capital prêté se payent chaque année et constituent une rente ; mais il arrive quelquefois qu'on laisse les intérêts s'ajouter au capital, de manière que le capital s'accroisse d'année en année : c'est là ce qu'on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à in-térêts composés.
On a appelé taux de l'intérêt ce que rapportent loo francs dans un an ; mais, dans le calcul des intérêts composés, il est plus commode de prendre pour taux l'intérêt de un franc en un an, intérêt que, pour abréger, nous désignerons par la lettre r. Ainsi, placera 5 pour loo, c'est la même chose que placer à o,o5 pour i ; dans ce cas r = o,o5 ; placer à 4,5o pour 100, c'est la même chose que placer à o,o45 pour 1 ; dans ce cas, r = o,o45.
232. Le capital un franc, augmenté de son intérêt, vaut, après une année, i + r; un capital 2460 francs vaudra 2460 fois plus, c'est-à-dire (1 +r) X 2460 ou 2460 (1 + r). En général, si Ton représente par a un capital quelconque, sa valeur au bout d'un an, par l'addition des intérêts, sera a (1 + r). Ainsi, on obtient la valeur (ïun capital après une année en multipliant ce capital par C unité augmentée de V intérêt de un franc.
Par exemple, le capital 2460 francs placé à 5 pour 100 vaut au bout d'un an 2460 x i,o5 =2 583.
Je suppose maintenant que le capital a soit placé pendant n années. Après une année ce capital devient a{i-{-r); tel est le capital dû à la fin de la première année et qui produit intérêt pendant la seconde année. Pour savoir ce que devient ce capital a(i + r) par l'addition des intérêts de la seconde année, il faut le multiplier par i -{-r^ ce qui fait a(i +r) (i +^) ou a{i +^)*; tel est le capital dû à la fin de la seconde année, et qui produit intérêt pendant la troisième année. Pour savoir ce que devient ce capital a(i + *♦ par l'addition des intérêts de la troisième année, il faut le multiplier par i -f-r, ce qui fait a(i -|-r)' (i +r) ou a(i +r)'; tel est le capital dû à la fin de la troisième année, et qui produit intérêt pendant la quatrième année. Le même raisonnement peut être continué indéfiniment ; et comme chaque année nouvelle introduit un nouveau facteur i +r, la valeur du capital, après n années, sera a(i+0*** Ainsi, on obtient la valeur d'un capital^ placé à intérêts composés^ après un certain nombre d'années, en multipliant ce capital par la valeur d'un franc après un an, élevée à une puissance marquée par le nombre des années.
Si donc l'on désigne par A la valeur du capital après n années, on a la formule générale
tettfe formulé établit une relation entf e les quatre tfuwfitîiés représentées par a, A, ri, r, relation qiii détermine Tune quelconque d'entre elles, quand on connaît lès trois autres. On peut donc, à l'aide de cette relation, résoudre les quatre questions suitantesi
233. Problème I. Quelle est la valeur d'un capital placé à intérêts composés, et au taux r, après n années?
C'est la question traitée précédemment : on calculera A par logarithmes.
Exemple. Trouver la valeur du capital i254o francs, placé à intérêts composée^ à 5 pouf loo, après 7 aifâ.
Je suppose dans tout ce qui suit que Ton opère avec les tables de Callet.
log 12540. .......= 4>o982975
logi^o5 = 0,0211895 7 logi^o5 = o,i48525i
logA = 4,2466226 A = 17645,04.
23ili. Problème IL Quel est le capital quû placé à intérêts composés^ au taux r, acquiert après n années une valeur A? Là formule précédente donne
Exemple. Quel est le capital qui, placé à intérêts composés à 4>75 pour 100, vaut 24600 franoe, après 12 années?
log 24600 = 4^^909551
log 1,0475 == 0,6201540 i2logi,o475. i i = 0,2418480
logâ = 4,1490871
235. Problème III. A quel taux faut-il placer un capital b.^ à intérêts composés ^ pour qu après n années il acquière une valeur A?
L'inconnue ici est r ; de la formule fondamentale on déduit
On calculera de cette idfianière la quantité i +r; retranchant 1 du résultat, on aura r.
Exemple. A quel taux faut-il placer le capital 14095,70 pour qu'après 12 années il vaille 24600 francs?
log 24600 = 4>39<>955i
log 14095,70 = 4,1490867
log A — loga = 0,2418484 log(i + r) = 0,0201540
Il faut placer le capital à 4,75 pour 100.
236. Problême IV. Pendant combien d'années faut-il placer un capital a, au taux r, à intérêts composés^ pour quUl acquière une valeur A?
L'inconnue est n ; de la formule fondamentale on déduit
et, en prenant les logS,rithmes,
nlog(i + r) = log A — loga-, d'où
log A — loga
iog(i+r)
237. Remarque. La formule des intérêts composés a été établie dans l'hypothèse où le capital reste placé pendant un nombre entier d'années. Lorsque le capital reste placé pendant un certain nombre d'années, plus une fraction d'année, on cherche d'abord sa valeur après le nombre entier d'années par la formule des intérêts composés, puis on calcule les intérêts simples de ce nouveau capital pendant la fraction d'années.
Mais il sera plus simple d'appliquer la formule ordinaire
dans laquelle on donnera à n des valeurs fractionnaires ; la différence des résultats est négligeable.
Exemple I. Quelle est la valeur du capital i25io francs, placé à intérêts composés à 5 pour i oo, après 7 ans 8 mois ?
Après 7 ans, le capital devient 17645,04; ce nouveau capital rapporte 588, 1 7 en 8 mois : donc après 7 ans 8 mois, le capital devient 18233,20.
En donnant à n la valeur fractionnaire 7 + -nr» on trouve 18228,40; la différence est 4>8o; c'est une quantité relativement très-petite; elle est plus petite que le ~^ de la grandeur cherchée.
Exemple II. Pendant combien d'années faut-il placer un capital à intérêts composés à 5 pour 100, pour qu'il acquière une valeur double ?
Comme la grandeur du capital n'a aucune influence dans la question, je suppose qu'il s'agisse du capital 1000 francs.
logi,o5'
logd = 0^3010300 logi,o5 = 0,021 i8g3
logo,3oio3 = 1,4786098 log 0,021 1893 = 3^3261167
logn = 1,1524931 n = 14^207.
Après i4 années le capital n'est pas encore doublé; après 1 5 années il est plus que doublé. Après 1 4 années, le capital 1000 francs devient 1979,93; si l'on cherche dans combien de jours le capital 1979,93 produira ce qui manque pour que le capital primitif soit doublé, c'est-àrdire 20,07, on trouve 74 jours. Ainsi à 5 pour 100, le capital est doublé en i4 ans 74 jours.
Si l'on prend la valeur fractionnaire n = i4»207 donnée parle calcul, on trouve i4 ans 75 jours. La différence n'est que d'un jour.
Exemple IIL A quel taux faut-il placer un capital de 12000 francs à intérêts composés, pour qu'il acquière une valeur de 18000 francs après 9 ans 5 mois?
Dans la formule des intérêts composés, on donnera à n la vatear fractionnaire 9 + iV' H serait très-difficile dé résétodre autrement la question.
238. Problème V. On a deux billets, Fun d'une somme a payable dans 1 an ; l'autre d'une somme b payable dans 5 ans, et on veut les convertir en un seul payable dans 3 ans.
Cherchons la valeur de chacun des deux billets dans 3 ans à l'échéance du troisième billet. A cette époque, 2 ans après son échéance, le premier billet vaudra
à cette même époque, 2 ans avant son échéance, le second billet vaut
Si l'on appelle x la somme qui doit être inscrite sur le troisième billet, c'est-à-dire la somme à toucher dans 3 ans, on aura
239. Problème VI. La population d*un État est de 4o militons dliabitants^ elle s'accroît chaque année de -^-^ de sa valeur ; on demande quelle sera la population de cet État dans un siècle.
J'appelle P la population après un certmn nombre d'années ; l'année suivante elle sera
3oo \ 5oo/ "" 3oo*
Ainsi la population croît année par année, comme les termes d'une progression géométrique dont le premier terme est 4o millions et la raison f~. On demande le loi" terme de la progression : en désignant par x ce terme, on a
240. Problême VII. Zes populations de deux États sont^ Vunelde 20 millions d'habitants^ Vautre de 3o millions : la première s'accroît chaque année de jf^, la seconde de j^. Dans combien de temps les deux populations seront^elles égales?
J'appelle n le nombre d'années cherché; après ce nombre d'années, les deux populations étant égales, on aura
d'où
/20l\* ^ /5oi\*
20000000 X I — } = 30000000 X Ir — } '
/201 X 3oo\**_ 3 \200 X 3oi/ "" 2'
si l'on prend les logarithmes, il vient
n (Iog6o3 — log6o2) = log 3 — log 2 .
log3 — log2 ^
log6o3 —r log 60 2'
QUESTIONS d'annuités.
241. Problême VIII. Une personne place chaque année une somme a pendant n annéei^ et laisse les capitaux et les intérêts s^accumuler. On demande quelle sera la valeur totale de tous ces placements après ces n années?
La premier versement, étant placé pendant n années, acquiert une valeur égale à a(i +r)**; le second, étant placé pendant n — i années, acquiert une valeur égale à a(i +r)"''*, etc. ; enfin le dernier, ne restant placé que pendant un an, vaut a(i -f 0* La valeur totale après les n années est donc
c'est la somme des termes d'une progression géométrique dont la raison est i + r ; on a ainsi, en désignant par A la somme cherchée,
Il est impossible de soumettre directement cette formule au calcul logarithmique ; on est obligé de fadre deux calculs séparés. On calculera d'abord la quantité (i + r)**, puis A.
Exemple. On place chaque année looo francs pendant 20 ans à 5 pour loo.
Caloul de IJK?^
logi)05 == 0,02118930 2ologi,o5 = 0,4337860 i,o5" = 2,6533
Caloul de A.
log 1,6533 — o,2i835i7
logA = 4^^405710 A = 347i9',5o
2i2. Problème IX. Une personne emprunte actuellement une somme A, et voudrait se libérer en n années par n paye-
ANNUITÉS
ments égaux effectués à la fin de chaque année. On demande quel doit être le montant de chacun des payements?
Je désigne par x le montant de chaque payement et je suppose qu'on règle les comptes à la fin de la n* année ; la somme due est alors A(i + r)\ Le premier versement, ayant été fait n — i années auparavant, vaut, au moment du règlement, x{i + r)""*, le second versement, ayant été fait n — 2 années auparavant, vaut x(i +**)*"% et sdnsi de suite; Tavant-demier versement, ayant été fait, il y a un an, vaut x{i + r)\ enfin le dernier, étant fait au moment même vaut x. La valeur totale des n payements annuels est donc, au moment du règlement de compte,
ou, en faisant la somme,
r La somme qui reste due à la fin de la n' année est donc
Si la dette est acquittée, on a l'équation
A(i-l-r)"— ax ^'"^''^''~* =0}
d'où l'on déduit
Arii + r)'
Cette formule présente le même inconvénient que la précédente ; il est impossible de la soumettre directement au calcul logarithmique. On calculera d'abord (1 + ^Yl puis X.
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/leonsdalgbrecon03briogoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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