Leçons d'algèbre élémentaire
Bourlet
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
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AVERTISSEMENT
Je tiens, avant tout, à remercier M. Darboux d'avoir bien voulu me confier la rédaction de ces « Leçons d'Algèbre ».
Je veux aussi lui exprimer ici toute ma respectueuse reconnaissance pour les conseils qu'il m'a prodigués tant sur la forme que sur le fond de cet Ouvrage.
Ce Livre est destiné, plus spécialement, aux élèves de la classe de Mathématiques Élémentaires; mais, avec les trois Appendices, il contient l'exposition complète des connaissances exigées pour l'admission à l'École de Saint-Cyr, en Algèbre. Il a bien des analogies avec les traités semblables, parus jusqu'à ce jour, mais il en diffère sur certains points dont je dirai quelques mots.
J'ai commencé ce volume par l'exposé complet et détaillé de la théorie des nombres négatifs. J'ai suivi, en cela, le programme de la classe de Mathématiques Élémentaires au pied de la lettre et je m'empresse d'ajouter que je l'ai fait parce que cette façon de procéder est celle qui m'a paru la plus logique. On trouvera, peut-être, ce premier chapitre un peu long; mais je ne crois pas qu'il soit possible, en cette matière, d'être, à la fois, court et complet. Entre deux maux j'ai choisi le moindre et j'ai préféré les longueurs aux omissions. D'ailleurs, si on y
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regarde de près, ^exposition systématique des propriétés commutatives, associatives et dis tribu tives des opérations sur les nombres n'est au fond que celle des « Opérations algébriques ». Les règles d'addition, de soustraction, de multiplication des polynômes entiers ne sont que des applications directes de propositions sur les transformations des sommes et produits de sommes algébriques. Ces règles apparaissent ainsi sous leur jour véritable : car elles se réduisent à énoncer comment on dispose, pratiquement, une opération pour que, les polynômes donnés étant réduits et ordonnés, le résultat soit lui-même réduit et ordonné.
Aussitôt après avoir défini une expression algébrique, j'ai donné quelques exemples de fonctions d'une variable; puis, dès les équations du premier degré, j'ai montré comment on représentait graphiquement la variation d'une fonction. Ceci m'a conduit à donner quelques notions très brèves de Géométrie analytique et à montrer, en particulier, que Y équation d'une droite est du premier degré. Ces notions si simples ne me paraissent pas du tout dépasser le niveau des Mathématiques dites élémentaires et, tout au contraire, elles me semblent très utiles pour faire comprendre toute la portée de la discussion des équations du premier degré à une et à deux inconnues.
Je n'ai rien de spécial à dire sur les équations du second degré. Je ferai cependant observer que je me suis absolument interdit de parler des nombres imaginaires dans le corps du volume. J'ai réservé l'Appendice I à cette généralisation de l'idée de nombre qui ne m'a pas paru nécessaire, ni même profitable, pour les élèves de Mathématiques Élémentaires, proprement dits.
D'après les conseils de M. Darboux, conseils qu'il m'a été bien agréable de suivre, j'ai résolument abandonné, pour l'étude de la variation des fonctions, la méthode dite élémentaire et j'ai adopté celle des dérivées. Au premier abord, ceci peut paraître une hardiesse ; mais, si on se reporte aux difficultés que présente l'exposition rigoureuse et complète d'une quel-
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conque des méthodes réputées élémentaires (1), on sera forcé de convenir que celle des dérivées, sans être plus difficile à concevoir, est d'une application beaucoup plus régulière et plus aisée (2). D'ailleurs, le domaine de la science mathématique allant en s'élargissant de jour en jour, il faut bien, pour permettre aux jeunes générations d'aller plus loin que nous dans l'étude de cette science, élaguer l'enseignement de tout ce qui fait double emploi. Il faut bien nous résoudre, quelque intérêt qu'ils puissent présenter en eux-mêmes, à reléguer au second plan les procédés particuliers non susceptibles de généralisation.
. C'est dans cet esprit que j'ai conçu tout cet Ouvrage et, chaque fois qu'il m'a fallu choisir entre deux méthodes, j'ai toujours donné la préférence à celle qui était susceptible d'une extension ultérieure. Ainsi, pour les logarithmes, j'ai écarté la définition par la correspondance entre les termes de deux progressions. Il est très facile de montrer, qu'étant donnés deux nombres positifs a et A, il existe toujours un nombre rationnel x (positif ou négatif) tel que aT soit une valeur aussi approchée qu'on le voudra de A. Ceci suffit amplement, au point de vue pratique, le seul auquel on ait à se placer dans le cas présent. Je dirai, en terminant, que, suivant l'exemple que m'a donné M. Tannery, dans ses excellentes « Leçons d'Arithmétique », auxquelles je renvoie souvent le lecteur, j'ai apporté le plus grand soin au choix des exercices. Chaque chapitre est suivi
(l) Par exemple, celle de M. Hermite, qui consiste à ramener l'étude de la fonction
a xx -f b x -\- c
à celle de la fonction :
i-2) L'expérience sur ce sujet est, d'ailleurs, faite. 11 y a longtemps qu'on enseigne la méthode des dérivées dans les classes de l'enseignement moderne et on a pu constater qu'elle ne présentait aucune difficulté insurmontable pour des débutants.
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(Tune série d'exercices relatifs aux matières qui y sont traitées. Je les ai, en général, rangés par ordre de difficulté croissante, mais cette règle n'est pas sans exceptions : car il pouvait souvent y avoir intérêt à rapprocher des questions analogues ou connexes. Je ne conseille pas aux débutants de s'acharner aux questions difficiles, dans une première lecture. Il y a certains exercices que Ton traitera beaucoup plus aisément lorsqu'on aura lu le volume tout entier (1). Il est bon, d'ailleurs, de revenir, de temps à autre, sur ses pas.
C. Bourlet
(1) Je citerai, par exemple, l'exercice 5, qui donne la manière de définir les nombres négatifs d'après M. Weierstrass, et le bel exercice 29, dû à Cauchy.
Parmi les 957 exercices proposés, un grand nombre ont été choisis dans les questions posées à divers examens. Quelques autres ont été extraits des travaux de mathématiciens célèbres comme Cauchy, Lagrange, Eu 1er, etc.. Enfin, nous avons emprunté un certain nombre d'exercices aux traités élémentaires suivants :
J. Bertrand et H. Garcet, Traité d Algèbre [V Partie), Paris, Hachette.
Barba rin, Recueil de Calculs logarithmiques, Paris, Nony.
Bezodis, Cours d'Algèbre, Paris, Garnier frères.
Catalan, Mélanges mathématiques, Bruxelles, Hayez.
Smith, a Treatise on Afgebra, Londres, Macmillan and O,
Todhunter, Afgebra, Londres, Macmillan and C".
Les trois exercices signés Niewenglowski, Desboves et Rouché sont tirés du « Cours d'algèbre à l'usage des élèves de Mathématiques spéciales » de M. Niewenglowski (Paris, Armand Colin et C,a). Ceux qui portent les mentions : Cayley, //. Prior, proviennent du journal anglais The messenger of mathematics.
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1. La théorie des segments portés par un axe joue un rôle très important dans les applications de l'algèbre à la géométrie. La connaissance des éléments de cette théorie facilite, en outre considérablement, l'exposition des principes de la théorie des nombres négatifs. Pour ces deux raisons, nous commencerons par donner les rudiments de la théorie des segments portés par un axe.
Définitions. — On appelle segment une portion de droite sur laquelle un sens est défini. Pour déterminer le sens du segment, on distingue les deux points qui limitent le segment. -L un de ces points est appelé origine du segment et l'autre extrémité. On appelle alQrs sens du segment le sens dans lequel se déplace un mobile qui parcourt le segment en allant de l'origine vers r extrémité.
On voit qu'un segment n'est autre chose qu'un chemin, décrit par un mobile, auquel on adjoint l'indication du sens dans lequel il a été parcouru. Dans tous les problèmes de mouvement, il est nécessaire de connaître, non seulement le chemin effectué par le mobile, mais encore le sens dans lequel ce chemin a été parcouru. Si on dit qu'un mobile, en partant d'un point A d'une droite, a parcouru un certain chemin sur cette droite, il y a ambiguïté pour le point d'arrivée ; car on ne sait pas si le point d'arrivée est à droite ou à gauche du point de départ. Si, au contraire, on indique le segment décrit par le mobile, il n'y aura pas d'ambiguïté; car on connaîtra, non seulement la longueur du chemin, mais encore son sens de parcours.
On énonce un segment en énonçant d'abord l'origine (point de départ du mobile) et, ensuite, l'extrémité (point d'arrivée). Ainsi en énonçant sgkB on désigne le segment qui a pour origine A et pour extrémité B; tandis que sgBX désigne le segment qui a pour origine B et pour extrémité A.
On appelle longueur d'un segment la distance (géométrique) de
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l'origine à l'extrémité. Un segment est dit nul lorsque sa longueur est nulle, c'est-à-dire lorsque l'origine coïncide avec l'extrémité.
Deux segments, portés par une môme droite, sont dits égaux lorsqu'ils ont même longueur et même sens. Ainsi (fig. 1), on a
xr/AB — sgCh
ai les longueurs AB et CD sont égales et si, de plus, les segments sont de même sens.
On peut toujours faire coïncider deux segments égaux, portés par une même droite, en faisant glisser l'un, le long de la droite, jusqu'à ce que son origine coïncide avec l'origine de l'autre.
Deux segments, portés par une même droite, sont dits égaux et de sens contraires lorsqu'ils ont même longueur, mais des sens contraires. Ainsi (fig. 1), les segments sgKB et sgDC sont égaux et de sens
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contraires. D'ailleurs, étant donnés deux points quelconques A et B sur une droite, ces deux points peuvent définir deux segments, à savoir les segments sgAB etsgbk qui sont égaux et de sens contraires. On ne peut pas faire coïncider deux segments de sens contraires, portés par une même droite, en les faisant glisser le long de cette droite de façon à faire coïncider les origines et les extrémités, mais si on amène l'origine de l'un à coïncider avec l'extrémité de l'autre, l'autre origine coïncidera avec l'autre extrémité.
2. Résultante de deux segments. — Lorsque deux segments, placés sur une même droite, sont tels que l'origine du second coïncide avec l'extrémité du premier, le segment ayant pour origine l'origine du premier et pour extrémité l'extrémité du second est appelé la résultante ou encore la somme géométrique des deux segments.
Ainsi (fig. 1), les deux segments sg AB et s^BC, qui sont tels que \ l'origine B du second coïncide avec l'extrémité du premier, ont pour résultante le segment sg AC dont l'origine est l'origine A du premier, et l'extrémité l'extrémité G du second. De même, les deux segments sg BG et sg CA ont pour résultante sg BA.
Lorsque deux segments, portés par la même droite, ne sont pas placés bout à bout, on forme leur résultante en faisant glisser le second, le long de la droite, jusqu'à ce que son origine coïncide avec l'extrémité du premier. La résultante de ces deux nouveaux seg-
me nts, ou tout autre segment qui lui est égal, est ce qu'on appelle la résultante des deux segments donnés.
Théorème. — Lu résultante de deux segments est indépendante de tordre dans lequel on place les deux segments bout à bout pour la former.
Soient sgKB et sgBC deux segments placés bout à bout de façon que sgKB soit le premier. Leur résultante est, alors, sgXC. Soient d'autre part, deux segments :
sgEF = ,%7/AB, xgtoE = sgBC,
placés bout à bout de façon que sgDE soit le premier. La résultante sgDF de ces deux segments n'est autre chose que la résultante de W7BC et de sgkB formée en prenant sgBC le premier. Je dis que les deux résultantes sgDF et sgkC sont égales.
Il y a deux cas à distinguer :
1° Supposons, d'abord, les segments sgKB et sgBC de même sens (fig. 2). Les segments sgDE et sgEF seront aussi de même sens.
B CD
Fig. i.
Si, par exemple, B est à droite de A, G sera à droite de B et, par suite, aussi à droite de A; B sera situé entre A et G et on aura, entre les longueurs des portions de droite, la relation
AC = AJB+BC.
De même, E sera k droite de D, F à droite de E, et, par suite, F sera à droite de D et on aura
DF = DE + EF
Gomme AB = EF et BC = DE, on en conclut que AC = DF ; les deux segments sgkC et sgDF sont donc égaux puisqu'ils ont même longueur et même sens (car C est du même côté de A que F de D).
2° Supposons les segments sghB et sgBC de sens contraires et supposons, par exemple, que le segment sg\B soit celui qui a la plus grande longueur (fig. 3).
Si, par exemple, B est à droite de A, G sera à gauche de B et, comme la longueur BC est plus courte que la longueur BA, le point C sera situé entre A et B, à droite de A. De même, le segment sgbE
étant du même sens que sgBÛ, E est à gauche de D, et sgEF étant de même sens que *</AB, F est à droite de E. Comme la longueur
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EF est plus grande que la longueur ED, F est aussi à droite de D. C étant entre A et B, et D entre E et F, on a :
AC = AB — BC, DF = EF — ED
D'où AC = DF.
Les deux segments sgkC et sgDF sont donc égaux, puisqu'ils ont même longueur et même sens ; car C est à droite de A et F à droite de D.
Remarque I. — La résultante de deux segments égaux et de sens contraires est un segment nul. Car (fig. 3), si on avait AB = BC, le point C coïnciderait avec le point A et le segment sgAC serait nul puisque son origine et son extrémité coïncideraient.
Remarque II. — Il résulte du théorème précédent que, pour définir la résultante de deux segments, il est inutile de dire dans quel ordre on prend ces segments, puisque le résultat ne dépend pas de Tordre qu'on a suivi pour former la résultante.
Remarque III. — Lorsqu'un mobile part d'un point A d'une droite pour aller au point B, puis repart du point B pour aller au point C, il a parcouru, successivement, les deux segments sgkB et .w/BC. On voit, alors, que la résultante de ces deux segments n'est autre chose que le segment qu'aurait parcouru le mobile s'il était allé directement du point de départ A au point d'arrivée final C.
Le théorème qui précède nous montre que, le point A de départ étant le même, le point d'arrivée final C est indépendant de l'ordre dans lequel le mobile a parcouru les deux segments. Ainsi, si le mobile, en partant du point A, parcourt d'abord 100 mètres de gauche à droite, puis 50 mètres de droite à gauche, le point d'arrivée C sera le même que s'il avait d'abord parcouru 50 mètres de droite à gauche, puis, ensuite, 100 mètres de gauche à droite. Dans les deux cas, le point d'arrivée C est le même que si le mobile avait parcouru, directement, 50 mètres de gauche à droite.
3. Résultante de plusieurs segrmcnts. — Étant donnés plusieurs segments S, S', S", S"', portés par une même droite, on
appelle résultante ou somme géométrique de ces segments le segment obtenu de la façon suivante : on forme la résultante R' des deux premiers segments S et S', puis la résultante R" de R' et du segment suivant S"; enfin, la résultante de R" et du dernier segment S"7 est la résultante R des quatre segments donnés, pris dans l'ordre énoncé. Lorsque les segments donnés sont placés bout à bout de façon que l'extrémité de l'un coïncide avec l'origine du suivant, la résultante est le segment qui a pour origine l'origine du premier et pour extrémité l'extrémité du dernier. Ainsi, considérons (fig. 4) les
Fig. 4.
segments placés bout à bout sgXS, sgBC, sgCD, sghE. La résultante de sgXB et sgBC est *</AC; la résultante de sg\C et sgCD est sgkD ; enfin, la résultante de xjAD et de sgDE est sgkE. Donc, la résultante des quatre segments est sg\E dont l'origine est l'origine du premier et l'extrémité l'extrémité du dernier.
Théorème I. — La résultante de plusieurs segments, portés par une même droite, ne change pas si on remplace deux ou plusieurs segments consécutifs par leur résultante ou, réciproquement , si on remplace un segment par deux ou plusieurs segments dont il est la résultante.
Soient, en effet, sgkB, sgBC, sgCD, sgï>E, sgEF cinq segments dont la résultante est sg\F {fig. 5). Supprimons dans la figure
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le point intermédiaire G; cette suppression ne changeant pas les deux points extrêmes A et F, il nous reste quatre segments sgkB, sgBD, sgDE, sgEF dont la résultante est encore sg\F. On peut donc, sans changer la résultante, remplacer deux segments consécutifs par leur résultante. D'une manière plus générale, on peut remplacer plusieurs segments consécutifs par leur résultante; car cela revient tout simplement, dans la figure formée par les segments, k supprimer un ou plusieurs points intermédiaires.
Réciproquement, considérons les quatre segments sjAB, *#BD, sgDE, sgEF dont la résultante est sg\F; marquons, sur la droite qui porte les segments, un point C. Ce point C forme avec les deux points B et D deux segments consécutifs sgBC et sgCD dont sgBD est la
résultante. Cette opération n'ayant pas modifié les deux points extrêmes, la résultante des cinq segments ainsi obtenus est encore sgXY. Plus généralement, on peut remplacer un segment par plusieurs autres segments consécutifs dont il est la résultante; car cela revient à introduire un ou plusieurs points intermédiaires dans la figure formée par les segments.
Théorème H. — Étant donnés plusieurs segments, sur une mêmr droite, la résultante de tous ces segments est indépendante de l'ordre dans lequel on prend ces segments pour la former.
En d'autres termes, il faut montrer que la résultante de plusieurs segments, portés par une même droite, ne change pas quand on change Tordre de ces segments. Nous distinguerons, à cet effel, deux cas :
1° La résultante ne change pas quand on permute deux segments consécutifs. En effet, d'après le théorème précédent, on peut remplacer ces deux segments par leur résultante; mais, ensuite, d'après la réciproque, on peut remplacer cette résultante par deux segments consécutifs dont elle soit la résultante, en particulier, par les deux segments précédents pris dans Tordre inverse. Finalement, le résultat de ces deux opérations successives est d'avoir permuté les deux segments proposés sans avoir modifié la résultante générale.
2° On peut permuter les segments d'une façon quelconque. Puisque, d'après ce qui précède, on peut permuter deux segments consécutifs, on pourra, en faisant un nombre suffisant de permutations de deux segments consécutifs, placer les segments dans tel ordre que Ton voudra et, comme chaque permutation de deux segments ne modifie pas la résultante, le théorème est démontré. Ainsi, par exemple, considérons les cinq segments suivants dans Tordre :
SC G" G"' G'V
On peut les amener à Tordre
par les permutations successives de deux segments consécutifs suivantes :
Si c çt// çjjn c'V*. C 6 G" G'V C'f.
S' G QJV G" G"'.
St ç» o/y çz/rr q//
(nous avons souligné, à chaque opération, les deux segments qui ont été permutés).
Remarque. — Il résulte de ce théorème important que, pour définir la résultante de plusieurs segments, il est inutile de dire dans quel ordre on prend ces segments pour la former.
Les sommes géométriques de segments jouissent donc de la propriété fondamentale des sommes arithmétiques de nombres, k savoir que la somme ne change pas lorsqu'on intervertit Tordre des parties.
Théorème III. — Etant donnés plusieurs segments portés par une même droite, on peut, sans modifier leur résultante, remplacer deux ou p lusie u rs seg men ts par leu r rés u Itan te .
Nous avons déjà démontré ce théorème lorsque les segments sont consécutifs. Si les segments ne sont pas consécutifs on peut, d'abord, sans modifier la résultante, changer Tordre des segments de façon que les segments considérés deviennent consécutifs; et, alors, on peut les remplacer par leur résultante.
D'ailleurs, réciproquement, on peut, sans modifier la résultante, remplacer un segment par plusieurs segments dont il soit la résultante, puis, distribuer d'une façon quelconque ces nouveaux segments parmi les précédents.
Remarque. — Ce théorème complète l'analogie entre les sommes géométriques de segments et les sommes arithmétiques de nombres ; car il correspond à la proposition d'arithmétique d'après laquelle, dans une somme, on peut remplacer plusieurs parties par leur somme effectuée, et réciproquement.
CHAPITRE PREMIER
4. La théorie des segments portés par une droite nous a fourni un exemple de grandeurs susceptibles d'avoir deux sens différents.
Des exemples de grandeurs de cette nature sont fréquents. Ainsi, lorsqu'on compte le temps à partir d'un instant initial, pris comme origine du temps, ou plutôt lorsqu'on repère les divers instants en indiquant les intervalles de temps qui les séparent de l'origine du temps, il faut distinguer entre le cas où l'instant précède ou suit l'instant initial. Le temps peut être ainsi compté dans deux sens différents suivant qu'il s'est écoulé après l'instant initial ou qu'il précède cet instant.
Les degrés de température indiqués par un thermomètre sont aussi comptés dans deux sens différents, suivant qu'ils indiquent une température au-dessus ou au-dessous du zéro. En parlant du zéro, la colonne mercurielle monte ou descend dans le thermomètre, suivant que la température finale qu'elle doit marquer est plus élevée ou plus basse que le zéro.
Dès le début de l'algèbre, on sent la nécessité de donner une mesure d'une telle grandeur qui indique, non seulement la mesure arithmétique de cette grandeur, mais encore son sens. On est ainsi conduit à créer deux nouvelles classes de nombres correspondant aux deux sens, dans lesquels on peut compter les grandeurs linéaires. Il faut, ensuite, donner des règles de calcul de ces nombres entre eux.
Le choix de ces règles de calcul n'a pas été fait d'une manière arbitraire, mais de telle sorte que presque toutes les opérations jouissent des mêmes propriétés que les opérations arithmétiques. Il est inutile d'insister ici sur les raisons logiques pour lesquelles on a fait ce choix; il suffira de constater que les définitions nouvelles conduisent à des conclusions non contradictoires, utiles, et qui donnent au calcul une généralité qui est la base même du calcul algébrique.
Pour montrer l'insuffisance de l'arithmétique dans de pareils cas, nous prendrons l'exemple suivant : Soient sg\B et sgBC deux segments, cherchons à calculer la longueur de leur résultante sgkC et à connaître son sens. Il y a trois cas à distinguer.
1° Si les deux segments sont de même sens, on a
et la résultante est de même sens que les deux segments. 2° Si les deux segments sont de sens contraires et si
AB < BC
on a : AC = BC — AB
et le sens de la résultante est celui de sgBC.
On voit donc que, suivant les cas, il faut trois formules différentes pour donner la longueur de la résultante et que chaque fois il faut adjoindre à la formule une indication pour donner le sens de la résultante.
Comme nous le verrons plus loin, l'introduction des deux classes de nombres nous permettra de substituer à ces trois formules une formule unique qui donnera, à ta fou, la longueur et le sens de la résultante.
Pour donner la mesure d'une grandeur ayant un sens, il suffira de prendre le nombre arithmétique qui mesure cette grandeur et de lui adjoindre un signe distinctif pour indiquer le sens de la grandeur. Au premier abord, il semble qu'on pourra prendre ce signe distinctif arbitrairement. Par exemple, pour indiquer des degrés de température, on pourrait affecter tous les degrés au-dessus de zéro de l'indice a et tous ceux au-dessous de zéro de l'indice A; ainsi, 5rt indiquerait 5 degrés au-dessus de zéro et 4» indiquerait 4 degrés au-dessous de zéro. On pourrait, au Heu d'indices, employer des accents ou tout autre mode de distinction. Mais une discussion approfondie de la question vous conduit rapidement à la conclusion que, parmi tous les signes distinctifs que l'on pourrait employer, ceux qu'il est le plus
commode et même qu'il est presque nécessaire d'adopter sont les signes -f- et — qui servent en arithmétique à indiquer l'addition et la soustraction (*). Ainsi, pour distinguer les degrés de température au-dessus de zéro des degrés au-dessous de zéro, on fait précéder les premiers du signe ( + ) et les seconds du signe ( — ). On a ainsi deux classes de nombres, ceux qui sont précédés du signe ( + ) qui mesurent les températures au-dessus de zéro, ceux qui sont précédés du signe ( — ) qui mesurent les températures au-dessous de zéro et, à ces deux classes, il faut ajouter le nombre zéro qui n'appartient à aucune des deux et qui est la température qui sert de trait d'union entre les deux classes. Ainsi, au lieu d'indiquer S degrés au-dessus de zéro par 5rt on l'indiquera par -f-5 et, pour 4 degrés au-dessous de zéro, on prendra — 4 au lieu de 46.
5. Définitions. — On appelle nombre positif tout nombre (arithmétique), autre que zéro, précédé du signe +• On appelle nombre négatif tout nombre (arithmétique), autre que zéro, précédé du signe — .
L'ensemble des nombres positifs et négatifs auquel on adjoint le nombre zéro, qui n'a aucun signe, forme ce qu'on appelle les nombres algébriques.
On appelle valeur absolue ou module d'un nombre algébrique le nombre arithmétique que l'on obtient en supprimant son signe. Ainsi, la valeur absolue de +3 est 3. Pour indiquer la valeur absolue d'un nombre, on le place entre deux barres verticales.
a | désigne la valeur absolue du nombre algébrique a .
Dans la suite de ce chapitre, pour éviter toute confusion, nous désignerons toujours un nombre algébrique par une petite lettre, et un nombre arithmétique par une grande lettre.
Deux nombres algébriques sont dits égaux lorsqu'ils ont même râleur absolue et même signe. Dans le cas contraire, ils sont dits inégaux. Pour désigner l'égalité ou l'inégalité de deux nombres algébriques, nous emploierons les signes habituels = (égal) et ^ (inégal).
(1) Voir a ce sujet : Méray, Les fraction* et le* quantité* négative* (Nouvelles Annales de Mathématiques, .!• série, t. VIII et IX). H. Padè, Premières leçon* tC Algèbre élémentaire (Gauthier-ViUars et fil», 1892).
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Deux nombres algébriques sont dits égaux et de signes contraires lorsqu'ils ont même valeur absolue et des signes contraires. Ainsi,
+ 3 et — 3, +M^t — -sont égaux et de signes contraires (').
Remarque. — Il faut bien remarquer que les signes + et — qui servent à distinguer les deux classes de nombres n'ont, malgré leur analogie avec les signes d'addition et de soustraction, aucune signification opérative, jusqu'à nouvel ordre du moins.
6. Addition. — Étant donnés deux nombres algébriques, on appelle somme de ces deux nombres, le nombre obtenu de la façon suivante :
1° Si les deux nombres sont de même signe, on fait la somme [arithmétique) des valeurs absolues, et on lui donne le signe coihmun des deux nombres.
2° Si les deux nombres sont de signes contraires, on fait la différence (arithmétique) des valeurs absolues, et on lui donne le signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue. Dans le cas particulier où les deux nombres ont même valeur absolue, c'est-à-dire sont égaux et de signes contraires, leur somme est 0.
3° Si l'un des deux nombres est 0, la somme est égale à l'autre.
Nous emploierons, pour désigner la somme, le signe +, comme en arithmétique; et, pour ne pas confondre le signe + de l'opération avec les signes distinctifs des nombres positifs et négatifs, nous placerons les nombres et leurs signes dans des parenthèses, pour bien indiquer que le signe fait corps avec le nombre.
Exemples : (4- 4) + (4- S) = (-f 0),
(4- 4} -f (- 5) = (- ij, (- 4) + {+ S; = (4- i;, (_ 4) + (_ 5) = (- 9), (4- 4) 4- 0 = (4- 4), (_ 4) 4- 0 = (- 4).
Remarque. — Il résulte, immédiatement, de la définition de la somme de deux nombres, que
a 4- h = b + a ; car rien dans la définition n'indique quel est celui des deux nombres
(i) L'expression égaux et désignes contraires est évidemment défectueuse ; car deux nombres égaux ne peuvent avoir des signes contraires. M. Padé propose de substituer à cette expression celle de symétrique* qui est certainement très bien choisie, mais, la première expression étant complètement entrée dans les usages du langage mathématique, nous avons cru devoir la conserver, quoique vicieuse.
qu'on écrit le premier et une somme arithmétique de deux nombres arithmétiques ne dépend pas de Tordre de ces nombres.
Ainsi, ajouter ai à b revient au même q^ ajouter b à a, car dans les deux cas, c'est faire la somme de a et b.
Définition. — Etant donnés plusieurs nombres algébriques, a, b, c, d, faire la somme a + b + c + d, c'est faire la somme de a et de b, au résultat ajouter c et au nouveau résultat ajouter d. Nous désignerons par ( a + b ) la somme a + b effectuée (') ; on a, alors, d'après notre définition,
De même, (a + b-\-c) désignant la somme effectuée, on a :
Exemple :
(+4) + (- 3)"= (+ I), donc :
et, par suite :
Lorsque les nombres ne sont pas donnés par des lettres, pour indiquer leur somme, on se contente de les écrire à la suite les uns des autres en supprimant les signes -f- . Gela simplifie l'écriture sans donner lieu à des ambiguïtés. Ainsi, au lieu de
on écrit, plus simplement,
et au lieu de: (-3) + ( + |)+ (~gj + ( + 2)
on écrit: — 3 + r — ^ + 2.
7. Nous appellerons axe une droite sur laquelle un sens de parcours a été choisi. Ce sens sera ce que nous appellerons le sens
(I) D'une manière générale, lorsqu'on veut indiquer qu'une opération quelconque est effectuée^ on place le symbole, qui indique l'opération à effectuer, entre parenthèses.
positif ou sens direct. Le sens opposé au sens positif est le sensnégatif ou sens contraire.
Étant donné un axe (c'est-à-dire une droite sur laquelle on a choisi un sens positif) et un segment porté par cet axe, on appelle mesure algébrique du segment le nombre algébrique qui a pour valeur absolue la longueur du segment, et pour signe le signe ( -f- ) ou ( — ) suivant que le sens du segment est le sens positif ou le sens négatif de l'axe.
On voit que l'introduction des nombres algébriques nous permet bien de donner une mesure du segment qui fait connaître à la fois la longueur et le sens du segment. Pour désigner la mesure algébrique d'un segment, nous tracerons au-dessus des deux lettres qui désignent le segment un trait horizontal. Ainsi AB désigne la mesure algébrique de sg AB.
Remarque. — 11 résulte, immédiatement, de la définition que les mesures algébriques de deux segments égaux et de sens contraires
sont des nombres égaux et de signes contraires; ainsi AB et BA sont deux nombres égaux et de signes contraires. Par suite, on a toujours :
AB + BA
Théorème. — La mesure algébrique de la résultante de plusieurs segments est égale à la somme des mesures algébriques de ces segments.
Pour démontrer la proposition, nous pouvons toujours supposer les segments placés bout à bout puisque, pour former la résultante, on les place toujours ainsi.
1° Prenons le cas de deux segments sg AB et sg BG dont la résultante est sgXC.
Si les deux segments sont de même sens, leurs mesures algébriques
AB et BC sont de même signe. La valeur absolue de la somme
AB -}- BC est donc égale à la somme AB + BC des valeurs absolues des mesures algébriques des segments; et le signe de cette somme est le signe commun des deux nombres. D'autre part, le point B étant entre A et C, on a :
La valeur absolue de la mesure algébrique de la résultante est donc aussi AB -j- BC; et, comme celte résultante est de même sens que les deux segments, elle a même signe que leurs mesures algébriques. On a donc bien :
puisque les deux membres ont même valeur absolue et même signe. Si les deux segments sont de sens contraires, puisque la résultante ne change pas quand on change Tordre des deux segments et que la somme de deux nombres algébriques est indépendante de Tordre de ces deux nombres, nous pouvons toujours supposer que sg\B est celui des deux segments qui a la plus grande longueur. Les
mesures algébriques des deux segments AB et BC étant de signes contraires et, puisque AB > BC, la valeur absolue de la somme
ÂB + BC est AB — BC et son signe celui de AB. D'autre part, le point C tombe entre A et B et, par suite, on a :
la valeur absolue de la mesure algébrique de la résultante est donc aussi AB — BC. D'ailleurs, la résultante étant de même sens que
jn/AB, AC est aussi de même signe que AB. On a donc, encore,
AC = ÂB + BC.
Dans le cas particulier où les deux segments sont égaux et de sens contraires leur résultante est nulle, mais, alors, leurs mesures algébriques sont égales et de signes contraires et ont aussi une somme nulle.
2° Le théorème étant vrai pour le cas de deux segments, s'étend facilement au cas de plusieurs segments. Soient Sw S2, S3, S4 quatre segments et #„ x2, .v3, s4 leurs mesures algébriques. Soit R, la résultante de St et S2 et r, sa mesure algébrique; R, la résultante de R, et de S, et r2 sa mesure algébrique; R la résultante de R2 et S4 et r sa mesure algébrique. R est la résultante des quatre segments. Or, d'après la première partie de la démonstration, on a les égalités
ri = «i + *ii r, = rt + *,
et r = rt + si ;
r est donc le nombre obtenu en faisant la somme de st et «2, en ajoutant «, au résultat rn et en ajoutant *A au nouveau résultat /-2. Donc, par définition, on a :
ce qui démontre le théorème.
Remarque. — Ce théorème très important nous montre, comme nous l'avions annoncé plus haut (n° 4), qu'une seule et même formule
donne dans tous les cas la longueur et le sens de la résultante de deux ou plusieurs segments.
"*^ 8. Théorème I. — Dans une somme de nombres algébriques on peut intervertir V ordre des parties sans modifier la valeur de la somme.
Ce théorème, comme nous l'avons remarqué, découle de la définition même de la somme pour le cas de deux nombres ; il suffît donc de l'établir pour le cas de plus de deux nombres. Soient, par exemple, quatre nombres algébriques a, 6, c, d; je dis que
A cet effet, prenons un axe, sur lequel un sens positif est déterminé, et construisons sur cet axe quatre segments, sgk, sgB, sgC et sgl) ayant, respectivement, pour mesures algébriques, a, b, c et d. Soit xgR la résultante de ces quatre segments et r sa mesure algébrique. Prenons d'abord les segments dans Tordre sgk, sgB, sgC, sgD pour former leur résultante sgR. On aura, d'après le théorème précédent (n<> 7) :
Changeons Tordre des segments et prenons-les dans Tordre sgC, sgD, sgB, sgk, leur résultante ne changera pas, comme nous le savons (n° 3), et sera encore sgR. En prenant les mesures algébriques, on aura, alors
(2) Vv r = c + d + b -f a.
Et, par suite, en rapprochant les égalités (1) et (2),
Théorème II. — Dans une somme de plusieurs nombres algébriques, on peut remplacer plusieurs nombres par leur somme effectuée et, réciproquement, on peut remplacer un nombre par plusieurs nombres dont il est la somme.
Considérons, en effet, la somme a-\-b-\-c-\-d-\-eti soit s la somme des trois nombres b, c et d; je dis que Ton a
Prenons un axe et construisons sur cet axe cinq segments sgk, s^B, sgC, sgD et sgE ayant, respectivement, pour mesures algébriques, a, b,c,dele; soit sgR la résultante de ces cinq segments et r sa mesure algébrique, et enfin, soit sgS la résultante des trois segments sgB, sgC, sgD. D'après le théorème du n° 7, * sera la
mesure algébrique de sgS. Mais, d après un théorème connu (n° 3), sgh sera aussi la résultante des trois segments sg\, sgS et sgE. On aura donc les deux égalités
en appliquant le théorème du n° 7 au a/R, considéré comme la résultante soit des cinq premiers segments, soit des trois derniers. De ces deux égalités on conclut l'égalité (1).
Réciproquement, soit a -f- * + e une somme, et soient 6, c, d trois nombres tels que
b -f- c -j- d = s, je dis que
En effet, considérons de nouveau les segments qui ont pour mesures algébriques a, b, c, d, e et s : s^A, *</B, «grC, *jD, *#E et *</S, soit sgR la résultante des trois segments sgk, *</S, *</E et r sa mesure algébrique, on a (n° 7) :
D après un théorème précédent (n° 3), on sait qu'on peut remplacer le sgS par les trois segments w/B, *yC, sgD dont il est la résultante.
Donc, «9R, étant la résultante des cinq segments sgk, sgB, */C, sgD et sgE, on a aussi
r = /ï + 6 + c + rf + ^ï d'où
Remarque I. — 11 n'est pas nécessaire que les nombres, que Ton remplace par leur somme effectuée, soient consécutifs; ils peuvent être distribués d'une façon quelconque, car, avant de les remplacer par leur somme effectuée, on peut toujours supposer qu'on les a amenés, au préalable, à être consécutifs en changeant Tordre des nombres dans la somme.
Remarque II. — On voit que les sommes de nombres algébriques jouissent des deux propriétés principales des sommes arithmétiques, à savoir qu'on peut intervertir l'ordre des parties et remplacer plusieurs nombres p*r leur somme effectuée.
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Corollaire. — Pour ajouter une somme, il suffit d'ajouter successivement chacune des parties.
Ceci résulte immédiatement du théorème précédent, car, si on désigne par (c + d + e) la somme effectuée, on a
et le premier membre exprime qu'on ajoute à a + * la somme effectuée (c + à -f- e) , et le second qu'on ajoute successivement chacune des parties.
Application. — Il résulte des deux théorèmes précédents que, pour faire une somme de nombres algébriques, on peut prendre les nombres dans tel ordre que Ton voudra, par exemple, on peut d'abord placer tous les nombres positifs, puis tous les nombres négatifs, faire la somme des nombres positifs et la somme des nombres négatifs, et on est alors ramené à faire la somme d'un nombre positif et d'un nombre négatif. Ainsi, par exemple,
On peut énoncer ceci sous forme de règle :
Règle. — Pour faire la somme de plusieurs nombres algébriques, on fait, séparément, la somme des nombres positifs et la somme des nombres négatifs, et on ajoute le nombre positif et le nombre négatif ainsi obtenus.
Exemples :
Pratiquement, on se dispense d'intervertir Tordre des termes et on fait, d'une part, la somme des nombres positifs et, d'autre part, la somme des nombres négatifs, opérations qui se font par de simples additions arithmétiques. Ainsi :
Soustraction
Théorème. — Etant donnés deux nombres algébriques, il existe toujours un troisième nombre algébrique qui, ajouté à Vun d'eux, reproduit l'autre, et il n'y en a qu'un.
Soient, en effet, a et b deux nombres algébriques. Il faut démontrer qu'il existe un nombre algébrique x, et un seul, tel que Ton ait
Soit b' le nombre égal et de signe contraire à b. Ajoutons b' aux deux membres de l'égalité précédente, il viendra
ou, en appliquant les théorèmes du n° 8 et remarquant que b + b' = 0,
Le nombre cherché ne peut donc être que a-\-b'. Il est aisé de vérifier d'ailleurs qu'il résout la question proposée ; car on a
La proposition est donc démontrée.
Corollaire. — // n'y a qu'un nombre qui ajouté à un autre le reproduise, c'est zéro.
Car a -f- 0 = a et d'après le théorème précédent il n'y a qu'un nombre satisfaisant à cette condition.
Définition. — On appelle différence entre a ei b fe nombre qu'il faut ajouter à b pour reproduire a. D'après le théorème précédent, nous savons que ce nombre existe et qu'il est unique. L'opération qui consiste à former la différence entre deux nombres est la soustraction (algébrique). Former la différence entre a et b c'est soustraire b de a ou encore retrancher b de a. On représente celle différence par le symbole a — b.
D'après le théorème précédent, on peut énoncer la règle suivante pour former la différence.
Règle. — Pour faire la différence (a — b) on ajoute à & le nombre égal et de signe contraire à b .
Exemples :
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Remarque. — Les nombres {a — b) et (b — a) sont deux nombres égaux et de signes contraires, car
en indiquant par un accent le nombre égal et de signe contraire à un nombre donné. Or, a étant égal et de signe contraire à a' et b' à 6, a -f- *' (c'est-à-dire a — b) est égal et de signe contraire à a' -f- b (c'est-à-dire à b — a).
10. Soinme algébrique. — On appelle somme algébrique une suite d'additions ou de soustractions effectuées avec des nombres algébriques. Ainsi, l'expression
qui indique que de (+ 4) on retranche (-+- 2), qu'on ajoute ( — 1) au résultat, que du nouveau résultat on retranche ( — 12) et enfin que de ce dernier résultat on retranche (-f- 5), est une somme algébrique.
Toute somme algébrique est identique à une somme, proprement dite, de nombres algébriques. En effet, d'après la définition même de la soustraction, retrancher un nombre c'est ajouter le nombre égal et de signe contraire, on a donc :
en désignant par b', d', e' les nombres respectivement égaux et de signes contraires aux nombres b, d, e.
Ainsi,
c'est donc la somme des nombres + 4, — 2, — 1, + \^ — 5.
Chaque fois que, dans la somme algébrique, un nombre est précédé du signe (-)-), dans la somme, proprement dite, on ajoute ce nombre; chaque fois qu'un nombre est précédé du signe ( — ), dans la somme, proprement dite, on ajoute le nombre égal el de signe contraire. Ainsi, dans l'expression
les symboles — A, + c, — d, — e jouent, respectivement, le môme rôle que b\ c, d\ e' dans la somme a + b' + c + $ + e '» cec* conduit à la convention suivante :
Convention. — a désignant un nombre algébrique, le symbole + & représente aussi ce nombre et le symbole — a représente le nombre égal et de signe contraire à a.
Cette convention peut encore s'énoncer ainsi : deux signes consécutifs équivalent à un signe unique qui est le signe -f- ou le signe — suivant que les deux signes sont les mêmes ou sont contraires. C'est ce qu'on appelle la règle des signes qui se résume dans le tableau suivant :
m^^~ m mm
Définition. — On appelle termes d'une somme algébrique les nombres qui la composent avec les signes qui les précèdent. Ainsi, dans la somme algébrique
les termes sont
D après la convention précédente, ces symboles ont un sens bien défini.
De la convention précédente et de cette définition résulte la proposition suivante :
Toute somme algébrique est la somme (proprement dite) de ses termes. (En prenant comme signification du mot terme celle qui résulte de la définition précédente.) Ainsi :
(+3)-(-l) + (-l)-(-2) est la somme des nombres
c'est-à-dire des nombres
Celte somme algébrique peut donc s'écrire
Il résulte de cette proposition que toutes les propositions relatives à la somme sont applicables à la somme algébrique. Nous pouvons donc énoncer, sans nouvelle démonstration, les propositions suivantes :
Théorème I. — Dans une somme algébrique, on peut intervertir l'ordre des termes sans modifier la valeur de la somme.
Remarque. — Comme, d'après cette convention, les symboles — b, — d, — e, ont une signification, on peut, en intervertissant Tordre des termes, placer le premier un terme précédé du signe — . Ainsi,
a — à-fc — rf — e + f= — b + a — </ — e + c -{- f.
Lorsqu'on amène le premier un terme précédé du signe -f on n'écrit pas ce signe, ce qui est légitime, puisque + a = a, + /* = /*, par convention.
Théorème II. — Dans une somme algébrique, on peut remplacer plusieurs termes par leur somme algébrique effectuée et, réciproquement, on peut remplacer un terme par plusieurs termes dont il est la somme algébrique.
Ainsi, si
— c + d — e =z — /:, on a: a + b — c-f-d — e — f= a + b — À* — f.
Exemple : On a
— (— i) + (— 3) — (+ 3) = — (+ 5); donc :
Remarque. — Étant donnée une somme quelconque de nombres positifs et négatifs on peut toujours la considérer comme une somme
algébrique de nombres tous positifs, car tout nombre négatif est égal et de signe contraire à nn nombre positif.
—3+4—5+6—8+1 peut s'écrire
Théorème III. — Pour ajouter une somme algébrique, il suffit d'ajouter, successivement, chacun de ses termes.
Ce théorème, comme nous l'avons vu (n° 8), est un corollaire du théorème précédent. D'ailleurs, étant vrai pour une somme, proprement dite, il est vrai pour une somme algébrique.
Théorème IV. — Pour retrancher une somme algébrique, il suffit d'ajouter, successivement, chacun de ses termes changés désigne.
Pour démontrer ce théorème il faut d'abord établir la proposition suivante :
Si, dans une somme algébrique, on change les signes de tous les termes, la nouvelle somme algébrique, ainsi obtenue, est égale et de signe contraire à la première.
En effet, d'après la Règle du n°8, pour faire une somme algébrique on fait la somme des nombres positifs, soit P la valeur absolue de cette somme, puis la somme des nombres négatifs, soit N la valeur absolue de cette somme.
Si P > N, la somme algébrique est le nombre + (P — N).
Si P < N, la somme algébrique est le nombre — (N — P) et, si P = N, la somme algébrique est nulle.
Lorsqu'on aura changé les signes de tous les termes, les termes positifs deviendront négatifs et les termes négatifs deviendront positifs. Donc, dans la nouvelle somme algébrique, la somme des termes positifs aura même valeur absolue N que la somme des termes négatifs dans la précédente et la somme des termes négatifs aura même valeur absolue P que la somme des termes positifs dans la précédente. Par suite,
Si P > N, la nouvelle somme algébrique a pour valeur — (P — N).
Si P < N, la nouvelle somme algébrique a pour valeur + (N — P) et, si P = N, la nouvelle somme algébrique est nulle.
Dans les trois cas, la nouvelle somme est égale et de signe contraire à la précédente (car le nombre zéro peut être considéré comme son égal et de signe contraire à lui-même).
Ceci posé, le théorème énoncé en résulte immédiatement. Car, par définition même de la soustraction, retrancher un nombre c'est
ajouter le nombre égal et de signe contraire. Donc, pour retrancher une somme algébrique, il faut ajouter la somme égale et de signe contraire et cette somme est obtenue, comme nous venons de le voir, en changeant les signes de tous les termes de la somme. Ainsi, pour retrancher la somme c — d + e, il faudra ajouter la somme — c -f- d — e. Or, d'après le théorème précédent, pour ajouter une somme on ajoute, successivement, chacun de ses termes. Donc, pour retrancher une somme algébrique il suffit d* ajouter, successivement, tous ses termes changés de signe.
Ainsi, pour retrancher c — d + e il faut ajouter — c + d — e il faut donc ajouter, successivement, — c, -f- d et — e.
(fl — b) — [c — d + e ) ~ (a — b) + (— c + d — e)
= a — b — c-f-rf — e,
Exemples :
(+ 3 — 2 + 5) + (+ lo — 6 — 2) = + 3 — 2 + 54-15 — 6 — 2;
Application. — Les deux théorèmes précédents nous permettent de faire les deux opérations inverses ouvrir une parenthèse ou introduire une parenthèse. Ainsi, par exemple, considérons la différence
elle est égale à la somme algébrique
d'après ce que nous venons de voir. Cette transformation de la première expression dans la seconde est ce qu'on appelle ouvrir une parenthèse. Mais, réciproquement, étant donnée la seconde expression
a -J- b — r+-rf — e, on peut la remplacer par l'expression
(« + *)-('-rf + ')
et cette transformation est ce qu'on appelle introduire des parenthèses. On peut, ainsi, en introduisant ou ouvrant des parenthèses, transformer une expression dans une autre. Ainsi, par exemple, on peut
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mettre toute somme algébrique sous forme d'une différence de deux sommes de termes tous positifs.
On a :
a + b — c-f-rf — e = a -\- b -\- d — c — e
11. Théorème I. — La valeur absolue de la somme ou de la différence de deux nombres est inférieure ou au j)lus égale à la somme des valeurs absolues de ces deux nombres et supérieure 9u au moins égale à ta différence des valeurs absolues de ces deux nombres.
En effet, d'après la définition même de l'addition dé deux nombres (n° 6), la valeur absolue de la somme de deux nombres est, ou bien égale à la somme des valeurs absolues de ces deux nombres, ou bien y : - ( égale à la différence de ces valeurs absolues. Dans le premier cas, la valeur absolue de la somme est égale à la somme des valeurs absolues et plus grande que la différence. Dans le second' cas, la valeur " /
absolue de la somme est égale à la différence des valeurs absolues et, par suite, plus petite que leur somme. On a donc toujours :
Le théorème étant vrai pour la somme, est, évidemment, vrai pour la différence.
Théorème II. — La valeur absolue d'une somme algébrique est inférieure ou au plus égale à la somme des valeurs absolues de ses termes.
Soit, en effet, la somme algébrique
a — b -f- c — dj d'après le théorème précédent on a :
De même, si nous considérons a — b -f- c comme la somme de (a — b) et c, on a :
| * - 6 + r | < \n-b\ +c\; et, par suite, à fortiori, à cause de l'inégalité (1) (*),
(l) Nous appliquons ici des propositions connues sur les inégalitf'8 de nombres arithmétiques. Par exemple,
et si D ^ A -f E,
on a D ^ B + C -f K.
En considérant a — b -f- c — d comme la différence entre (a — b + c) et d, on a, d'après le théorème précédent,
\a-b + c-d\ < | a — * + c | + |rf|,
et, par suite, à cause de l'inégalité (2),
Exemple :
Remarque. — La valeur absolue de la somme n'est égale à la somme des valeurs absolues de ses termes que dans le cas particulier où elle est une somme de termes tous de même signe.
Ainsi :
12. Inégalités. — Ëtant donnés deux nombres algébriques inégaux a et b, la différence a — b n'est pas nulle.
1° Si cette différence est positive, a est dit plvs grand que b et on écrit :
2° Si la différence a — b est négative, a est dit plus petit que b et on écrit :
Remarque. — Si a est plus grand que b, inversement b est plus petit que a\ car, (a — b) et (b — a) étant des nombres égaux el de signes contraires (n° 9), si (a — b) est positif {b — a) est négatif.
De même, si a est plus petit que b, b est plus grand que a. Donc les inégalités
b > a et a < b
sont équivalentes, c'est-à-dire que Tune entraîne l'autre.
Problème. — Ranger les nombres algébriques par ordre de grandeur croissante.
Ceci résulte des propositions suivantes :
1° De deux nombres positifs le plus grand est cplui qui a la plus grande valeur absolue.
Car, si a et b sont deux nombres positifs et si j a \ > | b | , la
valeur absolue de (a — A) est \ a \ — | * | et le signe celui de 0, c'est-à-dire le signe -(-.
Ainsi, + 4 > + 3, +5> + ^.
2° De deux nombres négatifs le plus grand est celui qui a la plus petite valevr absolue.
Car, si a et b sont deux nombres négatifs et si \ a \ > | b | , la valeur absolue de [a — b) sera \ a \ — \ b \ et le signe celui de a, c'est-à-dire le signe — . Donc,
Ainsi, — 3 > — 4, — - > — 5.
3Q Tout nombre positif est plus grand que zéro et tout nombre négatif est plus petit que zéro.
Car la différence a — 0 étant égale à a, est du signe de a.
Ainsi, +7>0, +^>0, — 6<0f — |<0.
Il résulte de là que, pour écrire quun nombre est positif ou négatif, il suffit d'écrire qu'il est plus grand ou plus petit que zéro.
Ainsi, a > 0 signifie a positif \
a < 0 signifie a négatif.
4° Tout nombre posit if est plus grand que tout nombre négatif.
Car si a est positif et b négatif, la différence a — b, étant la somme des deux nombres a et — b qui sont tous deux positifs, est positive. Donc a > b.
Ainsi, +3>-15, +_>_21.
En se servant de ces quatre propositions, il sera facile de ranger des nombres donnés par ordre de grandeur croissante, de façon que tout nombre soit plus petit que ceux écrits à sa droite et plus grand que tous ceux qui sont écrits à sa gauche. Le plus petit de tous les nombres donnés sera le nombre négatif ayant la plus grande valeur absolue. Soient les nombres :
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ces nombres, rangés par ordre de grandeur croissante, sont : _12<-G<-l<-l<0< + |< + 4< + 5.
Théorème I. — %Il n'existe aucun nombre algébrique plus grand que tous les autres, et aucun nombre algébrique plus petit que tous les autres.
Pour cela, il suffit de prouver qu'étant donné un nombre algébrique quelconque, il y en a au moins un plus grand et au moins un plus petit. Soit, en effet, a un nombre algébrique, on sait qu'on peut toujours trouver un nombre arithmétique N plus grand que la valeur absolue A du nombre algébrique a. Le nombre algébrique + N est alors, certainement, plus grand que a, et le nombre algébrique — N est certainement plus petit que a.
Remarque. — En arithmétique, il y a un nombre plus petit que tous les autres, c'est zéro. La suite des nombres arithmétiques n'est, par suite, illimitée que dans un sens. En Algèbre, la suite des nombres algébriques est illimitée dans les deux sens. On peut donner, de ce fait, une image géométrique qui le fait mieux comprendre. Prenons un axe x'x (fig. 6), sur lequel le sens positif
*,' 0 A sr
Fig. 6.
est de x' vers a\ de gauche à droite. Soit 0 un point fixe de cet axe ; à tout nombre algébrique a, je puis faire correspondre un point A de Taxe et un seul en prenant le point A, tel que
OA = a.
Lorsque A est à droite de 0, 0 A est positif; lorsqu'il est & gauche
de 0, OA est négatif. Lorsque le nombre a grandit, le point A marche dans le sens positif; lorsqu'au contraire le nombre a diminue, le point A se déplace dans le sens négatif. Or, le point A peut s'éloigner indéfiniment dans les deux sens, par conséquent la
Fig. 7.
suite des nombres est illimitée dans les deux sens. Ainsi, si on ne marque que les points correspondants aux nombres entiers, on obtient {fig. 7) une suite de points illimitée dans les deux sens.
Théorème II. — Étant donnés trois nombres algébriques a, b, c, si a est plus grand que h et h plus grand que c, a est plus grand que c.
En effet, puisque, par hypothèse, a >> b et b > c, c'est que les différences a — b et b — c sont positives.
Leur somme
est positive. Donc, (a — c) étant positif, a est plus grand que r.
Exemple :
+ 4 > 0, 0 > — 3, donc + 4 > — 3.
Ainsi, tout nombre positif étant plus grand que zéro et tout nombre négatif plus petit que zéro, on peut en conclure que tout nombre positif est plus grand que tout nombre négatif.
Théorème III. — Lorsqu'on change les signes des deux membres d'une inégalité, V inégalité change de sens.
Je dis que, si a > A,
on a : — a <. — A,
car, si a — b est positif, — a -f- b = — a — ( — 6), qui est le nombre égal et de signe contraire, est négatif.
Exemples :
+ 4 > - 3, donc : — 4 < + 3.
donc : — 5 < — -•
13. Théorème I. — On peut ajouter ou retrancher aux deux membres d'une inégalité un même nombre.
Il suffit de démontrer la proposition dans le cas où on ajoute; car retrancher un nombre, c'est ajouter le nombre égal et de signe contraire.
Soit, alors a > b ;
je dis que, c étant un nombre algébrique quelconque,
En effet, on a :
ia + c) — (* + c) = a + c — * — '"
= rl_ft-|-(c_c) = a — b + 0 = a — b.
Or, par hypothèse (a — b) est positif; donc il en est de même de (a -f- c) — (b -f- c) et on a :
Exemples :
donc : +4 — 6 > — 3 — 6 ou — 2 > — 9.
donc : — 3 + 2< — i + 2 ou — 1 < + 1.
Théorème II. — Etant donnés quatre nombres a, b, c, d, si on a les deux inégalités
elles entraînent l'inégalité
En effet, d'après l'hypothèse, (a — b) et (c — d) sont deux nombres positifs, donc leur somme est positive. Or, cette somme s'écrit :
(a — b) + (c — d) = a — b -\- c — d = a -f- c — ft — d
La différence (« -}- c) — (b -{- d) étant positive, on en conclut que
Remarque. — Cette proposition s'énonce encore brièvement ainsi : on peut ajouter membre à membre deux inégalités de même
sens.
Théorème III. — Étant donnés quatre nombres a, b, c, d, si on a les deux inégalités de sens contraires
elles entraînent V inégalité
a — c > b — rf.
En effet, d'après l'hypothèse, les deux différences (a — b) et (d — c) sont positives. Leur somme est donc positive. Or, celte somme s'écrit, en faisant des transformations connues (n° 10),
La différence (a — c) — {b — d) est donc positive ; et par suite, on a :
Remarque. — Cette proposition s'énonce quelquefois, plus brièvement, ainsi : on peut retrancher membre à membre deux inégalités de sens contraires et l'inégalité finale est du sens de la première.
donc, en ajoutant :
+ 4— i> — 2 — C ou -h3> — 8.
De même :
el, en retranchant la seconde de la première :
+ 4 + « > — 2 + i ou + 10 > — i,
en retranchant la première de la seconde :
— 6 — 4 < — 1 + 2 ou — 10 < + 1.
Théorème IV. — On peut ajouter membres à membres un nombre i/uelconque d'inégalités de même sens.
Je dis que si
on a a + c + e + #>A + d + /*+A.
Car, d'après l'hypothèse, les nombres (a — 6), (c — d), (e — /*), (g — h) sont tous positifs. Leur somme est donc aussi positive. Or cette somme s'écrit :
La différence {a + c -f e + g) — {b -f d -f f + h) est donc positive et, par suite, on a
Exemple : On a
-f 7 > — io,
+ 3 > + i, donc, en ajoutant :
ou r U > — «3.
14. Multiplication. — On appelle produit de deux nombres algébriques un troisième nombre ayant pour valeur absolue le produit des valeurs absolues des deux nombres et ayant le signe (+) ou le signe ( — ), suivant que les deux nombres sont de même signe ou de signes contraires. Lorsque l'un des deux nombres est zéro, le produit est zéro.
L'opération qui consiste à former le produit de deux nombres a et b est ce qu'on appelle la multiplication. Multiplier a par b ou b par a, c'est faire le produit de ces deux nombres, a et b sont appelés les facteurs du produit. Pour indiquer le produit de a par é, on écrit (a X b) ou, simplement, (ab). Quand il n'est pas nécessaire d'indiquer expressément que le produit est effectué, on supprime la parenthèse et on écrit a X b ou ab.
Remarque. — Le symbole ab indique le produit de a par b, et le symbole ba indique le produit de b par a. Il résulte de notre définition que ces deux produits sont égaux ; car rien, dans la définition, ne distingue celui des deux facteurs qui est le premier, puisque le produit arithmétique des valeurs absolues ne dépend pas de l'ordre des facteurs. Ainsi, l'on a
ab = ba.
Exemples :
(_ox(+î).(-i),
Remarque. — Le signe du produit de deux facteurs s'obtient encore par la règle des signes que nous avons déjà donnée plus haut (n° 10) et qui peut se résumer dans le tableau suivant :
Signes des facteurs ;
Signe du produit :
15. Définition. — Étant donnés plusieurs nombres algébriques a, b, c, d, on désigne par le symbole a x b X c X d, ou encore, plus simplement, par abcd le nombre obtenu en multipliant a par ô, le résultat par c et, enfin, le nouveau résultat par d. Ainsi, en désignant toujours, au moyen d'une parenthèse, une opération effectuée, on a, par définition, les égalités suivantes :
abc = (ab) c et abcd = (abc) d.
Remarque. — Il résulte immédiatement de cette définition que, si run des facteurs du produit de plusieurs facteurs abcd est nul, le produit est nul. Ainsi,
(+4)X(-3)xOX(+7) = (-li)x0x(+7)=0x(+7) = O.
Exemples : On a
donc :
et:
Théorème I. — La valeur absolue d'un produit de plusieurs fadeurs est égale au produit des valeurs absolues de ces facteurs.
Cette proposition est la définition même de la valeur absolue du produit dans le cas de deux facteurs (n° 14). Elle s'étend, immédiatement, au cas de plusieurs facteurs. On a, en effet,
| ab\ = | a | X | b |
Algèbre élémentaire.
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Or, puisque, par définition, abc est le produit de ab par c, on a :
\abc \ — \ab\ X— c | , et, en vertu de l'égalité (1),
[abc | = |a|X|*|X|f| (2).
De même, puisque abcd est le produit de abc par d, on a : | abcd \ = \abc\X\d\ = \a\X\b\X\r\'X\d\,
en tenant compte de l'égalité (2).
Théorème II. — Le signe du. produit de plusieurs facteurs est le signe -f- ou le signe — , suivant que le nombre des facteurs négatifs est pair [ou nul) ou impair.
Soit le produit abcde. Je remarque que, comme
(+l)Xfl = <*,
ce produit peut s'écrire :
(-j- 1) abcde.
Or, par définition, ce produit est obtenu en multipliant ~\- 1 par a, le résultat par 6, puis par e, d et e. Chaque fois qu'on multiplie par un nombre positif, le produit ne change pas de signe, et chaque fois qu'on multiplie par un nombre négatif, le produit change de signe. Donc, le produit aura changé autant de fois de signe qu'il y a de facteurs négatifs. Si le nombre des facteurs négatifs a,6,c,rf,e est pair ou nul, le produit aura changé un nombre pair de fois de signe ou n'aura pas changé de signe; il sera finalement du signe de +1, c'est-à-dire du signe +■ Si le nombre des facteurs a,ô,c,d,e qui sont négatifs est impair, le produit, dans les multiplications succès* sives, aura changé un nombre impair fois de signe; et, par suite, le produit (+ 1) abcde ou abcde sera de signe contraire à -f- 1, c'està-dire du signe — .
Des deux théorèmes précédents, on déduit la règle suivante pour former le produit de plusieurs facteurs.
Règle. — Le produit de plusieurs facteurs est le nombre ayant pour valeur absolue le produit des valeurs absolues des facteurs et le signe -j- ou — , suivant que le nombre des facteurs négatifs est pair (ou nul) ou impair. Si l'un des facteurs du produit est zéro, le produit est zéro.
Exemples :
Théorème III. — Un produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on intervertit V ordre des facteurs.
Ce théorème résulte immédiatement de la règle précédente ; car, quel que soit Tordre dans lequel on prend les facteurs, la valeur absolue du produit est le produit des valeurs absolues des facteurs, et ce produit, qui est un produit de nombres arithmétiques, est indépendant de Tordre des facteurs. Quant au signe du produit, il ne dépend pas non plus de Tordre des facteurs, mais seulement du nombre des facteurs négatifs.
Remarque. — Toutes les propriétés du produit de plusieurs facteurs qui découlent du théorème précédent se démontreront comme en arithmétique (') ; on peut donc énoncer, sans démonstration nouvelle, les deux théorèmes suivants :
Théorème IV. — Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué et, réciproquement, on peut remplacer un facteur par plusieurs autres dont il est le produit.
Théorème V. — Pour multiplier un nombre par un produit de
facteurs, il suffit de multiplier successivement par chacun des facteurs.
-16. Division. — Étant donné un nombre algébrique a, autre
que zéro, on appelle inverse de ce nombre, et on le représente par le
symbole -, le nombre ayant pour valeur absolue Tin verse de la valeur
absolue de ce nombre et ayant même signe.
Exemples :
i> 4- 8 Ml 4.
L'inverse de + 2 est + s» l'inverse de — 3 est — -. On a donc, par
définition :
Remarque. f- 1 et — 1 sont les deux seuls nombres qui sonl
égaux à leurs inverses, car 1 est le seul nombre arithmétique égal à son inverse.
(I) Voir dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery, les n#s 78 a 81.
36 ALGÊBKE ÉLÉMENTAIRE.
Théorème I. — Le produit d'un nombre par son inverse est égal
Car la valeur absolue du produit a x - est le produit des valeurs
absolues, qui est 1, et, a et - étant de même signe, le produit a le
signe +.
Théorème II. — Etant donnés deux nombres algébriques a et b, b étant différent de zéro, il existe toujours un troisième nombre c tel que le produit bc soit égal à a, et un seul.
D'abord, il est facile de voir que, si le nombre c existe, il est unique
et que ce nombre est nécessairement égal à a x r. En effet, si le
nombre c existe, on a :
cb = a,
par suite,
{cb) X j = a X £,
ou
x(^) = c(+l) = c = aX£.
Le seul nombre qui puisse répondre à la question est donc a x y.
D'ailleurs, il est facile de vérifier que ce nombre y répond ; car on a :
faXTJx4 = flX^Xi = axfjXM = aX(+l) = fl.
Corollaire I. — // n'existe qu'un seul nombre dont le produit par a soit égal à a ; c'est + 1 .
Corollaire II. — // existe un nombre et un seul dont le produit par a est le nombre égal et de signe contraire — a, c'est — 1.
Définition. — Étant donnés deux nombres a et b, le premier a appelé dividende et le second b, différent de zéro, appelé diviseur, on appelle quotient du dividende a par le diviseur b le nombre c dont le produit par le diviseur b est égal au dividende a. • Le théorème précédent nous apprend que le nombre c existe, qu'il est unique et qu'on l'obtient en multipliant le dividende par l'inverse
du diviseur. On représente le quotient de a par b par la notation -.
On a donc, par définition,
b = ab'
Le symbole 7- est ce qu'on appelle une fraction algébrique, a (le
dividende) est appelé le numérateur de la fraction, et b (le diviseur) est appelé le dénominateur de la fraction.
jqH|-<-«x(+{) — |;
rj73\ = (" 2) x (+ 3) = ~ r
Remarque. — Puisque le quotient de a par b s'obtient en multipliant a par l'inverse de 6, la valeur absolue du quotient est le produit de la valeur absolue de a par l'inverse de la valeur absolue de b\ ou, en d'autres termes, c'est le quotient des valeurs absolues de a et b. Le signe s'obtient en observant la règle des signes dans
le produit de a par 7 et , comme j est de même signe que b, le
signe se déduit des signes de a et b par la règle des signes (nw 10 et 14). On peut conclure de là la règle suivante pour former le quotient :
Règle. — Le quotient de deux nombres a pour valeur absolue le quotient des valeurs absolues de ces deux nombres et pour signe le signe -f- ou le signe — , suivant que les deux nombres sont de même signe ou de signes contraires.
En d'autres termes, le signe du quotient se déduit des signes du numérateur et du dénominateur par la règle des signes.
Exemples :
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Remarque. — Nous n'avons défini le quotient de deux nombres que dans le cas où le dénominateur est différent de zéro, il est aisé de se rendre compte que cette définition devient caduque dans le cas où le diviseur est zéro. En effet, d'après notre définition, le quotient de a par zéro serait un nombre g tel que le produit de g par 0 soit égal à a. Or, par définition, le produit de tout nombre par 0 est 0 ; par conséquent, si a est différent de zéro, il n'existe aucun nombre qui, multiplié par zéro, donne pour produit a; et si a est égal à zéro, n'importe guel nombre multiplié par zéro donne pour produit a. Donc, quand a est différent de zéro, il y a impossibilité de satisfaire à la définition; et quand a est égal à zéro, il y a indétermination.
L'opération de la division par zéro est impossible ou indéterminée. C'est une opération que nous ne ferons jamais. Il est entendu dorénavant que chaque fois que nous écrirons une fraction 7, b sera différent de zéro. Une fraction de dénominateur zéro o
n'a pas de sens.
17. Jusqu'ici nous avons considéré les deux classes de nombres algébriques, nombres positifs et négatifs, comme distinctes des nombres arithmétiques. Il est facile, maintenant que nous avons complètement défini le calcul des nombres algébriques, de faire disparaître cette distinction.
Si on passe en revue toutes les règles de calcul des nombres algébriques, on constatera ce fait important, c'est que :
Toute opération effectuée uniguement sur des nombres positifs donne comme résultat un nombre positif dont la valeur absolue est le nombre arithmétique obtenu en faisant la même opération arithmétigue sur les valeurs absolues (pourvu, toutefois, gue cette opération arithmétigue soit possible).
Ainsi :
Nombres algébriques. Nombres arithmétiques.
Nombres algébriques. Nombres arithmétiques.
(+3)X(+2)X(+1) = +(3x2xl);
Nombres algébriquos. Nombres arithmétiques.
Nombres algébriques Nomb. arith.
Le calcul des nombres positifs entre eux est donc identique au calcul des nombres arithmétiques.
Cette identité entre le calcul des nombres positifs et le calcul de leurs valeurs absolues nous conduit nécessairement à la convention suivante, qui simplifie ce qui précède sans introduire de contradiction.
Convention. — Tout nombre positif est égal à sa valeur absolue.
Ainsi, V ensemble des nombres positifs est identique à V ensemble des nombres arithmétiques.
Par convention,
+ 7 = 7, + 5 = 5, 2 __ 2 + ÎÔÔ "~ ÎÔÔ "
Grâce à cette convention, l'ensemble des nombres algébriques nous apparaît comme une généralisation de l'ensemble des nombres arithmétiques, puisque ces derniers sont contenus dans les premiers.
Dorénavant, à moins qu'il y ait nécessité, nous supprimerons toujours le signe + des nombres positifs. Ainsi, dans une somme algébrique, si le premier nombre est un nombre positif, nous supprimerons le signe +; au lieu de
et +15- 1-1 + 4-7,
nous écrirons
et «_!— J + 4-7.
De cette nouvelle écriture il résulte que certaines expressions auront à la fois un sens algébrique et un sens arithmétique, mais les deux façons d'envisager l'expression donneront toujours le même résultat; car si l'expression a un sens arithmétique, c'est qu'on peut la considérer comme une expression ne contenant que des opérations (possibles en arithmétique) sur des nombres positifs, opérations qui conduisent aux mêmes résultats que les opérations sur les nombres arithmétiques.
Ainsi, l'expression
est la somme algébrique des deux nombres + 4 et — 3, mais c'est aussi la différence des deux nombres + 4 et + 3, elle est donc identique à la différence arithmétique de 4 et 3. De même, l'expression
peut être considérée comme une expression arithmétique, ou comme
1 1 la somme algébrique de + Ï5, — -, — «» + 4 et — 7. Dans les
deux cas, le résultat de l'expression effectuée est le même : -5-
ou+6-
Au fond, nous ne faisons qu'étendre aux signes qui distinguent les deux classes de nombres une convention faite déjà plus haut(n°10).
-f- a est égal à & et — a est le nombre égal et le signe contraire à a.
Ainsi, 5 est un nombre arithmétique ou positifs + 3 est égal à ce nombre et — 5 est le nombre négatif égal et de signe contraire.
Cette convention nous conduit, en outre, à une conclusion très importante, à savoir que, grâce à elle et à l'introduction des nombres négatifs, toutes les soustractions deviennent possibles. En arithmétique, on ne peut retrancher un nombre d'un autre que si ce nombre n'est pas plus grand que cet autre. Retrancher 5 de 3 est une opération qui n'a pas de sens en arithmétique. L'introduction des nombres négatifs donne un sens à cette opération et on a :
De même, certaines restrictions fort gênantes dans les énoncés de l'arithmétique disparaissent. Ainsi, par exemple, si on considère l'expression
on apprend en arithmétique qu'on peut y intervertir l'ordre des termes, mais à condition que les opérations à effectuer soient possibles (arithmétiquement). On peut écrire cette somme
8+6—3—4+1 ou encore 6 — 4 + 1 + 5 — 3,
mais on n'aurait pas pu Técrire
parce que les opérations indiquées n'ont aucune signification arithmétique puisqu'elles indiquent que, de 5, il faut retrancher 3, ce qui donne 2 ; et que, du résultat 2, il faut retrancher 4 ; ce qui n'est pas possible en arithmétique. Grâce à l'introduction des nombres négatifs et à la convention qui identifie les nombres positifs aux nombres arithmétiques, ces restrictions disparaissent et, comme nous l'avons vu, on peut, dans tous les cas, intervertir Tordre des termes d'une somme algébrique d'une façon quelconque. Ainsi, dans l'exemple précédent, la somme
a un sens et cette somme effectuée est égale à la somme effectuée
18. Fractions. — Les fractions algébriques jouissent des mêmes propriétés et sont soumises aux mêmes règles de calcul que les fractions arithmétiques généralisées. Comme les démonstrations ne reposent que sur les propriétés générales de la multiplication, qui appartiennent, comme nous l'avons vu,' aux nombres algébriques, elles sont identiques à celles de l'arithmétique (*). Nous pourrons donc énoncer ces propositions sans faire de nouvelles démonstrations.
D'abord, tout nombre peut être considéré comme une fraction de dénominateur 1, car on a :
Si dans une fraction le dénominateur est égal au numérateur, la fraction est égale à 1 :
Théorème I. — On peut multiplier ou diviser les deux termes d'une fraction algébrique par un même nombre, autre que zéro, sans changer la valeur de la fraction. Ainsi :
ac Tc~V
(1) Voir Tannery {loe. cit.), n" 207 k îll.
a \cl a
Corollaire. — On peut changer les signes des deux termes d'une fraction sans changer sa valeur. Car changer les signes des deux termes c'est les multiplier par ( — I). Ainsi,
Application I. — Le théorème précédent peut servir à simplifier une fraction algébrique. Ainsi,
d\ô dy-iyîi
iab
abc bc
c kab kb ad adc de '
Application II. — Etant données plusieurs fractions ayant des dénominateurs différents, on peut former des fractions qui leur sont, respectivement, égales et ayant toutes même dénominateur en multipliant les deux termes de chacune d'elles par le produit des dénominateurs des autres. On a :
a_abW a' __a'bb" a" __ a"bb' b^bW,] V^WV''1 blî~'WbTr
On réduit ainsi les fractions au même dénominateur.
Théorème II. — Ijt produit de deux fractions est une fraction ayant pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs des deux fractions.
a a' aa b^V" bb''
a a c ac
Théorème III. — Pour diviser un nombre par une f l'action, on te
multiplie par celte fraction renversée : .
c b rb
b' a'~~ ba"
6 c Âr"
19. Puissances. — On appelle puissance mième d'un nombre a, et
on représente par le symbole am, m étant un nombre arithmétique entier, le produit de m nombres égaux à a. Le nombre m, qui indique de combien de facteurs égaux est formé le produit, est ce qu'on appelle l'exposant de la jouissance. Ainsi, par définition,
aa = a* , aaa = a8 ;
a1 s'énonce a puissance deux ou, plus brièvement, a cfoi*j? ; a8 s'énonce a jouissance trois ou a f rois ; d'une manière générale, «m s'énonce « puissance m(!).
(!) Nous ne définissons que les puissances entières des nombres algébriques. Il n'y a pas lien, comme en arithmétique [voir dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery, les n°* 450 à 456 ou l'Appendice III de ce volume], de définir des exposants fractionnaires, car on ne peut pas définir dans tous les cas une racine mfieme d'un nombre algébrique.
Il n'existo aucun nombre positif ou négatif dont la puissance m***»* soit égale à un nombre négatif donné, lorsque m est pair. Car toute puissance paire d'un nombre algébrique est un nombre positif. On ne peut donc pas parler de la racine m'*"»* (m pair) d'un nombre négatif.
On peut remarquer que lorsque m est impair il existe toujours un nombre x tel que
xm = - A A étant an nombre arithmétique. Ce nombro est
Il est facile de voir, d'ailleurs, que c'est le seul. On peut a nno racine d'indice impair (Voir, plus loin, n* 102).
donc dire que tout nombre négatif
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De cette définition résultent, immédiatement, les remarques suivantes :
1° Toute puissance d'un nombre positif est positive ', car un produit de nombres positifs est un nombre positif.
2° Une puissance d'un nombre négatif est positive ou négative suivant que l'exposant est pair ou impair; car un produit de nombres négatifs est positif ou négatif suivant que le nombre des facteurs est pair ou impair (n° 15). Ainsi,
( — l)m = -f- 1 m pair; ( — 1 )m = — 1 m impair.
Exemples :
Les démonstrations des propriétés élémentaires des puissances entières, ne reposant que sur les propriétés de la multiplication, sont identiques aux démonstrations analogues en arithmétique (l).
Nous énoncerons donc sans démonstration les propositions suivantes :
Théorème I. — Pour élever un produit de facteurs à une puissance {entière), il suffit d'élever chacun des facteurs à cette puissance.
[abc) -=. a b c .
Théorème II. — Pour élever une fraction à une puissance, il suffit d'élever chacun des termes de cette fraction à cette puissance.
Théorème III. — Le produit de plusieurs puissances d'un même nombre est une puissance de ce nombre ayant pour exposant la somme des exposants des facteurs.
am a* aq = a",+i'+9 .
Corollaire. — Pour élever une puissance d'un nombre à une autre puissance, il suffit de multiplier l'exposant de cette puissance par le
(!) Voir J. Tannery (loc. cit.), n* 81.
nouvel exposant.
Ainsi,
Pour terminer, nous donnerons la démonstration de la proposition suivante :
Théorème IV. — Le quotient de deux puissances d'un même nombre :
1° Si V exposant du numérateur est plus grand que V exposant du dénominateur, est une puissance de ce nombre ayant pour exposant Vexcès de Vexposant du numérateur sur Vexposant du dénominateur.
2° Si les exposants du 'numérateur et du dénominateur sont égaux, est égal à -f- 1.
3° Si l'exposant du numérateur est plus petit que l'exposant du dénominateur, est l'inverse d'une puissance de ce nombre ayant pour exposant l'excès de l'exposant du dénominateur sur l'exposant du numérateur.
Soit — le quotient de deux puissances de a.
1° Si Ton a m > p, soit m = p + q
alors, a =a =a .a
et on voit que a7 est le quotient de am par ap, donc :
Ml
— =a' = am-' a"
2° Si Ton a m =p, a = a et — - = -f- 1 ,
car -f- 1 (Corollaire I, n° 16) est le seul nombre dont le produit par d* est égal à a*.
3° Si Ton a m<^p, soit m = j) — q ou p = m + ?»
a on a :
mm m a a
a ail
a* am + * amaq aq ap'~m en divisant les deux termes de la fraction par am.
Exemples :
20. Théorème I. — Pour faire le produit d'une somme algébrique par un nombre on multiplie chacun des termes de la somme pqr ce nombre et on fait la somme des résultats obtenus.
Remarquons, d'abord, que, comme toute somme algébrique peut être considérée comme la somme proprement dite de ses termes (n° 10), il nous suffira de démontrer le théorème pour une somme de nombres algébriques.
1° Cas aVune somme de deux nombres.
Je dis que
(b + c) X a = a X {b + c) = ab -)- ac.
Pour cela, nous nous appuierons sur une proposition connue d'arithmétique (!) ; « pour multiplier une somme ou une différence par un nombre, il suffit de faire la somme ou la différence des produits des deux parties par ce nombre ». Soient À, B et C les valeurs absolues de a, b et c.
Supposons, d'abord, b et c de même signe, ce signe est alors aussi celui de (b -f- c) et, par suite, a (b -f- c), ab, ac sont de même signe. Donc a (b + c) et ab -f- ac sont de même signe. 11 reste à prouver qu'ils ont même valeur absolue.
Or, b et c étant de même signe, on a :
l* + c| = IM + |c|=B + C (nMI),
De même :
| ab + ac | = | ab | + | ac | = A X B + A X C. Or, en arithmétique, on a :
Ax(B-fC) = AxB + AxC,
| a {b + c) | = | ab -f ac \ .
(\) Voir, à ce sujet, dons les excellentes Leçon* d arithmétique do M. Tsnnerj, les n«» 74, 76 et 109.
Supposons, en second lieu, b et c de signes contraires, et supposons, par exemple, B > C. Alors, h -f c est du signe de b et a (b -f c) est du signe de ab. D'ailleurs, on aura, aussi, AxB>AxCe( nb -[- ac sera du signe de ab. Donc a (b -f- c) et ab + ac sont de même signe. Ils ont aussi môme valeur absolue, car
et \ ab + ac \ — \ ab \ — \ ac \ = A X B — A X C.
Comme on a :
AX(B — C) = AxB — AxC, on a donc :
\a{b + e)\ = \ab + ac\.
Le théorème est vrai dans le cas où la somme a deux termes. 2° Cas d'une somme quelconque.
Soit à multiplier la somme
(a + b -\- c + d) par m on a, d'après ce qui précède,
(a + b) m = am -f- bm (1) ;
or, si on considère la somme a + b -f- c comme la somme do (a -f- b) et de r, on a :
(a + b + r) m = (a -f- 6) m -f- cm
et, à cause de l'égalité (1),
(a -f b + r) m = am + 4m -f cm (2).
De même, en considérant la somme a -f- b + c -f rf comme la somme des deux nombres (a + 6 -f r) et rf, on a, d'après ce qui précède,
(a + b + c -f- rf) m = (a -f b -f r) m + dm et, en tenant compte de l'égalité (2),
(a -f b -f c + rf) m = am -f am -f- cm -f- rfm. Le théorème est donc général.
Exemples :
Corollaire. — Pour diviser une somme par un nombre (autre que zéro), il suffit de diviser chacun des termes de la somme parce nombre. Car diviser par un nombre c'est multiplier par son inverse. Ainsi,
= fl + Hf - = fl r b r c —
Application I. — Pour faire la somme de plusieurs fractions algébriques, on les réduit au même dénominateur et on forme la fraction ayant pour numérateur la somme des numérateurs et pour dénominateur le dénominateur commun.
Soient
abc *
dy d d
trois fractions ayant môme dénominateur d, ce qu'on peut toujours supposer (n° 18). D'après le corollaire précédent, on a l'égalité
Exemples :
Application II. — Lorsque, dans une somme, il y a plusieurs termes qui sont des produits ayant un facteur commun, on peut les remplacer par un seul terme de même forme : c'est ce qu'on appelle mettre en fadeur. Par exemple, si dans la somme figurent les termes am, bm, cm, on peut écrire :
am -f- bm -f- cm = (a -f- b -|- c)m :
on a mis m en facteur. Si une même lettre est répétée plusieurs fois on peut réunir tous les termes égaux à cette lettre. Ainsi, la somme
peul s'écrire
ou encore :
flXl+flXl+flXl+^Xl+iXi+c
et enfin, en mettant a et 6 en facteur,
ce qui s'écrit :
Plus généralement, considérons la somme
3a __ 26 + 6a + 86 — la — 86 ;
on peut l'écrire :
En d'autres termes, on fait la somme algébrique des termes de même forme. C'est ce qu'on appelle réduire les termes semblables (').
Théorème II. — Pour faire le produit de deux sommes algébriques, il suffit de faire la somme des produits que Von obtient en multipliant, de toutes les manières possibles, un tenue de l'une des sommes par un terme de l'autre.
Ce théorème n'est autre chose qu'une double application du théorème précédent. Soit, en effet, à faire le produit des deux sommes (a -f 6 + c) et (d + e) ; on a, d'après le théorème précédent, en considérant la somme (d -f- e) effectuée comme un nombre :
Or, d'après le théorème précédent,
a{d + e) = ad -|- ae, b(d + e)~bd + be, c(d -J- e) = cd -f- ce.
Donc,
(a -f- 6 -f- c) (d + *) = ad -f- ae + bd -f be -{- cd + ce;
et, dans le second membre de cette égalité, figure la somme de tous
(I) Noos reviendrons plus tard sur ce sujet & propos de la réduction des polynôme* entiers (Voir le n* 33).
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les produits obtenus en multipliant, successivement, tous les termes
de (rf+ e) par les termes de (a -f- b + c).
[a — 6 + c) (a — d + 6) = aa — ad + a6 — ba + 6d — 66 + ca — cd + c6
= «* — ad + 6d — 6* + ca — cd + c6,
car : a6 — 6a = ab — ab = 0.
(a + 6) (a + 6) = aa + «6 + 6a + 66 = a» + 2a6 + 6*.
(a + 6) (a — 6) = aa — a6 + 6a — 66 = a» — 6*.
(a — 6) (a — 6) = aa — a6 — 6a + 66 = as — 2a6 + 6*.
21. Théorème I. — Lorsque plusieurs fractions sont égales entre elles, la fraction ayant pour numérateur la somme des numérateurs et pour dénominateur la somme des dénominateurs est aussi égale à toutes ces fractions.
Soient
trois fractions égales; soit q leur valeur commune. Par définition du quotient, on a :
a =z bq, a' = b'q, a" = b"q ; donc :
a + a! + a" = bq + b'q + b"q = {b -f- b' + *")?.
Ceci nous prouve que q est le quotient de a + a' -j- a" par 6 -f £'+£", c'est-à-dire que
a + a -}- a ' « fl/ fl" 6 + y + A" ~~ q ~~ 6 "~ 6' ~~ ¥r
Exemples :
Remarque I. — Ce raisonnement suppose essentiellement que b -f V + b" est différent de zéro, c'est-à-dire que la somme des dénominateurs n'est pas égale à zéro. Si ceci avait lieu, l'égalité
prouverait que la somme a -{- a' -f- a" des numérateurs est aussi nulle.
Donc, si plusieurs fractions sont égales et si la somme des dénominateurs est nulle, la somme des numérateurs est aussi nulle.
Remarque II. — Avant de faire la somme des numérateurs et des dénominateurs des fractions, on peut multiplier les deux termes de chacune d'elles par un même nombre, puisque (n° 18) cela ne change pas la valeur de la fraction.
Ainsi, on a :
a a' a" ma -f- pa! + qa"
h I "~ V ~~ V' ~~ mb + pb' + qb"
m, pf q étant trois nombres quelconques dont un au moins est différent de zéro.
En particulier, on peut multiplier les deux termes d'une fraction par — 1, ce qui revient à les changer de signe. Ainsi, au lieu de faire la somme proprement dite des termes, on peut faire une somme algébrique.
Exemples :
— 4 __ —J _ ZL5= ~ * — (~ 8) -- 2 _ — 4 + 8 — 2
2_6^(l)i=-2X4f-6-IX3==-8 + 6-f
3 ° (g) -3X4 + 9-JJX3 -12+9-?'
Nous venons d'étendre aux fractions algébriques égales une propriété bien connue des rapports arithmétiques égaux ('). Les
(1) Voir Leçon* d 'arithmétique t par M. Tannory, n° 212.
propriétés ordinaires des proportions s étendent de même aux fractions algébriques égales. Nous énoncerons ces propositions sans démonstration, car les démonstrations sont identiques à celles qu'on fait en arithmétique (1).
Étant données deux fractions égales
cette égalité est ce qu'on appelle une proportion oh a et d sont les extrêmes et c et b les moyens.
1° Le produit des moyens est égal au produit des extrêmes :
ad = bc.
2° On peut intervertir V ordre des moyens, ainsi que l'ordre des extrêmes :
cl, par suite,
3° On peut ajouter ou retrancher les numérateurs aux dénominateurs ou les dénominateurs aux numérateurs :
par exemple,
22. Théorème I. — Lorsqu'on multiplie les deux membres d'une inégalité par un même nombre, 1° -Si ce nombre est positif, l'inégalité subsiste; 2° Si ce nombre est négatif, l'inégalité change de sens. Soit, en effet, l'inégalité
Ceci veut dire que la différence [a — b) est positive.
(i) Voir Tanncry {loc. cit.), nM 213 à *20.
Soit c un troisième nombre, le produit
(a — b)c =ac — bc
sera positif ou négatif suivant que c sera lui-même positif ou négatif. Donc :
si c > 0, on a ac — Jc>0 et ac > bc ;
si c < 0, on a ac — Ac < 0 et ac < bc.
(Il est clair que si c = 0, en multipliant par c, les deux membres deviennent égaux et égaux h zéro).
Corollaire. — Lorsqu'on divise les deux membres d'une inégalité par un même nombre, V inégalité ne change pas de sens ou change de sens suivant que ce nombre est positif ou négatif.
Car diviser par un nombre, c'est multiplier par son inverse, qui est de même signe que lui.
exemples : On a :
multiplions par + 3 multiplions par — 3 divisons par + 2 :
divisons par — 2 :
Théorème II. — Etant données deux inégalités de même sens, si le
premier membre de l'une et le second membre de l'autre sont de même
signe et si on les multiplie membre à membre :
1° Si le signe commun est le signe +, on obtient une inégalité de même sens;
2° Si le signe commun est le signe — , on obtient une inégalité de sens contraire.
Soient a > 6,
deux inégalités de même sens et supposons a et d de même signe. 1° Si a et d sont positifs, on a :
ac > ad et ad > érf,
en multipliant les deux membres de la seconde inégalité par a, et ceux de la première par d. De là on tire
ac > bd.
2° Si a et d sont négatifs, les mêmes multiplications renversent les sens des inégalités (TA. /) et on a :
ac <C ad,
ad < bd,
d'où ac < bd.
Corollaire. — Lorsque les deux membres d'une inégalité sont de même signe :
1° Si le signe commun est le signe (-f-)i on obtient, en élevant les deux membres au carré, une inégalité de même sens;
2° Si le signe commun est le signe ( — ), on obtient, en élevant les deux membres au carré, une inégalité de sens contraire.
Car élever au carré les deux membres de l'inégalité
c'est faire le produit, membre à membre, des deux inégalités
et, alors, il suffit d'appliquer le théorème précédent.
Exemples :
5 > 4- 2; donc 20 > — 6.
De même,
et, en multipliant membre à membre et renversant le sens :
Remarque. — Il faut remarquer qu'il n'y a que dans les cas du théorème précédent qu'on peut dire d'avance le sens de l'inégalité obtenue en multipliant deux inégalités de même sens membre à membre. Dans les cas où le premier membre de chacune des inégalités est de signe contraire au second membre de l'autre, on ne peut rien affirmer, a priori.
Soit, par exemple,
on a, en multipliant :
Soit encore :
le produit membre à membre donne :
Enfin, soit :
le produit membre à membre donne :
Ainsi, tous les cas possibles pourront se présenter. Les produits membres à membres sont dans le même sens d'inégalité, en sens contraires ou égaux, suivant les cas. Théorème IU — Si on a l'inégalité
a>b; 1° Si &etb sont de même signe, on a :
2° Si a et b sont de signes contraires, on a :
En effet, 1° Si a et b sont de m£me signe, le produit ab est positif et, de l'inégalité
on conclut — i > -i
ab ab
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2° Si a et b sont de signes contraires, le produit ab est négatif, et on a, en divisant l'inégalité
parfl*' 5ï<5
1 1 il
OU
Remarque. — En combinant ce théorème avec le précédent, on pourra en conclure des cas où on pourra affirmer ce qui arrive lorsqu'on divise des inégalités de sens contraires membre à membre.
Si a>b,
et si c et d sont de même signe et non nuls ; 1° Si a et d sont positifs, on a :
2° Si a et d sont négatifs, on a :
Car, c et d étant de même signe, on a :
en multipliant membre à membre
1 1 a > 6 et - > - ,
on arrive aux résultats annoncés.
Dans d'autres cas, on ne pourrait encore rien affirmer.
I t . » Il
Théorème IV. — Etant données plusieurs fractions, ayant des dénominateurs tous de même signe, la fraction qui a pour numérateur la somme des numérateurs et pour dénominateur la somme des dénominateurs est comprise entre la plus grande et la plus petite de ces fractions.
a a! a'1 a'" Soient-, — , — , — des fractions, b, b\ b" et V" étant de même
signe, on a :
p désignant la plus grande de ces fractions et q la plus petite. En effet, on a, par hypothèse,
a<i<ih q<-p<p, q<y,<p> q<-pr,<P'
Supposons d'abord b, b', b" et b"' positifs. On a, alors,
*? ^ a ^ àPi b'q ^ a' ^ bp,
D'où, en ajoutant ces inégalités membre à membre (no 13), bq -f b'q + b"q + b'"q < a + a! + a " + a'" < bp + b'p + b"p + V"p ou
Or, ô -f 6' -f b" + ô" étant positif, on a, en divisant les trois membres par ce nombre,
fl + a/ + g" + a-<> q "^ b + *' + i" + 6'" "^ ^'
Supposons, en second lieu, b, b', b" et b'" négatifs. On a alors,
bq ^ a ^> bp, b'q > «' > *>, b"q > «" > 4"p, b'"q > «'" > 6">,
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d'où, en ajoutant,
(é + v + b" + *'") q^a + a' + a" + a"' ^(b + b' + b" + b'")p. Or, comme b + b' + b" + br ' est négatif, on en conclut, encore :
Le théorème est donc vrai dans tous les cas où b,b\ b" et b'" sont de même signe.
Exemples : Soient les fractions :
on a :
Zli ^ — 1 + 1—5 + 3 — 4 3 6 < 2 + 3 + 6 + 4 + 25 < 4 "
De même, soient les fractions :
on a :
— 5 <* — 3 — 7 — 5 — io — 8 *" — 7
EXERCICES
Effectuer les opérations numériques suivantes
«5 — 6 + 8 — 2 4. a et b étant deux nombres quelconques, leur demi-somme
est ce qu'on appelle leur moyenne arithmétique. La quantité h telle que Ton ait
c'est-à-dire, telle que son inverse soit la moyenne arithmétique des inverses des deux nombres a et 6, est ce qu'on appelle la moyenne harmonique des nombres a et 6.
Enfin, lorsque les deux nombres a et b sont positifs, on appelle moyenne géométrique de ces deux nombres, la racine carrée arithmétique de leur produit :
g=zs^âb.
Ceci posé, on propose de montrer que, a et b étant positifs,
!• Si a = ft,
l'on a: m = ^ = /i = û=6;
2« Si a ^ b,
Ton a : m > g > h.
5. On peut définir les nombres négatifs de la façon suivante, due à M. Weierslrassf1).
Soient A et B deux nombres arithmétiques. On appelle nombre algébrique l'ensemble de ces deux nombres pris dans un certain ordre : par exemple, A le premier, B le second. Représentons le nombre algébrique ainsi défini par le symbole
Cette nouvelle classe de nombres sera parfaitement définie si on définit l'égalité, l'addition et le produit de deux de ces nombres. 1* On aura, par définition,
A, B) = (A', BO
si À+B' = A' + B.
On remarquera que ceci entraîne
(1) Voir, à la fin de ce volume, la théorie analogue des nombres imaginaires dans X Appendice \.
et qu'il y a une infinité de couples de nombres arithmétiques définissant le mente nombre algébrique.
2° Par définition on aura, aussi,
(A, B) + (A', B') = (A + À'f B + B) et
(A, b;x(a', b')=(aà' + bb', ab'+ba).
De ces définitions résulteront les définitions de la différence et du quotient de deux nombres algébriques. On vérifiera que les opérations ainsi définies jouissent des mêmes propriétés que les opérations arithmétiques. On verra, ensuite, que, sans introduire de contradiction, on pourra faire la convention
Tout nombre algébrique (A, B) s'écrira, alors,
Les seuls nombres nouveaux à introduire seront les nombres de la forme
et, par la nouvelle convention de désigner le nombre (0, A) par le symbole — A, on sera ramené à la notation ordinaire des nombres négatifs.
CHAPITRE II
APPLICATIONS DES NOMBRES POSITIFS ET NÉGATIFS: SEGMENTS, MOUVEMENT UNIFORME, EXPOSANTS NÉGATIFS
23. Segments. — Nous avons vu (n° 7) ce qu'il faut entendre par mesure algébrique d'un segment porté par un axe (sur lequel un sens positif a été choisi). Nous avons, en outre, démontré le théorème suivant : « La mesure algébrique de la résultante de plusieurs segments est la somme des mesures algébriques de ces segments ». Ce théorème va nous conduire au théorème fondamental de la théorie des segments, théorème connu sous le nom de théorème de Chastes, mais qu'il serait plus exact d'appeler théorème de Moebius.
Théorème (de Chasles ou de Moebius). — Étant donnés plusieurs points sur un axe, la somme des mesures algébriques des segments parcourus par un mobile qui, en partant d'un de ces points, a passé successivement par tous les autres (dans un ordre quelconque) et est revenu au point de dépari, est nulle:
En d'autres termes,
Soient A, B, C, D, E cinq points situés sur un axe, on a, entre les mesures algébriques des segments suivants, déterminés par ces points, la relation
AB + BC + CD + DÊ+1Â
Remarque. — Ce théorème très important s'applique fréquemment pour trois points. Soient 0, A, B trois points, on a la relation
ÔÂ + ÂB + BÔ = 0,
d'où on peut tirer
AB = — BÔ — ÔÂ.
Or, en remarquant que
— BÔ~ ÔB, ceci s'écrit:
ÂB=ÔB— ÔÂ, (1)
qui est une forme très usitée de la relation.
Définition. — Étant donné un axe x'x {Gg. 8) sur lequel le sens positif est celui de x* vers a\ nous avons déjà vu qu'on peut fixer là
Fie. 8.
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position d'un point quelconque A de cet axe de la façon suivante (n* 12, Remarque): Soit 0 un point fixe de cet axe appelé origine des abc i s ses, le point A sera parfaitement déterminé si on connaît là
mesure algébrique OA du segment sgOk. Car, à tout point A, correspond un nombre tel que OA et, réciproquement, étant donné un
nombre a, il existe un point A et un seul tel que OA = a. Ce point est obtenu en portant, à partir du point 0, une longueur OA égale à la valeur absolue de a dans le sens x'x ou dans le sens contraire
suivant que a est positif ou négatif. Le nombre OA qui définit ainsi la position du point A est ce qu'on appelle Yabcisse du point A. La formule de Chastes relative à trois points, mise sous la forme
(1), donne immédiatement la valeur deAB connaissant lesabcisses des deux points A et B. Puisqu'on a :
(1) ÂB = OB — OA, *- -•-
soit a l'abcisse de A et b l'abcisse de B, on a
ÂB = b — a.
En d'autres termes, « la mesure algébrique d'un segment est égale à l'excès de l'abcisse de V extrémité sur l'abcisse de l'origine. »
Cette relation importante, qui est vraie quelles que soient les positions relatives des points 0, A et B, aura de nombreuses applications dans la suite (').
24. Mouvement uniforme. — On dit qu'un mobile, qui se déplace sur un axe, est animé d'un mouvement uniforme lorsque les longueurs parcourues par le mobile dans des intervalles de temps égaux sont égales, quelle que soit la valeur commune de ces intervalles de temps.
On appelle vitesse v du mobile le segment parcouru pendant l'unité de temps, v est, alors, un nombre positif ou négatif suivant que le mobile se meut dans le sens positif ou dans le sens négatif de l'axe.
Le temps, comme nous l'avons déjà dit (n° 4), peut être compté dans deux sens différents suivant qu'il est futur ou passé. Nous considérerons un intervalle de temps t comme positif ou comme négatif suivant qu'il est compté vers l'avenir ou vers le passé. En réalité, le temps ne s'écoule que dans un sens, vers l'avenir, et on ne peut pas remonter le cours du temps. Mais, ce qui n'est pas possible dans la réalité, est possible par la pensée et on peut toujours imaginer
(1) Dorénavant, pour abréger le langage, nous supprimerons le mot mesure algébrique An segment et nous dirons simplement le segment en sons-entendant qu'il s'agit do nombre qui est la mesure algébrique de ce segment. Ainsi, nous dirons « le segment AB • au lieu de dire « la mesure algébrique AB du segment */AB ».
une suite ininterrompue d'instants remontant dans le passé. Ainsi, lorsque nous parlerons d'un intervalle de temps t négatif, nous imaginerons qu'on remonte, par la pensée, vers le passé, tous les instants qui constituent cet intervalle.
Le problème le plus simple du mouvement uniforme est le suivant : « Quel est le chemin parcouru par un mobile, qui se déplace d'un mouvement rectiligne uniforme, pendant un intervalle de temps t, avec une vitesse v ? »
Soit e le segment parcouru par le mobile, on a la relation
e = vt (1)
qui est ce qu'on appelle la formule du mouvement uniforme. Pour démontrer cette formule, nous remarquerons, d'abord, qu'elle est vraie en valeur absolue. Car, soient E, V, T les valeurs absolues de e, v, t, d'après les principes des règles de trois, puisque dans l'unité de temps le mobile parcourut le chemin Y, dans le temps T il parcourra le chemin V X T. On a donc
E = VXT
et la relation est vraie en valeur absolue. Il reste à montrer qu'elle est vraie en signe.
Supposons, d'abord, que le mobile se déplace dans le sens positif: v sera positif et vt sera positif ou négatif suivant que t sera positif ou négatif. Or, si t est positif, le temps s'écoule vers l'avenir et le mobile marche comme dans la réalité et va dans le sens positif, donc e est positif. Si / est négatif, il faut imaginer que, par la pensée, on suive les diverses positions du mobile pour une suite d'instants remontant dans le passé. Comme, en réalité, le mobile va dans le sens positif, un mobile remontant en sens inverse les positions par lesquelles le mobile a passé irait dans le sens négatif; donc e est négatif. Ainsi, dans ce cas, e et vt sont de même signe.
Supposons, en second lieu, que le mobile se déplace dans le sens négatif : v sera négatif et vt sera négatif ou positif suivant que t sera positif ou négatif. Or, si t est positif, le temps étant compté vers l'avenir, le mobile se déplace réellement et va, d'après l'hypothèse, dans le sens négatif, donc e est négatif. Si / est négatif, il faut, comme précédemment, imaginer, par la pensée, que l'on suive une suite de positions occupées par le mobile dans une suite d'instants remontant vers le passé. Le mobile remontera ainsi, dans la pensée, une suite de positions occupées et, puisqu'en réalité il marche dans le sens négatif, cette suite inverse de positions sera dirigée dans le sens
positif; donc e est positif. Dans ce second cas, « est encore du signe de vt et la formule (1) est exacte.
On appelle, d'une manière générale, formule une égalité qui indique à quels calculs il faut soumettre certaines données d'un problème pour obtenir le résultai. Une formule renferme en elle une solution générale de toutes les questions de même nature. Tandis, qu'en arithmétique, nous sommes forcés de faire pour chaque problème un raisonnement spécial nous conduisant au résultat, l'introduction des nombres algébriques nous permettra souvent, en algèbre, de représenter les données par des lettres et de trouver une formule telle qu'il n'y ait plus qu'à substituer dans cette formule les valeurs numériques des données aux lettres pour avoir le résultat. Dans le cas présent, la formule du mouvement uniforme
e = vt
exprime tout simplement ce fait qu'on obtient le segment parcouru par un mobile, d'un mouvement uniforme, pendant un intervalle d** temps donné, en faisant le produit de la vitesse par cet intervalle de temps.
Ainsi, un courrier a marché pendant quatre- heures 7 à la vitesse de
42 kilomètres à l'heure, on a :
t = 4,25, v = 12, donc e = 12 X 4,25.
Il a donc parcouru 12 X 4,25 = 51 kilomètres.
Si le même courrier marche, ensuite, en sens inverse, à 13 kilomètres h l'heure, pendant 3 heures, on a :
t = 3, v = — 13, donc e = (— 13) X 3 = — 39,
ce qui indique qu'il a parcouru, en $em inverse (à cause du signe — ), 39 kilomètres.
De la formule fondamentale (1), on peut tirer deux autres formules qui ne sont que des formes différentes de cette même formule et qui donnent la solution générale de deux autres problèmes sur le mouvement uniforme.
De la formule (1) on tire, d'abord,
Cette formule (2) exprime ce fait que « le temps qu'il faut à un
mobile pour parcourir un segment donné e, dfun mouvement uniforme, à la vitesse v, est égal au quotient de epary ».
Cette formule nous permet de résoudre les problèmes du type suivant : « Quel temps faut-il à un courrier pour faire un trajet de 45 kilomètres à la vitesse de 12 kilomètres à l'heure? »
45 15 Ici : e = 45, v = 42; donc t = — = -r = 3,75.
Il faudra donc au courrier 3 heures - •
Enfin, de la formule (1), on tire :
Ce qui exprime que « la vitesse avec laquelle un mobile doit parcourir un segment e,<Tun mouvement uniforme, pour que le temps nécessaire à ce parcours soit t, est égale au quotient de e par t ».
Nous pourrons, par cette formule (3), résoudre tous les problèmes du
même genre que celui-ci : « Quelle doit être la vitesse d'un bicycliste pour
qu'il puisse parcourir 200 kilomètres en 6 heures? » Ici, e = 200 (en
prenant pour sens positif le sens de la marche du bicycliste) et t = 6,
donc v = -£- == 33,333. Cette vitesse doit donc être de 33 kilomètres
333 mètres à l'heure.
Les trois formules (1), (2) et (3) qui, au fond, ne forment qu'une seule et même formule, nous permettent ainsi de résoudre, sans raisonnement nouveau, par une simple application numérique qui se fait d'une façon presque mécanique, tous les problèmes élémentaires que Ton peut poser sur le mouvement [uniforme.
25. Le Temps. — Pour définir un instant, nous choisissons, comme nous l'avons déjà expliqué (n° 4), un instant initial que nous appelons origine des temps.
Tout autre instant sera parfaitement déterminé, par rapport à celui-ci, si Ton donne l'intervalle de temps t qui le sépare de l'origine des temps, cet intervalle étant compté positivement dans l'avenir et négativement dans le passé. Lorsque nous dirons Vimtnnt t ou encore le temps t, nous désignerons, par là, l'instant qui est séparé de l'origine des temps de l'intervalle /.
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Dans la chronologie de l'histoire, on prend comme origine des temps la date supposée de la naissance de Jésus-Christ et comme unité de temps l'année.
Un fait historique est alors précisé par sa date, c'est-à-dire par le nombre d'années qui le sépare de l'origine des temps. Avec notre convention, pour distinguer les faits passés avant ou après Jésus-Chrisl, on fera précéder les dates du signe — ou -f . Ainsi, on dira : Gharlemagne fut couronné en Tan + 800, l'Amérique fut découverte par Christophe Colomb en Tan 4- 4492, la bataille de Marathon eut lieu en l'an — 490.
Théorème. — Etant donnés deux instants t et t', l'intervalle de temps depuis Vinstant V jusqu'à l'instant t est égal à t — t'. (En convenant , comme toujours, de regarder un intervalle de temps comme positif ou négatif suivant qu'il est dirigé vers Vavenir ou vers le passé.)
Pour démontrer cette propositition, imaginons un mobile se déplaçant dans le sens positif sur un axe x'x avec une vitesse égale à + 1 . Dans ce cas particulier, la formule e = w/, puisque t? = 1 , donne e = /, ce qui prouve que les segments parcourus par ce mobile ont même mesure algébrique que les intervalles de temps employés à les parcourir. Cela étant, soit <o la position du mobile à l'origine des temps, a sa position au temps t et p sa position au
temps t'. Le segment wa a été parcouru dans le temps t, donc
o>a = t, de même o>p = f . Dans l'intervalle de temps depuis l'instant ? jusqu'à rinstant f, le mobile a été de p en oc et a donc parcouru le segment 8a, par suite, l'intervalle de temps de tr jusqu'en / a même mesure que pa.
Or, d'après le théorème de Chasles (n° 23)
pâ = <ôï — "wp = t — t'.
Donc cet intervalle de temps est égal ht — t'.
Exemples. — En reprenant les exemples tirés de la chronologie de l'histoire, on peut faire aisément des calculs d'intervalles de temps avec la convention que nous avons admise.
Alexandre le Grand est né en l'an — 356 et mort en l'an — 323, il a donc vécu
(— 323) — (— 356) = 356 — 323 = 33 ans.
L'empereur romain Auguste naquit en l'an — 63 et mourut en l'an + 14, il a donc vécu
(+ 14) — (— 63) = 14 + 63 = 77 ans.
Formule générale du mouvement uniforme. — La
formule e = vt que nous avons établie, nous donne le segment parcouru par le mobile dans un intervalle de temps donné. Par conséquent, si on connaît la position du mobile au commencement de l'intervalle de temps (c'est-à-dire l'origine du segment e), la formule nous permettra de connaître la position finale du mobile à la fin de l'intervalle de temps /(c'est-à-dire l'extrémité du segment). Cette formule ne fournit donc pas la position du mobile à chaque instant, mais la distance qu'il a parcourue dans un temps donné en partant d'un point qui n'est pas fixé. De cette formule on peut en tirer facilement une autre qui nous donnera à chaque instant la position du mobile.
Considérons un mobile se mouvant sur un axe. Nous compterons le temps à partir d'une origine arbitraire, mais fixée une fois pour toutes, comme nous venons de l'expliquer.
Pour fixer la position du mobile sur Taxe, nous choisissons sur cet axe un point fixe 0 comme origine des abcisses et nous prendrons Vabcisse (n° 23) du mobile à chaque instant. Le problème le plus général du mouvement uniforme est alors le suivant :
« Un mobile parcourt un axe, d'un mouvement uniforme, avec une vitesse v. Au temps to il était en un point d'abcisse x<>. Quelle sera Vabcisse x de sa position au temps t ? »
Soit M la position du mobile au temps t, M, sa position au temps f0. Dans l'intervalle de temps de f0 à /, qui est égal, comme nous venons de le voir, à * — t0, le mobile aura parcouru le segment M0M. On aura donc, en appliquant la formule du mouvement uniforme,
Or, x0 et x étant les abcisses des points M« et M, on a (n° 23) :
Donc : x — x0 = v(t — f0),
ou, en ajoutant x0 aux deux membres de cette égalité,
C'est la formule générale du mouvement uniforme. Pour chaque instant t, elle donne la valeur de Vabcisse x du mobile. Cette formule nous permettra donc de connaître, à chaque instant, la position du mobile.
Exemple 1. — Un train part de Pans à midi 45 minutes et marche avec la vitesse de 58 kilomètres à Vheure.
Prenons pour origine du temps midi du jour du départ et pour origine des abcisses Paris. On a : a?. = 0, t0 = 0,k75 (l'unité de temps étant l'heure), v = + 58 (l'unité de longueur étant le kilomètre). On a donc, pour ce train :
Cette formule nous permet de connaître la position du train à chaque instant. Ainsi,
Donc, à 2h 30°°, le train était à 101 kilomètres 500 mètres de Paris; à 3h 15B, à 145 kilomètres et, à 4h, à 188 kilomètres 500 mètres.
Exemple II. — Un bicycliste, faisant la route de Strasbourg à Bordeaux par Paris, marchant à la vitesse de 23 kilomètres à Vheure, a passé à Poitiers (338 kilomètres de Paris) le 15 juillet 18«4, à 2h 30" de V après-midi.
Prenons pour origine des abcisses Paris et pour sens positif des abcisses le sens de marche du bicycliste. Preuons pour origine des temps minuit dans la nuit du 14 au 15 juillet. L'unité de temps est l'heure et l'unité de longueur le kilomètre.
On a, alors : t? = 23, xa = 328, /. = 14,5 ;
donc, la formule de marche du bicycliste est :
Le 15 juillet, à 4h du soir, t = 16, donc :
Je bicycliste était à 362 kilomètres 500 mètres après Paris. Le 15 juillet, à midi, t = 12, donc :
il se trouvait à 260 kilomètres 500 mètres après Paris. A minuit, dans la nuit du 14 au 15 juillet, t = 0, donc :
il se trouvait à 5 kilomètres 500 mètres avant Paris, puisque Tabcisse trouvée est précédée du signe — .
A 10 heures du soir, le 14 juillet, t = — 2, donc :
le bicycliste était à 51 kilomètres 500 mètres avant Paris. On peut calculer, de la sorte, toutes les positions du bicycliste.
— De la formule (4) on pourrait tirer deux autres formules, de même que, de la formule (1) du n* 24, nous avons tiré les formules (2) et (3).
On a, en effet, x — x0 = v (t — t0) ;
on en conclut, par la définition même du quotient, que :
JC """" — M'A
d'où, en ajoutant /„ aux deux membres de cette égalité,
Cette formule (5) fournit l'instant t auquel le mobile a passé au point d'abcisse x.
Ainsi, en reprenant Y Exemple II précédent, on a :
ii K , /* — 328\ ' = l4'5 + (—23—)
et cette nouvelle forme de la formule va nous permettre de déterminer tes heures auxquelles le bicycliste a passé en des points déterminés.
A Strasbourg, 453 kilomètres avant Paris, x = — 453,
/ ml k _j_ A-453--328\ .... 781
le bicycliste est donc parti de Strasbourg 19,45 heures avant minuit du 14 juillet, c'est-à-dire à 6 heures 33 minutes du matin, le 14 juillet. A Paris, x = 0, donc :
il a passé à Paris le 15 juillet à minuit, 14 minutes, 24 secondes. A Bordeaux, 575 kilomètres après Paris, x = 575, donc :
il est donc arrivé à Bordeaux 25,23 heures après minuit du 14 au J5 juillet, c'est-à-dire qu'il est arrivé le 16 juillet à 1 heure, 13 minutes, 48 secondes du malin.
— Enfin, légalité
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prouve aussi que :
formule qui donne la vitesse que doit avoir un mobile pour passer au temps t© au point d'abcisse x0 et au temps t au point d'abeisse x.
Exemple. — Un train allant de Pans à Marseille a passé à 2h 44'° à Dijon et à 5h 4im à Lyon. La distance de Paris à Dijon est de 315 kilomètres et de Patis à Lyon de 507 kilomètres. Quelle était la vitesse du train?
Prenons Paris pour origine des abeisses et midi pour origine du temps.
A Dijon, a?0 = 315, (. = 2,73;
à Lyon, x = 507, t = 5,68;
donc la vitesse v est donnée par la formule :
La vitesse du train était donc de 65 kilomètres, 80 mètres, à l'heure.
26. Doit et Avoir. — Comme nouvelle application, nous montrerons comment l'usage des nombres positifs et négatifs peut simplifier l'évaluation du bilan d'un commerçant.
Supposons qu'on considère comme positives toutes les sommes perçues ou à j)ercevoir et qu'on considère comme négatives les sommes que le commerçant apayées ou qu'il devra payer. Nous allons établir, qu'avec cette convention, le bilan du commerçant est la somme algébrique de toutes les sommes perçues ou payées.
Considérons, d'abord, deux opérations consécutives et le résultat de ces deux opérations : 1° Si les deux opérations sont deux encaissements, le commerçant aura reçu une somme d'argent égale k la somme des deux encaissements. Le résultat sera donc bien le nombre positif qui est la somme des deux nombres positifs représentant les sommes encaissées.
2° Si les deux opérations sont deux paiements, le commerçant aura, en tout, fait un paiement égal à la somme des deux paiements partiels. Son bilan, au bout des deux opérations, est donc le nombre négatif qui est la somme des deux nombres négatifs représentant les paiements.
3° Si l'une des opérations est une recette et l'autre un paiement. Si la recette est égale au paiement, le bilan est nul et, effectivement, la somme du nombre positif représentant la recette et du nombre
négatif représentant le paiement est 0. Si la recette surpasse le paiement, le bilan sera un encaissement égal à l'excès de la recette sur le paiement. Ce sera donc un nombre positif égal à la différence des valeurs absolues des deux nombres représentant la recette et le paiement. C'est donc bien la somme algébrique de ces deux nombres. Enfin, si le paiement dépasse la recette, le bilan des deux opérations sera un débours égal à l'excès du paiement sur la recette. Le bilan sera un nombre négatif ayant pour valeur absolue l'excès de la valeur absolue du nombre négatif qui représente le paiement sur la valeur absolue du nombre positif qui représente la recette. Ce nombre négatif est bien la somme algébrique de ce nombre positif et du nombre négatif.
Donc, dans tous les cas, si on désigne par a et b le nombre de francs positifs ou négatifs, reçus ou payés à chaque opération, le bilan de deux opérations successives est a -f- b.
Le bilan de trois opérations a, £, c sera (a + b) -f-c ou a -f- b -\- c et ainsi de suite.
D'une manière générale, si un commerçant a payé ou reçu successivement a, 6, c, dy e francs (négatifs ou positifs), le bilan de ces cinq opérations sera a + b -\-c -\-d-{-e.
Exemple. — Un commerçant pourrait donc établir son compte de la façon suivante :
Reçu de X + 415f,50
Payé à la maison de produits chimiques — 792', i 5
Acheté, en timbres-poste — 25r,00
Reçu le paiement de la facture n* 137 + 4375f,65
Contributions et patente — K3 lf,15
Payé : mémoire d'architecte — 841f,75
Bltan I 12190S05
Soit — 398f,90
Le commerçant a donc, en tout, payé 3 98', 90 puisque le total est un nombre de francs négatif.
Pour faire la somme algébrique nous avons, en suivant la règle établie (n°8), fait la somme des nombres posilifs, la somme des nombres négatifs, pais ajouté ces deux sommes.
Dans la pratique, on ne dispose pas l'opération comme nous l'avons fait, mais on s'arrange de façon à faciliter les deux additions partielles des nombres positifs et négatifs. On inscrit sur une page les recettes et sur la page, en regard, les dépenses. On additionne séparément les dépenses et les recettes et on fait la différence entre les deux sommes qu'on inscrit du
côté des receltes (nombres positifs) ou du côlé des dépenses (nombres négatifs), suivant que les receltes surpassent les dépenses ou réciproquement. — C'est ce qu'on appelle faire la balance. On voit donc, qu'au fond, nn commerçant qui fait la balance de son Livre, ne fait autre chose qu'une somme algébrique d'après la règle du n° 8; mais, au lieu de distinguer les recettes et les dépenses par les signes + ou — , il les distingue par les pages sur lesquelles il les inscrit : page de droite ou page de gauche.
27. Exposantn négatifs. — Nous avons vu (nfl 19) que, lorsque m > jp, on a l'égalité
Celte règle ne s'applique que pour m > p. Pour m <; p elle n'aurait plus aucun- sens, car m — p serait négatif ou du moins elle n'aura un sens que si nous convenons de lui en donner un. Si donc,
par convention, on admet que a ~l représentent — lorsque
m — p < 0 on arrive à la conclusion que l'on doit avoir
car nous avons vu (n# 19) que, lorsque m <;>,
al 1
a ar
L'extension de la règle du quotient de deux puissances nous conduit ainsi à la conception de puissances négatives et à la définition suivante :
Définition. — m étant un nombre arithmétique tel que am ait un
sens, on désigne par a" m l'inverse de am. La puissance zéro d'un nombre quelconque, autre que zéro, est 1. Donc, par définition, \ t
Lorsque a est un nombre positif, am est défini, en arithmétique, m étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire (même incommensurable), a~ m est alors défini pour m entier ou fractionnaire.
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Ainsi, 5 = -3, 2 = -, = -,
î = L^JL, 3-*= L
3* V31' 3* fa
Lorsque a est un nombre négatif, a n'est défini que pour m entier et, par suite, a~m n'est aussi défini que pour m entier.
Ainsi,
H2) = TZH^Ï* H 4)~ = |-ItïÏ7, (- 3)o = I.
— Les puissances négatives jouissent des mêmes propriétés que les puissances positives, c'est ce que nous allons montrer.
Théorème I. — m désignant un nombre positif ou négatif, on a légalité :
Lorsque m est positif, cette égalité résulte de la définition même des exposants négatifs. Il n'y a donc lieu de la démontrer que dans le cas où m est négatif. Soit m' la valeur absolue de m (m = — m'),
on a : a = a
d'autre part, on a aussi :
* * * - mr mr
Donc,
Théorème II. — ; Ze produit de deux puissances (positives ou négatives) d'un même nombre est une puissance de ce nombre ayant pour exposant la somme algébrique des exposants des deux facteurs.
Je dis que a .a : = a
Le théorème est vrai, comme nous le savons (n° 19), lorsque m el p sont positifs, il faut donc le démontrer lorsque l'un au moins de ces deux nombres est négatif.
2" Soit m < 0 et p > 0, m = — ,„',
on a („«)" = („-«')" = ( 1 V = * = _^ = a— >
\am) (a"f a"
Donc (a™y _ a(-».> _ aB.„
3«Soit m<0 et ;> < 0, m = — m', p = - p\ on a
\a f V1 ) ** Donc :
4° Enfin, il reste à examiner les deux cas où l'un des deux expo sants est nul.
Si l'un des deux est nul, le produit mp est nul et on a :
mp o *
D'autre part, si m = 0,
El si p = o,
(«"/ = (amy = 1.
Donc, dans les deux cas,
(a-)' = a"', puisque les deux membres sont égaux à 1 .
Exemples :
6. Étant donnés quatre points quelconques A, B, C, D, sur un axe, on a la relation segmentaire suivante
XBxCD-fÂCxDB+ÂDXBC=0.
(Gbasles.)
7. Étant donnés quatre points A, B, C, D, sur un axe, si on désigne par la notation
(AB, CD) le quotient
ÂC BC
ÂD ' Bd' montrer que :
1* Si on permute deux lettres d'un même groupe, le nouveau rapport est l'inverse du précédent :
(BA, CD) = l
ou (AB, DC) =
AD, BC
De ce qui précède, on conclut que, si on considère les 24 quotients (AB, CD), (BA, CD), (BC, AD), etc., obtenus en écrivant les lettres A, B, C, D dans tous les ordres possibles, ces 24 quotients sont égaux quatre par quatre. Il n'y en a donc que six différents. Si on désigne par p l'un de ces quotients, les valeurs des six quotients différents sont :
Pour que, parmi ces six quotients, en général différents, il y en ait deux égaux, il faut et il suffit que l'un au moins de ces quotients soit égal à ( — 1) ou à (-f 1).
8. La dislance de la terre au soleil est d'environ 38196000 lieues. On sait que la lumière met 8"13* pour venir du soleil. Quelle est, en lieues, la vitesse de ia lumière ?
9. Une personne dispose de a heures pour faire une promenade. Jusqu'à quelle distance pourra-t-elle se rendre sachant que sa voiture fera b kilomètres à l'heure à l'aller et c kilomètres à l'heure au retour, sans arrêt?
(Todhunter).
10. Deux courriers M et N parcourent la ligne OB. Au départ, ils sont situés, respectivement, en A et B tels que
ÔS = <i, ÔB = b
(on prendra comme sens positif le sens de 0 vers B). Les vitesses des deux courriers sont v et u. Trouver des formules pour exprimer, au temps /, la distance
ar=MN
des deux courriers et l'abcisse y du milieu de la droite qui les joint (0 étant l'origine des abcisses).
(J. Bertrand).
il. On pose
montrer que Ton a :
jc3+.c~~3=a$— 8a et, d'une façon générale, si on désigne xn + x~~n par Sn, on a :
S»==aSrt-!"~S»-I-
12. Montrer que, si à tout nombre entier, positif ou négatif, x, on fait correspondre un nombre y tel que, pour
x=l, on ait : y = a
et que, si y' et y" sont les valeurs de y qui correspondent aux valeurs x/ et x" de x, y V soit la valeur de y qui correspond à la* valeur x' -\-x" de x (et cela quels que soient les nombres entiers x' et x"), on a, pour toute valeur entière de x,
y = ar.
Pour démontrer cette proposition on fera, successivement,
y = l, x"r=l, x' = 2, *"=lt
En faisant je'rs 1, #"=(), on en conclura que la valeur de y qui correspond à la valeur 0, de », est 1. Puis on fera, successivement,
a/rrrl, *"=— 1, .^ = 1, x"s= — 2,
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NOTION DE FONCTION
28. En algèbre, on fait usage de lettres pour désigner des nombres, usage que nous avons fait dans les chapitres précédents. On emploie de préférence de petites lettres en réservant les lettres majuscules pour désigner des nombres arithmétiques (').
L'emploi des lettres donne au raisonnement une très grande généralité et de la simplicité. On arrive à des formules, comme nous en avons trouvé à propos du mouvement uniforme (n° 24), qui donnent la solution générale de tous les problèmes dont l'énoncé ne diffère que par les valeurs numériques des données.
Les lettres, représentant, comme nous venons de le dire, des nombres connus ou à connaître, toutes les règles de calcul que nous avons établies pour les nombres algébriques et pour les opérations sur ces nombres, -peuvent s'appliquer à ces lettres qui ne sont que des symboles représentant ces nombres.
29. On appelle expression algébrique un ensemble de lettres et de nombres réunis par quelques-uns des signes des opérations. En d'autres termes, c'est l'indication d'un certain nombre d'opérations à effectuer sur des lettres et des nombres. Ainsi,
ôa*bc + t— j — , rrr
b -j- c ka — bb
sont des expressions algébriques.
Une expression est rationnelle lorsqu'elle ne contient l'indication d'aucune extraction de racine portant sur une partie littérale. Dans le cas contraire elle est dite irrationnelle. Ainsi, dans une expression rationnelle peuvent figurer des extractions de racines de nombres.
(I) L'usage exclusif des lettres, pour désigner des nombres, remonte à Viète (15*0-1003), géomètre français, qui, le premier, publia un petit traité ayant pour titre Ad logisticen sjxcicxam nota priores, dans lequel il désigna tous les nombres par des lettres. Avant Viète, les mathématiciens no faisaient leurs opérations que sur des nombres ; l'inconnue seule et ses puissances étaient représentées par des abréviations on des signes. Ainsi l'inconnue à la premièro puissance était souvent représentée par le signe (?) , a la deuxième puissance par (7) , etc...
Les expressions :
3q36c a — 6 \fiab 2c— Vâd
d + cd ' 3c + 4
sont rationnelles, car «wcwne fettre ne figure sous un radical. Au contraire, les expressions :
vi — Ti kx + ^ + y*
Va?* — y*
sont irrationnelles.
terne
Comme on n'a défini ce qu'il faut entendre par racine m* d'un nombre que pour les nombres arithmétiques ou positifs, nous supposerons, essentiellement, que dans toute expression irrationnelle on n'attribue aux lettres qui figurent sous les radicaux que des valeurs numériques telles que les quantités placées sous les radicaux soient positives.
Lorsqu'une expression rationnelle ne contient aucune lettre au dénominateur, elle est dite entière. Dans le cas contraire, elle est fractionnaire.
Les expressions
3a36 + 4«*&*, | xy* + fi x* — x (#3 — y3)
sont entières. Au contraire, les expressions
a + b iW?î + bx + c
a — 6* a'x* -f- b'x + c' sont fractionnaires.
On appelle valeur numérique d'une expression algébrique le nombre que Ton obtient quand on remplace les lettres par les nombres qu'elles représentent et qu'on effectue les opérations indiquées par les signes. (11 est bien entendu qu'on suppose toujours que ces lettres ne représentent que des nombres tels que les opérations soient possibles, c'est-à-dire que les dénominateurs soient différents de zéro et que les quantités sous les radicaux soient positives.)
Par exemple, soit l'expression
kab
sa valeur numérique, pour
est
On dit que deux expressions algébriques sont équivalentes lorsqu'elles ont même valeur numérique, quels que soient les nombres que représentent les lettres qu'elles contiennent.
Ainsi :
a + b et b + «> a + ( b — c) et a + b — c, a — (6 — c) et a — b + c,
-v et ao, a*
sont des expressions, équivalentes car, quelles que soient les valeurs des nombres a, 6 et c, elles ont deux à deux même valeur numérique.
L'égalité de deux expressions équivalentes est ce qu'on appelle une identité. Pour distinguer les identités des autres égalités, nous emploierons le signe = (avec trois barres) au lieu de =.
Nous écrirons :
a + b = b + «, a 4- (6 — c) es a + b — c, a — (6 — c) s a — 6 + c, a*b a1
30. Toute quantité qui dépend d'une autre est dite fonction de cette autre. Par exemple, considérons l'expression algébrique
2ar — 3.
Sa valeur numérique dépend de la valeur numérique de la lettre x. Pour jr = l, l'expression a la valeur — 1; pour x = 2, elle a la valeur + i î pour x =■ 3, la valeur 3, etc.. La valeur numérique de l'expression algébrique est donc une fonction de la valeur de la lettre x. Plus brièvement, on dit que l'expression algébrique est une fonction de x.
Toute lettre, telle que la lettre x dans l'exemple précédent, dont la valeur n'est pas fixée, c'est-à-dire dont la valeur numérique est
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susceptible de varier, est ce qu'on appelle une lettre variable ou plus simplement une variable.
Par opposition, on appelle lettre constante, ou simplement constante, une lettre dont la valeur est fixée.
Généralement, on désigne les constantes par les premières lettres de l'alphabet, a, 6, c... a, p, y... (lettres connues), et les variables par les dernières lettres de l'alphabet a?, y, z, f... Ç, Ç, t... (lettres inconnues ou non fixées).
Toute expression algébrique qui contient une ou plusieurs variables est une fonction de cette ou de ces variables.
Pour désigner une fonction de la lettre x on emploie le symbole abrégé f(x)y ce qui se lit fonction de x ou, plus brièvement, f de x. Lorsqu'on a plusieurs fonctions différentes à désigner, pour ne pas les confondre, on affecte la lettre /d'indices. Ainsi, /\(ar), ft(x), fs(x) désignent trois fonctions différentes de or, et on lit ceci : f indice 1 de x, f indice 2dex, f indice 3 de x. Ou bien encore, pour distinguer des fonctions différentes, on remplace la lettre f par des lettres analogues. Ainsi, on emploiera les symboles F(x), <p(#), ty(x), etc.
Pour désigner la valeur numérique que prend une fonction pour une valeur donnée de la variable, on remplace, dans le symbole qui désigne la fonction, la lettre qui désigne la variable par cette
valeur. Ainsi, /"(l), f( — 3), fi -j désignent les valeurs numériques de
la fonction f(x) pour a? = 1, x = — 3, a? = - .
Par exemple, considérons l'expression algébrique
qui est une fonction de la variable y que nous désignerons par f{y); on aura
Al) ={'-3+5 = 3,
f[ - 3) = ( - 3)* - 3 ( - 3) + 5 = 23, /HO) = 0 — 0 +3 = 5.
Des exemples de fonctions sont très fréquents et leur considération dans l'algèbre et dans ses applications est de la plus grande utilité.
La quantité d'huile que consomme une lampe, en brûlant, est fonction du temps pendant lequel cette lampe a brûlé. Si, par exemple, la lampe brûle 5 centimètres cubes d'huile en une heure, elle brûlera pendant l heures ou fractions d'heures 5f centimètres
cubes. L'expression 51, qui est une fonction de la variable t, représente donc la quantité d'huile consommée pendant le temps U Si on désigne par q cette quantité d'huile, exprimée en centimètres cubes, on a la formule :
D'une manière générale, toute formule exprime une certaine quantité en fonction d'une autre. La formule du mouvement uniforme (n° 25) en est un exemple. Un mobile se meut, d'un mouvement uniforme, avec une vitesse connue v, sur un axe. On sait qu'au temps t0 son abcisse était x9 ; son abcisse x au temps t est, alors, donnée par la formule :
qui montre que l'abcisse x du mobile est une fonction du temps f. Dans cette formule, les trois nombres t0, xQ et v, qui sont trois données, sont trois constantes , t est la variable et x est la fonction.
En Physique, toute loi, régissant un phénomène, exprime une certaine quantité en fonction d'une autre ou de plusieurs autres.
Par exemple, on sait que la longueur d'une barre de fer dépend de la température de cette barre. La longueur de la barre est donc une fonction de la température. La loi de la dilatation nous apprend que, si a est la longueur de la barre à la température 0 et k un certain nombre, appelé coefficient de dilatation, qui dépend de la matière dont est formée la barre, la longueur / de la barre, à la température t, sera donnée par la formule :
l = a{[ +kt).
L'expression a(\ -f- kt), où a et A; sont des constantes et t la variable, est donc la fonction de t qui représente la longueur de la barre.
31. D'après sa définition même, la valeur d'une fonction varie, en général, lorsque la valeur de la variable varie.
On dit que deux quantités qui varient simultanément varient dans le même sens si elles croissent ou décroissent simultanément. On dit, au contraire, qu'elles varient en sens contraire lorsque l'une croit quand l'autre décroît. Ainsi, en arithmétique, deux quantités directement proportionnelles varient dans le même sens. Le poids d'une marchandise et son prix varient dans le même sens. Deux quantités inversement proportionnelles varient en sens contraire. Le temps nécessaire pour faucher un pré et le nombre des faucheurs varient en sens inverse. Car, lorsque le nombre des fau-
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cheurs augmente, le temps diminue et, lorsque le nombre des faucheurs diminue, le temps augmente.
On dit qu'une fonction est croissante Lorsqu'elle varie dans le même sens que la variable. Par suite, lorsqu'une fonction est croissante, sa valeur crott ou décroit suivant que la valeur de la variable croît ou décroît. Par exemple, le prix d'une marchandise est fonction de son poids. Le poids et le prix varient dans le même sens; le prix est donc une fonction croissante du poids.
On dit qu'une fonction est décroissante lorsqu'elle varie en sens contraire de la variable. Il suit de là que, lorsqu'une fonction est décroissante, sa valeur augmente lorsque la valeur de la variable diminue ou diminue quand la valeur de la variable augmente. Ainsi, la quantité d'huile qui reste dans une lampe est une fonction décroissante du temps pendant lequel cette lampe a brûlé ; car, plus la lampe a brûlé longtemps moins il reste d'huile.
Voici d'autres exemples :
La longueur d'une barre de fer est, comme nous l'avons vu, une fonction de sa température. Or, lorsque la température de la barre s'élève, la barre s'allonge et, lorsque la température baisse, la barre raccourcit. La longueur de la barre est donc une fonction croissante de la température.
Lorsqu'on comprime une masse de gaz, le volume de la masse de gaz diminue et sa pression augmente. Au contraire, lorsque la pression du gaz diminue, le volume du gaz augmente. Le volume d'une masse de gaz est donc fonction de sa pression. La loi de Mariotte nous apprend que, si p est la pression du gaz et v son volume, le produit pv (à température constante) reste constant. c désignant donc un certain nombre fixe, une constante, on a légalité
pv = c
ou
Le volume du gaz est donc une fonction décroissante de sa pression représentée par l'expression -. Cette expression montre bien que la fonction est décroissante, car on sait, en arithmétique, que, lorsque le dénominateur p d une fraction - diminue, la fraction augmente, et réciproquement.
32. On appelle monôme une expression algébrique qui ne contient ni le signe + nî Ie signe — .
Ainsi,
Aa*bjb*c, \a \ib*
sont des monômes irrationnels ;
sont des monômes rationnels mais fractionnaires ; enfin,
- 06*, - a*bacb, èxyx* o D
sont des monômes entiers.
Des définitions mêmes d'une expression entière et d'un monôme, il résulte qu'un monôme entier est une expression qui s'obtient, uniquement, par la multiplication de nombres et de lettres. Ainsi,
- xykxxy, xlabx, aaabcc
sont des monômes entiers. Puisque, dans un produit de facteurs, on peut intervertir Tordre des facteurs et remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué (n° 15), on peut toujours écrire les premiers les facteurs numériques puis réunir ensemble les facteurs égaux et les remplacer par une puissance. Ainsi, on a :
- xy 4 xxy = - X 4 xxxyy — j x*y*;
x 2 abx = 2 abxx = 2 abx*.
On peut donc toujours écrire un monôme entier de façon qu'il soit le produit d'un nombre par des puissances entières de certaines lettres.
Le nombre, qui se trouve en avant du monôme, est ce qu'on appelle le coefficient du monôme.
Le coefficient de — z*y* est—-; le coefficient de îabx* est 2; le coefû-
oient de a*bcl est i, car, lorsqu'il n'y a pas de nombre, on peut toujours supposer qu'il y ait, en avant, le facteur I, puisque :
a*bc* = i X a*6c*.
On appelle degré d'un monôme entier la somme des exposants des
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lettres qui le composent (toute lettre qui n'a pas d'exposant est considérée comme ayant l'exposant 1).
Le degré de — x*y* est 3 + 2 = 5 ; le degré de 2abx* est I + { 4-2 = 4.
33. On appelle polynôme une somme algébrique de monômes. Les monômes, avec les signes qui les précèdent, sont les termes du polynôme. Un terme d'un polynôme peut être complètement numérique, c'est-à-dire ne pas contenir de lettres; un tel terme peut être considéré comme un monôme contenant des lettres à l'exposant zéro et, par suite, comme un monôme de degré zéro.
Ainsi,
lî + 15 est un polynôme dont les termes sont
if*, 2«>, -?£et«.
C lu
Un polynôme peut être irrationnel ou rationnel, fractionnaire ou entier.
Un polynôme qui n'a que deux termes est appelé un binôme; s'il a trois termes, on le nomme trinôme.
Un polynôme entier est une somme algébrique de monômes entiers. Le degré d'un polynôme entier est le degré du monôme de degré le plus élevé qui y figure.
Ainsi,
4x3 — 5at» + f x -f 1
est un polynôme de degré 3.
a?» — 4, est un binôme du second degré.
x* + px + q, est un trinôme du troisième degré.
a* + 4a3ô + 6«fi>* + 4a68 + 6*
est un polynôme du quatrième degré. Dans ce polynôme, tous les monômes sont du même degré qui est, alors, le degré du monôme de degré le plus élevé,
Un polynôme entier est dit homogène lorsque tous ses termes sont de même degré. Le degré commun de tous les termes est ce qu'on appelle le degré d'homogénéité ou, plus brièvement, le degré du polynôme.
Le polynôme précédent
est homogène et de degré 4.
De même, le polynôme
a* — 3ar» + 3a*x — a3 est homogène et de degré 3.
On appelle termes semblables, dans un polynôme entier, des termes
qui ont même partie littérale et qui ne diffèrent que par les
coefficients. Dans le polynôme entier
kax* — 2a*x + - ax* — x* — Sax* -+" a*&
ka x*, -f" â a^i — ^ax%
sont des termes semblables.
Un polynôme étant une somme algébrique, on peut lui appliquer toutes les transformations permises pour une somme algébrique (n° 10). On peut réunir tous les termes semblables et les remplacer par leur somme effectuée. Or, pour faire la somme des termes semblables on peut mettre en facteur, comme nous l'avons expliqué au n° 20 {A pp. II), la partie littérale commune et faire la somme algébrique des coefficients.
On a, par exemple :
4ax3 + s ax9 — oaa* = ^4 + | — 5^ a*3 = i ax*.
De même, le polynôme
peut s'écrire, en intervertissant Tordre des termes (n* 10),
(a* + 2a*) + (5a*6 — 3a36 + a*6) + {— 5a«&« — 2aW) ou :
et enfin :
De là on conclut la règle suivante pour faire ce qu'on appelle la réduction des termes semblables.
Règle. — Lorsque, dans un polynôme entier, il y a plusieurs termes semblables, on peut remplacer tous ces termes par un seul qui leur est semblable et qui a pour coefficient la somme algébrique des coefficients de ces termes.
On appelle polynôme réduit un polynôme dans lequel la réduction des termes semblables a été effectuée ou, en d'autres termes, un polynôme dans lequel il n'y a pas de termes semblables.
Exemples :
Réduire les polynômes suivants :
s 6* + 6a36 — aW
j;3 _ a* .(_ ix* _ a* + 5 — 3X
^ (t«3 + 2*3 — 5ar3) — *» + ( — ** — 3x» + 4a1) + (5 + 15)
Dans la pratique, on néglige d'écrire le polynôme intermédiaire, obtenu en intervertissant l'ordre des termes ; on effectue, successivement, mentalement, la réduction de tous les termes semblables et on écrit seulement le terme réduit.
Ainsi,
Pour faciliter la réduction, il est bon de barrer, dans le polynôme donné, les termes qu'on vient de réduire.
34. On peut, comme nous l'avons déjà dit, appliquer à un polynôme toutes les transformations permises pour une somme algébrique (n° 10). En particulier, on peut écrire les termes du polynôme dans tel ordre que Ton voudra, Il y a souvent avantage à employer un ordre plutôt qu'un autre pour ranger les termes d'un polynôme.
Lorsque les termes d'un polynôme entier, réduit, ne contiennent qu'une seule lettre, on dit que le polynôme est ordonné suivant les puissances croissantes si les termes sont rangés de telle façon que les exposants de la lettre aillent en croissant, quand on lit
le polynôme de gauche à droite. Les polynômes
sont ordonnés suivant les puissances croissantes.
On dit, au contraire, que le polynôme est ordonné suivant les puissances décroissantes si les exposants de la lettre vont en décroissant, quand on lit le polynôme de gauche à droite. (Tout terme qui ne contient pas la lettre peut être considéré comme la contenant à l'exposant zéro, puisque x° = a0 = 1 .)
Les polynômes
— 5ar4 + ar3-{-a? + 4, 6,ï«-{-a5 — a" + 3a,
sont ordonnés suivant les puissances décroissantes.
Lorsque les termes d'un polynôme entier, réduit, contiennent plus d'une lettre, on dit que le polynôme est ordonné suivant les puissances croissantes ou décroissantes d'une certaine lettre, si les termes sont rangés de telle façon que les exposants de cette lettre dans ces termes aillent en croissant ou en décroissant quand on lit le polynôme de gauche à droite. Tout terme qui ne contient pas la lettre ordonnatrice est censé la contenir à l'exposant zéro.
Le polynôme entier réduit
a* 4. Wb + 6aW + bob* + 6*
est ordonné suivant les puissances croissantes de la lettre b et suivant les puissances décroissantes de la lettre a.
Lorsqu'un polynôme entier contient une variable, c'est-à-dire est une fonction d'une variable, on l'ordonne, en général, suivant les puissances de cette variable. Ainsi, les polynômes
ax* -f- bx -f- c ar3 — 3ax* + 3a*x — «8
sont ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable x. Lorsqu'un polynôme réduit contient plus d'une lettre, il peut arriver qu'il existe plusieurs termes non semblables et contenant la même puissance de la lettre ordonnatrice. Dans ce cas, on réunit tous les termes qui contiennent une même puissance de la lettre ordonnatrice et on met, dans ces termes, la puissance commune en facteur (n# 20, App. II). Dans la parenthèse figure alors un polynôme entier que Ton ordonne aussi. Tous les termes qui contiennent
une même puissance de la lettre ordonnatrice forment, ainsi réunis, ce qu'on appelle un seul terme du polynôme et le coefficient de ce terme est le polynôme entre parenthèses. Par exemple, soit à ordonner le polynôme réduit :
ax* + air8 — 2abx* + bx* -f ar4 + bV + a*x — a* — b*x + V\
nous l'écrirons :
rf + (a + b)x* + (a* — 2ab + b*)x* + (a3 — b*)x — a* + £*,
et il est ordonné suivant les puissances décroissantes de la lettre x. (« -f- h)x* est ce qu'on appelle le terme en x* et [a -f-é) le coefficient de ce terme, par une extension des mots terme et coefficient. De même, («* — 2ab -(- 6*)a-a est le terme en a?* et (a8 — 2ab-\-b*) son coefficient, (a* — b*)x est le terme en x, et enfin ( — a* + **) est le terme de degré zéro en ar ou ce qu'on appelle le terme constant (puisqu'il ne contient pas la variable x). Pour simplifier récriture et pour éviter que le polynôme tienne plus d'une ligne, on écrit souvent le polynôme, coefficient d'une puissance de la lettre ordonnatrice, en écrivant ses termes les uns au-dessous des autres. On borde le coefficient, ainsi écrit, d'un trait vertical à droite, à côté duquel on écrit la puissance de la lettre ordonnatrice. Ainsi, on écrira le polynôme précédent comme il suit :
Soit à ordonner le polynôme en y,
y& — tt3yî _j_ aiy _ zab*y* + 3a*6y* + a5 + ay4 — 6* — 6y4 + a*y* + &V + 2<%3 + 6V + &y — 5a36* + 5a*63.
Ce polynôme s'écrit, en l'ordonnant suivant les puissances décroissantes de ?/,
If* + (a — &V -h («2 + 2a6 + 6*)y3 — (a3 — 3«*6 + 3«6S — ft3)y* 4- (** + 6*)y + (a8 — 5«36» + oa*6' — 66),
ar4 + a
— îab + A1
ou, encore,
Soit à ordonner, suivant les puissances croissantes de z, le polynôme, en s:
pzz — q*z* + 4pgz* — 5z4 + 3p4 — 6p3z + lp*z* — qz*
+ 4pg3 — 3p2gz — 8g4 + ga2.
Il s'écrit :
3p4 + 4pç3 — V + (— Cp3 - 3p*g + 73)s + (7p* + 4p<jr — 7»)*»
ou, encore,
On dit qu'un polynôme est entier, par rapport â une certaine lettre, lorsqu'il ne contient pas cette lettre en dénominateur. Tout polynôme entier, par rapport à x ou entier en x, peut être ordonné par rapport à la lettre a\ Les coefficients des diverses puissances de x ne sont pas, nécessairement, entiers par rapport aux autres lettres. Ainsi, le polynôme :
est un polynôme entier eux.
Le degré d'un polynôme entier en x est l'exposant de la plus haute puissance de x qui y figure.
On dit qu'un polynôme ordonné est complet lorsqu'il contient la lettre ordonnatrice à tous les degrés à partir du degré le plus élevé (y compris le degré zéro).
Les polynômes en or,
a?4 — 5*3 + te* 4- 3* + I, a?3 + Zax* + 3aaa? + a3
sont complets. — Au contraire, les polynômes
»* + lt a?8 — 5a;* + ôa? — 3,
sont incomplets (En particulier, dans le dernier, le terme qui manque est le terme constant de degré zéro).
Un polynôme complet, entier en x, de degré m (c'est-à-dire où la plus haute puissance de x est xm) a (m + 1) termes. Car il a des
termes en xm, a?m" , xm~ , ... a?2, x, ce qui fait m termes, plus le terme constant, soit (m 4- 1) termes.
13. Réduire et ordonner, par rapport aux puissances décroissantes de x7 les polynômes suivants :
** t- x9 -f x* — ix* + bx -f Sx* — 2 -f 2x ;
ax* -f da*xl — hax* -f ar* -f ax* -f «sx* — 3a*x% + «* ;
a-4^4 — ar»y» -}- 9x*y* — x*y* + ar'y* — y* -f 2xey* .
14. Réduire et ordonner, par rapport aux puissances croissantes de a, les polynômes suivants :
a* - 3a*b — 6* — a*b + 26* — a»6* -f 2a4* + Aa*b ;
«• + 1 — 2« + 5 — 3a + a» ; a*A -f a»c — 2a*6* — 2a«ôc — a*c* — 2a*6c — aV ; a* + 2ab + A1 + fl« + 2ac + c* + ûJ4-2flrf+dl .
ADDITION ET SOUSTRACTION DES MONOMES ET POLYNOMES
35. Pour faire la somme ou la différence de deux monômes, il suffit d'indiquer l'opération en séparant les deux monômes par le signe + ou le signe — .
D'une manière générale, pour Taire une somme algébrique de monômes, il suffit de les écrire les uns à la suite des autres, précédés des signes convenables. On obtient ainsi un polynôme et, si dans ce polynôme il y a des fermes semblables, on en fera la réduction (n°33).
Pour ajouter un monôme à un polynôme, il suffit d'écrire ce monôme, précédé du signe -f~i & 1& suite du polynôme.
Pour retrancher un monôme d'un polynôme, il suffit d'écrire ce monôme, précédé du signe — , à la suite du polynôme.
On fera les réductions, s'il y a lieu.
36. Pour ajouter un polynôme, il suffit d'ajouter successivement chacun de ses termes, d'après un théorème connu (n° 10, Th. III). Donc, pour faire la somme de deux polynômes, il suffit d'écrire tous les termes de l'un des polynômes à la suite de l'autre. Ainsi, on a :
on fait, ensuite, la réduction des termes semblables s'il y a lieu.
ADDITION ET SOUSTRACTION DES MONOMES ET POLYNOMES
Dans l'exemple précédent, la somme, toutes réductions faites, est
D'une manière générale, pour faire la somme de plusieurs polynômes, il suffit d'écrire tous les termes de ces polynômes à la suite les uns des autres. On pourra, ensuite, faire la réduction des termes semblables.
Dans la pratique, on dispose l'opération de façon que la réduction des termes semblables soit facile.
Les polynômes à ajouter étant réduits, on les ordonne tous, dans le même sens, par rapport à une même lettre. Puis, on les écrit les uns au-dessous des autres de façon que les termes semblables soient tous dans une même colonne verticale, et on fait V addition en faisant la somme des termes de chaque colonne verticale.
Lorsque les polynômes sur lesquels on opère ne sont pas complets, on a soin d'espacer les termes de façon à marquer la place des termes qui manquent dans un polynôme et qui peuvent exister dans un autre. Ainsi, soit à faire la somme des polynômes :
6 xhj — 5 xif,
Nous disposerons l'opération de la façon suivante, en laissant dans le premier polynôme la place du terme en x qui manque, dans le second polynôme les trois places des termes en x9, x1 et x qui manquent, etc.
/-3xs|/ + 2^1
— 5 xy*
2*4 + 3afy + 6*y — 5ari/* +2»/
37. Pour retrancher un polynôme, il suffit, d'après le Théorème IV du n* 10, d'ajouter le polynôme obtenu en changeant les signes de tous ses termes.
Pour faire la différence entre les deux polynômes
P » y* - 3 y + 1 et Q = ?/' + 6 y + 7,
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il suffit d'ajouter au polynôme P le polynôme
En disposant l'opération de cette addition comme d'ordinaire on a :
-Q^-?/3 - fi?/-7
EXERCICES
15. Effectuer les sommes P + Q + R, P + Q — R, P — Q + R. — .p + Q + R.
1* lorsque
2* lorsque
S* lorsque
P = a» 4- 3a*6 — 2a»6* + 6a//*, Q==2a» — a'ù* + ù\ R=2a*6 — 6aô4 + 36».
Psfli1! 5.r» — 2ar* -h 3a«x — a8 — a», Q== a* + a:» — 3a** + 2a» — a1*, R== — 2a» + x» + a*x — fa» -f ax».
On pourra vérifier l'exactitude des opérations en calculant, d'une part, les valeurs numériques des polynômes P, Q et tt et, d'autre part, les valeurs numériques des résultats effectués pour
CHAPITRE V
MULTIPLICATION DES MONOMES ET POLYNOMES
38. Pour faire le produit de deux monômes, il suffit (n° 15, Th. V) de multiplier, successivement, l'un des monômes par tous les facteurs qui composent l'autre. D'ailleurs, comme on peut intervertir l'ordre des facteurs (n° 15, Th . ///), on peut prendre les facteurs des deux monômes dans un ordre quelconque. Donc, le produit de deux monômes est le monôme obtenu en faisant le produit des facteurs de ces deux monômes dans un ordre quelconque.
Le produit de deux monômes entiers est un monôme entier ayant
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pour coefficient le produit des coefficients des deux monômes et pour partie littérale le produit de puissances des lettres qui figurent dans ces monômes, chaque lettre étant affectée d'un exposant égal à la somme des exposants qu'elle a dans les deux monômes.
(Lorsqu'une lettre ne figureras dans un monôme, il faut la considérer comme y figurant à l'exposant zéro).
Soit à faire le produit des deux monômes entiers
Ax*y*z et 3xyi*.
Ce produit est :
Aa?y*z 3xyt*,
ou, en intervertissant Tordre des facteurs de façon à amener les facteurs numériques en avant et à réunir les puissances des mêmes lettres,
4x3. x*xy*yzt*,
et, en remplaçant des produits par ces produits effectués (n* 15, Th. IV),
ilati/zt*.
Au fond, nous n'avons fait que les transformations nécessaires pour amener le monôme à sa forme habituelle (Voir n° 32).
Exemples :
(* <Mc\ X (lo ac*d) = ~ a*6e3e/; (* «W) X (20&*»/2)=4akz;V.
Théorème. — Le degré du produit de deux monômes entiers est la somme des degrés de ces deux monômes.
Car le degré du produit est la somme des exposants des lettres qui y figurent. Or, ces lettres sont toutes les lettres figurant dans les deux facteurs; donc, la somme des exposants se compose, d'une part, de la somme des exposants des lettres qui figurent dans le premier facteur, ce qui est son degré, et, d'autre part, de la somme des exposants des lettres du second facteur, qui est aussi son degré. Le degré du produit est donc la somme des degrés des facteurs.
Le degré de - a*bc est o; le degré de V6ac%d est 4; le degré du pro-
duit ^ tfbchl est 9 = o + 4.
39. Pour faire le produit d'un polynôme par un monôme, d'après la règle pour faire le produit d'une somme algébrique par un nombre (n° 20, Th. I), on fait la somme des produits obtenus en multipliant, successivement, chacun des termes du polynôme par le monôme. Ce produit est donc un polynôme.
Le produit d'un polynôme entier par un monôme entier est un polynôme entier. Car, comme le produit de deux monômes entiers est un monôme entier, ce produit est une somme algébrique de monômes entiers et, par suite, un polynôme entier.
Exemples :
(a?3 — 3aa?* + 3afa? + a3) X ax* es «a?8 — 3a*x* + 3a3a?3 + a*x*; (a*ô — 5a*6* + 6a*63) X 4«^3 = 4a«6* — 20as6* + 24a*66.
40. Pour faire le produit de deux polynômes, il suffît d'appliquer la règle par laquelle on obtient le produit de deux sommes algébriques (n° 20, Th. //) et, par suite, on obtient le produit de deux polynômes en faisant la somme algébrique de tous les produits obtenus en multipliant, de toutes les façons possibles, un terme de F un des polynômes par un terme de Vautre.
Pratiquement, pour ne pas faire d'oubli, on multiplie, successivement, l'un des polynômes {multiplicande) par tous les termes du second polynôme (multiplicateur) et on fait la somme des produits partiels ainsi obtenus. On dispose, alors, en général, l'opération de la façon suivante : on ordonne les deux polynômes, dans le même sens, par rapport à la même lettre. On écrit le multiplicateur audessous du multiplicande et on multiplie, successivement, le multipli- .cande par tous les termes du multiplicateur. On écrit les produits partiels, ainsi obtenus, les uns au-dessous des autres de façon à disposer leur addition, comme il a été dit au n° 36, et on effectue cette addition.
Le multiplicande étant ordonné, les produits partiels seront tous ordonnés.
Exemple I. — Soit à faire le produit des deux polynômes
4a? — a?1 + 2a?3 — 3 et a?» + 15 — *. Disposition de l'opération :
Multiplicande 2a?3 — a?2 +- 4« — 3
Multiplicateur X1 — X + \ H
fparx* 2x5— -a?*4- 4.Î?' — 3a?1
Produit* partiels j par — z. . . . — 2a?* + a?3 — 4aî* + 3a?
ff«r + i5... + 30a?3 — J5.r* + 60a? — 45
Produit 2a?5 — 3a?4 + 33a?3 — 22a?s + 63a? — 45
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Exemple IL — Soit à faire le produit des deux polynômes
a* __ 4a3fc + 6a*6* _ 4^53 + 5* et rti + 2ab + h*
Disposition de l'opération :
Multiplicande a* — 4a36 + 6a2o2 — 4a&3 + 6*
Multiplicateur a2 -f 2fl6 + 62
T ^r îa6- • • + 2a*6 — 8a>6î + 42a363 — 8a'6* + 2ab*
partte" ( ^arM + a*62 — 4a363 + 6a2fe* — 4a65 4- b'
Produit a6 — 2a56 — a*62 + 4a368 — a26* — 2aô5 4- 66
Exemple III.
Voici l'opération du produit de deux polynômes dans lesquels les coefficients de la lettre ordonnatrice sont eux-mêmes des polynômes :
Multiplicande " — b
Multiplicateur j> , *
a2 ax2. ' — ab
la:* + a* — a&3
bxK ; — 62
rt5 — 2a*6 4-a
X3 — a3 |Jî4 + a30
Produit total J — 3a63
r**«tï. j 4 a6*
Algèbre élémentaire. 7
Dans chaque tranche horizontale de produits partiels se trouve le produit du multiplicande par un terme du multiplicateur. Ensuite, pour effectue J'addilion de ces six produits partiels, on a fait, dans chaque colonne verticale, l'addition, c'est-à-dire la réduction des polynômes coefficients qui ont été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de la lettre a.
41. Théorème I. — 1a produit de deux polynômes entiers homogènes est un polynôme entier homogène dont le degré d'homogénéité est égal à la somme des degrés d'homogénéité des deux facteurs.
Soient A et B deux polynômes entiers homogènes de degrés p et q. Cela veut dire que les monômes qui composent A sont tous de degré p, et que tous les monômes qui composent B sont de degré q. Un terme quelconque du produit, étant le produit d'un terme de A par un terme de B, est le produit d'un monôme de degré p par un monôme de degré q, c'est donc un monôme de degré p -f- q (Th. du n°38). Tous les termes du produit étant de degré p -f- q, le produit est homogène et de degrés + q.
Dans Y Exemple II (n° 40), le multiplicande est homogène et de degré 4 ; le multiplicateur est aussi homogène et de degré 2. Le produit est homogène et de degré 4 + 2 = 6.
Théorème II. — Le terme de degré le plus élevé, par rapport à la lettre ordonnatrice, dans un produit de deux polynômes entiers réduits, s'obtient, sans réduction, en faisant le produit des termes des deux facteurs qui sont de degré le plus élevé, par rapport à la lettre ordonnatrice.
De môme, le terme de degré le moins élevé du produit s'obtient en faisant le produit des deux termes de degré le moins élevé, des deux facteurs.
Considérons deux polynômes entiers ordonnés par rapport à
la lettre x. Soit kxm un terme du multiplicande et Ba^ un terme du multiplicateur. (A et B sont ou des nombres ou des expressions contenant des lettres autres que la lettre x). Le produit
As" X Bx? = ABar* + p
est un terme du produit de degré a -(- p. Or, a est au plus égal au degré p du multiplicande et p est au plus égal au degré q du multiplicateur, le degré a + P d'un terme du produit est donc au plus égal à p + q et il n'aura sa plus grande valeur p + q que dans le seul cas où a = p et p = q, c'est-à-dire dans le seul cas où les exposants a et p ont leur plus grande valeur. Le terme de degré
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le plus élevé du produit s'obtient donc, sans réduction avec aucun autre, en faisant le produit des termes de degré le plus élevé des deux facteurs.
On verrait, de même, que l'exposant a + P n'atteint sa plus petite valeur que dans le seul cas où a et p ont, chacun, leur plus petite valeur. On obtient donc le terme de plus faible degré du produit en faisant le produit des deux termes de plus faible degré des deux facteurs, et ce terme ne se réduit avec aucun autre.
Dans VExemple I (n° 40), le terme 2x* de degré le plus élevé dans le produit provient de la multiplication des deux termes 2a?3 elx* de degré le plus élevé dans les deux facteurs; et le terme de plus bas degré (degré zéro) — 45 est le produit de — 3 par + 15. Dans VExemple III, le terme de degré le plus élevé (a* — 68)x-5 est le produit des deux termes (a — 6)#3 et (a -f b\x* de degré le plus élevé des deux facteurs; et le terme de degré le moins élevé («7 — 3a*6 — 4a56* + i2a*63 + a36* — 3a*65) est égal au produit de (a4 — 4a26* -f- 64) par (a3 — 3a*6).
Corollaire I. — Un produit de deux polynômes entiers a toujours au moins deux termes, et, par suite, ne saurait être un monôme. Car il y a, comme nous venons de le voir, deux termes qui ne se réduisent avec aucun autre ; ce sont, le terme obtenu en faisant le produit des termes de degré le plus élevé des deux facteurs et le terme obtenu en faisant le produit des termes de degré le moins élevé.
Remarque. — Il peut, d'ailleurs, arriver que le produit se réduise à ces deux termes dont l'existence est certaine. Ainsi, on a :
Corollaire II. — I^e degré [par rapport à la lettre ordoiftwirice) du j/roduit de deux polynômes entiers est la somme des degrés de ces deux polynômes.
Car, comme nous venons de le voir, si kx* et Bar9 sont les deux termes de degré le plus élevé des deux polynômes, le terme de
degré le plus élevé du produit est ABx''4"*. Les deux polynômes étant donc, par rapport à la lettre x, respectivement, de degrés p et q, le produit est de degré p + q (!).
(I) Nous rappelons q«w l* degré d'un polynôme, entier en x, est l'exposant de la plus haute puissance de x qui y figure.
42. Application I. — Carré d'une somme. — Le carré d'une somme (ou d'un polynôme) est égal à la somme des carrés de ses fermes augmentée de la somme des doubles produits de tous ses termes pris deux à deux de toutes les façons possibles.
1° Cas du binôme. Dans le cas où la somme a deux ou trois termes, il est facile de vérifier la proposition. On a, en effet,
a* + ab
+ ab + b* «* + 2 ab + b*.
2° Cas général. Pour faire le carré (a + b -\- c -\- d)2 d'une somme quelconque il faut faire le produit
Les termes de ce produit développé sont de deux sortes. Ceux qu'on obtient en prenant dans chacun des facteurs la même lettre, ce qui donne les carrés a*, ô2, etc., de ces lettres; ceux qu'on obtient en prenant dans chacun des facteurs une lettre différente, ce qui donne des produits de la forme ab, bc, etc. Mais chacun de ces produits peut être obtenu deux fois ; ainsi le produit ab peut être obtenu en prenant a dans le premier facteur et b dans le second ou en prenant b dans le premier et a dans le second. Le carré se compose de la somme des carrés a2 -\- b1 -f- ... augmenté des doubles produits 2 ai -{-2bc -{- ....
Remarque. — Pratiquement, pour former le carré d'une somme ou d'un polynôme, on peut procéder de la façon suivante : on écrit, d'abord, la somme des carrés de tous les termes ; on fait les doubles produits du premier terme par tous ceux qui sont à sa droite; puis les doubles produits du second terme par ceux qui sont à sa droite, et ainsi de suite ; enfin, on arrive k écrire le douile produit de l'avanldernier terme par le dernier.
Lorsque le polynôme est ordonné, il y a souvent avantage à écrire d'abord le carré du premier terme, puis immédiatement la somme des doubles produits de ce terme par les suivants; on écrit, ensuite, le carré du second terme et la somme des doubles produits de ce second terme par les suivants, et ainsi de suite. On écrit, en dernier lieu, le carré du dernier terme. Le carré se trouve, de cette façon, en général, ordonné.
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Corollaire. — Le carré (Tune différence est égal à la somme des carrés des deux parties diminuée du double produit de ces deux parties.
En effet, la différence a — b peut être considérée comme la somme de a et de — b, par suite,
(fl_4)î = a« + 2fl (— b) + (— bf = a* — cLab + bK
Exemples :
(x + y — z)2 - x* + y* + z* + 2xy — 2xz — 2yz;
(a + 6)4 = [(a + 6)*]2 *=» (a* 4- 2a6 + 6*)* = a4 + 4a*6 + 2a*6* - h 4fl!6" + 4a6» -f- 6* == a* + 4a36 + Ôas6* + 4«6» + 6*.
En remplaçant 6 par — 6, on en conclut :
(a — 6)* — «* — 4a3fc 4- 6(1*6* — 4a6» -f- 6*.
En élevant encore une fois au carré, on a :
[a + bf = (a* 4- 4a36 4- 6a*&* 4- 4aft3 + &4)*
- a8 4- 16a66* 4- 36«*64 4- 16a*66 4- 68 ... Somme des carré»
4- 8a76 4- 12a6 6* 4- 8a5 63 4- 2a4o4 . . f /«•>«* par te* «turanfe ^ »
+ 48a*63 4- 32a464 4- 8aa65 2« terme par les suivants ( | .-S
-f- 48«*68 4~ 12«268 3' f«rm« par les suivants i J "|
-p 8«6 7 4e terme par le dernier K
s a* 4- 8a76 4- 28a66* 4- 5Ô«563 4- 70<c464 4- 56<«3&5 f 28«*66 4- Sab1 + 68
Application IL — Produit d'une somme de deux nombres par leur différence. — Le produit d'une somme-de deux nombres par leur différence est égal à la différence des carrés de ces deux nombres.
Car on a :
a + b a — b a1 -f- ab — ab — b%
Donc, {a + b)[a — b) = a* — b*.
Remarque. — Celte proposition sert surtout à transformer une différence de carrés en produit. Ainsi, on a :
tx + y\* /* — y\*_ /* + y + * — ?A f* + y — *+y\ __ WJ
Exemple :
Soit à transformer le produit
Le produit des deux premiers facteurs est :
[b + c)* — «2 et celui des deux derniers :
Donc, P i- ■ [(6 -f c)2 — a»] [a2 — (6 — c)*]
Application III. — Identité de Lagrange. — L'identité de
Lagrange est la suivante :
(fli -j_ b1) (a2 + p2) — («a + ép)8 = («8 — 6x)2.
Pour vérifier une identité, il suffit de prouver que les deux membres sont des expressions équivalentes et, pour cela, que Ton peut passer de Tune à l'autre par des transformations permises ou, encore, qu'elles sont équivalentes ix une même expression. Dans le cas présent, on a :
(a1 + 62) (a2 + p1) = aV + a2p2 + 6V + 62p2, (aa + bpy =3 <,v + ^p* + 2a«4p.
Donc :
(„■ + 6») (a2 -f p2) _ (aa + ôp)2 == a*P + 6V — 2<i**£
et le second membre est précisément le développement du carré de (crp — 6a).
On a, de même, Y Identité de Lagrange plus générale suivante :
(«■ + 62 + c2) (a» + P8 + Y1) - («* + ty + cr)« h (*p - 6*)' + (aY - ca)2 + (6Y - cp)2
que Ton vérifie en développant les deux membres qui sont tous deux équivalents à l'expression
«2p2 + 6V + ay + cV + by -f c*pf — 2«*ap — 2ac*.y — 2icpy.
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Dans cette identité figurent deux groupes, de trois lettres chacun, a, 6, c et a, 8, y. On aurait une identité analogue avec deux groupes, de quatre lettres chacun, a, 6, c, d et a, p, y, S. Plus généralement, avec deux groupes ayant, chacun, le même nombre de lettres (Voir l'exercice 18).
EXERCICES
Vérifier les identités suivantes
.i[(a<r— ca'f— (bc*— cb'){ab' — ba'\\=:(2acf + 2ca' — bbf— (6*— Aac)(b'*— 4aV);
(a» + ô1 + c* + d«) (a« + p» + y* + ô1) — («a + 6p + cy 4- efô)2 = («p — 6a + <?8 — dT)24-(oY — ca + dp — 6ô)2 + («5 — d« + AY — c$f ;
(«t 4. 6* + c* -H d») (a» + p* + T« 4- V) — (aa 4- àp 4- CY 4- <*«)* = (ûp — 6a)2 4- (c8 - drf 4- (ar— c*f + (rfP — W)f 4- («8 — d*)2 + (*r ~ CP)*
(Lagrange).
(y4-s)2 + («-f-^2 + (^ + y)2-(^ + yi + s,)=(^4-î/ + z)2 ; ^ + y)(jp+*)-^,-(j/4-s}(î/4-^)-2/i = (- + ^)(- + y)--=t ;
4 (a* 4- % 4- czf — 3 (aa- 4- by 4- es) (a» 4- 6« 4- c1) (x1 4- ,y* 4- x») — 2 (A — c} ( c — a) (a — b) [y — z) (z — x) (x — j/) — hiabcxyz = 0
(Gayley).
Si on pose
puis,
ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
yz + zx + xy = Q, xys = R,
X = x (nyz + Q)— »' (mx + P), B = y{nzx + Q)- w*(my -f P).
C = 5(n.ry + Q)_w*(ms + P), D = — mnR + PQ ,
prouver que Ton a les identités :
(!fi5 + P)B-(roy + P)C = .'y- z) D, (m* + P)C- (w: + P) A ss (s — x) D,
(wy + P)A— (injp+P)BEs(*-y}D,
A(y— *) + B(*-3r)+C(* — y;aEÛ
(Caylky).
Lorsque
on a
« + 6-fc = 0,
10(flT + 67 + c7) = 7(fl* + 6* + c*)(«* + 65+c5), 2 («7 4. fer + cT) = plabc(n^ -4- 6* + c*), 6 («» + fcî + ct) = 7 (aj + 6» + c») (a* + 6* + c«), a* + 6« + c« = 3«*6*c* + (o* + 6* + r*)3.
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Lorsque a, 6, c, d satisfont à la relation
« + A + c-f rf = 0, on a aussi les égalités,
ad [a + d)* + bc (a — df + ab {a + bf + cd [a — b? + ac{a + cf+bd{a — cjt + iabcd=0 ,
a* + b* + c* + d* =9 (6c// -f ctf« + </«A + «6c)2
— 9 {bc — «d) (ca — bd) [ab — cd)
(Smith).
24. Démontrer que le cube d'un polynôme est égal à la somme des cubes de ses termes, plus trois fois la somme des produits de l'un des termes par le carré d'un autre, plus six fois les produits des termes trois à trois.
Effectuer les produits
(l + ax){l+a*x) ;
plus généralement, effectuer le produit
(1 + ax) (1 + a*x] (1 + a*x) ... (1 + amx)
et ordonner ce produit suivant les puissances croissantes de r. Donner l'expression
générale du coefficient de xv dans ce développement. Que deviennent ces coefficients quand a tend vers 1? En conclure le développement de
suivant les puissances croissantes de x
(Gauciiy).
CHAPITRE VI
DIVISION DES MONOMES ET POLYNOMES
43. Pour faire le quolient d'un monôme par un monôme, il suffit d'indiquer l'opération en écrivant le diviseur au-dessous du dividende et en les séparant par un trait horizontal. Cette opération n'introduisant ni le signe (+) ni le signe ( — ), il en résulte que le quotient de deux monômes est un monôme.
Le quotient de deux monômes entiers n'est pas, en général, un
monôme entier] mais si les deux monômes contiennent des lettres
communes, on pourra simplifier la fraction obtenue en divisant les
deux termes par les lettres communes.
Ainsi, le quotient de ka}bc* par - ab*d est : — — jjj , fraction qui
o £* ao ci
peut se simplifier et s'écrire :
hd
en divisant les deux termes par 2a6 (n° 18, Th. /).
11 peut arriver, en particulier, qu'après la simplification, il n'y ait plus aucune lettre en dénominateur. Dans ce cas, le quotient est un monôme entier.
4fl8éV1 4
Ainsi' 35Ç--V,*,e-
11 est d'ailleurs facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour que le quotient de deux monômes entiers soit équivalent à un monôme entier, est que le dividende contienne toutes les lettres qui figurent dans le diviseur, chacune d'elles étant affectée d'un exposant au moins égal à celui quelle a dans le diviseur (').
44. Pour diviser un polynôme par un monôme, il suffit de diviser chacun des termes du polynôme par ce monôme, puisque (n° 20, Cor. du Th. 1) pour diviser une somme algébrique par un nombre il suffit de diviser chacun des termes par ce nombre. Il en résulte que le quotient d'un polynôme par un monôme est un polynôme.
Le quotient d'un polynôme entier par un monôme entier n'est pas, en général, un polynôme entier, car chacun des termes du quotient ne sera pas, en général, un monôme entier. Ainsi :
4ar* — îax* + Sa'x* + fl^4x! 2 3 1 a?
Cependant, dans certains cas particuliers, ce quotient pourra être un polynôme entier. On a, par exemple,
- a*x* — Sfl-V + 2a*x
45. Le quotient de deux polynômes est une expression algébrique fractionnaire qu'on obtient en indiquant la division de ces deux polynômes.
Le quotient de deux polynômes entiers est, dans le cas le plus général, une expression fractionnaire ; mais, dans certains cas particuliers, il peut arriver que cette expression soit équivalente à un
(I) Cette proposition est tout à fait analogue à celle qui donne en arithmétique la condition nécessaire et suffisante pour que deux nombres, décomposés en leurs facteurs premiers, soient divisibles l'un par l'autre (Voir, dans Y Arithmétique de M. Tannery, le n* 164).
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certain polynôme entier. Des exemples de ce cas particulier sont faciles à construire. En effet, si on fait le produit de deux polynômes entiers, ce produit sera équivalent à un polynôme entier dont le quotient par l'un des facteurs est évidemment équivalent à l'autre facteur. On a :
(ar2 + ax -f- tf2) [x — n) == :r* — /i3,
on en conclut que
= x* -f- ax 4- tr.
Définition. — Lorsque le quotient de deux polynômes entiers est équivalent à un polynôme entier, c'est-à-dire lorsqu'il existe un polynôme entier, appelé Quotient, dont le produit par le polynôme Diviseur, effectué par la règle du n° 40, est éyal, termes à termes, au polynôme Dividende, on dit que la division du polynôme dividende par le polynôme diviseur est possible, ou encore que le polynôme dividende est divisible par le polynôme diviseur. La recherche du polynôme quotient est ce qu'on appelle V opération de la division.
Opération de la division. — La recherche du quotient de deux polynômes, lorsque la division est possible, repose sur les deux propositions suivantes :
1° Ijts polynômes dividende, diviseur et quotient étant ordonnés dans le même sens, par l'apport à la même lettre, on obtient le premier terme du quotient en divisant le premier terme du dividende par le premier ternie du diviseur.
Supposons, en effet, les trois polynômes ordonnés suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice. Le dividende étant égal, termes à termes, au produit du diviseur par le quotient, le terme de degré le plus élevé, c'est-à-dire le premier terme du dividende est égal (n° 41, Th. //) au produit du termç de degré le plus élevé du diviseur par le terme de degré le plus élevé du quotient. Par suite, le premier terme du quotient est égal au quotient du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
Il en serait de même si les trois polynômes étaient ordonnés suivant les puissances croissantes. Car, dans ce cas, les premiers termes des polynômes seraient les termes de plus faible degré, et le terme de plus faible degré du dividende serait aussi égal au produit du terme de plus faible degré du quotient par le terme de plus faible degré du diviseur.
2° Lorsqu'on connaît un certain nombre des premiers termes du quotient f si on retranche du dividende le produit du diviseur par le
polynôme formé par les termes connus, on obtient un polynôme qu^on appelle Reste partiel. Le terme suivant du quotient s'obtient en divisant le premier terme de ce Reste partiel [supposé ordonné dans le même sens que le diviseur) par le premier terme du diviseur.
Soient, en effet, A le polynôme dividende, B le polynôme diviseur et Q le polynôme quotient. On a, par définition,
A = BQ.
Supposons qu'on connaisse un certain nombre des premiers termes du quotient et soit Q' le polynôme formé par ces termes. Désignons par Q" le polynôme formé par les termes restants du quotient. On aura, évidemment,
et, par suite,
ce qui s'écrit
A = BQ' + BQ",
ou encore :
A - BQ' e= BQ".
A, B et Q' étant des polynômes entiers, A — BQ est aussi un polynôme entier que nous nommons reste partiel. La deuxième identité nous prouve que le polynôme Q" est le quotient de ce reste partiel par le diviseur B. Or, le premier terme de Q" est précisément le terme du quotient Q qui suit les termes connus et, d'après ce qui précède, le premier terme de Q" s'obtient en divisant le premier terme du reste par le premier terme du diviseur. Par suite, le terme suivant du quotient s'obtient en divisant le premier terme du reste partiel par le premier terme du diviseur.
Remarque. — Nous appellerons premier reste partiel le reste obtenu en retranchant du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient; deuxième reste partiel l'excès du dividende sur le produit du diviseur par la somme des deux premiers termes du quotient. D'une manière générale, le #èmc reste partiel est l'excès du dividende sur le produit du diviseur par la somme des À* premiers termes du quotient. Il est aisé de voir que les restes partiels se déduisent facilement les uns des autres. Supposons, en effet, qu'on ait formé le k^mc reste : pour obtenir le (k + l)ièmc reste, il faut, par définition, retrancher du dividende le produit du diviseur par le polynôme formé par les (A + l) premiers termes du
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quotient. Or, ce produit est la somme du produit du diviseur par la somme des k premiers termes et du produit du diviseur par le (£+ l)1*™* terme du quotient. Comme, pour retrancher une somme il suffit de retrancher successivement chacune des parties (n° 10, Th. IV), pour obtenir le (k-\- l)u,,nc reste, on pourra retrancher du dividende d'abord le produit du diviseur par la somme des k premiers termes du quotient (ce qui donne le Àièt,,c reste), puis, de ce résultat, le produit du diviseur par le (k + l)itmc terme du quotient. Ceci revient donc à dire que Von obtient le (k -f- l),èmc reste en retranchant du ÀJ*mc reste le produit du diviseur par le (k -(- l)1*»»10 terme du quotient.
Des deux propositions précédentes et de cette remarque résuite immédiatement la règle suivante pour former le quotient de deux polynômes, lorsque la division est possible :
Règle. — Lorsque la division de deux polynômes entiers est possible, on obtient le quotient de ces deux polynômes de la façon suivante :
On ordonne les deux polynômes, dans le même sens, par rapport à la même lettre. Le premier terme du quotient est le quotient du premier terme du dividende jmr le premier terme du diviseur. On retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme et on obtient le j/remier reste partiel. Le second terme du quotient s'obtient en divisant le premier terme du nremier reste partiel par le premier terme du diviseur. On retranche du premier reste le produit du diviseur par le second terme du quotient, ce qui donne le second reste partiel. Le troisième terme du quotient s'obtient en divisant le premier terme du second reste par le premier terme du diviseur. On forme le troisième reste partiel en retranchant du second reste le produit du diviseur par le troisième terme, et ainsi de suite. Le produit du dernier terme du quotient par le diviseur reproduit, exactement, le dernier reste partiel.
Remarque I. — On peut a priori connaître le dernier terme du quotient : c'est, évidemment, le quotient du dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur.
Remarque II. — Le degré du quotient est l'excès du degré du dividende sur le degré du diviseur. Car si m,p et q sont, respectivement, les degrés du dividende, du diviseur et du quotient, comme le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient, son degré est la somme des degrés du diviseur et du quotient (n° 41, Cor. II). Donc
m = p -f q, d'où q = m — p.
46. Disposition de l'opération. — Pratiquement, on dispose l'opération de la division de la façon suivante : après avoir ordonné les deux polynômes dans le même sens, on écrit le polynôme diviseur à la droite du dividende. On calcule le premier terme du quotient, qu'on écrit au-dessous du diviseur, et on fait le produit du diviseur par ce premier terme. D'après la règle on doit retrancher ce produit du dividende. Pour cela, on dispose l'opération comme une soustraction ordinaire, c'est-à-dire qu'on ajoute au dividende ce polynôme changé de signe (n° 37). On écrit donc, successivement, tous les termes du produit du diviseur par le premier terme du quotient, à mesure qu'on les calcule, au-dessous du dividende, en ayant soin de changer, au préalable, le signe de chaque terme. On tire un trait et on effectue l'addition. On obtient ainsi le premier reste partiel. On opère avec celui-ci comme avec le dividende. On calcule le second terme du quotient, on écrit les produits, changés de signe, des termes du diviseur par le second terme du quotient au-dessous de ce reste partiel; on fait l'addition, on a le second reste partiel, et ainsi de suite.
Remarque. — Étant donnés deux polynômes quelconques A et B on ne sait pas, a priori, si la division est possible. Pour cela on ressaie, c'est-à-dire qu'on commence l'opération comme si elle était possible.
On calcule, d'autre part, le dernier teyne du quotient (Hem. /, précéd.) et, si la division est possible, lorsqu'on sera amené à écrire au quotient un terme de même degré que celui-ci, ce terme devra être identique à ce dernier terme calculé d'avance et l'opération devra s'arrêter là.
Exemple I. — Soit à diviser le polynôme
2x* — 45* + x* — i4a3 -fH 34a?s
par 1 — 3x 4- &•
J'ordonne les deux polynômes suivant les puissances décroissantes de x :
Dividende .r*-f-2.r*— U.r'-h&U1— 4."xr-f7
Produit du diviseur par — x9 . . — x 5 -j-3i*— 7ar*
Premier reste partiel 5x* — 21x*+bix* — 45iT-|-7
Produit du diviseur par — 5.r* . — 5 x* -+- 15x* —35a?1 •
Second reste partiel — 6x*+ 19a?1— 45x-\-l
Produit du diviseur par + 6a\. + 6x*—18x*-\-42x
Troisième reste partiel .T1— 3x-{-l
Produit du diviseur par — 1 . . . — x*-{- 3x— 7
X* — 3x -\-l diviseur.
.T3-J-5X1— 6£-f * quotient.
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Pour simplifier l'écriture, on néglige de recopier, dans chacun des restes partiels, les termes du dividende qui ne se sont réduits avec aucun autre et, alors, la division précédente s'écrit sous la forme simplifiée :
x* + 2®* — 14a?3 + 5ta2 — 45.x? + 7 — a?5 + 3a?* — 7a?3
iplifiée
a.3 4. 5.Ts — fi* + {
Exemple II.
Soit à diviser
y a V --j^ + 3jT
rtsj/3 + 2«5
par
£ a*y — 5«j/2 + g Vz — 2«3.
J'ordonne les deux polynômes suivant les puissances croissantes de y et, comme dans le dividende il n'y a pas de terme en ,y*, j'ai soin de laisser un intervalle pour marquer la place de ce terme absent. On peut calculer d'avance quel devra être le dernier terme du quotient, si la division est possible, c'est :
^2yK
L'opération, avec la simplification d'écriture, est, alors :
2«5 — j a *y + -y a*y* — ahj* + 3y8
2«5 +ia*y - 5a3jy2 + |«y
, 40 . 20 , t , 100 t , fn . + y «4y — -g- a V + -3- « V - *0ay 4
— 4a3y2 + |ay— lOay*
+ 4a3y» — | a V + lOay* —3y»
— 2a8 + ia«y— 5(«y2+2y3
47. Généralisation. — Étant donnés deux polynômes quelconques, A et B, entiers en x, il n'existe pas, en général, un polynôme Q, entier en x, dont le produit par B, effectué suivant la règle du n° 40, soit égal, termes à termes, au polynôme A; mais, si on ordonne les deux polynômes A et B suivant les puissances décroissantes de x, on pourra toujours commencer l'opération de la division, comme si elle était possible, pourvu que le degré du polynôme B ne surpasse pas celui du polynôme A. En suivant, pas à pas, la règle énoncée pour calculer le quotient, on formera une suite de polynômes entiers qui sont les restes partiels et on calculera une suite de termes qui formeraient le quotient si la division était possible.
Il est, d'abord, aisé de se rendre compte que les degrés des restes successifs vont en diminuant. En effet, d'après la façon même dont il a été calculé, le premier terme du quotient hypothétique est tel que le premier terme de son produit par le diviseur est égal au premier terme du dividende. Lorsqu'on retranche ce produit du dividende, les termes du degré le plus élevé disparaissent et, par suite, le premier reste est de degré inférieur au degré du dividende. De même, le produit du second terme du quotient par le diviseur a^ d'après le calcul même de ce terme, son premier terme égal au premier terme du premier reste. Donc, lorsqu'on retranche ce produit du premier reste, pour former le second reste, les deux premiers termes se détruisent et le degré du second reste est, par suite, inférieur au degré du premier reste. Et, ainsi de suite. On voit que le degré de chaque reste est au moins inférieur d'une unité au degré du reste précédent.
Cela étant, pour qu'après avoir calculé un certain nombre de termes au quotient, on puisse continuer l'opération, il faut et il suffit que le premier terme du reste correspondant soit divisible par le premier terme du diviseur. Pour cela, il faut et il suffit que le degré du premier terme de ce reste, qui est son degré, ne soit pas inférieur au degré du premier terme du diviseur, c'est-à-dire au degré du diviseur. Or, comme les degrés des restes successifs vont en diminuait, si, au bout d'un certain nombre d'opérations, on n'arrive pas à un reste identiquement nul, auquel cas la division est possible, on parviendra, nécessairement, à un reste de degré inférieur au degré du diviseur et l'opération sera arrêtée.
D'ailleurs, comme chaque reste est, par définition, l'excès du dividende sur le produit du diviseur par le polynôme formé par les termes calculés au quotient, cela sera encore vrai pour le dernier reste et on en conclut la proposition suivante :
DIVISION DES MONOMES ET POLYNOMES. 113
Etant donnés deux polynômes quelconques A et B, entiers en x [le degré du polynôme A n'étant pas inférieur au degré du polynôme B), il existe un polynôme Q, entier en x, tel que la différence A — BQ soit un polynôme de degré inférieur à celui de B.
Le polynôme Q s'obtient en effectuant sur les deux polynômes AetB, ordonnés suivant les jouissances décroissantes de x, V opération de la division de A par B, comme si cette division était possible, jusqu'à ce quon parvienne à un reste de degré inférieur à celui du polynôme B.
Remarque. — Tout ce qui précède suppose, essentiellement, que les deux polynômes A et B sont ordonnés suivant les puissances décroissantes de x. Si on ordonnait, au contraire, les polynômes suivant les puissances croissantes et, si la division n'était pas possible, ou bien l'opération ne pourrait même pas être commencée (si le terme de plus bas degré du diviseur était de degré supérieur au terme de plus bas degré du dividende), ou bien elle pourrait se poursuivre indéfiniment, car les degrés des premiers termes des restes iraient sans cesse en augmentant.
Ainsi, par exemple, on ne peut même pas commencer la division du polynôme
par le polynôme 2a? — a?2 -\- 5ar8,
puisque le premier terme 1 du dividende n'est pas divisible par le premier terme 2a? du diviseur.
Au contraire, l'opération de la division du second polynôme par le premier se poursuivrait sans limite; cette opération est, en effet, la suivante :
— 2a? — 2a?2 — 2a?3 — 2ar4
\7 lArf • • • •
Définition. — Etant donnés deux polynômes entiers A et B, le degré de A n'étant pas inférieur au degré de B, on désigne sous le nom de partie entière du quotient de A par B un polynôme Q tel que la différence A — BQ, effectuée et réduite suivant les régies énoncées plus haut, soit un polynôme de degré inférieur à celui de B.
L'excès du dividende A sur le p)9oduit du diviseur B par la partie
Algèbre élémentaire. 8
entière du quotient Q est ce qu'on appelle le reste de la division de kparB.
L'existence du polynôme Q répondant à cette définition a été prouvée dans ce qui précède ; car on a montré que, si on ordonne les deux polynômes AetB par rapport aux puissances décroissantes, on obtient, en effectuant l'opération de la division de A par B jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste de degré inférieur au degré de B, un polynôme Q satisfaisant à ces conditions. Cependant, pour que la définition précédente soit tout à fait légitime, il faut encore montrer qu'il n'y a qu'un seul polynôme Q qui y satisfait. Or, en reprenant, pas à pas, la théorie de la division on montrerait que tout polynômeQ, tel que A — BQ soit de degré inférieur au degré de B, a, nécessairement, pour termes ceux qu'on obtient en effectuant la division de A par B. Le polynôme obtenu par cette opération est donc le seul qui réponde à la définition.
Remarque I. — Q étant la partie entière du quotient du polynôme A par le polynôme B et R le reste de la division, on a, par définition,
A = BQ + R (1)
et degré de R < degré de B (2).
L'identité (1), jointe à l'inégalité (2), est ce qu'on appelle l'identité de la division. Il résulte de ce que nous avons dit qu'il n'y a quun seul couple de polynômes entiers Q et R vérifiant cette identité, ou, plus exactement, tels que, si on effectue le produit BQ par la règle du n° 40 et la somme BQ + R par la règle du n6 36, les deux membres de l'identité (1) soient égaux termes à termes.
Remarque II. — Pour abréger le langage, on donne souvent le nom de quotient à la partie entière du quotient de deux polynômes entiers, lorsque cette dénomination ne peut donner lieu à aucune ambiguïté.
Remarque III. — Lorsque la division est possible, c'est-à-dire lorsque le polynôme A est divisible par le polynôme B, la partie entière du quotient est égale à ce quotient lui-même et le reste de la division est identiquement nul, c'est-à-dire que tous ses termes sont nuls.
. Exemple I.
Soit à calculer le quotient et le reste de la division de
3a-4 — 5#* + 6a? + i par x* — 3a; -f- 4.
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L'opération est la suivante :
— lOa^-MOa? — 40
La partie entière du quotient est donc 3a;8 4- 9a? -f- 10 et le reste — 39 [qui, étant indépendant de a?, est de degré zéro]. On a donc l'identité :
3ar* - 5a?8 + Ôa? + 1 = (a?8 - 3a? + 4) (3a?2 + 9a? + 10) - 39.
Exemple II.
Soit à diviser
(a — 6),r* — 2(a8 — 68)a?3 + (2a3 — a86 + a68)a?8 — 2(a* + 6*)a? + a8 + 65 par a?8 — 2(a + 6)a? + a8 + 68.
Nous disposerons l'opération ainsi :
aô
La partie entière du quotient est donc :
(a - 6)a?8 + a3 4- 63 et le reste :
2 (a36 + aà*)x — «3&2 — «*&3-
48. Théorème I. — Le reste de la division d'un polynôme, entier
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en x, par x — a est égal au nombre que Von obtient en donnant, dans ce polynôme, à x, la valeur a.
Soit, en effet, P(x) un polynôme entier en x, ordonnons-le suivant les puissances décroissantes de x et divisons-le par x — a. La partie entière du quotient sera un certain polynôme, entier en x, Q(x),et le reste R, étant de degré inférieur au degré du diviseur (qui est du premier degré), sera de degré zéro, c'est-à-dire indépendant de x. On a donc, en écrivant l'identité de la division (n° 47, Rem. I),
Cette égalité, étant une identité, a lieu quelle que soit la valeur attribuée à x, en particulier si on donne à a? la valeur a. On a donc, en remplaçante para et remarquant que cette substitution ne change pas R qui est une constante,
P(<i) = Q(fl)(«— <!) + R
et, comme a — a = 0,
Ce qui montre que R est égal à la valeur numérique P(n) du polynôme P(ar), pour x = a.
Corollaire. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme, entier en x, soit divisible par x — a est que ce polynôme s'annule lorsqu'on donne à x la valeur a.
Car la condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme P(x), entier en #,.soit divisible par or — a est que le reste de la division soit identiquement nul (n°47, Rem. III). Or, ce reste étant P(/i'î, d'après ce qui précède, la condition est :
Exemples. — Le reste de la division du polynôme
ae5 — 3.ra + 2« — 4 par x — i est : 1 - 3 + 2 - 4 = - 4.
Le reste de la division de
x* — 3aa?s + Za*x — a3 par x — a est : a3 — 3a3 + 3a3 — a3 = 0.
Le polynôme proposé est donc divisible par x — a.
Remarque. — Le reste de la division d'un polynôme, entier en x, par x -f- a s'obtient en remplaçant, dans ce polynôme, x par — a. Car x + û peut s'écrire x — ( — a).
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Exemple. — Le reste de Ja division de
ar4 — 5ar3 — 2x* — 7 par x + i est : (— i)* — 5(— l)» — 2(— 1)* — 7 = 1 +5 — 2 — 7 = — 3.
Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme, entier en x,soit divisible par leproduit(x — a)(x — b) (x — c), a, b, c étant trois nombres différents, est qu'il soit divisible séparément par x — a, x — b etx — c.
1° La condition est, évidemment, nécessaire : car si un polynôme, entier en a?, est divisible par le produit (x — a) (x — b) (x — c), il est équivalent à
Q{x) étant un polynôme entier; ce qui montre que ce polynôme est équivalent au produit de x — a par le polynôme (a? — b)(x — c)Q(x), c'est-à-dire divisible par x — a. De même pour x — b et x — c.
2* La condition est suffisante. Soit P(a?) un polynôme entier en x divisible séparément par x — a, x — b et x — c. Soit Q{x) le quotient de P(a?) par x — a. On a :
Dans cette identité, donnons à x la valeur 6; on aura :
Or, P(a?) étant divisible par x — 6, P (6) est nul ; par suite, on a
et, comme, 6 étant différent de a, b — a n'est pas nul, ceci entraîne
Le polynôme Q (x) s'annule pour x = 6, il est donc divisible par a: — 6. Soit Q'{x) le quotient de Q(x) par (x — b). On a :
et, par suite, en remplaçant Q (x) par (x—b) Q' (x) dans l'identité (1), on a
Dans cette nouvelle identité, donnons à x la valeur c ; on a :
Comme P (x) est divisible par a? — c, P(r) est nul, par suite,
et, comme c — a et c — b sont différents de zéro, ceci entraîne
Le polynôme Q'(x) est donc divisible para; — c et si on désigne par Q"(x) son quotient par x — c, qui est un polynôme entier, on a :
d'où, en remplaçant Q' (x) par (a? — c) Q" (#) dans l'identité (2), on a
On voit ainsi immédiatement que P {x) est égal au produit de (x — à) (x — b) (x — c) par un polynôme entier et, par suite, que P {x) est divisible par {x — a) (x — b){x — c).
Remarque. — Nous avons fait la démonstration du théorème précédent pour le cas de trois facteurs binômes x — a, x — 6, x — c. Il est clair que cette démonstration réussirait pour le cas d'un nombre quelconque de facteurs et on peut dire d'une façon générale que :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme , entier enx, soit divisible par le produit de plusieurs facteurs binômes différents
x — a, x — b, x — c, x — 1, est qu'il soit divisible séparément par
chacun de ces facteurs.
Corollaire. — Lorsqu'un polynôme entier en x, de degré m, s'annule "V pour m valeurs différentes a, b, c, ... 1 attribuées à x, il est équivalent au produit
du coefficient A de son terme de degré le jilus élevé par le produit des binômes x — a, x — b, x — c, ... x — 1.
Car le polynôme, étant divisible, séparément, par les binômes x — a,x — 6, x — c, ... x — /, est divisible par leur produit. Or, ce produit est un polynôme, entier en x, de degré m. Le quotient du polynôme proposé par ce produit est donc (n° 46, Rem. II) de degré m — m = 0. Le quotient est donc une constante A et le polynôme est équivalent au produit
D'ailleurs, le terme de degré le plus élevé de ce produit, et, par suite,
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du polynôme donné, est Axm. Donc A est le coefficient du terme de degré le plus élevé du polynôme.
Exemples. — i°. Le polynôme
œ* — 3a?» -f x* + 3a? — 2 s'annule pour a? = 1 et x = 2, il esl donc divisible parle produit :
(x — 1) (fc — 2) = j2 — 3tf + 2.
On a, en effet :
x* — 3x3 + a:* + 3or — 2 s (a?* — 3a; + 2) (x* — 1).
2° Le trinôme du second degré
s'anuule par x = - et x = 5, il est donc divisible par le produit
(x — |) (a— 5) et on a {Th. J/, CorolL) :
Théorème III. — Lorsqu'un polynôme entier réduit est équivalent à zéro, il est identiquement nul, c'est-à-dire que ses coefficients sont tous nuls.
Supposons, en effet, que le polynôme entier réduit P(ar) puisse être équivalent à zéro sans que tous ses coefficients soient nuls et soit Aa?m son terme de degré le plus élevé (A =£ 0). Soient m nombres différents a ,ô,c, ... /, d'ailleurs quelconques; puisque le polynôme est équivalent à zéro, il s'annule, en particulier, pour les m valeurs «, à, c ... / et, alors, d'après le corollaire précédent, on aurait
Pour toute valeur de x autre que a, b, c ... I le second membre ne serait pas nul et, par suite, P (x) aurait une valeur différente de zéro ; ce qui est contraire à l'hypothèse. P(a?) ne peut donc ôtre équivalent à zéro que si tous ses termes sont nuls séparément, c'est-à-dire que s'il est identiquement nul.
D'ailleurs, il est bien évident que cette condition, qui est nécessaire, est suffisante pour que P(a?) soit équivalent à zéro.
Remarque. — Puisqu'un polynôme entier ne peut être équivalent à zéro sans être identiquement nul, nous pouvons dorénavant confondre ces deux expressions.
Corollaire. — Deux polynômes entiers réduits équivalents sont identiques, c'est-à-dire qu'ils sont de même degré et égaux terme à terme.
Car la différence de deux polynômes entiers équivalents est un polynôme entier équivalent à zéro et, par suite, identiquement nul. Tout terme de la différence est la différence des termes de même degré des deux polynômes ; ce terme étant nul, les termes de même degré des deux polynômes sont égaux. Les deux polynômes sont donc égaux terme à terme, et tout terme qui manque dans l'un manque aussi dans l'autre.
Théorème IV. — Lorsqu'un polynôme, entier en x, de degré m, s'annule pour plus de m valeurs distinctes de x, il est équivalent à zéro et, par suite, identiquement nul. Soit P'#) un polynôme entier, de degré m, qui s'annule pour les (m -f- 1) valeurs différentes de x: a, h, c ...A-, /. Puisqu'il s'annule pour les m valeurs distinctes a, b, c, ... k, c'est qu'on a (Th. II, Coroll.) :
À étant une constante. Écrivons que le polynôme s'annule encore quand on donne à x la valeur Z. On aura :
Toutes les différences entre parenthèses sont, par hypothèse, différentes de zéro, il faut donc que Ton ait
On en conclut, immédiatement, que le second membre de l'identité (1) est nul quel que soit x, c'est-à-dire que P(a?) est équivalent k zéro. D'ailleurs (d'après le Th. III) ceci ne peut arriver que si P(x) est identiquement nul, c'est-à-dire si tous ses coefficients sont nuls.
Corollaire. — Lorsque deux polynômes entiers en x, de degré égal ou inférieur à m, prennent, respectivement, la même valeur numérique pour plus de m valeurs différentes de x, ils sont équivalents, par suite identiques. Car leur différence est un polynôme entier en x de degré au plus égal à m qui s'annule pour plus de m valeurs de x et qui, par suite, d'après le théorème précédent, est équivalent à zéro. Les deux polynômes sont donc équivalents et, par suite (Coroll. du Th. III), identiques.
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Applications. — 1° x — a est divisible par x — a. Car le reste de la division de xm — a1 par x — a est
wi m t\
2° x -|~ a nest pas divisible par x — a. Car le reste de la division de xm -f- a1 par x — a est
am + a = 2a * 0.
3° x — a est ou nest pas divisible par x -f- a, suivant que m est pair ou impair.
Car le reste de la division de xm — am par x -f- a est
(in m
Si m est pair, on a (— a)m ■— a* = am — am = 0-
Si m est impair, on a (— a)m — am = — am — am = — 2am ^ 0.
4° x -f- a est ou nest pas divisible par x -f- a» suivant que m est impair ou pair.
Car le reste de la division de xm -f- am par x -f- a est :
(\m ■ ira
Or, si m est impair, on a ( — a)m -f- «m = — flm -{- aw = 0, Si m est pair, on a (— a)m + am= an + am = 2am * 0.
Remarque. — Lorsque m est pair, xm — am est, à la fois, divisible para: — a et x + a, il est donc divisible par le produit
Loi de formation du quotient par x — a
Soit:
Am *" + Am-i a?W"1 + A»,-2 xm"2 + - + A** + Ai X + Ao
un polynôme, entier en ar, ordonné suivant les puissances décroissantes de x. Le premier terme du quotient de ce polynôme par x — a
est Am a: ; le quotient est donc un polynôme de degré (m — 1)
dont le premier coefficient est A , coefficient que nous désignerons
in
par B . Pour avoir les autres coefficients du quotient effectuons la division :
A», *M+K,.ix +Am.itm*+...+.Ktx'+\lx+h
-Vi*"+«B->
ml
B ax
MI
B^2 — B^+aB,*
jp— a
En posant, dans le cours de l'opération :
/ R«. 4 == A4., ' m — i mi»
Bn,-î=Aro-i + rtBm-i,
BÏW_3 = Aw_2 + «Bm_2>
= A2 + «B2, Ai + «Blf » =A0 + «B0.
Or, les égalités (1) mettent précisément en évidence la loi de formation des coefficients du quotient. Le premier coefficient Bjh_1
est égal au premier cofficient Am du dividende. Le second coefficient
B a est égal au second coefficient Am_t du dividende augmenté du
produit du premier coefficient du quotient par a. Le troisième coefficient du quotient B 3 est égal au troisième coefficient Am-2 du
dividende augmenté du produit du second coefficient Bm_2 du quotient par a, etc.. On tire de là, la règle suivante :
Règle. — Un polynôme entier en x, étant ordonné suivant les puissauces décroissantes de x et supposé complet, on obtient les coefficients de son quotient par x — a, également ordonné suivant les puissances décroissantes de x et supposé complet , de la façon suivante :
1° Le premier coefficient du quotient est égal au premier coefficient du dividende.
DIVISION DES MONOMES ET POLYNOMES. 1£)
2° Tout autre coefficient du quotient s'obtient en ajoutant au coefficient de même rang du dividende le produit du coefficient précédent du quotient par a ;
3* Le reste de la division s'obtient en ajoutant au dernier coefficient du dividende le produit du dernier coefficient du quotient par a.
Remarque. — Dans cette règle, on suppose le dividende et le quotient complets. Si l'un de ces polynômes n'était pas complet, il faudrait le considérer comme tel en regardant les termes manquants comme des termes ayant des coefficients nuls. Ainsi, par exemple, le polynôme
qui n'a ni terme en x3 ni terme en ar, devra s'écrire, pour appliquer la règle,
x' + O-ar3 — 3x2 + 0* + 5; on a, alors, pour les coefficients du quotient par x — 2 :
Coefficient de " X3 1 X 2 -f- 0 = 2,
Terme constant 1 X 2 -f" 0 = 2.
teste 2x2 + 5 = 9.
Le quotient est donc :
x* + 2x* + x + 2 et le reste 9.
Application I. — Calculer la valeur numérique d'un polynôme en x, lorsqu'on donne à x une certaine valeur.
D'après le Théorème 1 (n°48), la valeur numérique d'un polynôme pour la valeur a, attribuée à or, est le reste de la division de ce polynôme par x — a. Or, d après la loi de formation précédente du quotient et du reste par x — a , on déduit ce reste du dernier coefficient du quotient comme on déduit un coefficient quelconque du précédent On pourra donc calculer ce reste, c'est-à-dire la valeur numérique du polynôme pour ar = a, en calculant, successivement, tous les coefficients du quotient du polynôme par x — a et en déduisant le reste du dernier coefficient.
Par exemple, soit à calculer la valeur numérique du polynôme
2a?5 — l\x* — Sx* + 12* -f 3
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pour x = 6. Les coefficients du quoticnl par x — 6 sont, en appliquant la règle précédente,
Le reste, c'est-à-dire la valeur numérique du polynôme pour x =■ 6, est donc:
Il est facile de se rendre compte que ce procédé donne lieu à des calculs pins simples que celui qui consiste à faire la substitution directe, c'est-àdire à effectuer les calculs :
Remarque. — Le procédé de calcul précédent revient, au fond, à écrire le polynôme de la façon suivante :
et à effectuer les calculs indiqués, après avoir remplacé x par 6.
Application II. — Quotient de xm ± am par x — a.
Le premier coefficient du dividende est 1 ; totis les coefficients suivants du dividende étant nuls, chaque coefficient du quotient, d'après la règle précédente, est égal au coefficient précédent multiplié par a. Le premier coefficient étant 1, les autres sont, alors,
Le quotient est donc
x + ax -{- a x +... + ft x + 0
Le reste est
le reste est, comme nous le savons déjà, nul pour x — a et égal à 2/?m pour xm-\-am. On a donc l'identité
•E A m— li m — 2 , S m — 3 , • m — 2 , m — I
= x +ax +ax +... + <? x + n
En particulier, si a = l.
Application III. — Quotient de xm ± am par x -(- a.
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x -f- a s'écrit x — ( — a). Ce cas se ramène au précédent où on remplace a par ( — a). Les coefficients du dividende étant tous nuls, sauf le premier et le dernier, tout coefficient du quotient, autre que le premier, est égal au précédent multiplié par ( — a).
La suite des coefficients du quotient est donc :
c'est-à-dire
1, — a, a% — rr, .... ( — a) ,( — a)
Le quotient est donc :
j: — «x + « x — ax +••• + ( — a) x ~r { — a) et le reste, comme nous le savons, est
Par exemple, on a :
x* — ax -f a2 ;
h= x3 — ax* 4- ax% — a3.
EXERCICES
Montrer que
est divisible par et que
est divisible par
(Jt* + l)2n — ar*n — âa: — 1
*(jr + l)(fcr + l)
(Catalan).
32. Montrer que, si r est le reste de la division de m par p, le reste de la division de
*"•—«" par x*-tf est
aw-'V_ar).
En conclure que la condition nécessaire et suffisante pour que xm — aVi soit divisible par xp — a2' est que m soit un multiple de p.
Le produit
{xm-\){xm-i-l){Jr-*-l) (a*-^-- l)
est divisible par
(Voir VExercice 32).
34. Si un polynôme entier en #, dont les coefficients sont des nombres entiers, s'annule pour une valeur entière de x, x=p, la valeur numérique que prend le polynôme pour # = ?, q étant un entier quelconque, est un nombre entier multiple de 9— p. En conclure que si le polynôme prend des valeurs numériques impaires pour x = 0 et :r=rl, il ne peut s'annuler pour aucune valeur entière de x.
35. Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que la fraction
ax+ b a'x + V
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ait une valeur indépendante de x est que
De même, pour que la fraction
ax% + bx -f- c a'x* -f b'x -h d
ait la même valeur numérique quel que soit x, il faut et il suffit que
D'une manière générale, pour que le quotient
de deux polynômes, entiers en a-, ait la même valeur numérique, quel que soit .r, il faut et il suffit que les deux polynômes P'.r) et Q[x) soient de même degré et que les coefficients des mêmes puissances de x soient proportionnels.
36. Si dans un polynôme, entier en .r, on réunit, d'une part, tous les termes de degrés pairs, et d'autre part, tous les termes de degrés impairs, si, de plus, on met dans les termes de degrés impairs x en facteur, on mettra le polynôme sous la forme
P(je») -f xQ(x«)
P(*f) et Q[.r*) désignant des polynômes entiers en a?1.
Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme soit divisible par x1 -+• 1 est que Ton ait, à la fois,
A cet effet, on montrera, d'abord, que le reste de la division du polynôme, par j-* + 1, est
37. Étant donnés deux polynômes A et B, entiers en ar, ordonnés suivant les puissances croissantes de x, le premier terme de B éttfnt de degré au plus égal au degré du premier terme de A, on peut toujours commencer sur les deux polynômes A et B l'opération de la division de A par B (nM 45 et 46) comme si cette division était possible. Si la division n'est pas possible, l'opération pourra se continuer indéfiniment (n* 47, Bem.). Montrer, qu'étant donné un nombre entier a, on trouvera ainsi des polynômes entiers Q et R tels que l'on ait l'identité
AsBQ + x* + ,R,
Q étant un polynôme entier de degré au plus égal à a. a étant donné, cette égalité ne peut être satisfaite que par un seul couple de polynômes Q et R. Comme application, calculer Q et R dans les cas suivants :
Assl, B=stf-fl, « = 4;
-Assl, Bs^-âajJ + l, a = 4;
Assl + ar», B = l — x, a = 6.
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CHAPITRE VII
SO. Fractions rationnelles. — Une expression fractionnaire rationnelle est, comme nous l'avons dit (n° 29), une expression qui ne contient pas de lettres sous des radicaux et qui contient des lettres en dénominateur.
Nous appellerons fraction rationnelle le quotient de deux polynômes entiers. C'est la forme la plus simple que puisse affecter une expression fractionnaire rationnelle, puisqu'il n'y a que l'indication d'une seule division.
Nous allons montrer que toute expression fractionnaire rationnelle est équivalente à une certaine fraction rationnelle.
Rappelons, d'abord, que toutes les transformations de calcul indiquées dans le chapitre i, n'altérant pas la valeur numérique d'une expression, transforment une expression en une autre expression équivalente. Par exemple, on peut multiplier ou diviser les deux termes d'une fraction par une même quantité non nulle, faire la somme de plusieurs fractions de même dénominateur, etc..
1° Considérons d'abord une expression fractionnaire qui est la somme algébrique de plusieurs fractions rationnelles ou polynômes entiers.
On pourra réduire toutes ces fractions au même dénominateur en multipliant, par exemple, les deux termes de chacune d'elles par le produit des dénominateurs des autres. Il suffira, ensuite, de faire la somme des numérateurs pour obtenir une fraction rationnelle équivalente à, l'expression proposée. Ainsi, l'expression :
a» _y flt+aw + y
ab a*—2ab + b* ^ ^
peut s'écrire sous la forme équivalente :
(a*— b>){a*—2ab+b*) (a*+ Wb* + 64) ab («*+*') {a*—2ab+b*)ab ab{a>— 2ab+b*) ab{ai—2ab-\-bi) + ab(a'— 2ab+b*)
et, par suite,
(a*— y) (g»— 2ab+b*) — (a'+HaW+b^ab + (fl*+68) {a*—2ab+b*)ab
ab{a*— Ub + b*)
qui est bien une fraction rationnelle. En développant les calculs indiqués, et réduisant les termes semblables, la fraction s'écrit :
a« — 2a*b — aW — 3aW + 2a65 — A6
a*b — 2a*6* + ab*
Remarque. — Il arrive souvent que, pour réduire des fractions au même dénominateur, Ton peut trouver un dénominateur plus simple que le produit de tous les dénominateurs. Soit, par exemple, l'expression
il est clair que le produit (x — a) (x — b) (x — c) est un dénominateur commun. Cette expression est alors équivalente à l'expression
ou
a?8 — (a + b -f- c)x* -\- [bc -f- ca + ab)x — abc
2° Le produit ou le quotient de deux fractions rationnelles est encore une fraction rationnelle; car le produit de deux fractions est une fraction ayant pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs. Les deux termes du produit de deux fractions rationnelles sont donc des polynômes entiers, puisque ce sont des produits de polynômes entiers. De même, le quotient de deux fractions rationnelles est aussi une fraction rationnelle, puisque c'est le produit de la fraction dividende par l'inverse de la fraction diviseur. Par exemple, on a :
x* + a% (# + «)* x -\- a (x -J- af
3° Toute expression fractionnaire rationnelle résulte de la combinaison, par voie d'addition, de soustraction, de multiplication ou de division, de polynômes ou de fractions rationnelles. Or, d'après ce qui précède, chacune de ces opérations, effectuée sur des fractions rationnelles, donne pour résultat une fraction rationnelle; il en
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résulte que, finalement, l'expression proposée est équivalente h une fraction rationnelle.
Exemple I
2aa? —
2ax —
(2aa? —
On peut remarquer que les deux termes de la dernière fraction sont divisibles par x* — a8; en effectuant cette division, ce qui est permis, elle prend une forme plus simple et on a :
Exemple 11.
H — = r — rz ô r
_ (a?—i;[5(a?8— 5a?)-f 3a?(a?— 7)(2a? + 1)] +(oa?— 6)(4a?— 3)(a?-7)(2ar+l) "" (4a? — 3) (a? — 7) (2a? + I ) (a? — i)
46a?» — 378a?a -f 391a?8 + 85a? — 126 " 8a?* — 66xa 4- 69a?8 + 10a? — 21 '
51. Fractions irrationnelles. — On ne peut pas donner de règle générale pour simplifier une expression fractionnaire irrationnelle. En général, lorsqu'on a une expression irrationnelle, on cherche, autant que possible, à faire disparaître les radicaux en dénominateur. Il y a un certain nombre de cas simples où cette opération est facile.
1° S'il n'y a qu'un radical carré en dénominateur, il suffît de multiplier les deux termes de la fraction par ce radical. Ainsi,
ifr» + l — 4_(\j*+1 — 4) y'j* + x+l vV + ar + i ~~ x'1 +x+ l
2# Les deux quantités A + B et A — B sont dites conjuguées. D'une manière générale, on appelle quantités conjuguées deux quantités qui sont Tune la somme, l'autre la différence de deux certaines expressions. Le produit de deux quantités conjuguées est une différence de carrés; car (n° 42, App. II) on a :
Lorsque le dénominateur d'une expression irrationnelle est de la
forme A±^Bou \jk ± v/B, il suffit de multiplier les deux termes de la fraction par la quantité conjuguée du dénominateur pour rendre ce dénominateur rationnel. Ainsi,
_g_^ = C(A-y'B), A + VB A8— B '
G C(v'A + vB)
VA— XB A — B
Exemples :
L M^ + i+»Myg+7-»-«
Vx» + 1 — X (x2 + 1) — JC«
Vx + i + v/ar— 1 {x'x — i + Vx+0 _x+i+x— i + 2\/x + i\lx— i
\lx — i—\,'x + i~ (x + i)— (x — 1) 2
en remarquant, d'après le calcul des radicaux (*), que
\x + i yjx — i ^ Vf* + *) (•* — *) = \/x% — *• — b + V 6* — 4ac (— 6)* — (62 — 4ac) 2a
(I) Le calcul des radicaux a été traité en arithmétique et on y a appris que, par exemple,
fVoir Tannery, loc. cit., n" 113 à 449. Ces numéros sont, d'ailleurs, reproduits dans l'Appendice Ï1I de ce volume.]
Forme — . — Dans tout ce qui précède, nous avons supposé
essentiellement que, dans toute expression fractionnaire, on n'attribuait aux lettres que des valeurs numériques telles que les dénominateurs ne soient pas nuls. Nous avons vu, en effet (n* 16, Remarque finale), qu'on ne pouvait pas définir le quotient d'un nombre par zéro. Cependant, considérons une expression fractionnaire et donnons aux lettres qui y figurent des valeurs telles que le dénominateur, sans être nul, ait une valeur absolue très petite. Il est facile de se rendre compte que, si le numérateur ne s'annule pas en même temps que le dénominateur, la fraction aura une valeur numérique très
grande. Soit — la fraction (A et B désignant des expressions algé-
briques). Puisque le dénominateur B s'annule pour certaines valeurs des lettres qui y figurent, il arrivera, en général, qu'on pourra prendre des valeurs de ces lettres assez voisines de ces valeurs particulières pour que la valeur absolue de B soit aussi petite qu'on le voudra. D'ailleurs, puisque le numérateur À ne s'annule pas, il restera supérieur, en valeur absolue, à un certain nombre positif N. Donc, pour des valeurs, convenablement choisies des lettres, on aura :
| A| >N et
G étant un nombre positif donné, d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra. Pour ces valeurs des lettres on aura donc :
Ceci nous prouve que la valeur absolue de la fraction pourra dépasser tel nombre G que l'on voudra, si grand qu'il soit.
Lorsque la valeur absolue (Tune quantité variable peut dépasser n'importe quel nombre positif donné, on dit que cette quantité croît sans limite ou croît indéfiniment (i).
Ce qui précède nous montre donc, qu'en général, lorsque le dénominateur d'une fraction s'annule pour certaines valeurs particulières attribuées aux lettres, sans que le numérateur soit nul, la fraction croit
(1) Voir, pour plus de précision, plus loin, le n* 100.
indéfiniment quand les valeurs numériques des lettres se rapprochent de ces valeurs particulières (*).
(Test pour exprimer plus brièvement ce fait qu'on dit souvent qu'une fraction, dont le numérateur n'est pas nul et dont le dénominateur est nul, a une valeur infiniment grande.
11 faut bien se garder d'attribuer à ce langage un autre sens que celui que nous venons de préciser. Il n'y a pas de nombre infiniment grand ; car il n'y a pas de nombre plus grand que tous les autres (n° 12, Th. /); une fraction ne peut donc pas avoir une valeur infiniment grande, au sens propre du mot.
Considérons, par exemple, Ja fraction
qui a un sens pour toutes les valeurs de x sauf pour la valeur x = 3. Soit G nn nombre positif donné; pour qu'on ait
il suffit que Ton ait
Il suffit donc qu'on donne à x une valeur qui diffère de 3, en valeur
absolue, de moins de ^ pour que la valeur absolue de la fraction soit plus
grande que G. Lorsque la valeur numérique de a? se rapproche de la valeur
3, la valeur absolue de la fraction - croît sans limite. Ce n'est que ce
Tait qu'on exprime, brièvement, en disant que, pour x = 3, la fraction a
une valeur infiniment grande ou encore est infinie.
Forme —. — Nous avons vu (n° 16) que, lorsqu'on cherche
à calculer le quotient de zéro par zéro, on est conduit à considérer ce quotient comme indéterminé ; car le produit de tout nombre par zéro est égal à zéro. Il est donc naturel de dire que, lorsque les deux termes d'une fraction prennent la valeur zéro pour des valeurs particulières des lettres, la valeur de cette fraction est indéterminée. Pour
(I) Nous nous contentons, ici, d'expliquer ce qui se passe, en gros ; nons reviendrons sur ce sujet avec toute la précision et les détails désirables quand nous traiteront de» limite» ttiv. IV, cbap. i).
rappeler le fait que les deux termes de la fraction s'annulent, on dit qu'il y a une indétermination de la forme -•
Lorsque ce cas se présente, il arrive souvent qu'on peut trouver une seconde fraction équivalente à la fraction donnée, pour toutes les valeurs des lettres pour lesquelles celle-ci a une valeur bien déterminée, et telle que, pour les valeurs particulières pour lesquelles les deux termes de la fraction donnée sont nuls, ses deux termes ne soient pas nuls tous les deux.
Deux cas peuvent alors se présenter :
1° Le dénominateur de la seconde fraction n'est pas nul pour les valeurs particulières des lettres ; cette seconde fraction a une valeur bien déterminée et c'est cette valeur que, par définition, on appelle la valeur ou, encore, la vraie valeur de la fraction donnée pour les valeurs particulières des lettres (!).
2° Le dénominateur de la seconde fraction s'annule; on peut alors dire (en attachant à cette expression le sens que nous lui avons donné) que la seconde fraction a une valeur infiniment grande et nous exprimerons ce fait en disant aussi que la fraction donnée est infiniment grande pour les valeurs particulières des lettres.
On a, par exemple :
ac* — \ _(Jî-i)(*+l)^* + l
pour toutes les valeurs de a? autres que 1 et 2. Ponrx== i, les deux termes
de la dernière fraction ne sont pas nuls et cette fraction a la valeur — 2;
donc, par définition, la vraie valeur de la fraclion -j — -p-^, pour
x = t, est — 2.
Lever V indétermination, c'est trouver la vraie valeur de la fraclion. Il y a des cas où il est facile de lever l'indétermination.
1° Si la fraclion donnée est une fraction rationnelle, on pourra toujours lever l'indétermination. En effet, si, pour quelque valeur a d'une certaine lettre x, les deux termes de la fraction prennent la valeur zéro, comme ces deux termes sont des polynômes entiers, ils sont tous deux divisibles par (x — a) (n° 48, Th. I, Cor.) et on peut simplifier la fraction en divisant les deux termes par (x — a). Si la nouvelle fraction obtenue est encore
(I) Gotto notion de la vraie valeur sera précisée plus loin (Voir n* 1 10).
indéterminée pour x = a, on pourra encore la simplifier de la même façon et, ainsi de suite ; on finira par arriver à une fraction dont les deux termes ne s'annuleront plus, à la fois, pour x = a, et qui, pour toutes les autres valeurs de #, sera équivalente à la fraction donnée.
Exemple. — Les deux termes de la fraction
s'annulent pour x = i, on peut donc diviser les deux termes par x — i et on obtient la fraction équivalente :
x2 — 2a? + i ai* — 3a? + 2"
Les deux termes de cette nouvelle fraction s'annulent aussi pour a? = i, on peut donc aussi la simplifier et elle est équivalente à
Cette dernière fractiou prend, pour x = i, la valeur zéro; par suite, la vraie valeur de la fraction donnée est z&i'o, pour a? = i.
2° Lorsque la fraction est irrationnelle, on ne peut pas donner de règle générale pour lever l'indétermination ; mais il arrive souvent qu'on peut la lever en rendant le dénominateur rationnel ou par un procédé analogue.
Exemple I. — Considérons la fraction
yjx — i — 2 '
qui est indéterminée pour a? = 5. Multiplions les deux termes par ia quantité conjuguée du dénominateur; et nous obtenons
C-»)(A-«+»).vg
La dernière expression prend, pour x = 5, la valeur 4 qui est, par conséquent, la vraie valeur de l'expression donnée.
Exemple IL — L'expression
— b + v/6» — 4ac 2«
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où 6 désigne un nombre positif, est indéterminée quand a est nul. Multiplions les deux termes par la quantité conjuguée du numérateur, il vient :
h + \/&s — 4ac 6* — (68 — 4ac) 4ac
[— ô — y/b* — 4ac] 2a[— 6 — v 6* — 4ac]
En divisant les deux termes par 2a, on a une fraction équivalente à la fraction donnée, pour toutes les valeurs de a autres que zéro :
— b — v^8 — *ac*
et, comme 6 n'est pas nul, cette deuxième fraction prend, pour a = 0, la valeur bien déterminée — -r qui est, par suite, la vraie valeur de la fraction donnée.
EXERCICES
Vérifier les identités suivantes
*V5a fr« — 6»)(ya — 6a)(s« — 6») (ara — c)(ya— ca)(sa — c8) 6«f« 6a(6a — c1) ca(ca — 6»)
(J. Bertrand) ;
y's» (y» -6») (s* -6») (ya-ca)(«,-c,)_.1 6*c» 6* (6* — c») c* [c" — b*)
(J. Bertrand);
(Smith) ;
+ /„ » AN /„ _i_ A « * +
«(fl + A + c + d) a(o + A) (« + b)(a + b + c) ' (a + 6 + c)(« + A + c + d)
(Smith) ; d'une façon plus générale,
c(a+Hc + rf + ... + H/) « (a + b) l (a + b) [a -f A + c)
(Smith).
CHAPITRE PREMIER
54. Définitions. — On appelle équation une égalité dont les deux membres ne sont égaux que pour des valeurs particulières attribuées à certaines lettres appelées inconnues. Ces valeurs particulières qu'il faut donner aux inconnues sont ce qu'on appelle les solutions ou encore les racines. Ainsi
5ar— 3 = * + 13
est une équation^ car les deux membres ne sont pas équivalents. Pour x = 4, les deux membres prennent la même valeur numérique; 4 est donc une solution de cette équation.
Le membre écrit à. gauche du signe = est ce qu'on appelle ordinairement le premier membre et l'autre est le second membre.
Résoudre une équation c'est trouver ses racines.
Si x = a est une solution d'une équation, on dit que cette équation est sai is faite pour x =a ou, encore, que a vérifie celte équation.
Une équation peut contenir une ou plusieurs inconnues.
Une équation est dite irrationnelle, rationnelle, entière ou fractionnairey suivant que ses deux membres sont des expressions irrationnelles, rationnelles, entières ou fractionnaires par rapport aux inconnues. Ainsi
est une équation irrationnelle ;
a<a,-b'3s-2bX=c
est une équation rationnelle entière, car Y inconnue x ne figure ni sous des radicaux ni en dénominateur. 11 résulte de cette définition que, dans une équation entière, les deux membres sont des polynômes entiers par rapport aux inconnues.
On dit que deux équations sont équivalentes lorsqu'elles admettent les mêmes solutions, c'est-à-dire lorsque toutes les solutions de Tune vérifient l'autre, et réciproquement.
Il y a des équations dont les solutions sont évidentes. Ainsi, l'équation
n'admet évidemment que la seule solution 5. Le problème général de la résolution d'une équation consiste à trouver une équation équivalente dont les solutions sont évidentes. Cette recherche est facilitée par les principes suivants.
55. Théorème. — Lorsqu'on ajoute ou qu'on retranche une même quantité aux deux membres d'une équation, on forme une équation équivalente.
Soit, en effet,
une équation; A et B désignant deux expressions contenant une ou plusieurs inconnues. Ajoutons aux deux membres une même quantité C, nous aurons l'équation
Si, pour certaines valeurs des inconnues, A et B prennent des valeurs numériques égales, il est clair que, pour les mêmes valeurs, A -{- C et B + C prendront des valeurs égales. Donc, toute solution de l'équation (1) vérifie l'équation (2).
Réciproquement, toute solution de l'équation (2) vérifie l'équation (4); car si, pour certaines valeurs des inconnues, A -f- C et B + C ont des valeurs égales, pour ces mêmes valeurs, A et B auront des valeurs égales : puisqu'on obtient leurs valeurs en retranchant des valeurs égales de A + C et B + C le même nombre, à savoir, la valeur de C.
Le théorème est encore vrai lorsqu'on retranche une même quantité aux deux membres, car retrancher une quantité c'est ajouter la quantité égale et de signe contraire.
Corollaire. — Toute équation peut être mise sous la forme
Car, en retranchant aux deux membres d'une équation une quantité égale à son second membre, on obtient une équation équivalente dont le second membre est zéro (*).
Application. — Faire passer un terme d'une équation d'un membre dans Vautre.
Si on retranche aux deux membres d'une équation entière un terme qui figure dans un des deux membres, ce terme disparaîtra dans le membre où il se trouvait, et il y aura dans l'autre membre un terme égal et de signe contraire à celui-ci.
Soit, par exemple, l'équation
2*-3+| = 4-ir + |;
ajoutons x aux deux membres, et nous aurons l'équation équivalente
On obtient donc une équation équivalente à une équation donnée, en effarant un terme dans l'un des membres et en écrivant ce terme, changé de signe, dans l'autre membre. C'est ce qu'on appelle faire passer ce terme d'un membre dans l'autre.
Définition. — Il résulte du Corollaire précédent que toute équation entière peut être mise sous la forme
où À désigne un polynôme entier par rapport aux inconnues. Le degré de ce polynôme entier réduit, par rapport aux inconnues, est ce qu'on appelle le degré de l'équation. Ainsi l'équation
x* __ sx + G = 0
est du second degré. L'équation, à deux inconnues x et y,
A8 axhj xy -f- a3.r — b$y = 0
est du troisième degré.
(I) C'est un mathématicien anglais, Tkomat Harriot (1568-1621) qui, le premier, proposa d'écrire toutes les équations entières sous la forme A = 0. Ce fait est très important, car il a permis de définir le degré d'une équation entière et, en mettant le premier membre A sous la
forme
A = (x-«)(x-ft) (x — c)....,
il a fait prévoir le théorème de Dalembert, d'après lequel toute équation, de degré m, a m racines.
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56. Théorème. — Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux membres d'une équation par une même quantité qui n'est ni nulle ni susceptible de devenir nulle ou infiniment grande ('-), on obtient une équation équivalente.
Soit l'équation
Multiplions les deux membres par le facteur C qui, par hypothèse, n'est ni nul ni infiniment grand, nous obtenons 1 équation
Pour démontrer que les équations (1) et (2) sont équivalentes, mettons-les sous les formes équivalentes :
et
Toute solution de (T), rendant A — B nul, rend aussi le produit C( A — B) nul, puisque le second facteur de ce produit est nul et que le premier n'est pas infiniment grand (J). Donc toute solution de (Y) vérifie l'équation (2).
Réciproquement, toute solution de (2') annule le produit C(A — B) et, comme G a une valeur différente de zéro, il faut que A — B soit nul. Donc toute solution de (2') vérifie l'équation (1').
Il est évident que la proposition est encore vraie dans le cas de
la division, car diviser par C c'est multiplier par - et, si C n'est ni
nul ni infiniment grand, - n'est ni infiniment grand ni nul.
(1) Je rappelle (n° 52) qu'une quantité infiniment grande est une quantité dont le dénominateur est nul, le numérateur étant différent de zéro.
(2) Nous appliquons ici le théorème qui dit que, lorsque l'un des facteurs d'un produit est nul, ce produit est nul. Mais ce théorème suppose que tous les facteurs sont des nombres bien déterminés. Lorsque l'un des facteurs est infiniment grand le théorème peut tomber en défaut. Considérons, par exemple, le produit
Pour x= 1,1e premier facteur s'annule, mais le produit n'est cependant pas nul et a la valeur S ; cela tient à ce que,. pour x = 1, le second facteur est infiniment grand. Au fond, le
lx J\ txt _L {\
produit est une fraction ■ qui, pourx = 1, est indéterminée (n* 53) et dont
la vraie valeur est 2.
Remarque. — Pour qu'on puisse appliquer le théorème précédent, avec sécurité, il faut absolument que C ne puisse être ni nul ni infiniment grand.
Si, pour certaines valeurs des inconnues, C pouvait devenir nul, l'équation (2) admettrait bien toutes les solutions de l'équation (I), mais la réciproque pourrait être en défaut et, pour certaines valeurs des inconnues annulant C, l'équation (2) pourrait être satisfaite sans que l'équation (1) le soit. Par exemple, multiplions les deux membres de l'équation
par x — 2; la nouvelle équation
admet bien la solution x = 5 de l'équation proposée, mais elle admet, en outre, la solution x = 2 qui ne vériGe pas l'équation proposée.
Au contraire, si, pour certaines valeurs des inconnues, G était infiniment grand, toutes les solutions de l'équation (2) vérifieraient bien l'équation (1), mais il pourrait arriver que l'équation (2) n'admette pas certaines solutions de l'équation (1) pour lesquelles C est infiniment grand. Ainsi, multiplions les deux membres de Féquation
par j ; la nouvelle équation
n'admet pas la solution x = 1 de 1 équation proposée.
On voit donc, qu'en multipliant les deux membres d'une équation par une quantité qui peut devenir nulle ou infiniment grande, on peut ou introduire des solutions étrangères qui sont des valeurs des inconnues annulant le multiplicateur ou supprimer certaines solutions qui sont des valeurs des inconnues rendant le multiplicateur infiniment grand.
Cependant, si aucune des solutions de l'équation (2) n'annule C et si aucune des solutions de (1) ne rend C infiniment grand, le raisonnement du théorème précédent subsiste, et les équations (1) et
(2) sont équivalentes. Ainsi,
= 4 et 3 = 4(ar — 2)
sont deux équations équivalentes.
Application I. — Lorsque, dans une équation entière, les coefficients sont des fractions, on peut rendre ces coefficients entiers en multipliant les deux membres de V équation par le dénominateur commun de ces fractions. Considérons, par exemple, l'équation
multiplions les deux membres par 12 et nous aurons l'équation équivalente :
Application II. — Lorsqu'on multiplie les deux membres d'une équation rationnelle fractionnaire par le dénominateur commun des deux membres, on obtient, en général, une équation entière équivalente.
En effet, nous pouvons toujours supposer (n° 55) que le second membre de cette équation soit zéro. Le premier membre, étant une expression fractionnaire rationnelle, peut être mis sous forme de fraction rationnelle (n° 50) et l'équation a la forme
où A et B désignent des polynômes entiers par rapport aux inconnues. Il est clair que, s'il n'existe aucunes valeurs des inconnues
annulant à la fois A et B, il faut et il suffit, pour que — soit nul, que
A soit nul. L'équation (1) est alors équivalente à l'équation entière
S'il existait des valeurs des inconnues annulant à la fois A et B, ces valeurs vérifieraient l'équation (2) et pourraient ne pas vérifier
l'équation (1) ; car, pour ces valeurs, la fraction — serait indéterminée
et sa vraie valeur pourrait ne pas être zéro.
Trouver l'équation entière (2) équivalente à l'équation donnée (1),
c'est ce qu'on appelle rendre V équation (1) entière.
57. Théorème. — Lorsqu'on élève les deux membres d'une équation au carré, on obtient une nouvelle équation qui admet toutes les solutions de l'équation proposée, mais qui, en général, ne lui est pas équivalente»
Soit l'équation
Il est évident que toute solution de cette équation vérifie l'équation
car, si les expressions A et B ont des valeurs numériques égales, leurs carrés ont aussi des valeurs égales. Mais, réciproquement, on ne peut pas affirmer que toute solution de l'équation (2) est une solution de l'équation (1). En effet, l'équation (2) peut être mise sous la forme équivalente
A» — B* = 0 ou, encore, (A — B) (A + B) = 0 (3).
Pour que l'équation (3) soit satisfaite, il faut et il suffit que l'un des deux facteurs A — B ou A -f- B soit nul. Si c'est A — B, l'équation (l) est satisfaite; mais, si c'est A + B, l'équation (1) n'est pas, en général, satisfaite et c'est l'équation
qui est vérifiée.
Donc, lorsqu'on élève les deux membres d'une équation au carré, on obtient une nouvelle équation qui admet, non seulement les racines de V équation proposée, mais encore les racines de V équation qu'on déduit de celle-ci en changeant le signe de l'un des deux membres,
Soit, par exemple, l'équation
Élevons les deux membres au carré; nous obtenons l'équation
qui s'écrit (x — a) (a + *'— #) = 0
et qui admet, manifestement, les deux racines
x = a et a? = a + 1.
La première, x = a, vérifie l'équation proposée; mais la seconde, x = a + 1, ne la vérifie pas et vérifie l'équation :
a — x = — ya? — a.
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Remarque. — On peut observer que les deux équations, dont l'ensemble est équivalent à l'équation obtenue par l'élévatien au carré, reproduisent, lorsqu'on les multiplie membre à membre (en supposant les seconds membres réduits à zéro), l'équation finale.
Car ces deux équations sont :
qui, multipliées membre à membre, donnent
Plus généralement, lorsque, pour rendre une équation entière, on fait plusieurs élévations au carré successives, l'équation finale est équivalente à Yensemble de plusieurs équations dont le produit, membres à membres (en supposant les seconds membres réduits à zéro), reproduit l'équation finale.
Ainsi, l'équation
peut être rendue entière de la façon suivante : on l'écrit
— t/Â = Vb + i/c;
une première élévation au carré donne :
A = B + C + 2v/BC ; on écrit cette nouvelle équation :
2v'BC = A — B — G et une nouvelle élévation au carré donne :
4BC = A2 + B2 + C2 — 2AB — 2AC + 2BC. L'équation finale est donc :
A2 + B3 + C* — 2BC— 2CA — 2AB
Or, en remontant les équations, de proche en proche, on se rend compte aisément que cette équation admet les solutions des quatre équations :
V/A — yfë — )/C = 0,
dont le produit, membres à membres, fournit, comme il est aisé de le vérifier, 1 équation (1).
Généralisation. — D'une manière générale, V équation
nesl équivalente à Féqualion
que lorsque m est impair. Lorsque m est pair, l'équation
A"1 = Bm
est équivalente à l'ensemble des deux équations
(à condition de se borner, comme nous le ferons dans la suite, aux nombres positifs et négatifs) (*).
En effet, pour toute valeur de x qui donne à Am et Bm des valeurs numériques égales, A et B ont des valeurs égales en valeur absolue (puisque deux nombres arithmétiques sont égaux quand leurs puissances miême* sont égales).
1° Si m est irnpair, A et B ont, respectivement, les mêmes signes
que A"1 et B,M (Voir n° 19) et, par suite, sont de même signe. On a donc
et les équations (1) et (2) sont équivalentes.
2° Si m est pair, comme ( — A)m = Aw, A et B peuvent être de signes contraires et on a, par suite, soit
soit
Les équations (1) et (2) ne sont pas équivalentes.
Remarque. — Dans le cas particulier où l'un des membres est nul, l'équation obtenue en élevant les deux membres d'une équation à une puissance quelconque, lui est équivalente; car Amne peut pas être nul sans que A soit nul.
(1) Cette proposition n'est plus exacte quand on généralise encore la notion de nombre et qu'on introduit, dans le calcul, les nombres dits imaginaire» (Voir V Appendice ï).
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EXERCICES
CHAPITRE II
58. D'après sa définition même (n°55), une équation du premier degré à une inconnue est une équation entière telle que, lorsqu'on a fait passer tous les termes dans le premier membre, ce premier membre soit un polynôme du premier degré. Toute équation du premier degré à une inconnue peut donc être mise sous la forme
ax + b = 0 (1),
ou encore
ax = — b.
Si a est différent de zéro, on peut diviser les deux membres para et on obtient finalement l'équation équivalente
dont la solution est évidente. De là, on conclut immédiatement la règle suivante :
Règle. — Pour résoudre une équation du premier degré à une inconnue, on fait passer tous les termes contenant l'inconnue dans un membre et tous les termes connus dans l'autre; on réduit les termes semblables dans les deux membres et, si, après cette réduction, le coefficient de finconnue est différent de zéro, réquation admet une solution et une seule qu'on obtient en divisant les deux membres par ce coefficient.
Exemple. — Soit à résoudre l'équation
Elle s'écrit :
el, en réduisant,
6 2H doù a? = — = — .
Remarque. — Lorsqu'une équation a des coefficients fractionnaires, il est souvent commode de rendre d'abord les coefficients entiers avant d'appliquer la règle précédente.
Exemples :
i* Soit à résoudre l'équation
Chassons les dénominateurs, nous aurons :
ôa? — 45a? + 3 = 10 — 15a? — x;
puis, en appliquant la règle, on a, successivement,
et « = -Fj"
2° Soit à résoudre l'équation
-i—ra? + 2a — 26 t= — T,r.
Multiplions les deux membres par (a — 6) (a H- 6) (/i* + &*), c'est-à-dire par a* — 64, nous aurons :
el, en suivant la règle :
(a2 + 6î)(« + 6)i.x + (a— 6)î(a8 + 6i)oî=(a3— ôîjfa* — 6*) — 2(a — &)(«*— 6*), 2(a* + 6*)*a? = — (a* — 6») (a — 6) (a* — a6 -h 6»),
_ (aa + 6») (a - ft)i
59. Discussion. — Nous avons vu que, lorsque a est différent de zéro, l'équation
ax + b = 0 (1)
a une solution et une seule qui est
Il nous reste à examiner lç cas particulier où a est nul. Dans ce cas, on ne peut plus diviser les deux membres de l'équation (1) par a. Or, puisque a = 0, le premier membre de l'équation (1) a toujours la valeur 6, quel que soit x; par suite : si b ri est pas nul il n'existera aucune valeur de x vérifiant l'équation (1) et il riy a pas de solutions; si b est nul, le polynôme ax-\- b est nul, quel que soit ar, et Véquation est vérifiée pour toute valeur de x, la solution est indéterminée. En réalité, dans ce dernier cas, l'égalité (1) n'est pas une équation, c'est une identité.
Donc, en résumé, lorsque le coefficient de l'inconnue est nul, l'équation est ou impossible ou indéterminée suivant que le terme constant est différent de zéro ou nul.
Exemple : Soit l'équation
x x xi
Elle devient, en résolvant :
ou
L'équation n\i donc pas de solution. En d'autres termes, il n'existe aucun
x x xi
nombre x tel que les deux polynômes 5 — 3 — r et 1 -f £ — 5 aient
des valeurs égales.
Remarque ('). — Imaginons que 0, au lieu de prendre brusquement la valeur zéro, ait des valeurs voisines de zéro et examinons ce
(1) Cette remarque prendra pour le lecteur une forme tout à fait rigoureuse lorsqu'il aura lu le chapitre 1 du livre IV, sur Us limites.
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que devient la solution (2). Tant que a n'est pas nul, l'équation
ax + b = 0 (1)
a une solution et une seule qui est . Or, si a tend vers zéro,
c'est-à-dire si a prend des valeurs de plus en plus petites (en valeur absolue), et si b reste différent de zéro, nous savons que la fraction croît indéfiniment. Donc, la solution de l'équation (1) croît
indéfiniment lorsque, le ternie constant b restant différent de zéro, le coefficient a de l'inconnue tend vers zéro. Comme, pour a =0, l'équation (1) n'a pas de solution, on peut dire que, lorsque a tend vers zéro, la solution disparaît, ou encore s'évanouit, en devenant infiniment grande. C'est ce que Ton exprime, brièvement, en employant un langage analogue à celui dont nous nous sommes déjà servi (n° 52), en disant que, lorsque a est nul, b étant différent de zéro, Y équation a une racine infiniment grande.
Considérons, par exemple, l'équation
2>o? — 3 + a? = Xa? + 2tf-f-2,
où X désigne un nombre supposé connu. Elle se met sous la forme :
Lorsque X est différent de \ , cette équation a une racine
et on peut cboisir X de façon que cette solution soit aussi grande qu'on le voudra en valeur absolue. Par exemple, pour que sa valeur absolue soit plus grande que 10000, il suffit que Ton ait
Lorsque X tend vers la valeur 1, la racine croit indéfiniment. Pour X = 1 l'équation n'a plus de solution.
60. La résolution de certaines équations, qui, d'abord, ne se présentent pas sous la forme d'une équation du premier degré, peut se ramener à celle d'une équation du premier degré à une inconnue. Nous allons en donner des exemples.
11 peut, d'abord, arriver qu'une équation, qui, à première vue,
paraît d un degré supérieur au premier, s'abaisse au premier degré après les réductions. Ainsi, soit l'équation
qui paraît du second degré. En faisant passer tous les termes dans le premier membre, on a, après réductions,
— x + 5 = 0; d'où
En second lieu, en rendant entière une équation fractionnaire (n° 56, App. //), on peut parvenir à une équation du premier degré. Soit, par exemple, l'équation :
Elle s'écrit sous la forme équivalente :
ou
Elle est donc équivalente (n° 56, App. II) k l'équation du premier degré
— 3* + 5=0; qui donne :
61. Lorsqu'une équation est irrationnelle, on peut, en général, par des élévations aux puissances des deux membres, trouver une équation entière qui admet toutes les solutions de l'équation proposée mais qui ne lui est pas, cependant, équivalente (n° 57). Dans certains cas, l'équation entière à laquelle on parviendra pourra être du premier degré.
Pour faire disparaître les radicaux, voici comment on procédera. Si l'équation ne contient qu'un seul radical, on fera passer ce radical dans un membre et tous les autres termes dans l'autre ; c'est ce qu'on appelle isoler le radical. En élevant les deux membres à une
puissance dont l'exposant est égal à l'indice du radical, on obtiendra une équation entière. Par exemple, soit l'équation
Elle s'écrit, en isolant le radical,
Vx — 3 = 2; et, en élevant les deux membres à la quatrième puissance, Ton a :
d'où
Il ne faudrait pas se hâter de conclure que 19 est solution de l'équation (1); car, comme nous le savons, l'équation (2) pourrait admettre des solutions étrangères. Il faut donc vérifier si 19 satisfait l'équation (1); ce qui a lieu.
D'une manière générale, lorsqu'on aura résolu l'équation entière, obtenue par les élévations aux puissances, il faudra vérifier si les racines obtenues satisfont l'équation proposée et ne conserver que celles qui la satisfont.
Lorsque l'équation contient deux radicaux carrés, on commence par isoler un des radicaux; on élève les deux membres de l'équation au carré, et on obtient une nouvelle équation qui ne contient plus qu'un seul radical. On isole de nouveau ce radical, et une seconde élévation au carré conduit à une équation entière. Toutes les racines de l'équation proposée vérifient cette équation entière ; mais, comme la réciproque n'est pas vraie, on aura les racines de l'équation proposée en choisissant parmi les racines de F équation entière celles qui la satisfont.
Soit, par exemple, l'équation
Isolons le second radical :
En élevant au carré, on a :
Isolons de nouveau le radical, on a :
d'où, en élevant au carré,
Or, la solution x = 6 ne vérifie pas l'équation proposée. Cette équation n'a donc pas de solution. La solution x = 6 convient à l'équation
Va? — 2— y/x — S = i.
Remarque I. — Considérons, plus généralement, l'équation
\'x -f- a + sjx + b = c (1),
c étant un nombre positif. Isolons le second radical :
Jx + b=c — )/x + a (2).
Ëlevons au carré et nous obtenons :
Élevons une seconde fois au carré et il vient :
ce qui donne :
4cs
Il faut encore vérifier si cette solution convient à l'équation (1). Pour cela, il suffirait de substituer ; mais on peut procéder autrement. Remontons les diverses transformations que nous avons faites et supposons, ce qui est permis, a > 6. Comme nous avons élevé l'équation (3) au carré, la solution satisfait soit l'équation (3), soit l'équation :
— 2c yjx + « = c% + <* — b (5).
Or, puisque a > 6, c* + a — b est positif; comme le premier membre est négatif, cette équation ne peut pas avoir de solutions. La solution vérifie donc certainement l'équation (3). Mais, pour obtenir celle-ci, nous avons élevé l'équation (2) au carré. La solution peut donc vérifier soit l'équation (2) soit l'équation
— yjx -{-b = c — 0e -j- a (6).
Pour distinguer laquelle des deux équations (2) ou (6) est vérifiée,
il suffit de reconnaître le signe de c — \ix + a. Pour que l'équation (1) soit vérifiée, il faut que Ton ait
c* > x + fli ou
4c* __ {<* + a — bf > 0,
et, comme 3c' -f* a — * es^ positif, puisque a > b} il faut que
Dans le cas contraire, l'équation (1) n'a pas de solution, et la solution trouvée vérifie l'équation (6).
Dans le cas particulier où
c* = a — b, la solution est x = — b
qui vérifie à la fois les équations (2) et (6).
Remarque II. — Lorsque l'équation contient plus d'un radical ou plus de deux radicaux carrés, on ne peut plus donner de règle générale élémentaire. La transformation de l'équation irrationnelle en une équation rationnelle se fera encore par des élévations des deux membres de l'équation aux puissances; mais la façon de conduire le calcul, pour arriver rapidement au résultat, dépend de l'ingéniosité du calculateur.
Par exemple, en élevant les deux membres de l'équation
y]x — a -f- \/x — b = y]x — c -{- yjx — d
au carré, on obtiendra une nouvelle équation ne contenant que deux radicaux carrés.
Souvent il sera utile, dans le calcul, de tenir compte des équations qui précèdent. Ainsi, on rendra l'équation
}/x — a + Jx — à + y/x — c = 0 rationnelle de la façon suivante : on l'écrit
— V* — a = \Jx — b + \]x — c (1).
En élevant les deux membres au cube , on a :
— (x — a) = 2x — b — c -f- 3 V(x — b){x — c) \yx — à + V* — rj.
En tenant compte de l'équation (l), cette équation se simplifie et devient :
et il ne reste plus qu'un seul radical à faire disparaître. (Voir les Exercices 45 et 50.)
EXERCICES
Résoudre les équations irrationnelles
Va* + x + Vô* + x = a -f- 6 ;
Va — « + VA — a? = Va -f- 6 — 2x ;
Va: -f- V-p — Vj: — Va* = a V / - ;
Va» -|- jr v'61 + *■ — a* = a? — a (comparer au Siètne exercice 48) va? — a + \x — b -f Va? — c +va? — d = 0 ; Va: — a + V * — 6 -f- V* — c = 0 ; et discuter l'existence de la solution suivant les valeurs de a, A, c, a*.
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CHAPITRE III
62. De même qu'on distingue les égalités en deux espèces, les identités et les équations, on peut distinguer dans les inégalités celles qui ont lieu quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui y figurent et celles qui n'ont lieu que si on donne à certaines lettres, appelées inconnues, des valeurs convenablement choisies. Nous désignerons ces dernières inégalités sous le nom d'inégalités conditionnelles (*).
Deux inégalités conditionnelles sont dites équivalentes lorsqu'elles admettent lès mêmes solutions, c'est-à-dire lorsque tout nombre qui vérifie Tune vérifie l'autre, et réciproquement.
Nous allons établir, pour les inégalités, des principes analogues à ceux que nous avons établis pour les équations (Voir nos 55 et 56).
Théorème I. — Lorsqu'on ajoute ou qu'on retranche aux deux membres d'une inégalité conditionnelle une même quantité, on obtient une inégalité équivalente.
Je dis que l'inégalité
A + OB + G
est équivalente à l'inégalité
A, B, G désignant des expressions qui contiennent les inconnues. Ceci résulte, immédiatement, de ce qu'on peut ajouter ou retrancher aux deux membres d'une inégalité (de deux nombres) un même nombre (n° 13) ; car, si, pour certaines valeurs des inconnues, on a :
valeur de A > valeur de B,
on aura évidemment
val. A -f- val. C > val. B + val. C,
et réciproquement.
Théorème II. — Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux membres d'une inégalité conditionnelle par un nombre positif ou
(I) On emploie aussi, quelquefois, les expressions de inidentité et inéquation, maïs, commo ces expressions ne sont pas très usitées, nous avons préféré ne pas les employer.
obtient une inégalité équivalente ; si on multiplie par un nombre négatif, on obtient une inégalité équivalente, à condition de changer le sens de Vinégalité.
Soit l'inégalité conditionnelle
1° Si C est un nombre positif , l'inégalité
est équivalente à l'inégalité (1). Car si, pour certaines valeurs des inconnues, on a
val. A > val. B,
ou aura encore, en multipliant par le nombre positif C (n° 22, Th. /),
val. AC > val. BC,
et réciproquement.
2° Si C est un nombre négatif, l'inégalité
est équivalente à l'inégalité (1). Car, si on a ' " '
val. A > val. B,
en multipliant les deux membres de l'inégalité par le nombre négatif C, on change le sens de cette inégalité (n° 22, Th. I) et on a
val. AC < val. BC,
et réciproquement.
Remarque. — Pour pouvoir appliquer la proposition précédente il est essentiel que C ait un signe bien déterminé, invariable. Nous avons supposé que C était un nombre, mais il est clair que la démonstration s'applique sans modification au cas où C, sans être un nombre, est une quantité dont le signe est invariable. Ainsi, on peut multiplier les deux membres d'une inégalité par un carré parfait
(x -f- i) » par exemple; par une somme de carrés, etc..
Applications. — Des théorèmes précédents on peut tirer les mêmes conséquences que dans le cas des équations. Ainsi :
1° On peut mettre toute inégalité conditionnelle sous la forme
Dans le cas d'une inégalité entière, A est un polynôme entier par
rapport aux inconnues et le degré de ce polynôme est ce qu'on appelle le degré de l'inégalité.
2° On peut faire passer un terme d'un membre d'une inégalité dans Vautre.
3° Dans une inégalité entière, à coefficients fractionnaires , on peut rendre les coefficients entiers en multipliant les deux membres par le dénominateur commun des coefficients. Il faudra, dans ce cas, avoir soin de changer le sens de l'inégalité si le multiplicateur est négatif.
4° On peut changer les signes des deux membres d'une inégalité, à condition de changer le sens de cette inégalité. Car cela revient à multiplier les deux membres par ( — 1).
63. 11 résulte, de ce qui précède, qu'une inégalité conditionnelle du premier degré à une inconnue est une inégalité qui peut se mettre sous la forme
ax + b>0 (1),
en faisant passer tous les termes dans un membre. Cette inégalité est équivalente à l'inégalité
ax> — b (2).
Si a est positif, cette inégalité s'écrit :
et, si a est négatif, elle s'écrit :
Ces dernières inégalités ont la solution en évidence et elles expriment que la valeur de x doit être ou plus grande ou plus
petite que
Dans le cas où a est nul, l'inégalité (1) est
qui est ou nest peu vérifiée, quelle que soit la valeur de x, suivant que b est ou nest pas positif. L'inégalité est donc, suivant les cas, ou indéterminée (c'est-à-dire vérifiée quel que soit x) ou impossible.
Exemple. — Résoudre l'inégalité conditionnelle :
Chassons, d'abord, les dénominateurs, en multipliant les deux membres par 6; il vient :
IZe — 2.c + 3 > 18.r — 2 j x.
Cette inégalité s'écrit :
I2.r — 2jî — I8.r — x > — 3 — 2, ou — 9.c > - 5
et enfin, en divisant par — 9,
Vérifier que. si la somme
ab + u'b'+a"b" + ...
est positive, on a :
nb + a'b' + a"b" + ... < y a» -f «'f -f «"* 4- ... X V^» -f 6* + 6"* -f ....
Qu'arrive-t-il dans le cas particulier où
56. Vérifier que, lorsque a est un nombre positif différent de 1, on a :
l + at 4- «4 + _ „»« w +i
a + a1 4 fll + ... a1'1"1 ,l
(Messenger of Mathemalics).
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ANALYTIQUE
64. Variation de la fonction ax -\- b. — Le polynôme ax -f- h> où x désigne une variable et a et b des constantes , est une fonction de ar (Voir n° 30) dont la valeur numérique varie en même temps que la valeur de x, lorsque a est différent de zéro. L'étude complète de la variation de cette fonction repose sur les propriétés suivantes :
Théorème I. — La fonction ax -)- b est croissante lorsque a e*7 positif et décroissante lorsque a est négatif.
Supposons, par exemple, a positif et soient x' et x" deux valeurs différentes que nous attribuons à x; la fonction prendra les deux valeurs correspondantes ax' ~f- ^ et ax" -f- b. Or, si
comme a est positif, on a (n° 22, 7Yr. /) :
ax' > ax"
et, en ajoutant b aux deux membres (n° 12),
ax' + b > ax" + b.
La fonction est donc croissante, puisqu'à la plus grande valeur de la variable correspond la plus grande valeur de la fonction (n° 31 ï. Lorsque a est négatif, on a :
ax' < ax"
d'où
ax' -f b < ax" -f b,
et la fonction est décroissante, puisque la plus grande valeur de la variable correspond la plus petite valeur de la fonction.
Théorème II. — La fonction ax -f- b peut, pour une valeur convenable de x, avoir telle valeur que l'on voudra (si a est différent de zéro).
Soit, en effet, c un nombre ; pour que Ja fonction ax -f- b ait la valeur c, il faut et il suffit que x soit racine de l'équation :
ax -f- b = c
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qui a toujours une racine et une seule
puisque a est différent de zéro.
Définition. — On dit qu'une fonction, de ar, croit indéfiniment, en même temps que x, lorsqu'à tout nombre positif P (d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra) on peut faire correspondre un nombre positif A tel que, pour toute valeur de x dont la valeur absolue est plus grande que À, la valeur absolue de la fonction soit supérieure à P.
Au fond, on peut dire, d'une façon moins précise, que pour des valeurs de x, dont les valeurs absolues sont suffisamment grandes, la valeur absolue de la fonction peut devenir aussi grande qu'on le voudra
On dit qu'une quantité croit indéfiniment par valeurs positives lorsque cette quantité est positive et que sa valeur absolue croit au delà de toute limite. On dit, au contraire, qu'une quantité croit indéfiniment par valeurs négatives lorsque cette quantité est négative et que sa valeur absolue croit indéfiniment (!).
Pour indiquer qu'une quantité croit indéfiniment on emploie souvent un langage abrégé. Ainsi, au lieu de dire que, lorsque x croit indéfiniment par valeurs positives, une certaine fonction croit indéfiniment par valeurs négatives, on dit brièvement que, pour x = -f- °o (ce qui s'énonce x égal plus l'infini), la fonction est égale à — oo [moins r in fini).
Les symboles + °° e* — °° n'ont aucune signification numérique et il faut bien se garder de leur attacher un autre sens que celui que nous venons de leur donner. Ce ne sont que des signes abréviaiifs, conventionnels, pour simplifier le langage et l'écriture. Il n'y a pas, comme nous le savons (n° 12, Th. /), de nombre plus grand ou plus petit que tous les autres.
Enfin, pour exprimer que nous donnons à une variable a?, successivement, et par ordre de grandeur croissante, toutes les valeurs possibles depuis une valeur négative très petite (aussi petite qu'on le voudra) jusqu'à une valeur positive très grande (aussi grande qu'on le voudra), nous dirons, d'une façon abrégée, que nous faisons croître x de — oo à -j- oo.
(I) Il serait plus rationnel do réserver l'expression croit indéfiniment pour le premier cas. où la quantité ost positive, et de dire, dans lo second cas, que la quantité dterott indéfiniment car un nombre négatif, dont la valeur absolue augmente, diminue.
Théorème III. — La fonction ax + b [lorsque a est différent d zéro) croit indéfiniment en même temps que x.
Soit, en effet, P un nombre positif donné. Nous savons que (nMl, Th.!)
| ax + b | > | ax | - | h | ;
donc, si on a :
on aura aussi
I ax -f b | > P.
Or, pour que l'inégalité (1) soit satisfaite, il faut que l'on ait :
et, si on désigne par A le nombre — ; — j — -, pour toute valeur dv
x telle que | x j > A,
on aura
ax + b | > P.
Ce qui exprime que ax + b croît indéfiniment en même temps que x. Remarque. — Pour une valeur de x suffisamment grande, en valeur absolue, on aura
et, par suite, ax -j- b aura le signe de ax. On en conclut que, si a est positif,
pour x = ~[- oo, on a : ax -f- b = + oo ;
pour x = — oo, on a : «x -(- A = — oo ;
et que, .vi a est négatif ',
pour jr = -f-oo, ona: ax -\- b = — ©o; pour a? = — oo, on a : ax -f- 6 = -|- oo
(en employant le langage abrégé conventionnel).
65. De ce qui précède, on conclut aisément la variation de la fonction.
1° a > 0. — Le théorème III nous apprend que, lorsque x est négatif et suffisamment petit, ax -\- b est négatif et aussi petit que l'on voudra; c'est-à-dire que, pour x = — oo, on a ax -(- // = — oo.
NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
II
Le théorème I nous apprend que, lorsqu'on fait croître or, la fonction croît; et, enfin, le théorème III nous montre encore que, quand x croit indéfiniment, par valeurs positives, ax -\- b croît indéfiniment par valeurs positives. D'ailleurs, le théorème II nous montre que la fonction prends en croissant, toutes les valeurs possibles. On peut donc dire, d'une façon abrégée, que, quand x croit de — ooà+oo, ax -f b croît aussi de — oo à -|- oo.
2° a < 0. — Dans ce cas, pour x =- — «, on a ax -\- b = -j- oo ; la fonction décroit ( Th. I) et, pour x~. - + °o, on a anz -f~ * — — oo. Comme, d'ailleurs, la fonction prend toutes les valeurs possibles, on peut dire que, quand x croît de — « à -}- «, la fonction décroit de -j- oo à — oo.
3° a = 0. — Lorsque a est nul, ax -\-b a, toujours la même valeur numérique, qui est b. La fonction est donc constante.
66. Coordonnées d'un point. — On définit, en Géométrie analytique, la position d'un point dans un plan de la façon suivante : Soient Ox et 0// deux axes rectangulaires sur lesquels des sens positifs sont déterminés. Supposons que, sur Ox, le sens positif soit xfxJ de 0 vers x, et, sur 0?/, de 0 vers »/. Soit M un point quelconque du plan. Abaissons de M les per- »^ pendiculaires MP et MQ sur Oaret Oy fig.9); les mesures algébriques des segments sgOP et *gi)Q sont ce qu'on appelle les coordonnées du point M.
ÛP est Vabcisse
et ÔQ l'ordonnée. On désigne, généralement, Tabcisse par x et l'ordonnée par y. Lorsqu'on énonce les deux coordonnées d'un point, on énonce d'abord I'abcisse et ensuite l'ordonnée : ainsi, lorsqu'on dit que M a pour coordonnées — 3 et 4, on entend par là que son abcisse est — 3 et son ordonnée 4. De cette définition il résulte que tout point M du plan a un seul système de coordonnées; récipro-
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quement, étant donnés deux nombres quelconques x et y, il existe un point et un seul qui a pour coordonnées x et y. En effet, il n'y a qu'un point P, sur Ox, tel que
ÔP=:x;
ce point est obtenu en portant sur Ox, h partir du point 0, une longueur OP égale à la valeur absolue de x et dans le sens Ox ou dans le sens Ox', suivant que x est positif ou négatif. De même, il n'y a qu'un point Q, sur Oj/, tel que
ÔQ = y.
Par suite, le seul point ayant pour abcisse x et pour ordonnée */ est le point M d'intersection de la perpendiculaire en P à Ox avec la perpendiculaire en Q à Oy. Les deux coordonnées d'un point définissent donc, sans ambiguïté, la position de ce point dans le plan (').
Les deux axes indéfinis x'x et y' y forment quatre angles, autour du point 0, que nous numéroterons (I), (11), (III) et (IV) en commençant par l'angle xOy et en tournant toujours dans le même sens(/fy. 9 ). Les signes des deux coordonnées x et y d'un point M dépendent de l'angle dans lequel se trouve ce point et on voit de suite que :
Si M est dans l'angle (I) on a : x > 0, y > 0;
» M » (II) » x <0, j/>0;
» M » (III) » x < 0, y < 0 ;
» M ». (IV) » x > 0, y < 0.
Dans les angles, opposés par le sommet, (l) et (III) x et y sont de même signe ; dans les angles, opposés par le sommet, (II) et (IV) x et y sont de signes contraires. Réciproquement, connaissant les signes des deux coordonnées d'un point on connaît celui des quatre angles dans lequel il se trouve.
Remarquons, enfin*, que, pour tout point de l'axe Ox, l'ordonnée est nulle, et que, pour tout point de Taxe 0;/. l'abcisse est nulle.
67. Distance de deux points. — Soient M et M' deux points du plan (fig. 10) de coordonnées x, y et x', y' '. Abaissons, de M et M', les
(I) L'idée do définir la position d'un point dans un plan par doux coordonnées est duo au célèbre philosophe et mathématicien français H ené Descartes (1596-1650). C'est pour cela qu'on nomme, quelquefois, le système do coordonnées que nous venons de définir du nom di» coordonnée» Cartésiennes. La découverte de Descartes fit faire un pas immense aux mathématiques puisqu'elle permit, en appliquant l'algèbre à la géométrie, de substituer, aux méthodes 8ynthetiqo.es de la géométrie pure, la méthode analytiquo de l'algèbre.
NOTIONS DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
perpendiculaires MP et M'P', sur ox, et les perpendiculaires MQ, M'Q', sur oy. Soit H le point d'intersection de M'Q' avec MP. On a, dans le triangle rectangle MM'H,
MM' = MH -j- M'H .
Les figures MHQ'Q et MHPP' sont des rectangles, on a donc
-,-a M (jc,ij)
MH = QQ' , MH = PP' .
Or on a, en vertu de la relation — .
de Chaste» in9 23), *'
PP' = OF — OP = x' «F = OQ7 — OQ = y'
D'où :
MM' = (x - x')' + (y - ,/y
Fio. 10.
Le carré de la distance de deux points est donc égal à la somme des carrés des différences des abaisses et des ordonnées des deux points.
Représentation graphique de la variation d'une fonction
Théorème. — Tous les points d'un plan dont les deux coordonnées vérifient une relation du premier degré
Aa? + By + C = 0
sont situés sur une droite telle que, réciproquement^ les coordonnées d'un point quelconque de cette droite vérifient la relation.
Il est clair que, pour que la relation contienne effectivement les coordonnées, il faut que l'un au moins des coefficients À ou B soi l différent de zéro. Nous examinerons d'abord deux cas particuliers :
1° Supposons B — 0. La relation a la forme
d'où on tire :
ir»8
Tout point dont les coordonnées satisfont cette relation a pour
abcisse — T, il est donc situé sur la parallèle à oy menée par le A
point K, de ox, dabcissc — -; et, réciproquement, tout point M de
cette parallèle (fig. 11) a pour abcisse — -•
On verrait, de même, que si A — 0, la relation
By + C = 0
est vérifiée par les coordonnées de la parallèle à ox menée parle point H,
de oy, d'ordonnée — -.
2° Supposons C = 0, A et B différents de zéro. La relation (1) a la forme
\x + By = 0,
qui s'écrit
Fig. il.
tf=~B*-
Désignons, pour abréger, — — par a, et la relation devient
y -- ax
Construisons, dans le plan (fig. 12), le point A dont les coordonnées sontl et a, qui vérifient la relation. Nous allons montrer que tous les points, dont les coordonnées satisfont la relation (2), sont situés sur la droite OA qui joint l'origine U au point A. Soient r, y des coordonnées vérifiant la relation (2) et M le point correspondant. Abaissons de A et M les perpendiculaires AB et MP sur ox. On a, d'après la définition même des coordonnées,
BA OB
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Les deux triangles OBA et OPM qui ont un angle égal (droit), compris entre deux côtés proportionnels, sont semblables. Les
angles MOP et AOB sont donc égaux et le point M ne peut se trouver que sur la droite OA ou sur la droite OA', symétrique de OA par rapport à ox. Il reste à montrer que M est bien sur OA.
Supposons d'abord a positif: le point A est, alors (fig. 12), dans l'angle (I), puisque ses deux coordonnées sont positives. La droite OA est située tout entière dans les angles opposés par le sommet (I) et (III) et la droite OA' dans les angles 'II) et (IV). Or, puisqu'on a
*l et x sont de même
signe; le point M (n° 66)
est situé dans l'angle (I)
ou dans l'angle (III) et ne
peut être que sur OA. On
verrait, de même, que, lorsque a est négatif, la droite OA est située
tout entière dans les angles (II) et (IV) et la droite OA' dans les
angles (I) et (III). Mais, dans ce cas, - est négatif; y et x étant de
signes contraires, M est situé dans l'angle (II) ou dans l'angle (IV) et, par suite, n'est pas sur OA'.
Réciproquement, soit M un point, de coordonnées x et »/, situé sur la droite OA. Les triangles OAB et OMP sont semblables et on a :
Fig. M.
AB OB
ou
D'ailleurs, - et a étant toujours de même signe, on a bien
ou
ij = ax.
3° Supposons, A, B et C différents de zéro, La relation (1) peut être mise sous la forme équivalente
ou, en posant, pour abréger,
y = ax -f- 0.
Construisons le point B, de Taxe ojy, (#7. 13) qui a pour ordonnée h
et, d'autre part, la droite OA dont les coordonnées vérifient la relation
y = ax.
Pour construire le point M, dont l'abcisse est x et dont l'ordonnée, y, est donnée par la formule (3), prenons, sur ox,
OP = x. Soit P« la perpendiculaire en P, à ox, sur laquelle nous prendrons un sens positif parallèle à celui de oy; le point M est tel que
Kig. 13.
PM — . ax.+ b.
Soit M' le point où Pz rencontre OA, on a
PM' = ax,
d'où (77/. de Chastes) :
MM = PM- PM' r- b = OB.
Ceci nous prouve que, les deux segments MM et OB' étant parallèles et de même sens, la figure BOM'M est un parallélogramme. Le point M est donc sur la parallèle BB' à OA, menée par le point B.
Réciproquement, les coordonnées x et y de tout point M de BB'
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vérifient la relation (3), car, si M' est le point d'intersection de la perpendiculaire MP, à ox, avec OA, on a (n° 23) ;
y = PM = PM' + MM = ax + b.
69. Soit f{x) une fonction de la variable x. Désignons par y la valeur de la fonction qui correspond à la valeur x de la variable. L'égalité
fait correspondre, en général, à chaque valeur de x une valeur pour?/ ^en tous cas un nombre limité de valeurs de y). Ceci revient à dire que, si on considère dans un plan deux axes rectangulaires oxetoy, il existe, sur toute parallèle P- (fig. 14) à oy, d'abcisse x= OP, un point M dont l'ordonnée y est égale à f(x). Lorsqu'on fait varier x de — oo à + oo, le point P décrit tout Taxe ox, de xT vers x, et le point M, de Pz* décrit un lieu géométrique, une courbe C.
Cette courbe C est ce qu'on appelle la cou rbe représen tative de la variation de la fonction. Réciproquement, on dit que la relation
est V équation de la courbe C.
D'une manière générale, si tous les points d'une courbe C sont tels que leurs coordonnées vérifient une certaine relation et si, réciproquement, tous les points dont les coordonnées vérifient cette relation sont situés sur cette courbe, on dit que cette relation est Y équation de la courbe.
Ainsi, il résulte du théorème que nous avons démontré dans le paragraphe précédent que :
Toute équation du premier degré
kx + Bi/ + C = 0 représente une droite.
JC,
Fig. U.
D'ailleurs, réciproquement, toute droite est représentée par une équation du premier degré.
En effet :
1° Si la droite est parallèle à un des axes, oy par exemple (fig. llj,
tous les points M de cette y s droite ont même abeisse
OK = k. L'équation
représente donc cette droite.
2° Si la droite passe par l'origine des coordonnées 0 (fig. 12), soit À le point de cette droite d'abeisse 1 ; désignons par a son ordonnée :
y = ax
est l'équation de la droite OA (n° 68). 3° Si la droite rencontre les axes ox et oy en deux points
distincts A et B (fig. 15), soit a J'abcisse ÔA de A
et b l'ordonnée OB de B.
L'équation
Kio. 15.
M (jc.y)
Fig. JC.
représente , comme nous lavons yu (n° 68), une droite.
Or, puisque cette équation est vérifiée pour
celle droite passe par les points A et B. C'est donc la droite AB. Comme second exemple, voici VéqualionaVun cercle :
(x - a? + (y - bf .- - R*.
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En effet, l'expression
est le carré de la distance du point C, de coordonnées a et b (fig. 16'}, au point M, de coordonnées x et \j.
La relation précédente exprime donc que la distance CM, d'un point quelconque M dont les coordonnées la vérifient, au point C, est égale à R; c'est-à-dire que le point M est sur le cercle décrit du point C comme centre avec R pour rayon.
D'ailleurs, réciproquement, les coordonnées x et »/ d'un point quelconque M du cercle vérifient cette relation.
La représentation graphique de la variation d'une fonction par une courbe donne une image de la variation de la fonction qui permet de suivre facilement le sens de celte variation.
Prenons, sur Taxe ox {fig. 14), ÔP = x. Lorsque x varie de -— oo à + oo, le point P décrit tout l'axe xx de gauche à droite. Si la fonction croit, sa valeur numérique augmente en même temps que a\ l'ordonnée PM du point représentatif M augmente ef le point M s'élève, la courbe monte. Lorsque la fonction décroît, l'ordonnée PM diminue, le point M s'abaisse et la courbe descend. Donc la courbe monte ou descend (de gauche à droite) suivant que la fonction croît ou décroît. Ainsi, dans la figure 14, lorsque le point P va de P' en P, la courbe monte ; donc la fonction croît, quand x croît de la valeur x' = OP' à x = OP. Au contraire, de P en P", la courbe descend ; donc la fonction décroît, quand x croit de la valeur x = ÔP à la valeur x" = OP".
Dans maintes circonstances, cette représentation graphique peut 61 re utile. En voici un exemple :
Dans certaines maladies il est très utile, pour le médecin, de connaître la variation de la température du corps du malade. La manière dont cette température varie est souvent un renseignement utile pour l'étude de la marche de la maladie. Or, la température du malade est une fonction du temps et on représente graphiquement cette fonction du temps. On emploie, pour cela, (fig. 17) un papier quadrillé sur lequel on trace deux axes ox, oy (le quadrillage ne sert qu'à marquer plus facilement les points). Supposons qu'on ait observé le malade du 5 au 17 janvier. Prenons comme unité de temps le jour et portons les jours en abcisses sur ox. Portons en ordonuées les excès de température au-dessus de 34° centigrades. Si le 5 janvier la température du malade est 36% 7 nous marquons un point sur oy entre 36 et 37 environ aux 7 dixièmes. Le 6 janvier la température est 37*, nous marquons le point situé à l'intersection de la verticale 6 et de l'horizontale 37 ; et ainsi de suite. Chaque jour on note la température du malade par un point. En joignant tous les points par un trait continu, on a la
courbe de la maladie. Uue simple inspection de celle courbe montre, de suite, la marche de la maladie. On voit que la température s'est d'abord
to
tt
IT*S
Fig. 17.
élevée lentement, du 5 au 8 janvier, jusqu'à 38°; puis s'est élevée très rapidement, en deux jours, jusque vers 41°. Elle est restée, pendant nu jour, du 10 au U, slationnaire pour redescendre ensuite lentement.
70. D'après cequi précède, la courbe représentative de la variation de la fonction ax + * est la droite BB' qui a pour équation
y =r ax -\- h.
Cette représentation met bien en évidence le sens de la variation de la fonction.
1° Si a est positif {fig. 18), la parallèle Ok (n° 68) à la droite BB' est située dans les angles I et III, donc la droite BB' monte de gauche à droite; nous savons, en effet (n° 65), que la fonction croît.
2° Si a est négatif {fig. 19), la parallèle OA à la droite BB' est située dans les angles H et IV (n°68), la droite BB' descend; nous savons (n° 65) que la fonction décroît.
3° Enfin si a = 0, la droite BB' est parallèle à ox, elle ne monte pas et ne descend pas; la fonction est, en effet, constante {fig. 20).
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Résoudre l'équation
ax+b=zO (1),
c'est trouver l'abcisse x du point où la droite
ij = nx + b (2)
rencontre Taxe ox. Cette nouvelle manière d'envisager la résolution
Fio. 18.
Fio. i».
de l'équation (1) donnera de la clarté à la discussion de cette équation (n° 59).
1° Si a est différent de zéro, la droite BB', représentée par l'équation (2), n'est pas parallèle à ox; elle coupe donc cet axe en un point C et un seul [fig. 18 et 19), l'équation (1) a donc une seule
solution qui est x = OC
2° Si a = 0, mais si b est différent
de zéro, la droite BB' est une parai-
lèle à ox (fig. 20) et ne rencontre pas ox. L'équation (1) n'a donc pas de solution.
3° Si on a, à la fois, a = 0, 6 = 0, la droite BB' coïncida avec ox. Tout point de l'axe ox est un point commun à BB' et à ox et la solution est indéterminée. L'équation (1) est vérifiée pour toute valeur de x.
Examinons maintenant ce qui se passe lorsque, b restant différent de zéro, le coefficient a tend vers zéro, b est l'ordonnée du point
Fio. 20.
B où la droite BB', dont l'équation est (2), coupe oy; si b reste constant, le point B reste fixe et la droite BB' tourne autour de B, lorsque a varie f/fy. 21). a étant différent de zéro, la droite BB' n'est pas parallèle à Taxe <>x et le coupe en un point C d'abcisse
Quand a diminue, la longueur OC augmente, le point G s'éloigne du point 0 et occupe, successivement, les positions C, C", etc....
L'angle BCO diminue et, par suite, l'angle égal (alterne interne) CBK,
que CB fait avec la parallèle BK à ox, diminue aussi et tend vers zéro. On voit donc que, quand a tend vers zéro, la droite BB' tend à se confondre avec la parallèle BK à ox\ le point C disparaît en s 'éloignant indéfiniment. — La parallèle BK à ox peut donc être considérée comme la limite de la sécante BC lorsque le point d'intersection C s'éloigne indéfiniment.
Construire les droites dont les équations sont
y = 2jc — 2; y = x + 1 ;
x + y — 3 = 0; ftx -f- 3y = 1.
Pour construire une de ces droites, on calculera l'abcisse du point d'intersection avec or, en faisant y = 0 ; et l'ordonnée du point d'intersection avec oy, en faisant .* = 0.
58. Quelle est l'équation du cercle dont le centre est le point de ox d'abcisse a, et (|ui passe par l'origine 0 des coordonnées ?
59. On appelle ellipse le lieu des points M dont la somme des distances à deux points fixes F et F' est constante et égale à 2«. Montrer que, si on désigne par 2e la
distance FF', et si on prend pour origine des coordonnées le milieu 0 de FF' et pour axe des x la droite FF', l'équation de l'ellipse est :
en posant, h* = a* — c*.
Pour faire ce calcul, on désignera par x et y les coordonnées de M, on calculera MF et MF', et on écrira que
MF -f MF' = 2a ,
On parvient ainsi à une relation contenant deux radicaux; on rendra cette relation entière par deux élévations au carré.
60. On appelle hyperbole le lieu géométrique des points dont la différence des distances à deux points fixes F et F' est constante et égale à 2a. En prenant les mêmes notations et les mômes axes que dans l'exercice précédent, montrer que l'équation de l'hyperbole est :
eu posant :
M. On appelle parabole le lieu géométrique des points d'un plan à égale distance d'un point fixe F, appelé foyer, et d'une droite DD', appelée directrice. Montrer que, si on prend pour axe des x la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la directrice DD', pour origine des coordonnées le milieu 0 de la perpendiculaire abaissée de F sur DD' et, pour sens positif de l'axe des jt, le sens de 0 vers F, l'équation de la parabole est :
y* — 2/wc = 0 ;
p désignant le paramètre de la parabole, c'est-à-dire la dislance du loyer à la directrice.
CHAPITRE V
72. Une seule équation à deux inconnues ne détermine pas, en général, les valeurs de ces inconnues. Par exemple, si on considère l'équation du premier degré à deux inconnues
ax + by + c = 0 (1),
cette équation est vérifiée par une infinité de systèmes de valeurs des inconnues x et y, car, si on donne à y une valeur quelconque y', on aura, pour déterminer x, une équation du premier degré qui donnera une valeur x', pour x. Nous avons vu, d'ailleurs, que tous
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les points, dont les coordonnées x et y vérifient l'équation (1), sont sur une ligne droite.
Au contraire, étant données deux équations k deux inconnues il y a, en général, un seul ou un nombre fini de systèmes de valeurs des inconnues vérifiant les deux équations.
D'une manière générale, étant donné un système de plusieurs équations simultanées à plusieurs inconnues x, y, *, ...., on appelle solution de ce système un système de valeurs x', y', z\ ..., des inconnues, pour lesquelles les équations sont toutes vérifiées. Deux systèmes d'équations sont dits équivalents lorsqu'ils admettent les mêmes solutions ; c'est-à-dire lorsque tout système de solutions de l'un vérifie l'autre, et réciproquement.
En général, un système de n équations du premier degré à n inconnues admet une solution et une seule, comme nous le montrerons plus loin.
73. Nous établirons, d'abord, deux propositions préliminaires sur les systèmes d'équations.
Théorème I. — k étant un nombre différent de zéro et h m» nombre quelconque, le système des deux équations
est équivalent au système
ftA'+*B = 0, A = 0 (2\
Tout système de solutions du système (1), ar.nulant A et B, annule évidemment AA et kh et, par suite, vérifie le système (2). Réciproquement, toute solution du système (2), annulant A et AA + *B, annule kB et, comme k est différent de zéro, annule B; par suite, vérifie le système (1).
Généralisation. — Plus généralement, étant donné un système de p -f- <I équations, on obtient un système équivalent en remplaçant chacune des q dernières équations par celle que Von obtient en multipliant ses deux membres par un nombre différent de zéro et en lui ajoutant les p premières multipliées, respectivement, par des facteurs quelconques.
Ainsi, le système
A = 0, B = 0, C = 0 est équivalent au système
A = 0, AA + £B = 0, mA+pC = 0, pourvu que k et p soient différents de zéro.
De même, le système
A=0, B = 0, C = 0, D = 0, E = 0 est équivalent au système
A = 0, B = 0, \ m A + pB + kC = 0, m'A + //B + A'D = 0, wi"A + p"B + k"E = 0,
A:, À*', h" étant trois nombres différents de zéro.
La démonstration est la même que pour le cas de deux équations.
Théorème II. — p, q, p', q[ étant quatre nombres tels que pq' — qp' soit différent de zéro, le système des deux équations
est équivalent au système
pk + r/B = 0, p'k + ?'B = 0 (2).
Toute solution du système (1), annulant A et B, annule pk + qB et p'k -f- q'B et, par suite, vérifie le système (2). Réciproquement, des identités
&V - ffl* = ç'fpA + qB)-q (//A + q'B), {pqf - qp)B ^p (7/A+ q'B)-p'{pk + qB),
on conclut que toute solution du système (2), annulant pk + ?B et p'A-f-^'B, annule (pq* — qp')k et pq') — ?p')B et, par suite, puisque pq' — qp' est différent de zéro, annule A et B et vérifie le système (1).
74. Méthode de résolution par substitution. — Soient les deux équations du premier degré à deux inconnues
I, ( ax "X} } a'x
ax + by = c,
Supposons l'un des quatre coefficients a, b, al ou V différent de zéro, par exemple a, et résolvons la première équation par rapport à x, nous aurons le système équivalent
puisque la première équation est remplacée par une équation équivalente. Portons la valeur de x fournie par la première équation dans la seconde et nous obtenons le système :
qui est équivalent au système (2) ; car, on déduit le système (3j du système (2) en remplaçant la seconde équation par celle que Ton obtient en en retranchant membre à membre la première multipliée par a' (n° 73, Th. I). Or, dans le système (3), la seconde équation ne contient plus qu'une seule inconnue y ; on pourra donc la résoudre par rapport à y et elle donnera, en général, une valeur et une seule pour y. En remplaçant y par sa valeur, dans la première équation, on aura la valeur de l'inconnue x. On voit que le système admet, en général, une solution et une seule.
Remarque. — Si Tune des deux équations proposées ne contenait qu'une seule inconnue, la méthode se simplifierait, car on aurait de suite un système de la forme (3); il suffirait de résoudre l'équation à une inconnue et de porter la valeur de cette inconnue dans l'autre. Ainsi, pour résoudre le système
l 3ar — 5 = 0, . } 2iy + or = 7,
je tire x de la première équation, ce qui donne :
Je porte cette valeur de x dans la seconde, et j'obtiens :
?' = 3- Exemple. — Soit à résoudre le système :
te-i + l»,-},
Je tire x de la première équation :'
et je porte dans la seconde :
qui donne, en résolvant, la valeur de y :*
En portant cette valeur de y, dans la précédente, j'obtiens :
Méthode de résolution par réduction. — Soit le système
de deux équations du premier degré à deux inconnues. i
Si a6' — 6a' est différent de zéro, le système est (n° 73, Th. II \ j^s™ équivalent au système : . ^*/y*
b'{ax -f 61/ — c) — ô(a'ar + 6'?/ — c') = 0, P (aa? -f- % — c) + a{a'x -f- i'j/ — c') = 0.
Or, ce système s'écrit, en simplifiant :
( {abf — ba')x — (cf>f - bt) = 0, W ) (ab* — ba')y — (acf — ca') = 0,
dans lequel chacune des équations, ne contenant plus qu'une inconnue, donne la valeur de cette inconnue. On en tire donc
cb' — bcr __ ac — ca'
(4) x~ ab'-ban y ~ ab'-bar
Ceci nous prouve la proposition suivante connue sous le nom de Règle de Cramer :
Lorsque, dans le système (1), la quantité ab' — ba' est différente de zéro, ce système admet une solution et une seule donnée par les formules (4) dites de Cramer.
Les valeurs des inconnues ont pour dénominateur commun ab' — ba' et le numérateur de chacune d'elles s'obtient en remplaçant, dans le dénominateur, les coefficients de cette inconnue far les termes connus correspondants, supposés écrits dans les seconds membres.
Ainsi, le numérateur de x s'obtient en remplaçant, dans ab' — ba', a par c et a! par c'.
Remarque. — Pour obtenir la première équation du système (2), on a multiplié la première équation (1) par le coefficient de y dans la seconde, et la seconde équation (1), par le coefficient de y dans la première; on obtient, ainsi, deux équations dans lesquelles les coefficients de y sont égaux, et, en les retranchant membre à membre, on fait disparaître y. C'est ce qu'on appelle avoir éliminé y. De même, la seconde des équations (2) ou (3) s'obtient en éliminant x entre les deux équations (1). On rend, pour cela, les coefficients de x égaux dans ces deux équations, en multipliant chacune d'elles par le coefficient de x dans l'autre, et, en retranchant, x disparaît.
Au fond, éliminer y entre les deux équations (1), c'est trouver la valeur qu'il faut donner à x pour que ces deux équations, considérées, chacune, comme une équation h une seule inconnue y, admettent la même solution pour y.
Exemple. — Soit à résoudre le système :
Faisons d'abord passer, dans chaque équation, toutes les inconnues dans un membre et chassons les dénominateurs (n° 55), ce qui donne :
Éliminpns y, en multipliant la première équation par 2 et ajoutant membre à membre, il vient:
c = 8, d'où x
De même, en éliminant x, on a
- 7y = in,
dou y = — y.
On arriverait au même résultat en appliquant les formules de Cramer :
76. Discussion. — Reprenons le système général de deux équations du premier degré à deux inconnues
1° Si ab' — ba' est différent de zéro, nous avons vu que ce système admet une solution et une seule donnée par les formules de Cramer :
cb' — bc' ne' — ca'
ab' — ba" J ab' — ba!
2° Supposons ab' — ba' = 0, mais supposons que l'un des quatre coefficients a, b, a', b' soit différent de zéro ; par exemple, supposons a différent de zéro. Alors, en vertu du Théorème I (n° 73), le système (1) est équivalent au système
ax -f- by — c = 0, (ax -\-by — c) — a (a'x -f- b' y — c) = 0.
Or, dans ce système, la seconde équation se simplifie, puisque ab' — ba! est nul, et le système s'écrit :
fo\ S ax + by — c=0, W > ac-ca' = 0.
La seconde équation du système (2) ne contient plus les inconnues x et y ; il peut, alors se présenter deux cas :
(A) ad — ca' est différent de zéro. La seconde équation exprime une impossibilité ; le système proposé n'a donc pas de solution, on dit que les deux équations (1) sont incompatibles.
(B) ac' — ca! = 0. La seconde équation du système (2) est alors une identité ; elle est vérifiée quelles que soient les valeurs des inconnues x et y. Pour satisfaire le système (2), et, par suite, le système équivalent (1), il suffit de satisfaire la première équation
ax -j- by = c.
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Le système admet, alors, une infinité de solutions; car on pourra prendre pour y une valeur arbitraire et, à cette valeur, correspondra pour x une valeur bien déterminée donnée par la formule :
c — by
On dit qu'il y a indétermination d'ordre. 1, puisqu'on peut prendre arbitrairement la valeur d'une inconnue.
3° Supposons, enfin, a = a' = b = b' = 0. Dans ce cas, le système ( l, ne contient plus les inconnues et se réduit à
(A) Si Yune des deux quantités c ou c est différente de zéro, ces égalités sont impossibles et le système proposé n'a pas de solution.
(B) Si on a c = cf = 0, les deux équations (1) sont des identités et sont vérifiées quelles que soient les valeurs de x et de y. Il y a indétermination complète, d'ordre 2, puisqu'on peut prendre arbitrairement les valeurs des deux inconnues.
Remarque. — Dans le cas où, a étant différent de zéro, on a, à la lois, aV — ba! = 0 et ac' — ne' =z 0, les deux équations (1) ont leurs coefficients proportionnels.
En effet, les deux conditions précédentes s'écrivent :
aL — _ aL — -
ou :
abc
On a, aussi :
on en conclut l'identité :
a'x -\- b'y — r' = — (ax -f- by — c )
qui montre bien que, tout système de valeurs de x et y qui annule ax + by — r, annule aussi a'x -}- b'y — r\
Résumé. — Le tableau suivant résume toute cette discussion :
(lbr — bflr =/z 0 une seule solution ; ' _, \ OC' — C(lr ^= 0 pas de solution :
/ . . . , _ \ I (l& — C(l' = 0 indétermination d'ordre I ;
ab — bu' = 0 ; v ,
/ . , , _ i C OU C zJ=. 0 pas de solution ;
f C = C = U indétermination complète.
Remarque. — La discussion précédente donne lieu à quelques remarques très importantes :
1° On voit, d'abord, que le système
ïab' — ba')x .-- eh' — bc\ {ab — ba')\j — ac' — ca '*
qui conduit aux formules de Cramer, n'est pas équivalent au système
n \ ax + b\i--c, K l a'x+Vy = c\
dans le cas le plus général, puisque, lorsque ab' — baf = 0, cette équivalence n'a plus lieu.
2° Il peut arriver que, lorsqu'on ne sait rien, a priori, sur le système proposé, on applique brutalement les formules de Cramer
bc' — cb' ac' — ca
(*> *-ab' — ba" y-ab'-baf'
Lorsque abr — ba est nul, ces formules nont plus de sens; mais on peut cependant, dans le cas particulier où l'une au moins des inconnues figure dans Tune des équations, en tirer des renseignements sur la nature de la solution.
Supposons, en effet, que l'inconnue x figure dans l'une des équations (1), la première par exemple, alors a est différent de zéro. D'après la discussion précédente, si
ab' — bar = 0 et ac — ca ^ 0,
il n'y a pas de solution et la valeur de y, fournie par les formules(2), se présente sous la forme — où m est différent de zéro. Si, au contraire, on a, à la fois,
ab' — ba' - - 0 et ac' — ca' = 0,
il y a indétermination pour y et la valeur de ;/, fournie par les formules (2), se présente sous la forme -. On peut donc énoncer la
règle suivante :
Si l'une des inconnues figure , effectivement, dans Vune des équations, on se reporte à la formule qui fournit Vautre inconnue: si la valeur de
rt>tte inconnue se présente sous la forme — tï y a impossibilité ; si, au
contraire, la valeur de cette inconnue prend la forme - , il y a indétermination, pour cette inconnue.
3° Il faudrait bien se garder d'appliquer la règle précédente dans un autre cas que celui que nous venons de préciser, ou d'une autre façon. Ainsi, si b et bf sont nuls tous les deux, la valeur de x se
présente sous la forme-, et, cependant, il ne faudrait pas en conclure
qu'il y a indétermination, car, si acr — ca! est différent de zéro, il y a impossibilité. 11 ne faut donc pas dire, d'une façon générale, que le
symbole - indique toujours une indétermination. De même, dans
le cas où
les deux valeurs de x et y prennent la forme -, et, cependant, il n'y a pas indétermination si Tune des quantités c ou cf est différente de zéro.
Exemple I. — Soit le système :
< x — y + 3 = y — 2x + 10, t Ix — 3y — 2 = x + y + 1.
Il s'écrit, en simplifiant :
On voit que :
aV — ba' = 12 — 12 = 0; ac' — ca' = 9 — 42 = — 33 ^ 0 ;
le système n'a donc pas de solution. D'ailleurs, ceci s'aperçoit directement, car, si, pour éliminer .t\ on multiplie la première équation par 2 et qu'on
eu retranche, membre à membre, Ta seconde, on élimine, du même coup, y et on arrive à V impossibilité suivante :
Exemple II. — Considérons encore le système :
(I) ( Xp + y = i,
où X est une quantité supposée connue. On a, ici,
ab' — ba' = X — i ;
donc, si le nombre X est différent de 1, le système admet une solution et une seule :
Si, au contraire, X = l, al/ — ba' est nul; mais alors le système devient :
Les deux équations sont identiques et il y a indétermination. On peut donner à x une valeur arbitraire et la valeur correspondante de y est donnée par la formule :
On serait arrivé aux mêmes résultats en cherchant à résoudre directement le système (1), par exemple par la méthode de substitution. De la seconde équation du système (1), tirons la valeur de y et portons-la dans la première; nous aurons le système équivalent (n° 74) :
Si X est différent de i, la première équation donne, pour x, une valeur
et, en portant dans la seconde, on a :
Si, au contraire, X = 1,1a première équation devient une identité et la seconde se réduit à
qui est la seule à vérifier. II y a donc indétermination; on peut donner à x une valeur arbitraire et la valeur correspondante de y est donnée par celte formule.
77. Interprétation géométrique. — La représentation géométrique de la variation d'une fonction par une courbe (n0i 66 à 69) nous donne une interprétation très intéressante de la discussion précédente. Traçons dans un plan deux axes rectangulaires ox
et oy. Nous savons (n° 68) que tous les points dont les coordonnées vérifient la relation
ax + by+c=0 (!)
sont sur une droite BC [fig. 22). De même, l'équation
représente une autre droite BC Résoudre le système des deux équations (1) et (2), c'esl trouver les coordonnées d'un point situé, à la fois, sur les deux droites, c'est-à-dire, du point d'intersection M des deux droites BC et B'C. Supposons b et b' différents de zéro, nous pouvons écrire les équations des deux droites sous les formes équivalentes
Fig. 22.
Or, d'après ce que nous avons vu (n« 68), les équations
y=—-x et y =
sont les équations des deux parallèles OA et OA' menées, aux droites
a BC et B'C, par le point 0. (A est le point de coordonnées : 1, — j, el
A' a pour coordonnées : 1, — -p y
1° Si est différent de — 77, c'est-à-dire si abT — bar est di/f*'1-
rent de zéro, les droites OA ctOA' sont distinctes (caries points A et A'
ne coïncident pas). Par suite, les droites BC et B'C ne sont pas
parallèles et se coupent en un point M, et un seul. Il y a donc une
solution, et une seule.
ci ar
2° Si — t = — -, c'est-à-dire si ab' — ba! = 0, les deux droites
OA et OA' coïncident et, par suite, les droites BC et B'C sont ou paral-
Fig. 23.
lèles ou confondues (fig. 23). Or, les abcisses des points C et C, oîi
ces deux droites coupent Taxe oxy sont et - (on les obtient
en faisant y = 0 dans les équations (1) et (2)) ; d'où, deux cas :
(a) Si est différent de — —, c'est-à-dire ac' — ca! est différent
de zéro, les deux points C et C sont distincts et, par suite, les deux droites BC et BC sont parallèles. Les deux droites n'ont aucun point commun et il n';/ a pas de solution.
(b) Si = • , c'est-à-dire si ac' — ca' = 0, les deux points
C et C sont confondus et, par suite, les droites BC et B'C coïncident. Tout point de Tune des droites appartient à l'autre; il y a une infinité de points communs, il y a donc une infinité de solutions.
Nous retrouvons, ainsi, les résultats de la discussion précédente
par une voie géométrique qui précise le sens des résultais ('}. D'ailleurs, réciproquement, on aurait pu se servir de la discussion algébrique pour en tirer des conclusions géométriques et on peut dire que, de la discussion du n° 76, résultent les trois propositions suivantes :
I. La condition nécessaire et suffisante pour que les deux droites, qui ont pour équations
ax -f- by -f- c = 0, a'x + b'y + c = 0,
ne soient pas parallèles est
ah' — ba' ^ 0.
II. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux droites, dont les équations sont
ax -f- by + c = 0, a'x + b'y +c' = 0,
soient parallèles et distinctes sont :
db' — ba'=zQ et ac' — ca' ^ 0
(en supposant a ^ 0) (*).
III. Les conditions nécessaires etsuffisantespourque les deux droites, dont les équations sont
ax -f- by + c = 0, a'x + b'y + c' = 0,
soient confondues sont
ab' — ba' = 0, ac' — ca' = 0, bc' —cb'=:Q
(dont une est toujours conséquence des deux autres), ou encore
En d'autres termes :
Pour que deux équations du premier degré représentent la même droite il faut et il suffit que leurs coefficients soient proportionnels.
(1) Dans cette discussion géométrique, il n'jr a pas lieu d'examiner le cas on
car, dans ce cas, les équations (1) et (î) ne représentent plus des droites.
(2) Si a et a' sont nuls, il faut que 6 et 1/ soient différents de zéro et la condition *c' — ear ^ 0 doit être remplacée par 6e7 — eb' ^ 0.
EXERCICES
CHAPITRE VI
78. Méthode de résolution par substitution. — Considérons d'abord un système de trois équations du premier degré k trois inconnues :
ax+by + cz = rf, (i) ; ax + b'y + cz = d' ,
Si a est différent de zéro, nous pouvons résoudre la première par rapport à x et, en portant la valeur de x dans les deux autres, nous obtenons le système
d — by — cz
(2) ja,d-%-f;+,,y + c,; = (f>
/ a„ d-by-cz c„z =
qui est équivalent au système (1); car on le déduit du système (1) en remplaçant la première équation par une équation équivalente (n° 55 et 56), la seconde équation par celle que l'on obtient en en retranchant la première multipliée par a! (n° 73, Th. /, Généralisation), et la troisième équation par celle que Ton obtient en en retranchant la première multipliée par a" . Pour résoudre le système (1), il suffit donc de résoudre le système (2). Or, dans le système (2), les deux dernières équations ne contiennent plus que deux inconnues, y et z; on aura donc les valeurs de ces inconnues en résolvant ce système; et, en portant leurs valeurs dans la première équation, on aura la valeur de x.
Exemple. — Soit à résoudre le système :
/ kx — 5y + 2z = 0, (i) 3* .+ 2y + 7z = 28,
En tirant x de la dernière équation et portant dans les autres, on a :
Les deux dernières équations simplifiées donuent :
( y + 6s = 20 , ( by + z = 13;
d'où on tire :
En portant ces valeurs de y et z dans la première équation du système (2), on a :
79. La méthode, que nous venons d'exposer pour les systèmes de trois équations à trois inconnues, s'étend, immédiatement, à un système de n équations à n inconnues et on peut énoncer la règle suivante :
Règle. — Pour résoudre un système de n équations du premier degré à n inconnues, on résoud Vunc des équations par rapport à l'une des inconnues et on porte sa valeur dans les autres équations. On obtient, ainsi, un système équivalent au système proposé (en vertu du Th. I, généralisé, n° 73), dans lequel (n — 1) équations ne contiennent plus que (n — 1) inconnues. On est, ainsi, ramené à résoudre un système de (n — 1) équations à (n — 1) inconnues qu'on traite comme le précédent ; ce qui conduit à résoudre un système de (n — 2) équations à (n — 2) inconnues; et ainsi de suite, de proche en proche. On arrivera, finalement, à une seule équation à une inconnue qui donnera la valeur de cette inconnue. En remontant, de proche en proche, les équations résolues par rapport aux autres inconnues et en y portant, successivement, les valeurs des inconnues déterminées, on aura les valeurs de toutes les autres inconnues.
Exemple. — Soit à résoudre le système de cinq équations à cinq inconnues :
/ x — y + z — t + ti = 0, L le — y + 3s = 1, (t) x + 3y — 2m = 0,
I Zx — 3y + t = 2, \ bs — 4* + 5k = 2.
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peut élre généralisée. Au lieu de tirer une inconnue x de Tune des équations, pour porter sa valeur dans les autres, on pourrait résoudre deux des équations par rapport à deux des inconnues et porter leurs valeurs, en fonction des autres inconnues, dans les équations restantes. Ainsi, dans un système de trois équations à trois inconnues a\ y et z, on pourrait tirer x et ;/ de deux des équations, en fonction de 2, et porter ces valeurs dans la troisième équation; on obtiendrait, ainsi, une équation à une inconnue z qui donnerait la valeur de cette inconnue.
Dune manière générale, lorsqu'on a n équations à n inconnues on peut, pour résoudre le système, résoudre p équations par rapport à p inconnues, en fonction des (n — p) autres inconnues. En portant les valeurs des p premières inconnues dans les (n — p) équations restantes, on obtiendra un système de (n — p) équations qui fournira les valeurs des (n — p) dernières inconnues. En portant les valeurs de ces (n — p) inconnues dans les expressions des p premières, on aura les valeurs des p premières. On ramène, ainsi, la résolution d'un système de n équations k la résolution de deux systèmes l'un de p, l'autre de (n — p) équations. Il y aura, par exemple, avantage à procéder ainsi lorsque p équations ne contiennent que p inconnues; car on aura, de suite, la valeur de ces p inconnues. La méthode ordinaire, que nous avons développée plus haut, est le cas dep = 1.
On pourrait, en particulier, prendre p = n — 1, c'est-à-dire résoudre (n — 1) équations par rapport à (n — I) inconnues. En portant ces valeurs dans la dernière, on aura une équation à une inconnue qui donnera la valeur de la wièmc inconnue.
Au fond, toutes ces méthodes sont équivalentes, car chacune ramène la résolution d'un système d'équations à des résolutions de systèmes d'un nombre moindre d'équations. En traitant ces systèmes comme le système proposé, et en continuant de la sorte, on est toujours ramené, en dernière analyse, à résoudre des équations à une inconnue. Mais, suivant la forme des systèmes proposés, il pourra y avoir avantage, au point de vue de la simplicité du calcul, à suivre plutôt une marche qu'une autre.
80. Méthode de Bézont. — La méthode de Bézout n'est autre chose qu'une généralisation de la méthode de résolution par réduction pour le cas de deux inconnues (n° 75). Reprenons, rapidement, cette méthode : soit
(M\ S ax + by = c, K } ' a'x + b'y=c',
un système de deux équations à deux inconnues. Pour avoir la valeur de x, on élimine y et, à cet effet, on multiplie les deux équations par des facteurs tels, qu'en ajoutant membre h membre, le coefficient de y soit nul. Dans ce cas simple ces facteurs sont faciles à trouver ; il suffit de multiplier la première par b' et la seconde par — b.
Considérons maintenant le système :
. ax -f- b\i + cz = di (2) ) a'x + b'y + c'z = d\ ( a'x + b,;y + c"z = d";
multiplions la première équation par X, la seconde par V, la troisième par X" et ajoutons, on obtient :
(Xa + XV + XV> + (X* + X'6' + X"6")y + (Xc + XV + X"c")z
= Xrf + X'd' + X"rf",
équation qui pourra, par exemple, remplacer la troisième équation, si X" est différent de zéro (n° 73, Th. I). Prenons X" = 1 et déterminons X et X' de façon que les coefficients de y et de z soient nuls, c'est-à-dire de façon que y et z soient éliminés ; X et X' sont alors les solutions du système
W (xc +XV + c" = 0,
de deux équations à deux inconnues. Ces valeurs de X et X' ainsi déterminées, on aura la valeur de x :
On voit ainsi que, pour trouver la valeur de a?, on est ramené à résoudre un système de deux équations à deux inconnues.
De même, pour avoir y, il faut éliminer x et z ; il faudra, alors, déterminer X et X' (en prenant toujours X" = 1) de façon que
(Xa + X'a' + a" = 0, w (Xc + XV +c" = 0,
À et X' étant donnés par ce système, on aura :
_Xd + Vd' + d" y~~ib+ X'6' + b'' '
On pourrait procéder de même pour z.
. En résumé, on voit que cette méthode ramène la résolution du système proposé à celle de trois systèmes de deux équations à deux inconnues. Lorsqu'on aura trouvé la valeur de x, il sera plus simple, pratiquement, de porter cette valeur dans les deux premières équations (2) et de résoudre le système, à deux inconnues y et z, ainsi obtenu.
Exemple. — Considérons le système :
kx — 5y + 2z = 0, ) 3* + 2y + 7z = 28, [ x— y + 2z = 5.
Multiplions la première équation par X, la seconde par X' et ajoutons à la troisième. Le système proposé est équivalent (n° 73) au système :
dx + 2y 4-7z = 28.
1* Choisissons d'abord X et X' de façon que :
ce qui donne :
et la dernière équation devient :
qui donne : x = i.
2" Choisissons ensuite X et X' de façon à éliminer x el z :
nous aurons :
A 22' ir
et la dernière équation devient :
qui donne : y = 2.
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A PLUS DE DEUX INCONNUES. 199 3" Éliminons, enfin, x et y et, pour cela, prenons X et X' de façon que :
d'où: X==_-JL, x==-.±.
la dernière équation s'écrit alors :
d'où z = 3.
81. La méthode de Bézout, que nous venons d'exposer, en détail, pour un système de trois équations à trois inconnues, s'applique, sans modification, à un système de n équations à n inconnues.
Soit, en effet,
(1) A, = 0, A2 = 0, . .. A ,__, =0, An = 0,
un système de n équations du premier degré à u inconnues.
Xp Xj, ... Xn_! étant (n — 1) facteurs numériques, nous savons que le système proposé (n° 73) est équivalent au système (2) suivant :
( X, A, + Xj Aâ + •■• + ^n-i A„_i + An = 0.
Or, si on peut choisir les facteurs X,, X„ ... Xn_t de façon que la dernière équation du système (2) ne contienne plus qu'une seule inconnue, cette équation donnera, de suite, la valeur de cette inconnue. Ceci est en général possible : car, en égalant à zéro, dans la dernière équation du système (2), les coefficients de toutes les inconnues, sauf une, on a, pour déterminer Xf,X2, ,.Xn_i, un système de (w — 1) équations du premier degré à (n — 1) inconnues. La méthode de Bézout ramène, ainsi, la détermination d'une inconnue à la résolution d'un système de {n — 1) équations à (n — 1) inconnues. Pour résoudre le système (1) on est donc ramené à résoudre des systèmes à (w — 1) inconnues. En appliquant à ces nouveaux systèmes la méthode de Bézout on sera ramené à résoudre des systèmes à (w — 2) inconnues, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'enfin on parvienne & des équations du premier degré à une inconnue.
Généralisation. — Cette méthode, comme la méthode de substitution, peut encore être appliquée d'une façon plus large. Au lieu
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d'éliminer (n — 1) inconnues entre les n équations, pour obtenir une seule équation à une inconnue, on peut éliminer un nombre moindre d'inconnues (n — jp), par exemple, pour obtenir un système ne contenant plus que p inconnues. Ainsi, soit un système de quatre équations du premier degré à quatre inconnues x, j/, z, / :
Ce système est équivalent au système
v ; \ C + XA+tiiB = 0, D + X'A+a,B = 0
(d'après le théorème /du n° 73). Or, dans les deux dernières équations, on pourra disposer des nombres X, \l et X', \l' de façon que ces équations ne contiennent plus les inconnues x et y. Pour cela, on écrira que les coefficients de x et y dans C + X A -f- \l B sont nuls et on aura, pour déterminer X et fx, deux équations du premier degré à deux inconnues. De la même façon, on déterminera X' et \l. On aura, ainsi, éliminé x et y» Les deux dernières équations du système (2) ne contiendront plus que les inconnues z et / et donneront les valeurs de ces inconnues. On portera les valeurs de z et / dans les deux premières équations qui donneront x et y. On aura, ainsi, résolu le système (1) en résolvant quatre systèmes d équations à deux inconnues.
Des procédés analogues pourront être employés pour des systèmes à un nombre quelconque d'inconnues. Considérons, par exemple, un système
de n équations du premier degré, à n inconnues. Ce système sera équivalent {Th. I, n° 73) au système suivant :
A| — - U, Aj — j-- Àj A| — U, ...» Au - j"~ An Aj ■ — Uy
où X„ X3, .... Xn sont n nombres arbitraires. On pourra, évidemment, déterminer X2, Xj,... Xnde façon que les dernières équations ne contiennent plus que (n — 1) inconnues, en égalant à zéro le coefficient d'une inconnue x dans chacune de ces équations. On aura, ainsi, éliminé une inconnue et on sera ramené à résoudre le système des (» — 1) dernières équations à (n — 1) inconnues, qu'on pourra traiter comme le précédent.
EXERCICES
66. Résoudre les systèmes suivants d'équations du premier degré à trois inconnues :
( 12a* + 7y = 109, ï 5y - 2s = 11, ' 3s + àx = 26;
( Sx -f- 4y + 2s = 47, î 5a: — 3y + 1z = 41, ( 7o? — 2y — 5s = 24 ;
r5 +Fo+9 =10'
ï fn>+ï =i3;
/ IOjt + 4y — 5s _ 4a: 4- 6y — 3s l 5 "" 9 '
J lOx -f 4y — 5s = 4x 4- 6y — 3s — 8, / IOjc + 4y — 5s 4a? -f 6?/ — 3s a? 4- y -f s 10 ^ 3 4
Résoudre les systèmes
f a1 -f* a*x + «y | 2 = 0, j A» + 6*j? + 6y + z = 0, ( c* 4- c** 4- ey 4- z = 0 ;
' Aar 4- cay 4- «As = 1 ;
xyz = fl(ys — zx — a?y) r= 6(sjc — ry — ys) = c{xy — ys — s.r)
(Todhunter).
68. Résoudre et discuter, suivant les diverses valeurs attribuées à X, pi et p, les systèmes suivants :
\X 4- y 4- as = lt j x 4- Xy 4- s = X, f * — y + s = 3;
v tu 4- * 4- y = p,
Résoudre les systèmes suivants
I 3jc — 2y = 6, 5y — 3z = 9, Az — 3* = 5, 20/ — 3a- = 8 ;
\ by - 2: = 4,
5x + 3* = Mt
* — *y + se = 5 ;
5* 4- 3y — 2z -f / = 9, \ 3x + 4y + 3s — 2f = 12, f 6x + fy — 4x + 3/ = 10, ' 2r + 5y — s + 4/ = 25 ;
^ ax -f m(y + : + «) = *,
by + m(x + x + «j = /,
cz 4- m(« 4- x + y) = p,
dw 4- »»(•* 4- y 4- s) = 7.
70. Résoudre et discuter, suivant les diverses valeurs de X, le système :
x + Xy 4- * = 21, S x 4- * 4- X* = 0,
/ft + l)* + ^+ * = *i
CHAPITRE VII
82. Résoudre un problème, c'est trouver certaines quantités appelées inconnues, connaissant certaines relations entre ces quantités et d'autres quantités connues qu'on appelle les données du problème. Pour résoudre un problème par l'algèbre, on désigne l'inconnue ou les inconnues par des lettres (en général #, y, z, t ...) et on traduit algébriquement les relations qui existent entre les données et les inconnues. On est, ainsi, conduit à résoudre un certain nombre d'équations qui fournissent les valeurs des inconnues. On dit qu'un problème est du premier degré si sa résolution n'exige que la résolution d'équations du premier degré. Le problème est dit du second degré si sa résolution se ramène à la résolution d'une équation du second degré. D'une manière générale, un problème est dit du rtf*ma degré si sa résolution se ramène à celle d'une équation de degré n.
La solution de questions arithmétiques nous a déjà fourni des exemples de ce genre. Ainsi, reprenons le problème suivant (*) :
On sait que 25 litres de vin coûtent 32fr,25 ; on demande combien coûteront 37 litres du même vin.
Ici, les données sont : 25 litres et leur prix 32,r,25 ; d'autre part, 37 litres dont l'inconnue est le prix. La relation entre les données et l'inconnue x n'est pas donnée explicitement, mais on suppose implicitement que, suivant les conventions habituelles, il y a proportionnalité entre le prix et le nombre îles litres de vin. On a, alors, la relation
ce qui n'est autre chose qu'une équation du premier degré à une inconnue qui donne :
De même, dans ce qui précède, nous avons déjà, plusieurs fois, donné des exemples de résolutions de problèmes par l'algèbre. Dans les nM 24 et 25, nous avons traité tous les problèmes simples, relatifs au mouvement uni- Ci) Voir Leçons d'arithmétique de M. Tannery, page 337, n* 372.
forme; dans les nM7t et 77 nous avons résolu les problèmes suivants : « trouver le point d'intersection d'une droite avec Taxe ox » et « trouver le point d'intersection de deux droites quelconques ».
Traitons, d'abord, quelques exemples simples.
Exemple I. — Trouver la longueur de V arête d'un cube sachant que la somme des longueurs de toutes ses arêtes est égale à la somme des longueurs des arêtes d'un parallélépipède dont les dimensions sont a, b, etc.
Soi ta: la longueur inconnue de F are le du cube. Le cube a 12 arêtes égales à x et le parallélépipède a 4 arêtes égales à a, 4 arêtes égales à 6 et 4 arêtes égales à c. On doit donc avoir
12a? = 4a + 46 -f 4c, d'où Ton tire :
Exemple II. — Trouver un nombre sachant que si on le multiplie par 2 et que du résultat on retranche 3, on obtient le même résultat que si on avait divisé ce nombre par 5 et qu'au résultat on eût ajouté 3 fois ce nombre augmenté de 2.
Soit x\e nombre cherché. De l'énoncé même il résulte qu'on doit avoir :
Ce qui donne, en résolvant cette équation,
Exemple III. — Trouver le millésime d'une année sachant que ce nombre a 4 chiffres et que :
\° La somme des chiffres est 23 ;
2* La somme du chiffre des mille et du chiffre des centaines est égale au chiffre des dizaines ;
3* Le chiffre des centaines est égal au doidrte de l'excès du chiffre des dizaines sur le chiffre des unités ;
4° Le double du chiffre des dizaines est égal à 3 fois la somme du chiffre des mille et du chiffre des unités.
Soit x le chiffre des mille, y celui des centaines, z celui des dizaines et t celui des unités. Les quatre parties de l'énoncé nous donnent les quatre équations suivantes :
En résolvant ce système, on trouve :
Le millésime cherché est donc 1895.
83. Discassions. — Un grand nombre de problèmes n'ont des solutions que si les inconnues satisfont certaines conditions restrictives qui tiennent à la nature même du problème. Or, lorsqu'on traduit algébriquement l'énoncé, de façon à obtenir les équations du problème, on ne tient pas compte de ces conditions, de telle façon que les solutions des équations pourront fort bien ne pas convenir au problème. Ainsi, dans Y Exemple III précédent, il fallait, évidemment, que les nombres trouvés, pour les quatre inconnues, x, ?/, zet/, soient positifs ou nuls, entiers et plus petits que 10. Si la résolution des équations avait fourni, pour x, y, z et t, des valeurs plus grandes que 10, fractionnaires ou négatives, le problème proposé n'aurait pas eu de solution, quoique le système des équations, auquel il conduit, en ait une.
Si les données du problème sont numériques, il n'y aura qu'à vérifier si les solutions du système d'équations, auquel conduit le problème, satisfont bien les conditions restrictives de l'énoncé. Si elles ne les satisfont pas, on pourra affirmer que le problème proposé n'a pas de solution.
Exemple IV. — Une personne possède 10 pièces d'argent, les une* de 5 francs et les antres de 2 francs, formant une somme totale de 40 francs. On demande combien elle a de pièces de 5 francs et combien de pièces de 2 francs.
Soit x le nombre des pièces de 5 francs et y le nombre des pièces de 2 francs. Il y a en tout 10 pièces, donc :
Les x pièces de 5 francs valent 5a? francs et les y pièces de 2 francs valent 2y francs, on doit donc avoir :
En résolvant le système des deux équations (1) et (2) on trouve :
* = T' y=zT
Or, d'après sa nature môme, le problème doit avoir pour solution un système de deux nombres entiers, vérifiant les équations (1) et (2) : puisque les nombres qui vérifient ces équations sont fractionnaires, le problème rCa pas de solution.
Lorsqu'au contraire les données du problème sont représentées par des lettres, en exprimant que les solutions des équations satisfont les conditions restrictives, on trouvera certaines conditions que devront satisfaire les données pour que le problème soit
possible. C'est la recherche de ces conditions qu'on nomme la discussion du problème.
Ainsi, discuter un problème c'est trouver les conditions que doivent satisfaire les données pour que le problème soit possible.
Exemple V. — Dans une course de 3 chevaux A, B, C :
on rend a fois la mise si le cheval A a)rive premier
On demande quelles sont les mises qu'un joueur doit placer sur les 3 chevaux pour gagner, certainement, une somme s.
Soit x la mise sur le cheval A, y la mise sur le cheval B, z la mise sur C. Dans tous les cas, la somme que touche le joueur, après la course, doit être égale à sa mise totale x + y + z, augmentée de la somme s, qu'il veut gagner. Or, si A arrive premier, il touche a fois sa mise, c'est-à-dire ax; si B arrive, il touche by ; et si C arrive, il touche cz. On doit donc avoir, pour les trois cas :
.ax = s + x + y + z,
■ by = s + x + y + z,
( cz =zs + x + y + z.
En résolvant ce système de trois équations à trois inconnues on trouve :
en posant :
Discussion. — Pour que le problème soit possible il faut et il suffit que les valeurs trouvées pour or, y et z soient positives. Or, a, b, c, s étant des nombres positifs, il faut, pour cela, et il suffit, que 1 — m soit positif, c'està-dire que Ton ait :
ou
« + b * c< îm
Donc le problème proposé n'est possible que si la somme des inverses des cotes a, b, c des chevaux est plus petite que 1.
Exemple VI. — Calculer les longueurs des côtés d'un triangle isocèle connaissant son périmètre 2p et la hauteur h relative à la base.
Soit x la longueur commune des côtés égaux AB et AC (t\g. 24), y la longueur de la base. Le périmètre est, évidemment, 2a? + !/• On a donc, d'abord,
2x + y = 2jp (1).
Soit AD la hauteur relative à la base. Dans le triangle rectangle ABD on a :
c'est-à-dire
AB2 = AD2 + BD
Tirons y de l'équation (1) :
en portant dans l'équation (2), on trouve :
ou
ce qui donne :
0 = A* + p* — 2px;
hfi_±j£
et, par suite,
_ps
Discussion. — Pour que le problème admette une solulion, il faut que les valeurs trouvées, pour a? et y, soient positives, et, qu'avec ces longueurs, ou puisse construire un triangle isocèle, c'est-à-dire que la longueur y de la base soit plus petite que la somme 2x des autres côtés.
Or, la valeur trouvée pour x est, manifestement, positive. Pour que la valeur de y soit positive il faut que
p* > h* ou p > h.
Enfin, il faut encore que l'on ait :
y <%c c'est-à-dire
p2 — ft» ^ pM-A*
ce qui a toujours lieu.
La seule condition de possibilité du problème est donc :
Le demi-périmètre doit être plus grand que la hauteur.
84. Interprétation des solutions négatives. — Il arrive, fréquemment, que, dans un problème, plusieurs hypothèses sont
possibles sur la forme du résultat, parce que l'inconnue est une grandeur susceptible d'être comptée dans deux sens opposés. En général, on peut, en faisant une convention sur le signe de Tinconnue, établir cependant un système d'équations qui convienne à tous les cas. Nous avons vu des exemples de cette nature dans les problèmes du mouvement uniforme et, en convenant de considérer le temps comme positif ou négatif, suivant qu'il est passé au futur, et les distances comme positives ou négatives, suivant qu'elles étaient portées dans un sens ou dans le sens opposé, nous sommes parvenus aune formule unique (n° 25) qui convenait à tous les cas.
Exemple VIL — Un joueur entre au jeu avec une mise de 100 francs; il joue deux coups, et on demande quelle est la somme qu'il a gagnée ou perdue sachant qu'au premier coup il a gagné le double de ce qui lui reste à la fin du second coup et qu'au second coup il a perdu 1 50 francs.
Soit x le nombre de francs gagnés ou perdus, x désignant un nombre positif s'il y a gain et un nombre négatif s'il y a perte (voir n° 26).
Dans les deux cas, il lui reste à la fin de la partie 100 -f x francs. Au premier coup il gagne 2 (100 + x) francs, il possède donc 100 + 2(1 00 + x) fr. Au second coup il perd 150 francs; il lui reste donc 100 + 2(1 00 + x) — 150 fr.; somme qui doit être égale à 100 + x. Ce qui donne, dans tous les cas, Téquation :
d'où on tire :
Le résultat est négatif. Le joueur a donc perdu 50 francs.
Dans des problèmes de cette nature, lorsque les données sont littérales, discuter le problème ce sera, non seulement rechercher les conditions que doivent satisfaire les données pour que le problème soit possible, mais encore examiner, suivant les diverses valeurs que peuvent prendre ces données, la forme qu'afTecte le résultat. Nous allons étudier, comme exemple de ce genre de discussions, le problème classique des courriers.
Exemple VIN. — Deux courriers marchent, d'un mouvement uniforme, avec des vitesses v et v', sur une même route, dans le sens de A vers B (fig. 25). On sait que le second courrier a passé au point B h heures après le passage du premier courrier au point A. On demande en quel point de la route les deux courriers se sont rencontrés. La distance AB est égale à d.
Soit M Je point de rencontre des deux courriers.
Le point M peut occuper trois positions sur la route, fl peut élre avant le point A, entre A et B ou au delà du point B. Prenons comme sens
positif, sur la route, le sens de A vers B, et désignons par x le segment
AM. Choisissons, comme origine du temps, l'instant du passage du premier courrier en A et soit t l'instant où a eu lieu la rencontre, t désignant un nombre positif ou négatif, suivant que cet instant suit ou précède le passage
A MB
Fig. 25.
du premier courrier en A. De la façon dont nous avons choisi le sens
positif, on a
AB = d > 0
et les vitesses v et v' des deux courriers sont positives.
Le premier courrier est, à l'instant t = 0, au point x = 0, il a une vitesse v; l'équation de son mouvement est donc (n° 25) :
(1) x=vt.
Le second courrier est, à l'instant t = h (> 0), au point x = d; l'équation de son mouvement est donc :
Ou aura l'abcisse x du point de rencontre et l'instant t de cette rencontre en résolvant les deux équations (1) et (2) qui sont valables pour tous les cas, à cause de la généralité (n° 25) des équations du mouvement uniforme. Éliminons t entre les équations (1) et (2) et nous aurons, pour déterminer x :
(3) {v — v')x = v(d — hv').
Discussion. — Si v est différent de v', cette équation donne, pour .r, toujours une valeur
__ y(d — hv')
qui est toujours acceptable (qu'elle soit positive ou négative). Il reste à étudier quelle position occupe Je point de rencontre M suivant les diverses valeurs des données v, v'f h et d. Nous distinguerons, à cet effet, deux cas :
i* Soit v > v'. — Le dénominateur de x est alors positif et le signe de x est celui de d — hv'.
Si d < /«?' a? est négatif, le point M est avant le point A.
Si d > hv\ x est positif, le point M est au delà du point A; mais il faut encore reconnaître s'il est avant ou après le point B. Pour que le point M soit avant le point B il faut que x soit plus petit que d, il faut donc avoir
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ou, comme o — v' > 0,
t>(d — hv')<d(v — r'),
ce qui donne :
d < /ir.
Cette condition n'est pas incompatible avec la condition
d > hv',
car, v étant plus grand que v', hv est aussi plus grand que hv' et d peut être compris entre les deux.
Enfin, si
d > /iv,
la valeur de x est plus grande que d et le point M est au delà du point B.
2° v < v'. — Le dénominateur de x est négatif, x est du signe contraire à celui de d — hv'. En suivant la môme marche que précédemment, on arrive aux conclusions suivantes :
Si d > hv', on a : x < 0, le point M est avant À;
Si hv < d < hv'y on a : 0 < x < d, le point M est entre A et B;
Si d < hv, on a : x > d, le point M est au delà de B.
3° Cas de v = v'. — Nous avons supposé jusqu'ici v *£ v'. Si v est qrai à v1, l'équation (3) se réduit à
Q=zv(d — hv')
et on voit que, si d est différent de hv' (ou hv), l'égalité est impossible. Le problème, dans ce cas, n'a pas de solution; les deux courriers ne se rencontrent pas. Si d est égal à hv' et à hv l'équation (3) devient une identité; le problème est indéterminé. Les deux courriers, dans ce cas, marchent ensemble.
Ces derniers résultats s'expliquent aisément. Puisque v = v',les deux courriers ont la même vitesse. Si donc, à un instant quelconque, ils sont à une certaine distance l'un de l'autre, ils resteront indéfiniment à la même distance et, par suite, ne se rencontreront jamais. Mais si, au contraire, à un certain moment, les deux courriers sont ensemble, ils resteront indéfiniment ensemble. On pourrait, aisément, expliquer d'une façon analogue les résultats de la discussion des deux premiers cas.
On peut réunir tous les résultats en un seul tableau :
' d < Ai/, x < 0, M est avant A.
v > t/ | hv' < d < Ae, 0 < x < d, H est entre A et B.
F d > At\ x > r/, M est au delà de B.
/ d > hv\ x < 0, M est avant A.
v < v' ) hv' > d > Aj\ 0 < x < d, M est entre A et B.
I '/ < At\ *><1, M est au delà de B.
i \ d *£ A»', H n'y a pas rencontre.
t d = A»7 = Ar, Les deux courriers marchent ensemble.
Remarque. — Dans l'exemple précédent, l'énoncé ne comportait qu'une seule inconnue x. Cependant, pour mettre le problème en
équations, nous avons pris deux inconnues x et /. La seconde inconnue / ne nous a servi que comme intermédiaire de calcul, aussi, n'avons-nous pas calculé sa valeur que nous n'avions pas besoin de connaître. On aurait pu, évidemment, former immédiatement une seule équation ne contenant que la seule inconnue x, mais cela eût été moins commode et, au fond, on aurait eu à faire les mêmes calculs, en écrivant que les deux courriers passent au même instant / au point M. L'inconnue t est ce qu'on appelle une inconnue auxiliaire. Dans beaucoup de problèmes il est commode d'introduire, ainsi, des inconnues auxiliaires, dans le calcul, inconnues dont il est inutile de calculer la valeur.
85. Lorsque, dans un problème qui, d'après son énoncé même, n'admet que des solutions positives pour les inconnues, on trouve, pour ces inconnues, des valeurs négatives, on est conduit à en conclure que le problème, tel quil a été posé, n'a pas de solution. Cependant, dans bien des cas, on peut substituer, à l'énoncé donné, un énoncé plus général dans lequel l'inconnue est susceptible d'être comptée dans deux sens différents et pour lequel, par suite, une solution négative a un sens. Le problème proposé n'est, alors, qu'un cas particulier de ce problème plus général. Trouver cette généralisation de l'énoncé c'est ce qu'on appelle interpréter la solution négative.
Exemple IX. — Un père a 50 ans, son fils en a 30. Dans combien d'années ?*\ge du père sera-l-il double de Vâgc du fils ? Soit a? le nombre d'années inconnu. On devra avoir évidemment
50 + a = 2(30 + x); on en tire
Discussion. — On trouve pour x une valeur négative. Or, le problème, tel qu'il a été posé, ne comporte qu'une solution positive : il n'a donc pas de solution. Cependant, modifions l'énoncé de la façon suivante : « TJnpère a 50 ans, son fils en a 30. A quelle époque l'âge du père est-il double de l'dge du fils? » Dans ce nouvel énoncé on ne précise plus que l'époque cherchée est postérieure à l'instant actuel. Soit alors or le nombre d'années qui sépare l'instant actuel de l'instant cherché, x étant positif ou négatif, suivant que cet instant suit ou précède l'instant actuel. On aura, encore,
50 + a; = 2(30 + *) et # = — 10;
mais ici la solution négative a un sens, elle indique que l'instant cherché précède de 10 années l'instant actuel. 11 y a bien une époque à laquelle l'Age
212 ALUKBRË ÉLÉMENTAIRE.
du père est double de l'Age du fils, mais cette époque est antérieure à J'époque actuelle.
Exemple X. — Deux trains, allant de Lyon à Marseille, sont partis de Lyon, le premier à 9 h. 1/2 du malin et le second à 10 heures. Le premier train marche à raison de 50 kilomètres à l'heure et le second à raison de 45 kilomètres à l'heure; on demande à quelle distance de Lyon ils ne rencontreront.
Soit x celte dislance, évaluée en kilomètres; on devra avoir :
x _ i x ÏÔ~~2 ~*~45'
en écrivant que le premier train met une demi-heure de plus que le secoml à aller de Lyon au point de rencontre. On tire de là :
Discussion. — La solution étant négative, le problème proposé n'a pas de solution. Mais modifions l'énoncé de Ja façon suivante : « Deux trains, allant dans la direction de Lyon vers Marseille, ont passe" à Lyon, le premier à 9 h. 1/2... elc... » Ce nouvel énoncé n'indique plus que la rencontre devra avoir lieu nécessairement après Lyon et, cette fois, cette rencontre pourrait avoir lieu avant Lyon. Soit alors a? la distance du point de rencontre comptée positivement après Lyon et négativement avant. Les équations des mouvements des deux trains sont, en prenant 9 h. 1/2 du matin comme origine du temps et en désignant par t le temps en heures :
' x = mt,
En égalant les deux valeurs de t on a, pour déterminer x, la même équation que précédemment :
ap I , x t
d'où
Ici la solution négative a un sens; la rencontre avait eu lieu 225 kilomètres avant Lyon.
Ces deux exemples suffisent à faire voir comment il faut procéder pour interpréter une solution négative. D'une manière générale, lorsque la résolution d'un problème conduit aune solution négative et que l'inconnue est susceptible d'être comptée dans un sens différent de celui dans lequel elle est comptée dans l'énoncé, on peut souvent interpréter cette solution négative. Pour cela, on généralise Ténoncé de façon que l'inconnue puisse être comptée dans deux sens différents. Si l'interprétation est possible, on devra, en faisant
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une convention sur le signe de l'inconnue, pouvoir établir une équation unique, s'appliquant à tous les cas de renoncé généralisé. Cette équation devra être identique à l'équation fournie par l'énoncé particulier proposé.
Remarque I. — On voit que, chaque fois que la solution négative s'interprète, elle indique que l'inconnue doit être comptée dans un sens différent de celui de l'énoncé. Mais il faudrait bien se garder de croire que toutes les solutions négatives sont susceptibles d'interprétation et admettre, sans justification, qu'une solution négative fournit une solution du problème obtenu en changeant le sens de l'inconnue.
Remarque II. — Pour interpréter les solutions négatives, on peut encore procéder de la façon suivante : Au lieu de généraliser l'énoncé, on le modifie en changeant le sens dans lequel on compte l'inconnue. On met le nouveau problème en équation. Toute solution positive de cette nouvelle équation donne une solution comptée dans le nouveau sens. Par suite, si les solutions négatives de l'équation proposée s'interprètent, c'est-à-dire fournissent une solution dans laquelle le sens de l'inconnue est changé, la nouvelle équation devra admettre, comme solutions positives, toutes les valeurs absolues des solutions négatives de la première équation et, d'ailleurs, par réciprocité, comme solutions négatives, les solutions positives, changées de signe, de la première équation. Donc, pour que les solutions négatives s'interprètent, il faut et il suffit que la nouvelle équation se déduise de la première en changeant x en — x. Cette règle est connue sous le nom de Règle de Descartes.
86. Dans ce qui précède nous avons donné des exemples où, plusieurs hypothèses différentes étant possibles sur la forme de la solution, on pouvait trouver une équation unique, bonne pour tous les cas. Ceci n'aura pas toujours lieu, et nous allons montrer, par des exemples, qu'il peut arriver que chaque cas donne lieu à une équation différente. Il faudra, alors, examiner chaque cas isolément.
Exemple XI. — Soit AB un diamètre d'un cercle. Trouver sur la droite indéfinie AB un point M tel que, si, de ce point, on mène la tangente MT au cercle, la somme des deux longueurs MA el MT soit égale à une longueur donnée a f/ïflr- 26).
Le point cherché peut avoir deux positions différentes sur AB. Il peut élre en M, à gauche de A, ou en M', à droite de B.
Premier cas. — Soit 0 le centre du cercle et R son rayon. Dans le triangle rectangle MTO on a :
MT = VW — OT1 .
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Soit x la distance MA. On a :
MO = R -h x
et, par suite,
MT = \/(R -f »)» — R*.
x est donc racine de l'équation irrationnelle
Pour résoudre, isolons le radical :
\ (R + a?)8 — Rf = a — x ce qui donne, en élevant au carré et simplifiant :
d'où
2Rj? es a8 — 2axy
FlO. 26.
Discussion. — Comme nous avons élevé l'équation (1) au carré, il faut encore vérifier si cette valeur de x satisfait l'équation (i) et non l'équation obtenue en changeant le signe du radical (Voir n° 61). Pour cela, il suffit que a — x soit positif, c'est-à-dire que x soit plus petit que a, ce qui a lieu. D'ailleurs, la valeur trouvée pour x étant positive, la solution est acceptable.
Deuxième cas. — Supposons le point en M', a droite de B; prenons toujours pour inconnue la distance AM; = x. On a, encore, dans le triangle OM'T'
or = y/ow* — or* .
Or, ici,
OM' = x — R
et l'équation qui donne x est :
ou :
Cette nouvelle équation est tout à fait distincte de l'équation (i),car lorsqu'on y change x en — x on ne retrouve pas l'équation (l)»ce tp" devrait, évidemment, avoir lieu si l'équation (1) pouvait servir pour les deux cas, à condition de considérer x comme négatif lorsqu'il est compte
dans le sens de A vers B. En élevant au carré l'équation (2) et résolvant, on trouve, en supposant R différent de a :
Discussion. — Il faut, d'abord, que la valeur trouvée pour x satisfasse bien l'équation (2), ce qui exige que celle valeur soit plus petite que a, c'est-à-dire que
Si a est plus petit que R cette inégalité est vérifiée, car le premier membre est négatif et le second positif.
Si a est plus grand que R on peut multiplier par a — R qui est positif et on doit avoir
a* < 2a8 — 2aR,
I*a valeur de x ne vérifie donc l'équation (2) que si
a < R ou a > 2R.
Mais il faut, en outre, pour que la solution ait un sens, que cette valeur de x soit positive, ce qui donne :
Il en résulte que le seul cas où il y a une solution de la seconde forme est celui où a est plus grand que 2R.
Le problème admet donc toujours une solution M et la solution M' n'existe que quand a > 2R.
Exemple XII. — Étant donnés deux points Ac/B sur une droite indéfinie,
MA
trouver, sur cette droite, un point M tel que le rapport jttk ««'* m»« valeur
donnée k (positive).
Le point M peut occuper sur la droite AB trois positions différentes : il
Fio. 27.
peut être entre A et B, à l'extérieur de AB, du côté de A, ou à l'extérieur de AB, du côté de B.
Premier cas. — Supposons le point M entre A et B (fi g. 27). Désignons par a la dislance AB et soit x la distance AM. On doit avoir
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d'où :
Celte valeur est acceptable car elle est positive et plus petite que a.
Second cas. — Supposons le point M à l'extérieur du segment AH (fig. 28). Prenons, alors, comme sens positif sur la droite AB le sens de A
Fig. 28.
vers B et désignons par x Je segment AM; on aura toujours, en grandeur el en signe,
BM = ÂM — ÂB = a? — a,
quelle que soit la position du point M sur AB.
Or, lorsque le point M est à l'extérieur de AB, les deux segments AM et BM sont de même sens et on a, pour les deux cas :
MA_ £S _ x
MH "~ BM ~~ # — a Donc l'équation qui donne x est
x — a pour les deux cas. On en tire, en supposant k différent de 1 :
ka
Discussion. — Lorsque A* est plus petit que 1, la valeur trouvée pour x est négative, ce qui indique que le point M est du côté de A. Lorsque k est plus grand que 1, x est positif. Mais, pour que cette valeur
soit acceptable, il faut qu'elle soit plus grande que a, ce qui a lieu, car .__:
est plus grand que 1.
En résumé, il existe toujours deux points répondant à la question, l'un situé entre A et B, l'autre si lue à l'extérieur de AB, du côté de A ou du côté de B, suivant que k est plus petit ou plus grand que 1.
Dans le cas particulier de k = 1, il n'y a plus qu'une solution : la première. *
Si on fait tendre k vers i la seconde solution croit indéfiniment; on peut donc dire que, quand k tend vers 1 , le point extérieur s'éloigne indéfiniment.
EXERCICES
73. Les rois d'une dynastie ne portèrent que 9 noms différents. Le premier nom fut porté par le tiers des rois; le second nom par le quart; le troisième par lf huitième; le quatrième par le douzième tïes rois. Enfin, les cinq autres noms w furent portés chacun que par un roi. De combien de rois se composait la dynastie?
(TODHCNTER).
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74. Quels sont les points Ou cadran d'une montre où se font les rencontres des deux aiguilles?
75. Une montre avance de 3 minutes en 2 A heures. On Ta mise à l'heure le l#r avril à midi. Quelle heure sera-t-il le 3 avril lorsqu'elle marquera 9 heures du matin?
76. Trouver deux nombres entiers consécutifs sachant que la différence de leurs carrés est 15.
Déterminer X, ji et p de façon que
x* -f 4ax» + 6Xtf* -f 4|jl.v 4- p
soit divisible par
80. Trois joueurs A, B, C conviennent, en se mettant au jeu, que le perdant doublera lavoir des deux autres. Ils font trois parties. À, perd la première partie, B la seconde et C la troisième. Après quoi, les avoirs des trois joueurs ont pour valeur commune a. Calculer ce que chaque joueur avait en entrant au jeu.
81. Inscrire dans un rectangle dont les dimensions sont a et b {a > b) un autre rectangle dont les côtés sont entre eux dans le rapport de m à n (m > »). — Discuter.
On donne la suite
a 4- b 4- c, ap -f bq 4- cr, ap* 4- bq* + cr*, «p* 4- bq* 4- ci"', etc. ...
et Ton demande de trouver trois nombres x, y, z tels que chaque terme de cette suite s'obtienne en multipliant le précédent par r, l'antéprécédent par y et celui qui précède de trois rangs par z, et en ajoutant les résultats.
(J. Bkrtrand).
84. x et y étant deux nombres quelconques, on calcule deux autres nombres x' et y' par les formules :
x1 = ax 4- by 4- c, y' = a'x 4- b'y 4- c' .
On calcule ensuite deux nombres x" et y" qui se déduisent de x' et y* de la même façon que ceux-ci se déduisent de x et y :
xm = ax* 4- by' 4- c, y" = a'x' 4- b'y' 4- C.
On demande de déterminer a', b', c' de façon que l'on ait toujours
quels que soient les nombres x et y.
[Baccalauréat y Rennes).
85. Dans un triangle ABC on donne le côté BC = a et la hauteur h issue du sommet A. Calculer les dimensions d'un rectangle inscrit, de périmètre 2p, dont un côté repose sur BC. — Discuter.
86. Étant données les bases a, b et la hauteur h d'un trapèze, calculer la hauteur du triangle qui a pour sommets le point de concours des côtés non parallèles et les sommets de la grande base. — Discuter.
87. Un train T, dont la vitesse est v, part après un autre train T', dont la vitesse est \ v; et le retard est calculé de manière qu'ils arrivent en même temps à destination.
Le train T' est obligé de ralentir de moitié sa vitesse, après avoir fait les - de la
course. Il y a rencontre des trains a lieues avant le point d'arrivée. Trouver la longueur x du trajet.
(J. Bertrand).
88 Deux triangles ABC, A'B'C ont leurs bases b et br sur une même droite. Leurs hauteurs sont, respectivement, h et h'. On demande à quelle distance de la base il faut mener une parallèle à cette ligne pour que les deux parties de cette parallèle, interceptées dans les deux triangles, soient égales. — Discuter.
(Bezodis).
89. Une sphère est posée sur un plan horizontal. Sur le même plan repose un cône droit dont la hauteur est égale au diamètre de la sphère. On demande de couper les deux corps par un plan horizontal de telle sorte que les sections soient entre elles comme deux nombres donnés. — Discuter.
(Concours général).
90. n pierres sont rangées en ligne droite à d mètres de distance les unes des autres. Déterminer sur cette droite un point M tel qu'on ait k fois plus de chemin à faire pour transporter, successivement, chaque pierre au point M que pour les transporter à la place occupée par la première d'entre elles. On supposera, dans les deux cas, qu'on parte de la première pierre. — Discuter.
On fera, d'abord, le problème en prenant pour n une valeur numérique, par exemple n = 5, puis on abordera le cas général.
(J. Bertrand).
91. Étant données deux droites concourantes ox et oy et un point P dans l'angle xoy, mener par le point P une sécante MPN, qui coupe ox en M et oy en N, telle que l'on ait la relation :
CHAPITRE PREMIER
87. D'après sa définition même (Voir n° 55), une équation du second degré, à une inconnue x, est une équation telle, qu'en faisant passer tous les termes dans un membre, elle prenne, toutes réductions faites, la forme :
ax* + bx + c = 0 (1),
où a est différent de zéro. Pour résoudre cette équation, nous ferons subir à son premier membre quelques transformations. Mettons a en facteur, elle s'écrit :
Dans la quantité entre crochets, on peut considérer les deux termes .t1 et - x comme les deux premiers termes du développement du
t lia
carré de x + — - , car ce carré est x* 4- - x -f- ■— . Si donc on ajoute
et on retranche, dans le crochet, — , on met 1 équation sous la forme :
ou
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Nous sommes, alors, amené à distinguer trois cas.
61 — hac 1° Supposons b* — kac positif. On peut considérer — — —
\b* — bac
comme le carré de - -, \ bx — bac désignant la racine carrée
arithmétique de b* — 4ac. L équation (2) s'écrit, alors :
ou, enfin, puisque la quantité entre crochets est une différence de carrés,
Or, a étant différent de zéro, pour que le premier membre soit nul, il faut et il suffit que l'un des deux crochets soit nul. Il faut donc que Ton ait : ou bien
c'est-à-dire
6 + VF=^
ou bien
6 yJW — kac X + Ta+—la—=°>
c'est-à-dire
Donc, dans ce cas, Y équation du second degré (1) « deuor racines , et «feux seulement, données par les formules (3) et (4).
2° Supposons 6* — 4ac nul. L'équation (2) prend alors la forme simple :
HÊSOLUTION DUNE ÉQUATION DU SECUSD HEURE.. 2-21
Pour que le premier membre de l'équation soit nul, il faut et il suffit que
ou que : .r = — - (o).
L'équation n'a qu'une racine et une seule. Cependant, il faut remarquer que, dans ce cas particulier, le raisonnement que nous avons fait, dans le cas précédent, pourrait encore s'appliquer; les formules (3) et (4) donnent encore les racines, mais les valeurs qu'elles fournissent sont égales. Pour rappeler ce fait, on dit que, lorsque b* — Aac =. 0, les deux racines de Véquation du second degré sont égales, ou encore que V équation a une racine double.
11 faut remarquer, d'ailleurs, qu'en changeant au besoin les signes des deux membres de l'équation (1), on peut toujours supposer a >> 0 et, alors, le premier membre de l'équation s'écrit, lorsque» I,* _ iac = 0,
Le premier membre de l'équation est donc un carré parfait ('). 3° Supposons b* — kac négatif. L'équation (2) s'écrit :
La quantité entre crochets est la somme de deux quantités, l'une
positive ou nulle (x -f- 5- ) » l'autre toujours positive — — — : elle
est donc toujours positive et jamais nulle. L'équation, dans ce cas, n'a pas de solutions.
Remarque I. — La quantité b% — bac qui, comme nous venons de le voir, joue un rôle important, est ce qu'on appelle le discriminant de l'équation du second degré. Les résultats précédents se résument de la façon suivante :
1° Lorsque le discriminant est positif, l'équation du second degré
(1) On dit qu'un polynôme, entier enx, est carré parfait lorsqu'il est le carré d'un autre polynôme, entier en x.
a deux racines données par la formule
— b± yjb' — kac ...
* = Ta (b)'
où on prend successivement le signe (+) et le signe (— ) devant le
radical.
2° Lorsque le discriminant est nul, l'équation a une seule racine
(double) qui est
3° Lorsque le discriminant est négatif, l'équation nya pas de
racines.
Remarque II. — Il y a des cas particuliers où la formule de résolution (6) affecte une forme plus simple. Prenons l'équation
x* + px -f- 9 = 0.
Ceci revient à supposer : a = 1 , b — p, r — 7 ; et la formule (6) devient :
*=-Wï-«
IT
Supposons, en second lieu, que b soit un nombre entier pair, soit 6 = 2ft\ on pourra diviser les deux termes de la fraction (6) par 2 et on aura :
— b' ai >/b7
ac
Exemple I. — Soit à résoudre l'équation :
2 (.r* + x + i) = ox + x\
Elle s'écrit, en faisant passer tous les termes dans le premier membre et toutes réductions faites :
Le discriminant est 9 — 8 = 4, positif. L'équation a deux racines, données par les formules (3) et (4) :
Exemple II. — Soit à résoudre
Le discriminant est \ — 4 = —3, négatif. L'équation n'a pas de racines. Exemple III. — Soit l'équation
c* + kx
Le discriminant est 16 — 16 = 0 ; l'équation a une seule racine double
D'ailleurs, le premier membre est un carré parfait car l'équation s'écrit :
88 ('). Cas de a = 0, b ^ 0. — Dans la résolution précédente de l'équation générale du second degré
ax*+bx + c=Q (1),
nous avons suppose, essentiellement, a différent de zéro. Si a était nul, l'équation ne serait plus du second degré, elle se réduirait à l'équation du premier degré
bx -f- c z= 0,
qui a une racine x = -, si b est différent de zéro. On en conclut
que, si on fait varier le coefficient a dans l'équation (1), le coefficients
restant différent de zéro, il y a une des deux racines de l'équation
qui disparait, lorsque a prend la valeur zéro. On est conduit à se
demander comment cette racine disparaît. C'est ce que nous allons
rechercher. Remarquons, d'abord, que, b restant différent de zéro,
lorsque a a une valeur très petite, kac a aussi une valeur très petite
et qu'on peut toujours prendre a assez petit pour que la valeur
absolue de kac soit plus petite que b9. Le discriminant b1 — bac
est donc positif et l'équation a deux racines x' et x" :
— ^+V'63 — 4ac „ — b — y/b*— kac
Lorsque a est nul, le radical yb* — kac se réduit à \/é* qui est la valeur absolue de b. Nous distinguerons, par suite, deux cas.
(1) Le lecteur, soucieux de rigueur dans les démonstrations et les termes, pourrait ne lire les nM 88 et 89 qu'après avoir lu le chapitre i du livre IV.
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1° b > 0. On a : \^8= | b \ = b. Pour a = 0, le numérateur de x devient — b-\-b = 0, son dénominateur s'annule et x' se présente
sous la forme indéterminée -. Pour lever l'indétermination, multiplions, haut et bas, par la quantité conjuguée du numérateur (Voir n°53). Il vient, après réductions,
je' = =— r (8)
— b — \ b* — kac
et, pour a = 0,1a vraie valeur de x' est — — ou — -, ce qui est précisément la racine unique de l'équation bx -f- c = 0. Au contraire, pour a = 0, le numérateur de x" est — b — b = — 2b, différent de zéro, et, comme son dénominateur est nul, x" croît indéfiniment. i Voir n° 52.)
2° b < 0. On a : \ffî = | b | = — - b. Pour a = 0, le numérateur de x' est — b — b = — 26, différent de zéro, et, comme le dénominateur est nul, on peut dire, que, quand a tend vers zéro, xf croît indéfiniment. Quanta x", pour a = 0, son numérateur est — é + é=0
et sa valeur se présente sous la forme indéterminée -. Pour lever
l'indétermination, multiplions, haut et bas, par la quantité conjuguée du numérateur et, après simplifications, il vient :
On a donc la vraie valeur de x'\ pour a == 0,
En résumé, lorsque a tend vers zéro, b restant différent de zéro, il y a toujours une des deux racines de V équation qui croît indéfiniment et Vautre prend la valeur qui est la racine de V équation du premier dogrè à laquelle se réduit Véquation (1), pour a = 0.
Nous savons donc maintenant que c'est en croissant indéfiniment qu'une des deux racines dUparait.
89. Cas de a = b = 0. — Si, dans l'équation générale du second degré, les deux coefficients a et b sont nuls simultanément, l'équation se réduit à
égalité qui est : ou bien impossible, si c est différent de zéro, ou identique, si c est nul.
On voit donc que, si, dans une équation du second degré, les deux coefficients a et b deviennent nuls simultanément, c restant différent de zéro, l'équation n'a plus aucune racine : les deux racines ont disparu. Nous allons encore rechercher comment elles disparaissent. Pour cela, reprenons les formes (8) et (9) sous lesquelles nous avons mis précédemment les racines :
— b -f- V** — ^ac — * — \l0* — 4tf
Ces deux formes montrent immédiatement que, quand a et b tendent vers zéro, c restant différent de zéro, les numérateurs de x' et x" restent différents de zéro et les dénominateurs tendent vers zéro. Les deux racines croissent indéfiniment.
Donc, lorsque a et b tendent vers zéro, le ternie constant c restant différent de zéro, les deux racines de Véguation disparaissent en v roissan t in dé fin itne n 1 .
90. Certaines équations qui, au premier abord, ne paraissent pas être du second degré se ramènent au second degré, toutes réductions faites.
Ainsi la suivante :
x*ix — l)(x — 2} + x\x + i) (x + 2) — 2(z* + x* + x + i)=Q,
qui paraît être du quatrième degré, devient, après réductions,
2x* — 2x — 2 = 0 ou x* — x — 1 = 0,
qui est du second degré et a deux racines
Des équations fractionnaires, lorsqu'on les rend entières en chassant les dénominateurs, ou des équations irrationnelles, rendues entières par des élévations aux puissances, peuvent conduire à des équations du second degré, mais il ne faudra pas oublier que, dans ces cas, on pourra introduire des solutions étrangères (Voir n- 56 et 57).
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Exemple. — Résoudre l'équation
(1) yjx + i + Y^tf + 3 =5.
Isolons un radical, l'équation s'écrit :
\!,v+i =5— V2# + 3; élevons au carré et il vient :
x + 1 = 25 + 2x + 3 — 10 V«« 4- 3« Isolons encore le radical
10 \/2x+3 = x + 21 et, en élevant au carré, nous obtenons :
ce qui donne l'équation :
dont les racines sonl
Puisqu'on a élevé deux fois au carré, on a pu introduire des solutions étrangères. Gomme il est facile de le vérifier, 3 est racine de l'équation proposée et 143 ne Test pas. L'équation (!) a donc une seule racine qui est 3.
La racine 143 satisfait l'équation :
\IZx + 3 — \'x + 4 = 5.
Résoudre l'équation
on prendra, d'abord,
v'Sx* — 26x + 16 comme inconnue auxiliaire.
I. Quelles valeurs faut-il donner à X pour que les équations suivantes aient deux racines distinctes ?
x* — 8r -f X = 0 ; (a — 6)»x« + 2(fl* — 6*}x + X = 0 ; Xr» + 2(X + l)x + X + 3 = 0.
Pour quelle valeur de X chacune de ces équations a-t-elle une racine double?
99. Montrer que les équations suivantes ont toujours deux racines :
. _i_ A ^ - — = 0 (Bacc. Caen) ;
flt + l% _i = 0 {Bacc. Sorbonné) ;
~ ht _l_ _r
et les résoudre.
100 On peut résoudre, dans certains cas, une équation du second degré, par approximations successives, de la façon suivante :
On écrit l'équation
ax% + bx + c = 0,
gous la forme
Si a est petit, et qu'on calcule la racine * qui se réduit à - j . quand a tend vers zéro (Voir n* 88), la quantité
sera une valeur approchée de cette racine. On posera :
c as
puis,
c as.
et ainsi de suite.
Montrer que, lorsque Ç est plus petit que 1, les quantités *if *„ *», etc., sont des
valeurs approchées de la racine a/ de réqaattonf qui se réduit à - j pour a = 0, de
plus en plus approchées.
Appliquer à l'exemple :
On trouve
qui est une valeur approchée de la plus petite racine, à — près.
Soit l'équation générale du second degré
ax* -{- bx -\- c = 0.
Nous avons vu (n° 87) que, lorsque le discriminant est positif ou nul, on peut mettre le premier membre sous la forme identique :
F , A v'68 — 4acl F , b , yW^^l
Désignons par x' et x" les deux racines de l'équation (racines qui sont égales lorsque b2 — kac = 0) :
— 4ac
_4_^éf-
— knc
"la
L'expression (1) s'écrit, alors,
et, comme cette expression est équivalente au premier membre de l'équation, on a l'identité :
(2) ax* + bx + c = a(x — x') {x — x")
ou, en développant le second membre,
ax* -(- bx -J- c = ax* — a (x' -f- ■#") x + ax'x".
Or, lorsque deux polynômes entiers sont équivalents, ils sont égaux terme à terme (n° 48, Th. III \ Cor.). On a donc :
et, de là, on tire les deux relations :
f .rV = -, a
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qu'il est possible de vérifier par la substitution des valeurs ci-dessus de x' et de x".
La somme des racines est donc égale an quotient, changé de signe, du coefficient de x par le coefficient de x*. Le produit des racines est égal au quotient du terme constant par le coefficient de x*.
Ces relations prennent une forme plus simple dans le cas où l'équation a la forme :
on a, en effet,
( rf + *" = _,>, l x'x' = q.
92. Application. — Reconnaître, a priori, sans les avoir calculées, les signes des racines d'une équation du second degré.
Le signe du produit - des deux racines nous apprend, immédia-
tement, suivant qu'il est (-f-) ou (— ), que les deux racines sont de
même signe ou de signes contraires. Lorsque les deux racines sont
de même signe, ce signe commun est évidemment celui de leur
somme .
Il faut remarquer, d'ailleurs, que, lorsque les deux racines sont de
signes contraires, le signe de la somme est celui de celle des
deux racines qui est la plus grande en valeur absolue.
Exemple I. — L'équation
a deux racines, puisque
Ces deux racines sont de même signe, puisque leur produit 112 est positif, et elles sont toutes deux positives, puisque leur somme 53 est positive.
Remarque. — Dans ce qui précède nous avons supposé que le discriminant est positif et, par suite, que les racines existent; mais, lorsque, dans l'équation du second degré
ax2 + bx -f- c = 0, le quotient - est négatif, on peut affirmer que l'équation a deux
racines de signes contraires. Car, - étant négatif, ac est aussi négatif
et 6a — hac est nécessairement positif. L'équation a donc certainement deux racines qui sont, d'ailleurs, de signes contraires, puisque
leur produit - est négatif.
Exemple II. — L'équation
2xs + 3x — "7 = 0
a certainement deux racines de signes contraires, puisque le coefficient
de*1 et le terme constant sont de signes contraires. De plus, la somme — -
des deux racines étant négative, c'est la racine négative qui a la plus grande valeur absolue.
Résumé. — Il ne sera pas inutile de résumer les résultats, contenus dans le chapitre et les deux articles précédents, dans les deux tableaux qui suivent :
1" Tableau.
- < 0, deux racines de signes contraires, la plus grande, en valeur absolue étant du signe
de .
b% — Aae < 0, pas de racines ; r \ bl — 4<i<r = 0t deux racines égales;
f b* — lac
> 0, deux racines, l'une et l'autre, dn signe de .
2* Tableau.
A* — iac <. 0, pas de racines.
b1 — Aae ■==. 0, racines égales.
b* — *ar > 0, deux racines v signe do — -;
' de signes contraires si - < 0, la plus grande étant du
de même signe et du signe de si - > 0.
Il conviendra d'employer, plus spécialement, le premier de ces tableaux pour les équations numériques ; mais il pourra arriver, pour certaines équations littérales, qu'il soit préférable de s'adresser au second et de commencer par le calcul du discriminant.
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93. Problème I. — Calculer deux nombres connaissant leur somme s et leur produit p.
Il résulte, immédiatement, des relations entre les coefficients el les racines que les deux racines de l'équation du second degré
x* — sx -f- p = 0 (1 }
sont deux nombres répondant à la question. D'ailleurs, ce sont les seuls, car, soit xYun des deux nombres cherchés, l'autre seras — ar, et on devra avoir
x [s — x) = p ou Xe — sx -f- p = 0.
L'un des deux nombres est donc Tune des racines de l'équation du second degré (1); l'autre nombre est alors nécessairement égal à l'autre racine, puisque la somme des deux racines de l'équation (1) est égale à s.
Problème IL — Former l'équation du second degré dont les racines sont égales aux racines de r équation du second degré
(1) ax* + bx + c — 0
augmentées du nombre h.
Soient x1 et x" les racines de l'équation (1). Les racines de l'équation cherchée sont x' + h et x" -f- A. Leur somme est donc
el leur produit :
,x> _|_ h) (x" + h) = x' x" + h {x' -f «") + A* = - — * -+ **. L'équation du second degré cherchée est donc :
ax* -f (6 — 2ah) x + ah*- bh + c = 0 (2).
Remarque I. — On pourrait disposer du nombre A de façon que l'équation (2) ait une forme simple. Ainsi, si on prend
l'équation (2) n'a pas de terme en x et devient :
b* — kac
nx- ; = 0.
ka
Cette équation s'écrit, alors,
« b1 — kac
~ ka*
et on voit, de suite, que, si b* — kac ^ 0, elle a deux racines :
\/b* — kac
Les deux racines de l'équation (1) s'obtiennent en diminuant
celles-ci de k, c'est-à-dire de — , elles sont donc données par la
formule :
b ^_ ^b% — kac
Remarque IL — On pourrait, par le môme procédé, former
l'équation du second degré ayant pour racines kxf et À"x", k étant un
1 1 nombre donné, ou encore — et — . Les équations ainsi obtenues sont
ce qu'on appelle les transformées yen x -f- h, en kx, en - de l'équation
proposée. D'une manière générale, on appelle transformée en f[x), f(x) désignant une fonction donnée de x, l'équation qui a pour racines les valeurs numériques f(x') et f{x") que prend la fonction f (x) quand on y donne, successivement, àx, les valeurs x et x" qui sont les racines de l'équation proposée.
Les transformées en x 4-h, kœ. - peuvent, d'ailleurs, s'obtenir
rapidement par voie directe.
Par exemple, soit x une racine de la transformée ena?-f/i,a? — h sera une racine de l'équation proposée (1); on a donc :
ce qui est la transformée cherchée qui est identique, comme il est aisé de le voir, à l'équation (2).
De même, x étant une racine de la transformée en kx, - est une
racine de l'équation (1) et on a :
ou :
ax* + bkx + ck* = 0,
qui est l'équation transformée cherchée.
La transformée en - , qu'on appelle aussi équation aux inverses
des racines de l'équation (1), est :
aQ+bl+«=°
ou
ex* -|- bx -\- a : = 0.
Sommes des puissances semblables des racines
— Soient x' et x" les racines de l'équation
(1) ax% -f 6x -f- c = 0,
proposons-nous de calculer les sommes #'* + x "2, x's -f"^"5* ... d'une
manière générale a?'n -{- ar"n.
Désignons ces sommes par sr sa, ... sn:
•V — — *fc ~t~ i" , a., — «*< "" T" X ' y ••• o — X "~T~ X •
#' et x" étant racines de l'équation (1), on a les identités :
(2) ax'2 + &r' + r == 0,
(3) a*"2 + fa/' + c = 0.
Ajoutons-les, membre à membre, il vient :
ou, en posant x' + x" = *,,
/m, + ôst + 2c = 0.
Or, nous connaissons *. qui est égal à ; cette formule nous
donne donc si :
bs. + 2c b2 — 2ac
Multiplions les deux membres de l'identité (*2) par x\ les deux membres de l'identité (3) par x" et ajoutons, membre à membre, il vient :
a (x** + x*) + b {x'7 + x"*) + c(x' + x") = 0 ou as9 + **j + <**i = 0.
Or, nous connaissons st et**,, cette formule nous donne donc «v3 :
bxt + csl 3abc — fr1
D'une manière plus générale, multiplions les deux membres de
l'identité (2) par jf'"~2, les deux membres de l'identité (3) par x"n~* et ajoutons les identités obtenues, membre à membre, nous aurons :
a (x'n + *"") + b (jr"1"1 + tf'"1"1) + c (x'n-2 + x"""1) = 0
(4) as 4- bx , -f es _ = 0.
Celte formule nous montre que, dès qu'on connaît *M-1 et *h 2, on connaît s , car on a :
bs , + es e
Puisque nous connaissons st et sv en prenant n = 3, nous aurons s3 ; connaissant s, el*8, en prenant n = 4, nous aurons s4; puis, connaissant *3 et sv pour n = 5, nous aurons *-; et ainsi de suite. On voit donc que la formule (4) nous permet, en faisant successivement n = 3, n = 4, n = 5, etc., de calculer, de proche en proche, s3, *4, *3, etc., connaissant .^ et sà. Une telle formule est ce qu'on appelle une formule de récuivence.
Remarque I. — Dans le cas de l'équation simplifiée
a?1 -f- px + 7 = 0, la formule de récurrence (4) devient :
(5) si '= — ps^ — qsn^.
Les premières sommes sont :
*4 = — p. si== p* — 2ry, *, = 3^7 — ;;5.
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Ces sommes sont des polynômes entiers en p et q, on peut, alors, conclure qu'il en est de même pour toute autre somme. Car, si $H_t
et s h 2 sont des polynômes entiers en p et q, la formule (5) montre que sn sera aussi un polynôme entier, puisque ce sera la somme des deux polynômes entiers — ps et — asn-ï ^a proposition étant donc vraie pour st et sn est vraie pour *4; étant vraie pour ss et s„ elle est vraie pour s5; et ainsi de suite. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Les Sommes des puissances semblables, entières et positives, des racines de Véquation du second degré
x1 -{- px -f- q = 0
sont des polynômes entiers en p et q.
Remarque II. — H serait facile de calculer les sommes des puissances entières et négatives des racines de l'équation. En effet, on a :
Ces sommes sont donc les sommes des puissances positives de l'équa-
1 1 tion qui a pour racines — : et -^, c'est-à-dire de l'équation aux
inverses des racines de l'équation proposée. Or, cette transformée
est, comme nous l'avons vu (n° 93) :
rx% -f- bx -f- a = 0,
et on est ramené au cas précédent. On aura, en appliquant les formules précédentes :
b avec s zzz ;
et, d'une manière générale :
es 4- bs . .. + a* , ay = 0,
formule de récurrence qui donnera les sommes s_2% .*_4, s_s, . ., de proche en proche.
Ainsi, on a, pour les premières sommes :
b __ b% — <2ac __ Sabc — ^
D'ailleurs, on pourrait encore remarquer que l'on a :
fn i -~//n * "
—m tn i
ir a? ara? / L \ c
ce qui prouve que, quand on connaît sn, on a, immédiatement, s_
Problème. — Former la transformée en xz de f équation
as* + Vx H~ (l == 0-
Soient a?' et a" les racines de cette équation. L'équation cherchée a pour racines x'3 et a."3; la somme de ses racines est donc :
et le produit :
L'équation cherchée est donc :
ar1 — (3p7 — p3)* + q2 = 0.
EXERCICES
L'identité
(*' — *V Es (a/ + a:")1 — Ix'x"
montre qu'on peut calculer la différence des racines d'une équation du second degré sans avoir calculé ces racines. Calculer, dans ces conditions, les différences des racines des équations suivantes :
*« + px + g = 0, fiL - g > u) ;
ai» + ôr + c = 0, (6* — Aae > 0, ;
102. Vérifier que les équations suivantes ont, chacune, deux racines et reconnaître, a priori, sans les avoir calculées, les signes et les grandeurs relatives de ces racines (n* 92).
x* — 100* +6 = 0; &r« — Or +1 = 0;
Étant donnée l'équation
x* + px + 7 = 0,
former l'équation qui a pour racines
-7, et — ?i
y et x" désignant les racines de l'équation proposée. Former, de même, l'équation qui a pour racines
x* + x" et *'x" .
107. On appelle fonction symétrique de plusieurs lettres une fonction, de ces lettres, qui ne change pas lorsqu'on permute ces lettres de toutes les façons possibles.
Ainsi les expressions :
sont des fonctions symétriques des deux lettres x1 et x".
Montrer que toute fonction symétrique entière des deux lettres x* et x" est un polynôme entier par rapport aux quantités
x'x\ x' + x", xf* 4- *"\ etc.. x'tl 4- *""
En conclure qu'on peut calculer toute fonction symétrique entière des racines x et x" de l'équation
x* 4- px 4- 7 = 0,
sans connaître ces racines, en se servant des relations entre les coefficients et les racines et des expressions de *., .*9,... sn en fonction de p et q (n* 94).
Toute fonction symétrique entière de x/ et x" est un polynôme entier en p et q.
Comme application, calculer les fonctions symétriques :
(x** 4- P V 4- 70 (a"1 4- /> V 4- 90 i (x'9 4- pV 4- ?') (x'8 4- p'*w 4- 70 î
En conclure les équations transformées de l'équation
jr* 4- P^ 4- 9 = 0 en ** 4- />'* 4- ^' et x* 4- //r 4- q'.
Soient x et x" les deux racines de l'équation
ax* 4- kr 4- c = 0.
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Si Ton se propose de trouver la condition que doivent satisfaire a, 6, c pour que les deux racines x' et x" vérifient une certaine relation donnée, on procédera de la façon suivante. A la relation donnée, on adjoindra les deux relations :
et, entre les trois relations ainsi obtenues, on éliminera x* et x". Pour cela, on tirera x? et xr de deux de ces relations et on portera ces valeurs dans la troisième.
Comme application, chercher la condition que doivent satisfaire a, 0 et c pour que Ton ait
m étant un nombre donné ;
ou pour que Ton ait : x' — x"% = m ;
ou cur'-f £x" -f y = 0;
ou, encore,
ax1 + far* -f Y = a*"* -f par" + y
(Dacc. Dijon).
Appliquer à l'exemple numérique :
Xx* — (X + 1)* -f- X — 1 = 0.
Déterminer X de façon que Tune des relations précédentes soit vérifiée et calculer, dans ce cas, les racines x1 et x".
Signe do Trinôme. — Soit
ax* + bx -f- c
le trinôme, le plus général, du second degré. En suivant une marche identique à celle que nous avons employée (n°87) pour la résolution de l'équation du second degré, on pourra mettre ce trinôme sous la forme suivante :
rf + fe + .„.[(.+^)'-ïi*s] ()!.
Nous distinguerons, alors, trois cas suivant le signe du discriminant h* — iac :
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1° Si b* — 4«rr>0, on peut écrire l'identité (1) sous la forme (Voirn° 91) (■) :
ax* + bx + c = a(x — x') (x — x") (2),
en posant :
_ h 4- W — kac t x = ,
f — b— y 6' — kac
Supposons, pour flxer les idées, x > x"; le nombre x ne peut alors occuper que trois positions relativement aux nombres x'et x*. t°x peut être plus grand que x', auquel cas il est, a fortiori, plus grand que x"; les deux différences x — x' et x — x" sont toutes deux positives et le trinôme est du signe de a. 2° x peut être plus petit que xf mais plus grand que x"; dans ce cas, x — a?' et a? — xn ont des signes contraires, leur produit est négatif et le trinôme a le signe contraire du signe de a. 3° Enfin, x peut être plus petit que x", il est, alors, a fortiori, plus petit que a?'; les deux différences x — x' et a? — x" sont négatives, leur produit est positif et le trinôme a le signe de a.
Lorsque x est plus grand que x' ou plus petit que x", nous dirons .que x ri 'est pas compris entre les racines x' et x' du trinôme; lorsque x est plus petit que x' mais plus grand que x", nous dirons que x est compris entre les racines x' et x".
Avec ce langage abrégé, on peut donc dire, en résumé, que :
Lorsque le frinôme du second degré a deux racines (b* — 4ac>0), t7 est du signe de son premier terme pour toute valeur de la variable x non comprise entre les racines et du signe contraire à celui du premier terme pour tout£ valeur de la variable comprise entre les racines.
11 n'est, d'ailleurs, nul que quand la variable x a Tune des deux valeurs x' ou x" .
2° Si b* — 4ac = 0, l'identité (1) devient:
axt + bx+CEEia (s+^j qui montre, immédiatement, puisque (x + r- j est une quantité
(I) On pourrait, lorsque x' est différent de x"% établir l'identité (2) en se servant du corollaire du théorème II du n* 48. En effet, le polynôme ax* + bx + c s'annulant pour les deux valeurs différentes iaï'etx = x") est divisible par le produit (x — x1) {x — x"). Il ne diffère donc de ce produit que par un facteur constant qui doit être a, puisque le coefficient de * * est a. On a donc,
ax* + bx + e = a (x — x*) (x — x").
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toujours positive, sauf pour la valeur x = — — pour laquelle elle
est nulle, que :
Le trinôme est toujours du signe de son jwemier terme, sauf pour la
valeur — — , pour laquelle il est mil.
3° Enfin, lorsque bà — kac < 0, on peut écrire l'identité (1) sous la forme :
Vf h\*
ax*
kac — b* Or, puisque, d'après l'hypothèse, — — — est une quantité positive,
non nulle, on voit que la quantité entre crochets est toujours positive : puisqu'elle est la somme de deux quantités positives, dont Tune n'est certainement pas nulle. Le trinôme a donc toujours une valeur numérique différente de zéro et du signe de a. Donc :
Lorsque le trinôme na pas de racines (b* — 4ac<0), il a, pour foute valeur de la variable x, une valeur différente de zéro et du signe de son premier terme.
D'après les remarques précédentes, on peut énoncer les conclusions suivantes, relatives au signe du résultat de la substitution d'un nombre dans le premier membre d'une équation du second degré.
Si le résultat est de signe contraire à celui du premier terme, les racines existent, et sont distinctes, et le nombre substitué est compris entre ces racines.
Si le résultat est du même signe que le premier terme : ou bien V équation napas déracines ; ou bien les racines sont égales; ou bien les racines existent et sont distinctes et, de plus, le nombre substitué n'est pas compris entre les racines.
Application. — Reconnaître la position d'un nombre par rapport aux racines d'une équation du second degré, sans avoir calculé ces racines.
Soit
ax* -f- bx -f- c = 0,
une équation du second degré ayant, par hypothèse, deux racines distinctes (b* — kac > 0), et soit a un nombre qu'il s'agit de comparer à ces racines. Désignons par f(x) le trinôme du second degré, premier membre de l'équation,
f (x) == ax2 + àx + c
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et calculons la valeur numérique que prend ce polynôme, pour
f (a) = aa* + b* + c.
D'abord, si le nombre f (a) est égal à zéro, a est Tune des deux racines de l'équation, et on reconnaît, immédiatement, si le nombre x est égal à la plus grande ou à la plus petite racine en le comparant
à la demi-somme des racines qui est — — (n° 91)."
Si le nombre /"(a) est différent de zéro, il peut se présenter deux cas :
1° /(a) est du signe de a. On en conclut, d'après ce qui précède, que a n'est pas compris entre les racines. Il reste à distinguer si a est plus grand que la plus grande racine ou plus petit que la plus petite. Pour cela, il suffit de le comparer à un nombre compris entre les deux racines. Par exemple, si elles sont de signes contraires, 0 est compris entre les racines. Si donc, le nombre est positif, il sera plus grand que la plus grande racine ; s'il est négatif, il sera plus petit que la plus petite. Si les racines sont de même signe, on remarque
que, la demi-somme — — des deux racines étant, dans tous les cas,
comprise entre ces deux racines, tout nombre plus grand que la plus grande racine est aussi plus grand que la demi-somme, et tout nombre plus petit que la plus petite racine est plus petit que la demi-somme ; a sera donc plus grand que la plus grande racine ou plus petit que la plus petite, suivant qu'il sera plus grand ou plus
ri b
petit que — - .
2° f(d) est du signe contraire au signe de a. On en conclut que a est compris entre les racines.
Exemple I. — Soit l'équation :
qui a deux racines. Si, dans le premier membre, on remplace x par I, on trouve
le résultât est de signe contraire au premier terme, i est donc compris entre les racines.
De même, si on substitue -, on trouve :
- n'est donc pas compris entre les racines et, d'ailleurs,
i ^ 60 comme 2 < ÏÔ'
- est plus petit que la plus petite racine.
Remarque. — Si, en substituant, à l'inconnue x, dans le premier membre d'une équation du second degré, deux nombres différents, on trouve deux résultats de signes contraires, on peut affirmer que cette équation a deux racines distinctes dont Vune est comprise entre ces deux nombres.
Car, de ce qui précède, il résulte qu'il n'y a que dans le cas où il a deux racines distinctes qu'un trinôme du second degré prend des valeurs de signes contraires. D'ailleurs, nécessairement, l'un des deux nombres donnera un résultat de substitution du signe du premier terme et, par suite, ne sera pas compris entre les racines ; tandis que l'autre donnera un résultat de substitution de signe contraire au signe du premier terme et sera compris entre les racines. Il y aura donc une racine et une seule comprise entre ces deux nombres donnés.
Lorsque entre deux nombres donnés il y a une racine et une seule d'une équation, on dit que ces deux nombres séparent une racine de lf équation.
Ainsi, dans l'exemple précédent, les deux nombres i et -, substitués dans le premier membre de l'équation
ont donné des résultats, — 12 et— , de signes contraires, on peut donc
affirmer que l'équation a deux racines dont une est comprise entre 1 et - .
Exemple II. — Le procédé précédent pourrait servir à calculer, de proche en proche, toutes les décimales d'une racine incommensurable d'une équation. Ainsi soit, par exemple, l'équation :
ni ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
qui a une racine comprise entre 1 et 2. La partie entière de cette racine est, évidemment,!.
Pour calculer la première décimale, posons :
La partie entière de y sera, évidemment, la première décimale de a?. Or, y satisfait l'équation :
(•+ft)'+'(' + 4)-'-
ou: !/* + bOy — 300 = 0.
Dans le premier membre de celte équation, substituons, successivement, les nombres entiers 0, 1, 2, 3, etc., jusqu'à ce que nous trouvions deux résultats consécutifs de signes contraires. Nous trouvons ainsi que la racine positive de l'équation en y est comprise entre 5 et 6. La partie entière de y est donc 5, qui est la première décimale de la racine x.
Posons, de même,
La partie entière de s sera la première décimale de y et, par suite, la seconde décimale de x. L'équation en z est :
(5 + ru), + 50(5 + ^)-300==0
ou : s» -\- 6002 — 2 500 = 0.
Cette équation a une racine comprise entre 4 et 5, la seconde décimale de la racine x est donc 4. L'équation proposée a donc une racine qui est :
a; = 1,54, à jrrr iême près. On pourrait continuer de la sorte et calculer autant de décimales que Ton voudrait.
Résolution des inégalités du second degré. — Une
inégalité du second degré, aune inconnue, est, d'après sa définition même, une inégalité entière telle que, si Ton fait passer tous les termes dans un membre, elle prenne, toutes réductions faites, la forme
ax* -f" bx -f- c > 0,
ou la forme
ax* -f- bx + c < 0.
Comme on peut toujours, en changeant les signes des deux membres de l'inégalité (ce qui change le sens de l'inégalité), ramener la
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seconde forme à la première, nous n'étudierons que la première forme.
Résoudre l'inégalité
ax} + bx -\- c > 0,
c'est trouver les valeurs de x pour lesquelles le trinôme ax*-\-bx-{-r prend des valeurs positives. D'après ce qui précède, on voit qu'il faudra d'abord examiner le signe du discriminant b1 — hac.
1° Si b* — hoc > 0, le trinôme a deux racines x' et x". Soit, par exemple, xf > x".
Si a est positif, le trinôme devra être du signe de son premier terme; x devra donc ne pas être compris entre les racines. On vérifiera donc l'inégalité en prenant
soit x > x', soit x < .r".
Si a est négatif, le trinôme doit être du signe contraire à celui de son premier terme et x doit être compris entre les racines. On satisfait donc l'inégalité en prenant :
2° Si 62 — kac ^0, le trinôme a toujours le signe de son premier terme, quelle que soit la valeur de x. Donc, si a est positif, l'inégalité
est vérifiée pour toutes les valeurs de x (sauf pour x = — —, dans
le cas de b% — kac = 0). Et, si a est négatif, l'inégalité n'est vérifiée pour aucune valeur de x, elle est impossible.
Exemples. — L'inégalité
x* — Sx + 6 < 0.
est vérifiée pour
Car, pour que le trinôme x1 — ox + 6 soit négatif, il faut que x soit compris entre les racines qui sont 2 et 3. L'inégalité
est vérifiée quel que soit x, car le trinôme x* + # + 1 n'a pas de racines, puisque son discriminant est — 3.
Lorsqu'on a une inégalité de la forme
ABC>0, où les polynômes À, B et G sont du premier ou du second degré, on
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étudie séparément les signes des trois facteurs et on prend les valeurs de .r pour lesquelles le produit a le signe (+). Or, chacun des facteurs A, B ou G ne peut changer de signe que s'il a des racines. On cherchera donc, d'abord, les racines des trois facteurs. On rangera ces racines par ordre de grandeur croissante et on formera ainsi une suite telle que, lorsque -r est compris entre deux nombres consécutifs de cette suite, chacun des facteurs conserve un signe constant.
Pour abréger le langage, on dit, lorsque x est compris entre deux nombres a et p, que -r est compris dans l'intervalle a, p.
Avec ce langage, on peut donc dire que, dans chaque intervalle, formé par deux nombres consécutifs de la suite précédente, chacun des facteurs, et, par suite, leur produit, conserve un signe constant. On a donc formé une suite d'intervalles tels que, dans chacun, le produit ABC conserve un signe constant. Pour résoudre l'inégalité, il suffira de donner à x des valeurs comprises dans les intervalles où le signe du produit est le signe (+).
11 faut remarquer, d'ailleurs, que, si l'un des facteurs conserve toujours le même signe, on pourra diviser les deux membres de l'inégalité par ce facteur (n°62, Th. Il), ce qui revient à le supprimer (à condition, bien entendu, de changer le sens de l'inégalité si le facteur est négatif).
Exemple. — Résoudre l'inégalité :
Comme le quatrième facteur x1 +a?4 I est toujours positif, on peut le supprimer et l'inégalité est équivalente à la suivante :
a? (a* — 3a: + 2) (2*« + 7ar + 3) > 0.
lie premier facteur s'annule pour x = 0 ; le second pourar = 2, etx= \ ; le troisième pour x = — -, x = — 3. Ces cinq racines, rangées par ordre de grandeur croissante, sont :
i° Lorsque a?< — 3, le premier facteur est négatif, les deux autres sont
positifs, puisque x n'est pas compris entre leurs racines; le produit est
donc négatif.
2° Lorsque — 3 < x < — -, le premier facteur est négatif, le second
positif (a? non compris entre les racines), le troisième est négatif (x compris entre les racines) ; le produit est positif.
3* Lorsque — 5 < x < 0, le premier facteur est négatif, les deux autres
sont positifs ; le produit est donc négatif.
4* Lorsque 0 < ,r < I , les Irois facteurs sont positifs ; le produit est positif.
5" Lorsque i < x < 2, le premier et le troisième facteurs sont positifs, le second est négatif; donc le produit est négatif.
6° Enfin, lorsque x > 2, les trois facteurs sont positifs; le produit est positif.
En résumé, on voit que l'inégalité n'est vériQée que dans les trois cas suivants :
Lorsque
ou lorsque ou lorsque
Pour la commodité de la discussion, on la dispose souvent sous forme de tableau. Désignons par A, Bx G les trois facteurs x, x2 — 3a? -f- 2, 2a?2 -f Ix + 3 et par P leur produit. Plaçons, dans une première colonne verticale, les valeurs remarquables de x et, en regard de chaque intervalle, les signes correspondants des trois facteurs A, B, C, dans les trois colonnes suivantes. Le signe du produit P, indiqué dans la dernière colonne, se déduit des trois signes des colonnes précédentes par la règle des signes. On a, ainsi, le tableau suivant :
' inégalité vérifiée
inégalité vérifiée
sf .
l inégalité vérifiée
Kn lisant la colonne qui contient les signes du produit P, on voit immédiatement dans quels intervalles il faut placer x pour que l'inégalité soit vérifiée (l).
(!) I/avantage de cette disposition provient de ce qu'on forme chaque colonne de signet séparément et qu'on ne s'occupe que d'un facteur a la fois. Ainsi, on forme la colonne B en écrivant que le facteur B est du signe de son premier terme pour toutes les valeurs de « sauf
pour celles qui sont comprises entre ses racines — 3 et .
Les inégalités fractionnaires de la forme
se ramènent immédiatement aux inégalités précédentes en multipliant les deux membres par le carré du dénominateur. Ainsi, l'inégalité
est évidemment équivalente à l'inégalité
ÀB>0.
D'ailleurs, on pourrait aussi les étudier directement, en étudiant séparément les signes du numérateur et du dénominateur. Lorsque l'inégalité fractionnaire ne se présente pas sous la forme
on commence par la mettre sous cette forme, en faisant passer tous les termes dans le premier membre (n° 62) et en mettant ce premier membre sous forme de fraction rationnelle (n° 50).
Exemple. — Soit à résoudre l'inégalité :
1 ^ * _ 3 "" .c — \ Faisons tout passer dans le premier membre, l'inégalité s'écrit :
et, enfin, toutes réductions faites :
Le numérateur, du premier membre, s'anuule pour j; = 2 ± \/5; le dénominateur est nul pour x = 1 et x = 3. Pour ranger ces valeurs par ordre de grandeur croissante, substituons I et 3 dans le numérateur. La substitution de 1, à x, dans le numérateur, donne :
résultat négatif : 1 est donc compris entre les racines. La substitution de 3 donne :
résultat également négatif : 3 est aussi compris entre les racines du numérateur. On a donc Tordre suivant :
Désignons par N le numérateur et par D le dénominateur. On forme,
facilement, le tableau suivant qui contient les signes de N et D et, par suite,
N tlu premier membre - de l'inégalité, pour les divers intervalles qu'il y a
lieu de considérer :
ae
inégalité vérifiée.
inégalité vérifiée.
inégalité vérifiée.
N La lecture de la colonne qui contient les signes de rr nous montre
immédiatement que l'inégalité n'est vérifiée que dans les trois cas suivants :
^ x < 2 — yfc, . i <* x <„' 3,
97. Variation du Trinôme du second degré. — Pour étudier la variation du trinôme du second degré
y = nx% -\- bx -{- c,
lorsque x varie, nous le mettrons, au moyen d'une transformation
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que nous avons déjà employée plusieurs fois, sous la forme équivalente :
"/ , b\* b* — 4ael
eu désignant par y la valeur du trinôme, correspondante à la valeur * de la variable. Sous cette forme, on voit, immédiatement, que le trinôme y varie dans le même sens que la quantité entre crochets, ou en sens contraire, suivant que a est positif ou négatif. Désignons, en effet, par s la quantité entre crochets :
kac — b*
ko* ' on aura y = az.
A deux valeurs z' et z" de -, correspondent, pour y, les deux valeurs az' et az" . Si on a
z > z , on aura :
az' > az" «
lorsque a est positif, et
az' ' az" ,
lorsque a est négatif (Voir n°22, Th. /).
Les deux valeurs de y sont donc rangées dans le même sens que les valeurs de z ou en sens contraire, suivant que a est positif ou négatif.
Nous sommes ainsi conduit à étudier la variation de l'expression:.
Or, cette quantité z varie elle-même dans le même sens que l'exprès-
(/•+ — ]> qu'on déduit de z en en retranchant la quantité
bac — b* _. _ _. . . , / , h Y
constante — — — . Il reste donc à étudier la variation de ( j+t- * 4r/2 \ 2a.1
Le carré d'une quantité quelconque est le même que celui de sa valeur absolue. D'autre part, le carré d'une quantité positive (arithmétique) croit ou décroît suivant que cette quantité elle-même croit ou décroît. De là il résulte que le carré d'une quantité varie dans le
même sens que sa valeur absolue. (*+5~ ) varie donc dans le
sion
même sens que la valeur absolue de «r + r-. Or. comme la
quantité «r + — varie toujours dans le même sens que x, sa valeur
absolue varie dans le même sens que x lorsqu'elle est positive (car alors elle est égale à sa valeur absolue); et, au contraire, sa valeur absolue varie en sens contraire de x lorsqu'elle est négative (car la valeur absolue d'une quantité négative diminue lorsque cette
quantité augmente). Comme, d'ailleurs, Ja valeur de x + 5- es^ positive ou négative suivant que x est plus grand ou plus petit que — — , on est conduit à distinguer les deux cas suivants :
1° Lorsque x croît, depuis une valeur négative très petite jusqu'à — — (c'est-à-dire, en langage abrégé, de — 00 à — — J, la quantité x +T" croit et est négative, donc sa valeur absolue décroît.
Il en résulte que (#+£-) décroît depuis une valeur positive
très grande jusqu'à zéro (de -f- ©o à 0), et que z décroît depuis une
kac — b2 valeur positive très grande jusqu'à — j—t — •
On en conclut que :
Aac — b* lorsque a est positif, le trinôme y décroit de -f- « à — - ;
et, au contraire, que :
Aac — b* lorsque a est négatif, le trinôme y croit de — ooà •
2° Lorsque x croît, à partir de la valeur — — , au delà de toute
la
limite [c'est-à-dire, en langage abrégé, de — — à + °°)i 1& quantité x + — est positive et croît, donc sa valeur absolue croît. Il en 2a
(1 t x -|- — j croît, à partir de zéro, au delà de toute limite
4a c — h* et que z croît, depuis la valeur — 7-5 — , au delà de toute limite.
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4ac — b* lorsque a est positif, le trinôme y croit de — - à + oo ;
4ac — i^* et, lorsque a est négatif, le trinôme y décroît de 7 à — oo.
Résumé. — Lorsque a est positif, la variable # croissant de — ©o
4ac — b% à -f- °°i le trinôme décroît, d'abord, de + oo à — - , valeur qu'il
b A . 4ac — b1
atteint pour x = — — : pour croître, ensuite, de à + oo.
Dans ce cas, comme on le voit, le trinôme ne prend jamais des
4ac — b*
valeurs inférieures à — ; .
ka
Lorsque a est négatif, la variable x croissant de — oo à -f- oo, le
4ac — 6*
trinôme commence par croître de — oo à — -, , valeur qu'il
b . , , kac — b% _
atteint pour x = — — ; puis, décroît de ; à — oo. Dans ce
cas, le trinôme ne prend jamais des valeurs supérieures à — — — .
Remarque. — Lorsque, parmi toutes les valeurs que peut prendre une fonction, il y en a une qui est plus grande que toutes les autres, on dit que cette valeur est un maximum absolu de la fonction. De même, si, parmi toutes les valeurs que peut prendre une fonction, il y en a une qui est plus petite que toutes les autres, on dit que cette valeur est un minimum absolu de la fonction.
De ce qui précède, il résulte que, lorsque a est positif, le trinôme
a un minimum absolu , qu'il atteint pour x = — — ; el
que, lorsque a est négatif, le trinôme a un maximum absolu
4ar — 6* b ; , qu il atteint pour x = — — .
On aurait pu montrer, a priori, l'existence de ce maximum ou de ce minimum en résolvant la question suivante : « Pour quelles valeurs de la variable x le trinôme prend-il une valeur donnée y ? >» Les valeurs de x, cherchées, sont les racines de l'équation
a*r* + bx -f- c = y
ou ax* -f- b* + c — .7 = 0.
Or, cette équation n'a des racines que si on a :
63 — ka (c — yj > 0 ou kay ^ kac — 68.
Donc, si a est positif, il faut que Ton ait :
kac — 6S
ce qui prouve qu'il n'y a aucune valeur de x pour laquelle le
kac — b*
trinôme prend une valeur inférieure à ; .
ka
Si a est négatif, il faut que Ton ait :
Aac — b%
ka
et, dans ce second cas, il n'y a pas de valeur de x pour laquelle le
4/ïc — b*
trinôme prend une valeur supérieure à •
ka
98. Représentation graphique de la variation du trinôme. — Pour représenter graphiquement la variation du trinôme ax* -{-bx-\-c, traçons dans un plan deux axes rectangulaires ox eioy et construisons la courbe qui a pour équation
y m ax* -f" bx -\- c
(voir le n° 69). Nous distinguerons deux cas suivant le signe de a. 1° a > 0 — . D'après ce que nous venons de voir, x croissant
de — ooà — —, y décroît de -4- ©o b ; , la courbe se com-
2a "' ka
pose donc d'une branche BA, descendante, partant d'un point très
éloigné, à gauche et en haut, et aboutissant au point A de coordon-
b kac — b* nées x = — r-, y = — - (ftg. 29). x croissant, ensuite, de
b , kac — b*
— — à 4- oo, y croit de -, à + °o, la courbe se continue,
'la ka
par conséquent, par une branche montante AC, partant du point A et
s'éloignant, indéfiniment, vers la droite, en haut.
2° a < 0. — Lorsque x croît de — oo à — —, y croit de — oo à — , la courbe représentative se compose donc d'une branche
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montante BA, partant d'un point infiniment éloigné, à gauche, en bas
b kac — b1 et aboutissant au point À de coordonnées x = — -- , y = — -.
Fio. 20.
b kac—b*
(fig. 30). x croissant, ensuite, de — ^-à + ©o, y décroît de-
Fio. 30.
à -7- oo, la courbe se continue, par suite, par une branche descendante AC, partant du point A et s'éloignant, indéfiniment, vers la droite, en bas.
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11 faut remarquer que la courbe, dans les deux cas, coupe toujours Taxe des y en un point I de coordonnées x — 0, y = c. Elle ne coupe, d'ailleurs, Taxe des x que s'il existe des valeurs de x pour lesquelles le trinôme s'annule.
La forme de la courbe représentative de la variation du trinôme est tout à fait précisée par la proposition suivante :
Théorème. — La courbe qui représente la variation du trinôme du second degré est une parabole (*).
Cette courbe a, en effet, pour équation
y =r ax* -f- bx -f- c ou
» = a[(*+s)+^îï-,];
ce qui peut s'écrire :
\ ~ ïaj a
b\ y kac — b
àac — b*
Ajoutons, aux deux membres de celte équation, l'expression :
ka ) elle s'écrira, toutes simplifications faites,
/ . *\" / kac - y + 1 V / kac -b>- 1 V
Cela étant, considérons , dans le plan , le point F dont les coordonnées sont :
_ __A ^ac — b'+i
(suivre, en même temps, sur les figures 29 et 30).
Soit M un point quelconque de la courbe, de coordonnées x et ;/, on a, comme on sait (Voir n° 67),
ïtt^ / . *\ , / toc — P + Vx UF={*+2Ù+(y Ta )•
(1) Non» rappelons que la parabole est le lieu des points d'un plan situés A égale distance d'an point fixe, appelé foyer, et d'une droite fixe, appelée directrice.
D'autre part, construisons, dans le plan, la parallèle à ox qui a pour équation :
kac — b% — 1
ka
kac — ù* 1
c'est la droite DD' qui coupe mj au point D d'ordonnée 7
(n° 68). Abaissons, du point M, la perpendiculaire M H sur \)br, qui coupe ox en P. On a, entre les segments déterminés par les trois points M, H et P (en prenant pour sens positif sur la droite M H le sens 0»/), la relation de Chasles (n° 23) :
HM
et M
ka kac — b% — 1
En rapprochant les deux expressions de M H et MF de l'équation de la courbe, mise sous la forme (1), on voit que cette équation exprime que, pour tout point M de la courbe, on a :
MF* = MH2, ou: MF = MH.
La courbe est donc le lieu des points M situés à égale distance du point F et de la droite DD', c'est donc une parabole ayant pour foyer le point F et pour directrice DD'.
Kxemple. — Étudions les variations du trinôme
On a :
Quand x croit de — 00 à - , x — - est négatif et croit de — 00 à 0,
x — - j décroit de +00 à 0 et y décroit de -f 00 a — -.La
courbe (fig. 31) se compose, d'abord, d'une branche BA, infinie, descendante
jusqu'au point A de coordonnées - et — -. Quand x croît de ^ à + °°»
x — *- est positif et croît de 0 à + oo, son carré croit de 0 à -f <*> et y
croît de — -à+ oo. La courbe se continue par une seconde branche infinie
AC, montante à partir de A. — Pour x = 0 on a y •= 4, la courbe coupe donc oy au point I de coordonnées 0 et 4. De plus, y s'annule pour x = \
Fig. 31.
et x = 4, la courbe coupe donc Taxe des x au point P de coordonnées i et 0 et au point Q de coordonnées 4 et 0. D'ailleurs, l'équation de la courbe s'écrit :
Ce qui prouve que le foyer de la parabole est le point F de coordonnées -
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et — 2, et que la directrice est la droite DD' qui a pour équation :
EXERCICES
109. Reconnaître les positions des nombres 3, 5, — 1 par rapport aux racines des équations suivantes :
2x* + Ix — 1 = 0,
Reconnaître que l'équation
a* + x b* -f x a toujours deux racines distinctes dont une est comprise entre — a1 et — b*.
111. Calculer, à — — ième près, la racine positive de l'équation
iwu
en suivant la marche indiquée dans l'Exemple II du n* 95.
Plus généralement, indiquer la marche à suivre pour calculer, à — près, la
10p racine ; jsitive de l'équation
où A désigne un nombre positif. En déduire la règle (arithmétique) de l'extraction
de la racine carrée d'un nombre A, à — prés.
112. Comment faut-il prendre X pour que Tune des racines de l'équation
3x« + (X — l)ar H- 3X+2 = 0 soit supérieure à 3 et l'autre inférieure à 2 ?
Résoudre les inégalités conditionnelles
x* — Sx 4- 2
x* 4- Zx + 2
> 1 (Bacc. Besançon) ;
a:1 — Say-r-2 x* — 5x — 6#
a: 2a x* 4* fl*
114. Quelles valeurs faut-il attribuer à X pour que Tune des inégalités suivantes soît vérifiée quel que soit x ?
ar* + 2j? + X > 10
(Bacc. Nancy) ;
[Bacc. Clermont) ; (h + 1)*' + h* + h .
(Bacc. Sor&onn*) ;
(Bacc. Nancy).
115. Démontrer que, si a, 6, c sont les trois côtés d'un triangle, le trinôme du second degré :
est toujours positif, quel que soit x
(Bacc. Lyon).
Considérons l'équation du second degré
Cherchons pour quelles valeurs de X cette équation a deux racines; puis, X étant ainsi limité, quels sont les signes des racines suivant les diverses valeurs que prend X.
D'abord, pour que l'équation ait deux racines, il faut que Ton ait :
ou
ou, enfin,
Ceci posé, la somme S des racines et leur produit P sont donnés par les formules :
açx + i) p_*-i
Déterminons les valeurs de >. plus grandes que — -, pour lesquelles S ou P
changent de signe : ce sont X = 0, X = 1. Les valeurs remarquables de X, rangées
par ordre de grandeur croissante, sont, alors,
1* Lorsque X < — - , l'équation n'a pas de racines.
2* Lorsque — - < X < 0, l'équation a deux racines positives : car la somme S et
le produit P sont positifs.
:î° Lorsque 0 < X < 1, l'équation a deux racines de signes contraires: car le produit P est négatif; et c'est la racine négative qui a la plus grande valeur absolue, car la somme S est négative.
4° Enfin, lorsque X > 1, l'équation a deux racines négatives : car le produit P est positif et la somme S est négative.
Les résultats de cette discussion peuvent être résumés dans le tableau suivant :
— to
-f- oo
Pour X = 0, S et P sont infiniment grands, l'équation a une racine infiniment grande et il est évident que c'est celle qui devient négative qui devient infiniment grande puisque, lorsque X a dépassé la valeur zéro, la racine négative est la plus grande en valeur absolue. On peut donc dire que, quand X passe, en croissant, par la valeur zéro, une racine x/ passe brusquement de -f x à — oo ; en entendant, par ce langage abrégé, que l'équation a une racine x1 très grande et positive, lorsque X est voisin de zéro mais plus petit, et que l'équation a une racine xr très grande en valeur absolue et négative, lorsque X est très peu supérieur à zéro. C'est ce que nous avons indiqué dans le tableau. L'autre racine x" est, pour cette valeur de X,
égale à -.
Discuter, de la même façon, lorsque X prend toutes les valeurs possibles (de — « à -f oo), les racines des équations suivantes :
X** — Xje + X-f 1=0;
117. — Entre quelles limites doit varier y pour que l'équation :
x* — 3xy -f y* -f- 2.r — 9y -f 1 = 0
ait deux racines pour #? De même, entre quelles limites doit varier x pour que cette équation ait deux racines, en considérant y comme l'inconnue?
(Bacc. Lille).
Même question pour les équations :
ar* -f V2xy + W + lx + Sy + 20 = 0
(Bacc. Sorbonne);
ox* — 12xy + 4y« + 54a — Ay — 139 = 0
{Bacc. moderne).
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D'UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ
99. Equation bicarrée. — On appelle équation bicarrée une équation du quatrième degré qui, toutes réductions faites, ne contient que des termes de degrés pairs.
D'après cette définition, toute équation bicarrée peut se mettre sous la forme :
(1) axi + bx* + c = 0.
Soit x une racine de cette équation, posons
on aura : ar4 = y*
et, par suite, y sera racine de l'équation du second degré :
(2) axf + by + c = 0
qu'on nomme la résolvante de l'équation bicarrée (1).
Il résulte, de ce qui précède, que le carré d'une racine quelconque de l'équation (1) vérifie la résolvante (2). D'ailleurs, réciproquement,
soit y une racine de la résolvante, toute racine x de l'équation
sera une racine de 1 équation (1).
On aura donc toutes les racines de V équation bicarrée en cherchant les racines de la résolvante, puis, en résolvant autant d'équations de la forme (3) que la résolvante a de racines.
Discussion. — Pour que l'équation bicarrée ait des racines, il faut, d'abord, que la résolvante en ait ; de plus, y étant une racine de l'équation (2), l'équation (3) n'aura des racines que si y est un nombre positif. L'équation bicarrée aura donc autant de couples de racines que la résolvante aura de racines positives. Nous sommes ainsi amené à la discussion suivante :
1° b* — iac > 0. — La résolvante a deux racines; mais, pour que
^ces racines fournissent des racines pour l'équation bicarrée, il faut
encore qu'elles soient positives et ceci nous conduit à distinguer
trois cas :
(A). - > 0, > 0. La résolvante a deux racines positives
y'e.ty".
L'équation bicarrée a donc quatre racines qui sont les racines des équations
ar* = xj\ a* = y",
ce qui donne les deux couples :
x = ± vV , x = ± yjïf7'.
Or, on a :
, — b + y/P — kac „ — * — Jb* — kac V= Ta ■» = Ta
l'équation bicarrée a donc les quatre racines :
i/— b + v/éa — kac
6 + V^* — Aac
[ J-b-W-kac
— b — Jb* — kac
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On peut réunir ces quatre racines en une seule formule et dire que les racines sont données par la formule :
— b ± slb* — hac 2a
où on prend, devant les deux radicaux, toutes les combinaisons
possibles des signes (+) et ( — ).
(B). - >- 0, <C 0. La résolvante a deux racines négatives y'
et y". L'équation bicarrée na pas de racines, car les deux équations
x% = y' et x* = y"
n'ont pas de racines.
(C). - < 0. La résolvante a une racine positive et une racine
négative. À la racine négative, ne correspond aucune racine pour l'équation bicarrée. A la racine positive yr, correspondent deux racines :
v/y7 et — M.
L'équation bicarrée a donc, dans ce cas, deux racines.
Dans le cas particulier où c = 0, la résolvante a une racine nulle
et une autre égale à ; les racines de l'équation bicarrée sont
donc les racines des deux équations :
ar2 = 0, *« = .
La première donne x = 0, qu'on peut considérer comme une
racine double: la seconde a deux racines, x = db \/ ,si
Va a
est positif, et n'a aucune racine, si est négatif.
2° b1 — 4ac=0. — La résolvante a, alors, une seule racine (double)
Les racines de l'équation bicarrée sont donc les racines de 1 équation :
(A). Si — — est positif, l'équation bicarrée a deux racines
+ y — <r- et — 1/ — — ; et on peut considérer chacune de ces
racines comme double, puisqu'elle provient d'une racine double de la résolvante. D'ailleurs, on voit que, lorsque b7 — Aac s'annule, les deux racines
L4 /— b + >]b% — kac . ./—b—Jiï — kac + V U Gt +V Ta
deviennent égales à -f- 1/ — —'De môme, les deux autres racines
se confondent en — i/ — — . C'est pour exprimer ce fait quon
dit que, dans ce cas, l'équation bicarrée a quatre racines deux à deux confondues ou encore deux racines doubles.
(B). Si — — est négatif, l'équation bicarrée n'a pas de racines.
(C). Enfin, si b = 0, la condition 6* — kac = 0, entraîne c = 0 et l'équation bicarrée se réduit à :
ax* = Q.
L'équation, dans ce cas, n'a plus que la seule racine x = Q. Mais, comme, en faisant b = c = 0, laformule générale de résolution donne, pour x, quatre valeurs égales à zéro, on dit que, dans ce cas, l'équation a quatre racines égales ou encore une racine quadruple.
3° 6* — 4ac<0. — La résolvante n'a pas de racines, il en est donc de même de l'équation bicarrée.
— On peut diriger celte discussion d'une autre manière que voici :
1° Si - < 0, la résolvante a deux racines, l'une négative, l'autre a
positive ; donc l'équation bicarrée n'a que deux racines. 2° Si - > 0, il y a deux cas à distinguer :
ÉQUATION BIGARRÉE. 2G
(A) . - ^ 0. L'équation résolvante ne peut avoir que des racines
négatives (lorsqu'elle en a); donc, l'équation bicarrée n'a pas de racines.
(B) . - < 0. Il faut, alors, examiner le signe du discriminant.
Si b* — kac > 0, la résolvante a deux racines positives et l'équation bicarrée a quatre racines.
Si 6* — kac < 0, la résolvante na pas de racines et, par conséquent, il en est de même de l'équation bicarrée.
Sib* — kac = 0, la résolvante a une racine double, positive, et l'équation bicarrée a deux racines doubles.
3° Si c = 0, la résolvante a toujours au moins une racine égale à zéro et l'équation bicarrée a toujours au moins deux racines égaies à zéro.
Si — > 0, l'équation bicarrée n'a pas d'autres racines.
Si - <0, l'équation bicarrée admet, en outre, les deux racines a
Si b = 0t la racine zéro est une racine quadruple. Résumé. — Nous réunissons les résultats de la discussion précédente dans les deux tableaux suivants :
Tableau I.
/ i - > 0, pas de racines.
, ' - < 0, quatre racines.
6« — 4ac >0 / î < 0,
. deux racines.
- > 0, pas d'autres racines.
- r= •, une racine double égale à zéro . . a I o
\ r - < 0, deux antres racines.
- > 0, pas de racines.
6* — Aac =0 - < 0, deux racines doubles. ' a
- ss 0, une racine quadruple égale à zéro. a
b* — lac < 0, pas de racines,
Tableau H.
— < 0, deux racines.
i- >. 0, pas de racines.
- ^ u , b* — kae > 0, quatre racines.
f - < 0 6* — 4ac r=r 0, deux racines doubles.
1 6« _ 4ac < 0, pas de racines.
- > 0, pas d'autres racines.
e r= 0, une racine double égale à zéro : - < 0, deux autres racines.
- = 0, la racine zéro est quadruple. a
Dans le cas des équations numériques, il y aura avantage à adopter le tableau II, car cette seconde manière de procéder renvoie le calcul du discriminant au moment où il devient indispensable.
Exemples. — Soit à résoudre l'équation :
La résolvante est :
y8 — lOy + 9= 0,
dont les racines sont 1 et 9. Les racines de l'équation bicarrée sont donc celles des deux équations :
a?8 = i et a* = 9,
ce qui donne les quatre racines :
Soit, encore, l'équation
a?* + xa — 12 = 0.
La résolvante
a pour racines 3 et — 4. L'équation bicarrée n'a donc que deux racines,
provenant de la racine positive, ce sont + \fe et — JT. Enfin, l'équation
x* + œ8 + 1 = 0 n'a pas de racines, car sa résolvante
y* + V + i = 0 n'en a pas.
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100. Trinôme bicarré. — L'étude du trinôme bicarré se déduit facilement de l'étude du trinôme du second degré, dont il ne diffère que par la substitution de x* à x.
Signe du trinôme. — La valeur numérique du trinôme bicarré :
(1) ax* + bx* + c,
pour une certaine valeur x de la variable, n'est autre chose que la valeur numérique du trinôme
quand on donne à la variable y la valeur x*.
Si le trinôme (2) a deux racines distinctes, son signe, pour y = x*, et, par suite, le signe du trinôme (1), dépend de la position de x* par rapport aux racines.
Si le trinôme (2) a une racine double ou n'a pas de racines (b1 — iac ^ 0), son signe et, par suite, celui du trinôme (1), est toujours le signe de a (sauf pour les racines, qui lui donnent la valeur zéro).
Examinons, plus en détail, le premier cas.
1° Supposons que le trinôme (2) ait des racines distinctes, positives, y' et y" [y' > y"); le trinôme bicarré (1) a, alors, quatre racines qui, rangées par ordre de grandeur croissante, sont :
Lorsque x < — \fy(,
on a : x2 > y'
(car x est un nombre négatif dont la valeur absolue est plus
grande que Vy')> #s n'est pas compris entre les racines du trinôme (2) et le signe de ce trinôme est celui de a.
Lorsque —y/y'<x <_ ^
on a : y" < a?» < y',
a?» est compris entre les racines de (2), le signe du trinôme est celui de — a.
Quand — VT < * < VT ,
on a : x2 < */",
xi n'est pas compris entre les racines de (2) et le signe est celui de a.
Quand vT7 < * < \/?,
on a : y" < x« < y\
x2 est compris entre les racines de (2) et le signe du trinôme bicarré est celui de — a.
Enfin, lorsque x > \Zy\
on a : ar* > »/',
x1 n'est pas compris entre les racines du trinôme (2) et le signe est celui de -f* a.
2° Supposons que le trinôme (2) ait une seule racine positive t/', l'autre étant négative. Le trinôme bicarré (1) n'a, alors, que deux
racines réelles : — vV et + VJ/7- H ^au^ remarquer que x2, étant un nombre positif, sera toujours supérieur à la racine négative.
Si x<— v'y7,
on a : x* > y',
le trinôme est du signe de a.
Si — V7<^<v/y7,
on a : x9 < y',
x9 est compris entre les racines du trinôme (2) et le signe est celui de — a.
Enfin, si x> yjy\
on a : x* > y
et le trinôme est du signe de a.
3° Lorsque le trinôme (2) a deux racines négatives, a?9, étant un nombre essentiellement positif, est nécessairement plus grand que ces deux racines et le trinôme a toujours le signe de a. Or, dans ce cas, le trinôme bicarré n'a pas de racines. On peut donc dire, en rapprochant ce cas du cas où bx — kac ^ 0, que : Lorsque le trinôme bicarré na pas de racines, il est toujours du signe de son premier terme;
et que :
Lorsque le trinôme bicamé a deux racines doubles (b* — Aac = 0,
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— ÔT > 0), ii e*t toujours du signe de son premier terme, sauf pour
les deux racines, pour lesquelles il prend la valeur zéro.
Remarque. — Ce qui précède nous conduit à faire une remarque analogue à celle que nous avons faite pour le trinôme du second degré (n° 95).
Si deux nombres a et p, substitués dans le premier membre d'une équation bicarrée
axk -f bx* + c = 0,
donnent des résultats de substitution de signes contraires, on peut affirmer que l'équation a des racines et qu'il y a une ou trois racines comprises entre les deux nombres a et p.
Car, comme nous l'avons vu, le trinôme bicarré ne prend des signes différents que lorsqu'il a des racines. De plus, en examinant tous les cas qui peuvent se présenter, on se convainc aisément que deux nombres a et p ne donnent des résultats de substitution de signes différents que s'ils comprennent une ou trois racines (c'est-àdire un nombre impair de racines).
Application. — Reconnaître la position d'un nombre a par rapport aux racines d'une équation bicarrée.
Soit
aa* + bx* + c = 0 (1)
une équation bicarrée ayant deux ou quatre racines. La résolvante
ay* + by + c = 0 (2)
a une ou deux racines positives. On comparera, d'abord, le nombre a8 aux racines de la résolvante. Pour cela, on substituera (n° 95) a2 à y dans le premier membre, ce qui revient à remplacer x par a dans le trinôme bicarré.
Le signe de cette substitution, joint, au besoin, à la comparaison
de a* à la demi-somme — -- des racines de la résolvante, donne la
position de a* par rapport aux racines de la résolvante. Connaissant
cela, on en déduira, immédiatement, la position de a par rapport
aux racines de l'équation bicarrée. Ainsi, soit y' une racine positive
de la résolvante. Si, par exemple, on a trouvé que
on en conclura
*>>/y'> si <x>0; ou
a < — V^/7, Si a < 0.
Si, au contraire, on avait trouvé que :
on en conclurait que
— y/y' < * < ffi
On connaît donc la position de ot par rapport aux deux racines
— v^y7 et + s/y7* On ferait de même pour les deux autres, s'il y avait lieu.
Exemple. — Quelle est la position du nombre 3 par rapport aux racines de l'équation :
qui a quatre racines ?
Remplaçons x par 3, dans le premier membre, il vient :
ce résultat étant négatif, 3* est compris entre les racines de la résolvante. On a donc :
y" < 3» < y' et, par suite, puisque 3 est positif,
>!¥' < 3 < vV ; 3 est donc compris entre les deux racines positives de l'équation bicarrée.
Décomposition du trinôme. — Lorsque le trinôme bicarré a quatre racines, il est décomposable en un produit de quatre facteurs du premier degré. On a, en effet, l'identité :
«V* + ày + c s a{y — y') {y— y"),
y' et y" étant les racines de la résolvante. Remplaçons, dans cette identité, y par ars, il vient :
(1) ax* + bx* + c==a {x* — y') (a?2 — i/').
Lorsque le trinôme a quatre racines, y' et y" sont positifs et on peut écrire l'identité (1) sous la forme :
(2) ax*+bx*+c=a(x^\f)(x+^)(x^y/^(x+y/^.
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Si le trinôme n'a que deux racines, une seule des racines de la résolvante, y' par exemple , est positive et on peut écrire l'identité (1) sous la forme :
(3) ax* + bx* + C = a (x- tf) {x + y/7) (*■ - y/7'),
où le facteur (a?* — y") est toujours positif.
Les deux décompositions (2) et (3) pourraient servir pour étudier le signe du trinôme suivant les diverses valeurs attribuées à #, il suffirait, pour cela, d'examiner, dans les divers cas, les signes des facteurs du premier degré.
Dans tous les cas, le trinôme bicarré peut être décomposé en deux facteurs du second degré.
En effet, cela résulte de l'identité (1) toutes les fois que la résolvante a deux racines. Si la résolvante n'a pas de racines, c'est, qu'en posant
on a :
?>o, Ç-jf<o.
On a, alors,
ax*-\- bx*-{-c = a (#*+/?#* + #).
En remarquant que ar4 et q sont les termes extrêmes dans le développement de (x*zh ^q) , on peut écrire les deux identités :
(4) ax* -f bx* + c = «[(x2 + yfif — pfi — p) x*],
(5) ax* + bx* + c== a[(x* — y/q)* — (— 2 yfq—p) x*\ •
Dans la première, on a, certainement,
2v;ï- 1><0, la valeur absolue de \jq étant supérieure à celle de — , en vertu de
l'inégalité
Il vient donc :
(6) aar* + bx* + c = a[(x2 + sjqf — [x jifi — p)*]
= a [x2 + x V2 yjq —p + V?] [«"— W2 \/q —p + V?],
Et, ainsi, se trouve réalisée la décomposition du trinôme bicarré en deux facteurs du second degré.
Exemples : On a :
x*> + ,<c2 + i == (.r* + if — ,r* == (,r2 + x + i) (je2 — x + i) ; .r* + i ^ (.r2 + i)2 — 2.r2== (.r2 — x y'2 + l) (,r2 -|-^-f l).
Remarquons que l'identité (6) subsiste toutes les fois que, q étant positif, p est négatif et qu'elle donne, dans ce cas, un moyen nouveau de résoudre Péquation bicarrée. Car, en résolvant les deux équations du second degré dans lesquelles se décompose l'équation bicarrée, on obtient la formule suivante :
(7) x = ± - >Jîs!q-p ± - n/_ 2 y'? - ,;,
qui est surtout avantageuse dans le cas où q = - est un carré parfait. Car, alors, on remplace une formule contenant des radicaux superposés par une autre qui ne contient que des radicaux simples.
Considérons, par exemple, l'équation
La formule du n° 99 nous donne
La formule (7) conduit au résultat suivant :
X = =fc \2 ±. i, qui est évidemment plus simple.
101. Équations réciproques. — On dit qu'une équation entière, mise sous la forme
est réciproque si, le polynôme f(x) étant ordonné, les coefficients des termes équidistants des extrêmes sont égaux, où encore, si les coefficients des termes équidistants des extrêmes sont égaux et de signes contraires et s'il n'y a pas de terme à égale dislance des extrêmes, dans ce dernier cas.
ÉQUATIONS RÉCIPROQUES
De cetle définition, il résulte que les équations réciproques du quatrième degré sont de la forme :
ax* + bx3 + ex* -}" bx + a = 0, ou de la forme :
ax* -f* bx9 — bx — a = 0.
Comme il est aisé de le voir, si on remplace, dans ces équations, x par - , on retrouve, après avoir chassé les dénominateurs, les
mêmes équations. Ces deux équations sont donc identiques à leurs
transformées en-. Ceci est, d'ailleurs, un fait général, et il est facile
de se rendre compte que toute équation réciproque est identique à
sa transformée en - . On en conclut que, si une équation réciproque
admet un certain nombre pour racine, elle admet aussi l'inverse de ce nombre comme racine.
Nous allons montrer que les résolutions des équations réciproques du troisième, quatrième et cinquième degré se ramènent à la résolution d'équations du second degré.
1° L'équation réciproque du troisième degré :
ax* -J- bx2 + bx + 0 = 0
admet la racine x = — 1 ; le premier membre de l'équation est donc divisible par x -f- 1 et cette équation s'écrit :
(x + 1) [_ax* + (b — a) x + a] = 0.
Les racines de l'équation sont donc : x = — 1 , et les deux racines de l'équation du second degré :
ax* + (b — a) x + a = 0.
2° De même, l'équation réciproque :
ax* + bx* — bx — a = 0
admet la racine x = 1 et, en outre, les deux racines de l'équation du second degré :
ax* -f- (« + *) x + a = 0»
obtenue en divisant le premier membre par x — 1.
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3° Pour résoudre l'équation réciproque du quatrième degré
(1) axK + 6*»+ ex* + bx + a = 0,
divisons les deux membres par x*. Cette équation s'écrit alors
Posons :
on aura
ou
On en conclut que y est racine de l'équation du second degré :
a2/s + by + c — 2a = 0.
On aura donc toutes les racines de l'équation (1) en calculant d'abord les racines de l'équation (2), qu'on appelle la résolvante. Soit y une racine de cette résolvante. A cette racine correspondent deux racines de l'équation (1) qui sont données par l'équation :
ou
L'équation (2) ayant, en général, deux racines, comme, à chacune de ces racines, correspondent deux racines de l'équation (1), fournies par l'équation (3), l'équation (1) aura, dans le cas le plus favorable, quatre racines.
Exemples. — Soit à résoudre l'équation :
ÉQUATIONS RÉCIPROQUES
Cette équation s'écrit, en divisant par &*,
Posons :
et on a la résolvante :
ou
Les racines de cette résolvante sont : - et — .
Les racines de F équation proposée sont donc données par les deux équations :
x + - = - et # + - = —, x 2 l x 3 *
ou
2a>2 — 5a + 2 = 0 et 3a?2 — 10a? + 3 = 0,
dont les racines sont :
2 et|, 3 et|.
Soit encore l'équation :
a?4 + x9 + x* + x + i = 0, qui s'écrit
La résolvante est :
y* + y — 1 = 0, qui a les deux racines
et
Les racines de l'équation proposée sont donc les racines des deux équations :
2a2 + (1 — \/5) œ + 2 = 0, 2s8 + (1 + >IE) x + 2 = 0.
Or ces deux équations n'ont pas de racines; l'équation proposée n'a donc pas de racines.
4° L'équation réciproque du quatrième degré :
ax* + bx9 — bx — a = 0 s'écrit :
a (*4 — 1) + te (** — 1) = 0 ou, encore,
(ai — l)[a («■+!) + J*] = 0.
Elle admet donc les racines des deux équations du second degré :
x» — 1 = 0 et ax* + bx + a = 0.
La première a pour racines + 1 et — 1 ; la seconde a ou n'a pas de racines suivant le signe de son discriminant b* — 4a*. Cette équation réciproque a donc toujours au moins deux racines, qui sont + 1 et — 1, et au plus quatre racines.
5° L'équation réciproque du cinquième degré :
ax1 + *** + ex9 + ex9 + àx + a = 0
admet toujours la racine' x = — 1 ; le premier membre est donc divisible par x -f- 1. En effectuant cette division, il reste l'équation :
ax> + (b — a) x9 + (a — b + c) x* + (6 — a) x + a = 0,
qui est réciproque du quatrième degré et que, par suite, nous savons résoudre.
6° L'équation réciproque du cinquième degré :
ax9 + bx% + ex9 — ex* — bx — a = 0,
admet toujours la racine x = 1. Le premier membre est divisible par x — 1 et il reste, cette division effectuée, une équation du quatrième degré réciproque :
or4 + (a + b) x9 + (a -f b + c) or* + (a + b) x + a = 0,
que nous savons résoudre «
Remarque. — Nous venons de voir que toute équation réciproque du troisième ou du cinquième degré admet la racine 1 ou la racine — 1. Le premier membre est divisible par x — 1 ou x -f- 1 et, en effectuant cette division, on est amené à résoudre une équation réciproque de degré pair.
Ce fait est général et il est facile de voir que toute équation réci-
ÉQUATIONS BINOMES
proque de degré impair admet soit la racine 1, soit la racine — 1. En débarrassant l'équation de cette racine, on ramène sa résolution à celle d'une équation réciproque de degré pair.
102. Équations binômes. — Une équation binôme est une équation entière qui ne contient que deux termes. Toute équation binôme est donc de la forme :
Àa?" + Bxq = 0.
Soitp > q, on peut mettre xq en facteur et écrire l'équation de la façon suivante :
xq [\x^q + B] = 0.
Ceci montre que l'équation admet d'abord la racine x = 0; puis, les racines de l'équation :
kof-q + B = 0.
B Posons p — q = m, — - = a, et cette dernière équation s'écrit :
Donc toute équation binôme, débarrassée de la racine zéro, peut être mise sous la forme :
C'est cette équation qu'il s'agit de résoudre. 1° Lorsque m est pair, V équation
a deux racines, si a est un nombre positif, et n'a pas de racines, si a est négatif. Remarquons, d'abord, que, m étant pair, on a :
Par suite, si x est une racine de l'équation, — x est aussi racine. 11 suffît donc de chercher les racines positives de l'équation et on obtiendra toutes les racines négatives en changeant les racines positives de signe.
Supposons, d'abord, a positif. On a appris, en arithmétique, qu'A existe un nombre positif (arithmétique), et un seul, dont la puis-
sance m**™* est égale à a. C'est ce qu'on appelle la racine m**"* de a : my/cT. L'équation binôme a donc, dans ce cas, deux racines, -f* myfa
et — Va> et deux seulement.
Si a est négatif, l'équation n'a, évidemment, aucune racine; car, toute puissance paire d'un nombre quelconque étant positive, il ne peut exister aucun nombre x dont la puissance miéme soit égale à un nombre négatif a.
2° Lorsque m est impair, V équation
a toujours une racine et une seule.
En effet, supposons, d'abord, a positif . L'équation ne peut admettre que des racines positives, car toute puissance impaire d'un nombre est de même signe que lui. Il n'y a donc qu'un nombre positif dont la puissance miéme puisse ôlre égale au nombre positif a. Or, il n'y a qu'un seul nombre positif dont la puissance mfewe est égale à a : c'est la racine mtVm* arithmétique de a. L'équation n'a donc qu'une racine
qui est + Va-
Si a est négatif, l'équation ne peut admettre que des racines négatives. Posons, alors,
on aura :
( — xr) = a ou
et nous sommes ramené au cas précédent. Il n'y a qu'une racine
pour x' qui est *V — a ; par suite, l'équation proposée n a qu'une racine :
Exemples. — L'équation
#8 — 1 = 0 a deux racines : x = ±z 1.
L'équation a3 + 27 = 0
a une seule racine : x = — î/27 = — 3.
L'équation
n'a pas de racines.
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Équations trinômes. — Toute équation trinôme
(1) ax* + bxq + cxr = 0
peut être résolue au moyen (Tune équation du second degré et d'équations binômes dans le cas où les exposants p, q, rsont tels que Von ait :
Soit, en effet, m la différence q — r. On aura
et p = q -f- m = 2m -(- r.
L'équation (1) s'écrit, alors,
«■" + ' + tem+r + c*r = 0 ou, en mettant xr en facteur,
xr [ax + bx" 4~ c] = 0.
Sous cette forme on voit que l'équation admet, d'abord, la racine x = 0 ; puis, les racines de l'équation :
(2) ax2m + bxm + c = 0.
Pour résoudre cette équation on la traite comme l'équation bicarrée qui n'en est, d'ailleurs, que le cas particulier de m = 2. On pose :
et on voit que, x étant une racine de l'équation (2), xm est racine de l'équation du second degré :
(3) «y* + hj + c = 0.
D'ailleurs, réciproquement, y étant une racine de l'équation (3), toute racine x de l'équation binôme :
(4) xm = y
est une racine de l'équation (2).
On obtiendra donc toutes les racines de Vèquation (2) en résolvant Véquation (3) ; et en résolvant, ensuite, autant dyéquations binômes^ de la forme (4), que cette équation (3) a de racines y.
(1) La condition p — q « q — r exprime, comme nous le verrons plus tard (n* 129), que les trois exposants/), q et r forment une progrestion arithmétique.
Exemple. — Soit à résoudre l'équation :
x1 — 3a:* — Ix = 0.
On a, d'abord, la racine x = 0. En divisant par a?, il reste l'équation :
a?8 — Zx* — 4 = 0.
Posons : a?3 = y
et nous aurons la résolvante :
dont les racines sont 4 et — 4. L'équation ptoposée a donc pour racines celles des deux équations binômes :
a?* = 4 et a*= — 1, qui ont, chacune, une racine :
x = V* et a? = — 1.
L'équation proposée a donc les trois racines :
Résoudre les équations
/^ ; — >v = 1 (J. Bertrand);
<L±-f£ + {fj^ « « (j. Bertrand);
V« + * 4- Va — * = A (J. Bertrand).
ÉQUATIONS TRINOMES. 981
123. Reconnaître la position des nombres — 3, 5, 10 par rapport aux racines des équations :
x* + &rf — 7 = 0 ; 3s* — 5** + 1 = 0. .
Décomposer les trinômes premiers membres en facteurs du premier et du second degré.
Résoudre les équations
2x* — 5ar* + 7x» — hx + 2 = 0;
x >Ja b ( il* \
sr^ + ^^=5 r *—* v 7+-* = 7
125. Montrer que les équations du quatrième degré de la forme :
ax* + bx* + ex* — 6r + a = 0,
peuvent se résoudre en posant :
Si x est racine d'une telle équation, est aussi racine. Ces équations sont
dites réciproques par rapport à — 1 ou, encore, réciproques de seconde espèce.
D'une manière générale, l'équation :
ax* -f bx9 4- ex* 4- &tf# -j- ay* = 0
pent être résolue, en posant :
Si x est une racine de cette équation, - est aussi une racine. Ces équations sont
dites réciproques par rapport à q.
Par exemple, résoudre les équations :
Sx* — 16x» + 2ar» + 16a? -f 5 = 0; x* 4- 2x» 4-3a?*+ 4*4-4 = 0;
x* 4. — ar» — 39* 4- 81 = 0.
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Discuter complètement les équations suivantes
lorsque X prend toutes les valeurs possibles (Voir l'exercice 11G).
127. Déterminer X de façon que les quatre racines de l'équation bicarrée :
(Bacc. Caen.) soient en progression arithmétique.
(xu X*, a-j a?4, étant quatre nombres, on dit qu'ils sont en progression arithmétique si on a :
xt — *\ = As — X* = xk — s,. Voir n° 129).
CHAPITRE V
104. La résolution de tout système d'équations simultanées à plusieurs inconnues, composé d'une équation du second degré et d'un nombre quelconque d'équations du premier degré, se ramène à la résolution d'une équation du second degré à une inconnue, suivie de la résolution d'équations du premier degré.
On obtient, en effet, d'après les principes généraux que nous avons établis (n" 85, 56 et 73), un système équivalent au système proposé en résolvant les (n — 1) équations, qui sont du premier degré, par rapport à(n — 1) inconnues (si n désigne le nombre des inconnues et des équations) et en portant les valeurs de ces inconnues, en fonction de la dernière, x par exemple, dans Tunique équation du second degré. La valeur de l'inconnue x est, alors, fournie par une équation du second degré. En remplaçant x, successivement, par ses valeurs dans les expressions des (n — 1) premières inconnues, on aura les valeurs correspondantes de ces inconnues.
Voici quelques exemples de systèmes de ce genre.
Exemple I. — Résoudre le système :
De la première équation on tire :
et, en portant dans la seconde, on a, pour déterminer a?, l'équation :
a? (s — x) = p ou (3) a?2 — sx + p =0.
Cette équation a, en général, deux racines, x' et jc", et on a les valeurs correspondantes de y en remplaçant dans l'équation (2), successivement, x par xf et x". On a donc deux systèmes de solutions :
x = x/ , y = s — x1 et x = x", y = s — x''.
Or, comme on a
x1 + x" = s, on a, aussi,
s — a?' = x" et s — a?" = xr.
Les deux systèmes de solutions sont donc :
(5) x = a?", y = ar\
Remarque. — La résolution du système (i) revient, au fond, au problème que nous avons déjà traité : « Trouver deux nombres connaissant leur somme s et leur produit p » (n° 93). Le problème, ainsi posé, n'a qu'une solution, car les deux systèmes de solutions (4) et (5) n'en font qu'un seul et montrent que les deux nombres cherchés sont les racines de l'équation (3). Gela tient à ce qu'il n'y a pas plus de raisons d'appeler un des deux nombres a? que de l'appeler y.
Exemple IL — Résoudre le système :
La première équation donne :
et, en portant dans la seconde, on trouve, pour déterminer a?,
(3) a* — dx — p = 0.
Cette équation a, en général, deux racines x' et aï", ce qui donne les deux systèmes de solutions :
x = a/, y = x' — d; et x = a?", y = x" — d.
D'ailleurs, en remarquant que
ces systèmes s'écrivent :
V = — ar'.
Remarque. — La résolution du système (1) revient, au fond, au problème suivant : « Trouver deux nombres connaissant leur différence d et leur produit p ». Ici, à rencontre de ce qui se passe dans le problème précédent, les deux solutions sont bien distinctes. Cela tient à ce que les deux nombres ne jouent pas le même rôle. La lettre x ne désigne pas l'un quelconque des deux nombres, mais celui duquel il faut retrancher le second pour obtenir la différence d.
D'ailleurs, ce problème se ramène aisément au précédent de la façon suivante : le système (1) s'écrit :
Ceci montre que les deux nombres x et ( — y) ont pour somme d et pour produit — p; ce sont donc les deux racines de l'équation du second degré.
x* — dx — p = 0.
On prendra pour x Tune des racines de cette équation et pour y l'autre racine, changée de signe. Ce qui donne bien les deux solutions différentes (4) et (5), suivant qu'on prend pour x Tune ou l'autre des deux racines.
Exemple III. — Résoudre le système :
w ( ax+by + c = 0.
En supposant 6^0, on tire, de la seconde équation,
#«\ ax + c
et, en portant cette valeur de y dans la première, on a l'équation en a?,
(3) (a« + b*) x* + 2ac x + c» — 6V» = 0.
Cette équation n'a des racines que si
ce qui s'écrit
Si cette condition est remplie, on a, pour x, deux valeurs x' et x*1 et les valeurs correspondantes de y s'obtiennent en remplaçant x par x* et par x" dans la formule (2). On a donc deux systèmes de solutions :
. . ax' 4- c x = x\ y =
et x = a?7/, y = —
qui sont confondus en un seul lorsque
Remarque. — La résolution du système (1) a une signification géométrique intéressante. Traçons, en effet, dans un plan, deux axes rectangulaires ox et oy. Tous les points, dont les coordonnées x et y vérifient la relation
sont sur un cercle, de rayon r, ayant pour centre l'origine 0 des coordonnées. De même, tous les points, dont les coordonnées vérifient l'équation
ox + by + c = 0,
sont situés sur une droite. Résoudre le système (I) c'est donc trouver les coordonnées des points communs au cercle et à la droite. La discussion a, alors, une signification simple.
Si c8 < (a8 + 68) r2,
la droite coupe le cercle en deux points.
Si c» = (a8 + 6») r8,
la droite n'a plus qu'un point commun avec le cercle, elle le rencontre en deux points confondus, elle est tangente au cercle.
Enfin, si c8 > (a8 + &*) r8,
la droite ne rencontre pas le cercle.
Exemple IV. — Résoudre le système :
Des deux dernières équations on tire :
en portant ces valeurs dans la première, on a :
ou
ce qui donne, pour x, les deux valeurs 1 et 2. On a donc les deux systèmes de solutions :
105. La résolution d'un grand nombre de systèmes d'équations se ramène, en dernière analyse, à la résolution d'équations du premier
et du second degré à une inconnue. Il n'est pas possible de donner un type général de ces systèmes. Dans la majorité des cas, on résoudra les équations les plus simples par rapport à un certain nombre des inconnues et on portera les valeurs de ces inconnues, en fonction des autres, dans les équations restantes. On cherchera à former une équation, à une seule inconnue, que Ton sache résoudre. On se rend aisément compte de la marche à suivre en lisant les exemples suivants :
Exemple V. — Résoudre le système :
De la seconde équation on tire :
En portant dans la première il vient :
s3 + (3 — x)* + fcr» — 3 + x = 9 ou
lia* — 26a? + 15 = 0,
ce qui donne, pour x, les deux valeurs 1 et — . On a donc les deux
systèmes de solutions :
x~Ti> y"7T-
Exemple VI. — Soit à résoudre le système :
{ ax* + bxy + cy* = d, / xy = p.
En tirant y, de la seconde, on a :
et, en portant dans la première, on a l'équation bicarrée ;
Celte équation donne, en général, pour xt quatre valeurs, auxquelles correspondent quatre valeurs pour y. Il y a donc, en général, quatre solutions.
106. Certains systèmes ne peuvent être résolus, au moyen du second degré, que par un changement d'inconnues. Par exemple, lorsque, dans un système, deux inconnues # et y entrent symétriquement, c'est-à-dire lorsque le système ne change pas quand on permute x avec y et y avec x, il y a, le plus souvent, avantage à changer d'inconnues et à prendre comme nouvelles inconnues x + y et xy. Lorsqu'on connaît x + y et xy, on a x et y comme racines d'une équation du second degré.
Exemple VII. — Soit le système :
(x2 + y2 = a2, ( xy = b*.
Prenons, comme nouvelles inconnues, x + y et xy, et posons :
x + y = u, xy = v,
le système devient, en remarquant que
a» + y2 B [x + y)2 - 2xy, { wa — 2v = a2, * v = bK
Ceci donne, tout de suite,
a: et y sont donc les racines de l'une des deux équations :
** — x \/<i« + 26* + 62 = 0 ou ** + x vV + 26* + 6* = 0,
II y a donc, en général, quatre solutions.
Remarque I. - Dans cet exemple, on aurait pu avoir, facilement, x et y en calculant {x + y) et {x — y). On a, en effet,
d'où, en supposant (a2 — 2o2) positif,
ce qui donne
S* + y = =*= y/a* + 2fe2, • ^ — y = ± v;a2 — 262 ;
( * = £ [=*= vV + ?ô2 ± v/«2-262l, ( y = 5 [ ± v7*2 + 268 qp ya« - 262] ;
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les signes supérieurs ou inférieurs se correspondant dans les deux expressions de x et y. Il y a donc quatre solutions.
Remarque IL — Si on avait, en suivant la marche habituelle, tiré y de la seconde équation pour porter dans la première, on aurait obtenu, pour x, une équation bicarrée que nous avons ainsi évitée. Il serait intéressant de comparer les expressions de x et y précédentes à celles qu'on obtiendrait en résolvant cette équation bicarrée (Voir, n° 100).
Exemple VIII. — Soit à résoudre le système :
( . tfi + î,*-r»=0, v ; ( xy+a(x + y)+b* = 0.
Les deux équations étant symétriques en 2 et y, nous prendrons x + y et xy comme inconnues auxiliaires. Posons :
a?4-y = ti, xy = v et le système (1) se transforme en :
+ au + b* = 0,
dans lequel la seconde équation est du premier degré. Résolvons ce système auxiliaire par la méthode ordinaire (n° 104) et on a :
v = — (au + b*)
d'où
On a, en général, pour u, deux valeurs u' et u", auxquelles correspondent deux valeurs pour v : — (au' -f ô8) et — (au" + 0*). Il en résulte que * et y sont les solutions de l'une des deux équations du second degré :
x% — u'x — (au' + &*) = 0 ou
x* _ u"x— (au" + 6») = 0.
On a donc, en général, quatre systèmes de solutions.
Remarque. — Si on avait suivi, dans cet exemple, la marche ordinaire, on aurait trouvé, en tirant la valeur de y de la seconde équation du système (1 ) et en portant dans la première, une équation complète du quatrième degré en x :
x* + 2 as» + (2a* — r*)x* + 2a(6* — r*)a?+ 6* — a*r*= 0, qu'on n'aurait pas su résoudre.
Résoudre les systèmes suivants
yz = a1, zx = 6f, xy = c1 ;
> z« + art _ y(5 + a-) — 6»,
( *■ + y* — 5(o? -f y) = c* (Smith) ;
anxm + 6myn = 2\lumbnxmyn, xy = a6
(J. Bertrand);
-+V;=7=+1, vVy + vV = 78
(J. Bertrand);
* + y + 3^tey = 6 (J. Bertrand) ;
- (x + y) =ymx + y«x = m + il ;
ar + y = ytea* — a:1 f ^ëô^^y» = a^3
(Jtacc. Bordeaux).
131. Trouver deux nombres connaissant leur somme a et sachant que le quotient de la somme de leurs cubes par la somme de leur carrés est 6.
{Concours académique, Caen).
Trouver quatre nombres formant une proportion
1* Sachant que la somme des moyens est a, la somme des extrêmes b, et la somme des carrés des quatre termes k%. {Bacc. Nancy).
3* Connaissant la somme 4 « des quatre nombres, la somme Aqx de leurs carrés et la somme 4cs de leurs cubes.
(J. Bertrand).
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133. Trouver quatre nombres, en progression arithmétique, connaissant leur
somme éa et la somme - de leurs inverses.
Trouver cinq nombres, en progression arithmétique, connaissant leur somme ha
et leur produit 6*.
Résoudre le système de n équations à n inconnues
*i(*t + x* + *4 + • • • + \) + l.«(«i + *«+-..+ *„)* = &««, **(*i + -'s + *4 +■•■+*,) + *.3(*i + *% + • • • + */)* = »5««, *»(*! + rt + *4 + • • • + *„) + 3.4^, + -r, + ... + xny = 49a»,
(ConeotffV général, 1880).
Il sera bon de ne traiter cette question qu'après avoir lu le chapitre I du livre V, relatif aux progressions arithmétiques.
CHAPITRE VI
107. La marche à suivre pour résoudre un problème du second degré ne diffère pas de celle qu'il faut suivre, et que nous avons indiquée (n°*82 à 86), pour les problèmes du premier degré.
1° On choisit Vinconnue ou les inconnues. Si ces inconnues sont susceptibles d'être portées dans des sens différents, on fait, de suite, une convention sur le signe, s'il y a lieu.
2° On met le problème en équations. S'il y a plusieurs hypothèses possibles sur la forme du résultat, on cherche, autant que possible, à former une équation, ou un système unique, servant dans tous ■tes cas.
Si cela n'est pas possible, on examine séparément chacun des cas.
3° On résout, de la façon la plus générale, les équations.
4° On discute le problème. Ici, la discussion peut présenter quelque chose de particulier qui ne se rencontre pas dans le cas du premier degré ; car, comme on parvient à des équations du second degré, il peut arriver que ces équations n'aient pas de solutions. Il y aura donc à examiner cette question en appliquant les méthodes et les résultats que nous avons fait connaître plus haut (Voir les tableaux I et II du n° 92).
Exemple I. — Trouver la base du système de numération dans lequel le nombre 8(5 s'écrit 321.
Soit x la base inconnue, ou devra avoir :
r* + 2.r + i =86 ou
Cette équation a deux racines :
tt> — O , vu ^— "~~ ~ "JT" •
Or, d'après la nature même de renoncé, le problème ne peut admettre qu'une solution positive et entière : la solution 5 est donc seule acceptable et l'antre est à rejeter.
Exemple IL — [Division en moyenne et extrême raison], — Étant donnés, sur une droite indéfinie, deux points A et B, trouver, sur cette droite, un point M tel que Von ait (flg. 32):
MA' = MB . AB (i).
F io. 32.
Prenons, sur la droite AB, comme sens positif, le sens de A vers B et soit
AB = a.
Prenons AM = .rpour inconnue. On a :
5ÏÏÏ = ÂB — AM = a — x,
et la relation (i) donne, de suite, l'équation :
ou
x* + ax — a2 = 0.
Cette équation du second degré a toujours deux racines de signes contraires :
*" = -f(vS-H)-
Discussion. — La première solution x' est positive et plus petite que a. A cette solution correspond, par suite, un point M compris entre À et B (fig. 32).
La seconde solution x", étant négative, donne un point M' à gauche de A. Il y a donc toujours deux points divisant un segment AB en moyenne et extrême raison, et deux seulement, l'un compris entre A et B, l'autre à l'extérieur de AB, du côté de A.
Exemple III. — Calculer le troisième côté d'un triangle dont on connaît
deux côtés b et c et la surface - A9.
Soit x le côté inconnu. L'expression de la surface du triangle, en fonction des trois côtés, donne, de suite, l'équation :
qui devient, en élevant au carré,
[(6 + <•)• — x*] [*• - (6 — c)1] = 4 A4 ou :
En développant, on a l'équation bicarrée :
(2) x* — 2ar* (&■ + c2) + (&* — c*)2 + 4A* = 0.
Discussion. — Pour que cetlc équation ait des racines, il faut, d'abord, que Ton ait :
(6t + ci)t — (6* — c2)2 — 4 A* > 0
ou 62c2 — A*>0,
Si cette condition est remplie, l'équation bicarrée a quatre racines, car la résolvante a deux racines positives, puisque la somme 2 (ô1 -j- c*) et le produit (6* — c8)1 -h 4A* de ses racines sont positifs.
D'après sa nature même, le problème n'admet pour solution que des valeurs positives; on ne devra donc prendre, pour x, que les valeurs positives.
De plus, on devra pouvoir construire un triangle avec les trois longueurs b, c et x. Le côté x devra donc être plus grand que la différence et plus petit que la somme des deux autres. On devra avoir :
Pour voir si ces inégalités ont lieu, il faut comparer (b — c)* et (6 + c)* aux racines de la résolvante de l'équation (2). Pour cela, substituons (6 — c)* et (6 + c)*» dans le premier membre, à # s ; la forme (1) montre, de suite, que, dans les deux cas, le résultat de substitution est 4À4, donc positif. Les deux quantités (6 — c)8 et (6 + c)1 ne sont donc pas comprises entre les racines de la résolvante. D'ailleurs, comme la demi-somme 6* + c* des racines de la résolvante est comprise entre (6 — c)1 et (6 + c)*> il ©n est de même de ses deux racines.
La seule condition à remplir est donc
Si elle est satisfaite, le problème admet deux solutions, obtenues en prenant, pour a:, les deux racines positives de l'équation (2) :
+ c2 ± 2 yJbH* — A*.
Remarque I. — À propos de ce problème, on peut présenter une remarque qui sera utile dans d'autres cas.
Pour exprimer qu'avec trois nombres a, 6, c on peut former un triangle, il suffit d'écrire que les trois nombres sont positifs el que la quantité sous le radical dans l'expression bien connue de la surface
est positive.
En effet, si les trois nombres sont positifs et si a est le plus grand, les trois Facteurs p, p — ô, p — c sont positifs. La quantité sous le radical a donc le signe de p — a; el elle est positive ou négative suivant que le plus grand côté a est plus petit ou plus grand que la somme des deux autres.
Dans le problème précédent, la surface étant donnée, il suffisait, on le voit, d'exprimer que les trois côtés existaient et étaient positifs.
Remarque IL — On sait que l'angle opposé à un côté d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le carré de ce côté est inférieur, égal ou supérieur à la somme des carrés des deux autres côtés. Lorsque k* < oc, il y a deux solutions distinctes x' et x". La demi-somme des racines xfi et x"% de la résolvante étant 6S rf c2, on a :
Dans le triangle, correspondant à la solution x,1 l'angle opposé à ce côté est donc aigu ; et dans le triangle, correspondant à x", l'angle opposé à ce côté est obtus (!).
Lorsque k* = bc, les deux solutions sont confondues en une seule, pour laquelle on a :
Le triangle correspondant est donc rectangle.
(I) Il serait mémo aisé de voir que les deux angles des deux triangles sont supplémentaires.
Remarque III. — Puisque le problème n'a de solution que si
ceci nous prouve que tous les triangles, qui ont deux côtés communs, onl uue surface au plus égale à la moitié du produit de ces deux côtés. En d'autres termes, parmi tous les triangles qui ont deux côtés constants et le troisième côté variable, celui qui a la plus grande surface est celui dont la surrace est égale à la moitié du produit des deux côtés constants ; lequel est le triangle rectangle.
108. Après ces quelques exemples de problèmes à une seule inconnue, nous traiterons quelques problèmes, plus compliqués, à plusieurs inconnues.
Dans de tels problèmes, lorsqu'il y a plusieurs données littérales, on trouve, souvent, dans la discussion, plusieurs conditions pour que le problème soit possible. Ces conditions ne sont pas toujours toutes nécessaires, car il arrive, fréquemment, que certaines d'entre elles sont des conséquences des autres; ou, encore, dans certains cas, les conditions sont incompatibles entre elles. Pour apercevoir ces particularités, il sera bon, en général, de résoudre toutes ces inégalités par rapport à une même quantité qu'on appelle le paramètre de la discussion. Le choix du paramètre de la discussion est arbitraire, et dépend de l'ingéniosité du calculateur. En général, on prend, de préférence, pour ce paramètre, une quantité par rapport à laquelle toutes les inégalités soient faciles à résoudre.
Exemple IV. — (Problème de Pappus.) Étant donné un angle droit xov (fig. 33) et un point À, situé sur ta bissectrice de cet angle, mener par le point A une droite PM telle que le segment PM, intercepté par l'angle xoy, sur cette droite t ait une longueur donnée 1.
Prenons, sur ox etoy, des sens positifs tels que A se trouve dans l'angle formé par les deux directions positives. Soit, alors,
ÔM = .r, OP = y
les inconnues, et désignons par a la valeur commune des coordonnées du point A :
OB = BÂ = a.
Dans le triangle rectangle OMP on a :
PM2 = ÔM2 -f ÔP2 d'où
L'équation de la droite PM est, en désignant par X et Y les coordonnées d'un point quelconque delà droite (Voir nM 68 et 69),
ce W j
Écrivons que cette droite passe le point A, c'est-à-dire que son équation est vérifiée pour
et on a :
Les équations du problème sont donc les deux équations (i) et (2) qui s'écrivent :
( ay — a (* + y) = o
Pour résoudre ces deux équations nous prendrons, puisqu'elles sont symétriques en x ety (n° 106), #-f y et xy pour nouvelles inconnues et nous poserons :
xy = u, # + y = v ; nous aurons, alors, le système :
( t;* — 2k = l\ ( m — av = 0.
On en tire :
u = av (3)
et
v8— 2av — /* =0 (4);
v sera donc fourni par l'équation (4), qui donne :
et, aux deux valeurs de v, correspondent deux valeurs pour u :
u = a [a dt v/a* + f*].
Connaissant u et r, on aura a? et y en prenant pour x l'une des racines et pour y l'autre racine de l'équation du second degré :
x* — vx + u = 0 (5).
Gomme, à chaque couple de valeurs de u et v correspondent deux solutions, il y a, en général, quatre solutions.
Discussion. — Il y a toujours deux valeurs pour v : l'une négative vf, l'autre positive v". A ces deux valeurs correspondent, respectivement, pour u, deux valeurs u' (négative) el u" (positive). Pour qu'il y ait des valeurs pour x et y y il faut que l'équation (5) ait des racines, ce qui donne :
v* — 4«>0 ou, à cause de (3),
Pour v = v', la racine négative, celte inégalité est vériÛée. À la racine négative correspondent donc toujours deux solutions. Pour que l'inégalité soit vérifiée par v = v", il faut que l'on ait :
4 a doit donc être plus petit que la racine positive, c'est-à-dire comptis entre les racines. Il faut donc, qu'en substituant 4a dans le premier membre de l'équation (4), le résultat soit négatif. On doit donc avoir :
8as — /» < 0, c'estrà-dire / > 2a yjî.
En résumé, lorsque Z > 2a \/'2, il y a quatre solutions ; Lorsque / < 2a V2? il n'y a que deux solutions;
Lorsque / = 2a \]%, il y a deux solutions, plus une solution double.
Il nous reste, pour terminer la discussion, à examiner la forme géométrique des solutions. À la racine positive v", correspond, pour m, une valeur également positive w". L'équation (5) a alors deux racines positives
(si J>2a ^2j. Les deux valeurs de x et y étant positives, on a deux solutions
de la forme MP et M'P' (fig. 33) où le segment de longueur l est compris dans l'angle xoy. Il faut, d'ailleurs, remarquer que ces deux solutions sont symétriques par rapport à la bissectrice OA de l'angle xoy, car, si * et P sont les racines de l'équation (5), on obtient les deux solutions en prenant
ÔM = x = *, OP = y = p; et ÔM' ==ar = p, ÔF = y = a.
On a donc :
OM = OP' et OM' = OP.
A la racine négative t>', correspond, pour «, une valeur u' également négative. L'équation (5), correspondante, a, alors, deux racines de signes contraires. Soient * et — p ces deux racines. On obtient deux solutions en prenant :
ÔM^ = x = — p, ÔP^ = y = a;
et OM', = x = *, OP', = y = — p.
Dans la première solution, M, est sur ox* et P, sur oy; M,P, est dans l'angle xfoy. Dans la seconde solution, M', est sur ox, P', sur oy'; et, par suite, M'jP', est dans l'angle xoy' (fig. 33).
Ces deux solutions sont encore symétriques, par rapport à la bissectrice OA, puisque
OM, = OP', et OM', = OP,.
Remarque. — Les deux solutions situées dans les angles xoy' et xoy existent toujours. Au contraire, les deux solutions situées dans l'angle xoy
n'existent que si l > 2a ^2. Lorsque
ces deux solutions sont confondues en une seule; on ax=y el Tunique solution est formée par une droite perpendiculaire, en A, à OA. Ceci nous prouve que, si on mène par le point A diverses sécantes, les portions de ces sécantes, interceptées par l'angle xoy, sont toutes supérieures ou égales
à ta \^2, c'est-à-dire à 20A. La corde MP, perpendiculaire en A à OA est, la corde minima, puisqu'il n'y en a pas qui soit plus petite qu'elle.
Exemple V. — Inscrire dans une spJière, de rayon donné r, un cylindre dont la surface totale soit équivalente à un cercle de rayon donné a.
Coupons la sphère et le cylindre par un plan passant par Taxe dn cylindre. Ce plan coupe la sphère suivant un grand cercle 0 et le cylindre suivant le
rectangle générateur ABCD, inscrit dans le
D^** ^ C grand cercle (fig. 34). Prenons, pour inconnues,
le rayon, AI = x> de la base du cylindre et la demi-hauteur, 01 = y, du cylindre.
Dans le triangle rectangle AOI on a :
Exprimons que la bu r face totale du cylindre est égale a «a* et nous avons la seconde équation :
Fio. 34.
2x* + 4ary = a*.
De l'équation (2) on tire
et, en portant dans la première, on a, pour déterminer ,r, l'équation bicarrée :
20jc* — 4(a2 + 4r») *» -f a* = 0.
Les valeurs de xf étant fournies par cette équation, on aura les valeurs correspondantes de y en portant celles de x dans l'équation (3).
Discussion. — Pour que l'équation bicarrée (4) ait des solutions, il faul, d'abord, que Ton ait :
4(a» + ir1)1 — 20a* > 0
ou
i[a» + ir* — a* ^d] [a* + 4r* + a» y 5] > 0.
Comme le dernier facteur du premier membre est certainement positif, cette condition se réduit à
a* 4. 4r* — a* *fe > 0
ou, en résolvant par rapport à a8, que nous prenons pour paramètre de discussion,
Cette condition remplie, l'équation bicarrée aura quatre racines, car la
résolvante a ses deux racines positives. On ne devra prendre, évidemment, pour a?, que les deux racines positives :
a? = y 2 (a* + 4r2) — 2 v/(af + 4r2)* — 5a*
Il faut, encore, que les valeurs correspondantes de y soient positives. Or,
a2 pour que y soit positif, il faut que x* soit plus petit que — . Comparons
a2 donc — aux racines de la résolvante de l'équation (4) et, pour cela,
a2 remplaçons a?2 par — dans le premier membre. Le résultat de substitution
est :
Ceci nous conduit à distinguer deux cas :
a2 i° Si a2 > 2r*, condition qui est compatible avec la condition (5), —
n'est pas compris entre les racines de la résolvante. D'ailleurs, on a
a2 ri2 4- 4r2 2* > ÎÔ '
car cette inégalité s'écrit :
a9 et a lieu, certainement, puisque a2 est plus grand que 2r2. Donc, — étant
plus grand que la demi-somme des racines de la résolvante, on a :
«2 x'2 < ar"2 < j
et les deux valeurs de y sont positives. Le problème a, alors, deux solutions,
car les valeurs trouvées pour x et y sont positives et, certainement, plus
petites que r, puisqu'elles vérifient l'équation (1).
a* 2* Si a2 < 2rf, — est compris enlre les racines de la résolvante. La plus
petite solution xr est seule acceptable et le problème n'a plus qu'une seule solution.
En résumé :
!• Si a2>r2(v^5+ l),
il riy a pas de solutions.
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2° Si 2r2 < a2< r* (y'5 + l),
il y a deux solutions.
3° Si a2 < 2r*,
il n'y a qu'une solution, obtenue en prenant pour x la plus petite valeur positive.
Remarque. — Dans le cas particulier où :
la résolvante a ses deux racines égales. Les deux solutions sont confondues. D'ailleurs, puisque le problème n'a des solutions que si
«2 < r* (y/ï + l), ou ira^wr^v^ + l)'
ceci nous prouve que la surface totale tta* du cylindre ne peut pas dépasser
la valeur w r2 ( \b + 0. Il en résulte que : parmi tous les cylindres inscrits dans une sp}vèrey de rayon r, celui qui a la plus grande surface totale est celui
dont la surface est égale à wr2 ( v5 + i). Dans le second cas particulier, où :
on trouve, pour y, une valeur nulle. Le cylindre a, alors, une hauteur nulle; il est aplati suivant un grand cercle de la sphère.
Résumé. — Les exemples qui précèdent suffisent pour faire voir la marche à suivre dans la résolution d'un problème du second degré.
Il ne sera, cependant, pas inutile de résumer, en quelques lignes, la manière de conduire la discussion.
Tout problème du second degré se ramène, en dernière analyse, à la résolution d'une équation du second degré à une inconnue, que nous appellerons x. Il faudra, en général, exprimer d'abord que celte équation, en x, a des solutions. Ceci fait, deux cas peuvent se présenter :
1° Il n'y a pas de conditions restrictives pour l'inconnue x. Toule solution est, alors, acceptable et la discussion se réduira à examiner la forme qu'affecte le résultat, si plusieurs hypothèses sont possibles. C'est ce qui avait lieu dans l'Exemple II.
2° L'inconnue x doit satisfaire certaines conditions restrictives qui proviennent : soit de la nature même de l'énoncé, soit des
conditions d'existence des autres inconnues. Ces conditions restrictives se traduiront toujours par des inégalités que l'inconnue x devra vérifier. Ces inégalités, résolues par rapport à x, donneront des limites supérieures ou inférieures pour cette inconnue. On sera donc ramené, en somme, à exprimer que l'inconnue x vérifie des inégalités de la forme suivante :
Il est facile de voir que toutes ces inégalités se ramèneront toujours h deux. Car, si a est le plus petit de tous les nombres a, a', a",... et p le plus grand des nombres p, p', p", ..., il suffira, pour que toutes les inégalités précédentes soient satisfaites, que Ton ait :
Donc, en dernier ressort, on n'aura jamais qu'à comparer la solution x, lorsqu'elle existe, à un ou deux nombres. Pour faire cette comparaison, on substituera ce ou ces nombres dans le premier membre de l'équation en x et on examinera les signes des substitutions. Nous énumérons, un peu plus loin, les divers cas qui pourront se présenter.
11 est bon de remarquer,' de suite, que, si les données sont littéraies, la comparaison des nombres a, a', x", . . ., ou des nombres p, ?'» P ''» • • • pourra donner lieu à diverses hypothèses. Cette comparaison pourra donc conduire à une discussion préliminaire. Cette discussion faite, on opérera, pour chacun des cas qui se présenteront, comme nous venons de le dire.
Dans le second cas, celui où il y a des conditions restrictives, il pourra y avoir souvent avantage à procéder un peu différemment. Au lieu de commencer, comme nous l'avons conseillé, par chercher la condition pour que les racines, en x, existent, il pourra être préférable de faire, d'abord, les substitutions des limites a et p dans le premier membre de l'équation. En effet, si Yune de ces substitutions était du signe contraire au signe du terme en #*, on pourrait affirmer que les racines existent et sont distinctes et il serait inutile de former le discriminant.
Voici, alors, les divers cas qui pourront se présenter.
Si les résultats des substitutions de a et p sont de signes contraires, les racines en x existent et une seule est comprise entre a et p (n° 95, Rem.). Il n'y a qu'une solution acceptable.
Si les résultats des substitutions sont de même signe, mais du signe
contraire à celui du terme en a?2, l'équation a deux racines distinctes (n° 95) et aucune d'elles n'est comprise entre x et p. Le problème n'a pas de solutions.
Si les résultats des substitutions de a et 8 sont de même signe, et du signe du terme en #*, on ne peut plus rien affirmer, a priori, sur l'existence des racines. C'est dans ce cas seulement qu'il faudra recourir au discriminant. Si ce discriminant est négatif, il n'y a pas de solutions. S'il est positif ou nul, il y aura des racines et, ou bien les deux racines seront comprises entre x et 6, ou bien aucune d'elles ne sera comprise entre a et p. On distinguera ces deux cas en regardant si la demi-somme des racines est ou n'est pas comprise entre a et 8.
Nous terminerons en donnant un exemple où la remarque précédente trouvera son utilité.
Exemple VI. — Étant donné un triangle, trouver une longueur telle, qu'en augmentant ou en diminuant chacun des côtés de celte longueur, on puisse, avec les longueurs ainsi obtenues, construire un triangle rectangle.
Soient a, b, c les longueurs des trois côtés du triangle et supposons :
Désignons par x la longueur cherchée, x étant positif ou Viégatif suivant que la longueur devra être ajoutée ou retranchée. Dans tous les cas, les longueurs des trois côtés du nouveau triangle seront a + x, 6 + a?, c-f x et on aura, évidemment,
ce qui prouve que a + x devra être l'hypoténuse. Pour qu'avec les trois longueurs a -\- x, b + x, c + x, on puisse construire un triangle rectangle, il sera donc nécessaire et suffisant que ces trois nombres soient positifs et que l'ou ail :
(a + xf = (6 + xf 4- (c + x)2.
Ceci donne, pour déterminer x, l'équation :
Discussion. — Pour que le problème admette une solution, il faut et il suffit qu'il existe une valeur de x telle que ces trois nombres a + x, b+x, c + x soient positifs. Pour cela, il suffit que Ton ait :
puisque c est le plus petit côté. Substituons, immédiatement, — c dans le premier membre de l'équation (4) et nous trouvons :
Or, a étant plus grand que 6, a — 6 est positif; d'autre part, c étant le plus petit côté, 2c — a — 6 est négatif. Le résultat de substitution est négatif. On peut donc affirmer que l'équation (1) a toujours deux racines, dont une seule, la plus grande, est supérieure à — c et c'est la seule acceptable. Le problème a donc toujours une solution et une seule. On voit que, dans cette discussion, le calcul du discriminant était inutile.
11 reste, pour terminer la discussion, à reconnaître dans quel cas on ajoute ou dans quel cas on retranche la longueur obtenue. Ceci revient à reconnaître le signe de la racine acceptable. Or, la somme — 2(6 + c — a) des racines étant toujours négative (car dans un triangle un côté a est plus petit que la somme b -f c des deux autres côtés), la plus grande racine a un signe contraire à celui du produit.
Donc, si
c'est-à-dire si l'angle opposé au côté a est aigu, la racine acceptable est positive. On ajoute la longueur.
Si
c'est-à-dire si l'angle opposé au côté a est obtus, la racine acceptable est négative. On retranche la longueur.
Enfin, si
la plus grande racine est nulle, ce qui était à prévoir puisque le triangle donné est, lui-même, rectangle.
EXERCICES
138. Une personne, ayant acheté un objet, le revend 21 francs. Elle perd autant pour ceut sur l'objet qu'il lui a coûté de francs. Quelle somme perd elle ?
137. Une lampe et une bougie sont distantes Tune de l'autre de 4-, 15. On sait que les intensités de ces deux lumières sont entre elles comme 6 et 1. À quelle distance de la lampe, sur la ligne droite qui joint les deux lumières, doit-on placer un écran pour qu'il soit également éclairé par Tune et par l'autre?
• {Bacc. Paris).
(On rappelle que l'éclairement d'un objet par une source lumineuse est proportionnel au carré de sa distance à la source.)
138. Trouver, sur une ligne droite PQ, un point M également éclairé par deux lumières A et B dont les intensités sont i et i'. On donne :
AP = a, BQ = 6, PQ = d,
P et Q étant les pieds des perpendiculaires abaissées de A et B sur PQ.
(J. Bertrand).
138. Calculer la profondeur d'un puits, sachant qu'il s'est écoulé un nombre n de secondes entre l'instant où on a laissé tomber une pierre dans le puits et celui où Ton a entendu le bruit qu'elle a fait, en frappant le fond.
On rappelle que :
1* L'espace e, parcouru par un corps pesant, abandonné en chute libre, est donné par la formule :
où g = 9,80896 et où le temps / est évalué en secondes (e est évalué en mètres).
2* Le son se propage dans l'air, d'un mouvement uniforme, avec une vitesse moyenne de 340 mètres à la seconde.
Application numérique : n = 37 secondes.
140. Inscrire dans un demi-cercle un trapèze de périmètre donné, 2p.
141. Circonscrire à une circonférence donnée un trapèze de périmètre donné fy; ou de surface donnée - *•.
142. Étant donné un triangle rectangle ABC, trouver, sur l'hypoténuse BC, un point M tel que :
1* La somme des carrés de ses distances aux trois sommets soit égale à k*.
2* Le produit de ses dislances aux deux côtés de l'angle droit soit égal à k*.
3* La somme des carrés de ses distances aux deux côtés de l'angle droit soit
égale à A1.
(On désignera par 6 et c les longueurs des côtés de l'angle droit et on discutera ces trois problèmes).
143. Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle connaissant : 1* L'hypoténuse a et la somme / des deux autres côtés.
2* L'hypoténuse a et la hauteur h relative à l'hypoténuse.
3* Le périmètre 2p et la hauteur h relative à l'hypoténuse.
4* Le périmètre 2p et le rayon r du cercle inscrit (Le problème serait le même si.
au lieu de r ou 2/>, on donnait l'aire - k* du triangle).
5* Un côté b de l'angle droit et la somme m* des carrés des projections des deux côtés de l'angle droit sur l'hypoténuse.
{Oral, $ainl-Cyr).
6* L'hypoténuse a et la bissectrice p de l'angle droit.
7* Le périmètre 2p et le rapport m du volume engendré par le triangle, tournant autour de l'hypoténuse, a la somme des volumes qu'il engendre en tournant, successivement, autour des deux côtés de l'angle droit (Examiner le cas particulier dem= 1).
8# Le volume r rca», engendré par le triangle en tournant autour de l'hypoténuse, et la somme - ir&3 des volumes engendrés par le triangle en tournant, successive-
ment, autour de chacun des côtés de l'angle droit (L'équation que satisfait la longueur de l'hypoténuse est une équation trinôme du 6— degré). On discutera ces divers problèmes.
144. Étant donné un demi-cercle, de diamètre AB, trouver, sur ce demi-cercle, un point M tel que, si P désigne la projection du point M sur AB,
1* On ait :
BIP -h * AP = L
2* On ait :
4MP1-fAP* = *».
3* On ait :
AM -h PB = /.
4" La surface engendrée par Tare de cercle AM, augmentée du double de la surface du cercle engendré par la droite PJM, lorsque la figure tourne autour de AB, soit égale à Taire d'un cercle de rayon donné a,
(Question» posée» à Vexamen oral d'admission à Saint-Cyr).
145. Inscrire dans un cercle, de rayon donné R, un triangle isocèle tel que la somme de sa base et de sa hauteur soit égale à a. — Discuter.
146. Étant donnée une sphère, de rayon R, déterminer à quelle distance x du centre de la sphère il faut mener un plan sécant tel que :
1* L'aire de la section soit égale à la différence des aires des deux calottes que le plan détermine sur la sphère.
2* La somme de Taire de la section et de Taire de Tune des deux calottes soit égale à Taire d'un cercle, de rayon donné a.
3* La somme de la surface latérale du cône circonscrit à la sphère, ayant pour base la section, et de m fois Taire de la plus grande des deux calottes que le plan détermine sur la sphère, soit égale à Taire d'un cercle, de rayon donné a.
(Examen du professorat des Écoles normales).
147. Couper une sphère donnée, de rayon R, par deux plans parallèles tels que Taire de la zone comprise entre les deux plans ait une valeur donnée ira1 et que le volume du segment sphérique, compris entre les deux plans, ait une valeur donnée
- rtô*. — Discuter. En conclure le maximum du volume du segment, pour une valeur
donnée ira* de Taire de la zone.
148. On donne un cercle, de rayon R, et deux tangentes rectangulaires ox et oy à ce cercle. Mener une troisième tangente au cercle telle que la triangle OAB, qu'elle forme avec les deux premières, ait une aire donnée a1 (On examinera les deux cas où le cercle est inscrit ou exinscrit au triangle OAB). — Discuter.
149. Étant donné un triangle isocèle ABC (AB = AC), trouver un point E sur AB, un point F sur AC et deux points D et G, sur la base BC, tels que le pentagone AFGDE ait ses cinq côtés égaux. — Discuter (Le pentagone n'est pas, nécessairement, convexe).
150. Étant donné un triangle quelconque ABC et un point P sur BC, ou sur son prolongement, on prend, sur le côté AC, le sens de A vers C comme sens positif et, sur le côté AB, le sens de B vers A pour sens positif. On demande de mener, par le point P, une sécante PQR qui coupe AB en Q et AC en R et telle que Ton ait, entre
les segments ÂR et BQ, la relation
ÂK x BQ = m, m étant un nombre donné, positif ou négatif.
Calculer les trois côtés d'un triangle connaissant
1* Le rayon R du cercle circonscrit, la somme 2s de deux côtés et la hauteur h relative au troisième côté (On aurait un problème identique si, au lieu de connaître R ou A, on connaissait le produit k* des deux côtés dont on connaît la somme).
2a La différence d de deux côtés et leur moyenne géométrique A, ainsi que Taire
- a- du triangle. — Discuter.
3* Le périmètre fy, la moyenne géométrique k de deux côtés et la longueur p de la bissectrice de l'angle que forment ces deux côtés. — Discuter.
Faire le même problème en supposant que p soit la longueur de la bissectrice de l'angle extérieur du triangle.
4* La somme %s de deux côtés, Taire - A1 du triangle et le côté a du carré inscrit
qui repose sur le troisième côté. — Discuter.
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5° Le périmètre 2/?, l'aire - A* du triangle et la longueur p de l'une des bissectrices. — Discuter.
Examiner le casoîi on donne la longueur p d'une bissectrice d'un angle extérieur.
G' Les volumes -wa3, -itp' , - ict' engendrés par le triangle lorsqu'on le fait
tourner, successivement, autour de chacun de ses trois côtés.
(J. Bertrand).
7e Un côté a, la somme / des deux autres côtés et la somme k% des carrés des longueurs des bissectrices, soit des angles intérieurs adjacents au côté a, soit des angles extérieurs adjacents au même côté.
Discuter dans le cas particulier où / = 4a.
(Concours d'agrégation, 1880).
152. Calculer la hauteur et les bases d'un trapèze rectangle connaissant : la
longueur / du côté oblique, l'aire a* du trapèze et le volume -*£* engendré par la
révolution du trapèze autour de son côté oblique. — Discuter. Maximum et minimum de b*. Cas particuliers : / = a et l = Sa.
(Concourt d'agrégation, 1883).
453. Dans les angles d'un triangle ABC sont inscrits trois cercles tangents entre eux, deux à deux, et dont les rayons sont R, R' et R". Les points de contact de ce< cercles avec les côtés déterminent, sur ces côtés, des segments dont les longueurs, comptées à partir des sommets, sont oc, p, -y.
1* Trouver la relation qui existe entre R, R', R" et a, p, y.
8° Exprimer, à l'aide de R, R', R", les valeurs des segments des côtés compris entre les points de contact du cercle inscrit dans le triangle et les points de contact des cercles considérés.
3* Calculer le rayon r du cercle inscrit dans le triangle ABC, en fonction des rayons R, R', R", et démontrer que l'on a :
( 4= + 4^ + -4= V - 2 (v'R + Va7 + \^f)r + WÏR'H77 = 0.
(Agrégation de V enseignement spécial 1888).
154. Calculer la raison d'une progression géométrique de quatre termes conna issant leur somme ma et la somme de leurs carrés a*.
(On dit que quatre nombres a, p, ?, S forment une progression géométrique, lorsqu'on a :
La valeur commune de ces rapports est ce qu'on appelle la raison de la progression.) (Voir n\ 131.)
155. Calculerla raison d'une progression géométrique de trois termes connaissant leur somme ma et la somme de leurs carrés «*.
156. Inscrire dans une sphère donnée, de rayon R, un cône tel que le double de la surface latérale augmenté de l'aire de la base soit égal à la surface de la sphère.
En prenant pour inconnue le quotient de la distance du centre de la sphère à la base du cône par le rayon R de la sphère, on trouve une équation réciproque par rapport à (— 1) (Voir l'exercice 125).
CHAPITRE PREMIER
109. Définitions. — I. On dit qu'une fonction y, de la variable x, a pour limite b, lorsque % tend vers a, si, à tout nombre positif s (d'ailleurs aussi petit qu'on le voudra), on peut faire correspondre un nombre positif a tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant l'inégalité
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
I if — * l< ».
sauf, peut-être, pour x = a.
Exemples. — D'après cette définition, on dit que y a pour limite zéro, quand x tend vers a, si, h tout nombre positif e, on peut faire correspondre un nombre positif a tel que l'inégalité
| x— a | < a entraine l'inégal i té
Ainsi, toute puissance positive de x a pour limite zéro, quand x tend vers zéro; ce qu'on exprime plus brièvement en disant que toute puissance positive de x tend vers zéro en même temps que x.
(t) Rappelons que la notation | | indique la valeur abtolue de la quantité placée entre les deux barres.
Soit, en effet, xn une puissance positive de x (n > 0); si on a
I x J< t" on aura, évidemment,
I xn | < e.
Le nombre a est donc, ici, égala»".
Remarque. — La définition précédente n'est, au fond, qu'une façon d'exprimer, sous une forme précise, le fait suivant : on peut donner à la variable x des valeurs assez voisines de la valeur a pour que les valeurs correspondantes de y diffèrent d'aussi peu qu'on le voudra de la valeur b (puisqu'on peut choisir e aussi petit qu'on le voudra).
Lorsqu'une quantité y a pour limite 6, elle finit par être supérieure à tout nombre fixe inférieur à 6 et par être inférieure à tout nombre fixe supérieur à b ; car elle finit par être comprise entre b -f- e et b — s, e pouvant être aussi petit qu'on le veut.
II. On dit qu'une fonction y, de la variable #, croît indéfiniment, quand x tend vers a, si, à tout nombre positif A (d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra), on peut faire correspondre un nombre positif « tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant l'inégalité
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
sauf, peut-être, pour x = a.
Lorsqu'une quantité y croît indéfiniment, son inverse - tend vers
if
zéro et vice versa.
Exemple. — Toute puissance négative de x croît indéfiniment quand x tend vers zéro.
Soit x une puissance négative de x (n > 0). Si on a
on aura
et, par suite (n° 22, Th. III),
I aT" | > A.
Le nombre a, qui correspond à À, est donc, ici, A M.
Remarque. — La définition précédente exprime, sous une forme précise, le fait suivant : en donnant à x des valeurs suffisamment voisines de a, les valeurs absolues des valeurs correspondantes de y deviennent aussi grandes qu'on le voudra, c'est-à-dire, surpassent tout nombre positif A choisi à l'avance (Voir n° 52).
Lorsqu'une quantité y croit indéfiniment, elle peut le faire de deux façons : soit en étant positive et on dit, alors, qu'elle croît indéfiniment par valeurs positives ; soit en étant négative et on dit, alors, qu'elle croît indéfiniment par valeurs négatives (Voir n° 64).
III. On dit que la fonction y, de la variable x, a pour limite b, quand x croît indéfiniment, lorsqu'à tout nombre positif e (d'ailleurs aussi petit qu'on le voudra) on peut faire correspondre un nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant l'inégalité
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
l»-»l<«(fJ-
Exemple. — Lorsque x croît indéfiniment, une puissance négative quelconque de x tend vers zéro.
Soit x~~n (n > 0) une puissance négative de .r. Pour que Ton ait
il suffit que Ton ait
Le nombre A, qui correspond à i, est donc i n.
Remarque. — Au fond, la définition précédente exprime que Ton peut donner à x des valeurs suffisamment grandes en valeur absolue pour que y diffère de b d'aussi peu qu'on le voudra.
(1) Cette définition est déjà connue en arithmétique, pour le cas particulier oh la variable x est un indice qui ne prend que des valeurs entières. (Voir : Leçon» d'arithmétique de M.Tannery, n* 238, ainsi que les numéros 463 à 471.)
IV. On dit que la fonction y, de la variable x, croît indéfiniment, en même temps que x, lorsqu'à tout nombre positif P, donné à l'avance (d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra), on peut faire correspondre un nombre positif A tel que, pour toutes les valeurs de x vérifiant l'inégalité
les valeurs correspondantes de y vérifient l'inégalité
Exemple. — Toute puissance positive de x croit indéfiniment, en même temps que x.
Soit, en effet, xn une puissance positive de x ; si on a
on aura :
Le nombre A, qui correspond au nombre P, est donc, ici, P".
Remarque. — Cette dernière définition exprime, sous une forme rigoureuse, le fait suivant : on peut donner à x des valeurs assez grandes pour que y prenne des valeurs aussi grandes qu'on le voudra, en valeur absolue.
Pour désigner les signes de x et ?/, lorsqu'ils croissent indéfiniment, on emploie, comme nous l'avons déjà indiqué, les signes abréviatifs « — oo et -f- °° (n° 64). Ainsi, pour dire que, lorsque x croît indéfiniment par valeurs positives, y croît indéfiniment par valeurs négatives on dit, d'une façon abrégée, que, pour x = -f- oo, on a y = — oo. Mais il faut bien se garder de donner à ces signes -f- oo et — oo d'autre signification que celle que nous venons de leur donner. Ces signes ne représentent aucune grandeur numérique, car il n'y a pas de nombre plus grand ou plus petit que tous les autres (*).
110. Théorème. — Lorsque deux fonctions, d'une même variable x, sont égales pour toutes les valeurs de x, sauf peut-être pour la valeur
(1) La notion de limite parait remonter à Archimède (281-212 av. J.-C); c'est dans s«w travaux que l'on rencontre, pour la première fois, la notion • de deux quantités qui comprennent entre elles une quantité donnée et qui, d'ailleurs» en diffèrent d'aussi peu qu'on le veut». Ces idées ne se sont précisées que fort lentement, pour arriver a la forme rigoureuse actuelle.
x = a, si l'une d'elles a une limite, quand x tend vers a, Vautre en a une qui est la même.
Soient, en effet, deux fonctions y et z, de x, égales pour toutes les valeurs de x, sauf peut-être pour x = a.
Dire que y a pour limite 6, quand x tend vers a, c'est, par définition, dire qu'à tout nombre positif e on peut faire correspondre un nombre a tel que l'inégalité
entraîne l'inégalité
sauf peut-être pour x = a. Or, comme on a toujours
sauf peut-être pour x = a, on aura, pour les mêmes valeurs de x,
et, par suite, z a pour limite b.
Application. — Ce théorème important nous permet de préciser la notion de la vraie valeur d'une fraction indéterminée, notion que nous avions déjà, indiquée (n° 53).
Lorsqu'une fraction se présente sous une forme indéterminée, pour a: = «, on appelle vraie valeur de cette fraction la limite vers laquelle elle tend, lorsque x tend vers a (si cette limite existe).
Cette nouvelle définition de la vraie valeur parait, au premier abord, différer de celle que nous avions donnée plus haut (n° 53) ; mais le théorème précédent montre que les deux définitions coïncident. En effet, si on peut trouver une seconde fraction qui soit égale à la fraction proposée pour toutes les valeurs de x, sauf pour x = a, et si cette seconde fraction a une limite, quand x tend vers tf, il en sera de même de la première. Or, cette seconde fraction n'est plus indéterminée pour x = a, et, si elle est continue (Voir plus loin, n° 114), elle aura pour limite, lorsque x tend vers a, précisément la valeur qu'elle prend pour x — a. Cette valeur est donc bien, d'après notre nouvelle définition, la vraie valeur de la fraction proposée.
Exemple. — La fraction — f- se présente sous la forme indé-
0 x -4- 3 terminée -, pour x = 0. Or, elle est éfjale à la fraction ' t pour toutes
les valeurs de x, sauf pour x = 0, on a donc (d'après les théorèmes du nMil),
La vraie valeur de la fraction, pour x = 0, est donc — 3.
111. Théorème I. — La somme algébrique de plusieurs fonctions, d'une même variable x, qui ont chacune une limite, lorsque x tend vers a, a une limite, lorsque x tend vers a, qui est la somme des limites de ses termes.
Soient, en effet, y, z et w, trois fonctions de x qui ont, respectivement, pour limites 6, c et d, lorsque x tend vers «, nous allons montrer que la somme y-j-s + wa pour limite b -f- c + rf.
En effet, dire que y, z et w ont, respectivement, pour limites 6, c et d, c'est dire, par définition, qu'à tout nombre positif, donné à l'avance, e on peut faire correspondre trois nombres positifs a', a" et a'" tels : que la condition
entraîne l'inégalité
que l'inégalité
entraîne
et que l'inégalité
entraîne l'inégalité
ly-*l <^;
Désignons par a le plus petit des trois nombres a', a", a'" ; l'inégalité
entraînera, certainement, les trois inégalités
et, par suite, aussi les trois inégalités
|y-*l<g, \»-c\<\, |«-rf|<J
qui donnent, en les ajoutant, membre à membre,
ly-ft| + l*-c| + |ii-rf|<i.
Or, puisque la valeur absolue d'une somme est au plus égale à la somme des valeurs absolues de ses termes, on a :
et, par suite, pour toutes les valeurs de x pour lesquelles
on a, a fortiori,
y + s+ti— (6+c + d)|<t.
Ce qui prouve que (y + * + u) a une limite et que cette limite est la somme [b -f- c + d) des limites de ses termes.
Il est clair que la démonstration que nous venons de faire pour trois fonctions se ferait de la même façon pour le cas d'un nombre quelconque de fonctions, pourvu que ce nombre soit bien déterminé.
Théorème II. — Lorsque, dans un produit de plusieurs facteurs, f ti/i des facteurs tend vers zéro et que chacun des autres facteurs reste inférieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, le produit tend vers zéro.
Soit y celui des facteurs qui tend vers zéro. D'après l'hypothèse, chacun des autres facteurs restant inférieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, leur produit reste inférieur, en valeur absolue, à un nombre fixe P. Pour que le produit total ait pour limite zéro, il faut, qu'à tout nombre positifs, on puisse faire correspondre un nombre <x tel que, si | x — a \ < a, la valeur absolue du produit soit plus petite que c. Or, ceci est possible car, y tendant vers zéro, on peut choisir a de façon que l'inégalité
entraine l'inégalité
La valeur absolue du produit total, qui est égale au produit des valeurs absolues de ses facteurs, sera, alors, plus petite que
Théorème III. — Le produit de plusieurs fonctions, d'une même variable x, ayant chacune une limite, lorsque x tend vers a, a, également, une limite, lorsque x tend vers a, qui est le produit des limites de ses facteurs.
1° Cas de deux facteurs. — Soient, d'abord, y et z deux fonctions de x ayant, respectivement, pour limites b et c, lorsque x tend vers a; nous allons montrer que le produit yz a pour limite bc. Pour cela, il suffit de prouver que la différence yz — bc tend vers zéro. Cette différence s'écrit :
yz — bc==y(z—c)+c {y — b).
Sous cette forme, on voit que cette différence est la somme de deux quantités, y (z — c) et c (•/ — b), qui ont chacune pour limite zéro, comme étant le produit d'un facteur qui est fixe, ou qui finit par rester inférieur à un nombre fixe, par un facteur qui a pour limite zéro (Th. //). Par suite (d'après le Th. I), yz — bc a une limite, lorsque x tend vers a, qui est la somme des limites de ses termes, c'est-à-dire zéro.
Donc le produit yz a une limite, qui est le produit ta des limites de ses facteurs.
2° Cas de plusieurs facteurs. — Soient, maintenant, quatre facteurs y,z, t, u, fonctions de x, qui ont, respectivement, pour limites 6, c, d,e, lorsque x tend vers a. D'après ce que nous venons de voir, le produit yz a une limite qui est bc. Mais, alors, on peut considérer le produit yzt comme le produit des deux facteurs yz et /, qui ont chacun une limite, et appliquer le premier cas. Le produit yzt a donc une limite qui est bcd. De même, le produit yztu peut être considéré comme le produit des deux facteurs yzt et u, qui ont chacun une limite, il a donc une limite qui est le produit des limites des deux facteurs et, par suite, bcde.
On pourrait, évidemment, continuer ce raisonnement un nombre quelconque de fois (pourvu que ce nombre soit fixé) et le théorème est donc vrai pour un nombre quelconque de facteurs (').
(I) Il faut remarquer que le théorème II n'est pas un cas particulier du théorème III, car, dans le théorème II, il n'est pas nécessaire que les facteurs* autres que celui qui tend vers aéro, aient une limite, il iuffit qu'ils restent intérieurs à des nombres Axes.
Théorème IV. — Lorsque, dans un quotient, le numérateur tend vers zéro et que le dénominateur reste supérieur, en valeur absolue, à
un nombre fixe, ce quotient tend, lui-même, vers zéro.
Soit, en effet, le quotient - de deux fonctions de x.
Supposons que, quand x tend vers a, y tende vers zéro et que z reste supérieur, en valeur absolue, à un nombre positif r,. L'inégalité
s'écrit :
et prouve que - reste inférieur à un nombre fixe.
Le quotient ^ peut donc être considéré comme le produit de deux
facteurs : l'un y qui tend vers zéro; l'autre - qui est limité. Ce
quotient a donc, d'après le théorème II, pour limite zéro.
Théorème V. — Lorsque, dans un quotient de deux fonctions d'une même variable x, le numérateur et le dénominateur ont, chacun, une limite et que la limite du dénominateur est différente de zéro, le quotient a, lui-même, une limite qui est le quotient des limites de ses termes.
Soit - un quotient de deux fonctions de x. Supposons que, lorsque x
tend vers a, y ait pour limite b et z pour limite c, c étant différent de
zéro. Nous allons montrer que — a pour limite — . En effet, la diffé-
rence s écrit :
?/ b _c[y — b)—b{z — c) z c cz
Sous cette forme, on voit que cette différence est le quotient de deux quantités : la première
c(\l — h) — *(* — c), qui a pour limite zéro, quand x tend vers a, puisqu'elle est la somme
algébrique de deux quantités qui tendent chacune vers zéro (Th. I
et //) ; la seconde cz qui a une limite différente de zéro et finit, par
conséquent, par être supérieure, en valeur absolue, à un nombre
y b fixe. Donc, d'après le théorème IV, la différence- a pour limite
zéro, ^a, par suite, une limite qui est le quotient - de& limites de
ses termes (').
Théorème VI. — Lorsqu'une fonction, d'une variable x, a une limite (positivp ou nulle), lorsque x tend vers a, sa racine carrée admet aussi une limite qui est la racine carrée de sa limite.
En effet, supposons que la fonction y de x ait pour limite b(b > 0;, lorsque x tend vers a. Pour des valeurs de x suffisamment voisines de «, y sera du signe de b, donc positif; et on pourra prendre sa racine carrée arithmétique. Or, on a l'identité :
y/y + fà
Cette identité montre que la différence >ly — \Jb est égale à un quotient dont le numérateur tend vers zéro et dont le dénominateur
est supérieur à y^î donc, d'après le théorème IV, cette différence
tend vers zéro, y/y a donc pour limite y/b, quand x tend vers a. Remarque. — Cette démonstration tombe en défaut quand b est nul. Si y a pour limite zéro, on peut déterminer <x de façon que l'inégalité
| x — a | < a entraîne l'inégalité
e étant un nombre positif, donné à l'avance. Mais, alors, on aura
\ifV < «»
ce qui prouve que \y a aussi pour limite zéro.
(1) De même que le théorème II n'est pas un cas particulier du théorème III, le théorème IV n'est pas non plus un cas particulier du théorème V ; car, dans le théorème IV, il n'est pas nécessaire que le dénominateur ail une limite, il suffit qu'il soit différent de zéro et ne tende pas vers zéro. Par exemple, le théorème serait encore vrai si le dénominateur croissait indéfiniment.
Remarque générale. — Dans tous les théorèmes qui précèdent nous avons supposé que les fonctions, dont il s'agissait, tendaient vers leurs limites respectives, tandis que x tendait vers une valeur déterminée a. Tous ces théorèmes seraient encore vrais si les fonctions tendaient vers leurs limites lorsque x croît indéfiniment. Les démonstrations seraient tout à fait analogues aux précédentes.
112. Théorème I. — Lorsque, dans une somme, un seul terme croît indéfiniment, les autres restant inférieurs, en valeur absolue, à des nombres fixes, la somme elle-même croît indéfiniment.
Soit, en effet, y le terme de la somme qui croît indéfiniment, désignons par z la somme algébrique de tous les autres termes. Comme, par hypothèse, tous les termes de z restent finis, z restera fini et on peut assigner un nombre A, positif, que z ne dépassera pas, en valeur absolue. Or, comme on a (n° 11, 77i. /)
Iy + *I>M-I4-'
si nous déterminons a de façon que, pour
on ait
P étant un nombre positif donné, on aura, a fortiori,
|j, + j|>P+à-A, ou
Donc y -f- z croît indéfiniment, quand x tend vers a.
Remarque. — Le théorème précédent n'est vrai que si un seul des termes de la somme croît indéfiniment. S'il y avait plus d'un terme qui croisse indéfiniment, on ne pourrait plus rien affirmer, a priori, à moins que tous les termes qui croissent ne soient de même signe, auquel cas la somme croîtrait encore indéfiniment.
Ainsi, par exemple, la différence de deux nombres positifs, qui croissent tous les deux indéfiniment, peut avoir une limite finie. La somme suivante :
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est toujours égale à 1, et cependant, quand x tend vers zéro, chacun de ses termes croit indéfiniment. C'est pour désigner des faits de ce genre qu'on dit qu'il y a indétermination de la forme oo — ©o. Ce langage abrégé n'ayant pas d'autre signification que d'indiquer qu'il s'agitd'une différence dont les deux termes croissent indéfiniment (!i. A priori, on ne sait rien sur de telles différences, il y a donc, en quelque sorte, indécision, indétermination sur la limite vers laquelle elles tendent, si même une telle limite existe.
Théorème II. — Longue, dans un produit de plusieurs facteurs, un des facteurs croît indéfiniment, chacun des autres facteurs restant supérieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, le produit croit indéfiniment.
Soit, en effet, y le facteur qui croît indéfiniment lorsque x tend vers a. Soit z le produit de tous les autres facteurs. Puisque chacun des facteurs qui composent z resle supérieur à, un nombre ûxe, on peut assigner un nombre positif rk tel que la valeur absolue de z reste supérieure à r,.
D'ailleurs, comme y croit indéfiniment, on peut, étant donné un nombre positif A, déterminer un nombre positif a tel que, lorsque
| x — a | <a, on ait
comme, d'ailleurs,
on aura, pour les mêmes valeurs de x,
yx ! > À.
Donc yz croit indéfiniment, quand x tend vers a.
Remarque. — La proposition précédente ne subsiste plus si l'un des facteurs du produit tend vers zéro. Le produit d'un facteur qui croît indéfiniment par un facteur qui tend vers zéro est indéterminé. C'est ce qu'on appelle une indétermination de la forme oo x 0.
(I) Voir plus loin, au n' 113, Application IV, des exemples d'indétermination de cette nature.
Par exemple, le produit d'une puissance positive de x par une puissance négative présente une indétermination de celle forme, facile à lever, lorsque x tend vers zéro. Ainsi, dans le produit
xp X *-\
le premier facteur tend vers zéro et le second croit indéfiniment, quand x
tend vers zéro. Or le produit est égal à/"' (n° 27, Th. H). Si p > q,
p — q est positif et a^~ q tend vers zéro, avec x. Si p = q, on a x* " q s= l.
Enfin, si p < r/, p — q est négatif et xp ~ q croit indéfiniment, quand x tend vers zéro.
Théorème III. — Lorsque, dans une fraction , le dénominateur tend vers zéi*o, le numérateur restant supérieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, la fraction croit indéfiniment.
Soit, en effet, ~ une fraction. Supposons que, lorsque x tend vers a,
s ait pour limite zéro et que Ton puisse déterminer un nombre positif -rç tel que la valeur absolue de y reste supérieure à tj.
D'autre part, soit A un nombre positif quelconque, donné à l'avance; comme z tend vers zéro, on pourra déterminer le nombre a de façon que l'inégalité
entraîne l'inégalité
comme, d'ailleurs,
on aura, pour les mêmes valeurs de x,
Donc - croît indéfiniment, quand x tend vers a.
Remarque. — Nous avions déjà indiqué cette proposition plus haut, au n° 52, et nous avons aussi montré que, pour qu'elle subsiste, il faut, essentiellement, que le numérateur ne tende pas vers zéro. Lorsque le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers
zéro, la fraction se présente . sous la forme indéterminée -. Nous
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avons montré, au n° 53, comment on pouvait, dans de nombreux cas, lever cette indétermination.-
Corollaire. — V inverse d'une quantité qui tend vers zéro croit indéfiniment.
Théorème IV. — Une fraction dont le dénominateur croit indéfiniment et dont le numérateur reste inférieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, tend vers zéro.
Soient, en effet, y et t deux fonctions dune même variable x. Supposons que, quand x tend vers a, y reste fini et que z croisse
indéfiniment, nous allons montrer que - tend vers zéro. En effet,
on pourra assigner un nombre positif A tel que
D'autre part, soit s un nombre positif donné, puisque z croît indéfiniment, on pourra déterminer un nombre positif a tel que, lorsque
| x—a | <a, on ait
on aura, alors, évidemment,
OU
Ce qui prouve que ^ tend vers zéro, quand x tend vers a.
Corollaire. — Une fraction dont le numérateur croit indéfiniment et dont le dénominateur reste inférieur, en valeur absolue, à un nombre fixe, croît indéfiniment.
Car l'inverse de cette fraction tend vers zéro, d'après le théorème précédent, et, par suite, cette fraction, étant l'inverse d'une quantité qui tend vers zéro, croît indéfiniment (Th. III, CorolL).
Remarque. — Le théorème précédent et son corollaire nous montrent qu'on sait ce qui arrive dans une fraction dont un des deux
termes croit indéfiniment; mais on ne peut rien affirmer, a prion, sur une fraction dont les deux termes croissent indéfiniment. Dans ce cas, comme il y a doute sur ce qui arrive, comme on ne sait pas, a priori, s'il y a une limite ou s'il n'y en a pas, on dit qu'il y a indétermination y et pour rappeler l'origine de cette indétermination on
dit qu'il y a indétermination de la forme Ainsi, par exemple, le quotient
xq
de deux puissances positives de x est indéterminé, de cette forme, quand x croit indéfiniment. Celte indétermination se lève facilement car ce quotient
est égal à xv~q; il croît indéfiniment, il est égal à i ou il tend vers zéro, suivant que p est supérieur, égal ou inférieur à q.
Résumé des cas d'indétermination, — Dans les deux paragraphes précédents (111 et 112), nous avons examiné tous les cas qui peuvent se présenter pour les sommes, produits et quotients de fonctions, lorsque ces fonctions tendent vers des limites ou croissent indéfiniment. Nous avons trouvé qu'il y avait quatre cas, que nous avons nommés cas d'indétermination, où on ne pouvait rien affirmer, a priori, sur le résultat. Ce sont les cas que nous représentons par les
OO
symboles abréviatifs: ©o — oo, ©o x 0, ?: et — .
Nous ne saurions trop insister pour que le lecteur ne donne pas à ces symboles d'autre signification que celle que nous leur avons donnée.
Ces symboles n'ont aucune signification numérique et ne servent que pour indiquer, d'une façon très brève, un fait qu'il serait long d'énoncer correctement.
En généra], et dans la majorité des cas, les indéterminations se ramènent les unes aux autres. Par des transformations simples, on remplace une expression par une expression équivalente ayant une indétermination qu'on sait lever. Nous allons, dans le paragraphe suivant, en donner des exemples.
113. Application I. — Tout polynôme, entier en x, qui n'a pas de terme constant tend vers zéro en même temps que x.
En effet, le polynôme n'ayant pas de terme constant, tous ses termes ont pour limite zéro, il en est donc de môme du polynôme, d'après le théorème I (n° 11 1). De là on conclut, en appliquant la définition de
3?* ÀLGÊBHE ELEMENTAIRE.
la limite, que, si le polynôme P (x) s'annule pour x = 0, on peut déterminer un nombre positif a tel que, pour toutes les valeurs de s plus petites que a, en valeur absolue, on ait
e étant un nombre positif donné à l'avance.
Application II. — Tout polynôme, entier en x, croit indéfiniment en même temps que x et, pour des valeurs suffisamment grandes de x, il est du signe de son terme de degré le plus élevé.
Soit, par exemple, le polynôme
P (x) = ax*+ bx* + ex2 + dx + f, mettons #* en facteur, nous aurons
pW«4(«+; + j? + ? + Ô-
Lorsque x croît indéfiniment, chacun des termes entre parenthèses (Th. IV y n° 112) tend vers zéro, sauf le premier. La quanlité entre parenthèses a donc une limite a différente de zéro; le premier facteur croit indéfiniment: le produit P (a?) croît indéfiniment (77*.//, n° 112). De plus, comme la quantité entre parenthèses a pour limite a, on peut prendre x assez grand pour que cette quantité diffère de sa limite d'aussi peu qu'on le voudra et, par suite, soit du signe de a. Pour ces valeurs de x, P (x) sera, alors, du signe de son terme de degré le plus élevé ax*.
Il résulte immédiatement de ce qui précède que, si Ton donne un polynôme P :
P — axm -\- bxm ~" -f- ■ • • •> on peut le mettre sous la forme :
P =-. axm {l + t),
e ayant pour limite zéro lorsque x grandit indéfiniment.
Application III. — Trouver la vraie valeur d'une fraction rationnelle en x, quand x croît indéfiniment.
Une fraction rationnelle en x étant le quotient de deux polynômes
OO
entiers en x, se présente sous la forme indéterminée — , lorsque x
OO
croit indéfiniment.
Considérons la fraction - où l'on a :
Là
P = axm + bxm' + ••• i L = «'a?" + b'x1"1 +
Nous avons vu que Ton peut écrire
P = axm (1 4-c), L = a'xn (1 4- ■'),
e, e' tendant vers zéro lorsque x croît indéfiniment. On a donc
^ a a? * -r e ex
1 4- 6 Puisque — - — , a pour limite 1, il en est de même de 1 4~ e", et
Ton peut dire que e" tend vers zéro, lorsque x croît indéfiniment. Si m est supérieur à «, on peut écrire
Si w* est égal à n, on a :
Si w* est inférieur à», on a :
On arrive, alors, à cette conclusion :
Si le degré du numérateur est plus élevé que le degré du dénominateur, la fraction croît indéfiniment en même temps que x.
Si les degrés des deux tenues sont égaux, la fraction a une limite différente de zéro, qui est le quotient des coefficients des termes de degré le plus élevé au numérateur et au dénominateur.
Enfin, si le degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur, la fraction a pour limite zéro.
On peut, d'ailleurs, trouver encore la limite de la fraction en divisant ses deux termes par la plus haute puissance de x qui figure dans l'un des deux termes. En faisant, ensuite, croître x indéfini-
ment, les deux termes, mis sous cette forme, auront, chacun, une limite finie, dont Tune au moins sera différente de zéro.
Exemples. — Soit la fraction
Quand x croît indéfiniment, le numérateur étant de degré supérieur au degré du dénominateur, la fraction croit indéfiniment. Soit encore la fraction
Quand x croit indéfiniment, la fraction a pour limite - ; car, les deux termes
étant de même degré, la fraction a une limite qui est égale au quotient des coefficients des termes de degré le plus élevé.
Application IV. — On lève souvent les indéterminations de la forme ©o — oo en multipliant et divisant l'expression, dont il s'agit, par la quantité conjuguée. Nous allons en montrer quelques exemples.
Exemple I. — Trouver la vraie valeur de l'expression
pour x = + °° O).
Cette expression s'écrit, en multipliant et divisant par la quantité conjuguée :
x -f- 2 -f <Jx* — 5 x + i'
Pour# = + », cette nouvelle expression se présente sous la forme indéter-
[ minée — . Divisons, haut et bas, par x, elle s'écrit :
oo oo
(1) Noua rappelons que *pour z = -f « » est une façon abrégée de dire « longue x crott ! indéfiniment par valeurs positives ». — U faut, d'ailleurs, remarquer que, pour x = — » , cette
i expression n'est pas indéterminée car les deux termes a? et — \/jc* — 5 x-h !, qui croissent
I indéfiniment, étant tous les deux négatifs, la somme croit indéfiniment par valeurs négatives
(Voir n« 1 12, Th. /, Rem.).
Le numérateur, quand x croit indéfiniment, a pour limite 9; le dénominateur a pour limite i + >]i = 2 (car la limite du radical est la racine carrée de la limite de la quantité placée sous ce radical). La fraction a
donc pour limite -, qui est sa vraie valeur.
Exemple II. — Trouver la limite de f expression
\lx 4-3 — \'x + 2,
quand x croît indéfiniment par valeurs positives (!). On a :
\'.r 4-3 — yjx + 2 =
Dans la nouvelie expression, le numérateur est fixe et le dénominateur croît indéfiniment, en même temps que x. La limite de l'expression est donc zéro {Th. /F, n° 112.).
157. Démontrer que, si y a pour limite by V? a Pour limite ^6. On écrira l'identité :
Vy-ttvï =
Vy—' + Vôj,— • + VéV3 + .- + Vè""*
et la démonstration sera identique à celle du théorème VI du n* 111. 158. Trouver les limites vers lesquelles tendent les expressions suivantes :
2x* — hx + 6 3*1 + x t- 1'
yjx* + a — y/*1 4- b \ yjx* 4- ox 4-'6 — yjx* 4- a'x + V ;
V^+fl/-1 + 6xn-*4- ... - V xn 4- <*'*" - ' 4- 6'a?n-*4- ...
jc — a — y7*' — 9a* 4- à î # 4- a — Jx* 4- bx 4- c î
*4- «— V*" 4- &rw-1 4- arn~2 4" ..0 lorsque x croit indéfiniment.
(1) Dans cette expression, on ne pourrait pas faire x = — « car, pour des valeurs de x négative» et suffisamment grandes, en valeur absolue, les quantités placées sous les radicaux seraient négatives et les expressions n'auraient plus de sens.
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CHAPITRE II
114. Définition. — On dit qu'une fonction d'une variable x est continue y pour x = a, si :
1° Elle >a une valeur bien déterminée pour x = a ;
2° Elle a pour limite, lorsque ar tend vers a, précisément la valeur qu'elle prend pour x = a.
Par exemple, la fonction >Jx est une fonction continue de x, pour toute
valeur positive a de x; car, pour x = «, elle a une valeur bien déterminée \'a
•et, lorsque x tend vers a, v'.ra pour limite v;<* ("° IH, TA. VI), qui est précisément la valeur qu'elle prend pour x = a.
Tous les théorèmes sur les limites, que nous avons établis au n° 1 i 1 , ont leur correspondant dans les fonctions continues. Nous ferons seulement la démonstration pour le premier théorème, et nous nous contenterons d'énoncer les autres dont les démonstrations sont identiques.
Théorème I. — La somme algébrique de plusieurs fonctions continues est une fonction continue.
Soient, en effet, y, z, t,u quatre fonctions continues de la variable x, pour a? = a. Soient b, c, d, e les valeurs que prennent ces fonctions pour x = a. Dire qu'elles sont continues, pour x = a, c'est dire que, lorsque x tend vers a, ?/, z, / et u ont, respectivement, pour limites by c, rf et e. Or, pour x = a, la somme y + z + ' + u prend la valeur b-\-c-\-d-\-e, et, d'après le théorème I du n° 111, y + z-f- f-f-t* a pour limite £-|-"c -h^ + <? qui est la somme des limites de chacun des termes. Donc y-J-z+* + l/ est une fonction continue de x, pour x = a.
Théorème II. — Le produit de plusieurs fondions continues de x, pour x = a, est une fonction continue de x, pour x = a.
(Voir le Théorème III, du n° 111).
Corollaire. — Toute puissance entière et positive d'une fonction continue est elle-même une fonction continue.
Application I. — Tout polynôme entier eu x est une fonction continue de x, pour toute valeur de x.
En effet, tout polynôme entier en x est une somme de termes de
la forme \xp. Chacun de ces termes est une fonction continue, car c'est une puissance d'une fonction continue. Le polynôme est donc une fonction continue, comme étant la somme de plusieurs fonctions continues.
Théorème III. — Le quotient de deux fonctions continues de x, pour x = a, est une fonction continue de x, pour x = a, pourvu que, pour cette valeur, le dénominateur ne soit pas nul.
Car, la limite du dénominateur étant différente de zéroT on peut appliquer le théorème V du n° 111.
Théorème IV. — La racine carrée d'une fonction continue de x, pour x = a, est une fonction continue de x, pour x = a.
On applique le théorème VI du n° 111.
Application II. — Toute fraction rationnelle en x est une fonction continue de x, pour toute valeur de la variable qui n annule pas le dénominateur.
Car une fraction rationnelle, étant le quotient de deux polynômes entiers en x, est le quotient de deux fonctions continues.
Donc, d'après le théorème III, c'est une fonction continue de x, pour toute valeur de x qui n'annule pas le dénominateur.
Application III. — La racine carrée oTun polynôme entier en x est une fonction continue de x, pour toute valeur de la variable qui rend la quantité sous le radical positive.
Cette proposition est une application directe du théorème IV.
Exemples. — Les fonctions suivantes :
ô . . , «#2 4- hx 4- c / — » , . — ■ —
ax* + bx + c, , _ , . . — ■ — r, Vax* + bx "f c»
\lx* + 1 — \/*' ~ i x* — 3
sont continues, sauf pour les valeurs qui annulent les dénominateurs ou qui rendent les expressions sous les radicaux négatives.
115. Définitions. — Lorsqu'une quantité variable passe d'une valeur à une autre, on dit qu'elle a subi un accroissement égal à l'excès de la valeur finale sur la valeur initiale. Ainsi, si la variable x passe de la valeur a à la valeur a', on dit qu'elle a reçu l'accroissement a — a. Soit Z», l'accroissement, on aura, par définition,
a! — a = h ou
La valeur finale est égale à la valeur initiale augmentée de l'accroissement.
Soit y une fonction de la variable x et soient b et V les deux valeurs de y, lorsqu'on donne à x, respectivement, les valeurs a et a\ La variable x ayant reçu l'accroissement a! — a, la fonction y aura subi l'accroissement b' — b qu'on appelle V accroissement de la fonction correspondant à V accroissement a' — a de la variable.
Remarquons, de suite, qu'un accroissement peut être positif ou négatif.
Exemples. — Considérons la fonction :
Pour #=3, on a y= — 4;
pour x = 2,5, on a y = — 4,25.
L'accroissement de la variable, lorsqu'elle passe de la valeur 3 À la valeur 2,5, est :
et l'accroissement correspondant de la fonction est :
Considérons encore la fonction :
y *zx*+ i.
Donnons à x la valeur i , on a :
Donnons à x l'accroissement 2 : la nouvelle valeur de x sera 4' + 2 =3 et la valeur correspondante de la fonction sera y = 28. L'accroissement de la fonction, correspondant à l'accroisse ment 2 de la variable, est donc
Soit le trinôme du second degré :
y = ax* + bx + c.
Donnons à x un accroissement A et désignons par k l'accroissement correspondant de la fonction. La nouvelle valeur de la variable esta; + A, la valeur correspondante de la fonction est y + k et on a :
y -[- k -j= a (x+ A)8 + 6 {x + A) -f- c. Par suite,
k = y + k — y == a (x + A)8 -f- 6 (x •+- A) -f c — «a;8 — te — c,
ou
ft = A (2fl.r + 6 -f- «A).
Théorème. — ikz condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de la variable x soit continue, pour x =a, est que, si on donne à la variable x un accroissement h, à partir de la valeur a, V accroissement, correspondant , k d<? la fonction tende vers zéro en même temps que h.
Cette proposition est une conséquence directe de la définition de la continuité (n° 114). En effet, soit b la valeur de la fonction y, pour x = a. Dire que la fonction est continue, c'est dire que y a pour limite b quand x tend vers a et, par conséquent, que y — b, c'està-dire k, tend vers zéro, quand x — a, c'est-à-dire A, tend vers zéro. D'ailleurs, réciproquement, si A*=i/ — étend vers zéro en même temps que A = x — a, y a pour limite b quand x tend vers a et la fonction est continue.
L'énoncé de ce théorème peut donc servir de définition de la continuité, définition qui, au fond, ne diffère pas de celle que nous avons donnée en premier lieu.
Cette nouvelle manière d'envisager la continuité nous montre mieux comment une fonction continue se comporte. Puisque k tend vers zéro en même temps que A, on peut prendre A assez petit pour que k soit aussi petit qu'on le voudra, en valeur absolue. En d'autres termes, lorsqu'une fonction est continue, pour x = a, on peut faire
varier .r, à partir de «, assez peu pour que la fonction ait varié d'aussi peu qu'on le voudra. Une fonction continue varie donc par degrés insensibles et ne peut pas sauter brusquement d'une valeur à une autre.
Une fonction peut être discontinue, pour une certaine valeur de la variable, ou bien parce qu'elle n'a pas une valeur bien déterminée, pour cette valeur de la variable, ou bien parce que, pour cette valeur, elle passe brusquement d'une valeur à une autre.
Exemples. — La fonction - est continue pour toutes les valeurs de *r,
saut' pour x — 0. Pour cette valeur elle est discontinue, car elle n'a pas une valeur bien déterminée. Quand x passe, en croissant, par la valeur zéro,
-, d'abord infiniment grand et négatif, devient, ensuite, infiniment grand et positif; on dit que, quand x passe par la valeur zéro, - passe brusquement de — oo à 4- oo, pour.indiquer que - est d'abord négatif et ensuite
positif.
Voici encore un exemple intéressant de fonction présentant des discontinuités : Désignons par y la partie entière de ,r. y est évidemment une fonction de .r, puisqu'à chaque valeur de x correspond une valeur pour y. Faisons croître x à partir de zéro. Quand x croit de 0 à 1, sa partie entière est 0, on a donc, sans cesse, y = 0; x continuant à croître de I à 2, sa partie entière est i et on a y = 1 ; quand x est compris entre 2 et 3, onay = 2, etc.
On voit que quand .r passe par la valeur i, la valeur de y saute brusquement de 0 à- \ ; quand x passe par la valeur 2, la valeur de y saute de 1 a 2, etc.. D'une manière générale, chaque fois que x passe par une valeur entière, y subit un accroissement brusque d'une unité. Cette fonction y est donc discontinue pour toute valeur entière de la variable x.
La courbe représentative d'une fonction continue se compose d'un trait continu qu'on peut tracer sans lever la main. Au contraire, pour une valeur de x pour laquelle la fonction est discontinue, il faudra arrêter le trait, lever la main et reprendre le trait plus loin.
Exemples. — Tout polynôme étant une fonction continue, le binôme ax + b et le trinôme ax* + bx + c sont des fonctions continues. Leurs courbes représentatives sont des courbes formées d'un seul trait continu. Car, comme nous Pavons vu, la courbe représentative de la variation de ax -f- b est une droite indéfinie (n0i 68 à 70) et la courbe représentative de la variation du trinôme ax* + bx 4- c est une parabole (n° 98).
La courbe représentative de la fonction
est une hyperbole, admettant l'axe des y comme asymptote (fig. 35).
le
Fio. 33.
Lorsque x croit de — oo à 0, on a une branche de courbe AB, qu'on peut
tracer d'un Irait continu, qui part
asymptote à ox pour descendre
asymptote à oy. Pour x = 0, il
faut lever la main et, x variant
de 0 à 4- °°, on a une seconde
branche de courbe CD qui part
asymptote à oy, en haut, et
descend pour devenir asymptote
a ox (').
La courbe représentative de la fonction y de a\ où y désigne la partie entière de x, se compose d'une suite de portions de droites parallèles à ox [fig. 36). x variant de 0ài,onay-=0;ce qui donne une portion OA de l'axe des ,r.
x variant de 1 à 2, on a y = I ; on a, alors, une portion BC d'une parallèle à ox. x variant de 2 à 3, on a une portion DE d'une autre parallèle à ox, etc.. La courbe représen-
te. 36.
(I) Nous définirons plus loin, exactement, ce qu'il faut entendre par « branche de courbe asymptote à une droite ». On peut dire, en gros, qu'une branche de courbe infinie est asymptote à une droite quand elle se rapproche indéfiniment de cette droite sans jamais l'atteindre.
tative de la variation de cette fonction se compose donc des portions de droites OA, BC, DE, etc.,.. Pour x = i, 2, 3..., Ja plume, qui trace la courbe, doit sauter de A en B, de G en D, de E en F, etc..
Lorsqu'une fonction est continue, pour toutes les valeurs de la variable comprises dans une intervalle, on conçoit que, comme elle ne peut varier que par degrés insensibles, elle ne puisse passer d'une valeur à une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. Ainsi, si une fonction prend, pour x = 1, la valeur 2 et, pour x = 3, la valeur 5, si, de plus, elle est continue, pour toutes les valeurs de x comprises entre 1 et 3, il y aura, certainement, au moins une valeur de jp, comprise entre 1 et 3, pour laquelle la fonction prendra, par exemple, la valeur 4 comprise entre 2 et 5.
Une fonction continue ne peut changer de signe qu'en s'annulant, car elle ne peut passer d'une valeur positive à une valeur négative sans passer par la valeur intermédiaire zéro.
Au contraire, une fonction qui présente des discontinuités peut passer d'une valeur à une autre sans passer par les valeurs intermédiaires. Ainsi,
la fonction - passe du négatif au positif sans s'annuler, mais en devenant
infiniment grande (pour x = 0, qui est une valeur de discontinuité), la fonction y, qui est la partie entière de #, passe brusquement d'une valeur entière à la suivante sans passer par aucune des valeurs intermédiaires.
EXERCICES
Démontrer, directement, que les fonctions suivantes
sont continues pour toutes les valeurs de x, en prouvant que l'accroissement de la fonction tend vers zéro en même temps que l'accroissement de la variable.
162. Démontrer, rigoureusement, que le trinôme du second degré ne peut passer d'une valeur à une autre sans passer par les valeurs intermédiaires.
Définition. — Étant donnée une fonction d'une variable
donnons k cette variable un accroissement A, à partir de la valeur x,
k et soit k l'accroissement correspondant de la fonction. Si le rapport y-
a une limite lorsque h tend vers zéro, cette limite est appelée la dérivée de la fonction, pour la valeur x de la variable.
D'une façon plus brève, la dérivée d'une fonction est la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement de la variable, lorsque l'accroissement de la variable tend vers zéro.
Il résulte, immédiatement, de cette définition, qu'une fonction
n'admet une dérivée, pour une valeur x de la variable, que si elle est
k continue pour cette valeur de la variable. Car, si T a une limite A,
on a :
e tendant vers zéro avec h, et, par suite,
k tend donc vers zéro avec h.
Cette condition qui est nécessaire n'est, d'ailleurs, pas suffisante.
Car, lorsque k et h tendent vers zéro, simultanément, on ne peut
k rien affirmer pour le rapport T (n° 112, Th. III, Item.), on est dans
un cas d'indétermination de la forme « et le rapport peut ne pas
avoir de limite. Cependant, lorsque, k tendant vers zéro, le rapport
— croit indéfiniment, on dit encore qu'il y a une dérivée, mais que
cette dérivée est infiniment grande (*).
Je (1) n n'y a réellement pas de dérivée que dans le cas où le rapport - n'a pas de limite, sans
croître indéfiniment.
Exemples. — La déi'ivée de x es M .
Car si on prend
y = xf on a h = h; donc t = i, et, par suite, lim. (j) = *
La dérivée de cm? + 6 csf a.
Car, si
y = ax + 6,
donc, lim. (r) = «•
La dérivée de (wr* + bx + c est 2ax + b. Car, soit
y = ax* + bx + c;
on a :
d'où -z=ïax + b + ah.
Quand /< tend vers zéro, ah tend aussi vers zéro et on a :
lim. (?) = 2a.r + 6.
La dérivée de \fx est =, pourvu que x soit différent de zéro.
Car, si
on a :
et
Quand /i tend vers zéro, \'x + h a pour limite \'.r et le dénominateur a pour limite 2 \x. Donc,
k Pour ,r = 0, Ç croît indéfiniment, lorsque h tend vers zéro. On peut donc
dire que, pour .r = 0, sjx a une dérivée infiniment grande.
Notation. — Pour désigner la dérivée d'une fonction de la variable x on fait précéder cette fonction du symbole Dx. Ainsi, hxy, DTf(x), désignent les dérivées de y et de f{x).
Lorsque cela ne peut donner lieu à aucune ambiguïté, on emploie, de préférence, la notation plus simple qui consiste à affecter la fonction d'un accent.
Ainsi, y', f '(x) désignent encore les dérivées de y et de f(x).
Si
on écrira
ou encore
De même,
y =z ax2 -(- bx -(- c,
yr = 2ax -f- 6,
D, {a,v* + bx + c) = 2ax + b.
DT (.r) = i ;
Définition. — Lorsqu'une fonction de x admet une dérivée, pour toute valeur de x, cette dérivée est aussi une fonction de x qui peut elle-même admettre une dérivée. Cette dérivée de la dérivée est ce qu'on appelle la dérivée seconde de la fonction.
De même, la dérivée seconde peut admettre une dérivée qu'on
appelle la dérivée troisième, etc On conçoit, qu'en continuant de
la sorte, on pourrait définir une dérivée quatrième, une dérivée cinquième, d'une manière générale une dérivée niem€ ou dérivée d'ordre n. Par opposition, on appelle, alors, la dérivée, proprement dite, dérivée première, pour la distinguer des autres.
Exemples. — La dérivée première de ax* -+- bx + c est 2ax + b, sa dérivée seconde est 2a.
La dérivée seconde de \'x est la dérivée de =, qui est, comme nous le
verrons, ^.
Notation. — On désigne la dérivée seconde en faisant précéder la fonction du signe D*s, la dérivée mWween faisant précéder la fonction
du signe D"m. Ainsi, D^y, D", /"(*), sont les dérivées secondes de y etf(x).
Lorsque cela ne peut donner lieu à aucune ambiguïté, on désigne, plus simplement, la dérivée seconde en affectant la fonction de deux accents. Ainsi, y", f {x) sont les dérivées secondes de y et f(x). Pour la dérivée nlVme on place n en indice supérieur, entre parenthèses :
Ainsi, si
y = (/.r2 + bx + c, y" = 2a,
ou, encore,
D^(«.r2 + bx + c) = 2a;
Remarque. — Dans la suite, nous aurons, fréquemment, à parler d'accroissements de fonctions et de variables. Pour éviter toute confusion, et pour ne pas employer un trop grand nombre de lettres nouvelles, nous emploierons une notation très usitée pour désigner les accroissements. L'accroissement d'une quantité, à partir d'une certaine valeur, sera représenté par la lettre ou le symbole qui représente cette quantité précédé de la lettre majuscule grecque A. Ainsi, Aar, Ay, Au, désignent les accroissements de x,y et u. Avec cette notation, la dérivée de la fonction y de a? est la limite du quotient —, lorsque Ax tend vers zéro.
Ax
117. Théorème I. — La dérivée d'une constante est égale à zéro.
Car, si une fonction y de i est constante , c'est-à-dire conserve toujours la même valeur, l'accroissement Ay de la fonction, qui correspond à un accroissement quelconque Ax de la variable, est toujours nul. On a donc,
et, par suite (n° 110)
^ = 0 (Ax^O) Ax '
*=•*"• (rx) = °-
Théorème II. — Lorsque plusieurs fonctions d'une même variable admettent, chacune, une dérivée, leur somme admet, également, une dérivée qui est la somme des dérivées de ces fonctions.
Soient, en effet, u, v, w trois fonctions de la variable x admettant, par hypothèse, des dérivées u, v', w', pour la valeur x de la variable. Nous allons montrer que leur somme
admet une dérivée qui est la somme u' -f v' -f- u/ des dérivées.
En effet, donnons à .x un accroissement A# et soient Au, Au, Aw les accroissements correspondants des trois fonctions u, v, w. Ceci veut dire que, pour la valeur jp + Aar de la variable, ces trois fonctions prennent, respectivement, les valeurs «4-Aw, v + Ar, w-\-ù±w et, par suite, y prend la valeur
L'accroissement de y, correspondant à l'accroissement A# de la variable, est donc :
Ay = u -f- Au -+- v + Àv 4- w + Atu — (ti -|- » 4~ u')
ou :
Ay = Au -|- &v -\- Atu.
On a donc,
Ay Au Au Aw
Aa? Ax Ax Ai '
Ali Au A ?r Or, par hypothèse, — , —, ■— ont, respectivement, des limites
uf, t/, v/% lorsque ùlx tend vers zéro, on en conclut (n° 1 H, Th. I) que
leur somme — a une limite qui est la somme des limites, y admet
Ai
donc une dérivée :
Théorème III. — Lorsque plusieurs fonctions admettent, chacune, une dérivée, le produit de ces fonctions admet une dérivée qui est la somme des produits obtenus en remplaçant, dans le produit considéré, successivement, chacune des fonctions par sa dérivée.
1° Cas de deux facteurs. — Soient, d'abord, u et v deux fonctions de x admettant des dérivées u' et v'. Nous allons montrer que le
produit
admet une dérivée qui est :
y' = uv' 4* *w'.
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Donnons, en effet, à x un accroissement Ax, il en résultera pour u et v des accroissements Au et Ar. Ceci veut dire que, pour la valeur x-\- Ax, les fonctions u et r prennent les valeurs «-(-Am et r-J-Ar; par suite, le produit prend la valeur
(u-f-Au) (y-f-Ay).
L'accroissement du produit y, correspondant à l'accroissement Ax de x, est donc :
ày = (m -j- Au) (y + ^r^ — uv ou :
Ay = « Ay -f" v Au -f- Au . At\
Divisons par Ax, et il vient :
A y Ar , Au , Au
Ax Ax Ax Ax
A y Au Lorsque Ax tend vers zéro, — et — ont, par hypothèse, des ^ Ax Ax
A v Au
limites v' et u'. Par suite, u — et r — ont, respectivement, pour
Ax Ax
Au limites, uv' et ru'. Le troisième terme — Ay se compose de deux
mu
facteurs : le premier qui a une limite finie u', le second qui tend vers zéro. Car v, admettant une dérivée, est une fonction continue (n° 116) et, par suite, son accroissement Ay tend vers zéro en même temps que Ax(n6 115, Th.). Le troisième terme a donc pour limite zéro.
— étant la somme de trois termes, ayant chacun une limite, a une Ax
limite (n°lll, Th. I) qui est la somme des limites de ses termes.
Donc, y admet une dérivée qui est :
y' =uy' 4- »**'.
2° Cas de plusieurs facteurs. — Le théorème, étant vrai pour le cas de deux facteurs, s'étend facilement, de proche en proche, au cas de plusieurs facteurs.
Soient u, y, w trois fonctions de x, admettant des dérivées u', y', w'. D'après ce qui précède, le produit uv admet une dérivée qui est uv' -j- vu'. Or, on peut considérer le produit
y = uvtt> = (uy) w.
comme un produit de deux facteurs uv et iv qui admettent chacun une dérivée, y admet donc une dérivée fournie par la règle précédente :
y' = (u v) w' -|- (u v)' tv,
ou, en remplaçant (uv)' par sa valeur,
\jr — u v tv' -\- uv' w + w' v w.
Le théorème, étant vrai pour trois facteurs, s'étendra au cas de quatre facteurs, en considérant le produit uvws de quatre facteurs comme le produit des deux facteurs uvw et s, et en appliquant la règle établie pour deux facteurs ; et, ainsi de suite, de proche en proche.
Corollaire I. — La dérivée du produit d'une fonction par une rtmstante est égale au produit de la dérivée de la fonction par la l'onslante.
Car la dérivée d'une constante étant nulle {Th. I), on a, en appliquant la règle précédente,
(kf{X))'=kr\x).
Corollaire II. — Lorsqu'une fonction admet une dérivée, toute puissance entière et positive de cette fonction admet une dérivée que ton obtient en multipliant cette puissance par son exposant, en diminuant, ensuite, son exposant (Tune unité et en multipliant le tout par la dérivée de la fonction.
En d'autres termes, on a :
(mV »j— 1 /
u ) = mu u .
En effet, um (m entier et positif) est le produit de m facteurs égaux à u. D'après le théorème précédent, on obtient sa dérivée en faisant la somme des m produits obtenus en remplaçant, successivement, chaque facteur par sa dérivée. Or, chaque fois qu'on remplace un facteur u par sa dérivée, il reste un produit de (m — 1) facteurs
égaux à u et d'un facteur égal à u'. La dérivée de um est donc égale
à la somme de m termes égaux à u'"~ u'. Donc :
u ) = mu u ,
Théorème IV. — Lorsque deux fonctions admettent, chacune, une dérivée, leur quotient admet une dérivée, pourvu que le dénominateur &o\t différent de zéro. Cette dérivée est la fraction qui a pour numé-
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rateur l'excès du produit de la dérivée du numérateur par le dénominateur sur le produit de la dérivée du dénominateur par le numérateur, et pour dénominateur le carré du dénominateur du quotient proposé. En d'autres termes, soient u et v deux fonctions admettant des dérivées u' ety\ona:
Donnons à x un accroissement Ax; soient Au, Au, les accroissements respectifs de n et v. Pour la valeur x -f- Ax de la variable, le quotient
aura la valeur
u -f- Au v -f- At? "
L'accroissement du quotient, qui correspond à l'accroissement Ax de x, est donc
u + Au u
* ~~ v + Au v
ou
Au. y — At'.u
y "~~ (v + A BJ «
Divisons par Ax et nous aurons :
A y Ax Ax
Ax (y + Ay)y
Lorsque Ax tend vers zéro, Ay tend aussi vers zéro, car v admettant une dérivée est nécessairement une fonction continue (n°*t16 et 115). 0-f- A« adonc pour limite y et le dénominateur de la fraction
r=L a une limite, différente de zéro, y*. D'ailleurs, — et — ont, par Ax. Ax Ax r
hypothèse^ des limites u' et v', le numérateur a donc pour liante
(n° 111) u' v — v' u. Le quotient— a, par suite (n° 111, Th. V) une
limite qui est :
Corollaire. — Toute puissance entière, négative, d'une fonction qui admet une dérivée, admet aussi une dérivée donnée par la même règle que pour la jouissance positive (Th. III, Cor. II).
En effet, on a :
En appliquant le théorème précédent, on a :
, _mw — \u ) m.u . u
mu'
im 2m ro+i
d'où :
Donc, pour obtenir la dérivée de u~ , on multiplie cette fonction par l'exposant — m, on diminue l'exposant de u d'une unité, et on multiplie le tout par la dérivée u' de u; ce qui est la même règle que celle du corollaire II du théorème III.
Théorème V. — Lorsqu'une fonction admet une dérivée, la racine carrée de cette fonction admet également une dérivée, pourvu que cette fonction soit différente de zéro. Cette dérivée est le quotient de la dérivée de la fonction par le double de sa racine carrée.
Soit u une fonction de x admettant une dérivée, on a :
d/sy = -^ (n*o).
En effet, soit Au l'accroissement de u, correspondant à un accroissement Ax de la variable. // = \fû subira un accroissement Aj/ qui est la différence de ses valeurs pour x et x + Aa\
Donc
\y — ^u -\- Au — vu ou
Au
Ay= -=== — p
yu + Au -f- vu
Divisons par A.r, il vient :
Au
Ay Ax
A# \fu + Au + v'm
Lorsque A.r tend vers zéro, A« tend également vers zéro (car w, admettant une dérivée, est une fonction continue), \hi + Ati a pour limite (n° 111, Th. VI) ^u et le dénominateur aune limite, différente
de zéro, 2^w. D'ailleurs, par hypothèse, — a une limite i#\ donc
— a une limite qui est :
118. Dérivée de xm. — La dérivée de x" est mxm" , m étant un enfin* positif ou néijatif.
Car, d'après les corollaires des théorèmes III et IV, la dérivée de jp
est égale au produit de mxm~ par la dérivée de x, qui est égale à 1.
Exemples :
Dérivée d'un polynôme entier. — Tout polynôme entier en x est
une somme de termes de la forme Xxp. Or, la dérivée de \xp est égale
au produit de A par la dérivée de xp [Th. III, Cor. /j, c'est donc
/)A/' . La dérivée du terme constant est égale à zéro. La dérivée du polynôme est la somme des dérivées de chacun de ses termes (n° i 17, Th. //), on en conclut donc la règle suivante :
La dérivée d'un polynôme entier en x s'obtient en multipliant chaque terme par V exposant de x dans ce ternie et diminuant, ensuite, l'exposant de x d'une unité.
Cette règle peut encore s'appliquer au terme constant, qui peut être considéré comme contenant x à l'exposant zéro.
Exemples :
Dx {ax* -h bx + c) = 2ax + b ; Dx (<«* + bx1 + ex f d) = 3<wrf -f 2fe.r -f c;
D, (j* — 3ar" + x) = 4r» — 6a? + 1 ; Dx (,r« — 5jt* + 3.r» + 7) = 6ir5 — 20x* 4 6.r.
Puisque, dans la dérivation du polynôme, on diminue l'exposant de x dans chaque terme d'une unité, on diminue, par là même, le degré du polynôme d'une unité. Donc :
La dérivée d'un polynôme entier de degré m est un polynôme entier de degré (m — 1).
Si on prend encore une fois la dérivée, on diminue, encore une fois, le degré du polynôme d'une unité et, par suite, la dérivée seconde est un polynôme de degré (m — 2).
D'une manière générale, la dérivée piéme est un polynôme de degré [m — p). En particulier, la dérivée m*"™ est un polynôme de degré (m — m), c'est-à-dire de degré zéro.
La dérivée miéme est donc une constante.
La dérivée (m + 'I)WlN< est, alors, égale à zéro, et il en est de même de toutes les dérivées suivantes. Donc :
Toutes les dérivées d'un polynôme de degré m, d? ordre supérieur à m, sont nulles.
Exemples. — Soit
y =z ax* + bx- -f ex + d; on a : y' = 3a.r8 + 2bx 4- c,
y" = 6<i.r 4- 2b, y =0, y =0, etc..
De même soit :
y = 2** 4- te — 6 ; on a : y' = kx 4- 5,
y'" = 0, ys = 0, etc..
Dérivée d'une fraction rationnelle. — Une fraction rationnelle, étant le quotient de deux polynômes entiers, puisque nous savons calculer la dérivée d'un polynôme, nous obtiendrons, de suite, la
dérivée de la fraction en appliquant le théorème IV (n° 117) :
iuV uv — v'u
Exemples :
fx— i\ __ g + 1 — (g— i) _
D fax + b \ a (ax* + b') — a' (ax + b) _ aV — 6a' .
/ &P+ 1 \ 2(g»4-*4-*) — (2*4-*)' — to»— to4- I. '\^ + HV (g* + # 4- 1)» ~~ (g« + a: -f I)1 '
n / g» — 5ar 4- 6\ __ (to — 5) (toi 4- 3g 4- 7)— (4x 4-3) (*'— 5* + 6) * Vto« 4- 3g 4- 7/ (to1 4- 3g 4- 7)»
_lto» — IQg— 53.
"" (to1 4- 3g 4- 7)f '
D /qg«4-k?4-c \ (2ag4-ft)(g,g, + ft,g+cf)— (to's 4-fr )(«*»+ te + c) * V«'«s + à'x 4- c'/ ~~ («'g« 4- 6'g 4- C)1
_ (aV — ba') g» 4- 2 (ac' — ca') g 4- b& — c6' "" (a'g« 4- b'x 4- c')*
Pour prendre la dérivée d'une expression fractionnaire rationnelle compliquée, on commence, ce qui est toujours facile (n° 50), par la mettre sous forme de fraction rationnelle. Ainsi, pour prendre la dérivée de l'expression
on la mel, d'abord, sous la forme :
ou y = gT-nT*-
On a, alors,
, _ 4g (g* — g») — (4g3 — to) (to» 4- 2) y ~~ (g* — g»)1
ou :
Dérivées d'expressions irrationnelles. — Toute expression irrationnelle, ne contenant que des radicaux du second degré, s'obtient en combinant la variable x et des constantes par voie d'addition, de multiplication, de division ou d'extraction de racine carrée. Or, les propositions démontrées au n° 117, nous permettent de calculer la dérivée dans chacun de ces cas, nous pouvons donc calculer la dérivée de toute expression de cette nature.
Exemples. — Soit
y = v'tf
On a
2\!x Pour calculer y", nous considérons y' comme un quotient :
y ~~ 2 x et, en remplaçant [yfx)' par sa valeur,
kx Jx' Calculons encore y'" ; on a :
1 {x yffi y 4 .r*
Or, d'après la règle de la dérivée du produit, on a :
(x Jx)' = yjx + x [y/x)' = \!x -\ — = —p..
D'où,
Soit encore,
On peut écrire :
= Vf*.
Donc, en appliquant le théorème V (n°H7) au cas de u = \U; on a :
4y# . \.t 4 va:* . \.v
4 V^' Voici d'autres exemples :
Dt (y/a** + hx+c) = ,to + 6
2 v'fM* + to -|- c'
fy/r-l+^+l 1 _ (y/j- 1 + yfx -f i)' y'g - Ut -t + y/x+i) (yÇ)'
\ 2V'.r — i 2 i/ïTT /
— (V'y — 1 + V* + 0 (* — yfc» — i) "" ' 2.ry/x{x^\)
EXERCICES
163. Démontrer que, si u est une fonction de x admettant une dérivée, \u adm»t également une dérivée qui est :
nt — r n
« Vw
(Voir Exercice 157) ; on en conclut que la dérivée de m? est — */? //'. 164. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
/ a x* + far + c /îLLî!fJL2 >'*+! + y.i- — 1
» f # — va** + 1
V-r + y/^Tï
165. Calculer les dérivées, de tous les ordres, des fonctions suivantes :
(or
— a) ..r — b) a — b lx — a x — b]
trouver l'expression générale de la dérivée m'**" de chacune de ces fonctions.
166. Supposons qu'on ait développé et ordonné, suivant les puissances décroissantes de xy l'expression (x -+ «)m et soit :
(1) (.r + a)m == xm + A^W"-1 + A^WW"2 + A^V**3 + ...
... + ^a"-1* + aw
ce développement, en désignant, d'une façon générale, par A('M' le coefficient de
apxm-».
Si on remarque que la dérivée de (x -j- o)m s'écrit :
(x + a)"-1 = ixjV"-1 + A^-'W1"-8 + Ay-'W"1-» + ...
...+ A%-l)am~2x + ami],
avec la m?me notation, on obtiendra, en identifiant cette expression de la dérivée avec celle qu'on obtient en prenant la dérivée du second membre de l'identité (1), des formules de récurrence permettant de calculer les coefficients
k(m) A(w) A(ml .(mj
connaissant les coefficients
âim— 1) ai'mi— 1) »(»i— li â(»i— li
Aj , il j » Aa » ••• A»i_2 •
Par suite, connaissant le développement de (x + «;*, on aura celui de (.r -f- a)1 ; puis celui de (x -h «)* ; et ainsi de suite, de proche en proche. Trouver les expressions générales des coefficients
(Voir /' Exercice 2."»i.
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DES FONCTIONS
119. Définitions. — I. On dit qu'une fonction f(x) est croissante, pour x =a, si on peut déterminer un nombre positif e assez petit pour que, pour toutes les valeurs de h (positives ou négatives) plus petites en valeur absolue que e, Ton ait :
fJ?±*tzlM > o.
Ceci revient à dire que la valeur f(a) de la fonction, pour x = a, est plus petite que les valeurs qu'elle prend lorsque x est compris entre a eto-f5 et plus grande que les valeurs qu'elle prend de a — e à a.
II. Une fonction f(x) est dite décroissante, pour x = a, lorsqu'on peut déterminer un nombre positif e, assez petit, tel que, pour toutes les valeurs de h (positives ou négatives) plus petites en valeur absolue que e, Ton ait :
Ceci revient à dire que f(a) est plus grand que les valeurs que prend la fonction quand x est compris entre a et a-j-e et plus petit que les valeurs de la fonction de a — e à a.
Remarque. — 11 résulte, immédiatement, des définitions précédentes que, lorsqu'une fonction est croissante dans un intervalle, c'est-à-dire lorsqu'elle varie dans le même sens que la variable (Voir n° 31), elle est croissante pour toutes les valeurs comprises dans cette intervalle.
Mais, réciproquement, il n'est pas évident qu'une fonction qui est croissante, pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle (a, 6), varie dans le même sens que la variable, dans cet intervalle.
Il est, cependant, assez naturel d'admettre cette réciproque; c'est ce que nous ferons dans cette étude élémentaire (!).
Nous admettrons, de même, que, lorsqu'une fonction est décroissante, pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle, elle varie, dans cet intervalle, en sens contraire de la variable.
Théorème I. — Lorsqu'une fonction f(x) admet une dérivée positive, pour x = a, elle est croissante ])our x = a.
Par définition de la dérivée, on a
tfw.|7(«+»)--/(«)j;=m
quand h tend vers zéro. On peut donc poser
jj =1 W + *»
(1) Voici, d'ailleurs, comment on peut démontrer cette réciproque.
Soit f[x) une fonction croissante pour tontes les valeurs de x comprises dans l'intervalle de a k à (a < 6). Soient a et § deux nombres quelconques, compris dans cet intervalle. Il suffit de prouver que, si a < p, on a aussi /(a) < /!(*)• D'après notre hypothèse, la fonction est croissante pour x = a et on peut déterminer un nombre positif t tel que, pour toutes les valeurs do x comprises entre a et a -f- c, la fonction prenne des râleurs plus grandes que /(a). Si donc p est inférieur ou égal à a ■+- e, la proposition est démontrée. Si non, posons
La fonction étant croissante pour x = xti on pourra déterminer un nombre C|f positif, tel que* pour les valours de x comprises entrent et xt -f- d, la fonction prenne des valeurs supérieures a f[*\) et, a fortiori, supérieures à f{<x). Si p est inférieur ou égal à *i + *!• I* proposition est démontrée. Si non, nous poserons, encore,
xx -f e, = rt
et noos continuerons de la sorte. Il suffit de montrer, qu'au bout d'un certain nombre d'opérations, on parviendra k un nombre xn tel q«ie p soit inférieur ou égal à
xn i j =s xn -f e» c*r» «lors, on aura
ZIP) > /(*,) >/(**_,).> • • • > rt'i) > A«)-
Supposons, en effet, qu'en continuant do la sorte on no trouvo jamais un nombre xn , j supérieur ou égal k p. C'est qu'alors les nombres xtf je,,... jrn, *n+i% qui vont toujours en
croissant et qui restent inférieurs à p, auraient une limite Ç, lorsque n croît indéfiniment, plus petite que p, et qu'on ne pourrait dépasser en raisonnant comme nous l'avons fait. Ceci est, évidemment, impossible, car.Ç étant compris dans l'intervalle (a,6), la fonction f[x) serait croissante, pour x =r Ç, et on pourrait déterminer un nombre positif f) tel que la fonction prenne entre \ et \ — t\ des valeurs inférieures k f[l) et entre l et l + v\ des valeurs supérieures à fil). Donc dès que *n, qui a pour limite Ç, deviendrait supérieur kl — v), on pourrait prendre pour *M.i.i une valeur égale ou supérieure k \ ce qui est contraire a l'hypothèse. On pourrait donc dépasser le nombre Ç, ce qui est contradictoire avec l'hypothèse de l'existence de Ç. La limite Ç, inférieure à p, no pouvant exister, il faut nécessairement qu'il existe un indice 11 tel que le nombre :
soit supérieur ou égal k p.
la quantité a tendant vers zéro en môme temps que h. On peut, alors, déterminer un nombre positif e tel que, lorsque h est, en valeur absolue, plus petit que e, la valeur absolue de a soit plus petite que f (a) (qui est positif, par hypothèse). Pour toutes ces valeurs de h, le quotient
sera du signe de f (a) et, par suite, positif.
La fonction est donc croissante pour # = a.
Réciproque du théorème I. — Lorsqu'une fonction est croissante, pour x = a, et quelle admet une dérivée, pour x = a, cette dérivée est positive ou nulle.
Par définition de la croissance, pour x~a, on peut déterminer un nombre positif s tel que, lorsque
h |< e, Ton ait
f{x) étant la fonction proposée. Or, quand h tend vers zéro, le quotient I ^— ' a> Par hypothèse, une limite f(a). Ce quotient
étant toujours positif, sa limite f (a) ne peut être que positive ou nulle (').
Théorème II. — Lorsqu'une fonction f(x) admet une dérivée négative, pour x = a, elle est décroissante pour x = a.
Réciproque du théorème II. — Lorsqu'une fonction est décroissante, pour x = a, et qu'elle admet une dérivée, pour x — a, cette dérivée est négative ou nulle.
Les démonstrations de ces propositions sont identiques à celles des propositions précédentes.
Exemples. — La dérivée de 2x + i est 2. Cette dérivée est toujours positive, la fonction est donc croissante pour toute valeur de x.
La fonction x* — 2# + 3 a pour dérivée 2(x — i). Cette dérivée est positive lorsque x > i et négative lorsque x < i. La fonction est croissante
(f) En effet, si la limite d'une quantité variable est négative, on peut toujours faire atteindre à cette quantité une valeur assez voisine de sa limite pour qu'elle soit du signe de cette limite et, par suite, négative. Une quantité toujours positive no saurait donc avoir une limita négative.
pour les valeurs de x plus grandes que 1 et décroissante pour les valeurs plus petites que 1.
La fonction - a pour dérivée — -5, qui est toujours négative. Celte
fonction est donc toujours décroissante.
120. Définitions. — I. On dit qu'une fonction est maxima, pour x = a, si on peut déterminer un nombre positif s tel que la valeur que prend la fonction pour x = a soit plus grande que toutes les autres valeurs qu'elle prend lorsque x reste compris entre a — eeta-f s.
La valeur de la fonction, pour x = a, est ce qu'on appelle un maximum de cette fonction.
II. Une fonction est dite minima, pour x = a, si on peut déterminer un nombre positif e tel que la valeur que prend la fonction pour x = a soit plus petite que toutes les autres valeurs qu'elle prend lorsque x reste compris entre a — e et a -f- e.
La valeur de la fonction, pour x = a, est ce qu'on appelle un minimum de cette fonction. \
Au fond, ces deux définitions reviennent à (lire que lorsqu'une fonction est maxima (ou minima), pour .r = a, sa valeur, pour x = a, est plus grande (ou plus petite) que toutes les valeurs voisine*.
Théorème. — Lorsqu'une fonction est maxima ou minima, pour x = a, et qu'elle admet une dérivée, pour cette valeur de la variable, cette dérivée est nulle.
En effet, la fonction étant maxima, pour x = a, f (a — h) est plus petit que f[a) lorsque h est positif et plus petit que s, on a donc
/•(„ _ h) - /"(a) < 0 et, par suite,
Au contraire, dans les mêmes conditions (0 < h << e), on a :
Lorsque h tend vers zéro, les deux quotients >
fla-h)-f(a) f{a + h)-f(a) -h el h
ont, par hypothèse, une limite commune f (a). Ces deux rapports étant de signes contraires, leur limite commune f (a) ne peut être que nulle, et on a :
La démonstration serait la même dans le cas du minimum.
Réciproquement ', si la dérivée s'annule, en passant du signe (+) au signe ( — ), quand x passe en croissant par a, la fonction est maxima pour x = a.
Car la dérivée étant positive de a — eàa, la fonction est croissante ( 77*. /) et la dérivée étant négative de a à a + e la fonction est décroissante [Th. II).
De même, si la dérivée s'annule en passant du signe ( — ) au signe .(+), quand x passe en croissant par a, la fonction est minima pour x = a.
Exemples. — La fonction
y = 3 + 4a? — x2 a pour dérivée * y' = 4 — 2x.
Lorsque x est plus petit que 2, la dérivée est positive, la fonction croit; lorsque x est plus grand que 2, la dérivée est négative, la fonction décroît; et, pour x = 2, la dérivée est nulle. La fonction est donc maxima pour x — 2. La valeur du maximum est :
La fonction
y r= .r3 — 2.r* + x + i a pour dérivée y' ~ 3.r2 — kx + 1.
Cette dérivée s*annule pour x = 1 et x = -; elle est négative quand x
est compris entre - et 1, positive quand x est plus grand que 1 et elle
s'annule pour x = 1. La fonction est donc minima pour x = 1. Le minimum est
On pourrait, d'ailleurs, remarquer que, pour £ = -,1a fonction est maxima.
Remarque I. — La dérivée d'une fonction s'annule, comme nous venons de le voir, lorsque cette fonction est maxima ou minima. Ce ne sont pas les seules circonstances où la dérivée s'annule acciden-
tellement. Lorsqu'une fonction est croissante ou décroissante, dans un intervalle, sa dérivée peut s'annuler dans cet intervalle (n° 119, llécip. des Th. I et //). Ainsi, la fonction (x — af a pour dérivée 3 (x — a)1. Cette dérivée est toujours positive, sauf pour x = a, valeur pour laquelle elle est nulle. La fonction n'est cependant ni maxima ni minima pour x = a, car elle est croissante de — ooàa et de a à -f- oo. Elle est donc toujours croissante de — ooà-f oo. Ce qui distingue le cas du maximum et du minimum, c'est que la dérivée s'annule en changeant de signe. Ainsi, dans l'exemple précédent, la dérivée s'annule, pour x = a, mais sans changer désigne, puisqu'elle est toujours positive, quand x est différent de a.
Remarque II. — Nous avons défini ce qu'on devait entendre par maximum absolu et minimum absolu (n° 97). Il est facile de voir qu'un maximum absolu est aussi un maximum, au sens plus général que nous venons de donner à ce mot. Car, si, parmi toutes les valeurs que peut prendre une fonction, il y en a une qui est plus grande que toutes les autres, cette valeur sera, a fortiori, plus grande que les valeurs voisines.
Pour distinguer les maxima et minima qui ne sont pas absolus de ceux qui le sont, on les nomme, souvent, maxima et minima relatifs.
Ainsi, dans les deux exemples précédents, la fonction 3 + kx — a? a un maximum absolu pour x = 2 (Voir n° 97), tandis que la fonction
j? — 2j?2 -[• .r -f 1 n'a qu'un maximum relatif pour x = - et un minimum
relatif pour# = 1 , car, comme nous le verrons plus loin (n° 122, Exemple II), cette fonction peut prendre toutes les valeurs possibles, de — œ à + °°-
121. Signification géométrique de la dérivée. — Rappelons, d'abord, qu'en géométrie analytique, toute équation du premier degré en x et y représente une droite (Voir les n0' 68 à 71). Si on résoud cette équation par rapport à y et qu'on la met sous
la forme
y = ax + b,
le coefficient a, de #, est ce qu'on appelle le coefficient angulaire. La parallèle menée par l'origine à cette droite a, comme nous le savons (n° 68), pour équation
y = ax.
Le coefficient b est ce qu'on appelle V ordonnée à l origine, car c'est l'ordonnée du point d'intersection de la droite avec l'axe oy(x=0). b fixe donc la position d'un point de la droite. Le coefficient angu-
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laire a fixe, ensuite, la direction delà droite, car, quand on connaît a, on connaît la parallèle menée par l'origine à cette droite.
La grandeur du coefficient angulaire de la droite, renseigne sur la grandeur de l'angle que fait cette droite avec Taxe ox. En effet, pour construire la parallèle y = ax, menée par l'origine des coordonnées, à la droite, on construit le point A dont les coordonnées sontl et a {fig. 37), c'est-à-dire qu'on prend, sur ox, OB = 1, puis, sur la parallèle BG à oy, BS = a. Si a est positif, le point A est audessus de ox et, lorsque a varie de 0 à + °°» Ie point A parcourt BC, depuis B, en s'éloignant indéfiniment du côté de G. Donc, quand a varie de 0 à + oo, l'angle xOk croit depuis 0 jusqu'à 90°; car, quand A s'éloigne indéfiniment , la droite OA tend à prendre la position oy parallèle à BG. Si a est négatif, le point A est en À' au-dessous de ox. Convenons , alors, de considérer l'angle xOA' comme négatif, c'est-àdire convenons de considérer comme négatifs les angles situés au-dessous de ox. Avec cette convention, quand a croit de — oo à0, le point A', d'abord infiniment éloigné sur BC, vers le bas, se déplace dans le sens BC, pour arriver en B. La droite OA' part donc de la position oy' pour arriver à la position ox, et l'angle A'Ox varie de — 90° à 0.
En résumé, quand a croit de — oo à -}- ©o, la demi-droite OÀ tourne toujours dans le même sens depuis la position oy' jusqu'à la position oy et l'angle xOK (avec notre convention de signe) croit de — 90° à-}- 90°. En d'autres termes, l'angle xOX varie dans le même sens que a (*).
(1) En trigonométrie, le coefficient angulaire a on sens très précis. En effet, dans le triangle
rectangle OBA (flg. 37) on a :
BA = OB.tga,
en désignant par « l'angle «OA. Or,
BÂ = a, OB = l;
donc,
a as tg*.
Le coefficient angulaire d'une droite est donc égal à la tangente trigonométrique de t angle eue fait cette droite avec taxe ox.
KiG. 37.
Une droite de coefficient angulaire nul est parallèle à ox.
Quand le coefficient angulaire croît indéfiniment, la droite tend à devenir parallèle à oy.
Lorsque le coefficient angulaire est égal à-f-l,le point A est sur la bissectrice de l'angle xoy et la droite est parallèle à la bissectrice th V angle xoy.
Lorsque le coefficient angulaire est égal à — 1, la droite est parallèle à la bissectrice de V angle xo/.
Théorème. — Lorsqu'une fonction admet une dérivée, pour une certaine valeur de la variable, x = x0, et qu'on représente la variation de cette fonction par une courbe, cette courbe admet une tangente au point dyabcisse x0 et le coefficient angulaire de cette tangente est la râleur de la dérivée de la fonction, pour x = x0.
Rappelons, d'abord, la définition de la tangente. Soit G (fig. 38) une courbe et M un point de cette courbe. Soit M' un point, pris sur
MVay, -h.jy0 +k)
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la courbe, très voisin du point M. Joignons MM'. Si, lorsque le point M' se rapproche indéfiniment du point M, en suivant la courbe C, la droite MM' a une limite MT, cette limite est ce qu'on appelle la tangente, à la courbe, au point M.
Cela étant, soit y une fonction de la variable x. Soit y0 la valeur de y, pour x — x0, et M le point correspondant de la courbe C qui représente la variation de la fonction (fig. 38). Donnons à x un accroissement h et soit k l'accroissement correspondant de y. Pour x = x0 + h on aura y = y9 -f- k. Soit M' le point de la courbe de coordonnées x0 -\- h et y0 + k. Cherchons le coefficient angulaire a de la droite MM'.
Soit
y =z ax -\- b
l'équation de la droite MM'. Puisque les deux points M et M' sont sur cette droite, on a
y0 ~ ax0 + b et
d'où, en retranchant la première égalité de la seconde,
k = ah,
k Le coefficient angulaire de la droite MM' est donc -. Or, quand h
tend vers zéro, k tend vers zéro (car y est une fonction continue, puisqu'elle admet une dérivée), donc le point M' se rapproche indéfiniment du point M. D'ailleurs, par hypothèse, le coefficient angu-
k laire j de MM' a une limite, quand h tend vers zéro, qui est la valeur
y0' de la dérivée de y, pour x = x0. Il en résulte que la droite MM' a une limite, quand M' se rapproche indéfiniment du point M, et que cette limite MT a pour coefficient angulaire y'Q, c'est-à-dire la valeur de la dérivée de la fonction, pour x = x0.
Corollaire I. — Lorsqu'une fonction est maxima ou minima, et qu'elle admet une dérivée, la tangente, au point correspondant de la courbe représentative, est parallèle à ox.
Car, si la dérivée (et, par suite, la tangente) existe, cette dérivée est nulle. Le coefficient angulaire de la tangente est donc nul et cette tangente est parallèle à ox.
Corollaire IL — Lorsque la dérivée d'une fonction est infiniment grande, la tangente, à la courbe représentative, est parallèle à oy.
Car le coefficient angulaire de la tangente étant infiniment grand, cette tangente est parallèle à oy.
Le théorème que nous venons d'établir est du plus haut intérêt, puisqu'il permet de construire, en chaque point de la courbe représentative de la fonctionna tangente en ce point. Le tracé de la courbe est, dans ces conditions, très exactement déterminé.
122. Marche à suivre pour étudier la variation d'une fonction. — Pour étudier la variation d'une fonction, on commence par rechercher dans quels intervalles il faut faire varier la variable x pour que la fonction ait des valeurs bien déterminées et soit continue.
Ces intervalles déterminés, on calcule la dérivée de la fonction (si
elle en a une). On recherche, ensuite, dans les intervalles de continuité, les valeurs pour lesquelles la dérivée est nulle et celles pour lesquelles elle devient infiniment grande. On range ces valeurs particulières de la variable par ordre de grandeur croissante et on forme, ainsi, des intervalles consécutifs dans chacun desquels la dérivée conserve un signe constant. Le signe de la dérivée, dans ces intervalles, donne le sens de la variation de la fonction.
On calculera les valeurs particulières de la fonction : ses maxima et minima, ses valeurs pour x= -f- ©o ou x = — oo ; et, enfin, on construira la courbe représentative de la variation.
Pour avoir une détermination plus exacte de la courbe représentative, il sera bon de calculer la valeur que prend »/ pour x = 0, ce qui donnera le point où la courbe coupe Taxe mj . De même, on calculera, lorsque cela sri'a possible, les valeurs de x pour lesquelles */ s'annule, et on aura, ainsi, les points d'intersection de la courbe avec ox.
Nous allons d'abord donner des exemples de fonctions qui sont toujours continues quand x varie de — «à+oo,
Exemple I. — Étudier la variation de la fonction
Cette fonction est bien déterminée et continue pour toute valeur de x. Sa dérivée est :
qui change de signe pour x = 2.
Quand x croit de — oo à 2, la dérivée est positive, la fonction croit depuis — oo à un maximum 7. x croissant de 2 à + oo, la dérivée est négative, la fonction décroît depuis 7 jusqu'à — oo. Car il faut remarquer que, pour x = =fc oo , le polynôme est du signe de son terme de degré le plus élevé — x* rt infiniment grand (n° 113, App. II).
[1 est, toujours, commode, pour la lecture des résultats, de les résumer dans un tableau.
Dans ce tableau, les valeurs de la variable x sont inscrites, de haut en bas, dans la colonne x, par ordre de grandeur croissante.
Dans la colonne yr sont inscrits, en regard de chaque intervalle, les signes correspondants de la dérivée y'. Enfin, la colon ue y indique, pour chaque intervalle, le sens de la variation de la fonction et donne les valeurs remarquables de cette fonction.
— oo
+ oo
— oo
croit
7 (max.)
décroît
La courbe représentative est, comme nous le savons (n* 98), une parabole. Cette parabole coupe Taxe des y au point x = 0, y = 3 et coupe Taxe
des x en deux points dont les abcisses
sont: 2± \'l (f,g. 39).
Exemple II. — Étudier la variation de la fonction
Celte fonction est bien déterminée et continue pour toute valeur de x. Sa dérivée est
Cette dérivée s'annule pour x = 1 et
Nous avons donc trois intervalles à
considérer: ( — oo, - J , f-,|) et
(I, -|~ oo) dans chacun desquels la dériva conserve un signe constant.
x croissant de
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- oo à ^, la dérivée
est positive, la fonction croit. D'ailleurs, pour x = — e© (n° 113, App. Il), le polynôme est infiniment grand et du signe de son terme de degré le plus élevé #3, donc négatif.
Pour x = -, il esl, maximum, égal à — . Donc, y croit de — oo à — .
Quand x croît de - à 1, la dérivée est négative: la fonction décroît de —
à un minimum 1.
Enfin, x croissant de 1 à + oo, la dérivée est positive et la fonction croit de 1 à + oo (car, pour x = + oo, a;3 est positif).
La discussion se résume dans le tableau suivant :
— oo
+ oo
croit
27 (ma'T)
décroît
1 (min.)
croît
-}♦ oo
Construisons la courbe représentative de la variation.
x croissant de — oo à -, on a une branche de courbe ascendante AB (fig. 40), partant de l'infini, à gauche en bas, et montant au maximum (relatif) B (r, '—). Celte branche coupe Taxe des x et Taxe des y. x
variant de - à I, la courbe redescend de B au minimum C (1, 4); pour
remonter, quand a: croit de 1 à -f oo, de C jusqu'à l'infini à droite, en haut.
Aux points B et C la tangente est horizontale (parallèle à ox), puisque y' = 0. Quand x croît indéfiniment, y' croît indéfiniment, donc les branches infinies BA et CO tendent à devenir parallèles à oy, puisque la tangente à ces branches tend à devenir parallèle à oy quand le point de contact s'éloigne indéfiniment.
Remarque I. — La courbe ne coupe qu'une seule fois l'axe ox. Il n'y a donc qu'une seule valeur de x qui annule y. En d'autres termes, l'équation du troisième degré
ar3 — 2x* + x -f 1 = 0
n'a qu'une seule racine, i*'ig. io.
qui est négative.
Remarque IL — La courbe a un point d'inflexion I, entre les deux points B et C. Ce point est facile à déterminer.
Dune façon générale, on peut voir que, chaque fois que la dérivée seconde y" s'annule, en changeant de signe, la courbe a une inflexion au point correspondant, c'est-à-dire traverse sa tangente. En effet, le signe de y" indique dans quel sens varie la dérivée y'. Or, y' varie dans le même sens que l'angle de la tangente à la courbe avec ox7 puisque y' est le coefficient angulaire de cette tangente (Voir n*12i); donc l'angle que fait la tangente à la courbe, avec ox, croit ou décroît suivant que y" est positif ou négatif. Si y" s'annule, en changeant de signe,' l'angle de la tangente avec ox change le sens de sa variation.
Ainsi, dans l'exemple actuel, on a
ov
yr = 2 (3a? — 2).
Quand x croit de — oo à -, y" est négatif; l'angle que fait la tangente
avec ox décroît, la tangente tourne dans le sens des aiguilles d'une montre.
Pour x = -, la tangente cesse de tourner dans ce sens et, quand x croit
de - à + oo, l'angle que fait la tangente avec ox croit, la tangente tourne o
dans le sens inverse de celui des aiguilles d'une montre. Ce changement
dans le sens de la rotation de la tangente produit, comme il est aisé de
le voir sur une figure, une inflexion. Donc, ici, la courbe a une inflexion
au point I dont les coordonnées sont :
exemple m. — Variation du trinôme bicarré.
Soit y = : ax* + àx* + c
un trinôme bicarré. — Il est continu, pour toute valeur de x, et admet une dérivée :
y' = kax* -f %bx = 2.r (Sn-r* + à).
On voit, de suite, qu'il y a lieu de distinguer deux cas suivant que a et 6 sont de même signe ou non. [Nous n'examinerons que le cas où a est
positif, car le cas de a négatif est tout à fait analogue.]
1° Soit 6^0. — La dérivée y' ne s'annule que pour x = 0, car le facteur 2ar* + 6 reste toujours positif.
Pour x = db ©o , le trinôme est du signe de son terme de degré le plus élevé ax*t donc positif.
Lorsque x croit de — oo à 0, la dérivée
est négative, y décroît de + oo à c, qui est un
jy minimum absolu, x croissant de 0 à + °°i 9
reprend toutes les valeurs précédentes en sens
inverse et croit de c à + ».
La courbe représentative (fig. 41) a la forme
(o.o d'une parabole ayant pour axe oy (mais ce n'est
pas une parabole). Elle coupe ou ne coupe
pas ox suivant que le trinôme a ou n'a pas de
Fig. 41. racines, c'est-à-dire suivant que c est négatif
ou positif.
2° Soit 6 < 0. — La dérivée y' s'annule pour trois valeurs différentes de* :
Quand x croit de — oo à — y — ~, la dérivée est négative, la fonction y
APPLICATION DES DÉRIVÉES A 1,1 VARIATION DES FONCTIONS. 361 décroît de -{- oo à — , qui est un minimum absolu, x croissant
kac — 6» ,
à c, qui est
de — y — — à 0, la dérivée est positive et y croit de
un maximum relatif.
Lorsque x croit, à partir de zéro, le trinôme reprend, en sens inverse, toutes les valeurs précédentes, car, si on donne à x des valeurs égales et de signes contraires, le trinôme prend la même valeur.
. 4ac — 6*
Ainsi, x croissant de 0 à + t/— -— , y décroît de c
sant de + y — —à + °°i V croît de — ^ — à + oo. Cette discussion se résume dans le tableau suivant :
; et x crois-
oo
-{- oo
décroît
4ac — 6*
(min. abs.)
croit
c (fna.r. relat.) décroît
4ac — 6*
[min, abs.)
croit
-f- oo
La courbe représentative est symétrique par rapport à oy; car, si un point M, de coordonnées x et y (flg. 42), appartient à la courbe, le point M' de coordonnées — x et y, qui est le symétrique par rapport à oy, appartient aussi à la courbe.
x variant de — oo à — y — — , on a une branche de courbe infinie AB descendant d'un point très éloigné, à gauche en haut, au minimum R.
Puis, x croissant de — \/ à 0, la courbe remonte du minimum B
à un maximum G, sur oy.
x croissant, ensuite, à partir de zéro, on a la branche CB'À' symétrique de la précédente par rapport à («y (*).
Les tangentes en B, C et B' sont parallèles à ox.
Celte fonction est continue, pour toutes les valeurs de ,r, sauf pour x = I. Elle admet une dérivée qui est :
Celle dérivée est toujours négative, donc la fonction est toujours décroissante.
Pour x = db oo, la fraction se présente sous la forme indéterminée —
oo
Mais nous savons {n° H3, App. III) que, quand x croit indéfiniment, y tend vers 1, qui est le rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé.
Donc, .t croissant de — oo à i, y décroît de i à — oo ; car, quand x
(1) Dans la figure 42 nous avons représenté la courbe coupant ox en deux pointe. Suivant les grandeurs numériques dos coefficients a, 6, c, la courbe peut : ou bien ne pas rencontrer
Taxe ox, ou le couper en deux points ou le couper on quatre points. Car, - étant négatif, le trinôme bicarré peut avoir, suivant les cas, 0, X ou 4 racines.
tend vers 4 par des valeurs plus petites que 1, la fraction croit indéfiniment par valeurs négatives.
Lorsque x passe par la valeur J, y change désigne et passe brusquement
de — oo à + oo.
Enfin , quand x croit dei à + °°» V décroît de + °° à 1. Cette discussion se résume dans le tableau suivant :
OO
+ oo
décroît
oo
■j- oo
décroît
Dans ce tableau, nous avons tracé une barre horizontale en face de la valeur 1, de x, pour indiquer que, pour x = I, y' et y n'ont pas des valeurs bien déterminées.
Pour construire la courbe représentative, traçons (fig. 43) la droite Ali qui a pour équation
Soit N un point de la courbe et NR la perpendiculaire à o.r, qui coupe Ait en H. On a, évidemment,
NH = RH — ÏÏN = i — y.
Or, lorsque x croît indéfiniment, y tend vers 1. Ceci prouve que, lorsque le point R s'éloigne, indéfiniment, sur. v'x, la distance NH, du point N de la courbe à la droite AB, tend vers zéro. On dit, alors, que la droite AB est asymptote à la branche de courbe infinie.
Pour x — — oo, le point R est infiniment éloigné dans la direction ox/ : on a donc une branche de courbe asymptote à AB à gauche (d'ailleurs audessous, car y < 1). Lorsque x croît de — oo à 1, y décroît de 1 à -f- °° et la branche de courbe NM, asymptote à AB, descend.
Pour nous rendre compte de ce qui se passe lorsque x tend vers 1, traçons d'abord la droite DEC, parallèle à oy, qui a pour équation
Donnons à x une valeur plus petite que I, mais très voisine de 4, y aura une valeur négative très grande en valeur absolue et nous obtiendrons un
point M très éloigné vers le bas. Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur ox et Q le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur CD ; P est à gauche de E. Lorsque x tend vers \ , le point P se rapproche de plus en plus du point E, et, comme on a, évidemment,
PE = MQ,
la dislance MQ, du point M à la droite CD, tend vers zéro, D'ailleurs, puisque y croit indéfiniment, MP croit indéfiniment, Donc, lorsque x tend vers 1 en
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croissant, le point M descend, en s'éloignanl indéfiniment, tandis que sa dis lance à CD tend vers zéro : la branche de courbe est asymptote à CD.
Supposons, ensuite, qu'on donne à x une valeur OP' un peu supérieure à 1. Le point P' sera à droite de E et on aura un point M' de la courbe très éloigné vers le haut, car y est très grand et positif. Si on fait tendre x vers 1, en décroissant, le point P' tendra vers E et la distance M'Q' de M' à CD tendra vers zéro. Comme M'P' croit indéfiniment, le point M' s'éloignera indéfiniment. On a donc une branche de courbe asymptote à CD en haut et à gauche : x croissant, à partir de I, la branche descend asymptote à CD.
Lorsque x croit indéfiniment (x = + ©o) la branche de courbe devient, en
descendant, asymptote à AB. En eifet, soit I\T/ le point de la courbe qui correspond aune valeur positive très grande de a?. Soient H7 et IV les points d'intersection de la parallèle à oyf menée par N', avec AB et ox. On a :
Donc, lorsque x croit indéfiniment, H'N' tend vers zéro, puisque y tend vers i. Le point N' s'éloigne indéfiniment tandis que sa distance à AB tend vers zéro. Le point N' décrit une branche de courbe infinie, dite asymptote à AB.
En résumé, la courbe représentative se compose de deux branches de courbe MN et M'N' toutes deux descendantes, toutes deux infinies et toutes deux asymptotes aux droites ABet CD. (Cette courbe est, d'ailleurs, une hyperbole.)
Remarque. — L'étude de la variation d'une fraction quelconque de la forme
conduit à des résultats tout à fait semblables aux précédents. La courbe a toujours deux asymptotes : Tune, parallèle à oy, qui a pour équation
l'autre, parallèle à ox, qui a pour équation
La fonction varie toujours dans le même sens, car sa dérivée
, _ ab' — ba' y - (a'x -f 6')*
conserve toujours le signe de ab' — 6a'. Il n'y a exception que si «6' — 6a' = 0, mais, alors, on a :
a h â~fZ=b'y
et la fouction y est constante et égale à —.
L'exemple précédent nous a montré une courbe qui a des branches infinies telles que, lorsqu'un point s'éloigne indéfiniment sur une telle branche, sa distance à une droite fixe (parallèle à ox ou non) tende vers zéro. Cette droite fixe est ce que nous avons appelé une asymptote. Ceci nous conduit à dire quelques mots sur ce sujet.
ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
Définition. — On dit qu'une branche de courbe C, qui a des points infiniment éloignés, est asymptote à une droite AB {fig. 44) lorsque la dislance MH, d'un point quelconque M de cette branche de courbe à la droite AB, tend vers zéro, lorsque le point M s'éloigne indéfiniment sur la branche de courbe.
1° Si la droite AB n'est pas parallèle à oy, il faut et il suffit , pour quelle soit asymptote, que la différence MM' entre l'ordonnée du point M
Fig. 44.
de la courbe et l'ordonnée du point M' de cette droite, qui a même abcisse, tende vers zéro quand M s'éloigne indéfiniment (fig. 44). En^effet, le triangle MM'H reste toujours semblable à lui-même
MM
et, par conséquent, le rapport -rjrj- reste constant. Soit k sa valeur.
on a :
MH
MM' = * . MH.
Ce qui prouve que MM' tend vers zéro en même temps que MH, et réciproquement.
2° Si la droite AB est parallèle à oy, son équation est de la forme
et, pour qu'une branche soit asymptote à cette droite, il faut et il suffit, que y croisse indéfiniment, quand x tend vers a.
Soit, en effet, AB une asymptote parallèle à oy (fig. 45), MH la distance d'un point M de la branche de courbe à l'asymptote ; MH est parallèle à ox. Abaissons MP perpendiculaire sur ox, on a :
Or,
MH = PA.
AP = OP — OA = x — a.
CCs
Fig. 45.
Donc, pour que MH tende vers zéro, il faut et il suffît que x — a tende vers zéro. Lorsque le point M s'éloigne indéfiniment, y croît indéfiniment et x tend vers a.
Réciproquement, si y croit indéfiniment, lorsque x tend vers a, le point M s'éloigne indéfiniment, MH tend vers zéro et M décrit une branche de courbe asymptote à la droite AB.
D'ailleurs, il faut remarquer que le signe de y indique à quelle extrémité de la droite BA la courbe est asymptote.
Comme le dénominateur n'a pas de racines, cette fraction est finie et continue pour toute valeur de x et admet une dérivée :
Cette dérivée s'annule pour x = 3 elx = — 1, qui sont les racines du numérateur : elle est donc négative quand x n'est pas compris entre ces racines et positive quand x est compris entre les racines — 1 et 3.
La valeur de la fraction, pour x = =fc «, est égale à zéro (n° 113, App. M) ; car le numérateur est de degré inférieur au degré du dénominateur.
Lorsque x croit de — oo à — 1, la dérivée est négative; la fonction décroît
depuis zéro jusqu'à un minimum (absolu) — -.
x croissant, ensuite, de — 1 à 3, la dérivée est positive; y croit du
minimum — » j à un maximum (absolu) + 7.
Enfin, x variant de 3 à + 00, la dérivée est négative; y décroît de 7 à zéro.
ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
Voici le tableau qui résume cette discussion :
oo
-f- oo
décroit
— j(min)
croît
+ j(m«.r) décroit
La courbe représentative (fig. 46) se compose, d'abord, d'une branche infinie qui part asymptote à Taxe des x, puisque y tend vers zéro quand x
Fig. 46.
croit indéfiniment, et qui descend jusqu'au minimum (x= — l,y = — -). La courbe remonte, ensuite, jusqu'à un maximum (x = 3, y = rjen
coupant Taxe des y au point x = 0, y = — - et Taxe des x au point x=l.
y = 0. Enfin la courbe redescend pour redevenir asymptote à o#, puisque y tend vers 0, quand a? croît indéfiniment (n° 123, 1°). Exemple VI. — Étudier la variation de la fonction
Le dénominateur de cette fraction s'annule pour x = 1 et x = 2, celle fraction est donc continue, pour toutes les valeurs de x, sauf pour a; = i et a? == 2. Elle admet une dérivée qui est :
Cette dérivée s'annule pour x = -. Les valeurs remarquables, pour x, sont
donc, par ordre de grandeur croissante : f , - et 2.
Les deux fermes de la fraclion étant de même degré, y a pour limite 4, qui est le rapport des coefficients des termes en a?*, lorsque x croit indéfiniment (n° 113, App. III).
Cela étant, lorsque x croît de — oo à 1, la dérivée est négative; y décroit de 4 à — oo car, pour x = 1, le numérateur de y est négatif ( — 3) et, pour une valeur de .run peu plus petite que 1, (e dénominateur est voisin de zéro et positif (4).
Quand x passe par la valeur I, y passe, brusquement, de — oo à + oo,
car le dénominateur change de signe.
x croissant de 1 à -, la dérivée est toujours négative et la fonction
décroît de + oo à un minimum relatif qui est 16.
Lorsque x croit de - à 2, la dérivée est positive; y croit de 16 à + oo
car, pour x = 2, le numérateur de y a la valeur négative — 15 et, pour une valeur de x un peu plus petite que 2, le dénominateur est voisin de zéro et négatif.
Quand x passe par la valeur 2, y passe, brusquement, de + oo à — oo, puisque le dénominateur s'annule en changeant de signe.
Enûn, x croissant de 2 à -f °°> la dérivée est positive et y croît depuis — oo pour tendre vers la valeur 4.
Voici le tableau qui résume cette discussion :
— oo
décroît
— oo
-j- oo
décroit
16 (min.) croît
— oo
croît.
-{- oo
(t) Lorsque y croît indéfiniment, le sens môme de sa variation indique s'il croît par valeurs positives ou négatives. Si y décroit indéfiniment, y est négatif (— « ) ; si y esott Indéfiniment , y est positif (4- « ).
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La courbe représentative part asymptote à la droite y = 4 (fig. 47) et
descend pour devenir asymptote à la droite a = 1 (parallèle à oy); puis
repart asymptote à cette même droite, mais en haut (le mécanisme est le
même que dans l'exemple IV).
La courbe descend jusqu'au minimum [x = «, y = 16) pour remonter
Fig. 47.
et devenir asymptote à la parallèle a = 2, à oy (puisque pour x < 2, mais voisin de 2, on a : y = + °°)«
La courbe repart, ensuite (Voir Y Exemple IV), asymptote à cette même droite, mais en bas, pour remonter et devenir asymptote à la parallèle y = 4, à ox.
Pour* = 0, on a y = -, ce qui donne le point d'intersection de la courbe
avec oy.
Les points où la courbe coupe Taxe des x sont les points pour
1 5 lesquels y est nul, leurs abcisses sont les racines - et - du numérateur.
Ivxbmple VIL — Soit la fraction
Cette fonction est continue pour toute valeur de a?, sauf pour la valeur x = I, qui annule le dénominateur. Sa dérivée est :
(* - tf
Le numérateur de celte dérivée n'a pas de racines. Cette dérivée est donc toujours positive et la fonction est toujours croissante.
Quand x croit indéfiniment, y crott aussi indéfiniment, puisque le dénominateur est le degré inférieur à celui du numérateur (n° 113, App. III). De plus, lorsque x est infiniment grand, chacun des termes de y est du signe de son premier terme. Le numérateur est du signe de a9, donc positif; le dénominateur est du signe de x. Donc, quand x est infiniment grand, y est du signe de x. Pour # = -f oo, y = + <*>; x = — oo, y = — oo.
Ceci posé, lorsque x croit de — oo à I, y croit de — oo à + <», car, lorsque x tend vers 1 par des valeurs plus petites que 1, y croit indéfiniment par valeurs positives.
Quand x passe par Ja valeur 1, y passe, brusquement, dc*+ oo à — ©ot car le dénominateur change de signe.
Enfin, x croissant de 1 à + oo, y croit de — oo à -f oo.
Le tableau de la variation est le suivant :
— oo
— oo
croît
-j- oo
— oo
croit
-f- oo
Pour construire la courbe représentative (fig. 48), nous allons, d'abord, montrer qu'il existe une asymptote qui a pour équation :
En effet, cherchons la partie entière du quotient du numérateur de y
par son dénominateur (n°* 47 et 48). L'opération de Ja division nou< conduit à l'identité (n° 47, Rem. 1).
De là, on conclut qu'on peut mettre y sous la forme suivante :
FiG. 48.
Ceci posé, traçons la droite AB qui a pour équation
Soit M un point de la courbe, d'abcisse x. Soit M7 le point de la droite AB
de même abcisse (fig. 48) ; le segment MM' est égal à l'excès de l'ordonnée du point de la droite sur l'ordonnée du point de la courbe,
MM? = PM7 — PM ; et, par conséquent,
MM
Quand x croît indéfiniment, MM' tend vers zéro, donc (n° 123, 1°) la droite AB est asymptote à la courbe. De plus, le signe du segment MM' nous renseigne sur la position relative des points M et M'. Pour x = + °°» MM' est positif : M' est au-dessus de M et la courbe est au-dessous de son asymptote.
Pour a? = — oo, MM' est négatif : M' est au-dessous de M et la courbe est au-dessus de son asymptote.
La courbe est, alors, facile à tracer.
x croissant de — oo à 1 , on a une branche de courbe qui part asymptote en A à la droite AB, au-dessus, et monte pour devenir asymptote à la droite CD {fig. 48) qui a pour équation
Quand «passe par la valeur 1, la courbe devient brusquement asymptote à CD en bas, à droite.
x croissant de \ à + oo, la courbe monte pour redevenir asymptote à AB, à droite, en dessous.
On a ainsi une courbe à deux branches infinies (hyperbole).
Remarque. — La fraction que nous venons d'étudier est un exemple numérique d'une fraction de la forme
oœ* + bx + c . . . A.
et nous avons vu que la courbe représentative avait une asymptote non parallèle aux axes. Ceci est un fait général pour toutes les fonctions de cette forme. Pour trouver l'asymptote, on divise le numérateurpar le dénominateur. En égalant;/ à la partie entière du quotient, on a l'équation d'une droite qui est l'asymptote.
Ainsi, soit *x + p le quotient de ax2 + bx+c par a'x + b' et R le reste de la division (qui est une constante). On a l'identité
ax* + bx + c es [a'x + 6') [%x + p) + R et. par suite,
«x* + bx + c . fl . R
//= «.', + 6' -■* + >+ âr+i"
Sous cette forme, on voit que la différence entre l'ordonnée d'un point M de la courbe et du point M' de la droite
y = ox + g,
qui à môme abcisse, est égale à — — : — =-•
Quand x croit indéfiniment, cette différence tend vers zéro, la courbe est donc asymptote à celte droite (n° 123, 1°).
125. Nous terminerons cette série d'exemples en donnant quelques exemples de fonctions à variation limitée, c'est-à-dire dans lesquelles on ne peut pas donner à x toutes les valeurs possibles(de — ooà-J-oo).
Exemple VIII. — Étudier la variation de la fonction
Cette fonction n'est définie que pour les valeurs de x comprises entre — 1 et + i> qui sont les seules valeurs pour lesquelles la quantité sous le radical est positive. Pour toutes ces valeurs, la fonction est continue et admet une dérivée (n° 114, App. III et n° 117, Th. V), qui est :
\/i — je*
Cette dérivée est du signe contraire à celui de x, car le radical est
essentiellement positif.
Quand x croit de — I à 0, la dérivée est positive, la fonction croit de 0
à 1. Quand x croit de 0 à -h i, la dérivée est négative, la fonction décroît de 4 à 0.
La courbe représentative est symétrique par rapport à oy, car lorsqu'on change x en — x son équation ne change pas.
Par suite, si le point [x, y) est sur la courbe, le point ( — x, y), symétrique par rapport à oy> est aussi sur la courbe.
Pour x = 1 et x = — 1, y' est infiniment grand, la tangente est parallèle à oy. Pour x = 0, la tangente est parallèle à ox. La courbe se compose donc d'une branche AR qui part de A, sur ox, pour monter au maximum B, pub
d'une branche BC symétrique de la branche BA, par rapporta oy (fig. 49). Remarque. — La courbe représentative est un demi-cercle ABC. Car,
pour tout point de la courbe, on a
ce qui est r équation d'un cercle de rayon 1, ayant pour centre l'origine. Mais, si tous les points de la courbe représentative sont situés sur ce cercle, réciproquement, tous les points de ce cercle n'appartiennent pas à la courbe représentative, qui ne se compose que du demi-cercle situé au-dessus de ox (y > 0). Le demi cercle AB'C a pour équation
O iC
Fig. 49.
Exemple IX. — Étudier la variation de la fonction
./a 4- x ▼ a — x a désignant une constante positive.
Cette fonction n'est bien déterminée que si la quantité sous le radical est positive; ce qui nécessite que x soit compris entre — a et -f a. Pour toutes ces valeurs de x, la fonction est continue et admet une dérivée :
y> = J*±JL + x J£_ZL£L Vfl-* 2v/«_t£
ou :
«' + ax — x*
v ' Va — x
Cette dérivée s'annule pour deux valeurs de x (les racines du numérateur)
*-lU* + 0' *=-ï(v'5-l).
niais, comme nous ne prenons que les valeurs de x comprises entre — a et + <*> il n'y a qu'une seule des deux valeurs qui est acceptable, c'est la racine négative. Le dénominateur de la dérivée étant toujours positif, la dérivée est du signe de son numérateur.
* croissant de — a à — ~ (y/iï — l), la dérivée est négative (car :r n'est pas compris entre les deux racines du numérateur); la fonction décroît, depuis 0 jusqu'à un minimum : — - (v'o — *) V V& — 2 (4).
Quand x croit de — - [y/o — \) à + a, la fonction croit, à partir du
minimum, au delà de tonte limite; car lorsque x tend vers a, le dénominateur de y tend vers zéro.
(!) La valeur de la fonction, an minimum, est :
ce qui s'écrit :
Ko multipliant, bous le grand radical, les deux termes de la fraction par la quantité conjuguée du dénominateur, y 5 — 1 , on obtient
La discussion se résume dans Je tableau suivant :
décroit
| (V5 - j) V Vo — 2 (miu.)
croit
La courbe représentative
(-a,oJA
part du pomt A [x = — or, i/ = 0), sur o*. La tangente en ce point est parallèle à oy, car y1 est infiniment grand.
La courbe descend au minimum B, où la tangente est horizontale [fig. 50). Puis, elle remonte, passe à l'origine des coordonnées [x = 0, y = 0), et devient asymptote à la droite x = a (puisque, lorsque x tend vers «, y croît indéfiniment (n° «23, 2*).
Pour x = 0, la dérivée a la valeur 4, le coefficient angulaire de la tangente à la courbe, au point 0, est donc i et cette tangente est la bissectrice de l'angle xoy.
Remarque. — Si on construisait la courbe
(a*oJ
ou
FiQ. 50.
* (*2 + V*) + a (jb* - yr) = 0.
on trouverait une courbe ÀB'OC, symétrique de la précédente par rapport à ox. Ces deux courbes réunies forment une courbe unique qu'on appelle la strophoïde droite et qui a pour équation :
Cette équation, qui est du second degré en */, fait bien correspondre, à chaque valeur de x, deux valeurs égales et de signes contraires, pour y} qui sont les deux fonctions que nous avons étudiées.
Exemple X. — Étudier la variation du volume d'un cône circonscrit à une sphère donnée, de rayon R.
Le cône est parfaitement défini dès qu'on connaît son rayon de base .r. Nous prendrons donc ce rayon de base pour variable. On remarque, de suite, que, pour que la sphère soit inscrite dans le cône, et non exinscrite, il faut que le rayon de base x soit plus grand que le rayon R de la sphère, x est donc une variable qui ne variera que de R à + °°-
La hauteur du cône, comme il est facile de le voir, est :
le volume V du cône est donc donné par la formule :
_ 2itR jt*
La variation du volume V est la même que celle de la fonction
qui n'en diffère que par un facteur constant.
La fonction y est continue, pour toute valeur de x plus grande que R, et admet une dérivée :
(x* — R*js
Comme on ne donne à x que des valeurs plus grandes que R, nous ne trouvons qu'une seule valeur de x pour laquelle la dérivée s'annule : c'est
x = B vfe.
Lorsque x croit de R à R v^, la dérivée est négative, la fonction décroît de + oo jusqu'à un minimum (absolu) y = 4R*. x croissant, ensuite,
de R V2 a + °°» )& dérivée est positive et la fonction croit de 4R2 à + oo.
Donc, si on fait croître le rayon x de la base de R à 4- oo, le volume V,
d'abord infiniment grand (car, dans ce cas, le cône a son sommet infiniment
éloigné et se réduit à un cylindre ouvert), décroit jusqu'à un minimum
Û.DJ
absolu --5— (le double du volume de la sphère), qu'il atteint lorsque le
rayon de la base est égal à Ry^ ; pour croître, ensuite, au delà de toute limite.
On peut donc dire que, parmi tous les cônes de révolution circonscrits à une même sphère, celui qui a Je plus petit volume est celui dont le volume est le double de celui de la sphère. La hauteur de ce cône est 4R, c'est-à-dire le double du diamètre de la sphère.
EXERCICES
Montrer que la fraction
ax* H- bx + c . , AX
peut se mettre sous la forme :
p et q étant deux nombres.
Si p et q sont de même signe, y varie toujours dans le même sens. Si p et q sont de signes contraires, y a un maximum et un minimum.
Calculer les valeurs de x qui annulent la dérivée seconde et montrer, en se reportant à la signification géométrique de la dérivée première, que, pour ces râleurs de Xj la courbe représentative a un point d'inflexion, c'est-à-dire que la tangente en ce point traverse la courbe. (Voir Exemple //, Rem. IL)
Étudier les variations des fonctions
__ 2jc« — IOjc -f 9.
y ~~ llx — 4 :
.r» -f Âx — 2 "' x* — 4a- + 4
__ 4ar» — 6a: — 21
y ~~ y(ar — 3)» ' a:1 — 2fl.tr1 -f- a*x
V ~~ (fl — x){a + 2r)' ;/ = x% — yl — X% ;
jx — a v^ — ^ y = (ar — û)» + 6;
g» _ ji + frc* — ar»
^ "~ ar — 8 + *• — ' *
{La courbe représentative de la variation de cette fonction est connue sous le nom de cissdide);
y .= 3jl-4 — 16x» + 30t* — 24* + 7
Jfrt remarquant que la dérivée s'annule potirx = 1) ;
y = x* + px + q [En déduire la condition pour que l'équation x* -\- px -f- q == ° ««' 'r<M* racines):
y ■=. ax -\- b de \jatxt -f- b'x + e'
(examiner les divers cas qui se présentent suivant les valeurs de a', b' et c') ; et construire les courbes représentatives des variations de ces fonctions.
100. On considère un cône de révolution dont le rayon de base est constant et égal à R. Étudier la variation du rapport du volume du cône à celui de la sphère inscrite lorsque la longueur or de l'apothème du cône varie.
170. Étudier la variation delà surface totale d'un cylindre inscrit dans une sphère donnée, de rayon R.
171. Étant données deux circonférences tangentes extérieurement, de même rayon R et dont les centres sont 0 et 0', on prend sur la circonférence 0 un point M et sur la circonférence O' un point M' tel que la droite MM' soit parallèle à la droite «les centres 00'. Étudier la variation de Taire du trapèze OMM'O', lorsque le point M décrit la circonférence 0.
(Ora/, Saint-Cyr).
172. On considère une circonférence 0 et une tangente fixe AX à cette circonférence, au point A. Soit MN un diamètre de la circonférence qui coupe la droite AX en M et dont Tune des extrémités est N. Au point N, on mène la tangente à la circonférence 0 qui coupe AX en P. On demande d'étudier la variation de Taire du triangle MNP lorsque le point M décrit AX.
(Oral, Saint-Cyr).
173. On considère une circonférence et un diamètre AB de cette circonférence. Soit AT la tangente à la circonférence au point A et M un point quelconque de la circonférence, on demande d'étudier la variation du volume, engendré par le triangle AMB tournant autour de AT, lorsque M décrit la circonférence.
(Otwly Saint-Cyr).
174. Soit AB un diamètre fixe d'un cercle donné, de rayon R, et MN une corde variable perpendiculaire au diamètre AB. Étudier la variation de la différence des aires des deux triangles AMN et BMN lorsque la corde se déplace.
175. Soit un demi-cercle de diamètre AB et un point M pris sur ce diamètre. Sur AM et BM comme diamètres on décrit deux demi-cercles, situés du môme coté du diamètre AB que le demi-cercle donné. On demande :
1# D'étudier la variation de Taire comprise entre les trois demi-cercles ; 2* D'étudier la variation du rayon du cercle tangent aux trois demi-cercles, lorsque le point M décrit le diamètre AB.
176. Étudier la variation de la somme de la hauteur et de la base d'un triangle isocèle inscrit dans un cercle donné, de rayon R. (Voir Exercice 145.)
177. Les quantités .r et y étant assujetties à vérifier la relation
étudier la variation de la quantité ax + by considérée comme fonction de x.
(Bacc.j Paris).
380 ALGEBRE ELEMENTAIRE.
Trouver entre quelles limites peut varier la fraction
lorsque x -f y est constant et égal à a (Bacc, Nancy).
179. Deux mobiles se meuvent avec des vitesses constantes v et vf sur deux droites rectangulaires ox et oy. A un moment donné, ils se trouvent à des distances a et 6 du point 0. On demande d'étudier la variation de leur distance en fonction du temps /. — minimum de cette distance.
(Bacc, Grenoble).
RECHERCHE DIRECTE DE QUELQUES MAXIMA ET MIHIMA ABSOLUS
126. La méthode, que nous avons exposée dans le chapitre précédent, permet d'étudier complètement la variation d'une fonction d'une variable au moyen de sa dérivée. Dans bien des questions, en particulier dans des questions de géométrie, il n'est pas nécessaire de connaître la variation complète d'une certaine expression, mais seulement son maximum absolu ou son minimum absolu. D'ailleurs, il arrive, dans ces questions, que l'expression dont il s'agit dépend, quelquefois, de plus d'une variable et, alors, la marche que nous avons indiquée plus haut n'est plus applicable.
Un grand nombre de ces questions se résolvent au moyen de quelques principes très simples que nous allons exposer.
Théorème I. — Le produit de deux facteurs variables, dont fa somme est constante, augmente lorsque la différence de ces deux facteurs diminue [en valeur absolue).
Soient, en effet, x et y les deux facteurs dont la somme est constante et égale à a :
De l'identité
on conclut que
(1) xy= -, v — j~^ .
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Et cette dernière égalité montre, manifestement, que le produit xy augmente lorsque (x — yY ou, ce qui revient au même, | x — y \ diminue.
Corollaire. — Le produit de deux facteurs variables, dont la somme est constante,, est maximum absolu lorsque la différence de ces deux facteurs est la plus petite possible, en valeur absolue.
En particulier, si les deux facteurs peuvent devenir égaux, le produit est maximum lorsque les deux facteurs sont égaux et égaux à leur moyenne arithmétique (').
Remarque I. — L'égalité (1) prouve que le produit xy est infé-
rieur ou au plus égal à—. Donc,
Le produit de deux facteurs positifs est. au plus égal au produit mque Von obtient en 1rs supposant égaux et égaux à leur moyenne arithmétique.
(Ceci ne veut pas dire que les deux facteurs peuvent devenir égaux). Remarque IL — On aurait pu étudier le produit précédent en se servant des dérivées. En effet, soit z le produit. Gomme y = a — x, on a
î-jrjfl — x).
Les deux facteurs x et y devant être positifs, on ne devra donner à x que des valeurs comprises entre 0 et a. La dérivée de z est :
Donc, quand x croit de 0 à -, la dérivée est positive, z croit de
0 à -7 . x croissant de r à a, z décroît de — à 0. — est donc un 4 2 4 4
maximum absolu pour le produit. Mais cette façon de procéder est
moins générale que la précédente, car on suppose que x peut prendre
toutes les valeurs possibles de 0 à a, ce qui n'a pas toujours lieu,
comme nous le verrons dans l'exemple suivant :
Exemple. — Soit 0 tin cercle et DD' une droite qui ne coupe pas le cercle. Soit ABC une droite, perpendiculaire à DD', qui coupe le cercle en A et Bel la droite DD' en G. Pour quelle position de la droite AG le produit
AB X BC est-il maximum? (fig. 51).
(1) On appelle moyenne arithmétique de deux nombres la demi-somme de ces deux nombres. (Voir Exercice 4.)
ALGEliKL ELEMENTAIRE.
Remarquons, d'abord, que le produit sera maximum en même temps que sa moitié
TXBC.
Or, si on mène par 0 une parallèle à DD' qui coupe ÀBen I, on a :
AB
X BC = BI X BC
et, de plus,
BI + BC = CI == OD {comtanle)
(D désignant le pied de la perpendiculaire abaissée de 0 sur DD'). Nous sommes donc ramené au problème suivant : Trouver le maximum du
Fig. 51.
produit des deux facteurs BI et BC dont la somme est constante et égale à OD. On est conduit à distinguer deux cas :
i°OE < ED — (Eétant le point d'intersection deOD avec le cercle){/îgr. 54). Lorsque le point B parcourt le cercle, BC reste toujours supérieur à DE et BI reste plus petit que OE, on a donc
et, par suite,
BC — BI
est la plus petite possible, ce qui aura lieu lorsque BC aura la plus petite valeur possible ED, etBI la plus grande valeur possible OE. Le maximum a
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donc lieu lorsque la sécanle AC occupe la position OD. Le maximum du produit est, alors,
20E X OD = 2R (cl — R), en posant :
R = OE, d = OD.
2° OE > ED. — Dans ce cas (fig. 52), il existe deux positions de la sécante pour lesquelles
Ery
gN
FlG.
jK' F'
BC = BI
En effet, le milieu M de OD est, alors, entre 0 et E. Si donc on élève une perpendiculaire en M, surOD, elle coupera le cercle en deux points G et G' et les sécantes HGK et H'G'K' sont telles que
HG = GK = H'G' = G'K' = ^.
11 y a, alors, deux positions qui donnent un maximum absolu, ce sont les sécantes G H et G'H'. Le maximum du produit est alors
d d d9 2GK X GH = 2?. ^ = y-
Dans ce second cas, la position OD donne un minimum relatif, lorsque le point B décrit la demi-circonférence F'ËF, de F' en F. Car, on voit que la différence BG — BI décroît jusqu'à zéro lorsque B va de F' en G\ puis croit (en valeur absolue) de G7 en E, décroît de E en G et croit de G en F, Ceci montre, en appliquant le théorème 1, que le produit croit quand B va de F' en G7, décroît de G' en E, croit de E en G et décroît de G en F. Il y a donc bien un minimum relatif lorsque B est en E.
Théorème II. — Im somme de deux nombres positifs, variables, dont le produit est constant, varie dans le même sens que la valeur absolue de leur différence.
Soient, en effet, deux nombres positifs x et y dont le produit est égal à a* :
xy = a2.
L'identité
(* + yY={x — yf + tey
donne :
Cette égalité prouve bien que (x -f- y,2, ou x -f- y, varie dans le même sens que(x — y)*, ou | a* — y | , puisqu'on déduit (a? -j- y)1 de (or — y)* en lui ajoutant une quantité fixe.
Corollaire. — La somme de deux nombres positifs, variables, dont le produit est constant, est minima absolue lorsque la différence de ces deux nombres est la plus petite possible, en valeur absolue.
En particulier, si les deux nombres peuvent devenir égaux, la somme est minima lorsque les deux nombres sont égaux et égaux à leur moyenne géométrique («).
Remarque I. — L'égalité (1) prouve que (ff + y)1 est toujours supérieur ou au moins égal à 4a* et, par suite, que x + y est toujours au moins égal à la. Donc :
La somme de deux nombres positifs est toujours supérieure ou au moins égale à la somme obtenue en les supposant égaux et égaux à leur moyenne géométrique.
(Ceci ne suppose pas que les nombres puissent devenir égaux) ('}.
Remarque II. — On aurait pu étudier la variation de la somme en se servant des dérivées.
On a, en effet,
Désignons par z la somme x -\- y, on a :
s =ff -I — .
Comme les deux nombres x et y doivent être positifs, on ne donnera à x que des valeurs positives. On fera donc varier x de 0 à -f- °°- Pour toutes ces valeurs, sauf pour x = 0, la fonction est continue et admet une dérivée :
(1) On appelle moyenne géométrique, ou encore moyenne proportionnelle, de deux nombres positifs, la racine carrée de leur produit. Ainsi, g désignant la moyenne géométrique des deux nombres a et 6, on a, par définition,
g* = abt g = \ab;
do \h on conclut quo
égalité qui permet de construire géométriquement la longueur g quand on connaît le* longueurs a et b. (Voir Exercice 4.)
(2) Au fond, cette proposition ainsi que celle qui fait l'objet de la Remarque I qui suit I* théorème I, prouve que la moyenne arithmétique de deux nombres est plus grande que leur moyenne géométrique. (Voie Exercice 4.)
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Cette dérivée s'annule pour x = ± a. Mais, comme nous ne donnons à x que des valeurs positives, la seule valeur à considérer est x= a (a> 0).
Quand x croît de 0 à a, la dérivée z' est négative et la fonction z décroît de + oo à 2a. Ensuite, x croissant de a à + °°, la dérivée z' est positive et z croît de 2a à -f- ©o. La valeur 2a est donc bien un minimum absolu pour la somme z, lorsque x et y sont positifs.
Exemple. — Parmi tous les triangles rectangles qui ont même aire, quel est celui qui a la plus petite hypoténuse ?
Soient a? et y les deux côtés de langle droit, 5 A:' la surface, on aura
xy = A*.
Or, si z désigne l'hypoténuse, on a :
z sera minimum en même temps que z2. Or, z9 est la somme de deux nombres dont le produit
est constant. Le minimum aura donc lieu lorsque
a?» = y* ou x = y.
Le triangle rectangle qui a la plus petite hypoténuse est donc le triangle rectangle isocèle.
427. Les deux théorèmes que nous venons d'établir se généralisent, dans une certaine mesure, et s'étendent au cas de plusieurs facteurs positifs (!).
Théorème I. — Un produit de plusieurs facteurs positifs est inférieur ou au plus égal au produit obtenu en remplaçant chacun de ces facteurs par leur moyenne arithmétique (2).
Pour démontrer cette proposition, nous montrerons, d'abord, que, si elle est vraie pour un certain nombre de facteurs, elle est encore vraie quand le nombre des facteurs est deux fois plus grand.
(1) Ce sont les énoncés qui sont contenus dans les Remarques I, qui suivent les théorèmes I et II du n* 126, qui se généralisent.
Le mode d'exposition que nous emploierons, dans ce paragraphe, est dû à M. Darboux.
(2) On appelle moyenne arithmétique de m nombres le quotient de la somme de ces nombres par m. Ainsi,
est la moyentfe arithmétique des quatre nombres a, 6, c et à\
Supposons, en effet, que le théorème soit vrai pour le cas de m Facteurs, et soit
P = îi/ ... ztx'y' ... ztr
un produit de 2m facteurs positifs. Soit a la moyenne arithmétique de ces facteurs :
2ma = x + y + ... + z + t + x' + yf + ... +5' + /';
soit b la moyenne arithmétique des m premiers et b' la moyenne arithmétique des m derniers :
mb = x -j- y +...+- + '»
mb' = x' + 1/ + ... + z' + t'.
On a, évidemment,
m (b + b') = 2ma ou : b + b' = 2a,
ce qui prouve que a est la moyenne arithmétique de b et b'.
Cela étant, puisque, par hypothèse, le théorème est vrai dans le cas de m facteurs, on a les deux inégalités :
xy ... zt ^b ,
En les multipliant, membre à membre, on obtient :
Or, a étant la moyenne arithmétique de b et b\ et la proposition étant vraie pour deux facteurs (n° 126, Th. /, Rem. /), on a :
bb' < a\
d'où, a fortiori,
Le théorème ayant été établi dans le cas de deux facteurs, on en conclut qu'il est encore vrai dans le cas de quatre, huit, seize facteurs. D'une manière générale, il est vrai dans le cas où le nombre des facteurs est une puissance de 2.
La proposition s'étend, alors, sans difficulté, au cas où le nombre des facteurs est quelconque. Soit en effet P un produit de m facteurs positifs (m quelconque), dont la moyenne arithmétique est a. Soit q
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un entier tel que m -\~ q soit une puissance de 2. Adjoignons, aux m facteurs du produit P, q facteurs égaux à a, nous obtiendrons un nouveau produit, Paq, dew + Ç facteurs, dont la moyenne arithmétique sera encore a. Le nombre m + q des facteurs de ce nouveau produit étant une puissance de 2, on pourra lui appliquer le théorème, et on aura :
d'où, en divisant les deux membres de cette inégalité par a9,
et c'est ce qu'il fallait prouver.
Cette démonstration montre, en outre, que le produit P est pluspetit que am dès qu'un facteur est différent de a ; car, puisque cela a lieu pour deux facteurs, c'est vrai dans tous les cas. Il n'est donc égal à am que lorsque les facteurs sont égaux. Ceci conduit au corollaire suivant :
Corollaire. — Le produit de plusieurs facteurs positifs, variables, dont la somnieW^^Êtffttm^ÊK^ûmum absolu lorsque ces facteurs sont égaux, s'ils peuvent le deve^WT
Exemple. — Pa)%mi tous les triangles de même périmètre celui qui a la plus grande surface est le triangle équilatfral.
Soient, en effet, 2p le périmètre du triangle et x, y, z les longueurs des côtés. On sait que la surface S du triangle est donnée par la formule :
11 est évident que S sera maximum en même temps que le produit
Or, dans ce produit la somme des facteurs est constante. Car p — x + p — y + p — z = dp — [x + y + z) = dp — 2p = p,
ce produit sera donc maximum lorsque les trois facteurs seront égaux, s'ils peuvent le devenir, c'est-à-dire lorsque
Les trois côtés du triangle sont égaux, le triangle est équilàtéral.
Théorème II. — La somme de plusieurs nombres positifs est supérieure ou au moins égale à la somme obtenue en remplaçant chacun des nombres par leur moyenne géométrique (*).
Soit, en effet,
une somme de m nombres positifs. Soit 9 leur moyenne géométrique. On a, par définition,
my/xyz ...tu = g
ou
xyz ...tu = gm.
Or, — étant la moyenne arithmétique des m nombres, d'après le m
théorème précédent on a
xyz... tu<? ^-J
et, par suite,
S De là on conclut, puisque g et — sont des nombres positifs, que
ou que
S ^ mg.
Ce qu'il fallait prouver.
H faut remarquer encore ici qu'il n'y a égalité que dans le cas où les nombres sont égaux (puisque cela a lieu dans le théorème précédent). On en conclut le corollaire suivant :
Corollaire. — Une somme de nombres positifs, variables, dont le produit est constant, est minima absolue lorsque ces nombres sont égaux, s'ils peuvent le devenir.
(!) On appelle moyenne géométrique de m nombres positifs la racine m&<M de leur produit. Ainsi,
\abc... fg est la moyenne géométrique des m nombres a, b, c,.... f, g.
RECHERCHE DIRECTE DE QUELQUES MAXIM A ET MINIMA ABSOLUS
Remarque. — Les théorèmes I et II ne sont, au fond, que deux formes différentes d'une même proposition qui est la suivante :
La moyenne arithmétique de plusieurs nombres positifs est supérieure ou au moins égale à leur moyenne géométrique.
Exemple. — Parmi tous les triangles de même surface, celui qui a le plus petit périmètre est le triangle équilatéral.
Soient en effet a?, y, z les longueurs des côtés, a2 la surface et 2p le périmètre. On a :
y/p (p — x)(p — y) (p — z) = a* ou :
P (P ~ *) (p — y) (P — *) = «*• Ceci peut s'écrire :
*+% + g (V + s - a) (* + * - y) (» + y -- z) = y a* . Or on a :
par suite, le périmètre x + y + s étant la somme de quatre nombres positifs dont le produit est constant, sera minimum lorsque
ci ?ui es* possible, car ces égalités sont compatibles et entraînent
Le triangle cherché est donc équilatéral.
Remarque. — En rapprochant cet exemple du précédent, on voit que, parmi tous les triangles de même périmètre, le triangle équilatéral a la plus grande surface et que, parmi tous les triangles de même surface, le triangle équilatéral a le plus petit périmètre. Il y a dans ces deux propositions une sorte de réciprocité qui existe dans toutes les questions de même nature.
L'existence de cette réciprocité se met, d'ailleurs, en évidence dans la façon même dont nous avons démontré le théorème II. Au fond, le théorème II n'est qu'une conséquence immédiate du théorème I et, d'ailleurs, réciproquement, si on avait démontré le théorème II directement, on aurait vu que le théorème I pourrait s'en déduire, d'une façon analogue à celle dont le théorème II a été déduit du théorème I.
Ainsi, nous avons vu que, parmi tous les triangles rectangles qui ont même aire, le triangle isocèle a la plus petite hypoténuse. On peut, maintenant, dire que, réciproquement, parmi tous les triangles rectangles qui ont même hypoténuse, le triangle rectangle isocèle a la plus grande surface.
Exemple. — Parmi tous les parallélipipèdes rectangles de même volume celui qui a la plus petite surface totale est le cube.
Soient x, y, z les trois dimensions du parallélipipède et a3 son volume. On a :
xy s = a*.
D'autre part, la surface totale est :
S = 2 (xy + yz + zx).
La quantité entre parenthèses est une somme de trois facteurs positifs dont le produit est constant, car
(xy) (yz) (zx) = a*y*z2 = «6.
La surface S sera donc minima lorsque
xy = yz = zx ou x= y = z ;
c'est-à-dire lorsque le parallélipipède sera un cube.
On peut remarquer que, dans les mêmes conditions, la somme des longueurs de toutes les arêtes, qui est
est minima.
On pourrait d'ailleurs, énoncer la proposition corrélative et dire que : parmi tous les parallélipipèdes rectangles qui ont même surface totale, le cube est celui qui a le plus grand volume.
428. Les deux propositions qui font l'objet du paragraphe précédent peuvent être, elles-mêmes, étendues aux cas où les nombres positifs sont affectés d'exposants, dans le produit.
Théorème I. — l'n produit de plusieurs puissances positives de facteurs positifs, variables, dont la somme est constante, est maximum lorsque ces facteurs sont proportionnels à leurs exposants, s'ils peuvent le devenir.
En tous cas, le produit reste au plus égal au produit obtenu dans cette dernière hypothèse.
Soit, par exemple, le produit
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où a, ,8, y désignent des nombres positifs entiers et «r, y, z des nombres positifs variables, mais tels que la somme
soit constante.
Le produit P esl, évidemment, maximum en même temps que le produit
qui peut s'écrire :
n — £ - f £ y y ' z 2 z ia »PP P Y Y Y
Sous cette forme, on voit que le produit Q est un produit de
a -f- 8 -f- Y facteurs dont a sont égaux à - , p égaux à '| et y égaux
à - . La somme de ces a -f- B -f- Y facteurs est Y
et, par suite, constante. Donc (n° 127, 77*. 7, Coroll.) ce produit Q, et, par suite, le produit P, est maximum quand les facteurs sont égaux, s'ils peuvent le devenir; c'est-à-dire lorsque :
.r, y, z doivent, donc, être proportionnels aux exposants. Les égalités (1), jointes à la relation
déterminent les valeurs de x, y, z, qui sont :
a« 8a va
La valeur du maximum est donc :
( *a y f_ fis— Y f— k— V= (r— î— V+'+T.Yt
\«+?+t/ Wp+r/ \«+P+t/ V*+?+t/ PT
Si les facteurs x,y,zne peuvent pas devenir proportionnels à leurs exposants, on peut, cependant, affirmer que Ton a, toujours,
Remarque. — Nous avons supposé les exposants a, p, y entiers. Cette supposition n'est pas nécessaire. En effet, si les exposants a, ($,? sont fractionnaires, on peut les réduire au même dénominateur. Soit, alors,
on aura :
Or, P sera, évidemment, maximum en même temps que sa puissance qiâm* :
Po m m' iii"
et, d'après ce que nous venons de voir, le maximum de P* aura lieu lorsque
Ceci peut s'écrire :
ou
Exemple. — Trouver le maximum du volume d'un cône droit dont Faire latérale est donnée.
Soit x le rayon de base du cône et y sa hauteur ; ira* Taire latérale donnée: On a :
&ou y = —
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Le volume est donc :
V = r rcx*y ~ ~ «x \V — x4.
Pour avoir le maximum de V, il suffit de chercher le maximum de
x V«4 — #4 ou de la puissance quatrième
Ceci est un produil des deux facteurs a?4 et «4 — a4, dont la somme est constante, alfectés, respectivement, des exposants 1 et 2. Ce produit est donc maximum quand les facteurs sont proportionnels à leurs exposants :
D ou x4 = -- , x = rr
et : y = a .-^.
Remarque» — On aurait pu éviter d'élever à la quatrième puissance en écrivant
x Va4 — ff4 s (.r4)4 (a4 — x4j*.
Les deux facteurs x4 et a4 — x4, dont la somme est constante, sont
affectés des exposants fractionnaires - et - . Donc, en appliquant le théorème
précédent, qui est encore vrai pour les exposants fractionnaires, on doit avoir
Ce qui donne la même valeur pour x :
Théorème II. — Une somme de nombres positifs, variables, tels que le produit de certaines puissances positives de ces nombres reste constant, est minima absolue lorsque ces nombres sont proportionnels à leurs exposants, sf ils peuvent le devenir.
En tous cas, la somme reste supérieure à la somme obtenue dans cette dernière hypothèse.
Soit, en effet, la somme
ar, y, z désignant des nombres variables, tels que le produit
reste constant, a, p, y désignant des nombres positifs entiers. (Ici on a toujours le droit de supposer a, p, y entiers, car, s'il n'en était pas ainsi, il suffirait d'élever les deux membres de l'égalité (1) à une puissance convenable pour qu'il en soit ainsi.) La somme S peut
s'écrire
ou :
<xa afsp P Y Y ï
et, sous cette forme, on voit qu'elle est la somme de a + P+ y nom-
bres dont a sont égaux à — , P égaux à \ et y égaux à -. D'ailleurs,
le produit de ces nombres est constant, car ce produit est :
bNt
Donc la somme S sera minima (n° 127, 77t. //, CorolL) lorsque ces nombres seront égaux, c'est-à-dire lorsque
si c'est possible. Ce qui exprime que x,y et z sont proportionnels à leurs exposants.
Les valeurs de x, y, z, pour le minimum, se calculent au moyen des relations (1) et (2) et on trouve :
ce qui donne, pour le minimum de la somme :
a«-t-H-ï rHm-t ^M-?+t
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D'ailleurs, lorsque les nombres .r, y, z ne peuvent pas devenir proportionnels à leurs exposants, on a, cependant, toujours
Exemple. — Quelle est la calotte sphérique, de volume donné, qui a la plus petite surface convexe ?
Soit x le rayon de base de la calotte et y sa hauteur, le volume de la calotte est :
Ce volume restant constant, le produit
y (ys + 3*3) = a* r^ste constant. La surface de la calotte est
S = * (x* + y*) « I ui peut s'écrire :
La quantité entre crochets est une somme de deux nombres dont le produit des puissances suivantes :
est constant. La surface S sera donc minima lorsques les deux termes seront proportionnels aux exposants, c'est-à-dire lorsque
Ce qui donne :
La calotte sphérique, de volume donné, qui a la surface convexe la plus petite est donc la demi-sphère.
180. Parmi tous les triangles isocèles inscrits dans un même cercle, quel est celui qui a la plus grande aire?
181. Parmi tous les rectangles inscrits dans un même cercle quel est celui qui a la plus grande surface?
182. De tous les triangles rectangles pour lesquels le produit de la hauteur par l'un des segments qu'elle détermine sur l'hypoténuse est constant, quel est celui qui a la plus petite hypoténuse ?
183. Minimum du périmètre d'un triangle rectangle circonscrit à un cercle donné.
184. Maximum du produit de trois nombres, en progression géométrique, dont la
somme est constante et égale à a.
(Bacc.y Pans.)
185. Variation de la surface d'un trapèze isocèle circonscrit k une circonférence donnée. Minimum de la surface.
(Bacc, Paris.)
186. Quel est le parallélipipède de volume maximum inscrit dans une sphère donnée?
187. Dans une sphère donnée on inscrit un cône équilatéral ; mener un plan parallèle à la base tel que la somme des aires des sections faites dans la sphère et dans le cône soit maxima.
188. Circonscrire à une sphère un cône de surface latérale minima.
189. Dans un cercle donné, de rayon R, tracer une corde de manière, qu'en la faisant tourner autour du diamètre qui lui est parallèle, ta surface engendrée soit maxima. j^ \
190. De tous les cylindres de même volume, quel est celiA dont la surface totale est minima ? :
191. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont la surface latérale soit maxima, ou dont le volume soit minimum.
192. Un cône a son sommet au centre d'une sphère donnée, de rayon R, il a pour base un petit cercle de la sphère. Quelle doit être la distance de ce petit cercle au centre de la sphère pour que le volume du cône soit maximum?
193. Trouver le minimum de Taire d'un triangle isocèle circonscrit à un cercle donné.— (Il sera plus commode de chercher le maximum de l'inverse de cette aire.)
CHAPITRE PREMIER
129. Définition. — On appelle progression arithmétique ou progression par différence, une suite de termes tels que l'excès d'un terme quelconque sur le précédent soit constant. Cet excès constant est ce qu'on appelle la raison de la progression. — On indique une progression arithmétique en faisant précéder le premier terme du signe -T" et en séparant deux termes consécutifs par un point. Ainsi,
est une progression arithmétique si
r désignant la raison. * On a, alors,
Chaque terme de la progression se déduit du précédent en lui ajoutant la raison (4).
(1) On peut remarquer qu'une progression arithmétique est aussi une suite de termes telle que chaque terme soit la moyenne arithmétique des deux termes qui le comprennent, car, si on a
on en conclut
Lorsque la raison est positive, chaque terme est plus grand que le précédent et la progression est dite croissante. Au contraire, lorsque la raison est négative, chaque terme est plus petit que le précédent et la progression est dite décroissante.
Problème I. — Calculer le terme de rang n dans une progression arithmétique lorsqu'on connaît le premier terme a et la raison r.
Le premier terme est a ; le second est a -f- r ; le troisième s'obtient en ajoutant r au second, il est donc égal à « + 2r. En ajoutant rà celui-ci, on obtient le quatrième qui est a -f- 3r, et ainsi de suite. On voit, qu'en général :
Pour obtenir un terme quelconque il faut ajouter au premier terme autant de fois la raison que le terme cherché a de termes devant lui.
Ainsi, le terme de rang n est
Corollaire. — Dans une progression arithmétique illimitée i1; k terme de rang n croît indéfiniment avec n.
exemples. — La suite des nombres entiers forme une progression arithmétique croissante, illimitée, de raison 1 :
La suite des nombres impairs forme une progression croissante de raison 2 :
le niènie nombre impair est donc, d'après la règle précédente :
La suite
-4-4.2.0.— 2 . — 4 . — 6 . — 8 . est une progression arithmétique décroissante de raison (— 2).
Problème II. — Insertion de moyens arithmétiques.
Insérer [n — 1) moyens arithmétiques entre deux nombres a et b c'fsl former une progression arithmétique limitée, de (n -j- 1 ) termes, dont a soit le premier terme et b le dernier.
(i) Une progression arithmétique peut être limitée, c'est-à-dire avoir un nombre détermin<; de termes, ou être illimitée, c'est-à-dire telle qu'après chaque ternie il y en ait un autre. On conçoit fort bi«»n qu'il n'y ait aucune limite à la formation des termes successifs.
Soit r la raison de la progression inconnue, b étant le (n-f-l)'™' terme de la progression, on a (Prob. I)
b = a -f- wr, d'où
La raison étant connue, il est facile de former les moyens qui sont :
. b — a , _ b — a . ~b — a ,, ay b — a a-\ , a + 2 , a + 3 , a + n — 1) .
Exemple. — Si on insère 9 moyens arithmétiques entre 1 et 2, la raison est 0,1 et les moyens sont :
Remarque. — Si, entre deux termes consécutifs d'une progression arithmétique, on insère le même nombre de moyens, on forme-une nouvelle progression continue. Ainsi, soit :
une progression de raison r. Si on insère entre a et b, entre b et c, entre c et rf, etc., un même nombre de moyens, (n — 1) par exemple, on formera des progressions partielles dont les raisons seront :
n il n
Toutes ces raisons sont égales à -. Toutes les progressions partielles ont donc même raison et, comme le dernier terme de chacune de ces progressions partielles est le premier terme de la suivante,
r elles forment, en tout, une seule progression continue de raison -.
Ainsi, si, dans la suite des nombres entiers, on insère, entre deux nombres entiers consécutifs, 9 moyens arithmétiques on forme une progression continue de raison 0,1 :
130. Théorème I. — Dans une progression arithmétique limitée la somme de deux termes équidistants des extrêmes est constante et égale à la somme des termes extrêmes.
Soit, en effet,
une progression arithmétique limitée de raison r.
Soit g le terme qui en a p avant lui et h le terme qui en a p après lui.
On a : g = a-\-pr (1).
D'autre part, si on commence la progression au terme A, / sera le terme de la nouvelle progression qui en a p avant lui et on a
{Prob. I)
l = h -\-pr
ou
h=*l—pr (2).
En ajoutant, membre à membre, les égalités (1) et (2), on a :
Remarque. — On aurait pu établir l'égalité (2) en remarquant qu'en renversant Tordre des termes de la progression, on obtient une nouvelle progression
de raison ( — r). Dans cette nouvelle progression, l est le premier terme et h est le terme qui en &p avant lui. Donc (Prob. I)
h = / + p ( — r) = / — pr.
Théorème II. — Somme des termes d'une progression arithmétique limitée.
La somme des termes d'une progression arithmétique limitée est égale au produit du nombre des termes par la demi-somme des termes extrêmes.
Soit, en effet,
une progression arithmétique limitée et S la somme de ses termes :
L'expression S s'écrit encore, en intervertissant Tordre des termes :
Eh additionnant les deux valeurs de S, (1) et (2), on a :
Dans cette expression, chacune des quantités entre parenthèses est la somme de deux termes équidistants des extrêmes, elle est donc égale (Th. I) à la somme (« + /) des extrêmes. D'ailleurs, comme il y a autant de parenthèses qu'il y a de termes dans la progression, on a, en désignant par n le nombre des termes de la progression,
d'où
Remarque. — Comme la progression a n termes, on a, en désignant par r la raison,
/— a-{-(n — l)r et, par suite, l'expression de la somme S devient :
Exemple I. — Somme des n premiers nombres entiers. Les n premiers nombres entiers forment une progression dont le premier terme est 1 et le dernier n, la somme est donc :
Ainsi, la somme des 1 000 premiers nombres entiers est :
1000x1001 KAA8AA x = 500500.
éé
Exemple II. — Somme des n premiers nombres impairs. Les n premiers nombres impairs forment une progression de raison 2 dont le premier terme est 1. On a donc :
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ou, en simplifiant :
La somme des n premiers nombres impairs est donc égale au carré de n.
Ceci peut servir à la construction d'une table contenant les carrés des nombres entiers (').
Application. — Somme des carrés des n premiers nombres entiers.
Nous partirons de l'identité suivante :
n(n + l)tn + 2) — (n— 1) n(n + 1) = 3n2 + 3n.
Faisons, dans cette identité, successivement, n = 1 , n = 2, n =3, etc.. et nous obtiendrons les égalités suivantes :
1X2X3 = 3xla+3xl
Ajoutons toutes ces égalités, membres à membres, et posons :
S1=i+2 + 3 + ... + {n-.l) + nf S2=l* + 22+32 + ... + (n — l)>+«2;
il vient, toutes simplifications faites,
n(n + l)(n + 2) = 3Sâ + 3S^
Or, nous connaissons St et on a (Exemple /)
on a donc,
3si=:»(» + i)(»+^)-3w(>!+1) = >t(w+1)0(2ft + 1);
on en tire
qui est la valeur cherchée de la somme Sa des carrés des n premiers nombres entiers.
(I) Voir dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery, les n«* 280 et 281.
De même, en partant de l'identité
on calculera, de la même façon, la somme S3 des cubes des n premiers nombres entiers, connaissant S, et Sâ. On trouve, ainsi,
La méthode est évidemment générale et on pourra ainsi, de proche en proche, calculer toutes les sommes des puissances entières des /* premiers nombres entiers.
Si les nombres
a + b' b + c' c + fl
sont en progression arithmétique, il en est de même des nombres
195. Combien une pendule sonne-t-elle de coups en 24 heures si elle ne sonne que les heures?
196. Soit a le premier terme d'une progression arithmétique, / le dernier terme, n le nombre des termes, 7* la raison et S la somme des termes. Calculer deux de ces quantités connaissant les trois autres. Comme applications :
1* Calculer / et r connaissant : a = 1, S = 50, n = 10; 2# Calculer a et n connaissant : / = 18, r = 2, S = 88 ; 3# Calculer / et n connaissant : a = 3, r = 2, S = 1 20.
On appelle progression harmonique une suite de nombres
«, 6, c, cl,...
tels que la suite de leurs inverses
forme une progression arithmétique.
Insérer, entre deux nombres donnés a et 6, n moyens harmoniques. Montrer que, si a, b, c, sont trois nombres en progression harmonique, les trois nombres
abc
b -\- c — a1 c + a — b* a + b — c sont aussi en progression harmonique et qu'on a les relations :
Montrer que, si n, 0, c. d, sont quatre nombre en progression harmonique, on a :
3(6 — a) {d — c) = (c — 6)(rf — fl). Montrer que si at, a*, #a . . . a sont ri nombres en progression harmonique, on a :
axat + fljflj -J- ... + <*„_, «fl = (« — *)«,«„•
200. Trouver le premier terme et la raison d'une progression arithmétique sachant que la somme des n premiers termes de cette progression est, pour toutes les valeurs de n, égale à n(3n -f 1).
(Concours de V École normale de Sèvres).
Même question en supposant que la somme des n premiers termes soit — — - — .
(Bacc.n Dijon).
201. Calculer les trois côtés d'un triangle connaissant son périmètre 2p, sa surface -h* et sachant que les trois côtés sont en progression arithmétique.
(Bacc.j Montpellier).
Soit
-7-fl.ô.c h . k . I
une progression arithmétique limitée de raison r. Les égalités (1) b = a+ry c=6-|-r, ... l = k + r,
élevées au cube, donnent :
6» = a8 + 3a*r + 3ar* + r», c» = 68 -f 3ô*r + 36rJ + r»,
jfc' = /*« -|- 3AV -+ 3àr« + r»,
Si on désigne par Si la somme des termes de la progression, par S, la somme des carrés des termes de la progression,
on a, en ajoutant membre à membre les égalités précédentes :
(/ -f >•)• = a» + 3rSj + 3r*S, + n>*,
n désignant le nombre des termes de la progression. Connaissant S,,
on tire de cette égalité S,.
On propose de généraliser cette méthode et de montrer qu'en élevant, successivement, les égalités (1) à la quatrième, à la cinquième puissance, etc..., et en les ajoutant, on pourra calculer la somme S* des cubes des termes connaissant S, et S», puis la somme S4 des quatrièmes puissances connaissant les précédentes, etc...
Comme application, on demande de calculer, par ce procédé, la somme des carrés et la somme des cubes des n premiers nombres entiers.
Cette nouvelle manière de calculer les sommes des puissances semblables des n premiers nombres entiers peut servir à démontrer les propositions suivantes :
Soit 9 (n) la somme des puissances pièBM des n premiers nombres entiers :
9p (n) = lp + 9'' + 3* + ... + (n - 1)" + n'.
En remarquant que Ton a :
et que 9 (0) = 0, démontrer que 9 (n) est un polynôme entier par rapport à n et déterminer ce polynôme entier.
Montrer que 9^ (n) est aussi un polynôme entier par rapport k In + 5) et qu'il
ne contient que des puissances de cette quantité dont les exposants sont de même parité que p.
202 bis. Calculer les sommes suivantes :
CHAPITRE II
131. Définition. — On appelle progression géométrique une suite de termes tels que le rapport d'un terme quelconque au précédent soit constant.
Ce rapport constant est ce qu'on appelle la raison de la progression.— On indique une progression géométrique en faisant précéder le premier terme du signe -H- et en séparant deux termes consécutifs par deux points. Ainsi,
est une progression géométrique si
q désignant la raison.
On tire de là,
b = aq, c = bq, d = cq, ....
Chaque terme est donc égal au produit du précédent par la raison (*).
Si la valeur absolue de la raison q est plus grande que l,les termes vont en croissant, en valeur absolue, et la progression est dite croissante; si, au contraire, la raison q est plus petite que 1, en valeur absolue, les termes décroissent, en valeur absolue, et la progression est dite décroissante.
Une progression géométrique peut être limitée, c'est-à-dire avoir un nombre déterminé de termes, ou encore être illimitée, c'est-àdire être telle qu'après chaque terme il yen ait un autre. On conçoit fort bien la possibilité de l'existence de ces dernières progressions,
(I; Uno progression géométrique est encore une suite de ternies tels que chaque terme soit la moyenne géométrique entre les deux termes qui le comprennent. Car, si on a :
6 = \ac, c = y "«" •♦ on en conclut :
h c e ri
car, étant donné un nombre quelconque et une raison q, on peut, toujours, multiplier ce nombre par q.
Problème I. — Calculer le terme de rang n dans une progression géométrique dont on connaît le premier terme a et la raison q.
Le second terme est égal à aq\ le troisième terme est le produit du second par q, il est donc égal à aq-. En multipliant par q, on a le quatrième terme aqz ; et ainsi de suite. On voit, qu'en général :
Pour obtenir un terme quelconque il faut multiplier le premier terme par autant de fois la raison qu'il y a de termes avant celui qu'on veut calculer.
Ainsi, le terme de ranç n est
aq
Exemples. — La suite
forme uue progression géométrique croissante de raison 10. Le n«é»»« terme
est I0Ï,_I.
La suite
•' - 2 ' 4 * 8 " ' est une progression géomélrique décroissante de raison -. Le nihne terme
est
Problème II. — Insertion de moyens géométriques.
Insérer (n — 1) moyens géométriques entre deux nombres a et b, c'est former une progression géométrique, de (n -f- 1) teignes, dont a soit le premier terme et b le dernier.
Soit q la raison de la progression inconnue. Puisque b est le (n + î)iéme terme de la progression, on a (Probl. I) :
b = aq11 d'où
» lb
La raison q étant connue, il est facile de former les moyens qui sont les (n — 1) termes intermédiaires de la progression
Remarque I. — Lorsqu'on insère un moyen géométrique entre deux nombres on obtient la moyenne géométrique des deux nombres. Car, si n = 2, le moyen est :
al/- = yjab.
Remarque II. — Si, entre deux termes consécutifs quelconques d'une progression géométrique, on insère le même nombre de moyens, on forme une nouvelle progression continue. Ainsi, soit
une progression géométrique de raison q. Si on insère entre a et A, entre b et c, entre c et d, etc., un même nombre (w — 1) de moyens, on forme des progressions partielles dont les raisons sont
vi y r V?
Or, toutes ces raisons sont égales et égales à V?; toutes les progressions partielles ont donc même raison, et, comme le dernier terme de chacune de ces progressions partielles est, précisément, le premier terme de la progression suivante, elles forment, en tout,
une seule progression continue de raison "Jq.
Ainsi, soit la progression
Si, entre deux termes consécutifs, on insère la moyenne géométrique, on forme une nouvelle progression
~ 1 : y/fl : a : a\a : «* : aVâ : a3 :...
de raison \^a.
132. Voici quelques propositions sur la somme et le produit des termes de progressions géométriques limitées.
Théorème I. — La somme des termes d'une progression géométrique limitée est égale au quotient de Vexcès du produit du dernier terme par la raison sur le premier terme par Vexcès de la raison sur l'unité.
Soit la progression géométrique limitée
de raison q. L» somme des termes est :
Faisons le produit Sq et remarquons que Ton a :
aq = b, bq = c, .... hq = &, kq = /,
il vient :
(2) S q = b + c + .... + A + k + l + lq.
Retranchons, membre à membre, les égalités (1) et (2) et nous obtenons :
S (q — 1) =lq — a,
Remarque. — Soit n le nombre des termes de la progression, on a [Prob. I)
l z=z aq Ce qui nous donne l'expression suivante pour S :
On aurait, d'ailleurs, obtenu facilement cette expression par voie directe. En effet, on a :
S = a -f aq -j- aq -J- .... + fl?""* + fl?n_i ou
Or, la division de qn — 1 par q — 1 donne l'identité bien connue (Voir n° 49, App. Il)
Il _ i 2 , . n— % . n-i Q *
+ ? + ? + •••+? +q =Vrf
(1 ) H faut remarquer que ceci suppose q =£ i. Si g était égal à i , tous les termes de la progression seraient égaux et la somme des termes serait égale à n fois le premier :
Ssim.
Nous ne nous occuperons pas de ces progressions particulières qui ne sont ni croissantes ni décroissantes.
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En multipliant les deux membres par a on retrouve :
Exemples. — On a :
+ 3 + 9 + 27 "" 1 _ "" Ti
Théorème H. — Dans une progression géométrique limitée, le produit de deux termes équidistants des extrêmes est constant et égal au produit des tournes extrêmes.
Soit, en effet, la progression géométrique
-tt* a i ù i c i .... g '. .... J l ... '. H '. n '. I
de raison q, dans laquelle g est le terme qui en a^) avant lui et f le terme qui en a p après lui. On a, d'abord,
g =i aq i\\.
D'autre part, si on commence la progression au terme /", / sera le terme qui en a p avant lui et on a :
et, par suite,
En multipliant, membre à membre, les égalités (1) et (2) il vient :
fg = al.
Remarque. — L'égalité (2) résulte encore de ce fait que, si on renverse l'ordre des termes dans la progression, on obtient une nouvelle progression
-— l i k i h i ... J \ ... g i . ... cibla
de raison - dans laquelle l est le premier terme et f celui qui en a />
avant lui.
Théorème III. — Le carré du produit des termes d'une progression géométrique limitée est égal à la puissance du produit des termes extrêmes dont V exposant est le nombre des termes de la progression.
Soit la progression géométrique limitée
et P le produit de ses termes :
P = abc ... hkl (1).
Dans le produit P écrivons les facteurs dans Tordre inverse, on aura :
P = Ikh ... cba (2).
Multiplions les égalités (1) et (2), membre à membre, il vient :
P2= (al) (bk) (ch) .... [hc) (kb) [la).
Or, les parenthèses, dont le produit est égal à P , sont toutes égales à al, car elles sont formées du produit de deux termes équidistants des extrêmes (TA. 77). Comme il y a autant de parenthèses que de
termes, on en conclut que P est le produit d'autant de facteurs égaux à al qu'il y a de termes dans la progression. Si donc n est Le nombre des termes de la progression, on a :
P2 = (al)\ On en tire :
P = y (air (').
Remarque. — q désignant la raison de la progression, on a :
l = aq
D'où
PJ 2n n[n— l) = \a q
ou
n ln—l.
Pn — LS — = a q * .
(I) On peut rapprocher tes théorèmes II et III de ce paragraphe, des théorèmes I et II du n* 1 30.
Le procédé de raisonnement employé dans ces propositions sert aussi dans des questions d'arithmétique. —Ainsi, pour calculer le produit des diviseurs d'un nombre entier, on range, d'abord» ces diviseurs par ordre de grandeur croissante et on montre que le produit de deux diviseurs équidistants des extrêmes eBt égal au nombre donné. — De même, si on range, par ordre de grandeur croissante, les nombres plus petits qu'un nombre entier donné et premiers avec lui, on voit aisément qne la somme de deux nombres équidistants des extrêmes est égale au nombre donné ; ce qui permet de calculer la somme des nombres plus petits qu'un nombre donné et premiers avec lui.
Le nombre — - est certainement entier, car n(n — 1) est cer-
té
tainement pair.
Cette dernière formule pourrait s'obtenir directement de la façon suivante :
La progression peut s'écrire :
— a : aq : .... aq : aq
Le produit P contient donc n fois le facteur a et il contient le facteur q h un exposant qui est la somme des exposants de q dans les divers termes de la progression. L'exposant de q est donc la somme des (n — 1) premiers nombres entiers et, par suite (n° 1 30, Exemp. /),
est égal à . On a donc,
P — anq~T—.
133. Les propositions, que nous avons établies dans le paragraphe précédent, n'ont plus, telles qu'elles ont été énoncées, aucun sens pour les progressions illimitées. Cependant, les progressions illimitées peuvent être considérées comme issues de progressions limitées, dont on fait croître indéfiniment le nombre des termes, et, dans ce sens, on est conduit à se demander si les sommes des termes de ces progressions limitées ont des limites lorsque le nombre des termes croit indéfiniment. C'est ce que nous allons examiner.
Lemme. — a désignant un nombre positif et n un nombre entier, on a, toujours, V inégalité
Cette inégalité est facile à vérifier pour les valeurs 2 et 3 de n. Car on a :
(1 + a)« = 1 + 2a + a», (1 -fa)»=l-}-3a+3a2 + a»;
Si. la proposition est vraie pour un certain exposant entier p, elle est aussi vraie pour l'entier suivant (p -|- 1). Supposons, en effet, que Ton ait
multiplions les deux membres de cette inégalité par 1 + a, il vient :
Si, dans le second membre, on supprime le terme /)**, on diminue ce membre et on a, a fortiori,
(i+«rf,>i+(^+i)«.
La proposition est donc générale car, puisqu'elle est vraie pour n = 3, elle est vraie pour n = 4; étant vraie pour n = 4, elle est vraie pour n = 5; et ainsi de suite.
Théorème I. — Une puissance entière, positive, d'un nombre plus grand que l'unité croît indéfiniment en même temps que son exposant.
Soit, en effet, qn une puissance entière, positive, du nombre q plus grand que l'unité. Puisque q est plus grand que 1, nous pouvons poser
x désignant un nombre positif. Soit, alors, A un nombre positif donné à l'avance ; puisque, d'après le lemme,
gn=(i + *r>i+„a,
on aura certainement
?n>A, si
1 + fia > A,
c'est-à-dire si
qn crott donc indéfiniment en même temps que n, puisqu'à tout nombre positif A, on peut faire correspondre un nombre
tel que l'inégalité
m> B entraîne l'inégalité
qn > A.
Corollaire. — Le teigne de rang n d'une progression géométrique illimitée, croissante, croit indéfiniment en même temps que n. Car le terme de rang n, dans la progression dont le premier terme
est a et la raison q, est aqn~ .
La progression étant croissante, q est plus grand que 1, donc qn~l croît indéfiniment en même temps que n et il en est de même de
aqn~* puisque a est un nombre fixe non nul (n° 112, Th. II).
Théorème II. — Toute puissance entière, positive, d'un nombre plus petit que l'unité tend vers zéro quand son exposant croit indéfiniment.
Soit, en effet, q uu nombre plus petit que 1 et q' son inverse; q' sera plus grand que 1 et on a :
Or, d'après le théorème I, lorsque n croît indéfiniment, q'n croit
indéfiniment, donc son inverse qn tend vers zéro (n° 1 12, Th. III, CorolL).
Corollaire. — Le terme de rang n d'une progression géométrique illimitée, décroissante, tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment.
Car le terme de rang n est aqn~ .
La progression étant décroissante, q est plus petit que 1 , qu~v tend vers zéro, quand n croît indéfiniment, il en est donc de même de
^n^(nMll, Th. II).
Théorème III. — La somme des n premiers termes d'une progression géométrique illimitée :
1° Croît indéfiniment avec n lorsque la progression est croissante;
2° Tend vers une limite déterminée, qui est le quotient du premier terme par l'excès de l'unité sur la raison, lorsque n croît indéfiniment, si la progression est décroissante.
a et q étant le premier terme et la raison de la progression, la somme Sn des n premiers termes est, comme nous savons,
1° Si la progression est croissante, q est plus grand que 1, qn croît indéfiniment avec n, il en est donc de même, en vertu des théorèmes établis sur les limites (n0- 111 et 112), de Sn.
2° Si la progression est décroissante, q est plus petit que 1, qn tend
vers zéro quand n crofl indéfiniment (qn — l) a pour limite ( — 1) et Sn (Voir n° 1 11) a une limite qui est :
— in
La limite de Sn est donc bien le quotient du premier terme a par
l'excès (1 — q) de l'unité sur la raison. Remarque. — On dit qu'une suite indéfinie de termes
est donnée, si Ton sait calculer un terme quelconque u quand on
connaît son rang n. Ainsi, les termes d'une progression arithmétique ou géométrique illimitée forment une suite, car on sait (Prob. I) calculer le terme de rang n de chacune de ces suites. On dit qu'une suite infinie
forme une série convergente, si la somme
S = u. + ti + \i + .... -f- « ,
des n premiers termes, tend vers une limite bien déterminée, quand n croît indéfiniment.
Au contraire, on dit que la suite forme une série divergente si la
somme Sn ne tend vers aucune limite ou croît indéfiniment, quand n croît indéfiniment.
Dans ces conditions, on voit qu'on peut dire que toute progression arithmétique illimitée forme une série divergente. Toute progression géométrique illimitée, décroissante, forme une série convergente, et toute progression géométrique illimitée, croissante, forme une série divergente. Pour indiquer que, dans une progression décroissante, la
limite de la somme des n premiers termes est - — — , quand n croît
indéfiniment, on écrit souvent l'égalité :
a + a(l + ff?f + •••• + aq* + .... = ; .
Gomme nous venons de le voir, pour qu'une progression géométrique forme une série convergente, il faut et il suffît que cette progression soit décroissante. Il est bon de remarquer que cette
condition, qui est suffisante dans le cas d'une progression géométrique, ne Test pas pour une série quelconque. Il faudrait bien se garder de croire que toute suite de nombres décroissants forme une série convergente. Ainsi, on démontre aisément, que la suite
formée par les inverses des nombres entiers, pris dans Tordre naturel, forme une série divergente ; c'est-à-dire que la somme :
croit indéfiniment en même temps que ». Exemples :
IL j_ *3 . 13 13 _ 100 _ 13 100 + (100)1 + (100)»+ "" "^(iOO)»4"* 1 ""99
ïffi
La somme
Sn = i + x + x* + x* + ... + x*
a une limite qui est quand | x \ < 1 et croit indéfiniment lorsque
203. Toute fraction décimale périodique illimitée, par exemple
peut être considérée comme la somme des termes d'une progression géométrique décroissante illimitée :
îûô + (ioo)« + (iouj» + "•
Retrouver, de cette manière, la règle pour former la fraction génératrice d'une fraction décimale périodique.
204. Trouver trois nombres en progression géométrique connaissant leur somme a et l'excès b du troisième sur le premier.
Applications : a = 221, b = 136;
204ki*. Déterminer une progression géométrique de 7 termes connaissant la somme a des trois premiers et la somme à des trois derniers.
Application : a = 26, b = 2106.
205. Former la somme des carrés, la somme des cubes, etc., des termes d'une progression géométrique limitée.
206. a,b,c étant trois nombres en progression géométrique on a la relation :
a«ôv« (4 + ~ + -\ =.a> + 6> + c* \a* b9 o%J
(TODHUNTER).
207. a, b, c, d étant quatre nombres en progression géométrique, on a les relations
(«* -f ù* -f <?•} (&■ + cH-rf*)= (a* + àc + cd)* ; (a — d)* = (* — c)* + (c - «)* + (d - 6)»
(TODHUNTER).
Calculer la somme
209. Montrer que, si S , S , S3n sont, respectivement, les sommes des n premiers
termes, des 27* premiers termes et des 3;t premiers termes d'une même progression géométrique, on a :
n\ S» 2a) \ in nj
(Smith).
210. Dans une progression géométrique de n termes, on donne la somme S des l> premiers termes et la somme S' des {n-p) derniers. Trouver la raison et le premier terme.
211. Dans un carré dont le côté est a, on joint les milieux des quatre côtés et on forme un autre carré dont on joint encore les milieux pour former un autre carré, et ainsi de suite ; trouver la limite de la somme des aires de tous les carrés ainsi formés.
212. Dans un triangle équilatéral, de côté a, on joint les milieux des côtés et on forme un nouveau triangle équilatéral dont on joint encore les milieux des côtés, pour former un nouveau triangle, et ainsi de suite. On demande :
1* De trouver la limite de la somme des aires de ces triangles ; •2* De trouver la limite de la somme des aires des cercles inscrits et la limite de la somme des aires des cercles circonscrits à ces triangles.
213. Dans un triangle équilatéral, de côté donné au on inscrit un cercle et Ton désigne son rayon par r,. Dans ce cercle, on inscrit un triangle équilatéral et Ton désigne le côté de ce triangle par au puis par rt le rayon du cercle inscrit à ce second triangle. On continue ainsi indéfiniment à tracer des triangles équilatéraux et leurs cercles inscrits. Calculer la limite vers laquelle tend :
l* La somme r, -+• rt + 's 4- • . • des rayons des cercles inscrits ; 2# La somme ax -f a% -f «3 + • • • des côtés des triangles équilatéraux ; S* La somme des surfaces des triangles ; 4* La somme des surfaces des cercles;
5* La somme des volumes engendrés par les triangles tournant autour de Tune de leurs hauteurs.
(École de Physique de Part*.)
Calculer la somme de la série convergente
composée de termes dont les numérateurs forment une progression arithmétique et les dénominateurs une progression géométrique.
245. Vers quelle limite tend la somme des sommes dos séries suivantes :
lorsque n croit indéfiniment?
216. S désignant la somme des n premiers termes d'une progression géométrique, calculer la somme
Si + Si + S,* ... +s .
Celte somme a-t-elle une limite quand n croît indéfiniment ?
Évaluer la somme de la série
ar + (a + ab)r* + (a + ab -f ab*)r3 + . . .,
r et br étant tous deux plus petits que runiir.
218. Montrer que, «,, a,, <fs, . . .a étant des nombres positifs ou négatifs, l'égalité
("; + «* + --- + ',;Li)(a! + <£ + ■■■ + «!) = <y, + «^-f •■■«„ _,«„;*
no peut avoir lieu que si les nombres
it
ax. at, ad. ... a sont en progression géométrique. (Smith.
CHAPITRE III
134. La définition du logarithme d'un nombre repose sur une proposition fondamentale que nous démontrerons d'abord :
Théorème. — a étant un nombre positif \ Va a pour limite 1 Jorsqur n croit indéfiniment.
Supposons d'abord a plus grand que 1, \la sera, alors, toujours
plus grand que 1 . Pour prouver que V« a pour limite 1 , quand n croît indéfiniment, il faudra montrer qu'on peut déterminer n de façon que Ton ait :
e étant un nombre positif donné à l'avance. On doit donc avoir
ou " < (l + 6)"-
Or (n° 133, Lemme}, on sait que
Si donc on choisit n de façon que l'on ait :
a — 1 ou n > ,
on aura, a fortiori,
ou
a — 1 À tout nombre positif c correspond donc le nombre tel que,
pour toutes les valeurs de l'indice n supérieures à ce nombre
on ait
yô - 1< c
\ra a donc pour limite 1, quand n croît sans limite.
Lorsque a est plus petit que 1, son inverse - est plus grand que 1.
Or, on a :
ni l
Va =
et, d'après ce que nous venons de voir, l/I a pour limite 1, quand n
1 , croit indéfiniment, donc \ja a une limite qui est r = 1.
Remarque. — Comme, d'après la définition des exposants fractionnaires (!),
ya = a
on peut dire que aH a pour limite 1, quand n croit indéfiniment ou
quand - tend vers zéro.
135. Soit a un nombre positif que nous appellerons base du système de logarithmes et soit A un nombre positif quelconque. S'il existe un nombre rationnel, positif ou négatif, x, tel que Ton ait
nous dirons que x est le logarithme de A, dans le système de base a, et nous écrirons
x = loga A.
Il est bon de remarquer, de suite, que s'il existe un nombre or, répondant à la question, il n'y en a qu'un, car l'égalité
a = a ne peut avoir lieu que si x = x'.
- (I) La définition et les propriétés essentielles des exposants fractionnaires Tonnent l'objet des nM 450 a 456 des Leçons d'arithmétique de M. Tannery. Ces numéros se trouvent reproduits, intégralement, à la fin du volume, dans Y Appendice III.
I^e lecteur, pour suivre, plus aisément, les développements qui vont suivre, fera bien de relire l'Appendice III et les nM 19 et U de ce volume.
Comme, par définition,
a0 = t, le logarithme de 1 est toujours 0, quel que soit a.
Exemples. — D'après cette définition, on a :
logrt a» = 2 ;
,0B.f Î7=l = ^ga *= — |.
Étant donné un nombre quelconque positif A, il n'existera pas toujours un nombre rationnel x vérifiant l'égalité
la définition précédente ne définit donc que les logarithmes d'une catégorie restreinte de nombres. Pour étendre cette définition à tous les nombres, nous montrerons, qu'étant donné un nombre quelconque A, on peut toujours trouver un nombre rationnel x
(positif ou négatif) tel que a soit une valeur aussi approchée qu'on le voudra de A. Nous substituerons, alors, au nombre A, sa valeur
approchée aT, qui a un logarithme, et c'est le logarithme x de cette valeur approchée que nous appellerons le logarithme de A. Cette substitution d'une valeur approchée au nombre lui-même est parfaitement légitime. Car, comme nous le montrerons plus loin, les logarithmes ne servent que pour efFectuer plus rapidement des calculs numériques, et on sait que, dans un calcul numérique, on peut, toujours, remplacer les nombres sur lesquels on opère par des valeurs approchées, pourvu que les approximations soient suffisamment grandes.
Il nous reste à prouver ce que nous avons avancé. Supposons la base a du système plus grande que 1, et soit, d'abord, A un nombre plus grand que 1. Soit n un nombre entier et considérons la progression géométrique indéfinie
de raison an. Puisque a est plus grand que 1, la raison a» de la progression est aussi plus grande que 1 et la progression est crois-
santé. Comme, dans une progression géométrique croissante, les termes croissent au delà de toute limite, il existera toujours, dans cette progression, des termes plus grands que A. Soient, alors,
a » et a n deux termes consécutifs de la progression qui comprennent A :
a » est une valeur approchée par défaut de A et, pour démontrer
notre proposition, il suffit de montrer qu'on peut choisir « assez
grand pour que la différence
soit plus petite qu'un nombre positif quelconque, donné à l'avance, s. Or, comme on a, évidemment,
il suffit de prouver qu'on peut prendre n assez grand pour que
On a :
a » — an = a» I a» — 1 |
et, comme a» est plus petit que A, on a :
an — an < \ |^» — \ | (2j,
Or, d'après le théorème précédent, on peut choisir m assez grand pour que
on aura, alors,
et, a fortiori, à cause des inégalités (1) et (2),
On peut remarquer, d'ailleurs, que Ton a, aussi,
tt » — A ■< t ;
/# » est une valeur approchée par excès, à moins de £ près.
Supposons, maintenant, A positif et plus petit que 1. L'inverse -~
de A sera un nombre plus grand que 1. D'après ce qui précède, ou
1 1 pourra trouver une valeur approchée a» de — , par excès, telle que
on aura, alors,
Or, puisque,
on a, a fortiori,
Ce qui montre qu'on peut trouver une valeur approchée par défaut
de A, a n , aussi approchée qu'on le voudra.
Nous avons démontré la proposition en supposant a plus grand que 1. On ferait une démonstration analogue dans le cas où a est plus petit que 1. Mais, dans la pratique, on ne se sert que des logarithmes dont la base est plus grande que 1.
De tout ce qui précède nous pouvons donc conclure la définition générale suivante :
On appelle logarithme d'un nombre, dans le système de base a, l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever la base a pour reproduire ce nombre.
Avec cette convention, qu'au besoin, on remplace le nombre par une valeur approchée telle qu'il existe un nombre entier ou fractionnaire (positif ou négatif) répondant à l'énoncé.
Dorénavant, nous supposerons toujours que la substitution de la valeur approchée au nombre a été faite et, par suite, nous ne par-
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lerons que de nombres A tels qu'il existe un nombre rationnel .r vérifiant l'égalité
136. Des définitions précédentes il résulte, immédiatement, que, lorsque la base du système est plus grande que 1, les logarithmes des nombres plus grands quel sont positifs et que les logarithmes des nombres positifs plus petits que 1 sont négatifs. 11 est, d'ailleurs, évident que tout nombre x rationnel, positif ou négatif peut être considéré comme le logarithme d'un certain nombre
positif. Ce nombre est a et c'est le seul dont le logarithme est x. Il est, maintenant, facile de démontrer la proposition suivante : Pour connaître les logarithmes de tous les nombres, il suffit d*
connaître les logarithmes des nombres compris entre 1 et la ba$e a.
En effet, soit, d'abord, un nombre A plus grand que a. Soit cf la plus grande puissance entière, positive, de a contenue dans A, on pourra poser :
k = ap b,
b étant un pombre plus petit que a et plus grand que 1. Soit r le logarithme de b. On aura :
b = a et, par suite,
A = cf a = a1*1 .
Le logarithme de A est donc p -{- r. Ce logarithme ne diffère de celui de b que par un* nombre entier positif. Si donc on connaît le logarithme de b, on aura, immédiatement, celui de A en lui ajoutant le nombre entier p, facile à déterminer.
Prenons, en second lieu, un nombre A positif plus petit que 1, —
sera plus grand que 1. Soit aq la puissance positive entière de n
immédiatement supérieure à —, on aura :
b étant un nombre compris entre 1 et a. r désignant encore le logarithme de b, on aura :
Le logarithme de A est donc — q -{- r et ce logarithme ne diffère de celui de b que par un nombre entier négatif. Il suffit donc de connaître r pour avoir immédiatement le logarithme de À.
En résumé, on voit que le logarithme d'un nombre quelconque peut être écrit sous la forme
± c 4- wi,
c étant un nombre entier ou nul et m le logarithme d'un nombre compris entre 1 et a. Or, le logarithme d'un nombre compris entre 1 et a est évidemment compris entre 0 et 1, m est donc un nombre positif plus petit que 1.
± c est ce qu'on appelle la caractéristique du logarithme et m sa mantisse.
Comme on ne peut, évidemment, que d'une seule manière mettre le logarithme d'un nombre sous la forme zt c + m, c étant entier et m un nombre positif plus petit que 1, on en conclut que, dès qu'on a mis un logarithme sous la forme d'une somme algébrique d'un nombre entier, positif ou négatif, et d'un nombre positif plus petit que 1, le nombre entier est la caractéristique et Tautre nombre est la mantisse du logarithme.
Un nombre compris entre 1 et a a pour caractéristique 0; un nombre plus grand que a a une caractéristique positive et un nombre plus petit que 1 a une caractéristique négative.
Des définitions précédentes il résulte que :
1° La caractéristique du logarithme d'un nombre plus grand que 1 est l'exposant de la plus haute puissance entière de la base qui est contenue dans ce nombre.
2° La caractéristique du logarithme d'un nombre plus petit que 1 est l'exposant de la puissance entière, négative, de la base immédiatement inférieure à ce nombre.
3° La mantisse du logarithme d'un nombre est le logarithme du nombre , compris entre l'unité et la base, dont le logarithme ne diffère du logarithme du nombre donné que par un entier positif ou négatif.
137. Les propriétés principales des logarithmes découlent, immédiatement, de leur définition et des propriétés des puissances (Voir n°* 19 et 27, ainsi que Y Appendice III). Voici celles qui nous seront utiles :
Propriété I. — Dans tout système de logarithmes, le logarithme de 1 est 0 et le logarithme de la base est 1.
Propriété II. — Les nombres plus grands que 1 ont des logarithmes positifs et les nombres positifs plus petits que 1 ont des logarithmes
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négatifs (en supposant, comme toujours, la base plus grande que I) (').
Propriété III. — Le logarithme d'un produit de plusieurs fadeurs est la somme algébrique des logarithmes des facteurs.
Soient A, B, C trois nombres et a, p, y leurs logarithmes, dans le système de base a :
a = logflA, (5 ^ logaB, y =■ logaC.
Ceci veut dire, par définition des logarithmes, que Ton a (avec autant d'approximation qu'on l'a voulu)
On a donc (n° 27, Th. 11)
ABC — a* a> aT — «*
égalité qui prouve que
'a + B + T=logrt(ABC).
Donc :
log^ABC) r= logaA + iog(tB + logrtC.
Propriété IV. — Le logarithme d'un quotient est égal à l'excès du logarithme du numérateur sur le logarithme du dénominateur.
Soient A et B deux nombres (positifs), a et (3 leurs logarithmes, dans le système de base a :
a = logaA, 8 = logB.
Par définition des logarithmes, on a :
A = a*, B = //9 et, par suite,
(Voir n° 27, Th.. 111). De cette égalité on conclut que
:log"(ë>
(1) Il faut remarquer qu'il n'y a que les nombres positifs qui ont des logarithmes. Nous ne définissons pas les logarithmes de nombres négatifs.
puisque a — $ est l'exposant de la puissance de a qui est égale à — .
Donc : log„ (l\ - log, A — logflB.
Corollaire. — Le logarithme de l'inverse d'un nombre est égal nu logarithme de ce nombre, changé de signe. Car, puisque
logj-0,
loga 1 — logrtA —- — log, A.
Propriété V. — Le logarithme d'une puissance d'un nombre est égal au produit du logarithme du nombre par l'exposant de la puissance.
Soit A une puissance du nombre A et a le logarithme de A, dans le svstème de base a. On a :
A = </* et, par suite,
Or, on a, toujours, que A: soit entier, fractionnaire, positif ou négatif,
donc :
égalité qui prouve que
ou que
loga(A*)--A-.logflA.
En particulier, si k — - , on a la proposition suivante :
logJVÂ) = Jlog(,A.
Le logarithme de la racine n,'M'* d'un nombre est égal au quotient du logarithme de ce nombre par V indice n de la racine. Application. — De deux nombres différents le plus grand est celui
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qui a le plus grand logarithme (lorsque la base est plus grande que 1). Car, si
on a
donc (Propriété II) :
ou (Propriété IV)
logA-logB>0, log A > log B.
138. Les propriétés, que nous venons d'établir, mettent en évidence la grande utilité des logarithmes dans les calculs pratiques. Les Propriétés III et IV ramènent la multiplication et la division k l'addition et à la soustraction; la Propriété Y ramène l'élévation aux puissances et l'extraction des racines à la multiplication et à la division. Ainsi, si Ton veut calculer le produit de plusieurs nombres, on calculera, d'abord, les logarithmes de ces nombres; on fera la somme algébrique de ces logarithmes et le nombre qui a pour logarithme celte somme est le produit cherché.
Pour que ce procédé de calcul soit plus simple que le procédé arithmétique, il faut, évidemment, qu'on ait un moyen de calculer, très rapidement, le logarithme d'un nombre. On a construit, à cet effet, des tables, dont nous expliquerons la disposition et l'usage plus loin, dans lesquelles on trouve tes mantisses des logarithmes de tous les nombres.
L'invention des logarithmes est due k Jean Néper, baron écossais, qui publia cette découverte au commencement du dix-septième siècle (!).
On choisit, souvent, comme base du système de logarithmes un nombre irrationnel qui joue un grand rôle dans l'analyse mathématique et qu'on désigne, d'ordinaire, sous le nom de nombre e (2). Les logarithmes de base e sont appelés logarithmes naturels ou logarithmes hyperboliques ou, mieux, logarithmes Népériens. On emploie pour les désigner le symbole L au lieu de log. Ces
(1) J. Néper. — Zte mirifici logarithmorum canon i g constmetione. (S) La représentation décimale du nombre e est :
logarithmes ont un très grand intérêt en mathématiques et ce sont ceux, qu'au point de vue théorique, il est préférable d'employer.
Dans les calculs pratiques, on emploie les logarithmes dits logarithmes vulgaires ou logarithmes décimaux, à base 10, qui ont été imaginés par Briggs ('). Ce sont, comme nous allons le montrer, les logarithmes qui se prêtent le mieux aux calculs pratiques, parce que 10 est la base de notre système de numération. On désigne les logarithmes décimaux par le symbole log, sans indice.
On pourrait se proposer de calculer les logarithmes népériens connaissant les logarithmes décimaux ou réciproquement. Ceci revient à traiter le problème général du changement de base :
Problème. Connaissant les logarithmes des nombres dans vn système de base a, calculer les logarithmes de ces nombres dans un nouveau système de base b.
Soit x le logarithme inconnu du nombre A dans le système de base 6. On a, par définition,
Prenons les logarithmes des deux membres de cette égal i lé, dans le système de base a, il vient (Propriété V) :
x loga 6 = logfl A, d'où x = j^. logft A,
,0g*A = ïog76' l0g«A (1)*
De là on conclut que :
Von obtient les nouveaux logarithmes en multipliant les anciens logarithmes par un nombre fixe, appelé module de la transformation, et qui est l'inverse du logarithme de la nouvelle base dans F ancien système.
Remarquons que, si, dans l'égalité (1), on fait A = a, on obtient, en observant que
Cette relation montre que le module de la transformation est aussi le logarithme de ^ancienne base dans le nouveau système.
Ainsi, pour calculer les logarithmes népériens, il suffit de multiplier les logarithmes vulgaires par l'inverse de log e ou par L10.
On appelle, en général, module, d'un système de logarithmes, le logarithme
(1) Briggs était contemporain de Néper et, le premier, publia une table contenant trente chiliadés de logarithmes à quatorze décimales.
népérien de la base. Les logarithmes népériens sont donc les logarithmes de module égal câ 1. Le logarithme népérien d'un nombre se déduit du logarithme de ce nombre, dans un système quelconque, en multipliant re logarithme par le module du système.
Le module des logarithmes décimaux est :
139. Logarithmes décimaux. — Les logarithmes décimaux, à caractéristiques positives, ne présentent aucune difficulté d'écriture. Ainsi, si la caractéristique du logarithme est + 3 et sa mantisse (avec 7 décimales) 0,2013221 le logarithme est :
Il n'en est plus de même pour les logarithmes à caractéristiques négatives. Pour de tels logarithmes, il faudrait faire une somme algébrique. Ainsi, si la caractéristique est — 1 et la mantisse 0,7283015, le logarithme est :
Pratiquement, on n'effectue jamais cette soustraction et on a trouvé plus commode, pour les calculs, de laisser le logarithme sous la forme d'une somme algébrique non effectuée. On emploie, cependant, une notation abrégée et on écrit :
On écrit donc un logarithme, à caractéristique négative, en remplaçant, dans la mantisse, le 0 situé à gauche de la virgule par la valeur absolu*' de la caractéristique qu'on surmonte d'un trait horizontal pour indiquer quelle est négative (!).
Théorème I. — La caractéristique du logarithme décimal d'un nombre plus grand que l'unité est égale au nombre des chiffres de sa partie entière, diminué d'une unité.
Car, si la partie entière du nombre a p chiffres, le nombre est compris entre 10'' et 10'"~\ p — 1 est donc l'exposant de la plus haute
(I) Dans certaines tables de logarithmes (anciennes), pour éviter d'écrire des caractéristiques négatives, on augmentait toutes les caractéristiques négatives de 10 unités. Ainsi, dans les anciennes tables de Callet, on trouve, au lieu de
Ceci, bien entendu, ne fie faisait que dam* des cas où il ne pouvait y avoir aucune ambiguïté.
puissance entière de la base 10 contenue dans ce nombre, c'est donc (n° 136) la caractéristique du logarithme.
Ainsi, le nombre 216,307 a pour caractéristique 2.
Théorème IL — La caractéristique du logarithme décimal d'un nombre plus petit que l'unité contient autant d'unités négatives quil y a de zéros à gauche du premier chiffre significatifs dans ce nombre (y compris le zéro qui est à gauche de la virgule).
Remarquons, en effet, que, par exemple,
0,0083701 est compris entre
c'est-à-dire entre
0,01 et 0,001,
10~* et 10"1.
D'une manière générale, si le nombre (plus petit que un) a p zéros à la gauche du premier chiffre significatif, il est compris entre
ÎO"'*"1' et ÎO"*,
10~y'est donc la puissance négative de la base, immédiatement inférieure au nombre; — p est donc (n° 136) la caractéristique du logarithme.
Ainsi, par exemple, le nombre
0,57001 a pour caractéristique — i ; et ]e nombre
0,000043 a pour caractéristique — 5.
Théorème III. — Lorsque, dans un nombre décimal, on recule la virgule d'un certain nombre de rangs, le logarithme décimal consei've la même mantisse et la caractéristique augmente ou diminue d'un nombre d'unités égal au nombre de rangs dont on a reculé la virgule vers la droite ou vers la gauche.
Reculer la virgule de p rangs vers la gauche, c'est diviser le nombre
par 10'' ou le multiplier par 10""*. Or, on a :
log (HT* XÀ)r: log 10"* + log A ou
log (10"* X A) = — p + log A.
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Cette opération diminue donc le logarithme de p unités. Ceci ne modifie pas la mantisse et diminue la caractéristique de p unités. Si on avait reculé la virgule de p rangs vers la droite on aurait
multiplié le nombre par 10* et, par suite, le logarithme aurait augmenté de p unités.
Remarque. — Les trois théorèmes précédents mettent en évidence un fait fondamental : La mantisse et la caractéristique jouent, dans les logarithmes décimaux, chacun, un rôle spécial. La caractéristique ne dépend que de la place de la virgule et aucunement des chiffres qui composent le nombre. La mantisse est, au contraire, indépendante de la virgule et ne dépend que des chiffres significatifs qui forment le nombre et de leur ordre de succession.
Il suffit de connaître la mantisse du logarithme d'un nombre pour pouvoir écrire le logarithme de ce nombre.
Exemples. — Le logarithme de 50402 a pour mantisse
(avec 7 décimales exactes). On pourra donc écrire facilement les logarithmes des nombres 50,402, 0,050402, 5040200 qui ont la même mantisse et dont les caractéristiques sont fournies par les règles des théorèmes I et II. Ainsi :
log (50,402) = 1,7024478,
log (0,050402) = 2 ,7024478, log (5040200) = 6,7024478.
De même, la mantisse du logarithme de 2 est
0,3010300 on a donc
log (200) = 2,3010300, log (0,002) = 3,3010300.
Cologarithme. — Supposons qu'on veuille calculer le
*• * ab quotient — , on a :
log — = log a + log b — log c.
nh
Pour avoir le logarithme de — il faudrait donc faire la somme
de log a et log b et retrancher, du résultat, log c. On aurait ici à effectuer une soustraction. Pour la commodité des calculs, il est bon
d'éviter toute soustraction dans des calculs logarithmiques. Voici, alors, comment on s'y prend : on écrit
log — == log a + log b + log -.
Si on connaissait log - on n'aurait qu'une seule addition à faire.
On appelle cologarithme d'un nombre le logarithme de l'inverse de ce nombre.
Le cologarithme d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre changé de signe (N° 137, Propriété IVy Cor.), mais il faut, encore, le mettre sous la forme ordinaire d'un logarithme, c'est-à-dire sous la forme d'une somme algébrique d'un nombre entier positif ou négatif et d'un nombre positif plus petit que l'unité.
Soit
log N = c + m,
c étant la caractéristique et m la mantisse. On a :
colog N = — c — m.
Or, ceci peut s'écrire :
colog N = — (c + 1) + (i — m).
— (c-f-1) est un nombre entier, positif ou négatif; d'autre part, m étant un nombre positif plus petit que 1,1 — m est également un nombre positif et plus petit que 1. La caractéristique du cologarithme est donc — (c -f- 1) et sa mantisse (1 — m). La mantisse du cologarithme est donc le complément, à 1, de la mantisse du logarithme. Pour former ce complément on peut faire la remarque suivante : Posons, par exemple, la soustraction de 1 moins la mantisse 0,7024478 :
On voit que, pour faire cette soustraction, on retranche le dernier chiffre à droite de 10 et tous les chiffres suivants de 9. Si les derniers chiffres à droite sont des zéros, comme dans l'exemple suivant :
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c'est le dernier chiffre .significatif (autre que zéro;, à droite, qu'on retranche de 10. On peut donc énoncer la règle suivante pour former le cologarithme d'un nombre :
Règle. — Le cologarithme d'un nombre a pour caractéristique le nombre obtenu en augmentant la caractéristique du logarithme d'uni* unité et en changeant le résultat de signe. La mantisse du cologarit hme s'obtient en prenant les compléments à 9 de tous les chiffres de la mantisse du logarithme, sauf pour le dernier chiffre significatif à di'oite, dont on prend le complément à 10. Si, à droite du dernier chiffre significatif, il y a des zéros, on les recopie.
Exemples. — On a :
log (50,402) = 1, 7024478,
log (0,050402) =-. 2,7024478, log (200) = 2,3010300, log (0,002) = f,3010300;
on en déduit :
colog (50,402) = 2,2975522, colog (0,050402) = 1,2975522,
colog (200) = 3,6989700, colog (0,002) = 2,6989700.
141. Les opérations sur les logarithmes à caractéristiques positives ne présentent aucune particularité, car ces logarithmes sont des nombres décimaux ordinaires. Au contraire, les logarithmes à caractéristiques négatives, étant des sommes algébriques d'un nombre négatif et d'un nombre positif, les calculs de ces logarithmes devront être faits avec certaines précautions que nous allons expliquer.
Addition. — Pour faire la somme de plusieurs logarithmes, il suffit, évidemment, de faire la somme (arithmétique) des mantisses et la somme algébrique des caractéristiques. On peut disposer l'opération comme une addition de nombres décimaux ordinaires aveccette seule précaution que, lorsqu'on additionnera les chiffres de la colonne des caractéristiques, on devra faire une somme algébrique.
Ainsi, on a ;
log (200) = 2,3010300
log (0,07) = 2~,8450980
log (0,12) = 7,0791812
colog (65) = 2,1870866
. /200 X 0,07 X 0,1 2\ ^.oiq-o log ( — ) = 2,41239d8.
Multiplication par un nombre entier. — Lorsqu'on veut calculer le logarithme d'une puissance entière d'un nombre, on est amené à faire le produit du logarithme de ce nombre par un nombre entier.
Pour faire le produit d'un logarithme, à caractéristique négative, par un nombre entier, il faudra faire, évidemment, la somme algébrique des produits de la mantisse et de la caractéristique, par cet entier.
La mantisse du produit est la partie décimale du produit de la mantisse par L'entier; et la caractéristique est la somme algébrique du produit de la caractéristique par l'entier et de la partie entière du produit de la mantisse.
Ainsi, on a :
lojz .0,07i = 2,8450980; donc :
lo^' ^0,07)3 = 3 X log (0,07) = 4,5352940.
La caractéristique ( — 4) est la somme algébrique du produit ( — 6) delà caractéristique par 3 et de la partie entière 2 du produit de la mantisse par 3.
Division par un nombre entier. — Pour calculer le logarithme «le la racine »|V"" d'un nombre, il faut diviser le logarithme de ce nombre par m. Lorsque le logarithme a une caractéristique positive, l'opération se fait sans difficulté. On remarquera seulement qu'on ne devra calculer, dans ce quotient, qu'autant de décimales qu'il y en a dans le logarithme donné. Si on connaît 7 décimales du logarithme, il serait absolument illusoire de calculer le quotient avec # décimales; car, puisqu'on ne connaît pas la huitième décimale du logarithme, la huitième décimale du quotient par n ne sera pas non plus connue.
Ainsi,
log 2 = 0,3010300;
donc :
logVi = l X log 2 = 0,1003433.
Lorsque la caractéristique du logarithme est négative, il faudra procéder de la façon suivante :
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nombres se calculent, facilement, par des extractions de racines
carrées successives. Ainsi, le nombre qui a pour logarithme - est
10* ou v/10 ; celui qui a pour logarithme Test 10'' ou y 10 = V y'10,
et on l'obtient en extrayant la racine carrée du précédent. De même,
en extrayant la racine carrée du nouveau nombre, on a y'10 dont le
logarithme est -; et ainsi de suite (!).
Ces puissances de 10 ainsi calculées, on a une suite
10, r , r , r . ... /' , ... #• cl},
de nombres dont les logarithmes sont, respectivement,
Dans cette suite, chaque nombre est le carré du suivant :
p — i v pi
Cela étant, soit a un nombre compris entre 1 et 10. Ce nombre sera
certainement compris entre deux nombres consécutifs de la suite (1).
Supposons, par exemple, a compris entre r et r^ a contient
donc r3 et ne contient pas ra. On peut poser
b étant un nombre plus grand que 1. D'ailleurs, b est plus petit que r3, car, si b était plus grand que rs, a serait plus grand que (ra\ qui
est égal à i\ ; ce qui n'est pas. b étant plus petit que r3, le plus grand
nombre de la suite (1) contenu dans b sera d'un indice supérieur à 3. Supposons, par exemple, que b soit compris entre rfi et r_. On
pourra poser
b — rm X r,
et c sera un nombre plus grand que 1 et plus petit que r, (puisque b
(1) On trouvera dans les tables de Collet (pages 12 et 13) une table des puissance*
fractionnaires de 10, depuis l'exposant -jusqu'à l'exposant l-J et, en regard, K»>
expressions décimales des exposants.
est plus petit que (r\ = r \. De même, on chercliera le plus grand nombre de la suite (1) contenu dans c soit, par exemple, r , on posera
c — ''h x d:> et ainsi de suite. On aura
Les nombres //, c, d, etc., vont en décroissant et tendent vers l'unité. Au bout d'un nombre d'opérations assez grand, on arrivera à un dernier quotient assez voisin de l'unité pour qu'il soit permis de le confondre avec l'unité et, alors, a sera mis, approximativement, sous la forme d'un produit de termes de la série (1) c'est-à-dire de puissances fractionnaires de 10 ('). On aura donc, au bout d'un nombre d'opérations assez grand, trouvé un nombre x, qui est la somme des exposants de 10 dans les divers facteurs r3, /•., rn. etc., tel que l'égalité
soit vérifiée avec telle approximation qu'on voudra. On aura donc,
x = logrt.
Par exemple, cherchons le logarithme de \,{. On trouve, en se reportant à la suite (i), que 1,1 est compris entre rK et r3. On peut donc poser
1,1 = rs X 6
ou
\yi = (10)" X l>,
»ft on a : b = 1,0236292450 D'ailleurs, 6 est lui-même compris entre
)\ et r7. On peut donc poser
(I; Tour montrer combien les terme* de la suite (1) se rapprochent rapidement de l'unité, il suffit de considérer la valeur de rM. On a :
rM — 1, 00000 00000 00000 00199 71742 08115... on a donc :
,,<w ~~ * < ïô"'
c est compris entre r8 et r9j et on pose
ou
On a donc
ou
1,1 = (io)T»+ïïï + nr x dm
™ + îôq + kTÔ es^ déjà une valeui* approchée du logarithme cherché
et l'erreur est certainement plus petite que — puisque d, étant plus petit
que r9, est pluspetit que (10) * ' f .
En continuant de la sorte, on trouve :
1>1 == rB r7 r9 ,§12 r13 **17 r!9 rfO rU 'il r30 r3i X #»
</ étaul plus petit que r32 :
On a donc :
et Terreur commise est plus petite que ( - ) qui est égal à
Les huit premières décimales sont donc exactes et on trouve, en effectuant le calcul,
1og(l,l) = 0,04139268.
Dlsposltlou et usagée des tables de logarithmes
— Toute table de logarithmes contient les parties décimales des
mantisses des nombres de 1 à 10. Suivant le degré de précision que
Von veut mettre dans les calculs, on emploie des tables contenant
les nombres de — ^ en «r^. , de .-7^ en 7-^ , ou de J/wwin en
et les mantisses avec 4, S, 7 ou 8 décimales. Les tables les plus usitées sont les tables qui contiennent les loga-
rithmes des nombres de cinq chiffres, de 1 à 100.000, avec 7 décimales exactes (4).
Voici la disposition générale d'une telle table. Chaque page est une table à double entrée. Dans une première colonne verticale à gauche, en tête de laquelle est inscrit le signe N ou Num, se trouvent les quatre premiers chiffres des nombres dont on cherche les logarithmes. A droite de cette première colonne se trouvent, successivement, dix colonnes en haut desquelles sont inscrits les chiffres
La partie décimale de la mantisse d'un nombre est inscrite à l'intersection de la ligne horizontale, à gauche de laquelle se trouve (dans la colonne N) le nombre formé par ses 4 premiers chiffres, et de la colonne au haut de laquelle est inscrit le dernier chiffre. Ainsi, par exemple, la partie décimale de la mantisse du logarithme du nombre 64849 se trouve à l'intersection de la ligne horizontale, à gauche de laquelle est inscrit le nombre 6484 (dans la colonne N), et de la colonne au haut de laquelle est le chiffre 9.
Pour éviter de donner à la table des dimensions trop grandes, on ne répète pas les trois premiers chiffres de la mantisse qui sont communs à un grand nombre de logarithmes. Ces trois premiers chiffres sont écrits, une fois pour toutes, vis-à-vis du plus petit nombre de la colonne N auquel ils se rapportent, dans la colonne zéro. Ainsi, si Ton cherche la mantisse du logarithme de 64849 on ne trouve, à l'intersection de la ligne 6484 et de la colonne 9, que 9033 qui sont les quatre derniers chiffres de la partie décimale de la mantisse. Les trois premiers chiffres sont 811, qui sont inscrits dans la colonne 0, vis-à-vis de 6471. La mantisse du logarithme de 64849 est donc 0,81 19033.
Pour faciliter les recherches, chaque page de la table porte en indication, au haut, les trois premiers chiffres du premier nombre et du premier logarithme qu'elle contient.
Les tables de logarithmes portent, en général, à gauche de la colonne N ou Num deux colonnes supplémentaires et, d'ailleurs, d'autres indications qui ne servent pas dans le calcul des logarithmes des nombres et dont, par suite, nous n'avons pas à nous occuper ici (*).
(1) Telles sont les tables de Callet, de Dupais et de Schrôn. Dans les calculs rapides, on emploie de préférence des tables à cinq décimales., comme, par exemple, celle de Hoiiel.
(1) Nous n'avons donné ici qne des indications générales sur la disposition des tables & 7 décimales. Chaque table a certains détails qui lui sont particuliers. Toute table de logarithmes est précédée d'une Introduction dans laquelle on décrit sa disposition et son mode d'emploi. Nous renvoyons le lecteur, pour les détails, à cette Introduction.
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Ceci posé, on peut, en se servant d'une table, résoudre les deux questions suivantes : connaissant un nombre , trouver son logarithme, et trouver un nombre connaissant son logarithme.
Problème. — Calculer le logarithme d'un nombre donné.
On calcule, d'abord, immédiatement, la caractéristique du nombre. Cette caractéristique se calcule, sans la table, par les règles des théorèmes I et II du n° 139. Si le nombre est plus grand que 1, sa caractéristique est positive et égale au nombre des chiffres de sa partie entière moins un. Si le nombre est plus petit que 1, sa caractéristique est négative et a pour valeur absolue le nombre des zéros situés à gauche du premier chiffre significatif de la partie décimale,.
La mantisse se calcule au moyen des tables. Pour cela, on supprime, dans le nombre, la virgule et on cherche la mantisse du nombre entier ainsi obtenu. Si le nombre entier, ainsi obtenu, n'a pas plus de cinq chiffres on trouve, immédiatement, la partie décimale de la mantisse dans les tables.
Ainsi, le nombre 32,547 a pour caractéristique I et on trouve que lu partie décimale de la mantisse de 32 547 est : 512 5110, on a donc :
iog (32,547)= 1,5125110.
Si le nombre entier obtenu, après suppression de la virgule, a plus de cinq chiffres, on procède de la façon suivante. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trouver la mantisse de 3024075 : ce nombre est compris entre 3024000 et 3024100, la mantisse de son logarithme est donc comprise entre les mantisses des logarithmes de ces deux nombres, ou, ce qui revient au même, entre les mantisses des logarithmes des deux nombres 30240 et 30241. Ceci nous prouve que la mantisse du logarithme de 30240 est une valeur approchée par défaut de la mantisse de 3024075. Donc:
On obtient une valeur approchée par défaut de la mantisse du logarithme d'un nombre quelconque en prenant la mantisse du logarithme du nombre formé par ses cinq premiers chiffres à gauche.
II reste à tenir compte des derniers chiffres 7 et 5. Pour cela, ou remarque, enlisant une table de logarithmes, que la différence entre la partie décimale de la mantisse d'un logarithme et la partie décimale de la mantisse du logarithme suivant ne varie que très lentement. Ainsi, surtout vers la fin de la table, il arrive qu'on trouve des suites de cinq ou six cents logarithmes telles que l'excès de la mantisse d'un logarithme sur la mantisse du logarithme précédent soit constant. Ceci revient à dire que, dans des intervalles suffisant-
ment restreints, l'accroissement du logarithme peut être considéré comme proportionnel à l 'accroissement du nombre.
En admettant ceci comme suffisamment exact, on pourra tenir compte d'un 6"c ou 7me chiffre, par une application de la règle de proport ionalité.
Ayant déterminé la partie décimale de la mantisse du nombre formé par les cinq premiers chiffres, on fait la différence d entre celte partie décimale et celle du logarithme suivant de la table. Alors, dans notre hypothèse, puisque, lorsque le cinquième chiffre augmente d'une unité, la partie décimale de la mantisse augmente de d, lorsque le sixième chiffre augmentera d'une unité, la partie
décimale de la mantisse du logarithme augmentera de — et, si le
sixième chiffre est 7, par exemple, il faudra augmenter la partie décimale de la mantisse de
De même, lorsque le septième chiffre augmente dune unité, la
partie décimale augmente de
Si, donc, le septième chiffre est S, par exemple, la partie décimale de la mantisse du logarithme doit être augmentée de
Ainsi, par exemple, soit à chercher la partie décimale de la mantisse de log (3024075). La partie décimale de la mantisse du logarithme de 30240 est 4805818. La différence entre cette partie décimale et celle du logarithme de 30241 est
pour tenir compte du sixième chiffre 7, il faudra donc augmenter la partie décimale et la mantisse de
et, pour tenir compte du septième chiffre 5, il faudra augmenter la partie décimale de la mantisse de
AU
La partie décimale de Ja mantisse du logarithme de 3024075 est donc :
Dans ces calculs, il ne faut jamais calculer plus de sept décimales. Cependant, lorsque la huitième décimale devrait être plus grande que 5, on force la septième décimale d'une unité.
Pratiquement, pour calculer les accroissements du logarithme, en tenant compte du sixième et du septième chiffre, on se sert de petites tables auxiliaires inscrites à la droite de chaque page de la table dans une colonne intitulée diff. ou PP (parties proportionnelles). Ces petites tables contiennent lesproduits par 0,1, 0,2, 0,3. ..0,9 des différences des parties décimales des mantisses inscrites dans la page considérée.
Ainsi, dans la page où se trouve la mantisse de 30240, se trouve, dans la colonne des parties proportionnelles, la petite lable suivante :
ma
En regard du nombre 7 se trouve le produit de 143 par 0,7. En reculant, dans cette table, toutes les virgules vers la gauche on aies produits de 143 par 0,01, 0,02, 0,03 ... 0,09 qui servent à tenir compte des septièmes chitTres.
Voici quelques exemples de disposition pratique des calculs dans la recherche du logarithme d'un nombre donné :
i- Calculer \og (515,6718)
pour 51567 7123719 diff.= 84
pour 0,1 8,4
pour
log (515,6718)= 2,7123734
2° Calculer log (0,03141592)
pour 31445 4971371 rftf.= 138
pour 0,9 124,2
log (0,03 141592) = 2,4971498
La méthode des parties proportionnelles, qui se fonde sur la proportionalité de l'accroissement du logarithme à l'accroissement du nombre, ne donne pas de très bons résultats quand le nombre formé par les cinq premiers chiffres est tout à fait au début de la table entre 10000 et 10800, car, dans cet intervalle, l'hypothèse de laproportionalité est moins exacte. C'est à cause de cela que la majorité des tables à 7 décimales contiennent les logarithmes des nombres jusqu'à 108000, c'est-à-dire que les tables donnent directement le logarithme d'un nombre de 6 chiffres de 100000 à 108000. On n'a plus, alors, qu'à appliquer une seule fois la règle des parties proportionnelles pour tenir compte du septième chiffre, s'il y a lieu (M.
Problème inverse. — Calculer un nombre connaissant son logarithme.
Le logarithme d'un nombre étant donné, la mantisse fait connaître le nombre obtenu en supprimant la virgule et la caractéristique fait connaître la place de la virgule.
Si la mantisse du logarithme proposé a pour partie décimale précisément la partie décimale de la mantisse d'un nombre donné par la table, on a, immédiatement, le nombre cherché.
Ainsi, par exemple, soit à trouver le nombre dont le logarithme est :
On trouve, dans la table, que le nombre dont la partie décimale de la mantisse est
est : 492 S 2. Le nombre cherché est donc :
Dans la majorité des cas, on ne trouve pas, dans la table, de nombre dont la partie décimale de la mantisse soit, précisément, celle du logarithme proposé. On cherche, alors, le nombre le plus
(1) Si le nombre proposé avait plus do sept chiffres, il serait inutile de pousser l'application de la règle de proportionalité en tenant compte du huitième chiffre, car on n'aurait pas une approximation plus grande.
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grand dont la mantisse soit contenue dans la mantisse proposée, les cinq chiffres qui forment le nombre, sont alors, les cinq premiers chiffres du nombre cherché.
11 reste à calculer le sixième et le septième chiffre. Pour cela, on forme la différence o entre la partie décimale de la mantisse proposée et la partie décimale de la plus grande mantisse de la table qui y est contenue. Soit, d'autre part, d la différence des parties décimales des deux mantisses, de la table, qui comprennent la mantisse proposée. En admettant, toujours, que l'accroissement du logarithme est proportionnel à l'accroissement du nombre, on pourra calculer les deux chiffres suivants.
Puisque, lorsque le cinquième chiffre du nombre augmente d'une unité, le logarithme augmente de </, le sixième chiffre sera égal au
nombre entier de fois que * sera contenu dans 3. On cherchera
donc le plus grand des multiples de — (multiples qui sont inscrits
dans la table auxiliaire des parties proportionnelles) plus petit que o.
Soit 8' l'excès de l sur ce multiple. Le septième chiffre sera évidem-
d ment égal au plus grand nombre entier de fois que —-est contenu
dans ô'.
Par exemple, soit à trouver Je nombre dont le logarithme est
En se reportant à la table, on trouve que les deux nombres
50663 et 50664
ont pour parties décimales des mantisses de leurs logarithmes, respectivement,*
7046909 et 7046995.
Le nombre cherché est donc (abstraction faite delà virgule) compris enliv
50663 et 50664.
Les cinq premiers chiffres sont donc 50663. L'excès de la partie décimait* de la mantisse donnée sur la partie décimale de la mantisse de 50663 esl :
D'autre part, l'excès de la partie décimale de la mantisse de :>0664 sm celle de 50663 est :
En se reportant à la table des parties proportionnelles, on trouve que le plus grand multiple de — = 8,6 contenu dans J est
Le sixième chiffre est donc 7. L'excès de $ sUr ce multiple est :
Kn se reportant encore à la table des parties proportionnelles, et en
reculant, dans tous les produits, la virgule d'un rang vers la gauche, on
d trouve que le plus grand multiple de jrrz = 0,86 contenu dans &' est :
Le septième chiffre est donc 2.
Pratiquement, on dispose l'opération de la façon suivante :
Calculer le nombre x tel que
log# = 3,7046971.
pwr 7046909 50603 *iif. — 86
* = 62 pour 60,2 0,7
pour \ ,7 0,02
Car, la caractéristique étant + 3, la partie entière du nombre a quatre •hiffres (').
144. Application. — Les logarithmes permettent de résoudre les équations exponentielles de la forme
a — Ik
a et b étant deux nombres positifs.
Car, en prenant les logarithmes des deux membres on a :
c . log a = log fi,
ou
log b '
(l) Gomme nous l'avons dit plus haut, il serait illusoire de chercher à calculer un huitième chiffre, pour le nombre, en appliquant une troisième fois la méthode des parties proportion uoUo8, car l'approximation avec laquelle on connaît le logarithme ne permet pas de calculer le nombre avec une plus grande approximation.
Exemple. — Résoudre l'équation
On a
= IogO,S log3
Or :
log3 = 0,4771213, log 0,5 = 1,6989700;
donc :
Comme le numérateur est négatif, on peut mettre le signe ( — ) en évidence de la façon suivante : on écrit
_ cologO, 5
Il reste à calculer le quotient
Pour cela, nous emploierons les logarithmes, car
lôgr/ = log (0,3010300) + colog (0,4771213).
1° Calcul de log (0,301 0300)
pour 30103. 4786098
log0,3010300 = 7,4786098.
2° Calcul de colog (0,4771213)
pour 47712 6786276 <///.= 94
pour 0,1 9,1
pour 0,03 2,7
log (0,477121 3) = î,6786288 colog (0,4771213) = 0,3213712.
3° Calcul de q :
log (0,3010300) = 1,4786098 colog (0,4771213) = 0,3213712
Jog? = 1,7999810
pour 7999743 63092 <Hff. = 69
*' = 4,9 pour 4,8 0,07
Donc :
219. Calculer, par logarithmes, les valeurs numériques des expressions suivantes
pour
c* ' y(a + 6)c», îto»(a + c)
Résoudre les équations exponentielles
221. Quelle est la base du svstème de logarithmes dans lequel 47 a pour
logarithme -?
Résoudre les systèmes suivants :
> logjt- -f logy = rt, i ■*" + .y* = m ;
Sa =6%
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application numérique :
* r , vr g
(Barbabin) ;
application numérique :
ar = 1,
(* + yf = 2,
223. Connaissant le premier terme a, la raison q et le dernier terme / d'une progression géométrique limitée, calculer le nombre des termes.
Applications numériques :
224. Connaissant le premier terme 0, le dernier terme / et la somme S des termes d'une progression géométrique, trouver le nombre des termes de la progression et la raison.
Application numérique :
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CHAPITRE IV
145. Rappelons, d'abord, en quelques mots, les règles de Y Intérêt simple (a).
Lorsqu'on prête une certaine somme d'argent, dite capital, l'emprunteur verse au prêteur une certaine somme d'argent, dite intérêt du capital, pour payer le droit de jouissance du capital. Le capital reste, d'ailleurs, la propriété du prêteur.
Dans le prêt à intérêt simple, on admet les conventions suivantes :
L'intérêt, produit par un capital, est proportionnel à ce capital et au temps du prêt. On appelle taux de l'intérêt, l'intérêt rapporté par l'unité de capital dans l'unité de temps. Ainsi le taux est r si 1 franc, placé pendant une année, rapporte r (fractions de francs). On dit que le taux est de 4 pour cent, ce qui s'écrit 4%, si 100 francs rapportent 4 francs en un an. Ainsi, au taux de 4%» 1 franc rapporte 0fr,04, en un an.
La formule générale de l'intérêt simple est
i désignant l'intérêt et A le capital, exprimés en francs, r le taux, et t le temps du placement, en prenant l'année pour unité de temps.
146. Une somme est placée à intérêts composés lorsque, à la fin de chaque unité de temps, l'intérêt est ajouté au capital et produit lui-même intérêt pendant les unités de temps qui suivent.
On dit que les intérêts sont capitalisés à la fin de chaque unité de temps. Ordinairement, on prend l'année pour unité de temps.
Le problème général des intérêts composés est le suivant :
Problème. — Calculer ce que devient un capital A, placé à intérêts composés, pendant n années, au taux y, les intérêts se capitalisant à la fin de chaque année.
Pendant la première année, le capital A a produit l'intérêt Ar, ce capital est donc devenu
A + Ar = A (1 + r).
(1) La question désintérêts composés a déjà été traitée en arithmétique par M. Tannery, dans les n°* 388 à 390 de ses Leçon» d'arithmétique. Nous reprenons ici la question parce que l'usage des logarithmes simplifie la solution des problèmes auxquels on est conduit.
(2) Voir dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery, les n" 317 à 387.
Ceci prouve que :
Von obtient la valeur acquise par un capital au bout d'un an, en multipliant ce capital par (1 -}- *")•
Au bout de la première année le capital est A (1 -f- r); au bout de la seconde année il est donc égal à
La valeur acquise, par le capital, au bout de la troisième année s'obtiendra en multipliant la valeur acquise au bout de la seconde année par ( 1 -f- r) . Cette valeuf est donc A ( 1 + rY î et &ins* <te suite. La valeur acquise, par le capital, au bout de n années, sera donc A' :
Cette formule donne des calculs faciles à faire par logarithmes, car on a :
log A; = log A + n . log (1 -f r)«
Exemple. — Que devient un capital de 1 000 francs placé à intérêts composés pendant dix ans à 3 • /0 ?
On a, ici :
A = 10000, n = 10, 1 + r = 1,03 ; log A = 4, log (1 + r) = 0,012 8372, n. log (1 + r) = 0,1283720.
Donc,
log A' =4,1283720;
ce qui donne
A'= m39rr,15.
147. Cas général. — Le temps du placement n9est pas un nombre entier aV années.
Supposons que le capital A ait été placé, à intérêts composés,
pendant un nombre n d'années, plus une fraction - d'année, au
taux r. Au bout des n années le capital est devenu
Il est naturel de supposer que, pendant la fraction - d'années, le
capital soit placé à intérêt simple.
Cet intérêt est, alors,
A (1 + r)nZr q
et le capital est devenu
A (1 + r)n + A (1 + r)"|r = A (1 + r)B (i + *r). La formule
A' = A (1 + r)" (l + Jr) (2),
à laquelle on parvient, se prête mal aux calculs logarithmiques. Pratiquement, on lui substitue la formule suivante :
qui donne, pour la valeur de A', des résultats un peu plus faibles ('), mais qui est plus commode dans les calculs, car elle donne
log A' = log A + (n +£\ log (1 -f- r).
Cette formule peut, d'ailleurs, être justifiée par le raisonnement suivant :
Au lieu de supposer que les intérêts soient capitalisés tous les
(I) Pour montrer que la formule pratique donne des résultats plus faibles que la formule (2), il suffit de montrer que
r étant un nombre positif et - un nombre plus petit que I. Ceci se vérifie facilement dans le>
cas oh p = 1. Car, q étant un nombre entier, on a (Voir n* 133, Lemme) :
« + 9* < (t + «)« ; prenons
on aura
ou
Lorsque - est quelconque mais plus petit que 1, on peut faire la démonstration de la façon suivante :
ans, supposons qu'on les capitalise tous les qiéme* années. Calculons quel doit être le taux pour que , dans cette nouvelle hypothèse, le capital obtenu soit le même que celui qu'on obtient par la formule (1), quand le nombre des années est entier. Or, 1 franc, au bout d'une année, devient 1 -f- r; d'autre part, soit x le taux cherché, c'est-à-dire l'intérêt de 1 franc dans un qiém* d'année : en
Considérons la différence
y= (i + x\— (l + P-x\ et prenons la dérivée de cette fonction y de;:
i/ = £ ( i -\- x\q " l — - (Voir Exercice 163).
Celte dérivée s'écrit
Pour toute valeur positive de x, (1 -f x) est plus grand que I et, par suite, toute puissance
positive I 1 + x J q , de (l -f jp), est aussi plus grando que 1. Pour toute valeur positive
de a\ la quantité ontre crochets est négative et, par suite, la dérivée y' est négative. La
fonction y décroti donc, lorsque x est positif ( - < ! )• Or, pour x = 0, on a y = 0, par
suite, lorsque x croît à partir de zéro, y décroit à partir de zéro. Pour toute valeur positive de r, y est donc négatif et on a, pour x = r,
La même démonstration montrerait que, si - était plus grand que 1, la dérivée y' serait
positive, pour toute valeur do x% et, par suite, aussi y. Donc, si
on a :
(l +ry> I + ?r.
Nous avions déjà démontré cette proposition dans le cas ou- est entier (n* 133, Lemme),
un an, 1 franc sera devenu (1 + xf, dans la nouvelle hypothèse. On devra donc avoir :
ou
Ceci posé, le capital, étant placé pendant nq + 7;, qiém" d'années, les intérêts se capitalisant tous les qiéme* d'années, au taux a?, devient :
et, par suite,
Pratiquement, la formule générale des intérêts composés est
/ désignant le temps du placement, Tannée (ou, plus généralement, la période de temps au bout de laquelle on capitalise les intérêts) étant prise pour unité. * peut être un nombre entier ou fractionnaire.
I. — Le premier problème est celui que nous avons traité
Que devient un capital A placé, à intérêts composés, pendant le temps t, au taux r?
La formule (3) donne, immédiatement, le capital A' cherché. On trouve des tables toutes faites donnant les valeurs de (l +7)" pour les taux usuels et une suite de valeurs de l'exposant n (*), mais
(I) M. Tannory, dans ses excellentes Leçons d arithmétique, indique Y Annuaire du Bureau des
Longitudes, qui contient les valeurs de (I -f r)n et do ~~~ ~Z pour r = 0,025 ; 0,03 ; 0,035 ;...
0,06 et pour les valeurs de n, de t à 31. Pour les calculs plus compliqués, il indique encore la
Théorie de» intérêts composés et annuités de Pédor Thoman eV là Théorie mathématique des
opérations financières de M. Char\on (Gauthier- Villars et fils).
remploi des logarithmes, dans les calculs, dispense, facilement, de l'usage de ces tables. On a, en effet
logA' = logA +Mog(l + r).
II. — Quel est le capital qu'il faut placer, à intérêts composés, au taux r, pendant le temps t, pour obtenir un capital h! ï De la formule (3) on tire :
d'où
logA = logA' + f.colog(l +r).
Exemple. — Quelle somme un père doit-il placer, à intérêts composés, à 3 %, à la naissance de sa fille, pour lui constituer, à dix-huit ans, une dot de 100 000 francs?
Ici, un a :
A' =100000, t=18, l + r=l,03; log A' = 5, log (i + r) = 0,0128372,
colog (1 + r) = 7,9871628, 18. colog (1 + r) = 7,7689304.
Donc
log A = 4,7689304,
d'où
III. — A quel taux faut-il placer un capital A, à intérêts composés, pour quil devienne A' dans le temps t? La formule (3) donne
logA' == logA + / log(l + r)
d'où
log(1 + r) = jogANheoloiA
on a, ainsi, 1 + r e^ Par suite, r.
Exemple. — A quel taux faudrait-il placer un capital pour qu'il fut doublé en 15 ans, à intérêts composés ?
La formule (3) donne :
d'où
. ,â , log2 0,3010300
log (i + r) = 0,0200686,
on en tire :
Le taux cherché est donc 4,72 %•
IV. — Combien de temps faut-il placer un capital A pour, qu'à intérêts composés, au taux r, il devienne A'? Puisque, d'après la formule (3),
logA' = logA + /log(t + r), on a :
log A' + cologA
log(l + r)
Pour calculer le quotient qui donne t, on pourra encore employer les logarithmes :
log/ =log[logA' + cologA] + colog[log(l + r)]
Exemple. — Au bout de combien de temps un capital placé, à intérêts composés, à 5 %» aura-t-il décuplé ? (!). La formule (3) donne :
d'où
log (10) 1
~~ log (1,05) ""0,0211893' log t = colog (0,021 1893) = 1,6738833 ;
ce qui donne
ou
4 —_ tnmn» Qm»ii Ajout»
Remarque. — Lorsqu'on suppose que la période, au bout de laquelle on capitalise les intérêts, est le qièm* d'année, on fait d'ordinaire la convention que le taux est tel que le capital acquiert au bout d'un
(I) Voir, dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery (n° 390), comment on pourrait traiter ce problème sans se servir de tables de logarithmes.
an la même valeur que si la période était d'un an, à un taux donné.
Dans ces conditions, la valeur acquise par un capital au bout d'un an est toujours la même quel que soit q.
Mais on pourrait calculer la valeur acquise par le capital de la façon suivante qui serait, peut-être, plus rationnelle :
Soit r le taux, c'est-à-dire l'intérêt de 1 franc pendant un an.
r Pendant un qihmù d'année, 1 franc rapporte -. Donc, au bout d'un
premier qién9 d'année, le capital A est devenu :
Au bout de p périodes, ou - années, le capital sera devenu :
Par exemple, au bout de n années, p = hj, et le capital sera :
ou
Le multiplicateur du capital A est ici >
au lieu de
• d+rr.
Or, comme on sait (n° 133, Lemme), on a :
ou
on a donc
Le nouveau multiplicateur est donc plus grand. Il y aurait donc avantage à diminuer la période.
C'est précisément pour éviter cet avantage que donnerait le fractionnement de la période, que les banquiers ont adopté la convention qui conduit à la formule (3), convention qui n'est pas en accord absolu avec les règles de l'intérêt simple, comme celle qui nous a conduit à la formule (4).
Lorsque q augmente, le multiplicateur de la formule (4) augmente, mais il n'augmente pas indéfiniment. On peut, en effet, démontrer (') que, lorsque q croit indéfiniment,
a pour limite er, e désignant la base des logarithmes népériens. A la limite, la formule (4) devient, quand q croit indéfiniment,
A' = A eru,
qui serait ce qu'on pourrait appeler la formule des intérêts composés à capitalisation instantanée.
CHAPITRE V
149. Placements annuels. — Une personne place, tous les ans, au commencement de tannée, une même somme a, à intérêts composés, quel est le capital constitué au bout de n années ?
Le placement a, placé au commencement de la première année, reste placé pendant n années et a, par suite, acquis, au bout des n années, la valeur
r étant le taux.
Le second placement a ne reste placé que (n — 1 ) années et devient, au bout des n années,
(I) Cette démonstration est du ressort de l'algèbre supérieure.
et, ainsi de suite. Le dernier placement ne reste placé que pendant une année et acquiert la valeur
Le capital constitué, au bout des n années, est la somme P des valeurs acquises par les placements partiels. On a donc :
Le second membre de cette égalité est la somme des termes d'une progression géométrique dont le premier terme est a (1 + r) et la raison (l + r); on a (n° 132, Th. I) :
(l+r)-l ou
Cette formule n'est pas, directement, calculable par logarithmes ('), car on a :
log P = log a -f- log (1 + r) + 1°8 [(î + rT — 1] + colog r
et on ne connaît pas directement la quantité (1 + r)H — 1, car il
faut faire un premier calcul logarithmique pour connaître (1 -f- r)"- Si, donc, on veut calculer P, par logarithmes, il faut, d'abord, calculer
(1 + r)1', puis, ayant formé (1 + r)n — 1 , appliquer la formule précédente qui donne log P.
Exemple. — Une personne dépose à la caisse d'épargne, tous les ans, au commencement de Vannée, 125 francs, pendant dix ans, on demande quelle somme elle aura à toucher au bout de dix ans. Le taux de fintérét est
2,5 •/.- Ici on a :
(1) On dit qu'une expression est calculable par logarithme* lorsqu'elle ne contient aucun signe (+) ou (— ) reliant des quantités connues ou des quantités qu'on déduit facilement des quantités connues. Ainsi l'expression
« {« + rf
qui donne la valeur acquise par un capital a, placé a intérêts composés, est calculable par logarithmes.
On calcule, d'abord, (i + rf :
log (1 + r) = 0,0107239, 10 • log (1 + r) = 0,1072390,
d'où on tire :
(1 + r)" = 1,28008 et
Pour calculer P, on a, alors,
log a = 2,0969100 log (1 + r) = 0,0107239
log [(1 + r)10 — l] = ï,4472821 cologr = 1,6020600
log P = 3,1569760 P = 1435f%41.
Le calcul direct de P, par l'emploi unique des logarithmes, est assez pénible ; aussi, dans la pratique, se sert-on de tables toutes faites donnant les valeurs du multiplicateur
<. + „lL±£=i.
pour les valeurs usuelles de r et de n.
On trouve, par exemple, dans Y Annuaire du Bureau des Longitudes une table donnant les valeurs de ce multiplicateur pour les taux 3, S; 4; 4,5; et 5%. et de 1 à 33 années.
Exemple. — Quel est le capital produit, au bout de J5 années, par io placements de 1 000 francs chaque, à 4 °/o.
On trouve, dans les labiés, qu'un placement de 1 franc, pendant 15 années, produit
1 000 francs produisent, donc,
20 824fr,531.
La formule qui donne P contient quatre quantités : P, a, r, et ». Les problèmes de placements peuvent donc affecter quatre formes différentes, suivant que l'inconnue est Tune de ces quatre quantités. Lorsque l'inconnue est P ou a, le problème ne présente aucune difficulté. Lorsque l'inconnue est r, le problème n'est pas toujours
complètement résoluble par les procédés élémentaires. Car, si on prend (t -f- r) comme inconnue
f- »' = x, on a
= ax — = a [x -f- x -{- x -f" ... -f- x + x)
ce qui donne, pour déterminer #, l'équation
ax11 -f- «#" + oxn~ -|- . . . -{- ax + ax — P = 0,
équation complète de degré n qu'on ne sait pas résoudre, élémentairement, dès que n dépasse la valeur 2 (J). D'ailleurs, pratiquement, ce problème ne se présente jamais.
Dans le cas où l'inconnue est le nombre n des placements, le problème n'a de sens que si la solution est un nombre entier. Le problème se résoud, facilement, au moyen des tables. Il suffit de chercher, dans la colonne correspondante au taux r, la valeur de m pour laquelle l'expression
est égale à -. Par les logarithmes, on a aussi, facilement,
log [(1 + r)n — l] = log P + log r + colog a -f colog (l +r)-
Ayant, ainsi, calculé (1 + rT — 1, on a (1 + r)n. Supposons qu'on ait trouvé
(1 + r)" = A, on en tire
log (1 + r)
(1) On pourrait résoudre le problème, approximativement, en cherchant, dans les tables qui
donnent les valeurs de (1 -f r) , quelles sont les deux valeurs de r telles que,
pour le nombre n d'années donné, les valeurs correspondantes de (l -f r) - com-
p prennent le quotient -. La plus petite de ces deux valeurs de r sera une valeur approchée,
par défaut, du taux cherché.
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Si n n'était pas un nombre entier, on aurait une solution approximative en prenant pour n la partie entière du quotient.
— On appelle valeur actuelle d'un placement a placé, à intérêts composés, pendant n années, au commencement de chaque année, le capital V qu'il faudrait placer au commencement de la première année pour obtenir, parce placement unique, au bout des n années, le même capital que celui qu'on obtient par les n placements annuels.
D'après la formule des intérêts composés, on a, évidemment,
(1 + r)n d'où
V=-fl + r)fl ~1.
'* ;L (1 + rfJ
L' 'Annuaire du Bureau des Longitudes contient, aussi, des tables donnant les valeurs de
pour les valeurs usuelles de r et n.
150. Annuités. — On appelle annuités des versements égaux effectués, pendant un certain nombre d années, à la fin de chaque année (l). Chaque annuité est placée à intérêts composés.
Le problème le plus général des annuités est le suivant :
Problème. — Quel est le capital C produit par n annuités a versées, à la fin de chaque année, pendant n années? (r étant le taux de V argent).
Ce problème se traite de la même façon que celui des placements annuels, la seule différence est que chaque versement, étant effectué à la fin de l'année, reste placé pendant un an de moins. Ainsi, la première annuité ne reste placée que (n — 1) années, la seconde (n — 2) années, l'avant-dernière une année, et la dernière annuité ne rapporte aucun intérêt. On a, alors, immédiatement,
(I) On donne quelquefois, d'une façon incorrecte, le nom d'annuité» aux placements annuels effectués au commencement de chaque année. Ordinairement, le nom d'annuités est réservé, comme nous l'avons fait, aux versements effectués à la fin de chaque année, versements qui servent à rembourser une dette ou à fournir une rente temporaire d'un capital placé a fonds perdus.
et, comme le second membre est la somme des termes d'une progression géométrique, on a :
C=aK ^ } 1 (2),
qui est la formule générale des annuités.
Cette formule, de même que la formule (1) des placements annuels, n'est pas calculable par logarithmes. Pour les calculs pratiques, on
a construit des tables donnant les valeurs usuelles de i
c'est-à-dire le capital produit par une annuité de 1 franc placée pendant n années, à la fin de chaque année, au taux r. On trouve une de ces tables dans Y Annuaire du Bureau des Longitudes.
La formule (2) donne lieu aux mêmes remarques que la formule (1 ) des placements annuels. On peut imaginer quatre formes de problèmes sur les annuités, suivant que l'inconnue est Tune des quatre quantités G, a, r, ou n, et ces problèmes se résolvent de la même façon que les problèmes analogues de placements annuels.
— On appelle valeur actuelle d'une annuité a, versée pendant n années, à la fin de chaque année, le versement unique qu'il faudrait faire, au commencement de la première année, pour obtenir, au boiit des n années, le même capital que celui qu'on obtient par les versements des n annuités.
Soit V la valeur actuelle, on a, évidemment,
Exemple. — Une personne À désire faire, à une autre personne B, une rente de 1 000 francs par an, pendant vingt ans. A cet effet, elle verse, une fois pour toutes, une certaine somme dans une maison de banque, qui se chargera de servir la rente pendant les vingt années, à la fin de chaque année. Quelle est la somme que lajpersonne À devra verser à la banque? Le taux de l'argent étant
La somme à verser est évidemment, la valeur actuelle V d'une annuité de 1000 francs versée pendant 20 ans.
On applique donc la formule
où
a = 4 000, r = 0,035 el n= 20.
On trouve, dans les tables de Y Annuaire du Bureau des Longitudes, pour
r = 0,035 et n = 20,
- f 1 —nl = 14,212403;
la somme à verser est donc,
151. Amortissements. — Amortir une dette ou un emprunt, c'est rembourser cette dette ou cet emprunt par les versement? d'un certain nombre d'annuités.
Il y a deux sortes de questions d'amortissement suivant que les annuités précèdent l'échéance de la dette ou suivent le jour de l'emprunt.
I. La liquidation d'un capital, remboursable au bout d'un certain nombre d'années, peut s'opérer par un paiement intégral à l'échéance ou par le versement, chaque année, d'une annuité.
L'accumulation des annuités et de leurs intérêts composés reconstitue, à l'époque de l'échéance, le capital. Après le versement de la dernière annuité, la dette est éteinte, amortie.
Le calcul de l'annuité à verser, pendant n années, pour éteindre la dette G, s'obtient en appliquant la formule (2) (n° 150) qui donne le capital constitué par n annuités égales ha:
d'où on tire :
fl-C
r La quantité est ce qu'on appelle le taux de l'amortis-
(l+r)H— 1 sèment. V Annuaire du Bureau des Longitudes contiennes tables qui donnent les valeurs de ce taux, pour les valeurs usuelles de r et n. Si on désigne par t le taux de l'amortissement, la formule (4) s'écrit
Les questions d'amortissement peuvent affecter quatre formes
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différentes, suivant qu'on prend pour inconnue une des quatre quantités a, C, r ou n. 11 faut ajouter, à cela, les questions où, au lieu de se donner les deux quantités a et C, on se donne leur quotient qui est le taux t de l'amortissement.
Exemple I. — Quelle est l'annuité qu'il faut verser, pendant 12 années, pour amortir un capital de 50000 francs, payable à la fin de la douzième année? le taux de Vintérét étant 4 %.
Les tables donnent, pour r = 0,04, n = 12, la valeur du taux de l'amorti ssement :
On a, donc,
a = 50000 X 0,066 552 = 3327fr, 60.
Un problème courant est le suivant :
Combien d'années faudra-t-il pour amortir un capital quelconque* /<• taux de V amortissement étant t et le taux de l'intérêt étant r? On a, par définition du taux t de l'amortissement,
(1 + >f-l doù
et
'og (< + *•) + colog t (K
n~ log (1 + r) {5J-
Pour faciliter les calculs, on a construit des tables donnant les valeurs de n, pour les valeurs usuelles de / et r {Annuaire du Bureau des Longitudes).
Exemple II. — En combien d'années pourra-t-on amortir un capital de 500000 francs en payant des annuités de 10000 francs? le taux de iïnltrét étant 3 */* •/-
Le taux de l'amortissement est
La table du taux de l'amortissement donne, pour t = 2 % et t» = 3Vt */•» la réponse :
29 ans 148 jours*
Le nombre des années trouvé n'est pas entiei: A priori, il semble que la solution ne doive comporter qu'un nombre entier et que toute solution fractionnaire doive être rejetée. Voici comment on peut expliquer cette solution. On versera, d'abord, 29 annuités, de 10000 francs chaque, qui produiront au bout de 29 années un capital de
De plus, on versera une annuité complémentaire au bout de 148 jours. Or, au bout de 148 jours, le capital est devenu, à intérêts composés,
489107,99 X (1,035)^ = 496074fr,45.
11 restera donc, pour compléter les 500000 francs, à payer une annuité supplémentaire de
152. II. — Un Ëtat fait un emprunt remboursable en un certain nombre d'années. A cet effet, il paie, chaque année, une annuité dont une partie sert à payer les intérêts de la dette, ce qu'on appelle la renie de l 'emprunt, et dont l'autre partie est ce qu'on appelle Y amortissement de V emprunt et est destinée à rembourser une partie de l'emprunt.
Le calcul de l'annuité à verser pendant n années pour amortir un emprunt A se fait en écrivant que la valeur actuelle de l'annuité a, versée pendant n années, à la lin de chaque année, est égale à A. On appliquera donc la formule (3) (n° 150) dans laquelle on fera
On a donc, pour calculer a, la formule
r (1 + r)" d'où on tire :
_Ar (1 +?•)" a-(i + r)»_l (6)-
Si on désigne toujours par / le taux de l'amortissement
cette formule peut s'écrire :
qui montre que l'annuité a est l'annuité qui amortirait le capital À (1 -j- r)n payable dans n années. Ceci est naturel, puisque A(l -f- rT est ce que devient l'emprunt A au bout des n années.
Donc, pratiquement, pour faire le calcul de l'annuité, on calculera d'abord, au moyen des tables, ce que devient l'emprunt, à intérêts composés, au bout des n années, puis, au moyen des tables donnant le taux d'amortissement, on calculera l'annuité nécessaire pour amortir ce capital.
Exemple. — Quelle est l'annuité nécessaire pour amortir un emprunt de 125000 francs en 30 ans, le taux de Vintérèt étant 4 •/.? On a, ici,
Les tables donnent :
(1 -f rf = 3,243398 el
Ce qui donne :
La formule (6), que nous avons déduite des formules sur les annuités, s'établirait, facilement, d'une autre manière qui mettrait en évidence le mécanisme de l'amortissement.
Au bout de la première année, la dette est devenue A (1 + r) ; lorsque l'annuité a est payée, la dette n'est plus que de
Pour qu'il y ait, réellement, amortissement, il faut que a soit plus grand que l'intérêt Ar de l'emprunt. L'annuité a sert donc, d'une part, à payer la rente Ar et, d'autre part, à payer Y amortissement a — Ar.
Au bout de la seconde année, la dette est devenue
et, après le paiement de la seconde annuité, cette dette n'est plus que
OU
Avant le paiement de la troisième annuité, la dette est
[A(l+r)'-a(l+r)-o](l + r), elle est donc, après le paiement de cette troisième annuité,
A (i + rf — fl(l + r)* — a (l + r) - a.
On reconnaît la loi, et on voit, qu'après le paiement de la niàme annuité, la dette est
A (l + r)n— a (l + rf^—a (1 + r)""2 .... — a{i+r) — a.
Pour que la dette soit amortie, au bout des n années, il faut donc que Ton ait :
ce qui s'écrit :
et conduit à la formule (6).
Calculons les amortissements successifs. Le premier amortissement a4, est, comme nous l'avons vu,
L'intérêt simple de la dette pendant la seconde année est
Le second amortissement est donc :
ou
aLà={a-kr){l+r)=*l(\ + r).
Au commencement de la troisième année, la dette est
A(I + r)2 — a(i + r) — <i, l'intérêt, au bout de cette année, est donc :
et l'amortissement est
«8 = a - [A (1 + rf - a (1 + r) - a] r ou
*$=(a-kr) (1 + r)1 = at (1 + r)f;
et ainsi de suite, le piéme amortissement est
a„= (a - Ar) (l + rf1 = «, (1 + r)^1.
On voit donc que /es amortissements successifs forment une progression géométrique croissante de raison (1 -f- r) (').
On peut, d'ailleurs, vérifier que la somme des n amortissements est égale à l'emprunt A, car on a :
«4 + «i + ... + «„ = [« - Ar] [1 + (t + r) + .... + (1 + r)—]
Si on remplace a par sa valeur, fournie par la formule (6), il vient, après les simplifications : .
153. Les grandes sociétés industrielles, et notamment les Compagnies de chemins de fer, émettent des emprunts, sous forme d'obligations, qui rapportent aux souscripteurs un intérêt annuel et sont amorties au bout d'un certain nombre d'années. Par exemple, dans les chemins de fer, les Compagnies n'ont une concession que pour un temps limité. Au bout de ce temps, le chemin de fer revient de lui-même à l'État. Le capital se trouverait perdu si, outre les intérêts, une certaine somme n'était pas prélevée, sur les bénéfices, pour amortir l'emprunt, de façon, qu'à la fin de la concession, l'emprunt soit complètement amorti.
Soit N le nombre des obligations, v la valeur nominale de chacune d'elles, c'est-à-dire le prix auquel elle doit être remboursée, « le nombre d'années que dure l'amortissement et r le taux de l'intérêt. L'emprunta amortir est N«, l'annuité à fournir par la Compagnie, est donc,
t désignant le taux de l'amortissement.
(i) On peut encore remarquer quo le piïme amortissement et/» est ta valeur acquit* parle premier amortissement a% placé, à intérêts composés , pendant (p — I) années.
Quand une Compagnie fait un emprunt, on fait, d'avance, le calcul de l'annuité et des divers amortissements annuels ap a„ ... ottt, de
façon à connaître, d'avance, le nombre d'obligations qui seront remboursées chaque année. *
Exemple. — Une Compagnie a émis un emprunt de 10000 obligations, de 500 francs chacune* au i" janvier 1872. La concession cesse le i" janvier 1914. Quels seront l'annuité à verser par la Compagnie et les divers amortissements annuels? Le taux de l'intérêt est de 4 Va */..
La durée de l'amortissement est de 42 ans. Nous aurons l'annuité a par la formule
tt= Nu (1 + r)H t
où
N = 10000, v = 500, r = 0,045, et n = 42.
On trouve, dans les tables d'intérêts composés et d'amortissement :
On tire de là
a = 10000 X 500 X 7,574418 X 0,008409 = 31846Ôf',44.
L'annuité à payer se décompose en intérêt et amortissement. Le premier amortissement est
«4 = a — Nvr = 93 466fr, 44.
Les amortissements suivants se calculent en cherchant les valeurs acquises par a„ à intérêts composés, au bout de 1,2, 3, ... 41 années. On trouve ainsi :
«2= 97 672fp,42, <x3 = 102077f',04, a4 = 106 660^,76,
Le nombre des obligations à rembourser serait donc :
En 1873 186,93288,
En 1874 195,34484,
En 1875 204,15408,
En 1876 213,32152,
Comme les nombres qu'on trouve, pour les nombres d'obligations à rembourser, ne sont pas entiers, on rectifie ce tableau de façon à les rendre entiers en forçant, de temps à autre, le dernier chiffre d'une unité et de façon que la somme fasse 10000 obligations.
Cette modification change un peu la valeur de l'annuité à payer chaque année. Les annuités ne sont plus, alors, rigoureusement, égales entre elles.
154. Rentes perpétuelles. — La formule, qui donne l'annuité à payer pour amortir, en n années, un emprunt A, peut se mettre sous la forme :
Si l'on fait croître « indéfiniment, tend vers zéro et l'an-
nuité a tend vers une limite A **, qui est égale à l'intérêt annuel de l'emprunt. On a, dans ce cas, ce qu'on appelle des rentes perpétuelle*. C'est le mode d'emprunt le plus employé par les Étals. Les emprunts ainsi formés forment ce qu'on appelle la dette consolidée qui, en principe, n'est pas amortie. L'État se contente de payer, à ses créanciers, l'intérêt de l'argent prêté, se réservant le droit d'amortir sa dette d'irhe façon arbitraire ou même de ne pas l'amortir (').
225. Pendant combien d'années et de fractions d'années faudra-t-il placer une certaine somme, à intérêts composés, pour que cette somme soit doublée, le taux de l'intérêt étant 4*/,?
226. Calculer ce que deviendrait, en 8 ans, un capital de 3 625 francs placé, à intérêts composés, au taux de 4 •/.?
(bacc, Paris.)
227. A quel taux d'intérêt 4000 francs, placés à intérêts composés pendant 12 ans 3 mois, deviennent-ils 7235", 05?
t. Au bout de quel temps deux capitaux, placés à intérêts composés, l'un de 5000 fr. à 5 */•, l'autre de 8000 fr. à 3,5 */•> ont-ils la même valeur?
■Barbarin).
229. Calculer les taux semestriel, trimestriel, mensuel, quotidien équivalents au taux annuel de 4 »/•?
230. Une personne place, chaque année, au commencement de Tannée, au taux annuel de 5 •/•» pendant 20 ans, une somme de 500 francs, à intérêts composés. Quelle somme obtiendra-t-elle au bout de la vingtième année?
(Bacc, Nancy],
(1) Noos n'insistons pas ici sur le côté pratique des questions d'intérêts, car toutes ces questions ont été développées, a ce point de vue, avec soin, dans les Leçons d'arithmétique de M. Tannery. En particulier, celle des Rente» perpétuelle» fait l'objet des nw 397 à 401 de ce volume.
231. Un industriel a emprunté, le 1" janvier 1880, une somme de 33640 francs dont il s'est acquitté en deux paiements égaux de 19448fr, 10, chacun. Le premier de ces paiements a été effectué le 1" janvier 1882 et le second le 1" janvier 1884. On demande à quel taux exact l'emprunt a été fait, sachant que, pour ces sommes, on a tenu compte des intérêts composés.
{École navale. Concours de 1884.)
232. Une personne emprunte une somme de a francs pour deux ans; elle s'acquitte par deux paiements de b francs à la fin de la première et de la seconde année. A quel taux a-t-elle emprunté, les intérêts étant composés? — Discuter.
(Bacc, Dijon).
233. On doit payer chaque année une somme de 2000 francs pendant 12 ans; par quelle somme pourra être remplacée cette annuité si Ton ne veut faire qu'un seul paiement au bout de 4 ans, le taux de l'intérêt étant de 5 •/. ?
(Bacc, Paris).
(Pour résoudre la question, on écrira que les valeurs actuelles de l'annuité de 2000 francs et de la somme unique à verser sont égales).
234. Une personne s'engage à verser, à une Compagnie d'assurances, n annuités égales à a, à la condition que la Compagnie lui servira, pendant les 2n années suivantes, une rente annuelle égale à b; le premier de ces derniers paiements devait être effectué un an après le versement de la dernière annuité a. Les intérêts sont composés et le taux est de r pour un franc, par an. — On demande :
l- De calculer le rapport r ;
2° De déterminer la valeur que doit avoir le nombre n pour que le rapport ? ait
une valeur donnée p\ 3° D'appliquer la formule au cas où l'on aurait :
(Concours de r École de Cluny).
235. Calculer le montant de l'annuité à payer, pendant 45 ans, à la fin de chaque année, pour amortir un emprunt de 8500000 fr, à 3,5 •/».
[Institut agronomique).
APPENDICE I
155. Lorsqu'on se propose, en arithmétique, de résoudre des équations du premier degré, on est conduit à admettre qu'il y a des équations du premier degré qui n'ont pas de solutions. Ainsi, l'équation
n'a pas de solution, en arithmétique, c'est-à-dire qu'il n'existe aucun nombre arithmétique x tel que 2x + 3 soit nul.
La généralisation des nombres arithmétiques, par l'introduction des nombres négatifs, a levé cette difficulté et nous sommes arrivé à la conclusion que toute équation du premier degré, à une inconnue, a une solution (positive ou négative).
Lorsqu'on passe des équations du premier degré à celles du second degré, on est amené (n° 87) à conclure qu'une équation du second degré, à une inconnue, n'a de solutions que lorsque le discriminant 6* — kac n'est pas négatif. Il est, alors, naturel de se demander s'il ne serait pas possible d'imaginer une généralisation de l'idée de nombre telle que toute équation du second degré ait des solutions.
Cette généralisation, qui est aux nombres positifs et négatifs ce que ceux-ci sont aux nombres arithmétiques, est possible et conduit à la notion des nombres dits nombres complexes.
156. Définition. — On appelle nombre complexe un ensemble de deux nombres (positifs oq négatifs) donnés dans un certain ordre. Les deux nombres qui, par leur ensemble, forment un nombre complexe sont les deux parties de ce nombre complex'e.
Nous désignerons, jusqu'à nouvel ordre, le nombre complexe, dont la première partie est a et la seconde partie b, par la notation
(I) La méthode d'exposition de la théorie des nombres complexes, que nous allons suivre, est dne, dans ses grandes lignes, à M. Méray {Leçon» nouvelles «or V analyse infinitésimale, chap. m). En Allemagne, M. "Weierstrass suit, dans son enseignement, une méthode analogue.
Les nombres complexes ne seront parfaitement déûnis que lorsque nous aurons donné les définitions de l'égalité de deux tels nombres et des opérations fondamentales de ces nombres entre eux. De plus, l'emploi de ces nombres, dans le calcul, ne sera légitime que si les opérations jouissent des propriétés ordinaires des opérations sur les nombres algébriques. C'est ce que nous établirons à l'instant.
Deux nombres complexes sont dits égaux lorsque leurs premières parties et leurs secondes parties sont égales chacune à chacune.
Ainsi, par définition, l'égalité
(a, 6) = («', 6') entraîne les deux égalités
a = a' et b = 6\
157. Addition et soustraction. — On appelle somme de plusieurs nombres complexes le nombre complexe qui a pour première partie la somme des premières parties et pour seconde partie la somme des secondes parties des nombres donnés.
Ainsi, d'après cette définition,
Puisque, pour faire la somme de plusieurs nombres complexes, on est ramené à faire deux sommes de nombres positifs et négatifs, les propriétés ordinaires des sommes s'étendent immédiatement aux sommes de nombres complexes. Ainsi, on peut, dans une somme de nombres complexes, intervertir Tordre des termes ou remplacer plusieurs termes par leur somme effectuée.
Étant donnés deux nombres complexes («, 6) et (a', &') il existe un nombre complexe qui, ajouté au second, reproduit le premier; ce nombre, est le nombre
et c'est, évidemment, le seul. Le nombre ainsi obtenu est la différence des deux nombres donnés et on écrit, comme d'ordinaire,
On peut remarquer que la différence précédente peut s'obtenir en ajoutant au nombre (a, 6) le nombre { — a', — o7). Ce nombre ( — a', — bf), qu'on déduit du nombre (a', 6') en changeant les signesde ses deux parties, est ce qu'on appelle, par extension, le nombre égal et de signe contraire au nombre (a', 6') (*).
Dans ces conditions, on peut donc dire qu'on obtient la différence des deux nombres (a, 6) et (a', 6') en ajoutant au nombre (<i, b) le nombre égal et de signe contraire au nombre (a', &') (Voir n* 9).
(I) II faut remarquer qu'un nombre complexe txapatde ligne. L'expression égal et de tigne contraire n'implique aucune idée de signe et n'est qu'une façon abrégée d'exprimer le fait que deux nombres complexes ont leurs deux parties, respectivement, égales et de signes contraires.
158. Multiplication et division. — On appelle produit des deux nombres complexes (a, 6) et (a', bf) le nombre
(aa' — 66', ab' + baf) dont la première partie est aa' — bb' et la seconde ab1 -f- ba'. Ainsi,
On étend, immédiatement, cette définition à un produit de plusieurs facteurs.
Par de simples vérifications, on démontre que toutes les propriétés des produits ordinaires s'étendent aux produits de nombres complexes.
Ainsi, voici comment on prouve que, dans un produit de deux facteurs, on peut intervertir l'ordre des facteurs :
(a, b) (a', 6') = (aa' — bb', ab' + ba'), (a', b') (a, b) = (a'a — 6'6, «'6 + b'a).
Or, aa' — 66' = a' a — b'b
et ab' + ba' = a'b + b'a.
Donc
On démontrerait, dune façon analogue, par une simple vérification, que, dans un produit, on peut remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué. On prouverait aussi la légitimité de la règle du produit d'une somme par un nombre; et ainsi de suite.
Théorème. — Étant donnés deux nombres complexes (a, b) et (a', b')', a' et bf tiétant pas nuls à la fois, il existe un troisième nombre complexe dont le produit par (a', b') est égal à (a, b) et un seul.
Soit (x, y) le nombre complexe cherché, on devra avoir :
(a', 6') (*, y) = (a, 6) ou
Ceci entraîne, par définition, les deux égalités
qui sont deux équations du premier degré en x et y. Elles admettent toujours un système de solutions et un seul, si a'* + 6'* est différent de zéro, ce qui a lieu puisque a' et br ne sont pas nuls tous les deux. On a, alors,
__ aa' + bb'
_ a'b — ab'
Le nombre complexe cherché existe donc et il est unique, c'est :
/aa' 4- 66' a'b — ab'\ \«'2 + 6'*' afi + bf*)'
Ce nombre est ce qu'on appelle le quotient de (a, b) par («', b() et on écrit :
(g, b) _ /aq' 4- 66' a'6 — fl6'\ («', 60 ~~ Va7* + 6'*' a'* + 6'V'
Ainsi, on a
(0, I) ~ lJ' Z)'
Les propriétés essentielles des fractions étant des conséquences directes des propriétés des produits, propriétés qui, comme nous l'avons indiqué plus haut, s'étendent toutes aux nombres complexes, on en conclut que les fractions de nombres complexes jouissent des propriétés ordinaires des fractions de nombres algébriques. Ainsi, on peut multiplier les deux termes d'une fraction par un même nombre complexe :
159. De même qu'après avoir défini les nombres positifs et négatifs, nous avons montré qu'on pouvait, sans introduire aucune contradiction, identifier les nombres positifs et les nombres arithmétiques, nous observerons qu'on peut identifier tout nombre complexe dont la seconde partie est zéro avec sa première partie.
Il suffit, en effet, de remarquer que, si on se reporte aux définitions précédentes des opérations, le résultat d'un nombre quelconque d'opérations, effectuées sur des nombres complexes ayant tous la forme (a, 0), est un nombre , de même forme, ayant pour première partie le nombre algébrique obtenu en faisant les mêmes opérations sur les premières parties des nombres donnés.
Ainsi :
(a, 0) + (a', 0) = (a + a', 0), (a, 0) (a', 0) -= {aaf, 0), («, 0)
KO
11 en résulte que le calcul des nombres de la forme (a, 0) est identique à celui de leurs premières parties. On n'introduira donc certainement aucune contradiction en faisant la convention suivante :
Tout nombre complexe dont la seconde partie est zéro est égal à sa première partie.
Donc, par convention,
Cette convention très importante fait rentrer les nombres positifs et négatifs dans les nombres complexes qui, ainsi, nous apparaissent comme une généralisation de ceux-là.
Les nombres complexes se groupent donc en deux classes : ceux dont la seconde partie est zéro, qui sont les nombres positifs et négatifs, et qu'on nomme nombres réels; ceux dont la seconde partie est différente de zéro et qu'on nomme d'ordinaire nombres imaginaires.
La convention précédente donne lieu à quelques remarques importantes.
Pour qu'un nombre complexe soit réel il faut et il suffit que sa seconde partie soit zéro. Une égalité de la forme
entraine donc la double égalité
a = c et 6 = 0,
car c n'est autre ebose que (c, 0).
11 résulte de là que pour qu'un nombre complexe soit égal à zéro, U faut et il suffit que ses deux parties soient nulles.
Ainsi
entraine a = 0, 6 = 0.
Dans ces conditions, la somme de deux nombres égaux et de signes contraires est égale à zéro, car
on emploie alors la notation ordinaire pour désigner un nombre égal et de signe contraire à un autre, en faisant précéder ce dernier du signe ( — ). Remarquons encore que le produit d'un nombre imaginaire par un nombre réel s'obtient en multipliant les deux parties du nombre imaginaire par le nombre réel. Car :
(rt, 6) X c = (a, 6) X (c, 0) = (ac, 6c). Par exemple,
160. Parmi tous les nombres complexes il en existe un dont le carré est égal à — 1, c'est le nombre (0,1). Car, d'après la règle de multiplication et notre convention,
On fait jouer, à ce nombre particulier (0, 1) un rôle spécial, et on le désigne d'ordinaire par i (1).
(i) Certains auteurs désignent ce nombre par y — 1, pour rappeler que son carré est égal à — 1. Cette notation a été généralement abandonnée pour éviter toute confusion. On aurait,
en effet, des tendances d'appliquer au symbole y — 1 le calcul des radicaux, ce qui conduirait aux erreurs les plus grossières.
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On a :
en désignant par — i le nombre égal et de signe contraire à i :
Ensuite,
i8 = 1, etc..
Les puissances successives de ce nombre i se reproduisent donc périodiquement, de 4 eu 4, et sont
Théorème. — Tout nombre complexe peut se mettre sous la forme de la somme d'un nombre réel et du produit du nombre i par un nombre réel. On a, en effet,
(a, 6) = (n,0) 4- (0,6); or (a,0) = a,
par convention, et
Donc
(0,6) = 6 (0,1) = bi.
(a, 6) = a + bi.
Cette proposition, très importante, nous permet d'abandon uer la notation (a, 6). Dorénavant nous écrirons toujours un nombre complexe sous la forme
Cette nouvelle forme permet de retrouver très facilement, sans effort de mémoire, les règles de calcul des nombres complexes. Puisque, comme nous l'avons vu, les opérations sur les nombres complexes jouissent des mêmes propriétés que celles des nombres réels, il suffira :
Pour obtenir le résultat d'une opération quelconque, effectuée sur des nombres complexes, mis sous la forme a + bi, de faire les opérations suivant les régies ordinaires du calcul algébrique en ayant soin de remplacer les puissances i*, i3, i4, i5, etc., du nombre i, respectivement par leurs valeurs — 1, — i, \, etc..
Ainsi,
(a + bi) + [a* + b'i) = a + a' + (6 + &')* ; (a + 6î) — (a' + 6'i) = a — a' + (6 — b')i; (a + bi) (a' + 6'i) = aa' + bVP + {abf + ba')i
ou , puisque
[n + bi) (af + h'i) = aa' — 66' + (ab' + &a')t; (a -f bi)* = as — 6* + 2a6t.
161. Module. — On appelle module d'une quantité complexe « + 6i la racine carrée arithmétique de la somme des carrés de sa partie réelle et
du coefficient de i. Ainsi, le module de a -f- oi est v^l> + &*• Le module d'une quantité réelle est sa valeur absolue, car
D'ailleurs, comme nous allons le montrer, le module d'une quantité
complexe joue le même rôle que la valeur absolue d'une quantité positive
ou négative. Pour cette raison, on emploie la même notation (deux barres
| | ) pour désigner le module d'une quantité complexe. On écrira donc,
| a + bi | = v^9 + h*.
Le module est une quantité essentiellement réelle et positive.
Théorème I (*). — Le module de la somme ou de la différence de deux quantités complexes est compris entre la somme et la différence des modules de ces deux quantités.
Soient
a + bi et a' + b'i
deux quantités complexes et
leur somme. Supposons
N'a* + o* > v af* + 6'*, il faut, alors, vérifier la double inégalité :
y/a* + 6* — y/a'* + bf* < vV + a')1 + (b + b')* < )/a* + 6» + yV» + V*. Les trois membres étant positifs, on peut élever au carré et on doit
avoir :
a* + 6* + «'* + *'* — 2vV* + *>*) (a's + b1*) < (a + a')8 + (6 + 67 ^ as 4. 6* + a'* + 6" -f- 2 y/ (a* + 6») (a'« + 6") ;
ce qui devient, en simplifiant,
(i) On pourra rapprocher ce théorème et les suivants des théorèmes du n# il et du théorème I du n* 15.
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Pour que cette double inégalité soit remplie, il faut et il suffit que la
valeur absolue de aa' + 66' soit plus petite que V(«* + 6*) (a'* 4- 6'4) ; et, pour cela, il faut et il suffit que le carré de aa' + 66' soit plus petit que le
carré de \'(a* + 6») (tf* + 6'*).
On doit donc avoir
(aa' + 66')* < (a* + 6») («'» + 6'»}, ce qui donne, en simplifiant :
ou •
0 < {aV — ba')\
ce qui a bien lieu (*).
Remarque. — Il n'y a égalité que dans le cas où
abf — ba' = 0, c'est-à-dire où
Désignons par A le quotient — on aura, évidemment,
« + ai _ a/ + 6't - *•
Le quotient des deux quantités complexes est donc réel.
Il est, d'ailleurs, facile de distinguer de quel côté a lieu l'égalité, car
mi + 66' est évidemment égal à -f V(«a + &*) («'* + &'s) ou à ^(a* + 68) (a'* -4- 6'*) suivant qu'il est positif ou négatif. Or, puisque
aa' + 66' = k (a'* + 6"),
aa' + 66' est du signe de A.
Le module delà somme de deux quantités complexes est donc égal à la somme de leurs modules si leur quotient est réel et positif.
Le module de la somme est, au contraire, égal à la différence des modules si le quotient est réel et négatif.
Corollaire. — Le module d'une somme de plusieurs quantités complexes est inférieur ou au plus égal à la somme des modules de ces quantités.
Ce corollaire se déduit du précédent de la même façon que le théorème II du n° 11 se déduit de celui qui le précède.
(1) 11 n'est pas nécessaire de recommencer la démonstration pour la différence, puisque la différence de deux quantités est la somme de rnne d'elles et de la quantité égale et de signe contraire à l'autre.
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Théorème II. — Le module du produit de plusieurs fadeurs est égal au produit des modules de ces facteurs.
1° Cas de deux facteurs.
Soit le produit
[a + bi) [a' + b'i) = aa' — bbf + [abf + ba% Il suffit de vérifier l'identité
Va* + b* \/«'* 4- 6'» ^ VW — M')1 + («6' + ba'f ;
ce qui, en élevant les deux membres au carré, est l'identité de Lagrango (n- 42, App. III).
2" Cas de plusieurs facteurs.
Soient a, 0, 7, £ quatre nombres complexes (*). En considérant le produit a3f£, comme le produit des deux facteurs «ffy et £, on a, d'après ce qui précède,
De même, en considérant «ffy comme le produit de a0 par 7, on a :
I «ft I = I «M X I 7 I
|4rt|«|«p|xiTlx|*|;
et, enfin, comme
1 «P | = l « | X I P | , on a, finalement,
|«Pt| = |«|XlMXhlX|*|.
Corollaire. — Pour qu'un produit de facteurs complexes soit nul il faut et il suffit qu'un des facteurs soit nul.
Remarquons, d'abord, que, pour qu'une quantité complexe soit nulle, il faut et il suffit que son module soit nul, car l'égalité
Va* 4- 6* = 0 entraîne les deux égalités
a = 0 et 6 = 0
ou
a + bi = 0,
et réciproquement.
(I) Les nombres complexes jouissant des mêmes propriétés que les nombres positifs ot négatifs, nous pourrons, dorénavant, les désigner par une seule lettre, lorsqu'il n'y aura pas nécessité de distinguer les deux parties, et les traiter dans les calculs comme les précédents.
Pour qu'un produit soil nul, il faut donc et il suffit que son module et, par suite, le produit des modules de ses facteurs, soit nui. Or, pour que le produit des modules des facteurs soit nul, il faut que l'un au moins des modules et, par suite, l'un au moins des facteurs soit nu).
Théorème III. — Le module du quotient de deux quantités complexes est égal au quotient des modules de ces deux quantités.
Soit 7 le quotient des deux quantités complexes a et p. Par définition du quotient, on a
* = Pif et, par suite, d'après le théorème précédent,
d'où on tire :
ItI =
|er
162. Quantité! conjuguées. — Deux quantités imaginaires sont dites conjuguées lorsqu'elles ont même partie réelle et que les coefficients de i sont égaux et de signes contraires.
Ainsi, les deux quantités
a + bi et a — bi
sont conjuguées.
Deux quantités conjvgées ont même module. La somme de deux quantités imaginaires conjuguées est réelle, car
(a + bi) + (a — bi) = 2a.
Le produit de deux quantités conjuguées est réel et égal au carré de leur module commun, car
(a + bi) (a — bi) = a* — ô*i* = a* + ô*.
D'ailleurs, réciproquement, si la somme et le produit de deux quantités imaginaires est réel, ces deux quantités sont conjuguées. La somme des deux quantités a + bi et a' + b'i est, en effet,
et leur produit
On doit avoir
aa' — W + («6' + ba')i.
b + b' = 0 et ab' + ba' = 0.
La première égalité donne :
b' = — b et la seconde devient
Or, puisque la quantité a + bi est imaginaire, b est différent de zéro, on doil donc avoir
Remarque. — On obtient facilement l'expression du quotient de deux quantités complexes, sous la forme a 4- bi, en multipliant les deux termes de la fraction par la quantité conjuguée du dénominateur. Ainsi,
a -i- bi _ (q + bi) {a' — b'i) _ aa' 4- W + (ba* — ab')i a' 4- 6'ï ~~ \a' + b'i) [a' — b'i) ~~ a'* + 6'»
et on retrouve l'expression du quotient (n° 158) :
a + bi _ an' 4- bb' ba' — abf . a! + b'i ~~ a'* + 6'2 ~*~ a'* + 6'*?*
Racine carrée d'nne quantité complexe
Théorème. — Étant donnée une quantité complexe a + bi, il existe toujours deux quantités complexes, égales et de signes contraires, et deux seulement, dont les carrés sont égaux à a 4- bi-
Il s'agit de trouver une quantité x 4- fy dont le carré soit égal h a + bi. On doit donc avoir :
(x + yi)2 = a 4- bi ou :
x* — y* + %&yi = a 4- oi.
Ceci entraine les deux égalités
On est, ainsi, ramené à trouver toutes les solutions réelles du système(i) de deux équations à deux inconnues x et y. Pour résoudre cette question, nous distinguerons trois cas.
1° b = 0, a > 0. — La quantité « 4- bi est réelle et positive. Le système (1) devient :
( a* — t/2 = a, 2xy = 0.
La seconde équation donne soit x = 0, soit y = 0. Si on prend x = 0, la première égalité donne
— ya = a,
équation qui n'a pas de solutions réelles. Prenons, alors, y = 0, la première équation devient
qui a deux solutions
x = 4- vV * =='— V«-
Il y a donc deux racines carrées, et deux seulement, qui sont + \Ja et — \/a, toutes deux réelles.
2° 6 = 0, a < 0. — La quantité a + bi est réelle mais négative. Le système (i) prend encore la forme (2), mais ici la solution y = 0 est à rejeter, car elle donne, pour déterminer x,
équation qui n'a pas de solution réelle, puisque a est négatif. Si on prend x = 0, on a, pour y,
— y* = a, équation qui a deux racines réelles :
y = + \/~ a, y = — V— «• Il y a encore deux racines carrées et deux seulement. Ce sont
+ *v — a et — *V — a-
Nous arrivons donc à ce résultat important que :
Tout nombre réel négatif a deux racines carrées imaginaires.
Ainsi, le nombre — la deux racines carrées qui sont
+ i et — i.
3° 6 t£ 0. — Le nombre a + W est imaginaire. Les deux nombres a; et y sont certainement différents de zéro, puisque b est différent de zéro. On lire, alors, de la seconde équation du système (i),
Ce qui donne, en portant cette valeur de y dans la première, l'équation bicarrée
4x* — 4aa* — 6* = 0.
Le produit — 6* des racines de la résolvante de cette équation étant négatif, cette résolvante a une racine posilive et une racine négative. L'équation bicarrée a donc deux racines réelles égales et de signes contraires :
provenant de la racine positive de la résolvante. A ces deux valeurs de x, correspondent, pour y, deux valeurs :
La quantité imaginaire a -{- bi a donc deux racines carrées qui sont
a / yV 4- 6» + a 2V 2
i 1 /Va2 + P +"<* , *> . j
et -)V 2 + ■ f , l<
Remarque. — Les deux valeurs de y peuvent se mettre sous une autre forme. Multiplions les deux termes de la fraction y par
et il vient : &
Or, V6* est égal à la valeur absolue de b. On a donc
y 6* = 6, lorsque b > 0 et y/b2 = — 6, lorsque 6 < 0.
Par suite, lorsque 6 > 0, on a :
et, lorsque b < 0, on a :
y = ± y/vÇTT^a.
Les signes supérieurs et inférieurs de ces formules correspondant, respectivement, aux signes supérieurs et inférieurs de la formule qui donne x. Il en résulte que, quand 6 > 0, les deux racines carrées sont
et, lorsque 6 < 0, les deux racines carrées de a -f bi sont
Exemples. — Le nombre i a deux racines carrées qui sont, en faisant dans les formules précédentes a = 0, b = i,
± ri. 4. i.
De même, en faisant a = 1, h = 1, on a les deux racines carrées de i + i qui sont
Résumé. — De tout ce qui précède, il résulte que les nombres complexes peuvent être soumis au calcul algébrique au même titre que les nombres réels (positifs et négatifs). Tout ce que nous avons dit dans les Livres I et II pourra donc subsister, sans modification, lors même que les lettres qui figurent dans les expressions représenteraient des nombres imaginaires. Ainsi, on résoudra des équations du premier degré à coefficients imaginaires de la même façon que les équations du premier degré à coefficients réels.
La seule différence qui existe entre les nombres imaginaires et les nombres réels, c'est que, les premiers étant dépourvus de signe, on ne peut pas définir ce qu'il faudrait entendre par un nombre imaginaire plus grand ou plus petit qu'un autre. Deux nombres imaginaires qui ne sont pas égaux sont inégaux, le mot inégal n'ayant ici que le sens de non égal. Tout ce qui est relatif aux inégalités ne peut donc s'appliquer qu'aux nombres essentiellement réels (*).
EXERCICES
236. Pour que le produit de deux quantités imaginaires soit réel, il faut et il suffit que le* deux parties de Tune d'elles soient proportionnelles aux deux parties de la quantité conjuguée de l'autre.
237. Montrer que toute quantité complexe a -f bi peut se mettre sous la forme :
« + * = 4nrF +,rrT-l
p désignant son module et t un nombre réel. 238. Dans l'identité
[ah' — ba')(cd' — &d) ss (ac + bd){a'c' + b'd') — lac + bd) ac' + bd'),
on pose :
a = ot + pi, b = y + ei, e = a' + 0'î, d = f + eï, d=— y + 8*\ 6' = a-pt\ c'=-.T' + *''\ <*' = a'-p'i.
(1) On ne peut pas songer à ranger les nombres imaginaires en comparant les modules, car deux quantités imaginaires non égales peuvent avoir le même module. Ainsi les quantités
1 db 2i et 2 -±. i
ont même module.
En déduire que le produit de deux sommes de quatre carrés est encore une somme de quatre carrés.
Même question en partant de l'identité
{b — d)(a — c) = (b — c){a — d) + (c — d)(a — 6), dans laquelle on pose :
n — p + yi h — pf + qi — """*' + *' / __ — ,J + *'*' r + si1 °-W+yr C- p-qi' il ~ p'- q'i '
(Desbovks).
240. Soient ox, oy deux axes rectangulaires. On appelle affixe de l'imaginaire a + bit dans le plan xoy, le point M de coordonnées .r = a, y = b.
1* Montrer que le module de la quantité a + W est égal à la distance géométrique OM.
2° Montrer que le module de la différence de deux quantités imaginaires est égal à la distance géométrique des af fixes de ces deux quantités.
3* Connaissant les af fixes de deux quantités complexes, construire l'afflxe de leur somme.
4* Conclure, de ce qui précède, une démonstration géométrique simple du Théorème I (n- 161).
5* Soient M et M' les affixes de deux quantités imaginaires dont le produit reste constant et égal à 1. Lorsque la première quantité varie de façon que son affixe M décrive une droite, quelle est la courbe décrite par l'ailfixe M' de la seconde quantité ? Plus généralement, lorsque M décrit, dans le plan xoy, une courbe C quelle est la courbe décrite par le point M7?
241. Montrer qu'on peut exprimer toutes les valeurs réelles ou imaginaires de x, y, z, vérifiant la relation
en posant :
1 — uv . 1 -f uv u -f- »•' x = . y — i , 3 = ;
on remarquera que, quand r, y, z sont réels, m et sont imaginaires conjugués.
242. Prouver que toute imaginaire dont le module est égal à l'unité peut être mise sous la forme
1 — iz
z étant un nombre réel.
Considérons l'équation générale du second degré
(0 ax* + bx + c = 0,
où a, 6, c désignent des nombres réels ou imaginaires. Résoudre cette équation, c'est trouver tous les nombres réels ou imaginaires qui, substitués à la place de x, rendent le premier membre nul.
En suivant la même marche qu'au n* 87, on met l'équation (1) sous la forme équivalente
en supposant a différent de zéro.
Désignons, alors, par le symbole
vV — 4ac
l'un des deux nombres complexes dont le carré est égal à 6* — 4ac (nombres dont l'existence a été établie au n° 163) (*). L'équation (2) pourra se mettre sous la forme
•[(•♦èM*^)']-*
La quantité entre crochets, étant une différence de deux carrés, se décompose en un produit d'une somme par une différence et l'équation s'écrit
4*+è+^]hè-^]=*
a étant différent de zéro, pour que le premier membre de l'équation (4) soit nul, il faut et il suffit que l'un des deux facteurs entre crochets (n* 161) soit nul. 11 faut donc que l'on ait :
soit # + Ya + JLL~z^-::i:: = °»
v'fc1
4ac
kac
soit x + - v v ., = 0.
(1) Il faut remarquer que le symbole
V 6» — lac
n'a aucune signification arithmétique. Nous avons employé le signe v pour ne pas créer une notation nouvelle, mais il faudrait bien se garder de traiter ces symboles comme des radicaux arithmétiques et leur appliquer, par exemple, le calcul des radicaux. On serait conduit à de graves erreurs. Le calcul des radicaux ne s'applique essentiellement qu'aux radicaux arithmétiques.
Ce qui donne, pour x, toujours deux valeurs, réelles ou imaginaires, et deux seulement,
_ — b — \/b* — 4ac
/ % _ — b + \/b» — 4ac X "~ 2a
Nous retrouvons ainsi la formule générale de résolution d'une équation du second degré, mais qui, maintenant, a un sens dans tous les cas.
On peut donc dire que :
Toute équation du second degré, à coefficients réels ou imaginaires, a deux racines réelles ou imaginaires.
Dans le cas particulier où le discriminant 62 — 4ac est nul, ces deux racines sont confondues.
Lorsque les coefficients a, 6, c sont réels et que le discriminant 6* — kac
est négatif, l'un des nombres dont le carré est b1 — kac est i y kac — 6S (le radical ayant ici son sens arithmétique) et les deux racines sont données par la formule
— 6 =i= * *Jkac — 6*
Donc y lorsque dans une équation, à coefficients réels, le discriminant est négatif, cette équation a deux racines imaginaires conjuguées.
Exemples :
i* Résoudre V équation
Le discriminant est
dont une des racines carrées est 2/.
Les deux racines de l'équation sont donc
2" Résoudre V équation
Le discriminant est :
9(1 + if — 20* = — 2/, dont l'une des racines carrées est (n° 163)
Les racines de l'équation sont donc
et a, = » + "-« + < = , + 2,
3° Résoudre P équation
Le premier membre est divisible par x — { et l'équation s'écrit
L'équation admet donc, d'abord, la racine 1 et, en outre, les deux racines de l'équation
Ces deux racines sont
On peut remarquer que Tune quelconque de ces deux racines imaginaires est égale au carré de l'autre. Ainsi :
Si donc on désigne par j Tune d'elles, l'autre sera égale àj2.
Au fond, résoudre l'équation proposée c'est trouver tous les nombres (réels ou imaginaires) dont les cubes sont égaux à i. On peut donc dire que l'unité a trois racines cubiques qui sont :
Il y en a une réelle et deux imaginaires conjuguées. On peut, d'ailleurs, vérifier que
165. Si on désigne par x' et x" les deux racines de l'équation (i),
— b + V6* — kac
/ _ b - v'6f — toc
le premier membre de l'équation (1), mis sous la forme (4), s'écrit :
On a donc, toujours, l'identité
ax* + bx + c «: a(x — x') (x — x") (5).
Tout trinôme du second degré peut donc être décomposé en un produit de deux fadeurs du premier degré à coefficients réels ou imaginaires.
De l'identité (5) on conclut, alors, immédiatement les relations entre les coefficients et les racines (Voir n° 91)
qui, par conséquent, subsistent dans tous les cas.
Lorsque les coefficients a, 6, c sont réels, ces relations montrent que, si les racines x' et x" sont imaginaires, elles sont nécessairement imaginaires conjuguées, puisque leur somme et leur produit sont réels (Voir n° 162). D'ailleurs, réciproquement, si les deux racines de l'équation
x* + px -j- q = 0
sont imaginaires conjuguées» les deux coefficients p et q sont réels, puisque
l p = — (tf + *"), { q = x'x".
166. Condition pour que denx équation» du second degi*é nient une racine commune.
Soient
(1) ax* + bx + c = 0,
deux équations du second degré, à une inconnue.
Lorsque ces deux équations admettent une solution commune a, le système des deux équations du premier degré à deux inconnues
( ay + bx 4- c = 0, W l af y + b'x + C = 0,
admet un système de solutions de la forme
où la valeur de y est le carré de la valeur de x.
D'après les résultats connus de la discussion de deux équations du premier degré à deux inconnues (Voir n* 76), si ah' — ba' est différent de
494 ALGEBKE ÉLÉMENTAIRE.
zéro, les deux équations (3) admettent un système de solutions et un seul :
__ caf — ac' \X ~ âb' - ba''
j __ bc' — cb'
' ^ ~~ ah' — ht?'
ab' — biï
Pour que les deux équalions (I) et (2) aient une racine commune, il faut donc que Ton ait :
bc' — cb' __ (ta1 — ac'\* ab' — ba' ~~ \ab' — baf) '
ce qui s'écrit :
(4) [a& — ta')1 — («6' — ha!) {bc' — cb') = 0.
Désignons par R le premier membre de cette condition :
r ^ {aCr _ ca')* _ (ao/ — har) [bc' — cb'},
R est ce qu'on appelle le résultant des deux équations du second degré ( f ; et (2).
Si a^ — ba' est nul, mais si Tune des deux quantités a ou a!, a par exemple, est différente de zéro, il faudra, d'abord, que le système (3) soif compatible, ce qui exige
ac' — ca! = 0.
Dans ce cas, R est encore nul et les deux équations (I) et (2) ont non seulement une, mais les deux racines communes. Car, comne on sait, toute solution de la première équation du système (3) vérifie la seconde. « et fi désignant les deux racines de l'équation (1), les deux solutions
de la première équation (3) vérifient la seconde, ce qui exprime que l'équation (2) admet les deux solutions de l'équation (i).
Si, ab' — ba' étant nul, les deux quantités a et a' sont toutes deux nulles, on peut dire que les deux équations (1) et (2) (Voir n° 88) ont chacune un<» racine infiniment grande et, par suite, qu'elles ont encore une racine commune (infinie). D'ailleurs, comme, dans ce cas, on a encore R r 0, on peut dire, finalement, que la condition (4)
Il = 0
est nécessaire.
Cette condition est aussi suffisante, car si elle est remplie : 1° Si ab' — ba' ^k 0, elle peut se mettre sous la forme
bc' — cb' __ (ca! — ac'X* ab' — 6a' ~~ \ab' — bu')
qui exprime que le système (3) admet une solution où la valeur de y est le
carré de la valeur de x. Les équations (1) et (2) ont donc une solution commune qui est la valeur de x. 2° Si ab' — 6a' = 0 mais a ^ 0, la condition (4) devient
ac' — ca' = 0.
Les deux équations (3) ont toutes leurs solutions communes et les deux solutions de l'équation (1) vérifient l'équation (2).
3° Si a = a' = 0, les deux équations (i) et (2) ont une racine commune infiniment grande.
En résumé, la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations (t) et (2) aient au moins une racine commune est
Cette condition étant remplie, les deux équations auront, une seule racine commune :
ca' — ac'
ab' — 6a''
si abf — ba' ^ 0.
Dans le cas où a = a' = 0, la racine commune esl infiniment grande. S'il arrive, enfin, qu'on ait :
ab' — ba' = 0 i , n ac' — ca' = 0 s ^ '
c'est-à-dire :
î' _ ^ — CL a — b - c'
les deux équations (i) et (2) ont les deux solutions communes.
Remarque I. — Trouver la condition pour que deux équations à une inconnue aient une racine commune, c'est ce qu'on appelle éliminer celte inconnue entre ces deux équations.
Ainsi, le résultat de V élimination de l'inconnue x entre les équalions (i) et (2) est la condition
Remarque II. — Lorsque les deux équations du second degré (I) et (2) ont une seule racine commune finie, celte racine est, comme nous venons de le voir,
ca' — ac'
ab' — ba' '
Cette racine est donc une fonction rationnelle des coefficients des deux équations. On peut eu conclure les propositions suivantes :
Lorsque deux équations du second degré, à coefficients réels, ont une seule racine commune, cette racine commune est réelle.
Lorsque deux équalions du second degré, à coefficients réels et rationnels, ont une seule racine commune, cette racine commune est réelle et rationnelle.
167. L'élimination de l'inconnue x entre les deux équations du second degré (i) et (2) peut encore se faire par une aulre méthode dite « des fonctions sytnétriqaes ». Nous exposerons encore celle méthode, parce qu'elle est susceptible d'une extension à deux équations de degrés quelconques.
Désignons par f (x) et ç (x) les premiers membres des équations (1) et (2),
/ [x) hh ax* -4- bx + c, 9 (x) s== a'x* -f b'x -f C,
et supposons, d'abord, a différent de zéro. L'équation (1) a, dans ce cas, deux racines finies a et p (réelles ou imaginaires, distinctes ou non). Il est clair que si Tune de ces deux racines vérifie l'équation (2), on a
puisque Tune des deux quantités ? («) ou ç (P) sera nulle. Développons Je premier membre de cette égalité :
a2? («) <?(P) = a2 [a'a* + 6'* + c'] [a'p2 + b'fi -f c7] 3 a3 [a'2a2P2 + a'6'aP (* + p) + a'c' (a2 + 0») + 6'2ap + b'& (a + p) + c'*].
Or, a et P étant les racines de l'équation (1), on a
tP a2 *
En portant ces valeurs dans l'identité précédente, on trouve :
a2<p(a) «$) b a'*c* + aV2 — 2acaV + a'c'b* — a'c66' + ac6'2 — ac'66'.
Ce qui s'écrit
,ay<x) ?(P) b (aC — ca'f — (a6' — 6a') (b& — cJK)
ou
Donc, a étant différent de zéro, si les deux équations ont une racine commune, on a
On verrait de même, que, si a! est différent de zéro et si on désigne par a' et P' les deux racines de l'équation (2), on a l'identité
et, par suite, que si Tune des racines de l'équation (2) vérifie l'équation (!) R est nul.
Comme on a
f[x) = a[x — w)[x -P), ' on peut encore écrire
R = aV V - ») (*' - p) (P' - «) (P' - p),
lorsque a et a' sont différents de zéro.
Si a et a; sont nuls à la fois, les deux équation» (1) et (2) ont une racine commune infiniment grande et, comme il est aisé de le vérifier, R est encore nul.
Donc, en résumé, chaque fois que les deux équations ont une racine
commune (finie ou infinie) on a
Cette condition est donc nécessaire.
Elle est, d'ailleurs, suffisante. Ko effet, si Tune des deux quantités a ou a' est différente de zéro, a par exemple, l'équation (1) a deux racines finies a et p et on a l'identité
a étant différent de zéro, R ne peut être nul que si
?(*) = 0 ou ?(p) = 0,
ce qui exprime que Tune des racines de l'équation (1) vérifie l'équation (2).
Si, R étant nul, a et a' sont nuls à la fois, les deux équations ont une racine commune infiniment grande.
La condition est donc suffisante.
Remarque. — Lorsque le résultant R n'est pas nul, son signe peut donner des renseignements utiles sur la grandeur relative des racines, dans les équations à coefficients réels. On peut, en effet, démontrer la proposition suivante :
Théorème. — Lorsque le résultant de deux équations du second degré , à coefficients réels, est négatif, ces deux équations ont, toutes deux, leurs deux racines réelles et distinctes et les deux racines de l'une d'elles comprennent entre elles une racine et une seule de Vautre.
D'abord, si le résultant R des deux équations
(i) ax* + bx + c = 0,
est différent de zéro, Tune au moins des deux quantités a ou a' est différente de zéro. Supposons, par exemple, a différent de zéro. L'équation (1) a, alors, deux racines finies a et p et on a l'identité
R étant négatif, le produit ?(%) ?(p) est négatif. Les deux racines a et P sont nécessairement réelles, car, si elles étaient imaginaires, elles seraient imaginaires conjuguées. Les deux nombres cp(«) et ?(P) seraient également
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imaginaires conjugués et leur produit serait égal au carré de leur module commun, par suite, positif. De plus a et p sont distincts, car, si on avait * = P, on aurait
a et p étant deux nombres réels et distincts et les résultats de substitution ?(«} et <f(P) étant de signes contraires, on peut affirmer que les deux racines à' ei P' de l'équation (2)
sont également réelles et distinctes et que Tune d'elles est comprise entre a et p (voir n° 95, Rem.). On a, donc,
soit *' < « < P' < P,
soit a < a' < p < p'.
On pourra, d'ailleurs, distinguer ces deux cas en comparant les demisommes — r- et — — des racines des deux équations.
Lorsque Tune des deux équations
• ax* -f bx -f c = 0,
a'x* + Ux + c' = 0
a une racine double, la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux équations aient une racine commune est :
2ac' + 2ca' — bbf = 0 (voir l'exercice 18).
246. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que l'équatiou
ait une racine réelte (a, bt c, a', b\ c7 sont des nombres réels) ? — Dans quel cas les deux racines sont-elles réelles?
247. Même question que dans l'exercice précédent, pour l'équation du quatrième degré
(ax* + bx + c)1 + (a'x* + b'x + c')1 = 0. .
La racine' réelle, lorsqu'elle existe, est double et on demande de terminer la résolution dans cette hypothèse.
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24S. Trouver la condition pour que l'une des racines de l'équation
ax* -f bx -f- c = 0 soit l'inverse de l'une des racines de l'équation
249. Prouver que la condition nécessaire et suffisante pour que la fraction
ax* + bx + c a'x* + b'x + & ,
se simplifie, sans être constante, est que sa deriy.ee soit carré parfait.
ÉQUATION ET TRINOME BICARRÉS
168. Équation bicarrée. — La résolution générale de l'équation bicarrée, à coefficients réels ou imaginaires, se fait de la môme façon que celle de l'équation bicarrée à coefficients réels (Voir n° 99).
Soit • aar* + 6x» + c = 0 (1)
l'équation bicarrée la plus générale. Nous poserons
« * = y et nous serons ramené à résoudre la résolvante du second degré
ay* + by + c = 0 (2).
Cette résolvante a, comme nous venons de le voir, toujours deux racines y' et y (réelles ou imaginaires, distinctes ou non). On aura toutes les racines de l'équation (1) en résolvant les deux équations
a* = y' et x* = y".
Chacune de ces deux équations a toujours deux racines égales et de signes contraires et, par suite, l'équation bicarrée a toujours quatre racines, deux à deux égales et de signes contraires.
Dans le cas particulier où l'un des deux nombres y' ou y" est nul, l'équation (1) a deux racines égales à zéro.
Dans le cas où 6* — kac = 0, l'équation (1) a deux racines doubles, car y' = y".
Dans le cas où l'équation bicarrée a ses coefficients a, 6, c réels, il est facile de voir que les racines imaginaires (s'il y en a) sont deux à deux conjuguées. Lorsque les racines y' et y" sont réelles, cela est presque évident, car si l'équation
(y7 réel) a ses racines imaginaires, ces racines sont conjuguées, car ce sont :
+ » v - y' et -iv'-y'.
Si les deux racines y7 et y'7 de la résolvante sont imaginaires, elles sont imaginaires conjuguées (Voir n° 164). Or, comme il est facile de s'en rendre compte, deux quantités imaginaires conjuguées ont des racines carrées respectivement imaginaires conjuguées ; par suite, les deux racines de l'équation
. x* = y' sont les conjuguées des racines de l'équation
L'équation bicarrée a, dans ce cas, quatre racines imaginaires, deux à deux conjuguées.
Remarque. — Puisque les deux racines de la résolvante (2) peuvent être représentées par la formule
— 6 =fc y/b* — kae
les quatre racines de l'équation bicarrée (1) pourront être représentées par la formule
6 =fc y' 6» — 4ac
(Dans cette formule, lorsque la quantité placée sous un signe y] ne
sera pas réelle et positive, ce signe indiquera l'une des quantités complexes dont le carré est égal à la quantité placée sous le radical.)
Exemples :
1* Résoudre V équation
La résolvante est :
dont les racines sont
_ — 1 =t= tyT V ^
11 reste à résoudre les équations
- 1 + t\/3 _ - i - ty/3 x* = , x* = -
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dont les racines sont :
[iii#] „ * [-M],
Si on désigne, comme nous l'avons déjà fait (n° 164, Ex. 3°), par,; Tune des racines cubiques imaginaires de l'unité, ces quatre racines sont
jf y2i — h — y*.
2* Résoudre ï équation
La résolvante
y* 4- 1 = 0 a pour racines
— i et + *• Les quatre racines de l'équation proposée sont donc :
+ l'+ t + 1— t -- 1 + i — I — *i ^2 ' Jï >[% \'2
Leur somme est nulle. — Ce sont, au fond, les quatre racines quatrièmes de j- 1).
Equation* qui «e ramènent an second degrré. — Il est claie que, de même que nous avons repris les résolutions des équations du second degré et des équations bicarrées, on pourrait, d'une façon plus générale, reprendre les résolutions des équations et des systèmes d'équations dont les résolutions se ramènent au second degré et les traiter à notre nouveau point de vue.
Nous nous contenterons de donner quelques exemples.
Exemple I. — Soit à résoudre V équation réciproque
a?4 + xz + ®* + # + 1 = 0 (Voir nft 101 , Exemple). La résolvante, en posant
est
dont les racines sont
- t H- *fe et — i — y^^
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Les racines de l'équation proposée sont, alors, les racines des deux équations
Ces deux équations admettent, chacune, deux racines imaginaires. Les quatre racines de l'équation proposée sont donc :
— 4 4 y/ï ±i V*0 + 2\/5 . — 1 — S rfc i^iO — 2\Z£ 4 et 4 "
Exemple II. — Soit à résoudre le système :
Les équations étant symétriques en x et y9 posons
x + y = m, ary = v.
Le système devient :
{ ti (5v« — 5«*u + u4) = 275, f u = 5.
En portant la valeur de u dans la première, on a, pour déterminer v, l'équation
vî _ 2qv + U4 = 0,
qui a deux racines :
x et y sont donc les deux racines de l'équation
ou de l'équation
a* — foc + 49 ss 0.
La première a pour racines 2 et 3 ; la seconde a pour racines
5 sfc Jy/JËI 2 "
Le système a donc quatre solutions qui sont :
5 + tViT 5 — *t/Sï
5 — i y/M 5 + i t/iîï
ÉQUATION ET TRINOME BICARRÉS 503
169. Trlnâme bicarré. — Désignons par vV Tune des racines carrées de la racine yr de la résolvante de l'équation bicarrée
(1) ax* + 6x* + c = 0;
et par vV' l'une des racines carrées de la seconde racine y" de cette résolvante. Les quatre racines de l'équation bicarrée seront, alors,
+ VF, - VF + sfy", - VF et on aura, évidemment, l'identité (Voir n° 100) :
ax> + bx* + c ^ a(x — vV) (x + vÇ) (a — Vy") (* + Vv")
qui peut s'écrire, en désignant par xly a?2, jp3, #4 les quatre racines de l'équation (1),
ax* + 6a;2 -f- c = a (a? — tfj) (x — ar2) (* — #3) (* — #*)•
En d'autres termes*:
Tout trinôme bicarré peut être décomposé en un produit de quatre facteurs binômes du premier degré.
En écrivant que, dans les deux membres de l'identité précédente, les coefficients des mêmes puissances de x sont égaux, on obtient quatre relations entré les coefficients et les racines de l'équation (1). Ces relations sont :
*i + *i + «3 + *♦ = of
V dP,a?2 + xtxz + x&i + x&z + a?^ + x^ = -».
à XiXfXç -f- X^X^X^ -f- X^X^X^ -f- X 3X3X1 ^ 0,
170. Décoinpoaltlon du trinôme bicarré en deux facteur» du Mcond degré. — Supposons que, dans l'identité
ax* + bx* + c =3 a(x — a?j) (x — x2) (x — x3) (x — x*),
on effectue, d'une part, le produit (x — xt) (x — a?J et, d'autre part, le
produit (a? — xz) (x — a4), l'identité prendra la forme nouvelle
<wc* + 6x* + c = a {x* + px + q) [x* + p'x + q')
en posant :
(x — xt) (x — a?2) = x1 + P& + 9»
(x — «,) (a? — ar4) = x1 + P'# + 0'-
Ceci nous montre que tout trinôme bicarré peut être décomposé en un produit de deux facteurs du second degré. On Voit, d'ailleurs, aprwri, que cette décomposition est possible de trots manières, car on peut associer de
trois manières différentes les quatre binôme* du premier degré en deux couples de deux facteurs. Ces couples sont :
[x — a?,) (x — a?2), (or — xt) (x — a?t) ;
(x — xt) (x — a?,), {x — #,)(« — x>) ;
.(*-*-*,){* — a?4), (a? — xt) {x — a?3).
Nous pouvons, alors, nous proposer de calculer tous les systèmes de valeurs de p, q, p', q' tels qu'on ait l'identité
(1) «** + b& + c .a a (*« -f par + g) (a;8 + p'x + q')y
c'est-à-dire de chercher toutes les décompositions du trinôme, en deux facteurs du second degré. En identifiant les deux membres de l'identité (I) terme à terme, on parvient au système d'égalités suivant :
\<i + q' + pp' = -,
i pq> + qp> = 0,
Le problème revient donc à résoudre, de la façon la plus générale, ce système de quatre équations à quatre inconnues p, p', q, q'. La première équation donne
P' = — P et, en portant dans la troisième, celle-ci devient :
Ceci nous conduit, naturellement, à distinguer deux cas.
1° p = 0; par suite, p' = 0 et il reste, pour déterminer q et q'y le système
\ « + r' = «' / tf = -C,
qui prouve que q et q' sont les racines de l'équation
az* — 6s + c = 0.
Or, cette équation est la transformée en — z de la résolvante
ayi + 6y + c = 0
de l'équation obtenue en égalant à zéro le trinôme. Si donc y' et y" sont les racines de la résolvante, on devra prendre pour q Tune des deux valeurs — yf ou _ y" et pour qr l'autre. D'ailleurs, il sera indifférent de prendre
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pour q l'une ou 1'aulre valeur, on obtiendra toujours la même solution. Prenons, par exemple,
9 = — y', ?' = — y", et on a la première décomposition
ax* + bx* + c s a(a?* — y') (a?8 — y*') (3).
Cette décomposition, d'ailleurs, résulte immédiatement de la décomposition du premier membre de la résolvante en deux facteurs binômes. 2* Supposons
q' - q = 0, le système (2) devient alors,
La dernière relation donne, de suite, pour qr et q deux valeurs,
(v/|dési
* - « = ± Vj
désignant l'un des deux nombres complexes dont le carré esl égal
La troisième équation donne, alors,
A chaque valeur de q correspond ainsi pour p deux valeurs égales et de signes contraires. Il semble donc, au premier abord, qu'il y ait quatre solutions. Il n'en est rien, car, si on prend pour p une des racines carrées de
•* rê - f
p' sera égale à l'autre. Si on changeait, ensuite, la détermination de p, cela reviendrait à permuter p et p'. Or, comme
q = <r\ la permutation de p et de p' ne changera pas l'identité (i). Donc, quelle
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que soit la racine choisie pour p, la décomposition obtenue sera toujours Ja même. Désignons, par
l'un des deux nombres complexes dont le carré est égal à
Va a On pourra prendre
et
On a donc deux nouvelles décompositions, et deux seulement, (4) cur* + bx* + c =
et :
(5) ax* + fcr* + c =
«["♦V'-'V'l-:-— Vs][" -V'-'V^-ï-'-Vï]-
11 y a donc, en tout, trois décompositions ["(3), (4) et (5)1, et trois
seulement.
Remarque I. — 11 est facile, en suivant la marche que nous avons indiquée au n* 100, de retrouver les deux dernières décompositions de la façon suivante : Mettons a en facteur dans le trinôme :
ax* + bx* + c ^ ope* + £ a?* + -\
On remarque que x* et - peuvent être considérés comme les deux termes carrés du développement du carré de
a?* + V- ou de x* — V-.
'Va va
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On peut, donc, écrire :
a* + 6* + cS «[(** * Vh)'- (* »Vi -ï)*"]-
La quantité entre crochets peut, maintenant, être considérée comme la différence des carrés de deux quantités
Vi - V-m/H
et, en remplaçant cette parenthèse par le produit d'une somme et d'une différence, on a :
axl + bx* + c =s
•[**v^+V*«>Aï-î][**\/ï-V*«v^-!]-'
Remarque II. — Lorsque le trinôme bicarré a ses coefficients réels, il y a toujours au moins une décomposition à coefficients réels.
Cette proposition résulterait immédiatement du fait que, lorsque le trinôme a des racines imaginaires, ces racines sont conjuguées deux à deux. Il sufût donc d'associer les facteurs binômes conjugués pour obtenir une décomposition réelle.
Il est facile, d'ailleurs, de vérifier directement qu'il y a toujours une des trois décompositions (3), (4) ou (5) à coefficients réels, comme nous l'avons montré au n° 100 (page 271).
Cette proposition très importante permet de ramener la résolution de toute équation bicarrée à coefficients réels à celle de deux équations du second degré également à coefficients réels. Car, à cause de l'identité (4), résoudre l'équation
<w?* + bx* + c = 0,
revient à résoudre les deux équations
x% + px + q = 0, x* + p'x -\- q' = 0.
Exemple. — Considérons l'équation
#4 + **+• = 0 (Voir n- 100, page 272).
Le premier membre s'écrit
Pour résoudre l'équation proposée, il suffit donc de résoudre les deux équations
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Les autres décompositions du trinôme sont à coefficients Imaginaires; ce sont :
* + „ + ,4,_^!iiJ§)(„_^FWi),
#* + ** + 1 = (a» + îjî — i) {x* — ix — i).
Remarque III. — La condition nécessaire et suffisante pour que tes trois décompositions d'un trinôme bicarré, à coefficients réels, en facteurs du second degré, soient . également à coefficients réels, est que les quatre racines du trinôme soient réelles.
Les trois décompositions sont, en effet:
«[- -vrï+V-«vÇ-ï]["-Vî-V-V!-ï]-
Pour que ces trois décompositions aient leurs coefficients réels, il faut d'abord que les racines y' et y" de la résolvante soient réelles, ce qui donne :
6» — kac > 0.
Puis, que les trois quantités
î, tJi-i, -tJi-b-
soient positives. Or, le produit des deux dernières est :
M , c __ b* — 4ac
Ce produit est donc positif. Pour que les deux dernières quantités soient
positives, il faut, alors, et il suffit que leur somme — 2 - soit positive
(puisqu'elles sont de même signe).
Les conditions sont donc, finalement,
6* - lac > 0, - > 0, — - > 0,
qui sont précisément les conditions qui expriment que les quatre racines de l'équation
cïx4 + 6a* -f- c = 0
sont réelles.
■Wh
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Résoudre les équations
xh + îxt _ 3 = o 2*4 — xt 4. 5 = o *♦ + 2a:* -f 4 = 0 x* + 2x* — ** + 2j: + 1 = 0; .r» — 1 = 0; x* -f 1 = 0 ; x* — 1 = 0 ; o-«— 1=0; **• — 1=0;
plus généralement
je* —1=0.
Vérifier que, dans toutes ces équations binômes, la somme des racines est nulle. 2M. Décomposer en deux facteurs du second degré les trinômes bicarrés suivants :
Vjc* + j:* — 1;
a*4 -|- ix% — 1 .
TRANSFORMATION DE L'EXPRESSION Va ± v B
Considérons l'équation bicarrée
En résolvant cette équation comme d'ordinaire, on trouve qu'elle a quatre racines réelles données par la formule
= =fc V^4 ± jl
D'autre part, pour résoudre l'équation proposée, on peut décomposer le premier membre en deux facteurs du second degré par une décomposition de la forme (4) ou (5} du numéro précédent.
On a, alors :
a:* — Sx* + 9 == (x + 3)* — 14a?»
d'où :
S* — Sx* + 9 s (x* — x VÏ4 + 3) {x* + x VÎ4 + 3);
on a donc également les quatre racines de l'équation proposée en résolvant les deux équations du second degré
x* — x y/iï + 3 = 0, x* + x VÏÏ + 3 =r 0.
Or, en résolvanl ces deux équations, on trouve, pour les racines, la nouvelle expression
En rapprochant les expressions (1) et (2) on arrive à l'égalité intéressante :
Getle remarque nous conduit naturellement à chercher si toute expression de la forme
peut se mettre sous la forme d'une somme de deux radicaux simples. 172. Étant donnée l'expression
Va + \/b
où À et B désignent des nombres arithmétiques rationnels, B n'étant pas carré parfait, cherchons à déterminer deux nombres arithmétiques, x et y, également rationnels tels que Ton ait l'égalité
V/à + 7b = yfx + yfy (3).
Élevons les deux membres au carré, on devra avoir :
À + v/B=a? + y + ïjœy (4)
ou
2^/xy = A — x — y + vfe.
Élevons encore les deux membres au carré, et nous aurons :
kxy = (A — x — y)* + B + 2 (A — x — y) )/B.
Cette dernière égalité nous prouve qu'il faut que Ton ait
Car, si A — x — y était différent de zéro, on tirerait de cette égalité
/5 4ay-B-(A-*-y)* ^8 = 2 (A _ x _ y) •
égalité qui est impossible; car, B n'étant pas carré parfait, le premier membre est un nombre irrationnel et, A, B, & et y étant, par hypothèse, rationnels, le second membre est rationnel.
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Oo doit donc, d'abord, avoir
L'égalité (4) devient alors,
J B = 2 yfxy
qui donne
B = 4 xy, B
Les deux nombres «et y, s'ils existent, sont donc les racines de l'équation du second degré :
Pour que le problème ait une solution, il faut que cette équation ail deux solutions réelles, positives et rationnelles. Pour que les solutions soient réelles, il faut que Ton ait
Elles seront, alors, positives (car leur somme A et leur produit 7 sont positifs) et données par la formule
A db y'A* — B
Pour que ces solutions soient, enfin, rationnelles, il faut que
soit carré parfait.
Ces conditions nécessaires sont suffisantes, car, si A1 — B est égal à un carré parfait C*, l'équation (5) a deux racines positives et rationnelles :
A + C # A — C —2~ et —2—
En prenant pour x Tune de ces valeurs et pour y l'autre, l'équation (4) sera vérifiée. Or, comme l'égalité (4) provient de l'égalité (3) élevée au carré, x et y vérifieront soit l'égalité (3), soit l'égalité
- VA+\te = y/x + yÇ
qui est, manifestement, impossible.
x et y- vérifient donc l'égalité (3), et à cause de la symétrie, on pourra prendre pour x une valeur quelconque et pour y l'autre.
Par exemple, on prendra :
et on aura
Va + v'b = ^Lp + \/:
Exemple. — Soit à transformer :
\lk + 2 V3 - V^4 + \/Ï2.
On a ici
La transformation est donc possible fit on a :
C = 2, ce qui donne :
V4 + 2\6 = vtë + 1.
La transformation de
en Va? — y/y
se fait absolument de la même façon que la précédente. On traitera l'égalité
Va - y/n = v£ - y/y
de la même façon que l'égalité (3) et on arrivera, de môme, à voir que x et y doivent être les racines de l'équation (5) :
** — kx +5 = o.
Pour que la transformation soit possible, il faudra encore que A3 — B soit égal à un carré parfait G1.
Mais, ici, on ne devra pas prendre pour x Tune quelconque de deux racines, car, pour que l'égalité
slk — VB = \!x — V
soit vérifiée, il faudra que ^ soit plus grand que y. On prendra donc pourx la plus grande racine :
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et on aura :
174. Comme application, nous rechercherons dans quels cas la transformation précédente est applicable aux racines de l'équation bicarrée
axK + bx* + c = 0,
où a, 6, c désignent des nombres entiers. Les racines de cette équation sont données par la formule
b dz % 62 — 4ac
4nc
0U y Sa - V 4«*
c b (nous supposons, évidemment, ces racines réelles, par suite - > 0, > 0
et 6* — 4<ic > 0).
On a, ici,
a — 6 n — b* ~~ 4rtC
Pour que la transformation soit possible, il faut donc et il suffit que le
produit -des racines de la résolvante soit carré parfait. C'est ce qui avait
lieu, par exemple, dans l'équation que nous avons considérée au début (n° 471).
Chaque fois, d'ailleurs, que la transformation est possible, on obtiendra
directement les racines sous la forme ± y]x ± y/y en décomposant le trinôme bicarré en deux facteurs du second degré de la forme (4) ou (o) du n° 170.
EXERCICES
APPENDICE II
175. Dans l'étude élémentaire de la variation d'une fonction au moyen de sa dérivée (n°* 119 et 120), nous avons admis que, lorsqu'une fonction est croissante, pour toutes les valeurs de la variable comprises dans un intervalle, elle varie, dans cet intervalle, dans le même sens que la variable. Nous allons, maintenant, combler cette lacune et montrer comment on peut établir, directement, les propositions analogues à celles du n° H9, pour la variation d'une fonction dans un intervalle.
Rappelons, d'abord, et précisons les définitions de la croissance et dt* la décroissance da7is un intervalle (Voir n° 31).
Définitions. — 1. On dit qu'une fonction est croissante, dans un intervalle. lorsqu'elle varie, dans cet intervalle, dans le même sens que la variable.
Ceci peut encore s'exprimer sous la forme équivalente que voici :
Une fonction f(x) est dite croissante, dans l'intervalle (a, 6), si, a etp étant deux nombres quelconques, compris dans cet intervalle, le quotient
est positif.
II. Une fonction est dite décroissante, dans un intervalle, lorsqu'elle varie, dans cet intervalle, en sens contraire de la variable.
On peut encore dire ceci de la façon suivante :
Une fonction f(x) est dite décroissante, dans l'intervalle (a, b), si, a et p étant deux nombres quelconques, compris dans cet intervalle, le quotient
rw - m
est négatif.
Théorème de Rolle. — Lorsqu'une fonction l'(x) est finie, continue, et admet une dérivée, pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle (a, b), si, de plus, elle prend des valeurs égales pour x = a et x = b, i7 existe au moins une valeur c de la variable, comprise entre a et b, pour laquelle la dérivée s'annule.
Par hypothèse, on a :
Si, lorsque x varie de a h b, la fonction reste constante, sa dérivée est nulle pour toutes les valeurs de x \Th. i, n° 117), par suite, pour toute valeur c, comprise entre a et 6.
Si, x variant de a à b, la fonction ne conserve pas toujours la même valeur, elle prendra certainement des valeurs soit plus grandes, soit pins petites que /'(«). Supposons, par exemple, que la fonction prenne des valeurs plus grandes que f[a); comme elle reste finie, elle atteindra
certaiuement une valeur plus grande que toutes les autres ou, du moins, une valeur qu'elle ne dépassera pas. Soit, alors, c un nombre compris entre a et 6 tel que, x variant de a à 6, la fonction ne prenne pas de valeurs supérieures à f (c), on aura :
f{r. — h) — f(c) < 0 et f(c + h) - f[c) < 0,
h étant un nombre positif, assez petit pour que c — h et c + h soient compris entre a et 6. Par suite, on aura :
Or, lorsque h tend vers zéro, les deux rapports — — ^-'
et — r — tendent tous les deux vers une limite commune f'(c):
comme ils ont des signes contraires, cette limite commune est zéro. On a donc :
Ce qui démontre le théorème proposé.
Théorème des accroissements finis. — Lorsqu'une fonction f(x) est finie, continue, et admet une dérivée, pour toutes tes valeurs de x comprises dans V intervalle (a, b), tï existe un nombre c, compris entre a et b, tel que l'on ait V égalité :
m - m = (»-«) ne).
Désignons, en effet, par A le quotient
On aura, par définition de A,
ou :
(1) f(b) — IX = f{a) — «A.
Considérons alors la fonction ?(#) suivante :
Cette fonction est tinie, continue, et admet une dérivée, pour toutes (es valeurs de x comprises entre a et 6, puisque c'est une différence de deux fonctions de cette nature. Sa dérivée est, d'ailleurs :
Or, l'égalité (i) exprime que Ion a :
Donc, d'après le théorème de Rollc, il existe un nombre c, compris entre a et 6, tel que
c'est-à-dire, tel que
ou tel que: f> (c) = 'W ~ ^l
Ce qui prouve la proposition.
Théorème I (Réciproque du Théorème I, n° H 7). — Lorsqu'une fonction f (x) admet une dérivée, pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, et que, pour toutes ces valeurs, cette dérivée est nulle, la fonction est constante dans l'intervalle (a, b).
Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver que, si a et p sont deux nombre^ quelconques compris entre a et b, on a :
rw = m-
Or, d'après le théorème des accroissements finis, il existe un nombre «y, compris entre a et p, et, par suite, entre a et b, tel que
rw-rm = («-Pirw.
Or, d'après l'hypothèse,
f (7) - 0 donc
Remarque. — La proposition précédente est presque intuitive lorsqu'on se reporte à la signification géométrique de la dérivée. Car, la dérivée f {x) étant le coefficient angulaire de la tangente à la courbe représentative
si celle dérivée est toujours nulle, la tangente à la courbe est toujours parallèle à ox. On conçoit, alors, que la courbe ne peut être qu'une droite parallèle à ox et, par suite que, y, c'est-à-dire f(x), est constant.
Théorème II. — Lorsqu'une fonction f(x) admet une dérivée, pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle (a, b) :
1* Si la dérivée est positive, pour toutes les valeurs de cet intervalle, la fonction est croissante, dans cet intervalle.
2° Si la dérivée est négative, pour toutes les valeurs de cet intervalle, la fonction est décroissante, dans cet intervalle.
Il suffit de prouver, en vertu même des définitions, que, si « et p sont deux nombres quelconques, pris dans l'intervalle (a, b), on a :
f(«) - rm ^ »
lorsque la dérivée est positive. Or, d'après le théorème des accroissements finis, on a :
7 étant un certain nombre compris entre a et ? et, par suite, entre a et b. D'après l'hypothèse, f (r) est positif, et la proposition est démontrée.
L'égalité précédente montre, de même, que, lorsque f (y) est négatif, on a
et que, par suite, la fonction est décroissante.
Réciproque du théorème II. — Lorsqu'une fonction f(x) admet une dérivée pour toutes les valeurs de x compnses dans l'intervalle (a, b) :
1° Si elle est croissante dans cet intervalle, la dérivée est positive ou nulle, pour toutes les valeurs de V intervalle.
2° Si elle est décroissante dans cet intervalle, la dérivée est négative ou nulle, pour toutes les valeurs de l'intervalle.
La démonstration est identique à celle de la réciproque du théorème I du n° 119.
Remarque. — Il faut remarquer que si la dérivée est nulle, elle ne peut Fétre que pour des valeurs isolées de x; car, s'il existait un intervalle, quelque petit qu'il soit, compris dans l'intervalle (a, b), dans lequel la dérivée serait constamment nulle, la fonction serait constante dans cet intervalle, d'après le théorème I, qui précède.
Continuité de» fonction* circulaires
Les fonctions circulaires sont les fonctions :
séc x, coséc x, cotg x.
sin x, cos x, tg x,
qui sont les lignes trigonométriques de Tare x.
Pour montrer que ces fonctions sont des fonctions continues de la variable x, nous remarquerons d'abord que :
Le sinus d'un arc tend vers zéro en même temps que cet arc. 9
Soit, en effet, 0 (fig. 53) le cercle trigonométrique de rayon 1. A, l'origine des arcs; ox Taxe des cosinus dont le sens positif est de 0 vers A, et oy Taxe des sinus perpendiculaire à ox. Le sinus d'un arc AM est, par définition,
le segment ÔP, P étant la projection orthogonale de M sur oy. ''' Gela étant,' soit c un nombre positif donné à l'avance. Portons, sur oy, de
Fia. 53.
(1) Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons le lecteur familiarisé avec les formules ordinaires de la trigonométrie élémentaire.
part et d'autre de 0, deux longueurs OK, OK' égales à e. Menons par K et K' des parallèles à ox qui coupent Je demi-cercle BAB' en H et H'. Soit a la valeur commune des arcs égaux AH et AH'. Il est clair que si l'arc AM est, en valeur absolue, plus petit que «, son extrémité M tombera entre H et H' ; par suite, la projection P de M sur oy tombera entre K et K' et le
segment ÔP sera, en valeur absolue, "plus petit que e. En d'autres termes, ceci nous prouve que : si
X | <. a, on a
sin x | < e
Sin x tend donc vers zéro en même temps que x.
i° Continuité de sin x. — Donnons à la variable x un accroissement A, il en résultera, pour sin j?, l'accroissement
k = sin(,r -f h) — sin.r;
ce qui s'écrit, en transformant cette différence en produit :
h = 2sin^J cos/* + ^j.
Quand h tend vers zéro, sin (- J tend vers zéro et cos (a? + -1 reste fini
(compris entre — l.et + 0» donc ^eur produit k tend vers zéro.
2° Continuité de cos x. — Soit h l'accroissement donné à x, l'accroissement correspondant de cos x sera :
ce qui s'écrit:
k = cos (x + h) — cos x;
Quand h tend vers zéro, sinl - jtend vers zéro et sinfa? + - 1 reste fini,
donc k tend vers zéro.
3° Les fonctions cos x et sin x étant Continues, on en conclut, immédiatement, que les autres fonctions circulaires sont continues pour toutes les valeurs de x, pour lesquelles elles ont une valeur finie. On a, en effet,
sin x tga? =
cotgx =
sec a? = -
cos x cos a; sin x \
cosec x ==
cos .7;' { sin a?
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En appliquant le théorème sur le quotient de deux fonctions continues (•n* H4, Th. ///), on conclut, immédiatement, que les quatre fonctions tg.r, colg./\ sec a?, eosécac sont continues pour toutes les valeurs de a? qui n'annulent pas leurs dénominateurs.
Lemme. — Le rapport du sinus d'un arc à cet arc tend vers Vunitë quand t'arc tend vers zéro (').
Supposons d'abord l'arc ,v positif. Nous pouvons, évidemment, le
supposer aussi plus petit que -J,
puisque nous allons le faire tendre vers zéro. Soit 0 Le cercle trigonométrique, A M l'arc x (fiy. 34), MP la perpendiculaire abaissée de M sur OA et T le point d'intersection du rayon OM avec la tangente en A au cercle.
On a :
MP = sina», AT = Ig.r,
puisque le sinus et la tangente sont positifs.
Si Ton compare entre elles les aires des triangles OAM, OAT et du secteur circulaire OAM, on a:
Fie. :»;.
aire OAM < aire sert. OAM < aire OAT. Ceci donne, en remplaçant les aires par leurs mesures,
l OA X MP < i OA X arc AM < ^ OA X AT
OU
ou, enfin,
MP < arc AM < AT,
sin.r
SIII.K COS. F
sinar étant positif, nous pouvons diviser les trois membres de cette double inégalité par sina? et il vient :
sm.r cosa?
Or, quand x tend vers zéro, cos.r tend vers 1, puisque cos.r est une fonction continue et que
cosO = i.
(1) On suppose, dans l'énoncé do cette proposition, que l'unité d'arc est, commo d'ordinnirc en trigonométrie, l'arc qui a pour longueur l'unité d« longueur, c'cst-à-diro l'arc qui a môme longueur que lo rayon du cercle (qui est pris pour unité).
sinx
reste donc compris entre 1 et une quantité qui a pour limile i.
- — a donc aussi pour limite i, quand x tend vers zéro par valeurs sin x
positives.
La proposition est encore vraie quand x est négatif. Posons, dans ce cas,
x' sera positif et on aura :
sin aï _ — sin.r' sin a:'
Quand x tend vers zéro par valeurs négatives, x' tend vers zéro par valeurs
siu x sin x
positives, — f— a pour limite 1, il en est donc de même de .
I. — La dérivée de sin a: est cosa
Donnons à x l'accroissement /i, sin a: prendra l'accroissement :
h = sin(a? + h) — sin» = 2 siof — J cosfa; + -).
On a donc :
sin
Lorsque h tend vers zéro, le quotient
a pour limite i (d'après le Lemme); cosf x -f- «) a Pour limite cosx, puisque x + - a pour limite x et que cosa? est une fonction continue. Le quotient t a donc une limite qui est
HmfTJ = i X cosa? = cosa?.
La fonction sin x admet donc une dérivée pour toute valeur de xf et cette dérivée est cos x.
IL — La dérivée de cosa? est — sina?.
Soit h un accroissement donné à a?, l'accroissement correspondant de cosa? est :
k = cosfa? + h) — cosa? = — 2 sinf- j sinfa? + ôV
On a donc :
* Sin(t) • / ^ A\
Quand h tend vers zéro, le quotient
tend vers 1 ; et sinf a? + k ) ten(^ vers s^n #> puisque le sinus est une fonction
k continue, y a donc une limite qui est
i X sina? = — siua?.
La fonction cosa; a donc une dérivée, pour toute valeur de a?, qui est — sina?.
III. — La dérivée de iex est
^ cos'a?
L'accroissement de tga?, correspondant à un accroissement h de x, est ;
k = *(* + ^ - tg« = cos(x + hk) cosa-
On a donc, pour toute valeur de x qui n'annule pas cosa?,
k __ sin/t 1
Â /i cos(a? + /*) cosa?"
. Lorsque h tend vers zéro, le rapport
s'mh
tend vers 1. D'ailleurs, cosa? étant une fonction continue, cos(a? + h) a pour limite cosa? et le dénominateur, cos(a? + h) cosa?, a une limite cos'a?, différente de zéro, pour toute valeur de a? qui n'annule pas cosa?. Par suite,
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en verlu des théorèmes sur les limites, - a une limite, lorsque x tend vers
zéro, qui est:
lim(f) = l X t\ \ h / cos
cos- a? cos-.r*
La fonction tg.r a donc une dérivée pour toute valeur de x qui ne la
rend pas infinie, et cette dérivée est — -=— .
r cos2.r
Cette dérivée s'écrit encore :
cos2 X
Remarque. — Connaissant les dérivées de sinz et de cos a?, on pourrait avoir la dérivée de tg.r en appliquant la règle de la dérivée d'un quotient. On a :
sin x n cos a?
Par suite,
w (sin x)f cos x — (cosx)'sin.r
(tg.r) = s r-i ;
v b ' cossa?
cos2 a* 4- sin2 a? 1
x ° ' cos2.ir cos1.*'
On calculera de la inÊme façon les dérivées des trois autres lignes trigonométriques.
1° cote a? = - — ;
r sm.r
d'où
. 4 ., — sin* a? — cos* a?
(cotg.r)' =
2° séca* —
cos a?
sin2 a? sin2.r
d'on
, , ., sin.r (secr/ =
cos* .r *
3n cosécr = — — :
sin.r
d'où
. . ,, cos a?
(cosecc)' = — -.- ,— .
N ' sin2 a?
178. Dérivée d'une fonction de fonction. — Soit u une fonction d'une variable x elf(u) une fonction de u. f(u) peut être considérée comme une fonction de la variable x et, à ce titre, est dite fonction de fonction»
COMPLÉMENT A L'ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS. 5*3 Ainsi, par exemple, l'expression
V7*2 + 4 peut être considérée comme une fonction de l'onction, car, si on pose
il = .t* + i,
on aura
De même,
sin\yjx)
est une fonction de la fonction \J x.
Théorème. — Si la fonction u, de la variable x, admet une dérivée uf et si la fonction /(u), de la variable u, admet une dérivée f (u), la fonction de fonction f (u), fonction de x, admet une dérivée qui eut le produit
Désignons par y la fonction de fonction f (n), de la variable x. Donnons à x un accroissement Aa?, i) en résultera pour la fonction u un accroissement correspondant Su et pour la fonction y un accroissement Ay. On aura évidemment,
ty ~ f (m + ai/) — f (n)
puisque, pour x -\- Ax, u prend la valeur u + Au. Par suite, on a :
A£ _ fju 4- A») — f(u)_
ce qui s'écrit :
-f- AU) —
Ali
Ail
Sx
Quand Sx tend vers zéro, le quotient — a, par hypothèse, une limite m'.
SX
D'ailleurs, Au tend vers zéro, car la fonction u, admettant une dérivée, est nécessairement continue; par suite, le quotient
AU
tend vers une limite f'(u), d'après l'hypothèse.
Il résulte, de là, que le quotient — a une limite qui est le produit des
aX
limites de ses deux facteurs, et que y, fonction de a?, admet une dérivée qui est :
Exemple I. — u peut être considérée comme une fonction de fonction.
Or, la dérivée de um, où on considère u comme une variable indépendante, est
mu on a donc
[U ) = mu M .
Nous retrouvons la règle énoncée au n° 117. (Th. III, Cor. U.) Exemple II. — La dérivée de sin u est
cosu. u'.
Ainsi prenons m = yx, nous aurons
2 va?
et, par suite,
(sin(v/x)j = cos(v/x).
Prenons u = x -j- a, nous aurons m' = 1. Donc
(sin [x +a)); = cos (x + a) ;
de même,
(cos (# + fl)/ = — sin (x + a).
Ceci nous permet de donner les expressions des dérivées mtémt* de sin x et de cos x.
Remarquons, en effet, que
cos
x r= sin (x + ^ U — sin a? = cos (a? + =);
on aura, alors,
(sin*/ = sinkB + ïj, (cosa:)' = cosf.a: + - j.
En dérivant, encore une fois, on aura
(sinar)" = coslx -f- -J = sinftf + 2-L (cosj?)'/= — sinf j? + ^) = cosfa? + 2-J.
COMPLÉMENT A l/ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS. 5S5
On voit facilement la loi. Chaque dérivation augmente Tare de ^. m dérivations successives augmenteront Tare de m fois-. On a, par conséquent :
Exemple III. — Soit
on aura
D™m (sin*) = sinfar' + m*^), D™m (cos a,-) = cosf x + m ^j.
. / ax 4- à \
, _ fax 4- 6\ aV — fta' y - co\a'x + 6'/ (a'x + b')*
De même, soit
y = y'I — sin*#;
on a :
yf = _ (1 __ giu8 j.) #
2vl — sins# Or
(i — sin*a?) = — 2 sin £ (sin x) = — 2 sin #. cos ar,
donc
sin a? cos x
V* — sin* ar
179. Variation des fonctions circulaires. — La connaissance des dérivées des fonctions circulaires pourra nous permettre d'étudier, facilement, la variation de ces fonctions et de celles qui sont des combinaisons simples des fonctions circulaires. Voici quelques exemples d'études de ce genre.
Exemple I. — Variation de sin x.
Pour étudier la variation de sin ar, nous remarquerons, d'abord, que, puisqu'on a
sin (2w + x) = sin ,r,
lorsque x varie de 2ir à 4*, la fonction varie de la même façon que lorsque x varie de 0 à 2«. De môme, x variant de 4w à 6ir, de 6ir à 8*, etc..., ou encore, x variant de — 2* à 0, de — 4w à — 2w, etc., sina? varie de la même façon que lorsque a: varie de 0 à 2w.
Il nous suffira donc d'étudier la variation de la fonction dans l'intervalle (0,2*) puisque, dans les intervalles suivants et précédents, sinj? passe périodiquement par les mêmes valeurs.
La fonction sin# admet une dérivée, pour toute valeur de xt qui est cos.r.
Or, cosx s'annule pour
•w ma
dans l'intervalle de 0 à 2ir.
x croissant de 0 à -, cosx est positif, par suite, s'mx croit (de 0 à 1) ; x
croissant de - à —, cos# est négatif, et sina: décroît (de là — i) ; enfin, x
te croissant de 3 - à 2w, cosa? est positif et sin x croit (de — là 0;. En
remarquant que sin.r s'annule pour x = w, ou peut résumer cette discussion dans le tableau suivant :
cos .u
sin A'
croit
\ (max)
décroît
ir
décroit
— 1 (min)
croit
La courbe représentative de la variation est, alors, la suivante {fiy. 55 >. La courbe part de l'origine 0, monte jusqu'à un maximum A (tanpente
rr
horizontale) pour x = 5, y = 1. Elle descend, ensuite, du maximum A à
un minimum
C ( x = -^-, y = — 1 j en traversant Taxe des x au
point B (x =• 7T, y == 0). Enfin, la courbe remonte du minimum C au point D, situé sur l'axe des x, pour lequel ,r = 2«, y = ()•
On peut remarquer qu'il est facile de construire les tangentes à la courbe aux points A, B et D. On a, en effet, pour
x = 0, y' =• cosO = \ ; x = *, y' = cos- — — i ; x = 2ît, y' = cos2* = 1.
^ Les coefficients angulaires des tangentes en A et I) sont donc égaux à I. Les tangentes en A et D sont donc parallèles à la droite
qui est la bissectrice de l'angle xoy.
Le coefficient angulaire de la tangente en B est — I. La tangente en B est parallèle à la droite
qui est la bissectrice de l'angle x'oy.
Connaissant la courbe OABGD qui représente la variation du sinus, quand x varie de 0 à 2*, on a, facilement, la courbe complète représentant
Fio. 55.
la variation du sinus lorsque x varie de — oo à + oo. En effet, lorsque x varie de 2w à 4w, la variation du sinus étant la même que de 0 à 2«, la courbe représentative DEF est identique à la courbe OABGD. On obtient, alors, la courbe complète en traçant une suite indéfinie d'arcs de courbe DEF, FGH, etc.. OIK, etc., identiques à l'arc OBD et se prolongeant indéfiniment dans les deux sens. La courbe complète esl, comme on le voit, une courbe qui serpente autour de ox en faisant une torsade régulière se prolongeant indéfiniment dans les deux sens oa'e.to.r'. C'est par analogie avec cette courbe qu'on désigne, souvent, une courbe quelconque qui serpente autour d'une droite sous le nom de courbe sinusoïdale.
Remarque. — On pourrait étudier, de la même façon, la variation du cosinus, mais, si on remarque que
cos
x = sinU + A
on voit que cette étude est inutile. Car, lorsque x varie de 0 à 2w, cette égalité nous montre que cos a: a les mêmes variations que sinx lorsque x
varie de - à 2* + « •
La courbe représentative de la variation de cosz est identique à la courbe qui représente sina?, il n'y a de différence que dans la place de Taxe oy relativement à la courbe. On obtiendra évidemment la courbe qui représente cosx en diminuant les abeisses de tous les points de la courbe, qui
représente sin.r, de -. Ceci revient, au fond, à déplacer Taxe oy de façon
qu'il passe parle point A (fig. 55).
Exemple II. — Variation de \gx.
L'égalité bien connue
*«(* + it) = tga?
nous montre, de suite, qu'il suffit d'étudier la variation de la fonction fgx lorsque x croît de 0 à tt, car de w à. 2-, de 2* à 3^, etc.. et de — sàO, de — 2w à — w, etc... la fonction passera par les mêmes valeurs, dans Je même ordre.
Dans l'intervalle de 0 à «, la fonction Ig x est continue pour toutes les
valeurs de x sauf pour or = - , valeur pour laquelle elle devient infiniment
grande. D'ailleurs, pour toutes les valeurs de x pour lesquelles elle est
continue, la fonction admet une dérivée qui est — *-. La dérivée étant
1 cos2a?
toujours positive, la fonction est toujours croissante. Ceci nous conduit à
la discussion suivante :
x croissant de 0 à -, tga? croit de 0 à + °°- Lorsque x passe par la
valeur r, tapasse brusquement de -f oo à — oo. Enfin, x croissant
de 5 à «, tga? croît de — oo à 0.
La courbe représentative de la fonction présente une asymptote parallèle à oy :
Lorsque x croit de 0 à -, la courbe monte de l'origine 0 pour devenir
asymptote à la droite AB (x = | J (fig. 56). Puis elle repart asymptote à AB, en bas, et monte jusqu'au point C (x = rc, y = 0), lorsque x croit de - a 5T.
Les coefficients angulaires des tangentes en 0 et C sont égaux à 1, ces tangentes sont donc parallèles à la bissectrice de l'angle xoy.
En transportant la courbe OA, BC, parallèlement à elle-même, de façon que 0 vienne en C, on obtient la courbe CD, EF qui représente la variation de tga? quand x varie de -r à 2ir. On transportera ensuite 0 eu F, et ainsi de suite. En continuant de la sorte, on obtiendra la courbe tout entière représentant la variation de tga? quand x croît de 0 à + °°- Kn
transportant, de même, la courbe vers la gauche en OA/, B'C, etc., on aura la courbe qui correspond au cas où x croit de — oo à 0. La courbe totale se compose doue d'une infinité de branches D'C'B', A'OA,
Fig. 56.
BCD, EFG, etc., s'étendant à l'infini dans les deux sens ox et ox\ identiques entre elles et asymptotes à des droites parallèles à ox qui sont
3ir
rr —
en nombre infini.
Remarque.
— L'égali
té
cotg
- tg(x
nous prouve qu'on pourra déduire la variation de cotgx de celle de igx, comme on a déduit la variation de cosa? de celle de sin.r.
180. Variation de la fraction du second degrre. — Dans l'étude de la variation des fonctions (liv. IV, ch. iv), nous avons traité de nombreux exemples numériques où la fonction considérée était une fraction rationnelle dont les deux termes étaient des polynômes du premier ou du second degré. Nous nous proposerons, pour terminer ce complément, d'examiner en détail et de discuter les divers cas qui peuvent se présenter Algèbre élémentaire. 34
dans l'étude de la variation de Ja fraction la plus générale du second degré
ax2 '+ bx 4- c
suivant les diverses valeurs numériques, réelles, qu'on peut attribuer aux coefficients a, 6, c, a', 6', c'.
La fonction :
i.c2 -f- bx -f- c
est continue pour toute valeur de a?, sauf pour celles qui annulent le dénominateur (s'il en existe). Elle admet une dérivée :
, _ (ab' — feqQj?» + 2(ac' — ca')x + 6c' — cfr ~~ (a'a?2 + ô'x + c'f
Pour que cette dérivée puisse changer de signe, il faut que son numérateur ait des racines réelles et distinctes; il faut donc que le discriminant de ce numérateur soit positif. Or, le discriminant du numérateur est :
R s (acf — ca'f — {ab' — 6a') {bc' — c6'),
et on voit, de suite, que ce n'est autre chose que le résultant R des deux termes de la fraction (Voir n° 166).
Nous sommes ainsi amené à distinguer trois cas principaux suivant le signe de ce résultant.
La dérivée ne s'annule pour aucune valeur réelle de x. D'ailleurs, ab' — ba' est nécessairement différent de zéro, car sans cela R serait positif. Par suite, la dérivée est toujours du signe de ab1 — ba'. La fonction varie toujours dans le même sensy il n'y a ni maximum ni minimum.
Le numérateur et le dénominateur de la fraction ont leurs racines réelles et distinctes. Car, comme nous l'avons vu (n° 167, Th.), le résultant R de ces deux trinômes étant négatif, ces deux trinômes ont leurs racines réelles et distinctes et les deux racines de l'un séparent les racines de l'autre.
(A) — Si a1 *fi 0, le dénominateur a deux racines réelles et distinctes, a' et P', qui sont deux valeurs de discontinuité pour la fonction. La courbe représentative de la variation admet les deux asymptotes
parallèles à oy. De plus, comme, pour x = =fc co, on a : y = -,1a courbe admet une asymptote parallèle à ox qui a pour équation :
La forme générale de la courbe représentative est celle de la figure 57 qui est construite, en supposant «6' — baf > 0. Dans cette figure, nous n'avons pas tracé les deux axes ox et oy dont la position relative,
Fitï. £7.
par rapport à la figure, varie suivant les grandeurs numériques des
coefficients.
c' (B) — Lorsque a' = 0, le dénominateur n'a plus qu'une racine finie, — :->
qui est la seule valeur de discontinuité pour la fonction. La courbe représentative n'a plus qu'une seule asymptote parallèle à oy qui est :
D'ailleurs, a est nécessairement différent de zéro, puisque ah' — ba' n'est pas nul, et, par suite, pour x = =fc oo, y est infiniment grand. La courbe représentative présente alors une asymptote, non parallèle à un axe,
où ox + P désigne la partie entière du quotient du numérateur par le dénominateur (Voir n° 124, Exemple VII, Rem.).
ALGEBRE ELEMENTAIRE.
La courbe représentative est une hyperbole qui a la disposition de la ligure 58, lorsque ab' — ba' > 0 (,).
Fio. 58.
La dérivée a, dans ce cas, deux racines réelles et distinctes que nous désignerons par
x* el x" {x* < x").
On est, alors, conduit à subdiviser ce cas en plusieurs autres suivant que le dénominateur a ou n'a pas de racines réelles.
I. — Soit V* — 4 a'c
Le dénominateur de la fraction a des racines réelles et distinctes
(1) Dans la suite, nous construirons toujours la courbe représentative dans l'hypothèse aV — ba' > 0, lorsque aV — ba' sera différent de zéro. Pour avoir les formes générales des courbe» représentatives correspondantes au cas de aV — ba* < 0, il suffirait de regarder les courbes que nous avons tracées par transparence à travers la feuille de papier.
a' et P'. Pour ranger les quatre nombres x, x*, %' et p', Formons le résultant des deux trinômes
et
[abf — ba')jfi + 2(ae' — ca')x + b& — cbf.
Ce résultant est :
ce qui montre que, dans notre hypothèse, R, est négatif. Les racines x' et x* comprennent donc entre elles une racine &' ou f et une seule (n8 167, Th.).
(A). — Si ab' — 6a' ^ 0, a' ^ 0, les quatre nombres a?', x", a', 0' sont finis. En supposant abf — 6a' > 0, et l'ordre suivant, pour les racines :
xf < a' < x" < p',
on a le lableau de variation que voici :
— oo
croit
(m<ix.)
décroît
mt
— oo
décroit
(min.)
croit
-f- oo
croit
-\- oo
(I) Pour voir cela facilement, on remarque que le résultant H peut se mettre sous la forme suivante :
4R sa (sac' + 2ca' — bb')* — (6* — lac) (ô'« - Wc').
(Voir \b premier Exercice 18). En appliquant cette forme du résultant, aux deux trinômes en question, on trouve, de suite, l'expression de R, sous la forme indiquée.
ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
La courbe représentative (fig. 59) a deux asymptotes,
parallèles à oy; et une asymptote
parallèle à ox.
On peut remarquer que la valeur de y relative au minimum {x est certainement plus grande que celle qui est relative au maximum (&
Fig. 59.
car, si on se reporte à la figure 59, on voit immédiatement que, si le minimum B était plus bas que le maximum A, on pourrait tracer des parallèles à ox qui couperaient la courbe en quatre points. Il y aurait alors quatre valeurs de x donnant à y la même valeur. Or ceci est manifestement impossible, car, si on donne la valeur de y, on a, pour déterminer .r, une
équation du second degré et, par suite, à toute valeur de y il ne peut correspondre, au plus, que deux valeurs de x.
(B). — Si ab' — 6a' ^ 0, «' = 0, le dénominateur n'a plus qu'une racine finie a', comprise entre x1 et x". La courbe représentative n'a plus qu'une seule asymptote parallèle à oy. D'ailleurs, pour a: = =fc <*>, y est indéû-
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niment grand (car a =£ 0), il y a une asymptote non parallèle aux axes (Voir n° 124, Exemple VII, Rem.).
La courbe représentative est encore une hyperbole (fig. 60), comme dans le cas de R < 0, a' = 0.
(C). — Si al/ — baf = 0, a! est nécessairement différent de zéro; car, si a' était nul, il faudrait : ou bien que a = 0 et alors R serait nu), ou bien que 6' = 0 et alors on n'aurait plus affaire qu'à un trinôme du second degré, car le dénominateur serait constant. La dérivée ne s'annule plus que pour une seule valeur finie a/, comprise entre a' et p'.
La courbe représentative a deux asymptotes,
parallèles à oy, et une asymptote
parallèle à ox. Elle a, en supposant a& — ca' < 0, la forme de la figure 6i. On peut remarquer qu'on peut considérer cette fonction y comme ayant un minimum pour x = db ©o. En effet, ce cas peut être considéré comme un cas-limite obtenu en faisant tendre abl — 6a' vers zéro. La racine a?" disparait en croissant indéfiniment. Lorsque x passe brusquement, de + oo à — oo, la dérivée change de signe, la fonction cesse de
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décroître pour croître. D'ailleurs, l'inspection de la courbe représentative (fig. 61) montre que l'asymptote y = —, , parallèle à ox, se comporte
comme une tangente en un minimum, puisque la courbe ne descend
pas au-dessous de cette asymptote. — , est donc un minimum relatif pour la fonction.
IL — Supposons bft — 4a'c' < 0.
Dans ce cas, a' est nécessairement différent de zéro (car sans cela b*2 — 4a/c/ serait positif ou nul). Le dénominateur ayant des racines imaginaires, la fonction y est finie et continue pour toute valeur réelle de x.
(A). — Si ab' — ba! *f* 0, la dérivée s'annule pour deux valeurs réelles, finies et distinctes, xr et x" , il y a un maximum et un minimum. Quand x
croît de — oo + oo, y croît de -, à un maximum, pour x = xf (en suppo-
sant abf — biï > 0) ; puis décroît jusqu'à un minimum, pour x = x''\ pour croître enfin jusqu'à -,.
La courbe représentative n'a qu'une asymptote qui est :
Elle a la forme de la figure 62.
Le maximum et le minimum sont absolus.
(B). — Si abf — 6a' = 0, la dérivée ne s'annule plus que pour une seule
FlG. 62.
valeur finie, xr. On peut dire, encore, que la dérivée a une racine infiniment grande et qu'il y a un minimum pour x = ± oo (en supposant
a& — ca' < 0). Quand x croit de — <*> à + oo, y croît de - à un maximum
(absolu), pour a? = 0?'; puis décroît jusqu'à -7 . On voit bien que la valeur-
est un minimum absolu, pour y, puisque cette fonction atteint cette valeur et ne peut pas prendre de valeurs plus petites. La courbe représentative a une seule asymptote. Sa forme générale est celle de la figure 63.
Fio. 63.
III. — Soit, enfin, b'* — 4a'c
a' est encore, ici, nécessairement différent de zéro, car, sans cela, il
faudrait que b' le soit aussi et y ne serait plus une fraction, mais se réduirait
à un trinôme du second degré. Le dénominateur ayant une racine double,
6' la fonction y est discontinue pour la seule valeur x = — — .
11 faut alors remarquer,de suite, que le résultant Rt du numérateur de la dérivée y* et du dénominateur de y est nul, puisque
Il en résuite que ces deux trinômes ont une racine commune et, par suite, que l'une des deux racines du numérateur de la dérivée est égale
(A). — Si «6' — baf ^ 0, le numérateur de la dérivée a deux racines
b' réelles, finies et distinctes, qui sont : x' = — r-ïr et x".
Supposons, par exemple, xf < x" et, comme d'ordinaire, flfr' — 6a' > 0, on a, alors, le tableau suivant de la variation :
— oo
croît
-J- oo
oo
(m ni* \
— oo
oo
décroit
(min.)
croit
En examinant ce tableau, on voit que la dérivée change de signe pour
x = — — en devenant 2a'
infiniment grande. La fonction y, pour cette valeur de x, devient également infiniment grande, mais sans changer de signe. A rencontre de ce qui se présentait jusqu'ici, le sens de la variation de la fonction change lorsqu'elle devient infiniment grande. La fonction cesse de croître pour décroître.
Tout se passe donc comme dans le cas d'un maximum. On est donc conduit à dire que la fonction -„ c. a un maximum à
Imfinu La courbe représentative a une asymptote parallèle à ox qui est :
COMPLÉMENT A L'ÉTUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS. 539 et une asymptote parallèle à oy qui est :
La disposition des deux branches de courbe asymptotes à cette dernière droite est spéciale, car les deux branches sont asymptotes à la même extrémité (fig. 64). On se rend, d'ailleurs, parfaitement compte du maximum à l'infini en imaginant que, dans la figure 62, on déforme la courbe de façon que le maximum A s'éloigne indéfiniment dans une direction parallèle à oy.
(B). — Si ab' — ba' = 0, la dérivée n'a plus qu'une seule racine finie qui
b' est — — . La seconde racine peut être considérée comme étant devenue
infiniment grande. Le minimum, correspondant à x", dans le cas précédent, est, alors, rejeté à Tin fini.
La valeur -, , pourx = =fc », est
un minimum absolu pour la fonction.
La courbe représentative (en supposant a& — ca' < 0) a la forme générale de la figure 63.
Dans ce cas, le résultant R du numérateur et du dénominateur de la fraction y étant nul, ses deux termes ont au moins une racine commune. Soit » une racine commune ; les deux termes sont divisibles par x — a et la fraction se simplifie. La fonction y n'est, alors, du second degré qu'en apparence.
(A) — Si ah' — ba' ^= 0, les deux termes n'ont qu'une seule racine commune (Voir n° 166) et, en divisant les deux termes par x -
Fie. 65.
a, la fraction prend la forme simplifiée : ax + d
On est ramené à étudier une fraction dont les deux termes sont du premier degré. Nous avons étudié de telles fractions. Elles varient toujours dans le même sens, et la courbe représentative est une hyperbole (Voir n° 123, Exemple IV, Rem.).
(B) — Si ab' — ba' = 0, la condition R = 0, donne :
On a donc aussi
ac' — ca' = 0.
6c' — cb' = 0.
La dérivée y' est identiquement nulle. On en conclut (n° 175, Th. I) que Ja fonction y est constante. D'ailleurs, en vertu des conditions précédentes, on a :
OL _ £ _ î;
qui est, comme nous le savons (Voir Exercice 35) la condition nécessaire et suffisante pour que la fraction y conserve toujours la même valeur numérique.
Remarqua. — Dans cet examen rapide des divers cas qui peuvent se présenter dans J 'étude de la variation d'une fraction du second degré, nous avons indiqué, brièvement, la forme générale de la courbe représentative dans chacun des cas. H est évident que, dans le cas d'un exemple numérique, il faudra calculer toutes les valeurs remarquables de y, comme nous l'avons fait dans les exemples numériques traités dans le chapitre îv du livre IV. En particulier, il faudra calculer les valeurs dey pour le maximum et le minimum.
On peut remarquer, qu'il est facile d'obtenir l'équation du second degré dont les racines sont le maximum et le minimum de y en traitant le problème suivant :
Calculer la valeur qu'il faut donner à x pour que la fraction
ax* + bx + c
prenne une valeur donnée y.
La valeur cherchée de x sera, évidemment, racine de l'équation du second degré :
y {a'x* + b'x + c') = «a* + bx -f c, qui s'écrit :
Pour que cette équation, en x, ait des racines réelles, il faut que Ton ait:
Le premier membre de l'inégalité (2) est un trinôme du second degré en y et les valeurs que pourra prendre y seront donc limitées par les deux racines de ce trinôme. Les deux racines de ce trinôme sont donc les valeurs limites de y, c'est-à-dire le maximum et le minimum.
On trouve, en développant les calculs, l'équation suivante pour déterminer les deux valeurs de y :
(&/i _ 4a'c')y* + 2(2ac' + 2ca' — bb')y + 6* — kac = 0.
Il est à remarquer que le discriminant de cette équation est, à un facteur numérique près, le résultant R; car on a :
4R = [lac' + 2ca' — 66')' — (6* — 4oc) (6'* — 4aV).
Ceci est, d'ailleurs, assez naturel, car il est évident que celte équation doit avoir des racines réelles en même temps que la dérivée y', et dans ce cas seulement.
Étudier les variations des fonctions
y = sina: + cosar, y = séca", y = coséca*,
sina*-|- cosa* . ». m
y = r , y = sin x -f cos x,
cos 2ar
y = sina: -f cosx -f r (sinfcr + cos2a),
y = ùïix -f- cosa,- -f- ~ (sin&r -f cos2a-) -f - (sin3a* + cos3j) ;
plus généralement, étudier la variation de la fonction :
y = sinx -f cosx -f - (sin2x + cos2x) -f- ... -\ — (sinrna: + coswix).
256. Soit un cercle fixe 0 et un point P dans l'intérieur de ce cercle. Par le point P on mène deux cordes rectangulaires AB et CD. Soit x l'angle que fait PA avec le diamètre qui passe par P. Étudier la variation de la somme
APPENDICE III
Xous avons supposé dans ces « Leçons » que le lecteur connaissait le calcul des radicaux et la notation des exposants fractionnaires, car l'exposition de ces questions est du domaine de V arithmétique. Cependant, comme certains traités d arithmétique ne contiennent pas cette exposition, nous pensons rendre service à nos lecteurs en reproduisant ici les numéros des excellentes « Leçons d'arithmétique » de M. Tannery relatifs à ces questions.
443. Opérations sur les radicaux. — Pour prouver qu'un nombre est ]a racine n1*010 de A, il suffit de prouver que la puissance nlèmc de ce nombre est égale à À. Cette remarque suffit à établir les propositions qui suivent.
Le produit des racines n,ènicg de plusieurs nombres A, B, C, I) est égal à la racine n1*"0*0 du produit de ces nombres. En d'autres termes, on a
(i) Vax vÏx Vcx Vd = vÂbcïï.
Pour élever à la puissance nlèmc le produit ^X X "v B X Vc X Vl>, il
suffit, en effet, d'élever à la puissance n chacun de ses facteurs, et l'on obtient ainsi le produit ABGD.
Dans le cas de deux facteurs, le théorème s'exprime par l'égal il é
Va xvb = Vâb:
Un cas particulier intéressant est celui où l'un des nombres A, B, le nombre A, par exemple, est la puissance niHnc d'un nombre rationnel :
supposons A = «w ; on aura
V/aBB = «xVB;
remplacer ainsi y anB par aVB, c'est ce qu'on appelle faire sortir a du
radical, remplacer de même a yB par y anB c'est faire entrer a sous le radical. On a, par exemple,
V8 = vte* X 2 = 2 \/2, \SÏ = \/3s X 3 = 3 yil
Un autre cas particulier intéressant est celui où lous les nombres A, B, G,... qui figurent dans l'égalité (1) sont égaux. On n'a écrit dans cette égalité que quatre facteurs, mais il est clair qu'on aurait pu en écrire
autant qu'on aurait voulu, p par exemple. En les supposant tous égaux, l'égalité prendrait la forme
VÂ)'="VX
En d'autres termes, pour élever à la puissance p la racine uK*mc d'un nombre A, on peut extraire la racine n,è,no de la puissance p de ce nombre. Inversement, la racine nlèmc de la puissance p,ème d'un nombre est la puissance p1*1"* de la racine nlèmc de ce nombre. On observera que, dans le cas où p est égal à n, cette proposition est évidente.
444. La racine «lèmc du quotient de deux nombres A, B est égale an quotient des racines n,*,,1CH de ces nombres ; en d'autres termes, on a
n/Â nvÂ
Cette proposition pourrait se déduire de la précédente; on peut aussi
l'établir directement. Pour élever la fraction -^ à la puissance nlèmc, on
peut élever ses deux termes à la puissance n, ce qui donne- : elle est
donc bien la racine n,è,,nc de ^. En particulier, on a
Vf--L Vb "vb"
445. Étant donnée une fraction — , dans laquelle le dénominateur est la
• \b racine nièmc d'un nombre rationnel 6, on peut la remplacer par une fraction égale dont le dénominateur soit b ; il suffit de multiplier les deux termes
(n ~\n — I n I n — l \b) ou V6 , on a ainsi
\6 \bXK\b) (v6) 6
par exemple, on a
^2 V 2 X vfe 2
il est clair que, pour le calcul numérique, il est plus avantageux de calculer
V'2 avec une certaine approximation, de diviser ensuite le résultat par 2, que de diviser \ par la racine carrée de 2 ; on pourrait d'ailleurs aussi bien
calculer
VA
Si Ton applique la transformation précédente à la fraction — = du
VB
numéro précédent, on voit qu'on peut récrire
On a, par exemple,
r2 \fi \/2 X 3 \fc
3 \fe 3 3
446. Si l'indice de la racine d'un nombre A est le produit de deux nombres entiers n, p, on peut, pour extraire cette racine, extraire la racine nlén,c de A, puis la racine j)tème du résultat : en d'autres termes, on a
fl = <fîâ.
Il suffit de remarquer qu'en élevant le second nombre à la puissance np ou, ce qui revient au même, d'abord à la puissance p, puis à la puissance n, on trouve A. On observera qu'on aurait pu aussi bien écrire
np
v/a = \/Va\
D'après cela, on peut se borner, pour le calcul des racines, au cas où l'indice est premier. On a, par exemple :
Il est à peine utile de dire que, réciproquement, pour extraire la racine nièmc de ja racine pièm* d'un nombre, on peut, si l'on veut, extraire la racine (np)ièmc de ce nombre.
447. On ne change pas la valeur d'une racine en multipliant l'indice de cette racine par un nombre entier et en élevant en même temps la quantité sous le radical à une puissance dont l'exposant soit ce même nombre entier. En d'autres termes, on a
VA
le second nombre, en effet, est égal à V VA* ou à Va. Par exemple, on a
y/7 = Vv.
Inversement, quand on a à extraire la racine d'un nombre élevé à une certaine puissance, si l'indice de la racine et l'exposant sont divisibles par un même facteur, on peut supprimer ce facteur.
Ce théorème ne diffère pas du précédent.
On a, par exemple :
448. Les propositions précédentes permettent, étant données plusieurs racines, avec des indices différents, de les ramènera avoir toutes le même indice.
Soient, par exemple, les racines
Va, Vb, Vc,
<i, b, c désignant des nombres entiers; soit m le plus petit multiple commun de a, 6, c et soient a', &', c' les quotients respectifs de m pai; a, b, c; on multipliera les indices, a, 6, c respectivement par a', bf, c', et Ton élèvera en même temps A, B, C aux puissances a', 6', c'; les racines précédentes seront remplacées par
qui leurs sont respectivement égales et qui ont même indice.
449. Cette proposition permet d'utiliser les règles des n°" 443, 444 pour effectuer des produits ou des quotients de radicaux.
Soient, par exemple, les quantités
yte, V22 X 5, V2 X 5» ;
6 est le plus petit commun multiple des indices 2, 3, 6; ou aura, en appliquant les règles précédentes,
y/ï = V?, V21 X 5 = V24 X 52, >fi X ^2» Xo X V2 X o2 = V23 X 2* X 5S X 2 X 52 = V28 X 5* = V24 X 52.
De même,
V5~ ta*"" V32'
450. Exposants fractionnaires. — Le lecteur n'a pas manqué de remarquer que les dernières propositions établies ont leurs analogues dans la théorie des fractions. Cette analogie deviendra frappante si Ton adopte la notation des exposants fractionnaires.
Avant d'expliquer cette notation, je ferai d' abord les remarques suivantes :
On n'a pas parlé, dans ce qui précède, de racine dont l'indice serait égal
à un; mais rien n'empêche de considérer une telle racine, pourvu que Ton
convienne de regarder sa valeur comme étant égale à celle du nombre sur
lequel elle porte ; on aurait ainsi
Va = a.
Cette convention est bien conforme à la définition générale des radicaux, puisque, en élevant un nombre à la puissance i, on reproduit ce nombre. Dès lors, puisque, dans la démonstration des théorèmes du para-
ALC.fcBRR ftLéMEXTAIRB. 35
graphe précédent, on s'est appuyé uniquement sur cette définition, il est clair que tous ces théorèmes subsisteront, lors même qu'on y fera figurer des racines d'indice égal à un. 451. En désignant par A un nombre quelconque et par p, q deux nombres
qi~p
entiers différents de zéro, on représente VA par le symbole:
que Ton énonce A puissance - : - est un exposant fractionnaire.
Dans le cas où p est égal à 1, comme le symbole A1 est la même chose que A, on aura pour la définition précédente
A» = VA
mm
Dans le cas où q est égal à 1, le symbole Af représente la même chose
que A?. Celte convention est conforme à ce qu'on a dit dans le précédent numéro.
Cette notation ne présente aucune difficulté si l'on veut bien se rappeler qu'une fraction doit être regardée comme l'ensemble de deux nombres entiers qui jouent un rôle différent.
Elle est justifiée par ce fait que si les deux fractions -, 5- sont égales, on a
j) t)f Si en effet les deux fractions -, —t sont égales, on apqr =p'q et, par suite,
A"' = A"'« ; extrayons les racines d'indice qq' des deux membres, on aura
V^-Va7';
or, en divisant les indices et les exposants par qf dans le premier membre, par q dans le second, on a
ou, en remontant à la définition des exposants fractionnaires,
t Pi A* = A*\
Il est à peine utile de faire remarquer que, par celte proposition, la simplification de la racine qiimt d'un nombre élevé à une certaine puissance p revient à la simplification d'une fraction, et que la réduction au même indice de plusieurs racines revient à la réduction de plusieurs fractions au même dénominateur.
Mais il y a plus : les règles établies pour le calcul des exposants entiers s'appliquent aux exposants fractionnaires.
452. Pour faire le produit de deux puissances fractionnaires d'un même nombre, il suffit d'élever ce nombre à une puissance dont l'exposant soit une fraction égale à la somme des deux exposants primitifs.
En d'autres termes, on a, en désignant parp, q,p\ q' des nombres entiers, différents de zéro,
p p' pfi' + pi'
On a en effet
et, par suite,
P P£ qq'l
P' P^± qq't
a? = k«= Va", a"xa2 = Va^xVa^;
mais, en appliquant le théorème du n° 443, on voit que lu second membre
est égal à la racine (qq'y*me du produit A X A**, qui est lui-même égal
à \pq pg, puisque les nombres pqf etp'q sont entiers. D'ailleurs on a, en vertu de la définition,
,q' i PJL±£±
Va"'+" = a '"' •
La proposition est donc démontrée. On écrit souvent l'égalité qui l'exprime sous la forme
mais il convient de remarquer que le second membre n'a pas de sens
P Pf par lui-même; il est sous-entendu qu'on doit remplacer la somme — | — -,
par sa définition, c'est-à-dire par une fraction à termes entiers, égale à cette somme, mais celle notation est commode pour permettre l'extension du théorème considéré au cas de trois, quatre, ... facteurs. Ainsi, de l'égalité précédente on déduit
p p' El (P + £\+ll A'X A' X A«"=l* "*>' *".
Voici quel sens il faut attribuer au second nombre : la* somme (- -f- —A
ayant été remplacée par une fraction à termes entiers, on lui ajoute la
fraction £-, et Ton obtient ainsi, sous forme d'une fraction à termes
entiers, l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever A; mais il est clair que cet exposant peut être aussi bien obtenu en calculant, comme on voudra, la fraction à termes entiers qui est égale à la somme des trois
fractions?, =-T, 5r;.
453. Pour élever à la puissance 2. un nombre A, élevé déjà à une puis-
sance entière ou fractionnaire - , il suffit de multiplier par/-, l'exposant
de A; en d'autres ternies, on a
Gï)r=
On a, en effet, d'après les définitions,
mais on a de même
(«£)'- ft*
is
et la racine g'**"* de cette quantité est égale à V^' » ou> en vertu ^e I*
définition des exposants fractionnaires, à Xq<1' : la proposition est donc démontrée.
454. Si, en désignant par p, 7, p't q' des nombres entiers, on a
on aura, en désignant par A un nombre quelconque, autre que zéro,
en entendant que, dans le second membre, la différence - — ~ soitrem-
placée par une fraction à termes entiers qui lui soit égale, par exemple par W' — P'<I
T^i démonstration est toujours la même; on a
V Pi' 00'/"" ~" ___
aï ^ a* _ Va" _ fA"' _ ç/^ï _ ^
A*' \n' VA**
Parii. — Inip. E. Canomoxt et O, rue des Poitevins G.
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